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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

HiPERBOLIK TANJANT(TANH) YONTEMI

Mustafa MIZRAK

Dicle Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Bu tezde, lineer olmayan degisimsel ve dalga denklemleri ¢ozmek igin iyi
bilinen Hiperbolik Tanjant (Tanh) yontemini inceledik.

Tanh yontemi bir boyutlu yonlendirilmis dalga ¢oziimlerinin hesaplanmasinda
kullanilan ¢ok gii¢lii bir ¢dziim yontemidir.

Bu yontem c¢oziimlerin sonlu bir hiperbolik tanjant kuvvet serisi seklinde
yazilabilmesine dayanir. Lineer olmayan terimlerin lineer terimlere esitlenmesiyle seri
aciliminin derecesi belirlenmistir. Sinir sartlarinin  uygulanmasi ile ydnlendirilmis
dalganin hiz1 elde edilebilir.

Yontemin giliclinii gostermek icin iyi bilinen bazi lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler ¢ozlilmiistiir.

Sonu¢ olarak, ayni yontem ile lineer olmayan kismi diferansiyel denklem

sistemlerinin ¢oziilebilecegi gosterilmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis

THE HYPERBOLIC TANGENT (TANH) METHOD

Mustafa MIZRAK

Dicle Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dali

In this thesis, we apply well known The Hyperbolic Tangent (Tanh) method to
solve the nonlinear evolution and wave equations.

The tanh method is a powerful solution method for the computation of one-
dimensional travelling wave solutions.

This technique is based on the fact that solutions may be written as a finite
power series of a hyperbolic tangent. Balancing the nonlinear terms against the linear
ones gives the order of the series expansion. Boundary conditions can be implemented
with the velocity of the travelling wave solutions .

To show the strength of the method some well known nonlineer partial
differantial equations are solved.

Finally, it will be shown that the same method also can be used to solve

systems of nonlinear partial differential equations.
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GIRIiS

Kismi diferansiyel denklemler ilk kez geometrideki yiizey calismalarinda ve
mekanikteki ¢ok ¢esitli problemlere ¢6ziim bulmak igin ortaya ¢ikmistir. Kismi diferansiyel
denklemler doganin temel yasalarinin formiile edilmesinde, matematiksel analizin g¢ok
cesitli problemlerinde, uygulamali matematikte, matematiksel fizikte ve miihendislik
biliminde karsimiza ¢ikmaktadir.

Kismi diferansiyel denklemler fizik problemleri incelenirken d'Alembert ve Euler
tarafindan ortaya konmustur. Daha ileri ¢calismalarda Cauchy, Lagrange, Laplace, Monge,
Ampere ve Pfaff, Fourier, Poisson, Green, Dirichlet tarafindan yapilan ¢aligmalara
rastlanmaktadir. Bilhassa Lagrange'nin birinci basamaktan diferansiyel denklemlerle ilgili
caligmalar1 bu konuda temel olusturur. Fakat kismi diferansiyel denklemler ve bu denklem

sistemleri ile ilgili ilk kesin aragtirmalar Cauchy tarafindan yapilmis ve Cauchy tarafindan

ortaya konan teoremler M.Darboux ve Sonia Kowalewsky tarafindan ispatlanmistir [5] .

19. ve 20. ylizyilda kismi diferansiyel denklemler {izerindeki arastirmalarin ana
fikrini iki farkli bakis acis1 olusturmustur. Bir taraf kismi diferansiyel denklemleri fizik,
mithendislik ve diger uygulamali bilimlerdeki modellemelerle arasindaki iligkiyi
arastirirken, diger taraf ise kismi diferansiyel denklemleri matematigin diger dallarinin da

gelismesinde bir ara¢ olarak kullanmistir. Bu iki farkli bakis agis1 ilk defa H.Poincaré

tarafindan 1890 yilindaki iinlii makalesinde agikca dile getirilmistir [1] . Poincaré elektrik,

hidrodinamik, sicaklik, manyetizma, optik vb. cok farkli alanlardaki 6nemli problemlerin
cogunun bir aileyi animsattigin1 ve bu yiizden bunlarn ortak ydntemlerle ¢oziilmesi
gerektigini belirtmistir. Ayn1 makalede, matematiksel fizikteki ¢ok farkli denklemlerinin

matematikte dnemli roller listlenecegi dair ileriyi géren bir goriis belirtilmistir. Bu diisiince,
20. ylizy1l boyunca kismi diferansiyel denklemlerin temel rolii olmustur [2] .
Kismi diferansiyel denklemlerin tarihi ¢ok eski olmasina ragmen, kayda deger yeni

gelismeler ancak 20.yilizyilin son yarisinda gergeklesmistir. Lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlerin gelisiminin ana etmenlerinden biri, lineer olmayan dalga ilerleme



problemleri tizerindeki arastirmalar olmustur. Bu problemler uygulamali matematik, fizik,
miithendislik, akiskan dinamigi, lineer olmayan optik, kat1 mekanik, plazma fizigi, kuantum
alan teorisi ve kati-hal fizigi gibi ¢ok farkli alanlarla ilgilidir. Ozellikle, lineer olmayan
dalga denklemlerinin yeni ¢oziimleri, lineer dalga denklemlerinin ¢éziimlerinden farklidir.
Bunlara en iyi 6rnek sok dalgalari, su dalgalari, solitonlar ve soliton dalgalaridir.
Solitonlarn en dikkat ¢ekici ozellikleri, yoresel bir dalga formu olmalari, 6yle ki, 6teki
solitonlarla etkilesime girdiklerinde solitonlarin degismemesi ve partikiil benzeri bir
davranis gostermeleridir. Gergektende lineer olmayan dalga teorisi ve solitonlar {izerindeki
son 30 yildaki arastirmalardan devrim sayilabilecek ¢ok fazla bilgi edinilmistir. Bu devrim
boyunca, fiziksel, kimyasal ve biyolojik sistemlerde kayda deger ve beklenmeyen olaylar
gozlenmistir [3].

Bu tezde, baz1 6zel lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin hiperbolik
tanjant (tanh) yontemi ile ¢ézlimlerini inceleyecegiz.

Fiziksel sistemlerin matematik modellemeleri genellikle lineer olmayan degisimsel
(evolution) denklemleriyle gdsterilir. Bu tiir denklemlerin agik ¢6ziimleri, buna bagl
fiziksel problemlere bakis agisimizi degistirdiginden biiyiik bir 6neme sahiptir.

Son yillarda, lineer olmayan degisimsel denklemlerinin agik ¢oziimlerinin elde
etmek icin bazi direkt ve cebirsel yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerden en etkili
olanlarindan biri hiperbolik tanjant (tanh) fonksiyonu yontemidir. Genel olarak, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢ozlimiinii elde etmek i¢in genel bir yontem
yoktur. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler genellikle ¢ok gesitli yontemler ve
sayisal ¢oziimlerle ¢oziliirler. Fakat tiim bu yontemlerin ortak bir noktasi vardir. Bu da
verilen kismi diferansiyel denklemin uygun doniisiimler yapilarak adi diferansiyel
denkleme indirgenmesine dayanir. Bu yontemin diger yontemlere nazaran {istiin olmasinin
sebebi, c¢ozlimlerin hiperbolik tanjant fonksiyonlarinin seri toplamlar1 seklinde
yazilmasidir. Bu da tanh-fonksiyonunun tiirevlerinin yine tanh-fonksiyonu tiiriinden

yazilabilmesinin bir sonucudur.



1.BOLUM: TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

1.1.Temel Terimler ve Kavramlar

Tanmim 1.1. Bir veya daha fazla bagimli degiskenin bir veya daha fazla bagimsiz degiskene
gore tiirevler veya diferansiyeller iceren denklemlere diferansiyel denklem denir. Tiirevleri

alinan y degiskenine bagimli degisken ve y’nin tiirevlerini aldigimiz degiskenlere de

bagimsiz degiskenler denir.

Tanim 1.2. Bir diferansiyel denklem, bir veya birka¢ bagimli degiskenin bir tek bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini igeriyorsa bu denklem adi diferansiyel denklem olarak

adlandirilir. Genel olarak adi diferansiyel denklem

F(x, 0,85y ) =0 (1.1.1)
Ornek 1.1.

d’y dyjz

Xy — | = 1.1.2
dx’ y(dx ( )
d*x d*x )
——+5——+3x=sint 1.1.3
dr’ dt* ( )

(1.1.2) ve (1.1.3) denklemleri adi diferansiyel denklemlerdir. (1.1.2) denkleminde
x tek bagimsiz degisken ve y bagimli degiskendir. (1.1.3) denkleminde ise ¢ bagimsiz

degisken iken x bagimh degiskendir [4].

Tamm 1.3. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek basamaktan tiireve diferansiyel

denklemin basamag: denir.

Ornegin (1.1.2) denklemi 2.basamaktan bir diferansiyel denklemdir. Ciinkii bu

denklemin igindeki en yiiksek tiirev ikinci basmaktan tiirevdir. (1.1.3) denklemi ise

4 basamaktan adi diferansiyel denklemdir.



Tamm 1.4. Iki veya daha ¢ok bagimsiz degisken ile bir veya daha ¢ok bagimli degiskeni ve
bagimsiz degiskenlerine gore kismi tiirevlerini iceren denkleme kismi diferansiyel denklem

denir. z, bagimli, x, y bagimsiz degiskenler olmak {izere bir kismi diferansiyel denklem

genel olarak,

Oz Oz &%z 0’z 0%z 0"z 0"z

F(x,y,2,22 82 22 gz .22 -0 1.1.4
(x. .2 ox 3y ox* oxdy dy' T ox” ﬂy") ( )
bicimindedir.
Ornek 1.2.
LA, (1.1.5)
os ot

’u ou u
2 + 2 + 2 = 0
ox~ oy oz

(1.1.6)

(1.1.5) ve (1.1.6) denklemleri kismi diferansiyel denklemlerdir. (1.1.5) denkleminde s

ve t bagimsiz degiskenler ve v bagimli degiskendir. (1.1.6) denkleminde ise x,y vez

bagimsiz degiskenler olup, u bagimli degiskendir.

Ornek 1.3.

ov ow

W—+Vv—=x+y
ox Oy

(1.1.7)

ov ow

V—+V—=Xx—y
ox Oy

denklemi ise birinci basamaktan iki bagimsiz degiskenli iki bilinmeyenli bir kismi

diferansiyel denklem takimidir.



Tammm 1.5. Bir kismi diferansiyel denklemin derecesi tam ve rasyonel hale getirilen

denklemdeki en yiiksek basamaktan tiirevin derecesine denir.

0’z

622 2 ﬁZ
ox’ "%

) 0 (1.1.8)

ont
(ﬁ_y) ;o (

Ikinci basamaktan ikinci dereceden bir kismi diferansiyel denklemdir [5].

Diferansiyel denklemleri baska 6zelliklerine gore siniflandirabiliriz. Bunun igin de

asagidaki terimi tanimlamak gerekir.

Tanim 1.6. Bir diferansiyel denklemde;

(a) her bagiml degisken ve her tiirev sadece birinci dereceden ve

(b) bagimli degisken ve tlirevleri carpim seklinde bulunmuyorsa
bu diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem adi verilir. Lineerlik sartlarini
saglamayan denklemlere ise lineer olmayan diferansiyel denklem denir.

Ornek 1.4.

d’y . dy
+7=——-4y=0 1.1.9
dx? dx Y ( )
4 2
d—y+xd—y—x2d—y=x63x (1.1.10)

dx! dx? dx

denklemleri lineer olup, y bagimli degiskenine ve onun tiirevlerine gore y veya y’ nin

tiirevlerini ¢carpim seklinde degildirler.

Ornek 1.5.
2
‘;f+3?+6y2=0 (1.1.11)
X X
d*y (dvY
X X



d’y dyj
—+5y | = |+6y=0 1.1.13
dx* 7 (dx Y ( )

denklemleri ise lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir. (1.1.11) denklemi lineer degildir.

Ciinkii bagimli degisken y olup, son terimde 6y° 2.derecedendir. (1.1.12) denklemi, ikinci

3
terimdeki S(QJ birinci tiirev tiglincli dereceden oldugundan dolay1 lineer degildir. Son

dx
olarak, (1.1.13) denklemi ise ikinci terimdeki 5 y(%) carpimindan dolay1 lineer degildir.
X

Ayrica lineer diferansiyel denklemler, bagimli degiskenlerin ve tiirevlerinin

katsayilar1 gore de siniflandirilmaktadir. Soyle ki, (1.1.9) denklemi sabit katsayili lineer
bir diferansiyel denklem iken (1.10) denklemi degisken katsayili lineer bir diferansiyel

denklemdir [4] .

Kismi diferansiyel denklemleri bir operatér' formunda da yazabiliriz.

L u(x)= f(x) (1.1.14)

Burada da L_ bir operatordiir. L operatorii

L .(au+by)=alu+bL y (1.1.15)

sartin1 sagliyorsa; L _lineer bir operator olarak adlandirilir. u# ve y keyfi iki fonksiyon ve

a ve b keyfi iki sabittir. f(x)=0 ise L denklemi homojen lineer denklem adin alir.
Eger L lineer degilse, L u(x) = f(x)denklemi lineer olmayan bir denklemdir.
Lineer homojen bir adi diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii ¢,,c,,...,c, keyfi

sabitler ile dogrusal bagimsiz u,(x),u,(x),...,u,(x) ¢oziim fonksiyonlarinin lineer

bilesenleridir. Diger bir ifade ile; eger

! Operator matematiksel bir kural olup, bir fonksiyona uygulandiginda farkli bir fonksiyon tiretir [6] .



Lu(x)=0 (1.1.16)

seklindeki n. basamaktan homojen adi bir diferansiyel denklemin » lineer bagimsiz ¢6ziim

fonksiyonlari, keyfi ¢,c,,...,c, degerleri igin

u(x) =Y c,u, (x) (1.1.17)
k=1
ifadesi (1.16) denkleminin genel ¢6ziimiidiir. Buna adi diferansiyel denklemler i¢in Lineer

Stiper Pozisyon Prensibi denir.

Dikkat edersek, (1.16) genel ¢oziimii n keyfi sabite baghdir.

Lu (x)=0 (1.1.18)

seklindeki lineer homojen bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢oziimii ise keyfi sabitler

yerine keyfi fonksiyonlar igerir. Bu yiizden (1.1.18) denkleminin sonsuz ¢oziimii vardir.

Eger bu (1.1.18) denklemin sonsuz ¢oziim kiimelerini u, (x),1,(x),...,u, (x),... ile

gosterirsek; o zaman bunlarin sonsuz lineer birlesimleri

u(x)zicnun(x) (1.1.19)

n=1

bi¢iminde yazilir. Burada c,’ler keyfi sabittir. Bununla beraber bu sonsuz seri diizgiin
yakinsak olmazsa (1.1.1 8) denkleminin bir ¢6ziimii olmayabilir. Bu yiizden, siiper pozisyon

prensibi  kismi diferansiyel denklemler i¢in her zaman dogru degildir. Eger

u,(x),u,(x),...,u,(x) fonksiyonlar (1 .1.18) denkleminin ¢6ziim fonksiyonlari ise,

u(x)= Zn:cnun(x) (1.1.20)

fonksiyonu da (1.1.18) denkleminin bir ¢6ziimii olur. Lineer homojen adi diferansiyel

denklemlerde oldugu gibi lineer siiper pozisyon prensibi (1.1.19) ifadesindeki sonsuz

serinin yakinsak olmasi sartiyla lineer homojen kismi diferansiyel denklemlere de

uygulanabilir [3].



Genel olarak xve y gibi iki bagimsiz degiskenli ikinci basamaktan lineer kismi

diferansiyel denklem

Au, +Bu,+Cu, +Du, +Eu,+Fu=G (1.1.21)

seklinde yazilabilir. Bu denklem, xy uzaymin herhangi bir bdlgesinde B> —4A4C ’ nin

pozitif, negatif ve sifir olmasina gore siniflandirilir.Buna goére

>0  Hiperbolik
B*—44C{=0  Parabolik
<0 Eliptik

olarak adlandirilir. Hiperbolik, parabolik ve eliptik denklemlerin drnekleri sirasiyla klasik

dalga denklemi, yayilma denklemi ve Laplace denklemleridir.

Uveul Diferansiyel K | - ) K DD .
ygulama atsayilarin Degeri 2 .D.D smifi
8 denklem Y s B -44C
Dalga 5 2 " . .
u,=au,_ A=1,B=0,C=-« Pozitif Hiperbolik
Denklemi
Yayilma 5 5 ]
) u=au, A=0,B=0,C=—« Sifir Parabolik
Denklemi ’
Poisson’s
u,+u, = f(x,y) A=1,B=0, C=1 Negatif Eliptik
Denklemi




Bu smiflandirmalarin her birinde (1.1.21) denklemi farkli Gzellikler iceren ¢oziimlere
sahiptir. A4,B,...,F sabit ve G=0 olmast durumunda (1.1.21) denklemi her zaman

u = ™" geklinde bir ¢dziime sahiptir. Burada sabit olan A ve p

AAX +BAu+Cp’ + DA+Eu+F =0 (1.1.22)

denklemini saglarlar. Bu denklem ise analitik geometride Au diizleminde bir konik

denklemini gostererek ve B> —4A4C *nin degisimine gore farkli tipte konikler ortaya gikar.

Yukarida kullamlan terminoloji bu gergege dayamir [7].

1.2. Diferansiyel Denklemlerin Kaynagi ve Uygulama Alanlari

Diferansiyel denklemler; bilim ve miihendisligin bircok dalinda karsilagilan ¢ok
sayida problemde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu problemlerin sayisi sayfalar dolusu olabilir.

Bu problemlerin bir kag¢1 asagida verilmistir:

a) Gezegen, uydu, roket vb. gibi nesnelerin hareketlerinin belirlenmesi
probleminde,

b) Bir elektrik devresindeki akim veya sarjin belirlenmesin probleminde,

c) Bir metal gubuk veya tabakanin ilettigi 1s1 miktarinin belirlenmesi probleminde,

d) Bir telin veya zarin titresiminin belirlenmesi probleminde,

e) Radyoaktif bir maddenin parcalanmasi veya bir popiilasyonun artis hizinin
belirlenmesinde,

f) Kimyasal reaksiyon arastirmalarinda,

g) Egrilerin geometrik 6zelliklerinin belirlenmesi problemlerinde,

diferansiyel denklemler kullanilir. Hemen, bu nasil olmaktadir sorusu karsimiza g¢ikar?

Yukarida problemlerde gegen nesnelerin hepsi kesin bazi bilimsel kanunlara uymak



zorundadir. Bu kanunlar; bir veya birkag niceligin diger niceliklere bagl olarak degisim
oranlarmi igerir. Bu degisim oranlar1 ise matematiksel olarak tiirevler ile gosterilir. Cesitli
tiirevler ve bilimsel kanunlarla gdsterilen, yukarida bahsedilen durumlarin tiimi tiirevleri
iceren matematiksel denklemler, yani diferansiyel denklemlerdir. Dogal olarak hemen su
soru aklimiza gelir: Bir diferansiyel denklemden nasil yararli bilgi elde edinilebilinir? Bu
temel olarak, bu denklemin ¢6ziimiiniin elde edilmesi ile miimkiin olabilir. Bu ¢6ziimiin
elde edilmesinin miimkiin olmadig1 durumlarda ise, diferansiyel denklemler teorisi

kullanilarak ¢6ziim hakkinda bilgi edinilmesiyle miimkiin olmaktadir. Bu cevabi anlamak

icin de; diferansiyel denklemin ¢oziimiiyle kastedilenin ne oldugunu tartismaliy1z [4] .

1.3. Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

Birinci boliimde belirttigimiz gibi kismi diferansiyel denklem; bir veya birkag
bagimsiz degiskene gore bir veya daha fazla bagimli degiskenin kismi tlirevlerini igeren

denklemlerdir.

Bir D bolgesinde tanimli ve siirekli diferansiyellenebilen u =u(x,y,...)
fonksiyonunun basit bir ¢dziimii u = f(x,y,...)e C"[D], tiim kismi tiirevlerini igeren
denklemin var olmas1 ve F(x,y,u,u_,...)=0 esitliginin saglanmas: demektir. # ve u’ nun

kismi tlirevleri D  bolgesinin  bazi veya tiim noktalarinda siireksiz  ise

u=u(x,y,.....) ¢coziimiine zayif (veya genel ) ¢éziim denir.
1.3.1. Bir Adi Diferansiyel Denklemin Co6ziimii

Tanim 1.7. n.dereceden bir adi diferansiyel denklem

2 n
F[x,y,d—y,ﬂ,...,d y}:o (1.3.1)

10



2 n
olsun. Burada F' gercek bir fonksiyon x, y,j—y,z f ,...,d—y ise (n+2) tane bagimsiz
X dx

degiskendir.

Farz edelim ki f her x i¢in bir /< R arali@inda tanimhi ve her x €/ igin

n.dereceden tiirevlenebilen bir gercek bir fonksiyon olsun. Bu aralikta tanmimlanan f

fonksiyonu asagidaki iki kosulu saglarsa (1.3.1) denkleminin agik bir ¢oziimiidiir.

Flx £ (%), /(%) /(%) (1.3.2a)

ifadesi her x € [ i¢in taniml1 ve

FLf (%), 1) £ (%) | = 0 (1.3.2)

olmalidir. Yani, y=f (x) ve tiirevleri (1.3.1) denklemini / araliginda tanimli ve 6zdes

olarak saglamalidir.

I araliginda tanimhi ve ger¢ek bir x degiskenine bagli en az bir gergek f

fonksiyonu tanimli ise ve bu fonksiyon bu aralikta (1.3.1) denkleminin bir kapal1 ¢oziimii

ise g(x, y) =0 bagntisina, (1 .3.1) denkleminin kapali bir ¢oziimii denir.

Her iki ¢oziime, agik ve kapali ¢ozlimlerine kisaca bundan sonra ¢oziim diyecegiz.

Kabaca, (1.3.1) diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii denildiginde; agik veya kapali, x ve

y arasinda, tlirevleri icermeyen ve (1 3. 1) denklemini saglayan bir iligki kastedilecektir.

Ornek 1.6. Her x gercek sayisi igin tanimli

y(x)=2sinx+3cosx (1.3.3)

fonksiyonu, her x gergek sayisi igin

11



2

dy
dx?

+y=0 (13.4)

diferansiyel denkleminin agik bir ¢6ziimii olsun. f fonksiyonu, her x € R sayisi igin
taniml1 ve ikinci tiireve sahip bir fonksiyondur.

y'(x)=2cosx—3sinx

y"(x)=-2sinx—3cosx

2

(1.3.4) diferansiyel denklemindeki Zy yerine y" ifadesini yerlestirdigimizde her x
X

2

gercek sayisi i¢in tanimli

(-2sinx—3cosx)+(2sinx+3cosx)=0 (1.3.5)

ifadesini elde ederiz. Bu yiizden, herx e R i¢in tamml, (1.3.3) denklemiyle verilen y

fonksiyonu (1.3.4) diferansiyel denkleminin bir agik ¢dziimiidiir.

Ornek 1.7.
x*+y? =25 (1.3.6)
bagintisi
dy
x+y—=—=0 1.3.7
y (13.7)

diferansiyel denkleminin —5(x (5 araligiyla tanimli / agik araliginda tanimh kapali bir

¢coziimudiir. (1.3.6) bagintis1 tanimlayan iki gercek fonksiyon f, ve f, olmak iizere,

fl(x): 25-x" (1.3.8a)

f(x)= 25— (1.3.80)

12



fonksiyonlari, her x € I gercek sayisi i¢in tanimli ve (1.3.7) diferansiyel denkleminin /

lizerinde agik ¢Oziimleridir. Simdi bu diferansiyel denklemin ¢dziimlerinden birinin f,

oldugunu gosterelim.
N (x) =+25-%"

oldugundan her x € I gercek sayisi i¢in
—X

(e

(1.3.7) diferansiyel denkleminde y yerine £,(x) fonksiyonu ve onun tiirevi yerlerine

konuldugunda; her x € I gergek sayis1 igin

x+[mwﬁ}o veya x-x=0 (13.9)

gergekledigi goriiliir. Bu yiizden fl(x) fonksiyonu (1.3.7) diferansiyel denkleminin [

iizerinde acik bir ¢oziimiidiir. Simdi de,
x>+’ =-25 (1.3.10)

bagmntisim ele alalim. Bu bagintida (1.3.7) diferansiyel denkleminin / iizerinde agik bir

¢oziimii olabilir mi? Bunun i¢in (1.3.6) bagmtisinin x degiskenine gore diferansiyeli
aldigimizda
dy _ x

2x+2y@20 veya —— (1.3.11)
dx dx y

elde ederiz. Bu ifadeyi (1.3.7) diferansiyel denklemine yerlestirdigimizde

x+y(_£j=0 (1.3.12)

y
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esitligini elde ederiz. Boylece (1.3.10) bagintisinin bi¢imsel olarak (1.3.7) diferansiyel

denklemini formiil olarak sagladigini gostermis olduk. Fakat sadece bu esitlik (1.3.7)

denkleminin kapali bir ¢6ziimii oldugunu gdstermez. Su ana kadar sadece

(1.3.10) denkleminin x ve yarasinda bir baginti oldugunu ve bu bagmntinin (1.3.7)

diferansiyel denklemini bi¢imsel bir 6zdeslige indirgedigini gosterdik. Bu 6zdeslige bir
bigimsel ¢oziim denir. Bu 6zdeslik goriiniirde bir ¢oziim olabilir. Fakat bunun arastirilmasi

gerekir. Bunun i¢in (1.3. 10) denklemini y degiskenine gore ¢ozersek;

y=TV25-x (1.3.13)

bulunur. Burada her ger¢ek x degeri i¢cin y degerleri gergek olmaz. Yani (1.3.10) bagintisi
herhangi bir aralikta herhangi bir ger¢ek fonksiyonu tanimlamaz. Bu yiizden (1.3.10)

denklemi bir kapali ¢6ziim olmayabilir; fakat(1.3.7) diferansiyel denkleminin bigimsel bir

¢Ozimidiir.

Tanmm 1.8.

dy dﬂy
Fl|x,y,—,.., =0 1.3.14
(x Y dx dx" j ( )

n.dereceden bir adi diferansiyel denklem olsun.n keyfi sabit igeren (1.3.14) denkleminin

bir ¢oziimii F =(x, y,c,,...,c, ) bigiminde olup(1.3.14) denkleminin genel bir ¢éziimii denir.

(1.3.14) denkleminin genel ¢dziimiindeki n keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek
elde edilen ¢oziime (1.3.14) denkleminin bir ¢zel ¢dziimii denir.

(1.3.14) denkleminin genel ¢oziimii ve genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere deger

14



vererek elde edilemeyen ¢oziimlere (1.3. 14) denkleminin bir tekil ¢éziimii denir.

Ornek 1.8.

dy
-9 1.3.15
=2 (1.3.15)

diferansiyel denklemini ele alalim. Her gercek x sayisi i¢in tamimli £ (x) = x* fonksiyonu
(1.3.15) denkleminin bir ¢oéziimiidiir. Ayni sekilde her gercek x sayisi igin tanimli
filx)=x"+1, f,(x)=x*+2 ve f,(x)=x*+3 fonksiyonlari da (1.3.15) denkleminin bir

coziimiidiir. Gergekte, ¢ herhangi bir gercek say1 olmak iizere her gercek x sayisi igin

taniml

f(x)=x2+c (1.3.16)

fonksiyonu (1 .3.15) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Bu denklemdeki ¢ sabiti keyfi bir sabittir.
Bu yiizden birinci basamaktan (1.3.15) diferansiyel denkleminin bir keyfi sabite sahip bir
¢Oziimii oldugunu sdyleyebiliriz. Bu ¢dziime (1.3.15) diferansiyel denkleminin genel
¢oziimii ve (1.3.16) diferansiyel denklemindeki ¢ keyfi sabitine 6zel bir deger vererek elde

edilen f, , f, ve f, fonksiyonlarina da (1.3.15) diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii

denir.

Ornek 1.9.

d’y L dy
-3—=—+2y=0 1.3.17
dx? dx d ( )

ikinci basamaktan diferansiyel denklemi ve her ger¢ek x sayisi i¢in tanimli

f(x)=ce" +c,e™ 1.3.18
1 2
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fonksiyonu verilsin. Agik¢a ispatlanabilir ki, herhangi iki ¢, ve c,degeri i¢in (1.3.18)
fonksiyonu (1.3.17) diferansiyel denkleminin bir ¢dziimiidiir. Bu yiizden, (1.3.18)
fonksiyonu (1.3.17) diferansiyel denkleminin bir genel ¢oziimiidiir. Ayrica,
1 (x)=5€x+662x (1.3.19a)
fz(x)=%ex _3e> (1.3.195)

fonksiyonlari da (1.3.17) diferansiyel denkleminin ézel ¢oziimleridir [4].

1.3.2. Bir Kismi Diferansiyel Denklemin Coziimii

Bir kismi diferansiyel denklemin ¢o6ziimii, denildiginde bu kismi diferansiyeli
saglayan ve tiirev igermeyen degiskenler arasindaki agik (explicit) veya kapali (implicit)

bagintilar kastedilir.

Ornek 1.10. Asagida verilen birinci basamaktan kismi diferansiyel denklemi ele alalim.

Z—fﬁ:xz 1)’ (1.3.20)

bu denklemde u bagimli degisken, x ve y bagimsiz degiskenlerdir. Bu denklemin integrali

alinirsa

u=I(x2+y2)8x+¢(y) (1.3.21)
burada I(xz +° )8x x degiskenine gore kismi integrali, y sabit degiskeni ve ¢(y), y

degiskenine bagl keyfi bir fonksiyondur. Buradan

3

u=%+xy2+¢(y) (13.22)

(1.3.20) denkleminin ¢oziimiidiir.
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Ornek 1.11. Simdi de asagidaki ikinci basamaktan kismi diferansiyel denklemi ele alalim.

0*u )
=x" - 1.3.23
0yox Y ( )

Oncelikle bu denklem

0 ((%tj )
oy \ Ox

seklinde yazilir. Bu denklemde x degiskenini sabit tutularak, y degiskenine gore kismi

integral alinirsa, buradan

2
Z—Z=x3y—y?+¢(x) (1.3.24)

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki ¢(x) , X degiskenine bagl keyfi bir fonksiyon olup benzer

olarak bu ifadenin, y degiskenini sabit tutularak, x degiskenine gore kismi integral alinirsa

=222 () a(y) (1.3.25)

¢Ozlimiini elde ederiz.

Buradan, simdiye kadar ¢6zdiigiimiiz 6rneklerden su sonuglari elde ederiz:
e adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri keyfi sabitler igerirken,
e kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri keyfi fonksiyonlar
igerir.
Ayrica dikkat edilirse, birinci mertebeden (1.3.20) kismi diferansiyel denkleminin

¢Oziimii bir keyfi fonksiyon, ikinci mertebeden (1.3.23) kismi diferansiyel denkleminin

¢Oziimii ise iki keyfi fonksiyon igerir.
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1.3.3. Baslangi¢c-Sinir Deger Problemleri

Hemen hemen biitiin durumlarda kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimleri
bazi ek sartlar1 da saglamak zorundadir. Bu ek sartlara baslangi¢ veya sinir sartlar: denir.
Daha 6nceden belirtildigi gibi lineer bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢oziimii keyfi
fonksiyonlar igerir. Bunun anlami; sonsuz tane ¢6ziim vardir ve biz sadece baslangi¢ veya

sinir kosullarini belirtmek sartiyla 6zel bir ¢6ziim elde edebiliriz.

Genelde baglangi¢ ve sinir kosullart problemin kendisinden kaynaklanir. Bir kismi
diferansiyel denklemin bagimsiz degiskenlerinden biri zaman (¢) oldugunda, u(x,7) bagiml
degiskeninin ¢t =7, veya t=0 anindaki baslangi¢ kosulu, bagimli degiskenin fiziksel
durumu 6zel hale getirir. u(x,?)belirlemek icin sik sik u(x,0) veya u,(x,0) degerleri
kullanilir. Bu kosullara Cauchy (veya baslangi¢) kosullar: denir. Bu kosullarin tek bir
¢Oziimiiniin olmas1 i¢in gerek ve yeter sart oldugu gosterilebilir. Cauchy verileri ile
t = 0dogrusu iizerinde belirtilen baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiinii bulmaya Cauchy
problemi veya baslangi¢-deger problemi denir. Her fiziksel problemde, belirli bir
denklemin degerleri belirtilmis D uzayinda tanimli, D’ nin 0D smirinda verilen u(x,¢)
bagimli degiskeni ¢ozlilmelidir. Sinirin sonlu bir hacminin olmasi gerekmez. Bazi
durumlarda smirm bir pargasi sonsuz da olabilir. Sinirin sonsuzda oldugu bir problemde
siirsiz kosullardaki sonsuzdaki ¢6ziimiin davranisi belirtilmelidir.Bu tiir problemlere sinir-
deger problemleri denir ve bu problemler uygulamali matematik ve matematiksel fizigin en

temel problemlerinden biridir [3].

Diger bir agidan, drnegin u=x>—y", u=e"cosy, u= ln(x2 + y2) denklemlerinin

o’'u o C
tamami < + a—lj = 0 Laplace denklemi i¢in birer ¢éziimdiir. Bu yiizden aranilan ¢éziimiin
y

ox?

hangisi olduguna sinir degerlerinden karar verilir. Oncelikle baslangi¢ kosullar1 ( x = 0 *daki
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kosullar ) ve ardindan siir kosullarin (x’in farkli degerlerindeki kosullar) 6zel olarak

incelenmesiyle lineer kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine ulasmak miimkiindiir [7] .

Fiziksel problemlerin formiile edilmesinde sik sik kullanilan ii¢ 6nemli tipte sinir

kosullar1 vardir. Bunlar :

(a)Dirichlet kosullari:u bir D bolgesinin 0D sinirindaki tim noktalar i¢in tanimlanmistir.
Verilen L u(x)=0 denkleminin D bolgesi i¢indeki 0D ’de belirtilen u degerleri icin

problemin ¢6ziimiinii bulmaya Dirichlet sinir-deger problemi denir.

(b)Neumann kosullari: Z—D normal tiirevin 0D sinirindaki degerleri 6zel hale getirilmistir.
n

Bu durumda, problem Neumann sinir- deger problemi denir.

(c)Robin kosullari: (Z—D+au) degeri 0D smirinda 6zel hale getirilmistir. Bu
n

degerlere karsilik gelen probleme Robin sinir-deger problemi denir.

Bir kismi diferansiyel denklem ile belirtilen; tanimli bir bolgede verilen baslangig
ve /veya sinir (ve diger ek sartlari) sartlartyla ve asagida verilen kosullari saglayan problem

iyi tamimlanmustir denir:

e Varhk :Problemin en az bir ¢dziimii olmalidir .

o Teklik :En ¢ok bir ¢6ziim vardir.

e Kararhhk: Sonug kararli olmalidir; yani siirekli olarak verilere bagli olmalidir.
Baska bir degisle verilen verilerde olabilecek kii¢iik bir degisiklik ¢oziimde de
kiigiik bir degisiklik olusturmalidir.
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Kararlilik kriteri fiziksel problemler i¢in gerekli bir kriterdir. Matematiksel bir
problemde; verilerdeki kiiglik bir degisiklik, ¢oziimde de kiigiikk bir degisiklik
olusturuyorsa, genellikle fiziksel olarak gercekei kabul edilir [3] .

1.4.Diferansiyel Denklem Coziim Yontemleri

Bir diferansiyel denklemi ¢6zecegiz dedigimiz zaman bu diferansiyel denklemin bir
veya daha fazla ¢oziimiinii bulacagiz anlamina gelmez. Diferansiyel denklemlerin ¢ok
cesitli ¢ozlim yontemleri vardir. Fakat bu yoOntemler her diferansiyel denkleme

uygulanamaz.

Farz edelim ki bir diferansiyel denklemi belli bir yontem ile ¢ozdiik. Fakat, bu sonlu

elemanter fonksiyonlarin toplami seklinde (veya diger bir deyisle kapali bigiminde) bir f

fonksiyonu bulduk anlamina gelmez. Yani, bir diferansiyel denklemi ¢6zdiiglimiizde ¢6ziim
icin bir formiil bulduk anlamina gelmez. Nispeten ¢ok az sayida diferansiyel denklemin
cozlimi acik sekilde yazilabilir. Bazi diferansiyel denklemler tam yontemler uygulanarak
coziilemezler. Boyle diferansiyel denklemler yaklasik olarak gesitli yontemler uygulanarak

¢oziiliirler.

Bu yontemlerden bazilar1 seri yontemi, niimerik yontemler ve grafik yontemidir.
Seri yonteminde ¢Oziimler sonsuz seri toplamlar seklindedir. Nimerik yoOntemlerle,
bagimsiz degiskenlerin segilen degerleri i¢in ¢6ziim fonksiyonunun yaklasik degerleri
bulunur. Grafik yontemiyle ¢oziimlerin yaklasik grafikleri bulunur. Fakat bu yontemler tam
analitik ¢6ziim yontemleri gibi istenilen sonuglar1 vermez. Ciinkii elde edilen ¢oziimler

yaklasik ¢coztimlerdir.

Bu yiizden modern bilim ve miihendislik problemleri diferansiyel denklemlerin

Onemini arttirmistir.
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2.HIPERBOLIK TANJANT(TANH METHOD) YONTEMIi

2.0.GIRIS

Lineer olmayan dalga olay1 doga bilimlerinin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikar.

Ornegin, sivi dinamigi [8] , kimya (kimyasal reaksiyonlar) [9] , matematiksel biyoloji
(popiilasyon dinamigi) [10], kati hal fizigi (lattice titresimleri)[11] vb. alanlarda

rastlanmaktadir. Bu problemlerin tam ¢oOziimiinii elde etmeye yonelik artan ilgiye
karsilik olarak c¢ok farkli analitik ¢dziim yontemleri uygulanmaktadir. Hiperbolik
tanjant yontemi bir boyutlu lineer olmayan dalga ve degisimsel (evolution)
denklemlerinin yoOnlendirilmis dalga (Traveling Wave) ¢oziimlerinin bulunmasinda
kullanilan ¢ok giiclii bir yontemdir. Bu yontem ozellikle dagitict etkiler, reaksiyon-
yayillim olaylar1 ve i¢ ¢evrim problemlerinin ¢oziimiinde etkili oldugu goriilmiistiir.

Cok genis bir ¢esitlilikteki lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin tam

[12,14] ve yaklasik ¢oziimleri [13] direkt ve sistematik bir sekilde bu yontem ile

bulunabilir.

Tanh yontemi bu sekli ile ilk kez Willy Malfliet (1992) [1 1] ve arkadaslar

tarafindan (1996) gelistirilmistir [12,15]. Ciinkii daha 6nceden de tanh-fonksiyonu

yontemi ¢esitli aragtirmacilar tarafindan kullanilmistir. Bu teknik onceden Huibin ve

Kelin (1990) [16] tarafindan yiiksek basamaktan bir KdV denklemini ¢ozmek igin ve

baska aragtirmacilar tarafindan (6rnegin B.Liu ve arkadaslari(1993) [17]) pek pratik

olmayan bir sekilde kullanilmistir. Bu arastirmacilar olasi bir ¢éziim bulmak i¢in tanh
fonksiyonu seklinde bir kuvvet serisini ele alarak bu agilimi direkt olarak denklemde
yerine koyarak ¢ézmeye calismiglardir. Fakat bu kuvvet serisinin katsayilarimin ve
hizinin hesaplanabilmesi i¢in ¢ok sayida cebirsel denklem ¢oziimii gerekmektedir. Bu

sebeple G.C.Das ve Jnanjyoti Sarma (1999) gibi arastirmacilar bu ydnteme tanh-

yontemi denilmesine kars gikmuglardir [18].
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Korunumlu (lineer olmayan dalgalarin sekillerini kaybetmeden yayildigi)
sistemlerde, ¢oziimler direkt olarak integral alinarak, uygun doniisiimler, degiskenlerin

degistirilmesiyle veya diger 06zel tekniklerle bulunabilir. Ayrica kismi diferansiyel

denklemler Hirota bilineer teknigi [20] , Truncated Painleve agilim1 [21] , direkt cebirsel
y6ntemler[21,22] vb. daha sofistike yontemlerle ¢oziilebilir. Diger kismi diferansiyel

denklemleri ¢dzmek kolay olmayabilir. Ornegin, KdV-Burger denklemi [24] o kadar

kolay olmasina ragmen, bu denklemin kapali bicimdeki ¢oziimlerini elde etmek igin

0zel doniistimlere ihtiyac duyulur.

Bu cebirsel karmasikliktan kurtulmak i¢in Tanh yontemi gelistirilmistir [1 1] .Bu

teknik tamamiyla yonlendirilmis dalgalarin bulunmasiyla kisith bir tekniktir. Bu
ylizden, bir boyutlu sok dalgalar1 ve tek (solitary) dalga c¢oziimleriyle ilgilenilmistir.
Tanh yontemi ve onun genellestirilmesine dayandirilarak yonlendirilmis dalga

cozlimlerinin tam ¢Oziimiini bulmak i¢in bircok bilgisayar yazilim programlari
gelistirilmistir [25].
Bu teknikte, hiperbolik tanjant fonksiyonunun tiirevleri de tekrar hiperbolik

tanjant fonksiyonu olacagindan tanh fonksiyonu seklinde yeni bir degisken

tanimlanmustir. Ornegin
(tanh x)' =1—tanh® x
(tanh x)” =—-2tanh x (tanh x)’ =—2tanhx+2tanh’x  v.b...

Bu sekilde, direkt analiz ile genis bir smiftaki denklemlere bu yoOntem

uygulanabilmektedir. Simdi bu yontemin nasil uygulandigini gésterelim:
2.1.Tanh Yonteminin Ana Hatlar1
Bir boyutlu lineer olmayan degisimsel ve dalga denklemleri genellikle

u, =Gu,u u_u_,..) veya u, =Gu,u_u_u_,..) (2.1.1)

seklinde gosterilir. Biz bu denklemlerin varsa yoOnlendirilmis dalga ¢oziimlerini ve

bunlarin nasil hesaplanacagini gosterecegiz.

22



[lk adim olarak x ve t bagimsiz degiskenlerini yeni bir & =k(x—V?)

degiskeni ile birlestirelim. Bu doniigiimii yapildiginda u (x,t) fonksiyonu

u(x,t):U(f) , E=k(x=V1) (2.1.2)

sekline doniislir. Buradaki U (f), V hiziyla ilerleyen dalga c¢oziimlerini gosterir.

Genellikle, & dalga sayis1 keyfi olarak alinir, fakat bazi durumlarda 6zel bir sabit deger
olarak da almabilir [22]. Bu degisken hareketin ilerleme yoniinii belirler. Buradaki &
yonli dalgalarin dalga sayisini, V' yonlii dalganin hizin1 gostermektedir. Her iki

parametrede belirsiz olup, k>0 durumunu ele alacagiz. u(x,t) bagimh degiskeni

U (&) ile degistirildiginde (2.1.1) denklemi

2
—kal—lg: G(U,kil—lg,kz ‘;g, ....... ) (2.1.3)
veya
2 2
kZVZ%: G(U,kfl—(é,kz ‘;g ) (2.1.4)

U (&) seklinde adi diferansiyel denklemlere doniisiirler.
Bizim ana amacimiz bu adi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini
hiperbolik tanjant fonksiyonu bi¢ciminde bulmaktir. Bu amagla da (2.1.3) ve (2.1.4)

adi diferansiyel denklemlerinde yeni bir ¥ = tanh(f) bagimsiz degiskeni tanimlanarak

ve gerekli doniisiim yapilarak U (9‘) ifadesinin miimkiin olabilecek sayida integrali

alinir. Daha sonra

Eoto igin U(E)—>0 ve WdU—g(f)%O (n=1,2,3..) (2.1.5)

siir kosullart géz 6niinde bulundurularak varsa tiim integral sabitleri sifir olarak

alinir.

Yonlendirilmis dalga ¢oziimlerinin tanh(ﬁ) seklinde oldugu varsayilarak,

Y= tanh(§ ) seklinde yeni bir bagimli degisken tanimlanarak U($)= F(Y) adi
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diferansiyel denklemindeki katsayilar yalmiz Y degiskenine bagli olup (2.1.3) ve

(2.1.4) denklemindeki i, (1-Y z)i, ... vb. ifadeler ile yer degistirir. Boylece
& ay

u(x,t)zU(f):S(Y):nﬁ;‘anY" ve ¥=tanh(£)=tanh[k(x-11)]  (2.16)

seklinde ¢Oziimler bulunur.
Buradaki N  degeri, (2.1.6) denkleminin adi diferansiyel denkleme
yerlestirilmesiyle elde edilen en yiiksek dereceli terimlerin esitlenmesi ile bulunur.
Sayet gerekirse, bu islemlere sinir kosullar1 da eklenebilir. Her zamanki sinir

kosullarinda, yani, &—>+0 veya &—>-o igin U(&)—>O0iken Y —+1 veya

Y > -1 igin §(¥Y)— 0 olur. Bu genellestirmeyi kaybetmeden, yalmz ¥ —+1  limit

degeri goz oniinde bulundurulur.

Bir ¢ok durumda N degeri 2 olarak bulundugundan, N =2 olmasi durumunu
ele alarak yontemin isleyisini inceleyelim.

Bu durumda dalga ¢oziimlerinin nasil yok oldugu bilinmediginden iki olasi
¢Ozlim elde edilir.

Birinci ¢6ziim:

S(Y)=F(Y)=b,(1-Y)(1+bY)=(1-Y)T(Y) ve T(1)#0 (2.1.7a)

seklindedir.
Ikinci ¢oziim ise
S(Y)=G(Y)=d,(1-Y) (2.1.7b)
seklindedir.
Birinci durumda & — +o0 igin S(Y)~ e iken, ikinci durumda& — +o0 igin
S(Y)=e™ olusur.

Genelde N farkli acilim elde edilebilir. Boylece, m =1,2,.... olmak iizere

(1 -Y )m seklinde bir ¢oziim olabileceginden (2. 1 .6) denklemi

u(x,t)zU(.f)z(l—Y)mianY” , Y =tanh(¢) (2.1.8)

n=0
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ifadesine doniisiir. Bu durumda her bir m degeri i¢in acilimin ayr1 ayr1 hesaplanmasi

gerekir. Bu da bu teknigi daha sistematik hale getirir.

Ayrica, S (Y ) ifadesinin bazi1 kisitlamalarla gosterilmesi bize giden dalganin
hizin1 belirlememizi saglar. Bu hizin elde edilmesi pertiirbasyon tekniginde 6nemli bir
yeri vardir [4] Simdi Tanh yontemini gostermek i¢in ¢ok bilinen lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ayrintili bir sekilde uygulayalim.
2.2.Yontemin Uygulamalar

Ornek 2.1. Burgers Denklemi

2
Wy 0 g (2.2.1)
ot ox  Ox
seklinde ifade edilen Burgers denklemi en 6nemli lineer olmayan yayilim

denklemlerinden biridir.

Bu denklem akigkanlar dinamigindeki yayilan dalgalar i¢in en basit lineer
olmayan denklem modelidir. Ilk olarak Burger tarafindan (1948) bir boyutlu tiirbiilans
tanimlamak icin kullamlmistir. Ayrica bu denklem vizkositeli*(viscous) bir ortamdaki

ses dalgalar (Lighthill,1956), siv1 dolu vizkositeli elastik tiiplerdeki dalgalar gibi
bir¢ok fiziksel problemlerde karsimiza ¢ikar [3] .

Bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi oncelikle u(x,z)=U(£)=U[k(x - V?)] degisken
degistirmesi yapilarak kismi diferansiyel denklem

_Vm+U(§) du(s) —ak dzU(f) =0 (2.2.2)
dé dg dé

adi diferansiyel denklemine doniistiiriiliir. Bu denklemin bir defa integrali alinirsa,

? Vizkozluk , s1vi kesme hareketine karsi bir direng gosterir ve bu direng viskozluk adi verilen i¢
strtiinme seklindedir.Vizkosite komsu siv1 tabakalarinin birbiri lizerinde kaymalarindan kaynaklanan
stirtlinme nedeni ile de ortaya ¢ikar.
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~VU(&) +%U(§)2 —ak% =C

elde edilir. Bu denklemde de integral sabitini C=0
N

Y =tanh (&) =tanh[ k(x-Vt)| olmak iizere U(é)=5()=>a,r"
n=0

degistirmesini yapilirsa

1

—VS(Y)+ES(Y)2 —ak(l—Yz)dS_(Y)

dY

=0

elde edilir. Bu denklemde (2.1.6) acilimi yerlestirildiginde

- n 1 > 2y 2n 2 - n-1
—VZa”Y +52anY —ak(l—Y )ZnanY =0
n=0

n=0 n=0

N 1 N N N
V> ay" +52a5Y2" —ak) na,Y"" +ak) na,Y""' =0
n=0

n=0 n=0 n=0

(22.3)

alinarak

degisken

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

ifadesine ulasilir. Bundan sonra en yiliksek dereceli Y terimlerini esitlenir. Bu

yerlestirmeden sonra, (2.2.6) denkleminde ikinci terimde Y*" ve son terimde Y"*'

ifadeleri olusur. 2N =N +1 esitliginden N =1 bulunur. Buradan, S(Y)=b,(1-Y)

seklinde bir tek ¢ozliim elde edilir. Bu ¢6ziim (2.2.6) denkleminde yerine konursa

‘V[bo(I—Y)}%bé(l—Y)2 —ak(1-Y*)(~4,)=0

elde edilir. Bu ise

~v[5, (1—1/)}%1;5(1—1/)2 —ak(1-Y*)(~b,)=0

biciminde yazilir. Bu denklemde de (1 -Y ) carpanini sadelestirdigimizde

—Vb, +%b02(1—Y)+akbO(1+Y)=0
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bulunur. Burada ¥ — 1limit degerini alinirsa

—Vb, +akb, (1+1)=0
V =2ak
hiz degeri elde edilir. (2.2.9) denklemi agik bir sekilde yazilirsa

— Vb, +%b02 —%ijJFakbo +akb,Y =0

ak—V+%b0 +(ak—%b0jY =0
olur. Buradaki tiim katsayilar;

Y° terimli katsayilar: ak—V + %bo =0

Y' terimli katsayilar: ak —lb0 =0
2
sifir1 esitlenip ¢oziildiiglinde
b, =V =2ak
bulunur. Buradan, sok dalgasinin bir ¢éziimii
F(Y)=2ak(1-Y)

bi¢iminde bulunur.

Ornek 2.Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

3
8—u+ua—u+ba—l:=0
ot ox ox

(2.2.10a)
(2.2.100)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13q)

(2.2.13p)

(2.2.14)

(2.2.15)

(2.2.16)

seklinde yazilir. Buradaki b sabittir. KdV denklemi en 6nemli kismi diferansiyel

denklemlerden biridir. Bu denklem sivi dinamiginde dikdortgen seklindeki bir

kanaldaki s1g su dalgalarim1 tanimlamak i¢in kullanilir. Bu denklem lineer olmayan

terimin ug etkilerinin dagilim ile dengelendigi zamana baglh dalga dagilim (dispersive)

olay1 igin basit ve faydali bir model denklemidir. ilk olarak iki Hollandali bilim adami

D.J.Korteweg ve G. de Vries (1895) tarafindan birlesik yonii s1ig su dalgalarinin

yayilimini gostermek icin kullanilmigtir. Bu denklemin tam ¢oziimiine soliton denir. Su

dalgalar1 (Johnson, 1980; Debnath, 1984), bir plazmadaki ion-akustik dalgalar

(Washimi ve Taniuti, 1966), sivi-gaz kabarciklarindaki basing dalgalarinda (Van
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Wijngarden, 1968 ), bir tiipte donen akis (Leibovich, 1970) vb. gibi bir¢ok fiziksel
problemlerde bu denklem karsimiza gikar [3].
Bu denklemi tanh yéntemiyle ¢ozelim. Oncelikle u(x,7)=U(&)=U[k(x —Vt)]

degisken degistirmesi yapilir.

dé dg g’
denklemini elde edilir. Bu denklemin bir defa integralini alinirsa (2.2. 1 7)
denklemi
2
—VU(§)+%U(§)2+bk2ddL§(2§):C (2.2.18)

denklemine doniisiir. Buradaki integral sabitini C =0 alip,
N

Y= tanh(f) = tanh [k(x — Vt)] olmak iizere U(£)=S(Y)= ZanY" degisken
n=0

degistirmesini yapilirsa

1 2 2 o d 2\ dS(Y)
—VS(Y)+5S(Y) +bk* (1-Y )5{(1—1/ )7}:0 (2.2.19)

denklemini elde edilir. Daha sonra bu denklem tanh fonksiyonuna baglh kuvvet serileri

seklinde yazildiginda

y V& N 2Y2”+bk2N 1-Y* d 1-Y? Y t=0 2.2.20
Ear g Tar e T 1-r) Lli-rjer ]l ean)

—VZa Y"+Za2Y2”+bk 2[ a,Y"? =2n'a,Y" +n(n+1)Y"?]=0  (2221)

n=0
bulunur. Bu denklemde en yiiksek dereceli Y terimleri esitlenir. Bu yerlestirmeden
sonra, (2.2.21) denkleminde ikinci terimde Y*" ve son terimde Y"** ifadeleri olusur.
2N =N+2 esitliginden N =2 bulunur. N =2 degeri i¢in (2.1.6) denklemi yazilirsa,
uygun ¢dziimlerden biri bulunabilir. S(Y)=F(Y)=5,(1-Y)(1+HY) ¢oziimini ele

alalim. Bu ifadeyi (2.2. 19) denklemine yerlestirildiginde

28



Vb, (1—Y)(1+b1Y)+%b02 (1-Y) (1+hY) +

bk’ (1—1/2)j—Y[(l—)ﬂ)(bob1 ~by—=2b) |=0 (2.2.22)

denklemi elde edilir. Bu denklemde de (1-Y') ¢arpanim sadelestirip

VB, (1+blY)+%b02 (1-7)(1+5Y) +

bk (1+Y)%[(1—Y2)(bobl ~by=2bh) |=0 (2.2.23)

denkleminin ¥ — 1limit degerini alinirsa
—V (1+b,)+2bk> (2b,b, +2b,) =0 (2.2.24a)
V =4bk’ (2.2.24b)

hizi1 elde edilir.

(2.2.23) denklemindeki tiim katsayilar sifira esitlendiginde,

2
Y’ terimli katsayilar: — Vb, +b7° —2bk’byb, =0 (2.2.25q)

2

Y' terimli katsayilar: —Vb,b, +b.b, %" —4bk*byb, +2bk’h, =0 (2.2.25b)

212
Y? terimli katsayilar: b —byb, +4bk’byb, +2bk’*b, =0 (2.2.25¢)
bob’
Y terimli katsayilar: 6bk’byb, ——>"1-=0 (2.2.25d)
b =12bk>  ve b =1 (2.2.26)
bulunur. Buradan
F(Y)=12bk*(1-Y)(1+Y) ve  V =4bk’ (2.2.27a)
¢ziimii bulunur. Ayrica (1 -Y 2) =sech’ oldugundan
u(x,t) =12bk> sec i’k (x— Vi) (2.2.27b)

fonksiyonu can seklinde iyi bilinen bir tek(solitary) dalgadir.
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KdV denkleminin diger ¢dziimiinii bulmak i¢in (2.2.19) denklemine

S(Y)=G(Y)=d,(1-Y )2 ifadesini yerlestirilirse

| 4 d
~Vd,(1-Y) +d; (1-Y) +bk2(1—Y2)E[(1—Y2)2d0(1—y)] =0 (22.28q)
—V(I—Y)+%d0 (1-7) +20k* (1+7) (37> =27 -1) =0 (2.2.28p)
—V+%d0 (1-Y)’ =2bk> (1+Y)(3Y +1) =0 (2.2.28¢)
elde edilir.
Y° terimli katsayilar: —V—i—%—%kz =0 (2.2.29a)
Y' terimli katsayilar: —d, —8bk> =0 (2.2.29b)
Y? terimli katsayilar: %—61)1{2 =0 (2.2.290)

Buradan da KdV denkleminin ikinci ¢éztimii olmadig1 goriiliir.
Ornek 3.KdV-Burgers (KdVB) denklemi

Bu denklem

L AL (2.2.30)

seklinde gosterilir. Buradaki u(x,t) korunumlu (g j u(x,t)dx=0; yani, tim ¢
t

—00

+00

degerleri i¢in u (x,t) altindaki alan korunur veya j u (x,t)dx bir hareket sabitidir) bir

—00

niceliktir.

KdV-Burgers denklemi akiskan mekaniginde ¢ok kullanilan bir denklemdir. Bu
denklem, bir elastik tiipteki dagilan ve yayilan s1g su dalgalari tanimlar [26] )

Bu denklemde de éncelikle u(x,7)=U(&) = Ulk(x —Vt)] degisken degistirmesi

yapilirsa

R WD o 8UD
dé dé dé dé

denklemi elde edilir. Bu denklemin de bir kez integrali alinirsa
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—at? 3(5) eV ¢ (2.2.32)

1 2
—VU(§)+EU(§) e

elde edilir. Buradaki integral sabitini C =0 alip, ¥ = tanh(f ) = tanh [k(x - Vt)] olmak

N
lizere U(£)=S(Y)= D a,Y" degisken degistirmesi yapilirsa,

n=0

—VS(Y)+%S(Y)2 —ak(l—Yz)de—(YY)+bk2 (I—YZ)%{(I—W)%} =0 (2.2.33)

ifadesi elde edilir. Bu ifadede (2.1.6) acilimi yerine yerlestirildiginde

—VﬁanY” Zazyz"— k(1- Yz)Zna Y+
n=0

n=0

bk’ (I—Yz)j—y{(l—Yz)nZ_;na”Y"_l} =0 (2.2.34)

—Vz al" +— ZazYz" aki na Y+ aki na Y™ +

n=0 n=0
bkzz[n(n—l)anw-z —2n’a,Y" +n(n+1)Y" =0 (2.2.35)
n=0

ifadesine ulasilir. Bu yerlestirmeden sonra, (2.2.35) denkleminde en yiiksek dereceli ¥

ikinci terimde Y*"ve son terimde Y"** ifadeleri olusur. Buradan 2N =N+2

esitliginden N =2 bulunur. Daha oncede belirtildigi iizere 2 farkli ¢oziim (4a, b)
olabilir. Oncelikle T(Y)=(1+bY)olmak iizere  S(Y)=F(Y)=b,(1-Y)T(Y)

seklindeki ¢oziimiinii ele alalim. Bu ifadeyi (2.2.33) denkleminde yerine konularak,

—V(I—Y)T(Y)Jr%k(l—Y)zT(Y)2—ak(l—Yz)j—Y[(l—Y)T(Y)}+
bk2(l—Yz)j—Y{(l—Yz)%[(l—Y)T(Y)]}:0 (2.2.36)

(1-Y) ortak garpani sadelestirip ve ¥ —1 limit alinarak hiz
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V =4bk’® +2ak (2.2.37)
seklinde bulunur.
Ayrica bu hiz degeri, U (f ) ~ e ** asimptotik biciminin, integral sabiti
C =0 alinarak (2.2.32) denkleminde yerine konuldugunda da ayni1 sonug elde edilir.

Geriye kalan katsayilarda basit cebirsel iglemlerinden sonra
k=10 V=24bk> ve F(Y)=36bk2(1—Y)(l+%Yj (2.2.38)

olarak bulunur ki buradaki Y = tanh[ k (x—Vt)]" dir.

Ayrica, bu KdVB ¢6ziimii

F(Y)=126k* (1-Y)(1+Y)+24k* (1-Y) (2.2.39q)

=12bk’ sech*&E +24bk* (1-tanh &) k= 08

(2.2.39)

seklinde de yazilabilinir. Bu ifade 6zel bir tek dalga bilesenini (10c denkleminin sag

tarafindaki ilk terim ve ikinci terim bir Burgers sok dalgasidir.) belirtir.

KdVB denklemi Jeffrey ve Mohamed tarafindan Asech"$+ Btanh"&+ D
seklinde ¢Ozllmiistiir [26]. Fakat onlar bu ¢oziimii elde etmek i¢in yedi parametreyi

hesaplamak zorunda kalmislardir. Bu denklem ayrica farkli arastirmacilar tarafindan

farkli yontemlerle uygulanarak bulunmustur.
Bu denklemin ikinci ¢oziimii G(Y ):do (l—Y )2 icin de gergek bir ¢oziim
bulunur. Ayni asimptotik yaklagimla, yani (2.2.32) denkleminde U (&)~e ™ olarak

alinirsa hiz ifadesi

V =16bk* + 4ak (2.2.40)

olarak bulunur. Dikkat edilirse (2.2.37) denklemindeki k yerine 2k yazildiginda da

ayn1 sonu¢ bulunur. Geri kalan degiskenler
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d, =—12bk* ve eger c = —& olursa  V=—24bk’ (2.2.41)
bulunur. £ =-w i¢in

k:&, V=-24bw* ve Y=tanh[ w(x-Vt)],  G(Y)=-126w*(1+Y)" (2.2.42)

¢Ozlimii elde edilir.
Ikinci ¢dziim simetriden de elde edilebilinir. Séyle ki (2.2.33) denklemindeki
V degiskeni -V ve S(Y) ifadesi S(Y)-2V ile degistirildiginde de (2.2.41) ¢oziimii

elde edilir.

Integral sabitinin sifirda farkli olmas1 durumunda ayni islemler uygulanabilir. Bu

durumda & — 4+ iken U (§ ) # 0olur. ( 2.2.32) denkleminin sag tarafindaki ifade

sifirdan farkli (C # 0 )olursa; bu durumda

U(E)=W(&)+V —v (2.2.43)

seklinde yeni bir lineer donilisiim yaparak C sabit sayisindan kurtulmus olunur. Bu

durumda buradaki v hizi

V=7212C (2.2.44)

olur. v hizi C =0durumundaki hiz1 gosterir. W(é) ifadesi (2.2.32) denklemindeki

lineer olmayan dalga denklemini saglar ve (2.2.38) veya (2.2.41) denklemindeki ayni

¢Ozlimler elde edilir.

Buradan su 6nemli sonucu elde edebiliriz: hiz ile sinir kosullar1 arasinda ¢ok

yakin bir iligki vardir. (2.2.33) denkleminden direkt olarak

Y >+l igin 1/5(Y)=%k9(y)2 (2.2.45)

bagmntis1 bulunur. Oyleki S (il) =0veya $S (il) =2V olur.

Biz genellikle asagidaki kosullar1 g6z 6niinde bulunduracagiz:

Y —>+1 igin S(Y —>+1)— 0 olur.

Y > -1 i¢in S(Y > -1)—> 0 (KdV igin)
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S(Y—)—l)—)O (KdV durumu) (2.2.46)

veya

S(Y — —1) =2V (Burger veya KdVB igin) (2.2.47)
olur. Buna ragmen KdV i¢in ( veya S (il) =0 oldugu durumlarda ) durumunda hizin

siir kosullarindan pek etkilenmedigi goriilmistiir. Fakat yine de ¥ — +1 i¢in S (Y ) ’

nin asimptotik davranigindan hiz belirlenebilir.
Ornek 4. DD (Dissipative-Dispersion) Denklemi

Farkli bir lineer olmayan dagilim-yayilim (Dissipative-Dispersion) denklemi

Kakutani ve Kawahara (1970) tarafindan elde edilmistir [27] . Bu aragtirmacilar soguk

ionlardan ve sicak elektronlardan olusan iki sivili bir plazma modelini arastirmiglardir.
Dalga boylarinin uzunlugunun sinirlanmasiyla, ion-akustik dalgalarinin enerji diizeyinin
yiikseltilmesiyle elde edilen bir dalga denklemidir. Bu denklemde dagilim ve yayilim
etkileri sirasiyla yiik ayrilmalar ile elektron ve ion carpismalartyla gosterilmistir. KdV

benzeri bu denklem gercekte

3
2y p Ot a(a_qu a—”j:o (2.2.48)

u—+b—-a— u
ot Ox Oox ox\ Ot ox

seklinde olup, u(x,t) niceligi ion hizim1 veya yogunlugunu gostermektedir.

a ve b degerlerinin ikisi de pozitiftir. Denklemdeki 3.terim dagilim etkisini gosterirken
son terimdeki parantez i¢indeki ifade elektron-ion carpismalarinin frekansiyla dogru
orantili olarak bazi yayilim etkilerini temsil eder.

Bu denklemin analitik bir ¢oziimii olmadigindan ve a degeri nispeten kiiciik

oldugundan (2.2.48) denklemindeki son terim ihmal edilecektir. Bu durumda KdV
tipindeki

ou ou o'u 0 (&t ]

o oxlar

—tu—+ S —a =0 (2.2.49)
Ot ox ox ox
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bagintis1 elde edilir. Kolaylik agisindan bu denkleme DD(dagilim(Dispersion) ve
yayilim (Dissipation)) denklemi diyecegiz.

Simdi bu denklemin ¢6ziimiine gecelim. Daha once oldugu gibi ayni smir
kosullar1 uygulanacaktir. Daha once uygulanan aynm islem basamaklari uygulanirsa,
yani degisken degistirip

dU(f) +U (&) ———== du() ka ve) +bk? ——27 dUE) =0 (2.2.50)
dg dg ¢’ &’

ve integral sabitini C =0 alip bir kez integral alinirsa

kzdzL(f)mka:o (2.2.51)

1 2
VU +UE) +b T

denklemi elde edilir. Daha sonra yeni Y degiskeni bu denkleme yerlestirildiginde

1 2 ) as(y) , ,\ dS*(Y)
VS(Y)+S(¥) +bk (1-v )[ Y= = +(1-7 )7}

akV(l—Yz)(%j:O (2.2.52)

N
denklemi elde edilir. Bu denklemde U(£)=S(Y)= ZanY " acilim yerlestirildiginde

n=0
- n 1 < 2v2n 2 2 s 2 2 n—1
—VHZanY +52anY +bk* (1-Y )Z}{(l r?) Y[(l—Y )na,¥ ]}+
akv (1-v? )ina Y = (2.2.53)
n=0

—VianY” +ZN:a5Y2” +bk2i[rz(n—l)anY"_2 —2n’aY" +n(n+1)Y"+2J+

n=0 n=0 n=0

akV[Zna Y Zna Y”“] 0 (2.2.54)

n=0

ifadesi elde edilir. Bu denklemdeki en yiiksek dereceli terim ile lineer olmayan terim

esitlendiginde 2N = N +2 = N =2 bulunur.
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Her zamanki gibi ilk ¢oziim 7T'(Y)=(1+5Y ) olmak iizere
S(Y)=F(Y)=b,(1-Y)T(Y) seklindedir.

(2.2.5 1) denkleminde U (f) — e asimptotik bigimin yerine konulmasiyla,

Ve +%e‘4§ +4bk*e™ —2akVe™ =0 (2.2.55a)
e <V +4bk> —2akV ) =0 (2.2.55b)
2
y = ok (2.2.55¢)
1+ 2ak

bulunur. Simdi, S(Y)=F(Y)=5b,(1-Y)(1+bY) ve (2.2.55¢) denklemlerini

(2.2 . 52) denklemine yerlestirip

—~Vh, (1—Y)(1+b1Y)+%b02 (1=Y) (1+bY) +akv (1-Y*)b, (b —1-2bY )+

b (1-17)b,| -2¥ (b =1-25Y )+ (1-Y*)(-25) | =0 (2.2.56)

(1-Y)b, carpani sadelestirilirse

—V(1+b1Y)+%bO (1-7)(1+bY ) +akV (1+Y)(h,~1-25Y)+

b (1+Y)| =27 (b =1-2Y )+ (1-Y)(-2,) | = 0 (2.2.57)

denklemi bulunur. Bu denklem de agilirsa
—V(1+b1Y)+%b0 (1=Y)(1+2bY +b7Y )+akV (1+Y ) (b ~1-2bY )+

bK> (1+Y )| <2Yb, +2Y +4bY* = 2b, + 25 Y | =0 (2.2.58)

bulunur. Bu denklemden asagidaki katsayilar elde edilir:

Y’ terimli katsayilar: —V + %bo —2bk’b, — akV +akVh, =0 (2.2.59a)

Y' terimli katsayilar: — Vb, +b,b, —4bk’b, +2bk” — %0 —akV —akVb =0 (2.2.59b)
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2
Y? terimli katsayilar: % +4bk’b, +2bk’ —b,b, —2akVh, =0 (2.2.59¢)

2
Y terimli katsayilar: 6bk’b, — b (2.2.59d)
ve birkac cebirsel islemden sonra
k= —%a, b, =36bk>, b :é’ V =24bk’ (2.2.60)

olarak bulunur . k£ = —c olarak alirsak, degiskenler

k:%a: V =24bk* (2.2.61)

bulunur. Dolayistyla Y = tanh [k (x— Vt)} olmak iizere

F(Y) =365k (1+y)(1_%yj (22.62)

¢coziimii elde edilir. (2.2.49) denklemindeki son terimden dolay1 tek dalga yok olur ve
onun yerine soldan saga dogru hareket eden bir sok dalgasi olusur.
Bu denklemin ikinci durumG(Y ) =d, (1 -Y )2 icin ¢oziimiine bakalim. Bu ifade

(2.2.52) denkleminde yazilirsa,
v, (1-Y) +%d02 (1-7)' +ak¥ (1-¥7)2d, (1-Y) +

b (1-17)d, [ -4y (1-¥) +(1-¥*)(-27) | =0 (2.2.63)

bulunur. (1 -Y )2 d, carpani sadelestirilirse

4 +%d0 (1=Y) +2akV (1+Y)+bk* (1+Y)[-4Y + (1+Y)(=2Y) ]=0  (2.2.64)
elde edilir.

Y° terimli katsayilar: —V + ldo =0 (2.2.65a)
2
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3

Y' terimli katsayilar: — Vb, _Edo =0 (2.2.65b)
Y? terimli katsayilar: %do —6bk =0 (2.2.65¢)
Y? terimli katsayilar: — % =0 (2.2.65d)
Y* terimli katsayilar: 2bk> =0 (2.2.65¢)

Buradan da goriilecegi iizere ¢oziim yoktur.

Ornek 5. Birlesik KAV-MKdV Denklemi:

3
gy 3 0 T

ot Ox ox  ox’ 0 (2:2.66)

seklinde gosterilir. DNA dinamiginde [28] ve gezegensel plazmalarda bir model

denklemidir [29—31] . Buradaki Bve C niceliklerinin 6zel degerler vermemize gerek

yoktur. Fakat bu nicelikler baz1 degerleri alamazlar.

Simdi ¢ozime gecelim. Geleneksel olarak  u(x,)=U(&)=Ulk(x-V?)|

dontistimii yapilirsa

L, dU(S) au(s) , dU(S) 3d3U(§):
kV—d 2BkU(§)—d 3CkU (&) T +k o 0 (2.2.67)

elde edilir. Bu denklemin bir kez integrali alinarak integral sabiti C =0 alinirsa

—VU(E)-BU(E) —CU(EY + K dzdL;f) =0 (2.2.68)

ve daha sonra Y = tanh (5) doniistimii yapilirsa,
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d

~VS(Y)-BS(Y) -CS(Y) +k> (1_Y2)_[(1_Y2)M

dY

X }: 0 (22.69)

bulunur. Bu KdV denklemiyle ayn1 lineer 6zelliklere sahip oldugundan buradaki hiz

N
degeri KdV denkleminin hizina benzeyecektir. U (5) =S (Y ) = ZanY " degisken

n=0

degistirmesi yapilirsa
N N N
-V>.aY" -BY a¥Y-C> a¥’+
n=0 n=0 n=0
N
kZZ[n(n —1)a,Y"?-2n’a,Y" +n(n+1) Y’”z} =0 (2.2.70)
n=0

3N =N+2 esitleme isleminden sonra N =1 bulunur. Dolayisiyla L(Y)=a,(1-Y)

seklinde bir ¢oziim arambir. Bu ifade (2.2.69) denkleminde yerine birakilip, (1-Y)

carpanini sadelestirilip, ¥ — 1 limit degeri alinirsa

—Vao—Bag(l—Y)Z—cag(l—Yf+k2(1—Y2)j—Y[(1—Y2)(—aO)}=0 (2.2.71a)

~Va, +k*(1+1)(24,)=0 (2.2.715)

esitliginden
V =4k (KdV hiz) (2.2.72)
elde edilir. (2.2.71a) denklemi agik bir sekilde yazilarak,

~Va,—Ba,(1-Y)=Cal (1-Y) +k*(1+Y)2Y =0 (2.2.73a)
—V —Ba,+ Ba,Y —Ca; +Ca]Y — Ca Y’ +2k°Y +2kY* =0 (2.2.73b)

bulunur. Buradan
Y° terimli katsayilar: —V — Ba, —Ca; =0 (2.2.74a)
Y' terimli katsayilar: Ba, +Ca; +2k* =0 (2.2.74b)
Y? terimli katsaylar: —Ca, +2k*>=0 (2.2.74¢)
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katsayilar1 elde edilir. Birkag cebirsel islemden sonra,

2 72 _ 2
a; = 2k e a, = ok esitliginden k=£i , 4, 08 __B (2.2.75)
C B 3 Jc B 18C  3C
elde edilir. Buradan,
L(Y):—%(I—Y), k:%%: V=4k’> , B>0 veC>0 (2.2.76)

¢oziimli bulunur. Bu denklem soldan saga dogru hareket eden (negatif) bir sok

dalgasidir. Daha karisik farkli bir ¢6ziim de bulunulabilir.

D(¥)- (1-Y)(1+4Y)

(wror?) (2.2.77)

ifadesi (l—Y )T (Y ) biciminde oldugundan ele alinabilir. Buradaki hiz bir onceki

ifadedeki hiz ile aynidir.
Bir kag cebirsel islemden sonra d =1i¢in asagidaki ¢6ziim bulunur:

S(¥)=124° —(z;?‘(’l;j;)

.a, =B+ B —18k’C, Y=tanh| k(x-V1)], V = 4k*(2.2.78)

(l—Y 2) =sech’ oldugundan kayda deger bir tek (solitary) dalgadir. Boyle bir ¢dziim
olabilir. Clinkii (2.2.69) denkleminin son teriminin (1 -y’ ) seklinde bir ¢arpani vardir

ve kalan terimlerde S(Y) ¢oziimiiyle dogru orantilidir.
Dogal olarak bu sonucun elde edilebilmesi B, C ve k iizerinde baz1 kisitlamalar

olmali ki payda yok olmasin. Séyle ki, 0<Y* <1 ve her cdegeri i¢gin B’ >18k°C
olmasi halinde gergek bir ¢oziim elde edilir. Burada elde edilen sonu¢ daha geneldir.

Cilinkii burada £ katsayisi bagimsiz bir parametredir.

Bu sonuglar Khan ve arkadaglar1 [28] tarafindan keyfi bir fonksiyonun direkt
olarak yerlestirilmesiyle elde edilmistir. 7 (Y ) fonksiyonu diger durumlar i¢inde bir

kesir degeri olarak alnabilir [11]. Hiz degeri tekrar smir kosullarina baghdir. (2.2.69)
denkleminden
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~VS(-1)-BS(-1)’ =CS(-1)' =0 (2.2.79)

veya

V=-BS(-1)-CS(-1)’=0 ve S(-1)%0 (2.2.80)

olur. Bu bagmtilar, beklendigi gibi hiz ile sinir kosullarini birbirine baglar ve sonuglar

her iki ¢6ziimii saglar.
Ornek 6. Genisletilmis KdV-MKdV-Burgers Denklemi:

Gegmis yillarda Mohamed [32] (2.2.66) denklemine benzer bir KdV-MKdV

¢0zdii. Burada fazladan bir terim eklenerek bu denklem incelenmistir. Bu nedenle

3 2
8—”+6ua—”—6u28—”+b8—§‘—a8—2=0 (2.2.81)
ot ox ox ox ox

denklemi ele alindi. Klasik olarak bilinen u(x,¢)=U(&)=U[k(x—V?)] doniisimii

yapilirsa
YD) 675V E) ey UE) 2 UG dUE) o (5569
dé dé dé dé dg

elde edilir. Bu denklemin bir kez integrali alinip, tekrar integral sabiti C =0 alinirsa,

) s e 2 dPUE) AU
VU(E)+3U(E): —2U(€)’ + bk v ak T 0 (2.2.83)

denklemi elde edilir. Daha sonra ¥ = tanh(§ ) dontigiimiinii yapildiginda,

—VS(Y)+3S(Y)2—2S(Y)3+k2(1—Y2);iy[(1_y2)_dzg)}_
A dS(Y)
ak(1-7?) gy -V (2.2.84)

denklemi elde edilir. Bu denklemde (2.1.6) agilim yazilirsa,
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—Vﬁ:anY” —3ian2" —2ZN:an3" —ak(1- Yz)inanY”’l +
n=0 n=0 n=0

n=0
N
bkzz[n(n ~1)a,Y"?-2n"a,Y" +n(n+ 1)Y"+2] =0 (2.2.85)
n=0

denklemindeki 3N = N +2 esitleme isleminden sonra N =1 bulunur. Dolayisiyla
S(Y)=d,(1-Y) seklinde bir ¢dziime bakilir. Bu ifade (2.2.84) denkleminde yerine

birakilirsa
2 2 3 3 2 2\ d 2
—Vd,(1-Y)+3d} (1-Y)' =24} (1-Y) +bk* (1-Y )E[(I‘Y )(=d,)]

—ak(1-Y*)(~d,)=0 (2.2.86)

denklemi elde edilir. Burada (1 -Y ) carpanini sadelestirip, ¥ — 1limit degerini alinirsa

—V+3d,(1-Y)=2d2 (1-Y) +bk* (1+Y)2Y +ak(1+Y)=0 (2.2.87a)
—Vd,+k*(1+1)(2d,)=0 (2.2.87b)
V=d,+4k’d, (2.2.87¢c)

hiz ifadesi bulunur. (2.2.86) denklemi agilirsa

~V+3d,(1-Y)=2d2 (1-Y) +bk* (14 Y)2Y +ak(1+Y)=0  (2.2.88)

—V +3d,—3d,Y —2d; +4d;Y —2d;Y* +2bk*Y + 2bk*Y* + ak + akY = 0 (2.2.89)
bulunur. Buradan

Y° terimli katsayilar: —V +3d, —2d; +ak =0 (2.2.90a)

Y' terimli katsayilar: —3d, +4d; +2bk> + ak =0 (2.2.900)

Y? terimli katsayilar: —2d; +2bk> =0 (2.2.90¢)

katsayilar1 elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse

d,=kb | k=é(3x/3—a) ve V=3d0—2d§+ak=%(3\/g—a) (2.2.91)
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bulunur. Buradan

u(x,t) = kb {1- tanh [k (x-vz)]} ,k=é(3\/5—a),l/:%(3\/g—a) (2.2.92)

sok dalgas1 profili elde edilir.
Ornek 7. Lineer Olmayan i¢ Cevrim Terimli Fisher Denklemi:

Fisher denklemine lineer olmayan bir i¢ ¢evrim terimi eklenerek incelendi.

Murray [10] bu durumda dalga ¢dziimlerinin varligini gostermistir. Bununla beraber bir

¢oziim elde edilmemisti. Bu yiizden
ou ou ou
—+K—=—+u(l- 2.2.
o Ko T i) (2293)
denklemini ele aldik. Yeni bir degisken olarak u(x, t) =U (5) =U [k(x - Vt)]

tanimlayarak

v dU(§)+kKU(§)dU(§) 24U ()
dg d¢?

+UE)[1-U ()] (2.2.94)

denklemi elde edilir. Fisher denklemindeki ayn1 sinir kosullar alinirsa, yani,

& —> o iken U(é) , dU(§) ve dZU(f)—>0

dé dé

Ve

dU(¢) " d’U(¢)
dé d&?

olmalidir. Bu yiizden, sonu¢ O ile 1 araliginda olusur. Daha sonra

U(/f)—)l,fj—)—oo iken -0

Y = tanh (&) déniistiimiinii yapilirsa,

o (117 ) B 1) £ (1) D i -7 s 0

S(Y)-S(Y) =0 (2.2.95)

denklemi elde edilir. Bu denklemde (2.1.6) agilimi yazildiginda,
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(1 Yz)inaY’”Jrk Z[ n l)aY"‘z—ZnZaY"+n(n+l)Y"+2]

—kK(l—Yz)(ZanY”J(Zna Y 1)+Za Y- ZaZY“ = (2.2.96)

n=0 n=0 n=0

elde edilir. Ayn1 esitleme isleminden, yani, en biiyiik dereceli lineer terim ile en biiyiik

dereceli lineer olmayan terimin esitlenmesiyle 2N +1= N +2 = N =1 bulunur. O halde

¢oziimiimiiz S(Y)=d,(1-Y) seklinde olmalidir. Bu ifade (2.2.95) denkleminde
yazilirsa

kV (1-Y)(~=d, )+ & (1-Y*)(2d, ) kK (1-Y*)d, (1Y )(~d, ) +

d,(1-Y)=d2(1-Y) =0 (2.2.97)

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli sadelestirme islemleri yapilirsa

—kV (14Y)+2°Y (1+Y ) +kKd, (1-Y* ) +1-d, (1-Y) =0 (2.2.984)
—kV —kVY +kKd, — kKd,Y* +2K°Y + 2k’Y* +1-d,+d,Y =0 (2.2.98b)

elde edilir. Bu denklemde Y — 1 limit degeri alindiginda,

—kV (1+1)+2k* (1+1)+1=0 (2.2.99)
2

y =2kl (2.2.100)

2k

hiz degeri elde edilir. (2.2.985) denkleminden

Y? terimli katsayilar: —kV +kKd, +1—d, =0 (2.2.101a)
Y' terimli katsayilar: —kV +2k> +d, =0 (2.2.1011))
Y? terimli katsayilar: —kKd, +2k* =0 (2.2.101¢)

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki esitliklerden

2
g =2k g o |yt
K 2k

(2.2.102)

ve
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d, = (2.2.103)

1
2
bulunur. Buradan

u(x,t):%(l—tanhf) ve gz%{x—[w”ﬂ (2.2.104)

2K

tam ¢Oziimii elde edilir.

Dikkat edilirse K — 0 limit degeri i¢in (2.2.93) denklemi, lineer yayilmasiz

Fisher denklemine

ou _ 0u

P u(l—u) (2.2.105)
X

doniigir. (2.2.104) denkleminden §=—£ olur. Bu ifade x degiskeninden bagimsiz

oldugundan bundan sonra Fisher denklemi yerine Verhulst denklemi

ou

o =u(1-u) (2.2.106)

incelenmistir. Bu denklem, yayilmayan lojistik biiylimeyi gosterir. (2.2.106)

denklemi, D ved pozitif parametreler olmak iizere kolayca

ou ou o’u

—+K—=D—+pu(l-u 2.2.107

o K G =P oulizu) ( )
denklemine genisletilebilinir. Uygun bir doniisiim ile bu denklem orijinal formunda

yazilabilir. Ve Tanh yéntemi ile ¢oziiliirse & = k(x—V7) degiskenindeki

2
LK e o 8K +2Dp

2.2.108
4 K ( )

bulunur.

Fisher denklemindeki genel dalga bicimleri, =0 ve hiz degeri 2’den kiiciik

olarak tanimlidir. Bu da sabit olmayan dalgalar olusturur.
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Ornek 8. Kopiik Akis Model Denklemi:

Verbist ve Weaire [33], A[~ a (x,t)] kesit alanindan gegen kopiigiin akigini

da 0 Ja ba
E:—y(az —Ta] (22109)

denklemi ile tanimlamiglardir.

Bu lineer olmayan denklem smir kosullari olmadan Tanh yontemi ile

¢oziilebilinir. Bu yiizden 6ncelikle, u(&)=u [k(x —~ Vt)] =a/(x,t) seklinde bir sabit

dalga bi¢imi tanimlanir. Buradan (2.2.109) denklemi

_pdu@) 0 [ &) _\/”@M] (22.110)
e dg 2 ds

denklemine doniisiir. Bu denklem de agik bir sekilde yazilirsa

(@) _ 2u(§)du(§)_ 1 (du(f)lz_\/u(é) dzu(ze”) (22.111)
dé s 4Ju@) 2 de

ifadesi elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki koklii terimi yok etmek igin

u(£)=w(£) (22.112)

seklinde bir degisken tanimlanarak bu degiskene gore (2.2.110) denklemi tekrar

yazilirsa

aw(g) __d w(?) aw(s)
—2Vw(E) =2 i5 df( w(&) —k—222w(&) T j (2.2.113)
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&), odw@) o (aw@Y L dPwE)
2V B 4w (&) ic +2k[ ic J w(&) 7 0 (2.2.114)

elde edilir.

Bundan sonra Tanh yéntemi geregince, w(&)=S(tanh&)=S(Y) doniisiimii ile
2
oy S50 —45(Y) as) + 2k (1 —Yz)(—dS(Y)j +
dy dYy dy

kS(Y)a%[(l—Yz)%} =0 (2.2.115)

denklemi elde edilir. M degerini elde etmek i¢in esitleme islemi uygulanir.

N N N 2
2V na, Yy —4% aly* (na,Y"" )+ 2k (1-7 )(Z na,Y" j +

n=0 n=0 n=0
ki v (127)Y na,r | =0 2.2.116
a, E ( - )Znan = ( 2. )
n=0 n=0

N N N
2VZ:nanY”’1 —4Z:mzZY3”’1 [Zn a, 2y2n=2 nza,sz”j+
=0

n=0 n=0

kZa,,Y" Y{Zna Y™ —na Y"“} 0 (2.2.117)

Bu denklemdeki kiibik ikinci terim ile diger ikinci dereceli terim karsilagtirildiginda

3N—-1=2N — N =1 degeri kolayca bulunur. Buradan
S(Y)=b,+bY (22.118)

¢oziim ifadesi bulunur. Bu ¢oziim (2.2.115) denklemine yerlestirildiginde

2Vb1—4(bo+bly)2bl+2k(1—Y2)(b1)2+k(b0+bly)j—y[(1—yz)bl}=o (2.2.119)

—V —2b; —4bb, —2b°Y? + kb, —kbY* —kb,Y —kbY* =0 2.2.120
0 021 | | | o |

elde edilir. Bu denklemden
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Y? terimli katsayilar: V —2b; + kb, =0 (2.2.121a)
Y' terimli katsayilar: —4b,b, —kb, =0 (2.2.1216)
Y? terimli katsayilar: —2b7 —2kb, =0 (2.2.121c)

katsayilar1 elde edilir. Bu denklem sistemi ¢6ziildiigiinde;

b (b+k)=0 ; b #0 oldugundan b =—k (2.2.122a)
(4b,+k)=0 oldugundan b, =0 (2.2.122b)
V=2b; +kb=0=V =-k (2.2.122¢)

bulunur.
by=—k, a,=0 veV =k buradanda S(Y)=—-kY veya w(&)=—tanh& (2.2.123)

olur. Sonug olarak (2.2.112) denkleminden

u (f) =k’tanh’ £ veya a(ﬁ) =k’ tanh® [k(x—czt)] (2.2.124)

genel ¢oziimii elde edilir. Eger, sinir kosullarml(x — 400 ' daki sifir akis ) gdz Onilinde

bulundurulursa
a(x,t) =k* tanh’ [k(x—czt)} x <kt (2.2.125a)

=0 x>k (2.2.125b)

sonuglari elde edilir.

Bu sok dalgasi (siirekli olarak sivi eklendiginde) 1slak kopiik ile kuru kopiik

arasindaki gecisi tanimlar.
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2.3. Tanh Yonteminin Denklem Sistemlerine Uygulanmasi

Tanh yontemini denklem sistemlerine de uygulayabiliriz. Tanh yontemini
denklem sistemlerine uygularken farkli bir islem uygulamayacagiz. Sadece bu
denklemlerde tek bagimli degisken yerine u ve £ seklinde iki bagimli degigsken ele
alacagiz.

Simdi bu yontemi Klasik Boussinesq (CB)

8{; 0 16u
1 __v“
ot 8x[( +§)] 483
(2.3.1)
a—M+ua—u+%=0
Ot ox Ox

denklemleri iizerinde uygulayalim [34]. Burada iki farkli fonksiyon oldugundan, bu

fonksiyonlari her biri igin & =k (x—V#) olmak iizere,

¢(xt)=¢(8)
(2.3.2)
u(x,t)= U(f)
degisken degistirmesi yapildiginda,
_4g(@)  dU(s) dg(S) . U E) , d°U(E)
V T + ac +U(¢)——= i +4 (&) ————= e 4k i =0 (2.3.3)
 dU&) dU(g)  dg($) _
I +U(&) ' + i =0 (2.3.4)

denklemleri elde edilir. (2.3.3) ve (2.3.4) denklemlerinin bir kez integralleri alinip,

integral sabiti C =0 alinirsa,
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—Vé(é)+U(§>+U(r:)4(§)+%k2d%@ 0 (235)

HO=IUEO -V (2.3.6)

denklemleri elde edilir. Daha sonra (2.3.6) denklemi (2.3.5) denkleminde yerine

konarak

—V(VU(&)—%U(f)zj+U(§)+U(§).(VU(§)—%U(§)2 j+ik2ddL§(Z§)=O (2.3.7a)

4(1-1)U(&)+6U(£) —2U(£) +dsz—§(2@ =0 (2.3.7b)

adi diferansiyel denklemi bulunur. Daha sonra ¥ = tanh (5) dontistimiinii yapilirsa,

4(1-12)S(Y)+6S(Y) —28(¥) +(1- Yﬂ%[(l—ﬂ%} =0 (2.3.8)

yazilir. Bu denklemde Y = tanh (§ ) = tanh [k (x - Vt)] olmak {izere

N
uE)=s(r)= z a,Y" acilim yerlestirilerek
n=0

4(1—V2)ﬁ:anY” +6iafY“ —2iaiY3” +ﬁ:n(n ~1)a, ¥+
n=0 n=0 n=0 n=0

N N
2ZnanY" +Z:(n+1)anY'7+2 =0 (2.3.9)

n=0 n=0

denklemi elde edilir. Bu yerlestirmeden sonra, (2.3.9) denkleminde en yiiksek dereceli

Y terimleri iiglincii terimdeki Y’“ve son terimdeki Y"** ifadeleridir. Buradan

BN=N+2 oesitliginden N=1 bulunur. Daha oncede belirtildigi iizere
S(Y)=d,(1-Y) seklinde ¢oziim olabilir. Oncelikle bu ifade (2.3.8) denkleminde

yerine konursa,
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4(1-12)d, (1-Y)+6(d, (1= 7)) =2(d, (1-7)) +

2\ 4 2 _
(-7 e T0-r) a0
ifadesi bulunur. Uygun sadelestirmeler yapildiginda
4(1-V?)d, (1-Y )+ 6d, —6d,Y —2d, +4d,Y —2d,Y* +2d,Y +2d,Y* =0
olur. Bu denklemin katsayilari sifira esitlenerek

Y’ terimli katsayilar: 4(1 -V? ) +4d,=0

olur. Buradan

d, =V?-1

bulunur. Boylece

¢Oziimii elde edilir. Bu esitlik (2.3.6) denklemine konulursa

c@=v(r —1)(1—Y)—%((V2 1)(1-v))

£ (&) fonksiyonu elde edilir.
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(2.3.100)

(23.11)
(23.12)

(2.3.13)

(2.3.14)



SONUC

Bu tezimizde, 6zellikle yayilimlar1 igeren lineer olmayan dalga denklemlerinin
¢coziimiinde Tanh yontemini kullandik. Bu yontemin temel amaci yonlendirilmis dalga
cozlimlerinin hiperbolik tanjant fonksiyonu (Tanh) bi¢ciminde gosterilmesine dayanir.
Burada hiperbolik tanjant fonksiyonu bagimsiz bir degisken olarak kullanilmistir.
Ayrica, arzu edilen sonuclara sinir kosullarinin yerlestirilmesiyle ve asimptotik bir
yaklasimla hizin belirlenmesi bu yontemin kullanimindaki kolaylig1 {izerinde biiyiik bir
etkisi vardir. Bu yontemle uzun cebirsel islemlerden kurtulmus oluruz.

Polinom seklindeki ifadelerle ugrastigimizdan, kapali formdaki ¢oziimler direkt
ve zarif bir sekilde elde edilmistir.

Son boliimde bu yontem ile lineer olmayan kismi diferansiyel denklem
sistemlerinin de ¢oziilebilecegi gosterilmistir.

Bu yontem son yillarda farkli arastirmacilar tarafindan tanh-sech ydntemi

[35—37], genigletilmis tanh yontemi [38,39] ,sin-cosine yontemi [40—43], Jacobi
eliptik-fonksiyon yontemi [44] adlandirmalari ile gelistirilmistir.

Bu yonteme dayanilarak, giinlimiizde bir¢ok lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin tam c¢Oziimiinii arastiran ¢ok gliglii sembolik bilgisayar yazilimlari
gelistirilmistir. Bu programlar yardimiyla otomatik olarak tanh, sech, cn veya sn
fonksiyonlar1 seklindeki polinomlarin yonlendirilmis dalga c¢oziimleri hesaplanabilir
[45].

Sonu¢ olarak, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam
yonlendirilmis dalga ¢oziimlerinin elde edilmesinde tanh yontemi ¢ok kullaniglt bir

yontemdir.
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