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AMAC

Son yillarda, harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisi, olduk¢a popiiler bir
arastirma konusu haline gelmistir. Ozellikle, analitik yalinkat (konform) fonksiyonlar
hakkinda bilinen klasik sonuglarin, harmonik doniisiimlere genellestirilip
genellestirilemeyecegi sorusu, karmasik analiz alaninda ¢alisan pek ¢ok matematik¢inin

ilgisini ¢ekmistir.

Fonksiyonlarla ilgili yapilan ¢alismalarda sinir belirleme ¢abasi alisilagelen bir
durumdur. Yalinkat fonksiyonlar teorisinde incelenen fonksiyonlarin katsay1 sinirlarini,
modiiliiniin alt ve st sinirlarini bulma problemi, bizi harmonik doniigiimler teorisinde
ele alinan fonksiyonlarin katsayi esitsizliklerini bulmaya, biiylime, biikiilme ve 6rtme

teoremlerinin kesin formlarini elde etmeye yonlendirir.

Bu ¢alismadaki esas amacimiz, Salagean-tipli harmonik yalinkat ve Salagean-tipli
harmonik p-katli fonksiyonlarin bazi yeni alt smiflarin1 tanimlayip, bu altsiniflarin

ozelliklerini incelemektir.

Bir diger amacimiz ise, harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisinde g¢alisan

arastirmacilara yol gosterici bir kaynak olusturmaktir.



OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde, harmonik doniisiimlerin, konform doniisiimlerin dogal bir
genellemesi olmasi sebebiyle, analitik yalinkat ve analitik p-kath fonksiyon siiflarinin
tanimlari, bu siniflara ait fonksiyonlarla ilgili baz1 6nemli teoremler ve bu siniflarin bazi

altsiniflar1 verilmektedir.

Ikinci  béliimde, harmonik doniisiimlerin bazi temel ozellikleri verilerek,
normalize kosullar1 ile elde edilen yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin

Sy smift ve bu sinifin altsiniflarina iliskin temel o6zellikleri incelenmektedir. Ayrica

kesme yapis1 metodu (the shear construction) ve bu metotla elde edilen bazi harmonik
doniisiim ornekleri gosterilmektedir. Bundan bagka p-katli harmonik fonksiyonlarin

tanimlar1 ve Salagean operatorii verilmektedir.

Uciincii ~ boliimde, ~ Salagean-tipli harmonik  yalnkat  fonksiyonlarin

Sy(m,n,a, B) altsifi tanimlanmaktadir. Ayrica bu altsiniftaki fonksiyonlar igin

katsay1 esitsizlikleri, ekstrem noktalari, biikiilme sinirlar1 ve konveks kombinasyonu

elde edilmektedir.

Dérdiincii  béliimde, Salagean-tipli  p-kath  harmonik  fonksiyonlarin

Ho(m,n,a) altsinifi tammlanmaktadir. Ayrica, bu altsinifa ait fonksiyonlar i¢in katsay1

esitsizlikleri, ekstrem noktalar1 ve biikiilme sinirlar1 hesaplanmaktadir.

Son olarak besinci béoliimde, tciincii boliimde tanimladigimiz Sy, (m,n,«, £)

smifinin  genellestirilmesi olan, Salagean-tipli p-katli harmonik fonksiyonlarin

Hp(m,n,a, f) altsinifi tanimlanarak, bu smifa ait fonksiyonlar i¢in bazi temel

ozellikler verilmektedir.
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ABSTRACT

This study consists of five chapters.

In the first chapter, because of the fact that harmonic mappings are natural
generalizations of conformal mapping, definitions of analytic univalent and analytic
p-valent functions, some important theorems for the functions belong to these classes

and their certain subclasses are given.

In the second chapter, by giving some the fundamental properties of harmonic

mappings, the class S, of normalized and sense preserving univalent harmonic

functions and the fundamental properties of its subclasses are examined. Moreover, the
shear construction method and some of harmonic mappings examples which are
obtained by this method are shown. Furthermore, definitions of p-valent harmonic

functions and Salagean operator are given.

In the third chapters, the subclass Sy (m,n,a, ) of Salagean-type harmonic

univalent functions is defined. Moreover, it is obtained coefficient inequalities, extreme

points, distortion bounds and convex combination for the functions in this subclass.

In the fourth chapter, the subclass H,(m,n,a) of Salagean-type harmonic

p-valent functions is defined. Moreover, coefficient inequalities, extreme points and

distortion bounds for the functions belong to this subclass are calculated.

Finally, in the fifth chapter, by defining the subclass H,(m,n,a,f) of

Salagean-type harmonic p-valent functions, which is a generalization of the class

Sy (m,n,a, B), given in the third chapter, some special properties of the functions

belong to this class are given.



GIRIS

Yalinkat fonksiyonlar teorisi, geometrik fonksiyonlar teorisinin en Onemli
konularindan biridir. Bu teorinin temelleri, Riemann Doniisiim Teoremi ile atilmis olmakla
birlikte, teorinin baslangici, Koebe’nin [25] normalize edilmis yalinkat bir fonksiyonun
kendisinin ve birinci tiirevinin modiilleri iizerindeki siirlarin varligini ispatladigi 1907
yilindaki ¢alismasi ve Bieberbach’in [6] bu tiir fonksiyonlarin ikinci katsayilari i¢in 1916
yilinda elde ettigi katsay1 kestirimine dayanir.

Diizlemdeki harmonik doniisiimler, gercel ve imajiner kisimlar1 birbirinin eslenigi
olmayan yalinkat karmasik degerli harmonik fonksiyonlardir. Diger bir deyisle, bu
dontistimler Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasii gerektirmeyen fonksiyonlardir.
Bu nedenle yalinkat karmasik degerli harmonik fonksiyonlarin analitik olmasina gerek yoktur.
Bu doniisiimler ve onunla iligkili fonksiyonlar, miihendisligin farkli dallarinda, fizikte,
elektronikte, tipta, acrodinamikte ve uygulamali matematigin farkli dallarinda oldukca genis
uygulamalara sahiptirler.

Harmonik doniisiimler, konform (analitik yalinkat) dontistimlerle yakin iligkilidir.
Ancak konform doniisiimlerin aksine, harmonik dontisimler, resim bolgeleri ile asla
belirlenemezler. Bir diger 6nemli fark ise, harmonik bir doniisiimiin agik birim diskin sinir
aralig1 tizerinde olusturulabilmesidir. Diger taraftan, bu doniisiimler z ve Zz karmagsik
degerlerine gore sirasiyla analitik ve koanalitik kisimlarini igeren iki kath bir seri yapisina
sahiptir. Harmonik doniisiimler, konform doniisiimlerin dogal bir genellemesi olmakla
beraber, 1920 li yillarin ilk yarisina kadar diferansiyel geometriciler tarafindan caligilmistir.
Ancak 1980 li yillarin ortalarinda harmonik doniistimler, karmasik analizciler arasinda biiytlik
ilgi cekmeye baslamistir. 1984 yilinda Louis De Branges [7] tarafindan normalize edilmis

analitik yalinkat fonksiyonlar i¢cin 69 yil boyunca ¢oziilememis olan Bieberbach kestirimi

v



ispatlandiktan sonra, dogal olarak bu tiir fonksiyonlar i¢in elde edilen sonuglarin harmonik
doniisiimlere genisgletilip genigletilemeyecegi sorusu ortaya ¢ikmistir. 1984 yilinda James
Clunie ve Terry Sheil-Small [8] tarafindan yapilan ¢alisma, bu sorunun cevabinin olumlu
oldugunu gostermistir. Bu c¢alismada, konform doniisiimler i¢in elde edilen genigleme ve
biikiilme teoremleri, ortme teoremleri ve katsayi tahminlerinin, harmonik doniisiimlerde de
benzer bir yapiya sahip oldugu ortaya konulmustur. Ayrica bu c¢alismada, analitik yalinkat
fonksiyonlar teorisinde ekstremal rol oynayan Koebe fonksiyonunun benzeri olan harmonik
Koebe fonksiyonu olusturulmustur. Bu durum 06zel geometrik kosullara sahip harmonik
doniisiimler i¢in zarif ve ¢ok uygun kestirimlerin elde edilmesine sebep olmustur. Harmonik
doniisiimler ile ilgili temel problemlerin birgogunun ¢oziilememis olmasina ragmen, Clunie ve
Sheil-Small’in yaptig1 bu ¢alismayla harmonik doniistimler teorisi tekrar giincel bir arastirma
konusu haline gelmistir.

Diizlemdeki harmonik doniisiim teorisine diger bir Onemli yaklasim, Riemann
doniisiim teoreminin uygun bir benzerini aramak olmustur. Burada konu, kismi diferansiyel
denklemler ve kuazikonform doniigiimler teorisiyle iliskili hale gelir. 1980 li yillarda Walter
Hengartner ve Glenn Schober, bu konu ile ilgili bir¢ok ¢alisma yapmuslardir ( [17], [18], [19],
[20]). Kuazikonform doniisiimler hakkindaki klasik sonuglar, Ozellikle bir Beltrami
denkleminin ¢ozlimleri olarak kuazikonformal homeomorfizmalarin varligi, Riemann
doniisiim teoreminin genellemesi olan asagidaki ifadeyi akla getirmistir:

“D basit baglantili bir bolge, w, bu bélgede bir nokta ve @ birim diskte |w(z)| <1

kosulunu saglayan analitik bir fonksiyon olarak verilsin. Bu durumda f(0)=w,, f.(0)>0

kosullarimi saglayan ve @ = E/ f. analitik dilatasyonuna sahip olacak sekilde birim diski D

bolgesine doniistiiren, tek bir yon koruyan harmonik déniigiim vardir”.
Ancak, Hengartner ve Schober, aksi bir 6rnek bularak ileri siiriilen bu ifadenin yanlis

oldugunu ispatlamislardir. Boylece verilen hedef bdlgesi iizerine resmedilen ve belirlenmis



dilatasyona sahip harmonik doniisiimlerin varligin1 engelleyen gizemli bir olguyu
kesfetmislerdir. Fakat dilatasyon daha ¢ok siirlandirildiginda veya ortenlik kosulu eklenerek
daha zayif hale getirildiginde, istenilen harmonik doniisiimiin var oldugunu gostermislerdir.
Teklik sorusu tam olarak ¢oziilememis olmasina ragmen, eger hedef bolge yeteri kadar ideal
hale getirilirse doniisiimiin tek olacagi bilinmektedir.

Bircok durumda, analitik yalinkat fonksiyonlarin bazi 06zellikleri, harmonik
doniisiimlerle yapilan genellestirmelerde dnemli rol oynarlar. Ancak bazi 6zellikler, sadece
analitik fonksiyonlara 6zgii olup, harmonik doniisiimlere genellestirilemezler. Diger taraftan,
harmonik doniisiimler i¢in elde edilen sonuglarin bazilari, konform doniisiimler icin elde
edilen sonuglara tam olarak benzemezler. Diizlemdeki harmonik déniisiimler, birgcok énemli
0zellige sahip olmasina karsin, bu 6zellikler daha yliksek boyutlu uzaylara genisletilemez.
Hatta, bu klasik sonuglar1 genellestirme c¢abalar ii¢ boyutlu uzaylar icin bile basarisizliga

mahkimdur.

vi



1.BOLUM

ANALITIK YALINKAT VE
ANALITIK COK KATLI FONKSIYONLAR

Bu boliimde sirasi ile yalinkat fonksiyonlar ve bazi altsiniflart
i¢in bir takim 6nemli tanimlar, teoremler ve bunlarin sonuclari

verilmektedir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bir bolge, acik baglantili bir kiimedir. Eger bir bdlgenin @:(Cu{oo}
genigletilmis karmasik diizlemine gore tiimleyeni baglantili ise bu bolgeye basit

baglantili bolge denir. Karmagik diizlemin bir D bélgesinde f:D— C siirekli
dontisiimil verilsin. Eger bir z, € D noktasindan gecen ve aralarinda « agist bulunan
herhangi iki diizgiin y, ve y, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrilerinin de
w, noktasinda aralarinda yon ve biiytikliik bakimindan o agisi varsa, f fonksiyonuna
Z, noktasinda bir konform doniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her z,eD

noktasinda konform ise f fonksiyonu D bolgesinde konformdur.

Bir D bolgesinde regiiler bir f fonksiyonuna D bélgesinde yalinkattir
denmesi, f in D deki farkli z degerleri i¢in farkli w degerlerini karsilik getirmesi
anlamina gelir. Bu durumda, w= f(z) denklemi, her w degeri i¢in D bdlgesinde en

fazla bir koke sahiptir. Boyle fonksiyonlar, D boélgesini bire-bir ve konform olarak,

W -diizlemindeki bir bdlge lizerine doniistiiriir.

Yukaridaki tanima esdeger olarak yalinkatlig1 asagidaki sekilde de ifade

edebiliriz.



Herhangi bir D boélgesinde ve en fazla bir kutup noktasi hari¢ tiim diizlemde
analitik bir f fonksiyonu i¢in, z,,z, € D olmak iizere,
z,#2z, = f(z,)# f(z,)
oluyorsa, f fonksiyonuna D bdlgesinde yalinkattir denir. D bolgesindeki yalinkatlik
dogal olarak D bolgesinin her alt bolgesinde de saglanir. Bir D bdlgesinde taniml

herhangi bir f fonksiyonu, bir z, €D noktasinin en az bir komsulugunda yalinkat ise
f fonksiyonuna z,e€D noktasinda yerel yalinkat fonksiyon adi verilir. Analitik bir
f fonksiyonu i¢in f’'(z,)#0 kosulu, z, noktasinda yerel yalinkatliga esdegerdir. Bir

bolgede yerel yalinkat olan bir analitik fonksiyon yalinkat olmayabilir.
Yalinkat fonksiyonlar teorisi ¢ok genis ve karmasik oldugundan bazi

kolaylagtirict  kisitlamalar yapmak gerekir. “Her basit baglantili D bdlgesini,

A:{ z:|z|<1 } birim diski {izerine birebir olarak resmeden bir tek f analitik

fonksiyonunun var oldugunu” ifade eden iinlii Riemann Doniisiim Teoremi [1] ile D
bolgesi yerine A birim diskini alabiliriz.

Genelde A birim diskinde analitik, yalinkat ve normallestirilmis yani,
f (0)=f'(0)—1=0 kosullar1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

Her f €S fonksiyonu,

f(z)=z+a,2’ +-=2+) 2,1
n=2

n

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.

S sinifindaki fonksiyonlarin en 6nceliklisi,

nz"=z+2z*>+32° +--

M

n=1

seklinde Taylor serisi a¢ilimma sahip k(z)=z(1-z)> Koebe fonksiyonudur. Bu
fonksiyon, A birim diskini —1/4 den —oo a kadar olan seridi ¢ikarilmig tiim karmagik

diizlem iizerine konform olarak doniistiiriir. Gergekten, Koebe fonksiyonu,
2
1(1+z 1
k(z)=—| — | ——
@ 4 (1— ZJ 4
olarak tekrar diizenlendiginde ve W= i—’_—z fonksiyonunun A birim diskini konform
—-z

olarak Re{w}>0 bdlgesine doniistiirdiigli diisliniildiigiinde, yukaridaki ifadenin dogru

oldugu goriiliir.



Yalinkat fonksiyonlar teorisinde Onemli yer tutan iinlii Bieberbach Teoremi,

S sinifina ait bir f fonksiyonunun a, katsayisint hesaplanmasinda biiyiik rol oynar.

Teorem 1.1.1 (Bieberbach Teoremi)
S smifindaki her f fonksiyonu i¢in |a,|<2 esitsizligi saglanir. Esitlik hali,

f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir donmesi olarak alinmasi ile miimkiindiir

[10]. ]

Verilen kosullar altinda, esitlik isaretinin korundugu kabul edilebilir bir
fonksiyonun varligindan hareketle esitsizligi diizeltmek (yani bir iist sinir1 azaltmak
veya bir alt sinirt arttirmak ) imkansiz ise, bu esitsizlige kesin esitsizlik denir. Koebe

fonksiyonu S smifinda ve bu fonksiyon i¢in @, =2 oldugundan, Teorem 1.1.1 deki
|a,| <2 esitsizligi kesindir. Esitligi saglayan bir fonksiyona da ekstremal fonksiyon

denir. Boylece Koebe fonksiyonu ekstremal fonksiyon olur.
Bieberbach Teoreminin ilk uygulamasi, Koebe’ye ait iinlii bir 6rtme teoremidir.

Her bir feS fonksiyonu f(0)=0 kosullu agik bir doniisim oldugundan
f fonksiyonunun goriintiisii orijin merkezli en az bir diski kapsar. 1907 yilinda Koebe,
p pozitif bir sabit olmak tizere, S siifindaki tiim fonksiyonlarin goriintii kiimelerinin,
ortak bir |w|< p diski kapsadiklarini gdstermistir. Koebe fonksiyonu, o <1/4 olmasini
gerektirir. Daha sonra, Bieberbach [10], o sabitinin 1/4 alinabilecegi seklindeki Koebe

Kestirimini ispatlamigtir.

Teorem 1.1.2 (Koebe Dortte Bir Teoremi)

A birim diskinde analitik, yalinkat ve normallestirilmis fonksiyonlarin

S sinifindaki her fonksiyonun deger kiimesi, { W: | W | <1/4 } diskini kapsar [25]. [

Bieberbach’a ait |a, | < 2 esitsizligi, konform doniisiimlerin geometrik teorisinde
daha ileri uygulamalara sahiptir. En 6nemli sonug, fe S iken |f ’(z)| i¢in kesin st ve
alt sinirlar veren Koebe Biikiilme Teoremidir. Biikiilme Terimi, geometrik olarak,
|f ’(z)| nin f doniisimi altinda sonsuz kiigiik biiyiitme carpani ya da |f’(z)|2

Jacobien’inin alanin sonsuz kii¢iik biiyiitme ¢arpani olmasi ger¢eginden ¢ikmustir.



Teorem 1.1.3 (Biikiilme Teoremi)

Herbir f €S ve |z|=r<I igin,

1_r3 <| f’(z)|le'r3
(1+7r) 1-r)
esitsizligi saglanir [10]. |
Teorem 1.1.4 (Biiyiime Teoremi)
Herbir f €S ve | z|=r<l1 igin,
r r
<1 f(2)| £ —
(1+r1)° @ (1-r)?
esitsizligi saglanir [10]. |

Asagidaki teoremde, bazi durumlarda daha kullanigh olmasi agisindan biiyiime

ve biikiilme teoremlerinin birlestirilmis oldugu bir diger esitsizlik verilmektedir.

Teorem 1.1.5

S sinifindaki her bir f fonksiyonu i¢in |z |=r<1 olmak iizere

1+r
<

Cl-r

z1'(2)
f(2)

1-r
<
1+r

olur [10]. |

Bieberbach Kestirimi
S smifindaki her f fonksiyonu n=23,... i¢in |a,|<n esitsizligini saglar.

f , Koebe fonksiyonu veya onun bir donmesi olmadik¢a tiim n degerleri igin kesin

esitsizlik saglanir [6]. [ |

Bieberbach Kestirimi, 1916 yilinda Bieberbach tarafindan ortaya atilmustir.
Uzun yillar kestirim olarak kalan ve kismen ispatlanan bu kestirimin tam ispat1 1984

yilinda Louis de Branges tarafindan yapilmistir [7].



1.2 Yalinkat Fonksiyonlarin Bazi Alt Siniflart

Bu kesimde, yalinkat fonksiyonlarin bazi 6zel alt smiflarini ele alarak, bu
altsiniflarin 6zelliklerinden s6z edecegiz.

Bir Dc C kiimesi ve bir z,eD noktasin1 alalim. z, noktasini, her ze D
noktasina birlestiren dogru pargast tamamen D iginde kaliyorsa, D kiimesine
7, hoktasina gore yudizil veya kisaca yudizil denir. Geometrik olarak, D kiimesinin
yildizil kiime olmasi demek, her noktasinin z, noktasindan “goriiniir” olmas: demektir.
f fonksiyonu yalinkat ve J=f(A) goriinti bolgesi orijine gore yildizil ise, yani
we3J ve 0<t<1 alindiginda twe3 oluyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon
denir.

Noktalarinin her birine gore yildizil olan D kiimesine konveks kiime ad1 verilir.

Baska bir ifadeyle, D kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasi

tamamen D kiimesinde kaliyorsa, D kiimesine konvekstir denir. Genel olarak, bir f
fonksiyonu yalinkat ve f(A) goriintii bolgesi konveks ise, f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denilmektedir [33].

S smifinin yildizil ve konveks fonksiyonlar1 kapsayan altsiniflar, sirasiyla,

S” ve K ile gosterilir. Konveks ve yildizil fonksiyon smiflari igin,

KcS'<S

kapsamasi yazilabilir.

f fonksiyonu, konveks bir D bolgesinde analitik ve bu bolgede Re f'(z)>0

ise, f fonksiyonu, D bolgesinde yalinkattir (Noshiro-Warschawski Teoremi [12]).

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde bir diger Onemli smif ise p(0)=1 ve
Re p(z)>0 kosullari ile A birim diskinde analitik
p(z)=1+a,z+a,z’ +---
fonksiyonlarinin olusturdugu pozitif gercel kistmlt fonksiyonlar sinifidir. @ sembolii

ile gosterilen bu smif, S* ve K siniflari ile yakindan ilgilidir.



Yalinkat fonksiyonlarin baz1 6zel altsiniflari, pozitif gercel kisimli fonksiyonlar
yardimiyla tanimlanabilir. Baska bir deyisle, A birim diskinde analitik,
f(0)=f'(0) —1=0 normalize kosullarini saglayan bir f fonksiyonu igin

feS" o &e
f(2)

ve
zf"(2) i
f'(2)

feK < 1+

ozellikleri saglanir [12].

Yalinkat fonksiyonlarin alt siniflar1 arasindaki iliskiyi veren ve Alexander
Teoremi olarak bilinen asagidaki ifade 6nemlidir:

f fonksiyonu, A bélgesinde f(0)="f'(0)—1=0 kosullari ile normallestirilmis
analitik bir fonksiyon olmak iizere

feK o zf'eS’

ozelligi vardir [4].

Her pozitif p < 2-3 sayisi i¢in her bir f €S fonksiyonu, |z |< p diskini

konveks bir bolge iizerine donistiiriir. Bu durum her p>2—\/§ icin yanhstir [12].

Buradaki 2-+/3=0,267... sayisina S sinifi i¢in konvekslik yaricapt denir. p sayisi,
her f €S igin f(p z), A birim diskinde konveks olacak sekildeki en biiyiik sayidir.

Her f €S igin yildizillik yaricapt da tanh%=0,655 ... olarak bilinmektedir.

S” smifin1 kapsayan ve basit bir geometrik tanima sahip S sinifinin ilging bir
altsinifi da konvekse-yakin fonksiyonlardir. Bu sinif, 1952 yilinda W.Kaplan tarafindan
gelistirilmistir [24].

Bir f fonksiyonu | z| <1 bolgesinde analitik olmak tizere,

Re{@}>0
9'(2)

olacak sekilde konveks bir g fonksiyonu veya esdeger olarak,

Re{ 1) }>0
9(2)

esitsizligini saglayan yildizil bir g fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna konvekse-yakin

fonksiyon ad1 verilir. f(0)=1'(0)—1=0 kosullarim1 saglayan, yani normallestirilmis



konvekse-yakin f fonksiyonlarinin smifi C ile gosterilir. Burada f fonksiyonunun
yalinkat olmas1 Oncelikli kosul degildir. Ayrica g fonksiyonunun ¢ (0)=g'(0)—1=0

normalize kosullarini saglamasi gerekmez.

Her konveks fonksiyon konvekse-yakindir. Daha genel olarak, her yildizil

fonksiyon konvekse-yakindir ve her konvekse-yakin fonksiyon yalinkattir. Bu sonuglar,
KcsS cCcsS

kapsama bagintisi ile 6zetlenebilir.
S smifinda konvekse-yakin fonksiyonlarin konvekse-yakinlik yarigapt 0.80...

olarak bilinmektedir [27]

1936 yilinda Robertson [36], & mertebeli konveks ve a mertebeli yildizil
fonksiyonlar kavramlarini agsagidaki gibi tanimlamastir.

S smifina ait bir f fonksiyonu, tim z € A i¢in

Re [AN0] >a
f(2)
kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli yildizil fonksiyon adi verilir. Bu
sekildeki fonksiyonlarin kiimesi S™(a) ile gosterilir. Ayni fonksiyon,
Re 1+M >a
f'(2)
kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli konveks fonksiyon denir ve bu

fonksiyonlarin kiimesi K(«) ile gosterilir.

z1'(2)
f(2)

14 zf"(2)
z=0 f'(Z)

z=0
oldugundan o<1 olmas1 gerektigi agiktir. Aksi takdirde S*(a) ve K(a) kiimelerinin

ikisi de bos olacaktir. Ayrica, a=1 ise S*(a) ve K(a) kiimeleri sadece bir fonksiyona
sahip olur : f(z)=1z. Genelde 0<a <1 dogal kosulunu goz 6niine alacagiz. Burada «
degeri arttikca S*(a) ve K(a) kiimeleri kiigiilmektedir.
Alexander Teoreminin, bu siniflarla
f(z)eK(a)=F(z)=zf'(2) €S (a)

seklinde bir ilgisi vardir.



1.3 p-Kath Fonksiyonlar Sinifi ve Bazi Alt Siniflar

Bu kesimde p-katli fonksiyonlar1 ve bazi 6zel alt siniflarini tanimlayacagiz.

w = f(z) denklemi, bir D bolgesinde her farkli w degeri i¢in en fazla p tane
koke sahip ise f fonksiyonuna p-kath fonksiyon (veya D bolgesinde p mertebeden

cok degerli veya kisaca ¢ok katli) denir.

a,# 0, peN= { 1,2,3,... } olmak iizere, A birim diskinde analitik olan

f(2)=> a,z"
k=p

seklindeki fonksiyonlarin sinifin1 A(Pp) ile gosterelim.
A(p) sinifindaki bir f fonksiyonunun, A birim diskinde,

z f'(2)
f(z)

Re >0

Ve

Re[1+ 217(2) ] >0
f'(z)

kosullarin1 saglamasi durumunda bu fonksiyonlara, sirasiyla, p-kath yildizil fonksiyon

ve p-katlh konveks fonksiyon denir. A(p) sinifinin alt siniflar1 olan p-kath yildizil ve
p-katl konveks fonksiyonlarin siniflari, sirasiyla, S; ve K, sembolleri ile gosterilir.

p-katli fonksiyonlarin alt smiflari, yalinkat fonksiyonlarin alt siniflarima ait bazi

ozellikleri saglar. Bu 6zellikler asagidaki teoremlerde ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 1.3.1

f fonksiyonu A birim diskinde p-kath yildizil bir fonksiyon ise, bu bdlgede
p-kathidir. Benzer sekilde f fonksiyonu A birim diskinde p-katli konveks bir

fonksiyon ise, yine bu bolgede p-katlidir [31]. [



Teorem 1.3.2

A(p) smifina ait bir f fonksiyonunun K, simifina ait olmasi igin gerekli ve

. zf'(z . .
yeterli kosul 2@ fonksiyonunun S sinifinda olmasidir. Ayrica

KpCSp

kapsamasi da yazilabilir [31]. H

K, ve S; , P=1 durumunda sirasiyla, yalinkat fonksiyonlarin alt siniflar1 olarak

bilinen konveks ve yildizil fonksiyonlar simiflarini olusturur. Yani, K, =K c S" = Sl*

seklindedir.

f e A(p) i¢in A birim diskinde

Re(1+ wj < p+l
f'(2) 2

esitsizligi yazilabiliyorsa, f fonksiyonu A bolgesinde p-katli yildizil ve ze A iken

0< 2F'@ _ 2p(p+D)
f(2) 2p+1

Re(mj >0
9'(2)

olacak sekilde p-katlh konveks bir geA(p) fonksiyonu bulunabiliyorsa,

ozelligi saglanir [32]. Bu durumda,

f fonksiyonu p-katl konvekse-yakin fonksiyon adini alir ve bu fonksiyonlarin sinifi

C, ile gosterilir.

Bununla beraber, f fonksiyonu, VzeA ve peN olmak iizere en az bir

Re(w] >a
f(2)

0 < a < p degeri igin
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Ve

2 '
[ Re[z f (Z)Jde —2px
0 f(2)

kosullarini sagliyorsa, « -mertebeli p-katl yildizil fonksiyon adini alir. A(p) sinifinin
alt smifi olan o -mertebeli p-katli yildizil fonksiyonlarin smifi S; () 1le

gosterilecektir.

A(p) smifina ait bir f fonksiyonu, VzeA ve peN olmak iizere en az bir

Re[l +wj >a
f'(2)

jR[ Zf"(z)jde 2p7

kosullarin1 sagliyorsa, bu fonksiyona «-mertebeli p-kath konveks fonksiyon veya

0 < a < p degeri igin

Ve

p-katly & -konveks fonksiyon denir. Bu tiir fonksiyonlarin smifi K () ile gosterilir.
Verilen son tanimda 6zel olarak =0 alindiginda
K,(0) = S,(0)=S;
oldugu agiktir. K (a) ve S ; (a) simiflar1 arasindaki iligki asagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 1.3.3

A(p) simifina ait bir f fonksiyonunun K, («a) smifina ait olmast igin gerekli

ve yeterli kosul 2112 fonksiyonunun S; (ar) smifinda olmasidir. Bundan bagka,
p

(i) S,(a)c=S,(0)
(ii) Ky(a) = K,(0)

(iii) K,(a) < S;(a) c A(p)

kapsamalarin1 yazmak miimkiindiir. |
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A(p) smifina ait bir f fonksiyonunu alalim. Eger VzeA ve peN olmak

tizere en az bir 0 < a < p degeri i¢in

Re( f'(z)J >a
9'(2)

olacak sekilde ge K fonksiyonu bulunabiliyorsa, f a -mertebeli p-kath konvekse

yakin fonksiyon olarak adlandirilir. @ mertebeli p-katli konvekse yakin fonksiyonlarin

smift C(a) ile gosterilir.
1.4 Subordinasyon Ilkesi

Subordinasyon ilkesi karmasik analizde onemli rol oynamaktadir. Son yillarda
karmasik analiz ile ilgilenen bir¢ok matematik¢i, subordinasyon konusunda caligsmalar
yapmustir. Subordinasyon kavrami, ilk olarak E. Lindelof tarafindan ortaya atilmus,
ancak temel bagintilar J.E. Littlewood ve W.W. Rogosinski tarafindan bulunmustur.

f ve g fonksiyonlart A birim diskinde analitik olsunlar. A diskinde

f(2)=g(w(z))
olacak sekilde |w(z)| <1 ve w(0)=0 kosullarin1 saglayan analitik ( yalinkat olmasi
gerekmeyen ) bir w fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

denir ve bu durum f < g seklinde gosterilir.

Pozitif gercel kisma sahip her fonksiyon, i—i_—z fonksiyonuna subordinedir. Yani,

1+2
P(2)ep < p(2) < 5

onermesi dogrudur [33].
Subordine olunan fonksiyonun yalinkat olmasi, en o©nemli durumdur.

g fonksiyonu A birim diskinde yalinkat olmak iizere
f<g o f(0)=90) ve fU)cgU)

onermesi dogrudur [10].
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1.5 Ekstrem Noktalar

f ve g, X uzaymnda herhangi iki fonksiyon ve «, £ belirli bir F cismine ait
iki say1 olmak tizere, h=af + g de X uzayinda ise bu uzaya, F cismi lizerinde bir

vektor uzayt denir.
Bir topolojik vektdr uzayinin, konveks kiimelerinden olusan topoloji i¢in bir
tabani varsa bu uzaya yerel konvekstir denir. Simdi, X kiimesi lizerinde konveks kiime

ve ekstrem nokta kavramlarini tanimlayalim.

Tanim 1.5.1

Bir vektor uzayinda f ve g yi birlestiren L(f,g) dogru pargasi, 0<t<I
olmak tizere h=tf +(1-t)g formundaki tim h noktalarinin kiimesidir. f ve g
noktalarma L(f,g) dogru pargasinin u¢ noktalart denir. Eger 0 <t <1 ise, h noktasi

L(f,Qg) nin bir i¢ noktast olur.

Tanim 1.5.2
Eger C kiimesindeki her f, g nokta ¢ifti i¢cin L(f,g) kiimesi de

C kiimesinde oluyorsa, C kiimesi X te konvekstir.

Tanmim 1.5.3
Konveks bir C kiimesindeki bir h noktasi, C kiimesinde kapsanan herhangi bir

L(f,g) dogru pargasimin bir i¢ noktasi degilse bu noktaya C kiimesinin bir ekstrem
noktast denir. C kiimesinin tiim ekstrem noktalarinin kiimesini E(C) ile gosterecegiz.

Eger f, C kiimesinin bir i¢ noktasi ise E(C) kiimesinde olamaz. Ancak bu,
C kiimesinin tiim siir noktalarinin E(C) kiimesinde olacagi anlamina gelmez.

Eger bir M kiimesi konveks degilse, konveks bir kiimeye genisletilebilir. Bir
M kiimesinin kapali konveks értiisii (hull), M kiimesini kapsayan en kiigiik kapali
konveks kiimedir. Bu kiime H(M) veya cl(COM) sembolleri ile gosterilir. Boyle bir
kiime daima vardir. Clinkii kapali konveks bir M < X kiimesi i¢in M kiimesini
kapsayan kapali konveks kiimelerin arakesiti olan H(M), M kiimesinin kapali

konveks bir ortiistidiir. Yukarida verilen bilgiler 15181inda asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 1.5.4 (Krein-Mil’man Teoremi)
C, bir X yerel konveks topolojik vektor uzayinda bir kompakt konveks kiime olsun.

Bu durumda C, ekstrem noktalarinin kapali konveks ortiisiidiir. Sembolik olarak

C = H (E(C)) yazilabilir [ 26]. H

Verilen bir M kiimesi i¢in pek ¢ok problemin ¢6ziimii, M kiimesinin ekstrem

noktalar1 i¢in problemi ¢ozmeye indirgenebilir. Bu sebeple E (M ) kiimesini bulmak

oldukca faydalidir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde kullanilan kiimelerin ¢ogu konveks degildir.
Bununla beraber herhangi bir M kiimesi zaten kapali konveks ortiisiinde kapsanir ve

M kiimesindeki belirli bir ekstremal problemin ¢oziimii, daha biiyiik olan H(M)

kiimesindeki ¢oziimii ile aynidir [12].



2BOLUM

HARMONIK YALINKAT VE
HARMONIK P-KATLI FONKSIYONLAR

Bu béliimde yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin bazi
temel Ozellikleri verilmektedir. Bununla beraber normalize

kosullar1 ile elde edilen yon koruyan harmonik yalinkat

fonksiyonlarin Sy, smifi ve bu sinifin altsiniflarina iliskin temel

Ozellikeri incelenmektedir.

2.1 Harmonik Yalinkat Doniisiimler

Tanim 2.1.1
D, C karmasik diizleminde bir bolge ve u(x,y), D bolgesinde ikinci

mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip gergel degerli bir fonksiyon olsun. Her z € D

noktasi i¢in

2 2
Au = 6—2 + a—lj =0
oX~ oy
seklindeki Laplace denklemini saglayan u(X,y) fonksiyonuna harmonik fonksiyon

denir.

Z=X+1y olmak iizere w= f(z)=u(z)+iv(z), D bolgesinde tanimlanmig
karmasik degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Eger u ve v fonksiyonlar1 D bolgesinde

gergel degerli harmonik fonksiyonlar ise, yani u ve v fonksiyonlart Au=u,, +u, =0,
AV =V, +V,, =0 Laplace denklemlerini sagliyorsa, f fonksiyonu D bdlgesinde

harmoniktir.

14
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Eger u ve v, D bolgesinde harmonik fonksiyonlar ise Xy -diizlemindeki bir

D bolgesini, uv -diizlemindeki bir Q bdlgesine bire-bir doniistiiren

u=u(x,y), v=v(x,y)

dontistimiine harmonik doniisiim denir.

Calismamizda harmonik bir doniisiim, karmasik degerli yalinkat bir harmonik
fonksiyon olarak alinacaktir. Diizlemdeki harmonik doniisiimler, gercel ve imajiner
kisimlar1  birbirinin  eslenigi olmasi gerekmeyen yalinkat karmasik degerli

doniistimlerdir.

Bir D bolgesinde tanimli fonksiyonlarinin analitikligi, carpim ve bileske

kurallar1 altinda korunurken bu durum harmonik fonksiyonlar i¢in gecerli degildir.
Ornegin verilen f(X)=x ve ¢(X)=x" fonksiyonlar1 bize iki harmonik fonksiyonun
carpiminin harmonik olmasi gerekmedigini gosterir. Bununla beraber f:D — C ve
g:D — C harmonik fonksiyonlar ise go f bileske fonksiyonunun harmonik olmasi
gerekmez. Benzer sekilde f : D — C harmonik bir fonksiyon ve g: f(D) — C analitik
fonksiyon ise go f bilegske fonksiyonu yine harmonik olmayabilir. Ancak, f:D — C
fonksiyonu analitik ve g: f(D)—> C fonksiyonu harmonik olmasi durumunda go f

bileske fonksiyonu harmoniktir. Ayrica harmonik bir doniisiimiin tersi harmonik olmak
zorunda degildir. Buradan harmonik doniisiimlerin sinir davranisinin, konform
doniistimlerin sinir davranisindan ¢ok daha karmasik oldugunu sdyleyebiliriz.

Konformal olmasi gerekmeyen harmonik doniisiimlerin en temel oOrnekleri
|a|¢|ﬂ| olmak tlizere

f(2)=az+y+p7

formundaki afin doniigiimlerdir. » =0 alinmasi halinde bu doniisiim, dogrusal doniisiim
formunu alir. Afin doniisiim olan harmonik doniisiimlerin her bileskesi harmoniktir.

Yani f harmonik ise, o f +y+ 4 f formunda yazilir.
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Diger bir 6nemli ornek, f(z)= Z+%72 seklindeki harmonik fonksiyondur.

Bu fonksiyon birim diski,

W| :% ¢cemberi i¢inde kalan 3 kanath bir hiposikloidin i¢

bolgesi ilizerine doniistliriir. Bu fonksiyonun yalinkathigini gostermek icin birim disk

icinde bulunan z, ve z, noktalart i¢in f(z,)= f(z,) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

(71 +72)-(71 _72) = 2-(22 - Zl)
esitligi elde edilir. |z +2,|<2 oldugundan yukaridaki esitlik z, =z, olmadikca
miimkiin degildir. Bdylece f fonksiyonu yalinkat olur. n=2 ve n=3 igin
f(2)= Z+lfn doniisiimii altinda birim diskin goriintiileri Sekil 1 de gosterilmistir.
n

Sekildeki egriler esmerkezcil c¢emberler ve merkezcil 1smlarin  goriintiilerinden

olusmaktadir.

(a) n=2 b) n=3

SEKIL 1. Birim diskin f(z)=1z +17“ doniistimii altinda gorintiisii
n
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Karmagik analizde 62 ve % diferensiyel operatorleri olduk¢a énemli bir yere
yA z

sahiptir. Zz=X+1y ve Z =X—Iy karmasik eslenik ¢iftini
(o 2tZ y= 7-17

2 7 2i
seklinde yazarak bu diferansiyel operatorlerin asagida verilen kullanmisli gosterimlerini

elde etmek mimkundiir :

oz oxor oyor 2

0_0 g+ ooy _1{o .0
ox oy
0 _o0x 0o 10 ;0
oz oxor oyor 2\ox  oy)
Yukaridaki gosterimler ile f(x+1iy) fonksiyonunu, z ve Z degiskenlerinin bir

f(x+iy)—u(z+7 z—7j+iv(z+7 z—?j
2 7 2i 2 7 2i

seklinde yazabiliriz. Bu nedenle siirekli kismi tiirevlere sahip f =u+iv karmasik

fonksiyonu olarak

degerli fonksiyonu i¢in,
f,=u,+iv,
ve

f,=u, +iv,
gosterimini kullanabiliriz. Boylece kismi tiirevlerle

1 . 1 .
f, =§(fx —if)) :E[(uX +v,)—i(u, —vx)}

1 . 1 .
f, :E(fx +if) =5[(uX —V,)+i(u, +vx)]

Ve
| fz |2 _| ff |2:uxvy _uyvx

esitliklerini yazmak miimkiindiir.
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Karmagik degerli bir f fonksiyonu i¢in f_Z =0 olmasi halinde

seklindeki Cauchy-Riemann denklemlerini elde ederiz. Ayrica yapilan islemlerle

f fonksiyonun

2
Af :4£[ﬂ]=48 f =4f,,
0z \ oz 0207

seklinde Laplace denkleminin karmasik formunu gosterebiliriz. Bu durumda, karmasik
degerli bir fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ikinci

mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonun
Af =4f,_ =0

esitligini saglamasidir. Ayrica,

esitligi z ve 7 degiskenleri arasindaki tiirev iliskisini belirtir.

Karmasgik fonksiyonlar kuramimnin en temel teoremlerinden biri, analitiklik igin
gerekli ve yeterli bir kosul bulmakla ilgilidir. Bu durumla ilgili olarak asagidaki ifadeyi

verebiliriz:

“Bir f =u+iv (diizlemsel) harmonik doniisiimiiniin D bdlgesinde analitik
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul u ve v fonksiyonlarinin harmonik eslenik olmasi

yani U,veC?(D) fonksiyonlarmin u, = V,, U, =-Vv, Cauchy-Riemann denklemlerini

saglamasidir.”

Dogal olarak en Onemli harmonik fonksiyon Ornekleri Cauchy-Riemann
denklemlerinden elde edilenlerdir. Boylece agik bir kiimede tanimlanan analitik bir
fonksiyonun gercel ve imajiner kisimlart harmonik olur. Bununla beraber her analitik

fonksiyon, bir harmonik fonksiyondur.
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u(X,y) basit baglantili bir D bolgesinde gergel degerli harmonik bir fonksiyon
olmak {izere, D bolgesi tlizerinde Re f(z)=u(x,y) olacak sekilde bir analitik

fonksiyon vardir. Bu durum harmonik bir fonksiyondan analitik bir fonksiyona en dogal
gecis yolunu ifade eder.

Bununla birlikte f fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli kismi tlirevlere sahip
olmak {izere, f fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o
z

fonksiyonunun analitik olmasidir. Bu durum, analitiklik ve harmoniklik arasindaki bir

diger iliskiyi ifade eder. Eger f fonksiyonu analitik ise Z—f = f'(2) esitligi saglanir.
z

Simdi harmonik fonksiyonlar teorisinde olduk¢a Onemli bir yere sahip olan

asagidaki teoremi verelim.
Yardimci Teorem 2.1.2 (Kanonik Gosterim)

Basit baglantili bir Dc C bolgesinde karmasik degerli harmonik bir

f fonksiyonu, h ve g analitik fonksiyonlar olmak iizere

f(z)=h(2)+9(2) 2.1)
gosterimine sahiptir. Bu gosterim sabit farkiyla tektir [34].

fspat N
U ve V basit baglantili bir D bolgesinde harmonik fonksiyonlar olmak iizere

f =u+iv fonksiyonunu olusturalim. Bu durumda

F+F , V:ImG=GZ__G
|

u=ReF =

olacak sekilde D boélgesi lizerinde analitik F ve G fonksiyonlar1 vardir. Boylece h ve

g fonksiyonlar1 D bolgesinde analitik olmak iizere kanonik gosterim elde edilir.

F+F G-G (F+G) (F-G _
f= + :( J+( ]:h+g
2 2 2 2

seklinde kanonik gosterim elde edilir.
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Kanonik gosterim, yukarida gosterdigimiz ispatin disinda asagidaki sekilde de
gosterilebilir:

f harmonik oldugundan f, fonksiyonu D basit baglantili bolgesinde analitik
olur. D bolgesinde analitik olan bir h fonksiyonunu h’= f, seklinde tanimlayabiliriz.
Bilinen f ve h fonksiyonlarindan yararlanarak f =h+ @ kanonik gosterimini elde

etmek icin g fonksiyonunu

g=f-h=f-h
olarak tanimlayalim. Bu fonksiyonun D bdlgesinde analitik oldugunu yani ¢, =0

oldugunu gostermek yeterlidir.

oldugundan g fonksiyonu D bolgesinde analitik olur. Bir f fonksiyonunun kanonik

gosteriminin tekligi, hem analitik hem de anti-analitik (yani analitik fonksiyonun
eslenigi) olan bir fonksiyonun sabit olmasi1 ger¢eginden elde edilir. |

Yukaridaki teoremde verilen h ve g fonksiyonlarini sirasiyla f fonksiyonun

analitik ve koanalitik kisimlar1 olarak adlandiracagiz.

Harmonik doniistimler teorisinde, bir fonksiyonun jakobiyeni olduk¢a 6nemli bir

konudur. Asagidaki tanimda jakobiyen kavrami verilmektedir.

Tanmim 2.1.3
D, C karmasik diizleminde bir bolge ve f=u+iv bu bolgede

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun jakobiyeni

U (2) v (2)

Uy(Z) Vy(Z) = uX(Z)Vy(Z)_uy(Z)VX(Z)

f =

olarak tanimlanir. f =u+iv fonksiyonunun

1 . 1 .
f, :E(fx —if,), f; :E(fx +if,)
seklindeki kismi tlirevleri ile J; jakobiyeni arasindaki iliski

3, () =|t,@ - |f, @[

ile verilebilir.
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Eger f analitik bir fonksiyon ise J; jakobiyeni

31 (@)=(u,) +(v) = '@’

olacaktir.

f=h+3, A birim diskinde harmonik bir fonksiyon olmak iizere,

f fonksiyonunun jakobiyeni

3@ =@ - L@ =[N @f - g

olarak elde edilir. J; jakobiyeni, D bdlgesinde pozitif oldugunda, f harmonik

fonksiyonu bu bolgede yon koruyan doniigiim olarak adlandirilir. Bir analitik yalinkat
fonksiyon, yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonun 6zel bir durumudur. Analitik

f fonksiyonlar1 i¢in
“J; #0< f, z noktasinda yerel olarak yalinkattir”

Onermesi iyi bilinen bir sonugtur. 1936 yilinda Hans Lewy bu durumun harmonik
dontigiimler icin de dogru oldugunu gostermistir. Bu durum asagidaki teoremde

verilmigtir.

Teorem 2.1.4 (Lewy Teoremi)

Bir harmonik doniisiimiin z, noktasinin bir komsulugunda yerel olarak yalinkat

olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul z, noktasinda J;(z)# 0 olmasidir [29]. [

Ancak Lewy’nin teoremi, R’ te gecerli degildir. Bununla beraber Lewy, bu

teoreme ek kosullar ekleyerek R* te dogru oldugunu gdstermistir[30].

Harmonik yalinkat fonksiyonlar1 kavramak i¢in ilk ¢alismalar Clunie ve Sheil-

Small tarafindan yapilmistir [8].
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Sonuc¢ 2.1.5

f =h+ g fonksiyonunun yon koruyan olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

Ji@=@f -lg@f >0 zea)

olmasidir. Bagka bir ifadeyle

9'(2)|
()

<1 (zeA)

esitsizliginin saglanmasidir [8]. H

Karmagik diizlemin her noktasinda analitik olan tam fonksiyonlar iginde,

karmasik diizlemi kendi lizerine doniistiiren yalinkat analitik doniistimlerin sadece a, ve
a, (@, #0) birer sabit olmak tizere, f(z)=a,+az formundaki dogrusal doniisiimler

oldugu 1iyi bilinir. Bu sonucun benzerini harmonik doniisiimler i¢in de sorgulamak

dogaldir. Bu durum asagidaki teorem ile ifade edilmistir.

Teorem 2.1.6

a,p,yeC ve |al#|f| olmak ilizere
f())=az+y+p7

formundaki afin doniigiimler, karmasik diizlemi kendi iizerinde resmeden tek harmonik

dontistimlerdir [8]. H

1952 yilinda Heinz tarafindan verilen asagidaki yardimci teorem ile birim diski

kendi {izerine resmeden harmonik doniisiimlere ait bir temel 6zellik olusturulmustur.

Yardimci Teorem 2.1.7 (Heinz Lemma)

f(0) =0 olmak iizere f fonksiyonu, birim diski kendi {izerine harmonik olarak
doniistiiren bir fonksiyon olsun. Bu durumda mutlak bir ¢ > 0 sabiti i¢in

| (O] +] f,(0)f =c>0

esitsizligi saglanir [15]. |
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Birim diski yalinkat olarak karmasik diizleme doniistiiren bir analitik fonksiyon
yoktur. T. Rado, bu gercegin harmonik doniisiimler i¢in de gecerli oldugunu asagidaki

teoremde ifade etmistir.

Teorem 2.1.8 (Rado Teoremi)
A={z:|z|<1} birim diskini, karmagik diizlem iizerine doniistiiren bir

harmonik doniisiim yoktur [35]. |

Ayrica Teorem 2.1.6 yardimiyla karmasik diizlemi, kendine ait uygun bir alt

bolgesine doniistiiren bir harmonik doniisiimiin olmadigini sdyleyebiliriz.

Harmonik doniisiimler teorisinin ¢ogu konform doniigiimlerin klasik teorisinden
esinlenmistir. Bundan dolay1r konform doniisiimlerin dogal bir genellemesi olup
“konformluga yakin” olarak adlandirilan kuazikonform doniisiimler ile arasinda yakin
bir iligki bulunmaktadir. 1980 yilinda W.Hengartner ve G.Schober, harmonik
doniigsiimler i¢in Riemann doniigiim teoreminin benzerini olusturabilmek i¢in bir¢ok
calisma yapmislardir. Bu c¢alismalarin ¢ogu, Beltrami denklemi olarak adlandirilan

f,/f, kismi diferansiyel denkleminin ¢oziimii olan kuazikonform doniisiimler ile

ilgilidir. Bununla birlikte Sonug 2.1.5 te ifade edilen

9@
h'(z)

_z

f

<1

z

esitsizligi harmonik doéniisiimlerin siniflandirilmasinda 6nemli bir rol oynar. Bu
esitsizlik harmonik doéniistimler ve kuarzikonformal doéniisiimler arasinda yakin iliskiyi
gosterir. Asagida kuazikonform doniisiim hakkinda temel bilgiler verilmistir.
Kuazikonformal doniistimler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Ahlfors [2] ve Lehto-

Virtanen’in [28] kitaplarindan yararlanilabilir.
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Tanim 2.1.9

Z=X+1y olmak tizere w= f(z)=u+iv fonksiyonu, D bolgesinde, kendisi ve

birinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarm C' sinifina ait bir

homeomorfizma olsun. Bu durumda, f homeomorfizmasi bir z noktasinda

du=u, dx+u,dy

dv=v, dx+v, dy

diferansiyelleri ile bir dogrusal doniisiim belirtir. Bu dogrusal doniisiim 6nceden

tanimlanan

1. 1.
f=s(fify) . = (f+if)

fonksiyonlar1 yardimiyla

dw= f,dz+ f,dZ

seklinde karmagik formda yazilabilir. Bu doniisim geometrik olarak (dx,dy)-
diizleminden (du,dv)-diizlemine bir afin doniisiim belirtir. w= f(z) bir yon koruyan

doniisiim olmak iizere asagidaki esitsizligi yazmak miimkiindiir:
(.| =1 :[) ] < fewd < (| [ [ £ )|dz|.

Yukarida elde edilen bu kesin esitsizlik, geometrik olarak, f fonksiyonu igin

sonsuz kiiciik bir gemberi, biiyiik eksenin kiigiik eksene orani

AR

T

olan sonsuz kiigiik elipslere doniistiirdiigiinii soyler. Bu D, =D,(z) oranina
Z noktasinda f fonksiyonun dilatasyonu (genislemesi) denir. Burada D, (z) oraninin

1< D, (z) <o esitsizligini sagladigi agiktir.
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Tanim 2.1.10

K, 1<K<o sgeklinde bir sabit sayr olsun. Eger yon koruyan bir

f homeomorfizmasi, verilen bir bdlgenin tiimiinde D, (z) <K esitsizligini sagliyorsa

f donilistimiine kuazikonformal veya K - kuazikonformal doniisiim denir.
K =1 olmasi durumunda f, =0 olacagindan, f konform bir doniisiim olur.

Tanim 2.1.11

u, = f,/f, oranma f fonksiyonun karmagsik dilatasyonu denir.

Buradan eger f yon koruyan doniigiim ise, OS‘,uf (Z)‘<1 olur. Boylece

D, (z2) <K olmasi,

,uf(z)‘S(K—l)/(K +1) esitsizliginin saglanmasi ile denktir. Bu
durumda, bir yon koruyan homeomorfizmanin kuazikonformal olmast igin

‘ 7y (Z)‘ <k <1 esitsizliginin saglanmasi gerekli ve yeterlidir. f doniisiimiiniin konform

olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul g, =0 olmasidir ( [2], [28] ).

Tanim 2.1.12

Vv =f_7/ f, oranna f fonksiyonun ikinci karmasik dilatasyonu denir.

Harmonik doniisiimler teorisinde, v, ikinci karmasik dilatasyonu ile, g, birinci
karmasik dilatasyonuna gore daha kullanigh sonuglar elde etmemiz miimkiindiir.
‘Vf‘:‘ ,uf‘ esitliginin saglandigi ve bu sebeple f fonksiyonunun kuazikonformal olmasi
icin ‘vf(z)‘sk<l esitsizliginin saglanmasiin gerekli ve yeterli olacagi acgikca

goriilebilir. Bu durum asagidaki teorem ile ifade edilmistir.
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Teorem 2.1.13

f:D—>C doniisimi J,(z)>0 olan ve ikinci mertebeden siirekli kismi
tirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun harmonik olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul @ =v, fonksiyonunun analitik olmasidir [19].

ispat N
D c C bolgesinde siirekli ikinci kismi tiirevlere sahip karmasik degerli bir

f fonksiyonu alalim ve f fonksiyonun J,(z)>0 olacak sekilde D bolgesinde yerel
yalinkat oldugunu kabul edelim. Bu durumda D bolgesinde f fonksiyonun
0=V, :f_7/ f, ikinci karmasik dilatasyonu i¢in |a)(z)| <1 olur. f_7 =wf, denkleminin
Z ye gore diferansiyeli

f.,=1,0+f, 0

seklindedir. Eger f, D bolgesinde harmonik ise,

esitligi elde edilir. Boylece bu sonu¢ @ nin analitik olmasi i¢in D bdlgesinde @, =0
olmasi gerektigini sdyler. Tersine @ nin analitik olmasi durumunda E = f,, o esitligi

saglanir. |a)(z)|<1 oldugundan f,, =0 olur ve bu durum f fonksiyonun harmonik

oldugu anlamina gelir. |

Yukarida ifade edilen teorem ile harmonik doniisiimler, Cauchy-Riemann
denklemlerinin bir genellemesi olan a):f_f/ f, diferansiyel denklemleri tarafindan

karakterize edilmistir.

Teorem 2.1.13 ten elde edilen asagidaki sonug¢, harmonik ve kuazikonform

doniistimler arasindaki iliskiyi gostermektedir.
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Sonug 2.1.14

Yon koruyan harmonik doniisiimler yerel kuazikonform doniisiimlerdir [34]. W

Yon koruyan harmonik bir f doniigsiimiiniin ikinci karmasik dilatasyonu olan

@, modiili daima birden kiiciik analitik bir fonksiyondur. Bu @ fonksiyonu,

f fonksiyonun analitik dilatasyonu olarak adlandirilir. @(z)=0 olmasi ig¢in
f fonksiyonun analitik olmas1 gerekli ve yeterlidir.

Sonug 2.1.5 ile verilen

9'(2)|
h'(2)

<1

()] =

esitsizligi bize f =h+J fonksiyonlarinin yerel olarak kuazikonform oldugunu soyler.
@(2) dilatasyonunun D bdlgesinin her yerinde |a)(z)|s K <1 esitsizligini saglamasi

gerekmez. Bu durum harmonik homeomorfizmalarin sinir davraniglarinin, konform

veya kuazikonform dontistimlerin sinir davranislarindan farkli olabilecegini ifade eder.

D bolgesi iizerinde tanimlanan f harmonik doniisiimiiniin ikinci karmasik
dilatasyonu @, |@(z)|<k <1 kosulunu saglarsa Teorem 2.1.13 den f harmonik
doniigiimii K =(1+k)/(1-k) maksimum dilatasyonuna sahip bir kuazikonformal

dontigiim olur. Diger bir deyisle, f fonksiyonu bir K -kuazikonform dontisiimdiir.

Asagidaki 6rnek, Teorem 2.1.13’e ait bir uygulama olarak verilebilir.

Ornek 2.1.15

f(z):z—lf”, n>2
n

fonksiyonunu g6zoniine alalm. Her bir n>2 degeri i¢in f fonksiyonu harmonik olup,

o(z2)=-1""

ikinci karmasik dilatasyonuna sahiptir. f fonksiyonunun birim disk
icinde yalinkatligini gostermek icin z,,z, € A olmak tizere f(z,)= f(z,) oldugunu

kabul edelim.
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Bu durumda

nz,-2,)=2"-7,"=(Z,-7)(Z""' +7" .2, +..+7," ")
esitsizligini elde ederiz. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

= Nn-1 = Nn-2 = n-1

2"+, +.4 T,

<n

oldugundan yukaridaki esitlik z, =z, disinda miimkiin olmaz. Béylece f fonksiyonu

bire-bir olur. Bu durumda f fonksiyonu, birim diski |w|=(n+1)/n g¢emberi i¢inde

kalan n+1-kanath bir hiposikloid tarafindan sinirlanan bir bolge iizerine resmeden bir

harmonik doniisiimdiir. Ayrica F(z)=2z+ 1 z" fonksiyonu, birim diskteki her nokta igin
n

|F'(Z)—l| <1 oldugundan analitik ve yalinkattir. Boylece F, birim diskte normalize

edilmis yalinkat bir fonksiyondur.

n=2 ve n=4 degerleri icin f ve F fonksiyonlarinin goriintiileri siras1 ile

Sekil 2 ve Sekil 3 ile gosterilmistir.

(@n=2 b)n=4

SEKIL 2. Birim diskin f(z)=z Ly doniisiimii altinda goriintiisii
n
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(a)n=2 b) n=4

SEKIL 3. Birim diskin F(z)=1z+ Lo doniisiimii altinda goriintiisii
n

2.2 Harmonik Yalinkat Fonksiyonlarin S, ve Sy, Altsiniflart

h(z)=) a,z" ve g(z)=).a,Z" olmak iizere, A birim diskinde harmonik bir
n=0 n=1
f =h+ 3 fonksiyonu
f(re’)=>a, e o<r<1)
seri gosterimi ile ifade edilebilir. h(0)=0=h'(0)—1 olacak sekilde f fonksiyonunu

normalize edebiliriz. Sadelik agisindan b, =@ , olarak yazalim. A birim diski {izerinde

tim harmonik, karmasik degerli, yon koruyan, normalize edilmis ve yalinkat

doniisimlerin sinift S, ile tanimlanir. Béylece S, smifindaki bir f fonksiyonu

h(z):z+§:anzn , g(z):ibﬁzn (2.2)
n=2 n=l1

fonksiyonlart A birim diskinde analitik olmak tizere f =h+ 3 seklinde gosterilir.
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Yon koruma 6zelliginden |b1| <1 sonucu bulunur. Bu ylizden S, smifindan alman her

f fonksiyonu i¢in ¢ =(f —b]_f)/ (1—|b]|2) doniisiimii S, smifina ait olur. Boylece
¢alismalarimiz1 S} :{f €S, :9'(0)=b, = 0} ile tanimli S;| altsmifina kisitlayabiliriz.
Bu siniflar arasinda S = S, 'S, kapsamasi saglanr.

S, smifindan alinan bir f fonksiyonunu S} smifindaki f, fonksiyonuna

karsilik getiren f > f, =¢@o f donisimii

f=f,+bf,

esitligi ile tersinirdir. Boylece |b1| <1 kosulu ile belirlenmis her b, degeri igin, ¢ afin
doniisiimii altinda f, € S;, fonksiyonuna karsilik getiren g’(0)=b, kosullu bir tek

f €S,, fonksiyonu vardir [9].

Tanim 2.2.1

F, D Dbolgesinde tanimli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. f eF

fonksiyonlarinin her yakinsak {fn } dizisi, yine F ailesinde bir fonksiyona yakinsiyorsa

F ailesine kompakttr denir.

Tanim 2.2.2

F, D bolgesinde tanimli analitik fonksiyonlarin bir ailesi olsun. f eF

fonksiyonlarinin her {fn} dizisi D bolgesinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin

yakinsak bir altdiziye sahip ise F ailesine normal aile denir.

Teorem 2.2.3

S, ailesi kompakt ve normal bir ailedir [8]. |

Sonuc¢ 2.2.4

S, ailesi normal bir ailedir [8]. |
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S ve S; ailelerinin aksine, S, ailesi kompakt bir aile degildir. Ciinkii

n . ..
f(2)=z+ —17 ile tanimlanan afin doniistimler S,, simifindadir. Fakat n— o i¢in
n+

f.(z2) > f(z) =2x yakinsamast A birim diskinde diizgiin olmasina ragmen, f limit

fonksiyonu yalinkat degildir.

Tanim 2.2.5

f()=2+> a,2"+> b 7" (i=12)
n=2 n=1

seklindeki karmasik degerli iki harmonik doniistimiin konvoliiasyonu
f(@*f,)=(f,*f,)(=2+D a a, 2"+Y b b 7"
n=2 n=l1

ile tanimlanir. Eger f ve f, fonksiyonlarinin koanalitik kisimlart sifir ise yukarida

verilen konvoliiasyon formiilii bilinen Hadamard ¢arpimina indirgenir.

Tanim 2.2.6 (Harmonik Koebe Fonksiyonu)

k(2)=z2(1-2)" =2+22°+32° +...

seklindeki analitik Koebe fonksiyonu, A birim diskini negatif gercel eksen iizerinde
—1/4 den —o a kadar olan seridi ¢ikarilmis tiim karmasik diizleme konformal olarak
dontistiiriir. Analitik yalinkat fonksiyonlarin S smifi {izerinde bir¢ok problem ig¢in
harmonik Koebe fonksiyonu ekstremal fonksiyon olarak rol oynar. Clunie ve Sheil-
Small [8] analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in tanimlanan Koebe fonksiyonun benzerini
S;, harmonik yalinkat fonksiyonlar smifi i¢in de iirettiler. Clunie ve Sheil-Small,

calismalarinda harmonik Koebe fonksiyonunu

1 1 1
2—-—1°+-1° ~’+-7

g(z)=2—5—

h(z)=—2 6
T v (1-2)

_ |\ | —
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olmak iizere K =h+7J olarak tanimladilar. Harmonik Koebe fonksiyonu, birim diski
harmonik olarak, negatif gergel eksenden —oo <t < —1/6 seridi ¢ikartilmig tiim karmagsik
diizlem ftizerine doniistiiriir. Z=1 hari¢ birim ¢ember iizerindeki her z degeri icin
K(z)=-1/6 olur.

Louis De Branges [7], 1984 yilinda S smifi i¢in 69 yillik Bieberbach
kestiriminin ispatin1 yaptiktan sonra, S ailesi ve onun degisik alt smiflari i¢in elde
edilen klasik sonuglarmn, harmonik yalinkat fonksiyonlarin S,, ve S|, ailelerine

genisletilebilir olup olmadigi sorgulanmaya baslandi. 1984 yilinda Clunie ve Sheil-
Small, bu genisletmenin miimkiin olabilecegini gostererek, bu siniflar i¢in diisiiniilen
tahminlerin S sinifindaki tahminlerle benzer olmadigini, ancak uygun yorumlarla bu
siniflardaki harmonik donilistimler i¢in benzer tahminler yapilabilecegini ortaya

koydular.
S,, ve S smiflarindaki fonksiyonlar igin katsay1 tahmini ¢aligmalari hala
devam etmektedir. Simdiye kadar yapilan ¢aligmalarda |b, | katsayisi i¢in kesin sinir

elde edilmis olmasina ragmen, | a, | katsayis1 i¢in heniiz ispatlanmamis olan
5
[ < 5

tahmini yapilmstir [43].

Teorem 2.2.7

hy(2)=z+ Z:anzn ve g,(2)= anzn (z e A) olmak iizere, S;, smifindaki tiim
n=2 n=1
f, =h, + 7, fonksiyonlari i¢in

1
|b2|35

katsay1 esitsizligi saglanir. f fonksiyonun S, simifinda olmasi durumunda

lb|<1

olur [8]. |
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Teorem 2.2.8

f €S, olsun. Bu durumda

|a2|s%—”—1<57,05

27

esitsizligi saglanir [43]. |
S ailesinden farkli olarak, f €S, olmasi durumunda, |z| degerine bagl tim
| f (Z)| degerleri i¢in pozitif bir alt sinir yoktur. | £ |<1 olmak iizere tiim ¢ degerleri icin

f(z)=2+¢Z fonksiyonunun S, sinifinda olmasi bu duruma bir 6rnektir. Ayrica

Clunie ve Sheil-Small, S ailesindeki fonksiyonlar i¢in biikiilme 6zelligine benzeyen

asagidaki ilging sonuglar1 verdiler.

Teorem 2.2.9

Eger f €S ise, bu durumda

I |z
f(z)>=——'20
|(Z)|>4(1

+z])

esitsizligi saglanir. Boylece {W eC :|W| <1/1 6} c f(A) kapsamasi yazilabilir [8]. H

(zeA)

Teorem 2.2.9 ile verilen sonug¢ kesin degildir. Bununla beraber K harmonik
Koebe fonksiyonu, 1/16 yarigapimin 1/6 ya genisletilebilecegini sdyler. Boylece

kestirim niteligindeki asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Sonuc¢ 2.2.10

v f €S, fonksiyonu igin

{WE(C:|W| <1/6} c f(A)

kapsamasi dogrudur. H

Bu kestirim, ileride bahsedilecek olan S, harmonik yalinkat fonksiyonlar

smifinin bir alt smifi olan konvekse yakin fonksiyonlarm C;, sinifi i¢in de dogrudur

[43].
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Clunie ve Sheil-Small [8], Bieberbach kestiriminin S, ailesi igin asagidaki

benzerini ifade etmistir.

Sonu¢ 2.2.11
h ve g, (2.2) esitligi ile verilen fonksiyonlar olmak iizere, eger f =h+Je S,

ise bu durumda

||an|—|bn||sw

|a |<(2n+1)(n+1) 23)
n| — 6 *
Ms% (N=2,3,..)

esitsizlik sistemi saglanir. Esitlik hali sadece harmonik Koebe fonksiyonu i¢in elde
edilir [8]. |

Sheil-Small, 1990 yilinda yukaridaki tahmini gelistirip asagida Bieberbach

kestiriminin genellemesini elde etmistir.

Sonuc 2.2.12
Eger

f(z)=z+> a,z"+> a,z"
n=2 n=1
fonksiyonu S,; sinifinda ise,

2n% +1

|a,| < (Inj=2,3,..)

esitsizligi saglanir [43]. |

Clunie ve Sheil-Small [8] biitin f €S,, fonksiyonlar1 i¢in |a2|<12,173

oldugunu gostermislerdir. Daha sonralart bu kestirim Sheil-Small tarafindan biitiin

f € S,, fonksiyonlari i¢in |a2| < 57,05 olarak gelistirildi [43].
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S simfina ait f(z)=z+a,z°+a,2’ +... fonksiyonlar1 i¢in Bieberbach’in
|a2| <2 katsay1 esitsizligi, analitik yalinkat fonksiyonlarin klasik teorisinde iyi bilinen

bir sonugtur. Teknik bir kestirim goriinlistinde olan bu esitsizlik 6nemli geometrik
yorumlara sahiptir. Bu kestirim, degisik temel doniistimler yardimiyla biliylime ve
biikiilme teoremlerinin kesinligini gostermek i¢in ve Koebe dortte bir teoreminin kolay
bir ispatini elde etmek i¢in kullanilir.

Harmonik doniisiimler i¢in de bu durum olduk¢a benzerdir. S, sinifindaki
fonksiyonlar i¢in |a, |<3 kestirimi yapilmistir. Bu kestirim kesin olmamakla beraber,

daha ileride S; smmfindaki fonksiyonlar igin kesin biiyiime esitsizlikleri elde

edilebileceginin gerceklendigini gosterecegiz ve bu fonksiyonlarin goriintiilerinin,

|w|<1/6 diskini kapsadigini ifade eden drtme teoreminin kesin bir bi¢imini verecegiz.

Teorem 2.2.13

f €S,, fonksiyonlarimin arasinda |a, | katsayisinin en kiiciik iist stnir1 o olsun.

Bu durumda r = |Z| <1 olmak iizere her f €S}, fonksiyonu igin

Ll_ 1-r S|f(z)|gi I+r -1
2a I+r 20|\ 1—-r1
esitsizlikleri saglamir. Ozellikle her bir fonksiyonun gériintiisii | W |<1/2a diskini kapsar

[43]. [

Teorem 2.2.13’te 6zel olarak o =3 alinir ise, bu durumda esitsizligin her iki
tarafi icin miimkiin olan en iyi kestirim oldugunu gozlemleriz. Bundan baska, Tanim

2.2.6 ile verilen K =h+ @ harmonik Koebe fonksiyonu i¢in 0 <r <1 olmak {izere

K(r):%[(t—:j —1} ve K(—r)=%{(:—:] —1}

oldugu kolaylikla goriilebilir.
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2.3 Kesme Metodu (The Shear Construction)

Bu kesimde belirlenmis kosullar ile harmonik doniistimleri olugturmak igin
Clunie ve Sheil-Small tarafindan tamimlanan bir metot verilecektir. Bu metot, “the
shear construction” olarak bilinir. Buradaki “shear” kelimesinin anlami, kesmek veya
incelterek hemen hemen seffaf hale getirmektir. Temel olarak bu metot, verilen paralel
dogrular boyunca bir konformal dontisiimii kesme metodu ile, bir yonde konveks bdlge
lizerine doniistiiren bir harmonik doniisim olusturur. Olusturulan bu harmonik
dontisiimiin dilatasyonu tanimlanabildigi gibi ayn1 zamanda goriintiisiiniin belli genel

ozellikleri de 6nceden tahmin edilir.

Tanim 2.3.1

Q2, karmasik diizlemde bir bolge olsun. Her yatay dogru ile bolgenin arakesiti

baglantili veya bos ise Q bolgesine yatay yonde konveks bélge (CHD) denir.

Teorem 2.3.2

f =h+@ fonksiyonu A birim diskinde harmonik ve yerel yalinkat olsun. Bu

durumda f fonksiyonun yalinkat ve goriintiisiiniin CHD olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul h—g konform doniistimiin ayn1 6zelliklere sahip olmasidir [8]. H

Hemen belirtelim ki yukaridaki agiklamalarla beraber, Q< C bolgesinin
konveks olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, bu bolgenin her yonde konveks olmasidir.
Boylece harmonik bir f =h+ g doniisiimiiniin konveks bir goriintiiye sahip olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul 0<a <27 olmak iizere, her elo f rotasyon doniislimiin
goriintiisiiniin CHD olmalisidir. Teorem 2.3.2 den dolay1 bu durum her bir « agis1 igin
e'“h—e g analitik fonksiyonunun yalinkat ve CHD gbriintiisiine sahip olmasina

denktir. Bu sonu¢ agagidaki teoremde 6zetlenmistir.
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Teorem 2.3.3

f =h+QJ fonksiyonu A birim diskte harmonik ve yerel yalinkat olsun. Bu

durumda f fonksiyonunun yalinkat ve goriintiisiiniin konveks olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her bir ¢ (0<a <27x) i¢in e“h —e_i“g analitik fonksiyonunun yalinkat

ve gorilintiisiiniin CHD olmasidir [9]. |

Sonuc¢ 2.3.4

Eger f=h+37 konveks harmonik doniisim ise, bu durumda h+e” g

dontisiimii her (0 < S <2x) degeri icin yalinkattir. |

Teorem 2.3.2, verilen bir dilatasyon ile harmonik doéniisiimleri olusturmak igin
etkili bir yol gosterir. |@(Z)|<1 kosulunu saglayan belirli bir dilatasyon gbz Oniine
alindiginda, verilen bir analitik fonksiyondan elde edilen harmonik fonksiyonun yerel

yalinkatlig1 garanti altina alinir. Gergekte f fonksiyonunun jakobiyeni

1 @=N@f -|g'@| =(1—\a>(z)\2)(h'(z))2 50

seklindedir. Ciinkii h — g doniisiimiiniin yalinkat olmasi sebebiyle

(1-|e@)])h'(2) =h"(2)-g'(2) =0

yazmak miimkiindiir.

Ornek 2.3.5

h—g doniisiimiinii 6zdeslik doniisiimii ve dilatasyonu @(z) =z olarak alalim.

Boylece
h(z)-9(z)=z
h'(z)

olur.
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Ilk denklemin diferansiyeli ile ikinci denklem asagidaki gibi dogrusal denklem cifti

olusturur.

h'(z)-9'(2) =1
zh'(2)-9'(2)=0
Bu denklem ¢ifti
1 z
h'(z)=— , () =——
@=—. g@=1—

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir. Bu denklemlerin h(0) = g(0) =0 normalize kosullar1

altinda integre edilmesi ile
1 1
h(z)=log—— , g(z)=—-z+log—
1-z 1-z

denklemleri bulunur. Teorem 2.3.2 ‘ye gore f =h+ § harmonik doniisiimii veya
w= f(z)=-7-2log|l-7|

dontisiimii, birim diski yalinkat olarak yatay yonde konveks bir bolge {iizerine

dontistiiriir. Gergekten Teorem 2.3.2 geregince, f fonksiyonun bu goriintiisiiniin
‘Im{w} ‘ <1 vyatay seridinde kapsandigini gosterir. Sekil 4 ile bu durum gosterilmekle

birlikte, es merkezli gemberlerin goriintiileri ve merkezcil 1ginlar1 da resmedilmektedir.

1

Ll
%Y
27

/2
;é‘

\“= —
S
N

[ P
|/
15:"

S
N

-

%

e

— -

.._._‘____
N

R

=
\‘;‘e
N

SEKIL 4 @(z) =1z dilatasyonu ile birim doniisiimiin kesimi
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Ornek 2.3.6

@(z) =1 dilatasyonun yerine @(z)=2z" dilatasyonun alinmasi ile olusan

durumu inceleyelim. Burada, h(z)-g(z)=1z ve %Z)) = 7* dogrusal denklemlerden,
Z
1 1+z
S(z)=—log—
2) 2 g1— z

dontigiimii, birim diski —7/4 <Im{w} < z/4 yatay seridi iizerine doniistiiren bir
konformal doniisim olmak tizere, h(z)=s(z) ve g(z)=-z+5(z) normallestirilmis

¢ozlimiine sahip

h'(z2)-g'(z) =1
’h'(2)-9'(2) =0

seklindeki dogrusal denklem ¢ifti elde edilir. Boylece kesme metodu,

1+2
1-z

seklinde bir f =h+3J harmonik doniisimii olusturur. Bu donilisim Sekil 5 ile

f(2)=—z+2Re{s(z)} =—7 +log

gosterilmistir.

4

SEKIL 5 @(z) =2’ dilatasyonu ile birim doniisiimiin kesimi
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Ornek 2.3.7

Simdi A birim diskini, Re{w} >—1/2 yar1 diizlemine doniistiiren
w=I(z)= _z
1-z
konformal doniisiimiinii goz Oniine alalim. Burada h+g=1 almir ve w(z)=-2

dilatasyonu segilirse, h+ g nin yerel yalinkatlig1 garanti edilmis olur. Olusturdugumuz

1
(1-2)’

h(2)+9'(2)=1'(2)=

zh'(2)+9'(2)=0

dogrusal denklem sistemi

1 yA
h’ = —— 5 ! = —_ 3
Oy YOy

seklinde bir ¢oziime sahiptir. Bu ¢oziimleri integre edersek,
1 1
h(Z)=5[|(Z)+k(Z)] ; 9(2)=§[|(Z)—k(2)]

fonksiyonlarini elde ederiz. Burada k(z), A birim diskini —1/4 den —oo a kadar olan

seridi c¢ikarilmis tiim karmasik diizlem {izerine konformal olarak doniistiiren Koebe

fonksiyonudur. Boylece L=h+3J, A birim diskini yalinkat olarak diisey yonde

konveks bir bolge tizerine doniistiiriir. Dikkat edilirse L dontistimii

L(z) =Re{l(2)} +iIm{k(2)}

formuna sahiptir. Iddiamiz L déniisiimiiniin goriintiisiiniin Re{W} >—1/2 yar diizlemi
oldugudur. Bunun gormek i¢in k(z)=¢.(1+¢) olacak sekilde ¢ =1(z) degisimini

yapalim. Bu durumda, ¢ =¢&+in gosterimi ile L harmonik doniistimii

L= +i28m, =17 =15

seklini alir.
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Bu durumda, Lol™" doniisiimii

=g, Go-s  (m<p<n)

seklindeki her diisey dogruyu monoton olarak kendi iizerine resmeder. |z|<1 birim

diski i¢indeki g¢emberlere karsilik gelen bu dogrular, z=1 noktasinda T birim

cemberine igten tegettir. Ozellikle W= L(z) déniisiimii, A birim diskini yalinkat olarak
Re{w} >—1/2 yar diizlemi iizerine doniistiiriir.

L(Z)=Re{|(z)}+ilm{k(z)} harmonik doniisiimii altinda karsilik gelen sinir
oldukga ilgingtir. k(z) doniisiimii, A birim diskini gergel eksenin bir pargasi ¢ikartilmig
tim diizleme resmederken, | doniisimii aymi diski, konformal olarak Re{W} >-1/2
yart diizlemine doniistiirdiigiinden, T  {izerindeki her z=#1 noktasi igin
Re{l(2)} =-1/2 ve Im{k(z)}=0 olur. Sonug olarak birim g¢ember iizerindeki her

z #1 noktasi i¢in L(z)=-1/2 olur. Sekil 6 ile es merkezli gemberlerin goriintiilerinin

ve merkezcil 1smlarmin L altindaki goriintiisii  belirtilerek, bu ilging davranig

gosterilmektedir.

SEKIL 6 @(z) =-z dilatasyonu ile yari-diizlem doniisiimiin diisey olarak kesimi
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Ornek 2.3.7, konform déniisiimlerden farkli olabilen harmonik doniisiimlerin
sinir davraniglariin alisiilmisin disinda oldugunu gosterir. Carathéodary Genisleme
Teoremi, iki Jordan bolge arasindaki bir konformal doniisiimiin, kapanislarinin bir
homeomorfizmasina daima genisletilebilecegini ifade eder. Gergekten, Carathéodary
Teoremi kuazikonformal doniisiimlere genellestirilebilir. Burada ihtiya¢ duyulan kosul

A birim diskinde dilatasyonun |a)(z)| <c <1 esitsizligini saglamasidir.

Daha 6nce tanimladigimiz harmonik Koebe fonksiyonu, Clunie ve Sheil-Small
[8] tarafindan Teorem 2.3.2 goz Oniine alinarak asagidaki sekilde olusturulmustur.
Birim diski yalinkat olarak negatif gercel eksen tizerinde —1/4 ten —oo kadar

olan seridi ¢ikartilmis tiim karmasik diizlem iizerine konformal olarak doniistiiren

z

D=1

seklindeki Koebe fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonun goriintlisii yatay yonde

konvekstir. Burada h—g =k alalim. Bununla beraber elde edilecek f=h+Q
harmonik doniisiimiin yerel yalinkath@int garanti etmek i¢in f fonksiyonun

dilatasyonunu @(z) =z alalim. Olusturdugumuz

h'(z)-9'(2)=k'(2)
zh'(2)-9'(2)=0
dogrusal denklem sistemi

ooy 142 vy 2(1+2)
@ =G Y@=

seklinde bir ¢6ziime sahiptir. Bu denklemleri h(0)=g(0)=0 normalize kosullar

altinda integre edersek

z—;‘zzjtéz3 ;zz+éz3
h(z)=—=—2— , g(2) ==—2—
(2) 12y 9(2) -2y

fonksiyonlarini elde ederiz.
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Yukarida gosterilen h ve g fonksiyonlari ile elde edilen K =h+ g fonksiyonu
harmonik Koebe fonksiyonu olarak bilinir. Harmonik Koebe fonksiyonu, S/ sinifina

ait olmakla beraber, goriintiisiiniin yatay yonde konveks ve gercel eksene gore simetrik
oldugu aciktir.
Harmonik Koebe doniisiimiin gorlintiisiinii belirlemek i¢in birim diski konformal

olarak sag yar1 diizleme doniistiiren

1+2 )
g=——"=¢+In
1-z2

seklindeki Cayley doniisiimiinii ele alalim. Bu durumda
_1 3 i >
K(z)= gRe(g —1)+Zlm(§ -1)

=%(§3—3§n2—1)+i%§n, E>0

elde edilir.
Harmonik Koebe fonksiyonu, birim ¢ember iizerindeki her bir z(z # 1) noktasini

£=0 ve K(z)=-1/6 olacak sekilde imajiner eksen lizerindeki bir £ noktasi lizerine

doniistiiriir. Bununla beraber,

{{=¢+in: £>0,7=0}

pozitif gergel eksenini, (—1/6,0) gergel araligi iizerine monoton olarak doniistiiriir.
Ayrica c#0 olmak tizere ¢ gercel sabiti icin, .7 =C seklindeki her bir hiperbolii

yalinkat olarak

; 1 3 2 g1
{W:U+I%:U=g(§ -3¢ ¢ —1),§>0}

kiimesi iizerine doniistiiriir. Bu durum agik¢a harmonik Koebe doniisiimiiniin birim

diskte yalinkat ve birim diski (—oo,—1/6] gercel araligr cikartilmig tiim karmasik

diizleme doniistlirdiigiinii gosterir. Harmonik Koebe doniisiimiiniin goriintiisii sekil 7 de

gosterilmistir.
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SEKIL 7 Harmonik Koebe Fonksiyonu

2.4  Harmonik Konveks ve Harmonik Konvekse Yakin Yalinkat

Doniisiimler

S,, ve S, smiflar igin dogrudan bir ¢ok sonucu gdstermek veya kesin katsayi
kestirimleri elde etmek zordur. Bu kesimde S,, ve S/, siniflarinda heniiz ¢dziilememis

olan kesin katsay1 kestirimlerinin, S, ve S smiflarinin konveks ve konvekse yakin alt

siniflarinda ¢oziilebildigi gosterilecektir.

Tanim 2.4.1

f €S, (veya ozel olarak S}) ve f(A) goriintiisii konveks bir bolge ise,
f donlstimiine A birim diskinde harmonik konveks doniigiim adi verilir. Harmonik

konveks doniisiimler sinifi K, (K;}) sembolii ile gosterilir.
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Harmonik konveks fonksiyonlar, analitik olarak

feK, © a_ag{ arg(%arg f(re') j} >0, (2.4)

(z:rem ,0S0<27r,0£|’£1)

seklinde ifade edilir.
Birim diskin konveks bolgeler iizerine konformal doniisiimleri uzun zamandan

beri lizerinde ¢alisilan bir konu olmasinin yanisira pek ¢ok 6zellige sahip oldugu bilinir.

Re 1+Zf @) >0; |z]<1
f'(2)

seklinde tanimlanan bu doniigiimler, gercekte sinirdaki teget vektoriiniin monoton
dontistimiinti ifade eder. Burada ifade edilen durum kalitsal bir 6zelliktir: Eger bir
analitik fonksiyon birim diski yalinkat olarak bir konveks bolgeye doniistiiriirse bu
durumda es merkezli her bir alt disklerini de konveks bir bolgeye doniistiiriir.

Birim diski konveks bolgelere resmeden konformal dontigiimlerin, harmonik
dontistimlere genellestirilmesi durumunda eklenmesi gereken 6zel kosullarin neler
olabilecegini sormak dogaldir. Harmonik doniigiimler altinda, konveksligin kalitsal
ozellik olup olmadig: diger bir agik sorudur. Bir o6nceki boliimde bahsedilen Clunie ve

Sheil-Small tarafindan verilen Teorem 2.3.3 ile f =h+g harmonik konveks
dontistimlerin sinifi belirlenmistir. Boylece harmonik konveks doniistimler ile ilgili
kalitsallik sorusu, bir yondeki konveks analitik fonksiyonlarla ilgili benzer bir soruya
indirgenir. Eger analitik bir f fonksiyonu birim diskte yalinkat ve onun goriintiisii
yatay yonde konveks ise, es merkezli her alt diskinin goriintiisii de ayni1 6zelligi tagimak
zorunda midir?

Bu sorunun yaniti olumsuzdur. 1973 yilinda Hengartner ve Schober [16] bir
yonde konveksligin konformal doniisiimler altinda kalitsal bir 6zellik olmadigini
gostermislerdir.

Goodman ve Saff, V2-1<r<1 araligindaki herhangi bir r yaricap1 igin |z|<r
diskine kisitlanmis1 bu 6zelligi saglamayan, diisey yonde konveks bir fonksiyon 6rnegi

olusturarak, J2-1 yarigapinin en iyi olabilir oldugu kestiriminde bulunmuslardir [13].

Diger bir deyisle, belirli bir yondeki konveks konformal doniisiim, r < J2-1 yarigapl
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herhangi bir diske kisitlanmasi durumunda bu 6zelligi saglar. Ruscheweyh ve Salinas
[39], Goodman-Saff kestirimini ispatlamakta kesin basari1 elde etmislerdir. Ardindan
Clunie ve Sheil-Small’in teoremi ile harmonik konveks doniisiimlerin de ayni 6zellige

sahip oldugu sonucu elde edilmistir. Daha agikgasi, eger bir f fonksiyonu birim diski
harmonik olarak konveks bir bdlgeye doniistiiriirse, bu durumda her bir r < J2-1
yarigapi igin, f fonksiyonu |z|<r diskini konveks bir bolge tizerine doniistiiriir, ancak
J2-1<r<1 araligindaki herhangi bir r yaricap1 i¢in bu kalitsallik saglanmayabilir.

Hengartner ve Schober 1970 yilinda, 6zel bir kosul ile bir yonde analitik
yalinkat fonksiyonlar i¢in yapisal bir formiil gelistirmislerdir[15]. 1976 yilinda ise,
Royster ve Ziegler [38], Robertson [37] tarafindan daha 6nceden yapilmis olan
calismay1 genellestirilmiglerdir. Aslinda bu gosterim konveks harmonik doniistimler
hakkinda tam olarak bilgi vermektedir. Ancak bu formiilii uygulamak zordur. Bundan
dolayi, diger yaklasimlar daha ¢ok etkilidir. Ruscheweyh ve Salinas, Goodman—Saff
kestiriminin ispatinda kuvvet serileri i¢in bir konvoliiasyon metodunu (Hadamard

carpimlart) kullanmislardir. Ancak biz burada bu metodun detaylarim1 vermeyecegiz.

Bunun yerine r <\2-1 kosulu altinda, |z|<r alt disklerinin konveks bir bdolge

iizerine, V2 —-1<r<1 kosulu altinda ise konveks olmayan bir bolge iizerine doniistiiren
L(z) =Re{l(z)} +iIm{k(z)}

harmonik yar1 diizlem doniisimiinii gosterecegiz. L(z) doniistimiiniin, W(z)=-2
dilatasyonu ile, 1(z)=2z/(1-z) konformal déniigiimiinii diisey olarak keserek

olusturuldugunu hatirlatahm. | doniisiimii, birim diski Re{w}>—1/2 yan diizlemi

lizerine konformal olarak doniistiiren fonksiyondur. k(z)=1z/ (1-2z)> Koebe

fonksiyonun yalinkat fonksiyonlarin biitiin siniflarinda ekstremal rol oynadigi gibi,
| fonksiyonu da, konveks konform doéniistimleri sinifinda ekstremal rol oynar.
Gergekten, k(z) = z1'(2) esitligini yazmak miimkiindiir ve boylece | ve k doniisimleri,
konveks ve yildizil doniistimler arasindaki standart iliski gibi birbirleriyle iliskilidir.
Boylece birim diski Re{W} >—1/2 yandiizlemi lizerine doniistiren L harmonik
doniigiimiiniin, konveks harmonik doniisiimler sinifinda bir ekstremal rol oynamasi

beklenir. Bu bakis agisiyla, L fonksiyonun, konveks harmonik doéniisiimler sinifinda

konvekslik yarigapinin en kiigligiinii vermesi sasirtict degildir. Bununla beraber
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konveksligin, harmonik doniigsiimler i¢in kalitsal bir 6zellik olmayisi, Sekil 6 ile verilen
grafikten agikca goriilebilir. Gergekten Sekil 6 dikkatli incelendiginde, w=-1/2

noktasi civarinda L doniistimiiniin biiyiik seviye egrilerinin konveksliginin bozuldugu

gortliir.

Simdi, L donligiimiiniin |z|<r alt disklerini, r <~/2-1 olmast durumunda

konveks bir bolge iizerine, J2-1<r<1 olarak secilmesi durumunda ise konveks
olmayan bir bolge iizerine doniistiirdiigiinii gosterelim. Bunun igin z=re" noktasi,

|Z|=r ¢emberi ¢evresinde hareket ederken, resim egrisinin
¥ () =ar {i L(r e“’)}
r g 20

seklindeki tegeti yoniindeki degisimini incelememiz gerekecektir. i1k olarak

0 N v

@I(Z)_IZI(Z)_(l—z)z
0 o 1z(14+7)
a6‘k(z)_|zk(z)_(1_z)3

olmak iizere,

R - itmJ -2
%L(Z)—Re{69|(2)}+'lm{aek(z)}

esitliginin saglandigini sdyleyebiliriz. Buradan

1—z[" A(r,0) = r(r* ~1)sin 6
ve

- z|6 B(r,8)=r(1-r*)cos@—2r*(1-r?*)(1+sin* &)

olmak iizere dogrudan yapilan hesaplamalar ile
2 L(z)= A(r,0)+1B(r,0)
89 b b

esitligi elde edilir.
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Simdi problem teget vektoriiniin arglimenti veya esdeger olarak 0 <8< 7 i¢in
tan'V, (0), 6 agisimin azalmayan bir fonksiyonu olacak sekildeki r degerlerini
bulmaya indirgenir. w=L(re") egrisi gercel eksene gore simetrik oldugundan, verilen

arglimenti 0 <@ <z agik araliginda diistinmek yeterlidir.

A(r,0) ve B(r,0) bagintilari ile

B(r,0) 2r(cscO+sin@)—(1+r°)cotd
A(r,0) 1-2rcos@+r?

tan'¥ (0) =

ifadesini yazabiliriz. Yapilacak hesaplamalarla,

U=coséd

ve

p(r,u)=1-6r°+r* +12r’u’> —4r(1+r*u’

olmak tlizere tiirev i¢in

(l—uz)‘l—z“‘a—%tan‘l’r(ﬁ): p(r,u)

seklindeki esitligi elde ederiz.
Problemin son hali olarak, —1<u<1 araliginin tiimiinde negatif olmayan
p(r,u) kiibik polinomu i¢in r parametresinin degerlerini bulmak gerekecektir.

[k olarak
p(r,-D)=(1+r)*>0; p(r,D=(1-r)*>0

esitsizliginin saglandigini gorebiliriz. Eger p(r,u) fonksiyonun diferansiyeli alinirsa
ip(r u)=12ru{2r-(1+r*)u}
ou

esitligi elde edilir. Bu durumda p(r,u) fonksiyonu, u=0 noktasinda bir yerel

minimuma ve U =2r / (1+r?) noktasinda bir yerel maksimuma sahip oldugu gériiliir.
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Dolayistyla —1<u <1 alindiginda p(r,u) >0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
p(r,0)=1-6r*>+r*>0

oldugu sonucu elde edilir. Ozellikle r < J2-1 kosulu igin 1-6r°+r*>0 esitsizligi

saglanir. Bu durum r <J2-1 esitsizliginin saglanmasi halinde ¥ (@) teget agisinin
€ ile monoton olarak arttigini ifade eder. Ancak J2-1<r<1 icin ¥, () teget agisi
monoton degildir. Boylece L harmonik doniisiimii, her bir |z|< r<«2-1 diskini

konveks bir bolgeye doniistiiriir. Fakat J2-1<r<1 oldugunda resim bolgesi konveks
degildir.

Tanim 2.4.2

D herhangi bir bolge olsun. Eger D bdlgesinin tiimleyeni, birbiri ile
kesismeyen dogru parcalarinin bir birlesimi seklinde yazilabiliyor ise D bdlgesine
konvekse yakin bélge denir.

Tanim 2.4.3

f €S, (veya ozel olarak$S. ) doniisimii alinda A birim diskinin f(A)
goriintiisii konvekse yakin bir bolge ise, f donilisiimiine konvekse yakin doniisiim adi

verilir. Konvekse yakin harmonik déniisiimler sinifi C,, (C;} ) sembolii ile gdsterilir.

Teorem 2.4.4

K. smifindaki her bir f fonksiyonun birim diskteki goriintiisii, |w|<1/2

diskini tam olarak orter. [ |
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Teorem 2.4.5

K,(j smifindaki her bir f fonksiyonun katsayilari, n=2,3,... olmak {izere

n+1
an] <
2

b < "=
2

|’an‘_|bn’|gl

esitsizliklerini saglar. Bu esitsizlikler kesindir.

L(2)= Re{é}+ ! Im{(l—ZZ)z}

fonksiyonu i¢in gegerlidir. |

Esitlik durumu

Teorem 2.4.5, K, smifindaki fonksiyonlar i¢in kesin katsayr smirmnin

olusturmasinda yol gostericidir.

Sonug 2.4.6

K,, smifindaki her bir f fonksiyonun katsayilari, n=2,3,... olmak iizere

|an ST+|b1 nT_1< n

ve
esitsizliklerini saglar [9 ].
Konvekse yakin analitik yalinkat fonksiyonlar ile konvekse yakin harmonik

yalinkat fonksiyonlar arasindaki iliski, 1984 yilinda Clunie ve Sheil-Small tarafindan

asagidaki teorem ile verilmistir.
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Teorem 2.4.7

h ve g, A birim diskinde analitik olsun ve |g'(0)|<|h'(0)| esitsizligi saglansin.

Eger |¢|=1 olacak sekildeki her ¢ i¢in h+ &g konvekse yakin bir fonksiyon ise, bu

durumda f =h+@ fonksiyonu konvekse yakin harmonik yalinkat olur [8]. [

Harmonik konveks yalinkat fonksiyonlar ile konvekse yakin harmonik yalinkat

fonksiyonlar arasindaki iliski asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.4.8

f =h+g, A birim diskinde yerel yalinkat ve en az bir & (|¢|<1) i¢in h+&g

konveks olsun. Bu durumda f fonksiyonu yalinkat ve konvekse yakindir [8]. |

Teorem 2.4.9
Cy smifina ait bir f =h+J fonksiyonu i¢in, n=1,2,3,... olmak lizere

2n% +1
3

2] <

Ve

2n* +1
3

b, <

esitsizlikleri vardir. Esitlik durumu

K(z) = 2i Im(LZ:J caC,
3(1—iz)

fonksiyonu i¢in saglanir [8]. H
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2.5 Harmonik Yildizil Doniisiimler

Tanim 2.5.1

f, S, smifina ait yon koruyan harmonik bir doniisiim olsun. Eger
f donilisiimiiniin goriintiisii orijine gore yildizil ise, bu doniisiimiine harmonik yildizil
doniigiim adi verilir. Geometrik olarak bu durum, goriintlinliin tiimiinlin orijinden
goriilebilir oldugu anlamma gelir. Harmonik yildizil doniisimler siifi S;; sembolii ile

gosterilir.

Harmonik yi1ldizil dontistimler, ze A, 0 <0< 27 ve 0<r<1 olmak lizere
fes) @i(argf(re‘”))m (2.5)
" o0 ’

seklinde analitik gosterime sahiptir.

Eger f fonksiyonu, kapali diske diizglin olarak genisletilebiliyorsa, bu durum

{arg f (reig)} fonksiyonunun, @ agisinin azalmayan bir fonksiyonu olmasini yani

;—earg{ f (reig)} >0

esitsizliginin saglanmasini gerektirir.
Analitik f fonksiyonlari i¢in bu kosul

Re{@} >0 (zeA)
f(2)

seklindeki bilinen seklini alir.

Simdi, S;, smifinin harmonik yildizil déniisiimleri igin kesin katsay1 sinirlarini

olusturmaya ve bu yolla Alexander Teoreminin, harmonik doniisiimlerin kismen bir

genislemesine sahip oldugunu gosterecegiz.
S;, ve S, swrasiyla, S,, ve S smiflarmin goriintii bolgesi yildizil olan

fonksiyonlardan olusan alt siniflarin1 gostersin.
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Teorem 2.5.2
S;) smifindaki her f =h+g yildizil fonksiyonun katsayilari igin, n=2,3,...

olmak tlizere

|a |<(2n+1)(n+1)

" 6

|b |<(2n—1)(n—1)
" 6

||an|_|bn||gn

esitsizlikleri vardir [43]. H

Sonuc¢ 2.5.3
f=h+geS;, secklindeki her harmonik yildizil fonksiyonun Kkatsayilari,
n=2,3,... olmak lizere

2n% +1
3

2] <
esitsizliklerini saglar. Buradaki her bir sinir kesindir.

Teorem 2.5.2°nin bir diger sonucu, harmonik yildizil doniigiimlerinin

genislemesindeki kesin st sinirdir.

Sonuc¢ 2.5.4

S;) smifindaki her f fonksiyonu

13r+r’
|f(z)|s§(1—r)3

|z|=r<1

kosulunu saglar. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik hali harmonik Keobe fonksiyonu i¢in

saglanir.

Asagidaki yardimer 6nerme, harmonik yildizil doniistimler ile harmonik konveks
dontigiimler arasindaki iliskiyi gosterir. Bu teorem, Alexander Teoreminin harmonik

dontisiimlere kismen genislemesini ifade eder.
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Yardimct Onerme 2.5.5

f =h+3, S, smifinda bir fonksiyon olsun. Eger H ve G
2H'(2)=h(2) , 2G'(2)=-g(2), H(0)=G(0)=0

seklinde tanimli analitik fonksiyonlar ise, bu durumda F=H+G fonksiyonu

K, sinifindadir [43]. [

Bu yardimci 6nermenin tersi dogru olmadigindan Alexander Teoremi, harmonik
doniisiimler i¢in tam bir genellestirmeye sahip degildir. Diger bir deyisle, F =H +G
bir konveks donisim ise, h(z)=zH'(z) ve ¢g(z2)=-zG'(z) esitliklerini saglayan
f =h+3J fonksiyonun yildizil doniisiim olmasi gerekmedigi gibi, f fonksiyonun

yalinkat olmasi da gerekmez. Aksi 6rnek i¢in

L(z) =Re{l(2)} +iIm{k(2)}

L(z)=Re {é} +1 Im{(l—#z)z}

1——1

(-2

veya esdeger olarak

konveks doniigiimiinii alalim.

H(z) =%[|(Z)+k(2)]=

ve
1
izz

1
G(2)=-[I2)-k(@)]=-—2—
2 (1-2)
olmak iizere F =H +G seklinde bir forma sahiptir. Béylece

Z2

(1-2)

h(z)=zH'(z) =

Z ’
(1 2)3 ve 9(2)=-2G'(2)=
olup buradan da

142z 22+7°

h ’ —
O= 5 YO
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yazilir. f =h+@ fonksiyonu birim diskte farkli isaretler alan

J @)= @[ -|g'@)|

jakobiyene sahiptir. Ornegin J(0)>0 ve J (—%) < 0. Buradan Lewy’ nin teoreminden

f fonksiyonu yalinkat degildir.

S sinifi i¢in yapilan islemlere benzer olarak, harmonik konveks ve harmonik
yildizil fonksiyonlarin analitik gosterimleri olan (2.4) ve (2.5) esitsizliklerinin sag

taraflarindaki “0” degeri yerine « (0<a <1) almmast durumunda o mertebeli
harmonik konveks ve o mertebeli harmonik yildizil fonksiyon siiflarini tanimlamak
miimkiindiir. Bu siniflar, sirasiyla, K, (o) ve S,: (ar) sembolleri kullanilarak gosterilir.

Bu simiflar i¢in
Sh(0)=S,  ve  Ky(0)=K,

denkliklerinin yazilabilecegi agiktir. Ayrica her f =h+@ harmonik doéniisiimiiniin

koanalitik kismi olan g fonksiyonu sifir oldugunda, S,: (a)ES*(a) ve

Ky () =K (o) denkliklerini yazmak miimkiindiir.
2.6 p-katlh Harmonik Fonksiyonlar

Bu kesimde, Duren, Hengartner ve Laugesen [11] tarafindan elde edilen
harmonik doniistimler i¢in argiiment prensibinden bahsederek, harmonik yalinkat

fonksiyonlardan p-katli harmonik fonksiyonlara gegecegiz.

Teorem 2.6.1 (Argument Prensibi)

I" ile smirli bir D Jordan bolgesinde tanimli harmonik bir f fonksiyonunu
alalim. f fonksiyonu D bolgesinde siirekli ve T iizerinde f(z)#0 oldugunu kabul
edelim. Ayrica f fonksiyonu D bolgesinde ayrik sifirlara sahip olmasin ve bu

fonksiyonunun D bolgesindeki sifirlarinin mertebelerinin toplami: m olsun.
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Bu durumda A arg(f(z)) degeri, z noktast I' sinirinda dolasirken f(z) degerinin

arglimentindeki degisimini ifade etmek tizere,

Aparg(f(z))=2zm

olur. [ |

Tanim 2.6.2

p >1 olmak iizere,

h@)=2"+Y 2., 2" . 9@ =Y b, 2", |p,|<1 (2.6)
k=2 k=1
fonksiyonlart ile f =h+@J seklinde ifade edilen bir fonksiyona p-katli harmonik

fonksiyon ad1 verilir. A birim diskinde p-katli harmonik ve yon koruyan fonksiyonlarin

simifi H(p) sembolii ile gosterilir [3].

p>1 olmak tizere, H(p) smifinin her bir |z|=r <1 diskini konveks bir bolge
lizerine doniistiiren fonksiyonlarindan olusan altsinifina p-kathh harmonik konveks

fonksiyonlar sunifi denir. p-kath harmonik konveks fonksiyonlar sinifi K, (p) sembolii
ile gosterilir.

h ve g (2.6) ile verilen fonksiyonlar olmak iizere, f =h+ g fonksiyonunun

Ky (p) simifinda olmasiigin z=r e, 0<6<27 ve 0<r<1 olmak iizere

%{ arg(%arg f(r eig) j} >0

esitsizliginin saglanmasi gerekli ve yeterlidir [8].

Benzer sekilde, H(p) simifinin, her bir |z|=r <1 diskini orijine gore yildizil
olan kapali bir egri ilizerine doniistiiren fonksiyonlarindan olusan altsinifina p-katl

harmonik yildizil fonksiyonlar sinifi denir ve S,: (p) sembolii ile gosterilir.
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h ve g (2.6) ile verilen fonksiyonlar olmak fiizere, S,:(p) sinifindaki bir

f =h+ g fonksiyonunun, Z=rei9, 0<0<2x ve 0<r<1 i¢in

0 i0
g(arg(f(re )))20
esitsizliginin saglanmasi gerekli ve yeterlidir [43].

p-katli harmonik konveks ve p-katli harmonik yildizil fonksiyonlarin

tanimlarinda verilen esitsizliklerinin sag taraflarindaki “0” degeri yerine ¢ (0<a <1)

alinmasi1 durumunda, sirasiyla, @ mertebeli p-katli harmonik konveks ve a mertebeli

p-katli harmonik yildizil fonksiyon siniflarini tanimlamak miimkiindiir. Bu siniflar,

sirastyla, Ky, (p,a) ve S,: (p,) sembolleri kullanilarak gosterilir. Bu tanimlar altinda
S, (1,0)=S,, ve  K,(1,0)=K,

denkliklerinin yazilabilecegi agiktir.

2.7 Harmonik Fonksiyonlar icin Subordinasyon Ilkesi

Bu kesimde, daha oOnceden analitik yalinkat fonksiyonlarda tanimlamis

oldugumuz subordinasyon ilkesini, harmonik fonksiyonlar i¢in verecegiz.

Tanim 2.7.1
g, A birim diskinde harmonik yalinkat bir fonksiyon olsun. Eger A birim
diskinde

f()=g(w(z))

olacak sekilde |w(z)| <1 ve w(0)=0 kosullarim1 saglayan analitik ve yalinkat bir w
fonksiyonu varsa, f harmonik fonksiyonu ¢ harmonik fonksiyonuna subordinedir
denir ve bu durum f < g seklinde gosterilir. Eger g birim diskin bir harmonik

dontisimii ve D, g(0)e D < g(A) o6zelligine sahip basit baglantili bir bolge ise, bu
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durumda g fonksiyonuna subordine olan, birim diski D bolgesi lizerine doniistiiren
harmonik bir f donisimii vardir. Ayrica, bu f donlisiimi birim diskin uygun
donmeleri ile bir tektir. Bu durumu goérebilmek i¢in, Riemann Doniisiim Teoremini goz
oniine alarak, w(0)=0, W'(0)>0 kosullarin1 saglayan ve A birim diskini f'(D)
bolgesine konformal olarak doniistiren wW(z) fonksiyonunu se¢meliyiz. f(z)=gow

subordine fonksiyonu, birim diski D bolgesine doniistiiren harmonik bir doniisiim olup,

w'(0) > 0 normalize kosullart ile tek tiirlii belirlidir. Bu kosullar altinda f harmonik

doniisimii g fonksiyonuna subordinedir ve D — f (A) bolgesine karsilik gelir.

2.8 Salagean Operatorii

Yalinkat bir f fonksiyonu igin 1983 yilinda G.S.Salagean [40],
Df(z)= f(z2)
D!'f(z)=zf'(2)

D™f(z)=D(D™'f(z)) (MmeN=1,2,3,..)
seklinde bir operatdr tanimlanmistir.

A={z:|z|<1} birim diskinde analitik ve
f(z)=z+> az"
k=2
formundaki fonksiyonlarin A sinifina ait bir f fonksiyonu igin

D"f(z)=z+Y k"az" (meN,=NuU{0})
k=2

oldugu, tanimdan kolayca bulunabilir. Benzer sekilde, A birim diskinde analitik ve
f(z)=2"+ Y a:z"
k=p+1
formundaki fonksiyonlarin A(p) sinifina ait bir f fonksiyonu igin
0 k m
D"f(z)=2"+ ) [—] a.z (meN,)
k=p+1 P

esitligi elde edilir.
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Yalinkat fonksiyonlar i¢in yapilan ¢alismalari harmonik yalinkat fonksiyonlar
i¢in tanimlamaya caligmak alisilagelmis bir durumdur. Jahangiri,

Murugusundaramoorthy ve Vijaya, 2002 yilinda Salagean operatoriinii Sy, simifindaki

h(z)=z+> a,z" , g(2)=> b2"
n=2 n=l1
ile verilen h ve g analitik fonksiyonlariyla yazilan bir f =h+ g fonksiyonu i¢in

D"h(z)=z+ Y k™az" ve D"g(z)=>k"b,z"
k=2 k=1

olmak tuzere

D™ f (z)= D™h(z) + (-1)"D™g(z) 2.7)

seklinde uyarlamiglardir.

Benzer sekilde H(p) smifindaki (2.6) ile verilen h ve (@ analitik
fonksiyonlartyla yazilan bir f =h+@ fonksiyonu i¢in Saldgean operatoriinii
D™h(z)=1z"+ )]
k

=2

k+p-1

m
) A+ pflZ

Ve

k+p-1

D"g(2)=>(

k=1

m K+p-1
) bk+ pflZ

olmak tlizere

D™f(z)=D"h(z)+(-1)"D"g(z); p>m (2.8)

seklinde yazmak miimkiindiir.



3. BOLUM

SALAGEAN-TIPLI HARMONIK YALINKAT
FONKSIYONLARIN YENI BIR SINIFI

Bu boliimde Saldgean-tipli harmonik yalinkat fonksiyonlarin
yeni bir altsinifini tanmimlayip, bu altsinifin bazi o6zelliklerini
inceleyecegiz. Tamimlayacagimiz bu harmonik yalinkat
fonksiyonlar igin katsay1 esitsizliklerini, ekstrem noktalarini,
biikiilme sinirlarin1 ve konveks kombinasyonunu elde edecegiz.
Bu bolimde yapilan g¢aligma yayma gonderilmis olup halen

incelemededir [41].

3.1 Temel Tanimlar

hz)=z+Y a,z", g(z)=>b,z" olmak iizere f=h+g seklindeki
n=2 n=1

fonksiyonlart alalm. 0<a <1, 20, meN, neN,, m>n ve Zz€A iken

Re{f!ﬂiiil}>
D"f(z)

esitsizligini saglayan f harmonik doénisiimlerin ailesini Sy (m,n,a, ) olarak

D" f (2)

R ol A |
D"f (z)

Ty (3.1)

tanimlayacagiz.

Sy (m,n,a, B) smifinin, h ve g,, fonksiyonlari
h2)=z-Yaz*  g.@=D""Yh* a.b=0. (32
k=2 k=1

ile tanimlanmak tizere, f,= h+a seklindeki harmonik doniisiimlerden olusan

altsiifini g(m,n,a, ) olarak tanimlayalim.

60
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Q(m, n,a, ) smifi, Sy smifinin degisik bilinen altsiniflarini kapsar. Ornegin,
A birim diskinde « mertebeli yildizil ve yon koruyan harmonik yalinkat
fonksiyonlarin S}, («) sinifi igin ﬁ(l,O,a,O) = S; (o) esitligi saglanir. Bundan bagka,
A birim diskinde o mertebeli konveks ve yon koruyan harmonik yalinkat
fonksiyonlarin K () smifi igin, 5(2,1,05,0) = Ky (&) olacaktir. ﬁ(n,a), Salagean-

tipli harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi olmak tizere Q(n +1,n,,0) = ﬁ(n,a)

seklindedir.

Avci ve Zlotkiewicz [5], by =0 olmak iizere, h(z)=z+ Zanz” , 0(2)= anz”

n=2 n=1

ile verilen h ve g fonksiyonlariyla elde edilen harmonik f =h+ @ fonksiyonlar igin

Zk(|ak [+[b <1
k=2

esitsizliginin saglanmasi durumunda, f €S/, (0) oldugunu ve

> K*(a | +Ib <1
k=2

olmast durumunda ise, f eK,(0) oldugunu gostermislerdir. Silverman [44],

yukaridaki katsay1 esitsizliklerinin, negatif katsayili fonksiyonlar i¢in de saglandigini

gostermistir. Daha sonralari, Silverman ve Silvia [45], yapilan bu caligmalarda b,

katsayisinin sifir olmasi gerekmedigini gostermislerdir.
Jahangiri [21], m=1 ve B =0 olmak iizere h(z)=z+ Z:anzn , 9(2)= anzn
n=2 n=1

ile verilen h ve g fonksiyonlariyla elde edilen harmonik f =h+@ fonksiyonunun

S, () smifinda olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun

Y k-a)|a +Y (k+a)|b [<1-a

k=2 k=1

oldugunu ve K, («r) sinifinda olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun

dkk-a)|a [+Y kk+a)|b [<1-a
k=2 k=1

oldugunu gostermistir.
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3.2 S,(m,n,a,pB) ve Su(m,n,a, P) swniflari icin katsay esitsizlikleri

Asagidaki teoremde bir f fonksiyonunun Sy, (m,n,a, ) smifinda olmast igin,

bu fonksiyonun katsayilariyla ilgili bir yeterlilik kosulu verecegiz.

Teorem 3.2.1

h(z)=z+) a,2", g(z)=) b,z" ile verilen h ve g fonksiyonlarindan olusan

n=2 n=1

harmonik f =h+@ fonksiyonunu alalim. Eger f fonksiyonu, a, =1, a(0<a<l),

B=0, meN, neN; ve m>n olmak lizere

LA+ BKT =)@+ PKT

-«

=N

§{0+ﬂym-m+ﬁw“

-«

|bk|J <2 (33)

k=1

esitsizligini saglarsa, f fonksiyonu A birim diskinde yon koruyan harmonik yalinkat

bir fonksiyondur ve S, (m,n,a, ) sinifina ait olur.

Ispat. f = h+§ fonksiyonu i¢in, z, # z, iken

(@)~ f(z)| _|h@)-h@)+T@)-3@)|_|,, 32)-32)
[h@)-h@z)| | h@)-hz) | | h@)-h@z)]

esitligini gdzoniine alalim. Bu esitlige ters liggen esitsizligi uygulanir ve ardindan da

h(z)=z+) a,z", g(z)=)_b,z" fonksiyonlar: yerlerine yazilirsa,

n=2 n=l1

> b (z -25) ‘
k=1

o0
k k
(z)-7,)+ zak(zl -17;)
k=2

f@-t@)|,, 9@-9@)|_,_
|h(z)-h(z) |~ |h(z)-h(z,)|

ifadesini elde ederiz.
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| Z|<1 oldugundan

[ee]

> b (z -z5)
k=1

1—

o0
kK k
(z-2,)+ D & (7 ~23)
k=2

o (1+ K™ = (=)™ "(a + pK"
>1—kz‘; I~a |bk|

| i (1+ K™ —(a+ p)k"
k=2

-« |ak|

esitsizligini yazmak miimkiindiir. Teoremde verilen (3.3) kosulundan, bu son ifadenin

negatif olmadigi goriiliir. Bu durum f fonksiyonun yalinkatligini gosterir.

Simdi f fonksiyonun A birim diskinde yon koruyan oldugunu gosterelim.

@] 2 1- 3 kla|z
k=2

S JIEVISEICEY)S
k=2

- |ak|

S i (1+ k™ - (=D" " (a+ AK |
k=1

-«

> Zw: (1+ﬁ)km —(_l)min (a +ﬁ)kn |bk||z|k—l

k=1 l-a

>3 K[oy |2/
k=1

>|g'(2)|

olacagindan Sonug 2.1.5 geregince f fonksiyonu yon koruyan bir fonksiyondur.
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Herhangi bir w doniisiimil i¢in |1-a+W/[>|1+a—W| esitsizliginin saglamasi

Re{w} > a olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir. Bu durumda
(1-a)D"f(2)+ Dmf(z)—ﬂeig‘Dm f(z)-D"f (z)”

—‘(1+a)D” f(2)-D"f(2)+ e’ |D" (2)-D"f (2)| ‘ >0 (3.4)

esitsizliginin saglandigimi gostermek yeterli olacaktir. D"f(z) ve D" f(z) degerleri
(3.4) esitsizliginde yerine yazilir ve (3.3) esitsizligi kullanilarak gerekli matematiksel

hesaplamalar yapilirsa

‘(1—a)D”f(z)+ D" f(2)- fe’ |D" (2)-D"f (z)H

—‘(1+a)D”f(z)— D" f(2)+ fe” D" f (2) - D”f(z)H

@-a)z+ SI(1- k™ +kMa 2 + (1) ST(1— )k + (-1)™ K" | 2*

k=2 k=1

_Bel?

i(km —k")a ¢ + (—1)”?‘[(—1)”’%’“ K" 2"
k=2 k=1

2= S K™~ (1+ ka2 + (1) ST(1+ @)k - (—1)™ K" | 2*
k=2 k=1

i(km —k")a, z* +(—1)“i[(—1)m*”km K" 2"

k=2 k=1

+ﬂei‘9

>2(1-a)[z]-2)[ (14 BK™ = (a + AK" ||y |2]"
k=2

+‘(1+a)k” —(—l)m‘”ka|bk||z|k

U(l—a)k” (=)™ km‘+2ﬂ‘(—1)m‘”km K"

o0
k=

—_
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2(1-a) 2] 2T+ A" —(a+ HK"] 3, [| 2 2D T(1+ K™ + (e + HK"][ b || z[; m—n tek
k=2 k=1

2(1-a) 2] 2T+ A" —(a+ HK"] 3, [ 2 2D L1+ K™ —(ar+ HK"]|by [|2[s m—n gift
k=2 k=1

- 21-a)z {1_ S L0+ AR —(@ s K" et - [0+ DK D™+ DR e
k=2 k=1

l-« -«

%/_/

- l-«

>2(1_a){1_(z[(1+ﬂ)k ~@+ P I PR =)™k pK ]Ibli}
k=2 k=1

>0
elde ederiz. [ |
meN,neN,, m>nve > " |X|+>._ |Yq|=1 olmak iizere
= - K~ l-a Kk
f(z)=z+) X2+ - Y 2¢ (3.5)
o (1+ K™ —(a + pK" i (1+ K™ = (=)™ " (a + pK"

harmonik yalinkat fonksiyonlari, (3.3) esitsizligi ile verilen katsayr sinirinin kesin

oldugunu gosterir. Ayrica

=

i[(“ﬂ)km —(a+ BK"

|

L1+ BK" (=)™ "(@+ A" |bk|]

k=1 -«

:1+Z‘Xk ‘+Z| Y [F2
k=2 k=1

esitligi saglandigindan (3.5) ile verilen fonksiyonlar S, (m,n,a, B) sinifina aittir.
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Asagida verecegimiz teorem h ve g,

hz)=z->az,  0,@=D""Dbz, a.b >0
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak iizere, (3.3) esitsizliginin f, =h+3, seklindeki

fonksiyonlar i¢in yeterli olmanin yani sira bir gerekli kosul oldugunu gdsterir.
Teorem 3.2.2
hveg,,
hz)=z->az,  0,@=D""Dbz, a.b >0
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak iizere f, =h+3, fonksiyonunu géz Oniine alalim.

a=1,0<a<l, 20, meN, neN;, ve m>n olmak iizere fmex(m,n,a,ﬂ)

olmast i¢in

i([mﬁ)km —(@+ PK" Ja +[ 1+ B ~ (D)™ (@+ K" b | <2(1-a) (3.6)

k=1

esitsizligini saglamasi gerekli ve yeterlidir.

Ispat:

ﬁ(m, n,a,f)cS,(m,n,a, ) oldugundan, teoremin sadece yeterlilik kismini

ispatlamak yeterli olacaktir. f_ fonksiyonlari igin

D" (2)] _
Re{D“fm} g

esitsizliginde D" f,,(z) ve D™ f_(z) degerlerini yerlerine yazarsak

D" f (2)

—
D"f (2)

+a
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(1-a)z= Y (K" —akM)a, 2 + (1" S [k™ = ()" " ak" b Z¢
Re k=2 k=1
z- Y k"a 2 + (=)™ > k"b Z*
k=2 k=1

B> (k™ —kMa, 2 + S k™ - (-1)""k" b Z¢
k=2 k=1

- - >0 (3.7)
7_ anak Zk (_l)m+n—1 anbkfk
k=2 k=1

esitsizligini elde ederiz. 0<z=r <1 olmak {izere pozitif gergel eksen iizerindeki z

noktalari segilerek

1—a—i[(l+ﬂ)km —(a+ Pk g, r"! —i[(l+ﬂ)km —(=D™"(a + Ak b, r*!
= = >0 (3.8)

0

1->k"a r* " = (=)™ "> k" b, r*!
k=1

k=2

esitsizligini elde ederiz. Eger (3.6) ile verilen esitsizlik saglanmiyor ise bu durumda
(3.8) ile verilen esitsizlik, 1 e yeteri kadar yakin r sayis1 i¢in negatif olur. Buradan (3.8)

ile verilen esitsizligi negatif yapan (0,1) agik araliginda bir z, =r, noktas1 vardir. Bu

durum f_ fonksiyonun g(m,n,a, f) simifina ait olmasi ile ¢elisir. O halde (3.6) ile

verilen esitsizlik saglaniyor demektir. Bu da ispatimizi tamamlar. |

3.3 Su (m,n,a, B) sinifinin ekstrem noktalari

Bu kesimde, x(m,n,a,ﬂ) sinifinin Clcog(m,n,a,ﬂ) kapali konveks

kabugunun ekstrem noktalarini belirleyecegiz.

Teorem 3.3.1

h ve g,

hz)=z->az, g,@=D""Dhbz. a.b >0
k=2 =
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ile verilen fonksiyonlar olmak iizere f,=h+3, fonksiyonunun Q(m,n,a, B)

sinifinda olmast igin gerekli ve yeterli kosul, f, fonksiyonunun

h(z) =1z,

(1-a) k
h =7- ; k=
k(z) z (l—l—ﬂ)km —(a+ﬁ)k” VRN ( 2:3: )

Ve

_-a) 7% (k=1,2,..),
(1+ HKT = (=) (a + Pk

O, (D) =2+(-D™"

fonksiyonlar ile

olmak tuzere

fn(2)= Z[thk(z) + Yk Om, (Z)}

k=1

seklinde yazilabilmesidir. Bu durumda, Q(m, n,a, ) smifinin ekstrem noktalar1 {h, }

ve {gmk} fonksiyonlaridir.

fspat:

f,, fonksiyonlarinin

£ =% 2+ Vg (2)
kz_;[kk kYm, }

_ = _ = -« k
2 I s B

m—lOO l-a =k
-1
D L e — e i

seklinde yazilabildigini varsayalim.
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Bu durumda f,, fonksiyonuna Teorem 3.2.2 de verilen katsay1 esitsizligini uygularsak,

= (1+,6’)km—(a+ﬂ)kn -«
Z 1— m n X
k=2 a (1+ k™ = (a + Bk

© (14 AK™ = (=)™ (a + BK" -«
% I-a ((Hﬂ)km—(—l)m‘”(mﬂ)k” ykJ

=ixk +iyk =1-x <1
= k=1

k=2

esitsizligini elde ederiz. Boylece f,, fonksiyonu E(m, n,a, ) sinifina ait olur.

Tersine, eger f,(z)e E(m, n,a, f) ise, bu durumda

|

= (1+ K™ —(a+ p)k"

a

Ve

-«

<
(1+ AK™ = (=)™ " (a + AK"

by

esitsizlikleri yazilabildiginden

X = (1+,B)kr:_—;a+,8)k" 3

K > (k:2,3,)
Ve

Y, - (1+ B)k™ —(l—l)m“(a+ﬂ)k” b, (k=123
-

)

ifadelerini yazabiliriz. Boylece 0<x, <1,(k=2,3,...) ve 0=y, <1(k=1,2,..)

esitsizlikleri saglanir. Buradan

X| :l_zxk_zyk
k=1

k=2

olarak tanimlayabiliriz ve Teorem 3.2.2 geregince X, >0 esitsizligi saglanir.
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Boylece istenilen

X =1= 2 % (2)+ Y, (2)

k=2

esitligin saglandig goriiliir. H

3.4 E(m,n,a, B) swnifi igin biikiilme sinirlart

Bu kesimde, ﬁ(m,n,a,ﬂ) siifindaki fonksiyonlar i¢in biikiilme sinirlarin

verecegiz.

Teorem 3.4.1

ﬁ(m, n,a, ) smifindaki f, fonksiyonlariigin |z |=r <1 olmak iizere

|fm(z)lé(1+b1)r+L 1__“ —(Hﬂ)_(__l)m_n(mﬂ)bl r’ (3.9
21+ 2" —(a+ B A+ —(a+p)
ve
|fm(z)|2(1—bl)r—i lf“ —(”ﬂ)‘(_})m_n(“ﬂ)bl r’ (3.10)
2"\ A+ 2" —(a+ B (12" —(a+p)

esitsizlikleri saglanir.

ispat:

Teoremin ispati i¢in (3.9) esitsizligini gostermek yeterli olacaktir. (3.10)

esitsizligi i¢in benzer ispat yapilabilir.

f, ex(m,n,a,ﬁ) fonksiyonunun mutlak degeri alinarak {iggen esitsizligi

uygulanirsa, katsayi esitsizligi kullanilarak
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T (2)] < (1+b1)r+i(ak+bk)rk < (1+b1)r+r2i(ak+bk)
k=2

k=2
_ I-a & 2" (12" (@ + )
=(1+b)r+r? ay +b
S e By I-a Grh)
-«

<(1+b)r+r?

2"((1+ B2 ~(a+ B)

3 ((Hﬂ)km @K, (KD @ AR ka
k=2

l-a l-a
1y i Y
220+ 27" =(a+p)  (1+p)27 " —(a+p)
yazilir. H

(3.9) esitsizligi kullanilarak agsagidaki sonucu yazmak miimkiindiir.

Sonucg 3.4.2

f,, fonksiyonu ﬁ(m, n,a, ) sinifina ait olmak {izere

{W P L (AR A R e WY el R AR bl} N
1+ 52" ~(a+ )2 (1+8)12" ~(a+B)2"

bagintis1 saglanir.
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3.5 E(m,n,a, B) sintfimin kapalilik ozellikleri

Ikinci boliimde Tamm 2.2.5 ile, iki harmonik fonksiyonun konvoliiasyonunu

tanimlamistik. Buna gore

f()=12- iakzk +(—1)m‘1ibk7k (3.11)
k=2 k=1
Ve
F.(2)=12- iAk Z* 4+ (-)™! infk (3.12)
k=2 k=1

seklindeki iki harmonik fonksiyonun konvoliiasyonu
(fn *F)(@) = fn @ *Fn(@ = 2= Y a AZ + D™ 3 B BT (3.13)
k=2 k=1

seklinde yazilabilir. Bu kesimde, Q(m, n,a, ) smifinin konvolilasyon islemi altinda

kapali oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.5.1

0<y<a<l olmak iizere, f e ﬁ(m, na,pB) ve F,e E(m, na,f)

fonksiyonlarini goz oniine alalim. Bu durumda

(fn()*Fy(2)) €Sy (Mm,n,a, B) < Sy (M0, 7, B)

bagintis1 saglanir.

ispat:

(3.11) ile verilen f,, fonksiyonu E(m,n,a, f) sinifinda ve (3.12) ile verilen
F,(z) fonksiyonu da E(m,n,a,,ﬁ) sinifinda olsun. (3.13) ile verilen bu iki
fonksiyonun f, *F, konvolilasyonunun katsayilarinin Teorem 3.2.2’de verilen katsay1

esitsizligini sagladigini gostermeliyiz.
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Fin ex(m,n,a, p) fonksiyonu icin A <1 ve By <1 oldugunu belirtelim.

0<y<a<l ve f,e ﬁ(m, n,a, ) oldugundan, f, *F, konvoliiasyon fonksiyonu

i¢in

i (1+ﬂ)km_—(7+ﬁ)kn a A +i(1+ﬂ)km —(—_l)m_”(J/ﬂLﬁ)kn bB,
k=2 1=y k=1 1=y

< i (1+ PK™ =(y + p)K" a, +i(1+ﬂ)km —(=D""(y+ pk" b,
k=2 1-y k=1 1=y

-« -«

(3 UEAR @ PR S PR =D @ K
k=2 k=1

yazilabilir. Boylece

(fn(2)* Fn(2)) € Sy (M,n,a, B) < Sy (M,n, 7, B)

bagintisi elde edilir. [ |

Simdi 5( m,n,«, f) sinifina ait fonksiyonlarin konveks kombinasyonlar altinda

kapal1 oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.5.2

g(m, n,a, ) smifi konveks kombinasyonlar altinda kapalidir.
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Ispat:
i=1,2,3,... i¢in

fn (D) =2- D 8 2+ (=) Y 7"
k=2 k=1

esitligi ile verilen fmi fonksiyonlar1 E(m,n,a, f) sinifinda olsunlar. Bu durumda

(3.6) ile verilen katsay1 esitsizliginden,

k=1

i(mﬂ)k”l‘ (@K, (PR —(1—1>"“‘”<a+ﬂ>'<” bk.Js 2 (3.14)
—a i -a !

yazmak miimkiindiir. Zti =1, 0<t; <1 olmak iizere fmi fonksiyonlarmin konveks
i=1

kombinasyonu

k=2\i=l k=1\i=1

iti fm (2) =2 i{itiaki jzk +(—1)m‘1i[itibki J?k (3.15)
i=1

seklinde yazilabilir. (3.14) esitsizligi g6z Oniine alindiginda

tia, +
l-a il A l-a

i(uﬂ)km—(mﬂ)k” < (L+ P ~ D)™ (@ + HK itibki
“ i=1

i=1

i((Hﬂ)km @ P, QDK ) e T J}

k:I 1—0{ ! 1-0!

esitsizligi elde edilir. Boylece z G f € ﬁ(m, n,a, ) olur. |
i=1
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Not 3.5.3
Bu béliimde verilen teoremlerde £ =0 almirsa Yal¢in [46] tarafindan yapilan
calismadaki sonuglari, m=n+1 ve S =0 alinmast durumunda ise Jahangiri,

Murugusundaramoorthy ve Vijaya [22] tarafindan yapilan ¢aligmadaki sonuglar1 elde
ederiz. Boylece bu boliimde yapilan ¢alismanin [22] ve [46] ile verilen caligmalarin

genellemesi oldugu agikca goriilebilir.



4. BOLUM

SALAGEAN-TIPLI P-KATLI HARMONIK
FONKSIYONLARIN BIR SINIFI

Bu boliimde Salagean-tipli p-katli harmonik fonksiyonlarin yeni
bir siifin1 tanimlayip, bu sinifin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.
Tanimlayacagimiz bu smifa ait fonksiyonlar i¢in katsay1
esitsizliklerini, ekstrem noktalarim1 ve biikiilme sinirlarmi

verecegiz. Bu  bolimde yapilan ¢ahsma  “General

Mathematics™ adli dergide yaymlanmigtir [42].

4.1Temel Tanimlar

p >1 olmak lizere,

h(2)=2P+3 ., 2P 9= by 2P, o<1
k=1

k=2

ile verilen h ve g analitik fonksiyonlariyla yazilan H(p) smifindaki bir f =h+@

fonksiyonu i¢in Salagean operatdriiniin

0 m
D™h(z)=z" + Z[k +§_lj A pa 2P,
k=2

= (k+p-1) pe
Dmg(z)ZkZ;(TpJ bk+p_1zk p-1

olmak tlizere

D™f(z)=D"h(z)+(-1)"D"g(z); p>m

seklinde hesaplanacagini biliyoruz.

76
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p=1, 0<a<l, meN,neN;,, m>n ve zeA olmak iizere

Re{w} >a (4.1)

D"f (2)

esitsizligini saglayan p-kath harmonik f =h+@ fonksiyonlarin ailesini H,(m,n,a)

olarak tanimlayalim. Bundan baska, h ve g, fonksiyonlari

h2)=2"-Y a,, 2", 0, =ED""Yh 2P, (b <1 (42)
k=2 k=1

seklinde tanimlanmak tizere H,(m,n,a) smifina ait f, =h+@, fonksiyonlarindan
olusan altsinifi H_p(m, n,) ile tanimlayalim.

Hpo(m,n,) ve H,(m,n,&) simflart harmonik fonksiyonlarin bazi 6zel m ve

n degerleri i¢in daha 6nceden ¢alisilmis olan altsiiflarim verir. Ornegin, A birim

diskinde « -mertebeli yi1ldizil ve yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi
S, (a) olmak iizere, H,(1,0,a)=S;,(a) ve K, (a), A birim diskinde o - mertebeli
konveks ve yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin siifi olmak {izere
H_1(2,1,a)s Ky (o) esitlikleri saglanir. ﬁ(n,a), Salagean-tipli harmonik yalinkat

fonksiyonlarin sinifi olmak iizere H_l(n +1,n,a)= ﬁ(n, a) olur.

Bu bélimde, Ky (a) ve S,:(a) smiflart i¢in bilinen katsay1 esitsizliklerini,

p=1, 0<a<l, meN,neN,, m>n ve ze A olmak iizere

D" f (2)
Re{——2 1> ¢
D" (2)
esitsizligi ile tanimlanan Hp(m,n,a) sinifina genisletecegiz. Ayrica H_p(m,n,a)

siifindaki fonksiyonlar i¢in ekstrem noktalarini ve biikiilme sinirlarini belirleyecegiz.
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4.2 H,(m,n,x) ve H_p(m,n,a) sintflart igin katsay esitsizlikleri

Bu kesimde H,(m,n,a) ve H_p(m,n,a) siniflarindaki fonksiyonlar i¢in bir

yeterli katsay1 kosulu tanimlayacagiz

Teorem 4.2.1

h ve g,

hz)=2°+Y a2 9@ =X b, 2P, |b,|<1. p21
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak tiizere f =h+QJ fonksiyonunu alalim. Eger
f fonksiyonu, a, =1, a(0<a<1l), meN, neN;, ve m>n iken ¥(m,n, p,a) ve

®(m,n, p,a) fonksiyonlar

(k+ p—ljm_a(kJr p—ljn
w(m,n, p,a)=-—0" P

-«

(k+ p—l} —(—l)m”a(kJr p—lj
p p

e(m,n, p,a)=
-«
seklinde tanimlanmak tizere,
> {®(m,n, p,a)fag. o |+ O, p,e) o, | <2 (4.3)

k=1

esitsizligini saglarsa, bu durumda f € H,(m,n,a) olur.
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Ispat:

Teoremi ispatlamak i¢in,

Re[Dmf(z)—aD”f(z)}ZO
D"f (2)

esitsizligini gostermek yeterli olacaktir.
r =0 oldugu durum agiktir. Simdi 0 <r <1 igin esitsizligi gdstermeye caligalim.

D"f(z) ve D™ f(z) degerleri, verilen esitsizlikte yerlerine yazilirsa

Re{Dmf (z)-aD"f (z)J_

D"f (z) B

2P (1- a)+2{[k+§ 1] (k+§—lJ }ak+plzk+p1

Zp+z(k+ p—lj 8o 1Z|<+|o (1) Z[k+§ 1j B pi 7P

Re

k=2 p k=1

(_l)mi[(k-i-glj ()" (k-i-;) IJ }bk —k+p-1

Z[k“‘p 1} k+p—1zk+p_]+(_1)n2(k+p j _1Zk+p1

k=1
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elde edilir. Burada z = re" icin sadelik acisindan

- m n _
A(rei?) = Z[(k+ p—l] _a(kJr p—lJ ] Ao pk-la(k-Dio

k=2 Y p

o m nl .
+(1)mz{(k+§—lj _(_l)m—na(k+§—lJ }bmpl rk-lg=(k+2p-1)i¢

k=1

o0 n ) 0 _ n _ i
B(reia) _ Z[k + p—lj Bp pk-lg(k-Di6 +(_1)nz(k +p lj bicspt pk-lg=(k+2p-D)i6
k=2 p k=1 p

alinirsa

Re(Dmf (z)-aD"f (z)J: Re[w}

D"f (z) 1+B(2)

esitligini elde ederiz.
.. . . 1 . .
Pozitif gercel kisma sahip her fonksiyonun, 1+—Z fonksiyonuna subordine
-7

oldugunu biliyoruz. Bu durumda, uygun diizenlemeler ile

(1—a)+A(z)<(1_a)1+_z
1+B(2) 1-2

subordinasyonunu yazmak miimkiindiir. Diger bir deyisle

(I-a)+A2) _ (1-a) 1+w(2)
1+ B(2) 1-w(2)

olacak sekilde |wW(z)| <1 ve w(0)=0 kosullarini1 saglayan analitik bir w fonksiyonu
vardir. Gergekten de subordinasyondan elde ettigimiz yukaridaki esitligi w(z)

fonksiyonuna gore diizenleyerek, gerekli basit matematiksel hesaplamalar yapilirsa,
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Ve

D(m,n,p,a){“s 1] FED™(1-2a )[“;"lj

olmak tuzere

(o) || AD=(-B@) _|
|A@2)+(1-a)B(2)+2(1- )|

0 n
Z:[(k+ p— lj (k+§—1j }akwlrkle(kl)i&

z(l_a)+ ZC(m’n’ p’a) ak+p71rk—1e(k—1)i9 +(_1)mz D(m,n, p,a)6k+p—1 rk—le—(k+2 p—l)l9
k=2 k=1

(—l)mi[(k-i_ p—lj _(_l)m—n (k-i- pP- 1] ] bics p —le—(k+2p—1)i9
k=1 P p

2(1-a)+ > .C(m,n, p,a)ay, py I e ™M+ (=)™ > D(m,n, p,ar) bics p-1 r* e F2PD
k=2 k=1

(k+ p—ljm_(kJr p—l}n ‘ak l‘rk—l
LY p i

2(1 a)— ZC(m n, p,a)‘akﬂ) l‘rk - ZD(m n, p,a)

e -om gy

2(1-a) - ZC(m, n,p, a)‘ak+p_l‘ ' =>'D(m,n, p,a)
k=2 k=1

+

NgE

817

k-1
bk+p l‘r

k-1
bk+ p—l‘ r

k-1
bk+ p—l‘ r
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Sl e

4(1-a)- i{C(m,n,p,a)‘ak+p_1‘+D(m,n, p,a)‘bk+p_1‘}rk‘1

o
S0 o os i
k=1 Y

41-a)- i{C(m, n, P»“)‘ak+p-1 ‘ +D(m,n, p, a)‘bkw_l‘ } rk!
P

Sl s

4(1—a)—i{C(m, n, p,a)‘akw,l‘ +D(m,n, paa)‘bk+p71‘ }

k=1
X k+ p_l m m-—n k+ p_l "
—(~1 b
g{( p j v [ p ”‘ ol

4(1-a) —i{C(m, n, p,a)‘ak+p_1‘+ D(m,n, paa)‘bk+p—l‘ }
k=1

+

bulunur. Teoremde verilen (4.3) esitsizliginden yararlanarak, bu son ifadenin iistten 1

ile simirli oldugu, yani |W(z)| <1 esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Boylece ispat

tamamlanir. [ |

meN, neN;, m>n 0<a <1 ve Zf:2|xk|+zoko:1\yk |=1 olmak iizere

k+p -1 Z Zk+p—1 (4'4)

— 4P
f&)=z +Z\P(m n, p,a) o O(m,n, p,a)

p-katli harmonik fonksiyonlari, (4.3) esitsizligi ile verilen katsayr sinirinin kesin

oldugunu gosterir.
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Ayrica

3 (0, ., po [+ O Py} =1+ 2 1% 1+ vy 2
= k=2 =1

olacagindan, (4.4) esitligi ile verilen fonksiyonlar H (m,n,) smifina aittir.

Asagidaki teorem, h ve g,

h(Z) =2~ z ak+p—lzk+p71’ gm(z) = (_1)milzbk+p—lzk+pila | bp |< 1
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak iizere, (4.3) esitsizliginin f, =h+3, seklindeki

fonksiyonlarin H_p(m,n,a) simnifinda olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul oldugunu

gosterir.

Teorem 4.2.2

h ve g,,

h(Z) =2~ z ak+p—lzk+p71’ gm(z) = (_1)milzbk+p—lzk+pila | bp |< 1
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak iizere f, =h+(@, fonksiyonunun a, =1, 0<a <1,

meN, neN;, ve m>n olmak iizere H (m,n,«) smifinda olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul

Z{T(ma na pa a)ak+ p-1 + ®(ma na pa a)bk+ p—l} < 2 (45)
k=1

esitsizligini saglamasidir.
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H_p(m,n,a) cH ID(m,n,oz) oldugundan, teoremin sadece yeterlilik kismini

ispatlamaliy1z. f, fonksiyonlar1 igin

ile verilen kosul

o m n
(la)szKk"'s_l] _a[k+§_lJ }ak+plzk+pl
k=2

Re

k=2 p k=1 P

0 m n
(_I)Zm—lz [k"l‘ p_lj _(_l)m—na(k+ p_lj bk+p_]7k+p_l
k=1 p p

—+

7P _Z[k"' p_lj ak+p—lzk+p_1 +(_1)m+n—lz(k+ p_lj bk+p—17k+p_1

7P _Z[k-'_plj ak+p—lzk+p_1 +(_1)m+”—12(k+§1j bk+p717k+p_l

k=2 p k=1

> 0(4.6)

esitsizligine denktir. 0<z=r <1 olmak {izere pozitif gercel eksen lizerindeki z

noktalar1 secilerek

(1a)i[(k+ p—1j _a(k+ p—l] ]ak+p1rk1
SIU p

2
0 n [e¢] n
1_2(k+ p_lj ak+p—1rk_1_(_l)m_nZ(k+§_lj bk+p—1rk_1

k=1

k
I_Z(k+ p_lj ak+plrk_l_(_l)m_nZ(k—l—g_lj karpflrk_1

k=1

>0 (4.7)
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esitsizligini elde ederiz. Eger (4.6) ile verilen esitsizlik saglanmiyor ise bu durumda
(4.7) esitsizligi, 1 e yeteri kadar yakin r sayisi i¢in negatif olur. Boylece (4.7)

esitsizligini negatif yapan (0,1) agik araliginda z, =r, noktas: vardir. Bu durum f

fonksiyonun H_p(m,n,a) siifina ait olmasi ile celisir. O halde (4.5) ile verilen

esitsizlik saglanmalidir. Bu ispat1 tamamlar. |

4.3 H_p(m,n,a) sinifinin ekstrem noktalart

Bu kesimde, H_p(m, Nn,a) sinifinin CICOH_p(m, n,a) kapali konveks kabugunun

ekstrem noktalarini belirleyecegiz.

Teorem 4.3.1

h ve 9,

h@2)=2"-> 8., 9@ =CED""Y b 2P, by I<1
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak iizere f, =h+ @, fonksiyonunun H_p(m, n,«) smifinda

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, f,, fonksiyonunun

hp(2)=2"

1
h Z =Zp——zk+p_1; k=2,3,...
k+p—1( ) ¥(m,n, p,a) ( )

Ve

1
2)=12" + (-1 m_l—fk”’_l; k=1,2,3,...
O, p D=2+ D™ G ( )

. . o] o] .
fonksiyonlart ile Xy, , 1 20, Y, 20,X, =1- Zkzzxk fpl T Zk=1yk +p-1 Olmak tizere

fn(2)= Z[XH pflhk+ p—l(z) * Yk pflgmk+p_1 (Z):|
k=1

seklinde yazilabilmesidir. H_p(m, n,c) smifinin ekstrem noktalart {hy, , 1} ve {9y, )

fonksiyonlaridir.
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Ispat:

f,, fonksiyonlarmin

(D=2 Keapiherps D+ YrpaOn (D)
k=1

< < 1 k+p-1 m-1 < 1 sk+p-1
=D Kot + Yisp)ZP =D ———— X o2 P +(-1) —————— Yy piZ
E P P kz_; w(m,n,p,a) < ° kz_; o(m,n, p,a) <P

seklinde yazilabildigini varsayalim. Bu durumda f,, fonksiyonuna (4.5) esitsizligi ile

verilen katsay1 esitsizligini uygularsak,

- 1 - 1
w(m,n, p,a)(—x . ]+ e(m,n, p,a)(—y . ]
I(Z—; \P(m:nv paa) et kz—‘; ®(man9 p,C() bt

o0

= Zxk+p—1 + zyk+p—1 =1- Xp < 1
k=2 k=1
esitsizligini elde ederiz. Boylece f, fonksiyonu H_p(m, n,a) sinifina ait olur.

Tersine, eger f,,(z) e H_p(m, n,a) ise, bu durumda

0 o0
Xp = 1- Zkzzxk+ p-1 Zkzlyk+ p-1

alarak,
Xk+p—l = LP(ma n, paa)ak+p—1 5 (k = 2,3,)
Ve

yk+p—l = ®(m’ n, paa)bk+p—1 5 (k =1,2, 3,)

ifadelerini yazabiliriz.
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Boylece

fn(2)=2" zak+p 12k+p L™ 1Zbk+p 1_k+p -

< k+p-1 m-1 1 —k+p -1
Z 1 _
Z (m n, p,a ) k+p -1 +( ) Z@(m n,p,a )yk+p -1

0

_kz_;[zp _hk+p—1(2)] X+ p-1 —Z[zp - gmk+p—1 (z)} Yis poi

k=1

{ Zxk+p 1 Zyk+p 1}2 +Zxk+p lhk+p 1(2)+zyk+p lgmker 1( )

k=2
DI CERSRCE A AINC]

esitliginin saglandigi gorilir. |

4.4 H_p(m,n,a) swnifi icin biikiilme sinirlart

Bu kesimde, H_p(m,n,a) siifindaki fonksiyonlar i¢in biikiilme smirlarini

verecegiz.

Teorem 4.4.1

H_p(m,n,a) smifindaki bir f,, fonksiyonu i¢in

d(m,n, p,a) = ml_a -,
p+1J _O{pﬂj
p p
_1ym-n
am.n, p.a)=———D

olmak lizere, |z|=r <1 i¢in
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| (D]< (1+by) 1P+ {®(m,n, p,ar) - Q(m,n, p,a)by, | r"P (4.8)
Ve
| fa(D)[2(1=by) rP —{@(m,n, p,a) - Q(m,n, p,ar) b, | r"*P (4.9)

esitsizliklerini saglanir.

Ispat:
Teoremin ispati icin (4.8) esitsizligini gostermek yeterli olacaktir. (4.9)

esitsizliginin ispatt benzerdir.

f, eH_p(m,n,a) fonksiyonunun mutlak degeri alinarak iiggen esitsizligi ve

sonrasinda (4.5) ile verilen katsay1 esitsizligi uygulanirsa,
f —|sp _ S k+p-1 _1)m! < b, =k+p-1
| m(z)| z Z‘,ak+p—lZ +( ) z k+p—1Z
k=2 k=1

0 0
p k+p-1 k+p-1
<P da o r +> b pal
k=2 k=1

0
_ P p k+p-1
=rP+b,r +Z(ak+p_1+bk+p_l)r

k=2

o
+1
<rP +bp rP +Z(ak+p_1 +bk+p—1)rp
k=2

> 1
— p p+1
(1+ bp) r'+d(m,n, p,a)kz_z—q)(m’ p.d) (akﬂo_1 + bk+p—1 ) r

< (1+bp) r P +cD(m, n, p:a) rn+p ZT(m,n, p, CZ) ak+p—1 +®(m’ n, p:a) bk+p—1
k=2

< (1+b) P +{®(m,n, p,a) —(m,n, p,a)by | r™*P

elde edilir. [ ]
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(4.8) esitsizligi kullanilarak asagidaki sonucu yazmak miimkiindiir.

Sonu¢ 4.4.2

f,, fonksiyonu H_p(m, n,«) smifina ait olmak tizere
(W i |w|<l=b, ~[®(m,n, p,a)-Q(m.n, p,a)b,]< fy(A)}
kapsamas1 saglanir.

Not 4.4.3

Bu kesimde verilen teoremlerde p =1 alinirsa Yal¢in [46] tarafindan yapilan
calismadaki sonuglari ve m=n+1, p =1 alinirsa Jahangiri, Murugusundaramoorthy ve

Vijaya [22] tarafindan yapilan ¢aligmadaki sonuglari elde ederiz.



5. BOLUM

SALAGEAN-TIPLI HARMONIK P-KATLI
FONKSIYONLARIN YENI BIR SINIFI

Bu boliimde Salagean-tipli p-katli harmonik fonksiyonlarin yeni
bir altsinifin1  tamimlayip, bu smifin  bazi  Ozelliklerini
inceleyecegiz. Tanimlayacagimiz bu sinifa ait p-katli harmonik
fonksiyonlar icin katsayr kosullarmi, ekstrem noktalarini ve
biikiilme sinirlarini elde edecegiz. Bu boliimde yapilan c¢alisma

yayina gonderilmis olup halen incelemededir[23].

5.1 Temel Tanimlar

hz)=z+> az", g(z)=>.b,z" olmak iizere f=h+g seklindeki
n=2 n=1

fonksiyonlart alalim. 0<a <1, >0, meN, neN;,, m>n ve z€ A iken

Re {w} > B

D" (2)_,
D"t (2)

—— -+«
D"f (2)

esitsizligini saglayan f =h+g p-katl harmonik fonksiyonlarin ailesini H ,(m,n,, B)

olarak tanimlayalim.

Bundan bagka, h ve g,, fonksiyonlar:
h@D) =2 =3 8o 2P gn(@) = (D" X b by 1<
k=2 k=1

seklinde tanimlanmak tizere H,(m,n,a, ) sinifina ait f, =h +a fonksiyonlarindan

olusan altsiifi H_p(m, n,a, f) ile tammmlayalim.

90
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H_p(m,n,a, p) ve H p(m,n,a, f) smiflari, harmonik fonksiyonlarin bazi 6zel
m, n ve S degerleri icin daha 6nceden calisilmis olan altsiniflarini verir. Ornegin,
H,(1,0,0,0)=S;, () ve H,(2,1,,0)=K () esitlikleri saglamr. Salagean-tipli
harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi ﬁ(n,a) icin Wl(n +1,n,,0) = ﬁ(n,a) olur.
Bu boliimde, Ky, (o) ve S,: (e) siniflari igin bilinen katsay1 esitsizliklerini,

Re {w} > B

D"f(z)

D" (2)_,

—— -+«
D"f (2)

esitsizligini saglayan fonksiyonlarm H (m,n,a,f) smifina genisletecegiz. Ayrica

H_p(m,n,a,ﬂ) siifindaki fonksiyonlar i¢in ekstrem noktalar1 ve biikiilme sinirlarini

belirleyecegiz.
5.2 H » (m,n,a,f) ve H p(m,n,a, B) siniflart icin katsay esitsizlikleri

Bu kesimde, H p(m,n,oz, p) ve H_p(m,n,a, f) smiflarindaki fonksiyonlar i¢in

bir yeterli katsay1 kosulu tanimlayacagiz.

Teorem 5.2.1

h ve g,

o0 o0

k+p-1 k+p-1

h(z):zp+2ak+p_lz P > g(Z):Zbk+p_1Z P >
k=2 k=1

b,|<1. p=1

ile verilen fonksiyonlar olmak {izere f =h+QJ fonksiyonunu alalim. Eger
f fonksiyonu, a,=1, a(0<a<l), 20, meN, neN;, ve m>n iken

Y(m,n, p,a, ) ve ®(m,n, p,a, ) fonksiyonlari

k+p-1) B (k+p—ljn
( ) j(+ﬂ) (B+a) )

l-«

\P(m’n’ p’a’ﬁ) =




k+p-1
Y

®(m7n9 p’“’ﬂ): (

J (1+8)-=D"" [p_) (f+a)

l-«

seklinde tanimlanmak iizere,

> (¥m.n. p.a B, |+ O, p.a. )

k=1

b.,| f<2
esitsizligini saglarsa, bu durumda f € H,(m,n,a, B) olur.

ispat:

Teoremi ispatlamak i¢in,

Re[Dmf (z)-aD"f (z)[)—n/fe(ii;Dmf (z)-D"f (z)|]ZO

esitsizligini gdstermek yeterli olacaktir. Islem sadeligi agisindan

seklinde alalim.

92

(5.1)



93

r =0 oldugu durum agiktir. Simdi 0 <r <1 igin esitsizligi gdstermeye caligalim.

D" f(z) ve D™ f(z) degerleri, verilen esitsizlikte yerlerine yazilirsa

D"f (2)-aD"f (2)- e D" (2)-D"f (2)

Re
D"f(z)

(1-a)z” +ZK(m N, p,a)ay, , 2P+ (-1)" ZM(m n, p,a) bk paZ¢ P!
= k=1

Zp+z(k+ P—lj k+p_lzk+p1+(_1)nz[k+§—1j 6k+p717k+p71
k=2

k=1

iH

> RM,N, p,a)ay, p 2P + (D)™ Y S(m,n, p,a)bkp 17!
k=2 k=1

Z(k+p lj A1 p- (2P ()" Z(kJrS J bl pa 7P

k=1

(I-a)+ 2 K(m.n, p’a)akwflzk_l +(=D" Y M(m,n, p,a)bspa ¥ P Z7P
= Re k=2 k=1

Z(k”’ lj B, 2 (- 1)“2(“;’ j By 7P

k=1

ﬂeigz—p

ZR(m, n, pa Cx)akJr p-1 Zk+p_1 + (_l)m ZS(m, n, p: a)BkJr p717k+p—l

Z(k—l—p ] Ay p- 1Z +( 1) Z(k—i_;) j bk +p- 1—k+p ‘7P
k=2

k=1

elde edilir.
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Burada sadelik agisindan z = re'? i¢in

T(m,n, p,ar)=|> R(M,N, p,a)ay, , r< e P4 (—1)™S"S(m,n, p,a)bkspar*e P
k=2 k=1

olmak tizere

A(re”) = > K(m,n, p,a)ay ,, ' 'e® D%+ (=)™ Y M (m,n, p, )bk par e 2P
k=2 k1

—pe" P T (m.n, p,a)

0. &(k+p-1Y ke 2(k+p-1) = L (ke2p1)6i
B(re'0)= Z[ +§ ] ak+p—1rk 1e(k 1)6i +(_1)nz[ +§ j bk+p71rk 1e (k+2p-1)Gi
k=2 k=1

alinirsa,

R({Dmf (2)-aD"f (z)J: Re[w}

D"f (2) 1+B(2)

esitligini elde ederiz.
. . . 1 : .
Pozitif gercel kisma sahip her fonksiyonun, 1+—Z fonksiyonuna subordine
A

oldugundan, uygun diizenlemeler ile

(1—a)+A(z)<(1_a)1+_z
1+B(2) 1-2

subordinasyonunu yazmak miimkiindiir. Diger bir deyisle

(1-2)+A@) _ (1—a)1+W(Z)
1+ B(2) 1-w(2)

olacak sekilde |w(z)| <1 ve w(0)=0 kosullarin1 saglayan analitik bir w fonksiyonu
vardir. Gergekten de, subordinasyondan elde ettigimiz yukaridaki esitligi w(z)

fonksiyonuna gore diizenleyerek, gerekli basit matematiksel hesaplamalar yapilirsa,
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Ve

olmak iizere,

| A@-(-2B®) |
|A(2)+(1-a)B(2)+ 2(1-a))|

|W(2)[=

Z R(M,N, p,@)a,, ,r' e +(=1)" Z S(m,n, p,a)b,,,,r"e” 2P — pem*VT (m,n, p,ar)

2(1 a)+ZC(m N, p,a)a,, r e +(=D" ZD(m n, p,ab,., r''e” P — e T (m,n, p,a)

Y [(1+ AR poa) (8 oy [ +(14 B) SN, Pa) By oy 1] T

k=

4(1-a)- Z{ {[“p 1] <1+ﬁ)—["+—§‘lj <ﬁ+2a—1>}ak+pl|{("+pp‘1] (1+ﬁ)—(—1)m’"{k+7§_lj <ﬁ+2a—1>}bk+pl|}r“

<

Z[(Hﬁ)R(m 0, P,) gy |+ (14 8)S(MN, P @) By 1]
k=1

4(1-a)- 2{ {[k”’ lj 1+ - [k ; j(ﬂual)}lampl{[“g‘lj (Hﬁ%«l)””["*—;"l] <ﬁ+2a1>}|bk+p1|}

<

bulunur. Teoremde verilen (5.1) esitsizli§inden yararlanarak, bu son ifadenin iistten 1

ile siirli oldugu, yani |W(z)| <1 esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Boylece ispat

tamamlanir. [ |
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meN, neNy, m>n 0<a<l, 20 ve D> [X|[+>. |y =1 olmak

luzere

0

-« K~ -«
f(2)=z+ X 2" + y
kz-zaw)km—(mﬂ)k“ ‘ ;aw)km—(—l)m“(mﬁ)k“ ‘

% (5.2)

p-katli harmonik fonksiyonlari, (5.1) esitsizligi ile verilen katsayr sinirinin kesin

oldugunu gosterir. Ayrica

i[‘{’(m,n, paaaﬂ)‘ak+p—1‘+®(mana paaaﬂ)‘bmp—lu =1+ i | X, |+i| Yi 52
k=1 k=2 k=1

olacagindan, (5.2) ile verilen fonksiyonlar H,(m,n,, B) smifina aittir.

Asagidaki teorem, h ve g, (4.1) ile verilen fonksiyonlar olmak iizere, (5.1)
esitsizliginin f, =h+3,, seklindeki fonksiyonlarin H_p(m,n,a,ﬁ) smifinda olmasi

icin gerekli kosul oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.2

h ve g,

h@2)=2"-> a.,,2"", 9@ =CED""Y b,z by <1
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak tizere f,=h+g, fonksiyonunun a,=1, 0<a <1,

B=0, meN, neN;, ve m>n olmak iizere Hp(m,n,a,ﬂ) sinifinda olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul

S [ p.a.Bla |+ 00, p. Doy, | <2 (53)
k=1

esitsizligini saglamasidir.
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H_p(m, n,a,B)c Hy(m,n,a,B) oldugundan, teoremin sadece yeterlilik kismin

ispatlamaliy1z. f, fonksiyonlari i¢in

D"f(z) -
Re{o“uz)} g

ile verilen kosul

(1-a)z° = Y K(m,n, p,a)ay, , ;2P + (=1 > M(m,n, p,a),, , , 7"
Re k=2 k=1
S k+p-1 " o k+p-1 "
7 p_ Z( j ak+p,1zk+ p-1 + (_l)mH‘IIZ[ j bk+p,17k+p71
k=2 p k=1 p
fe’ |- 2 R(M.N. p.a)a 277 + (<1)"" S (M., )b p 7P
k=2 k=1 >0
B 0 n 0 k 1 n -
ZP _Z(k+ p_lJ ak+p_lzk+p—1 +(_1)m+n—lz( +pP— j bk+p—17k+p_1
k=2 p k=1 p

(5.4)

esitsizligine denktir. 0<z=r <1 olmak lizere pozitif gercel eksen iizerindeki z

noktalari segilerek

(1a)§[(k+plj (1+ﬂ>—<ﬁ+a>(k+p‘1j }akmr“
k=2 p p

0 n 0 n
1_Z(k+p_lj akerlrk—l_(_l)m—nZ(k—i—g_l] bk+p71rk+p—1

-2 p k=1

k=1 p
N >0

I_Z(k_'_ p_lj a'k+p—1rk71 _(_l)mHZ(k+§_lj bk+p—1rk71

k=2 p k=1

—i{(k”"lj (Hﬂ)—(—l)“(k*[‘j‘l} <ﬂ+a>]bk+plr“

(5.5)
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esitsizligini elde ederiz. Eger (5.4) ile verilen esitsizlik saglanmiyor ise bu durumda
(5.5) esitsizligi, 1 e yeteri kadar yakin r sayisi i¢in negatif olur. Boylece (5.5)

esitsizligini negatif yapan (0,1) a¢ik aralifinda z,=r, noktasi vardir. Bu durum

f,, fonksiyonun H_p(m,n,a, f) sinifina ait olmasi ile ¢elisir. O halde (5.4) ile verilen

esitsizlik saglanmalidir. Bu ispat1 tamamlar. |

5.3 H,(m,n,a, ) sinifinin ekstrem noktalari

Bu kesimde, H_p(m,n,a, f) smifinin CICOH_p(m,n,a, f) kapali konveks

kabugunun ekstrem noktalarini belirleyecegiz.

Teorem 5.3.1

h ve g,

h@2)=2"-> a.,,2"", 9@ =CED""Y b, 2P, by <1
k=2 k=1

ile verilen fonksiyonlar olmak tizere f =h+@, fonksiyonunun H_p(m,n,a, £)

sinifinda olmast igin gerekli ve yeterli kosul, f., fonksiyonunun

hy(2)=2",
|
h 7)=2° - AN k=2,3,...
krp-1(2) w(m,n, p,a, B) ( )
veE
|

2)=2P +(-)™! Zk+p-l, k=1,2,3,...

Inps 0 S pa ) ( :

. . e8] [oe]
fonksiyonlart ile X, 20, Y., 120 ve X, = I—Z:k:ZXker_1 - Zk:1yk+p—1 olmak

lizere,



99

fn(2)= Z[XI@ p—lhk+ p—l(z) * Yk p_lgmk+p—1 (Z):|
k=1

seklinde yazilabilmesidir. H_p(m,n,a, B) smfinin ekstrem noktalart {h,, } ve

{Ok:p1} fonksiyonlaridir.

Ispat:

f,, fonksiyonlarmin

(D=2 Kpieep s+ Yip O, ()]

k=1
-5 P_N 1 e+ p-1
= kZ_;(XKer—l + yk+p—1) " - kz—‘i ‘P(m, n, p,a,,B) Xk+p—lz
»
+H-D"'y YirpaZ P

o O(m,n, p,a, B)

seklinde yazilabildigini varsayalim. Bu durumda f, fonksiyonuna katsay1 esitsizligini

uygularsak,

2 1 2 1
¥(m,n, D,a,ﬂ)( X _}L O(m,n, p,a,ﬂ)[ y _j
é w(m,n, p,a,f) " ; o(m.n. p.a.f) """

o0

o0
= Z X4 p-1 +z Yk+pa
k=2

k=1

esitsizligini elde ederiz. Boylece f, fonksiyonu H_p(m, n,a, f) sinifina ait olur.



Tersine, eger f,(z) € H_p(m, n,a, ) ise bu durumda

0 o0
Xp = 1- z Xkt p-1 _z Yk+p-1
k=2 k=1

alarak,
Xerpa = (M0, p,a, Blag, oy (k=2,3,..)
ve

yk+p_1 =0(m,n, p,a,ﬂ)bk+p_l, (k:1,2,3,...)

ifadelerini yazabiliriz. Boylece

0 0
k+p-1 m—1 —k+p-1
fo=2P =D 8, 2P (=D D by 2P
k=2 k=1

S 1 - RS 1
:Zp_z I<+pflzker 1+(_1)m IZ Yk+p-1£

X
k=2 \P(ma na p’aaﬂ) k=1 ®(m5 na pa aaﬂ)

o0

=zP - Z[Zp _hk+p71(z)] X+ p-1 _Z[Zp ~ 9y (z)} Yicep-1
=2

k=1

= |:1 - Zxk+ p-1"— Zyk+ p—1:| zP + Zxk+ p—lhk+ p-1 (Z) + zyk+ p—lgkarp_1 (Z)
k=2 k=1

k=2 k=1

- |:Xk+p—lhk+p—1(z)+ yk+p—lgmk+p1(z)}

0
k=1

esitliginin saglandig1 goriiliir.

100
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54 H » (m,n,a, B) sintfi icin biikiilme sinirlar

Bu kesimde, H_p(m,n,a,ﬂ) siifindaki fonksiyonlar i¢in biikiilme simnirlarini

verecegiz.

Teorem 5.4.1

H_p(m,n,a, ) smifindaki bir f, fonksiyonu i¢in

| B

p+1)" _(DHT
( ; j aep-| 27| pra)

®d(m,n, p,a, )=

1+ -(=D""(@+p)

Q(m’n’ p7a716): m n
5 oo 5o

olmak lizere, |z|=r <1 i¢in

|fa(2)| < (1+by) rP +[ (m,n, p,ar, /)—Qm,n, p, ez, B, | 1™ (5.6)
ve

[T (@] 2 (1=b,)r? —{®d(m.n, p,a, f)—m,n, p,a, B)b, | 1" (5.7)

esitsizlikleri saglanir.

fspat:

Teoremin ispati icin (5.6) esitsizligini gostermek yeterli olacaktir. (5.7)

esitsizliginin ispat1 benzerdir.
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f, € H_p(m, n,a, ) fonksiyonunun mutlak degeri alinarak iiggen esitsizligi ve

sonrasinda (5.3) ile verilen katsay1 esitsizligi uygulanirsa,

o0 o0
— k+p-1 -1 k+p-1
| 1:m(z) |_ zP _zak+p—lz P +(_1)m Zbk+p—lZ P
k=2 k=1

o0 o0
p k+p-1 k+p-1
<P+ 0r +D b pal
k=2 k=1

0
_ P p k+p-1
=r +bpl’ +Z(ak+p—l+bk+p—1)r

k=2

e 0]
+1
<rPabyrP+ > (ay, o +b p rP
k=2

p+1

— (1+b,)rP + (MmN, p.o, f)Y ——

8y p1 0 p )T
k—zq)(manapaaaﬂ)( P P )

S (1+bp)rp +q)(m> na p’aaﬂ)rn+p |:Z\P(m7 n’ p:aaﬂ)aker*l +®(ma na paa:ﬂ)bk+plj|
k=2

<(1+by)rP +[ d(m,n, p,az, f) - Q(m.n, p.a. )by, | 1™

elde edilir. [ ]

(5.6) esitsizligi kullanilarak asagidaki sonucu yazmak miimkiindiir.

Sonug 5.4.2

f,, fonksiyonu H_p(m, n,a, f) smifina ait olmak iizere

{w: Jw|<1-b, —[®(m,n, p,a, f)~Q(m,N, p,a, B, ] T (A)}
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kapsamasi saglanir.

Not 5.4.3

Bu kesimde verilen teoremlerde, p=1, f=0 alinirsa Yal¢in [46] tarafindan
yapilan c¢alismadaki sonuglar, m=n+1, f=0 ve p=1 almirsa Jahangiri,

Murugusundaramoorthy ve Vijaya [22] tarafindan yapilan ¢aligmadaki sonuglari elde

ederiz. Ayrica p =1 alinmasi durumunda 3. Boliimde verdigimiz sonuglari elde ederiz.
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A
E(C)
H(M)

H (E(C))

CHD

f(z)< F(2)

D" f (2)
AU
gof

Re(f)
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SIMGELER

: Dogal Sayilar Kiimesi

N u{o}

: Gergel Sayilar Kiimesi

: Karmagik Sayilar Kiimesi

{z:|z|<1}, Birim disk

: C kiimesinin tiim ekstrem noktalarinin kiimesi
. Kapali konveks ortiisii (konveks hull) (cl(coM))
:  C kiimesinin ekstrem noktalarinin kapali konveks ortiisii

: Yatay yonde konveks bolge

z

(1-2)°

Koebe Fonksiyonu

: Harmonik Koebe Fonksiyonu

. Bir vektor uzayinda f ve g yi birlestiren dogru pargasi

1-z
Re{l(z)} +i Im{k(z)}

TL—Z =&+in Cayley dontisiimii
—Z

f(z), F(z) ye subordine
f (z) fonksiyonunun m. mertebeden Salagean tiirevi

u fonksiyonunun Laplasiyeni

g ile f fonksiyonun bileskesi

f fonksiyonunun reel kismi
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f fonksiyonunun imajiner kismi

f fonksiyonunun z karmasik degiskenine gore kismi tiirevi
f fonksiyonunun jakobiyeni

f fonksiyonunun dilatasyonu

f fonksiyonunun birinci dilatasyonu

f fonksiyonunun ikinci dilatasyonu

f, ile f, fonksiyonun konvoliiasyonu

A diskinde analitik, f(z)=z+ Zakzk fonksiyonlarmim sinifi
k=2

A diskinde analitik, yalinkat ve normallestirilmis fonksiyonlar sinifi

. Pozitif gergel kisma sahip fonksiyonlar sinifi

: Konveks fonksiyonlar sinifi

: Yildiz1l fonksiyonlar sinifi

a mertebeli y1ldizil fonksiyonlar sinifi

a mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi

: Konvekse-yakin fonksiyonlar sinifi

a, #0, peN :{1,2,3,...} olmak tizere,

z|< 1 birim diskinde

analitik olan f(z)=2"+ > a,z" seklindeki fonksiyonlar smifi
k=p+1

A(p) smifina ait p-katl1 yildizil fonksiyonlar sinifi
A(p) smifina ait p-katli konveks fonksiyonlar sinifi

A(p) smifina ait p-kath konvekse-yakin fonksiyonlar sinifi

o -mertebeli p-katl yildizil fonksiyonlar sinifi



Kp(@)
Cpl@)

C*(D)

*(
SH

Ky (@)

S ()
H(p)

Ku (P)

Si(p)
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a -mertebeli p-kath konveks fonksiyonlar sinifi
: « mertebeli p-kath konvekse yakin fonksiyonlar sinifi

D bolgesinde birinci ve ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere

sahip fonksiyonlarin sinifi

h(z) = Z—i—Zanzn ve ¢(2) =an2” olmak iizere A diski iizerinde

n=2 n=1
tiim harmonik, karmasik degerli, yon koruyan, normalize edilmis ve
yalinkat f =h+ g fonksiyonlarin sinifi

g'(0) =b, = 0 kosulu ile normalize edilmis fonksiyonlar sinifi

: Harmonik konveks fonksiyonlar sinifi

9'(0)=b, =0 kosulu ile normalize edilmis harmonik konveks
fonksiyonlar sinifi
:  Harmonik konvekse yakin fonksiyonlar sinifi
: 9'(0) =b, =0 kosulu ile normalize edilmis harmonik konvekse yakin

fonksiyonlar sinifi

: Harmonik yildizil fonksiyonlar smifi

9'(0)=b, =0 kosulu ile normalize edilmis harmonik yildizil
fonksiyonlar sinifi

a mertebeli harmonik konveks fonksiyonlar sinifi

a mertebeli harmonik yi1ldizil fonksiyonlar sinifi
: A diskinde p-katli harmonik ve yon koruyan fonksiyonlarin sinifi

: p-katli harmonik konveks fonksiyonlar sinifi

. p-katli harmonik yildizil fonksiyonlar sinifi



112
Ky (p,a) . a mertebeli p-katli harmonik konveks fonksiyonlar sinifi
S, (p,a) . a mertebeli p-katli harmonik yildizil fonksiyonlar sinifi

ﬁ(n, ) : Salagean-tipli harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi
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yalinkat
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konvekslik 6
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o mertebeli 7
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