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AMAGC

Bu calismanin amaci, giiniimiizde hala agik bir problem olarak kalan harmonik
yalinkat fonksiyonlarin S, smifinin yeni bir alt sinifin1 tanimlayarak bu alt sinif i¢in

gerekli olan bazi1 6nemli 6zellikleri ispatlamaktir.

Diger bir amacimiz ise, ozellikle analitik ve harmonik fonksiyonlar arasinda bir

karsilagtirma yapmaktir.



OZET

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde; Caligmamizin temel tasi olan yalinkat fonksiyonlarla

ilgili birtakim 6nemli tanimlar, teoremler ve bunlarin sonuglari1 verilmektedir.

Ikinci boliimde; Harmonik  fonksiyonlarin tamim ve ilgili &nemli

teoremler verilerek tiglincii boliim igin bir taban olusturulmaktadir.

Uciincii  boliimde; Gereksiz tekrarlardan kagmnmak ve konunun
biitiinliigiinlii bozmamak amaciyla, ispatlar i¢in dogrudan ulasilabilecek kaynak
gosterilmesi yoluyla konumuz ile ilgili daha 6nce yapilmis olan ¢alismalara yer

verilmektedir.

Calismamizin esas kismini olusturan dordiincii boliimde ise, Kompleks
mertebeli Salagean tipli harmonik yalinkat fonksiyonlarin yeni bir sinifi
tanimlanmaktadir.  Ayrica bu smif ile ilgili Katsayr tahmini, ekstreme

noktalari... verilmektedir.

i
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ABSTRACT

This work consist of four chapters.

In the first chapter, some important definitions, theorems, these associated with

univalent functions which consist of main part of our study are given.

In the second chapter, by giving the definition of harmonic functions and

theorems connected them, a bas efor third chapter is formed.

In the third chapter, by the aim to avoid unnecesarry repeats and not to damage

the completeness of topics, to be straighford word obtained references are prefered.

In the fourd chapter, which consistof the main part of our study, a new
subclasses of salagean type harmonic univalent functions is defined. Furthermore,

coefficient estimates, extreme points... are calculated.



Re f

oU
S

g*
KH

Sy
f<g
k-UCV
k—ST

SEMBOLLER

: Dogal Sayilar Kiimesi

. Nu{o}

: Gergel Sayilar Kiimesi

: Karmasik Sayilar Kiimesi

: Birim disk

: U nun f altindaki goriintiisii

: f nin z ye gore tiirevi

: g nin eslenigi

f nin imajiner kismi

: f nin reel kismi

: U nun sinir
: Normallestirilmis Yalinkat Fonksiyonlarin Sinifi
: Yildizil Fonksiyonlar Sinifi

: Harmonik Konveks Fonksiyonlar

: Harmonik Y1ldizil Fonksiyonlar

f  fonksiyonu g Fonksiyonuna Subordine

-k — diizgiin konveks fonksiyonlarin sinifi

. k—yildiz1l fonksiyonlarin sinifi

k-UCV (a) : a mertebeli k — diizglin konveks fonksiyonlarin sinifi

k—ST ()

: a mertebeli k — yildizil fonksiyonlarin sinifi

v



GIRIS

Karmasik Analizin, amaglarindan biri fonksiyonun analitik 6zellikleri ile analitik
bir fonksiyonun goriintiisiiniin geometrik 6zellikleri arasindaki bagintiyr anlatmak olan,
Geometrik Fonksiyonlar Kuramidir. Daha sonra ise diferansiyel geometriciler tarafindan
kesfedilen Harmonik Fonksiyonlar {izerine ¢aligmaktir. Harmonik fonksiyon demek, reel
ve imajiner kisimlarmin eslenik olmasi gerekmeyen karmasik degerli fonksiyonlardir.
Harmonik fonksiyonlar konformal doniisiimlerin genellestirilmisidir ve harmonik
fonksiyonlar karmasik analizde ilk olarak 1980 yilinda dikkat ¢ekmistir.

Harmonik Déniisiimler teorisinin gelisimi iki asamadan olusmaktadir. Ilk olarak
1920 yilinda minimal yilizeylerin kutup noktalar1 i¢in Diferansiyel Geometriciler
tarafindan calisilmis ve Gauss egrilik gibi minimal ylizeylerin 6zellikleri harmonik
dontsiimler de etkili olmustur. Tibor Rado, Lipmon Bers, Erhard Heinz, Johannes
Nitsche ve digerleri harmonik doniisiimler ile minimal ylizeyler arasindaki baglantiya
1960 yilndan 6nce katkida bulunmustur.

Son zamanlarda Kompleks Analizciler Konformal déniisiimlerin genellestirilmisi
olarak bilinen harmonik doniisiimlerle ilgilenmislerdir. Ik olarak 1984 yilinda James
Clunie ve Terry Sheil-Small ilgilenmislerdir. Clunie ve Sheil-Small genisletilmis
tahminlerin kesin sonuglarimi bulmamalarina ragmen klasik olan biiyiime, biikiilme,
katsay1r tahminleri gelistirmislerdir. Ayrica klasik Koebe fonksiyonunun extreme
degerleriyle oynayarak Harmonik Koebe fonksiyonunu elde ettiler. Bu sonuglar bazi 6zel
geometrik Ozelliklerle harmonik doniistimler i¢in dogrulanmistir. Boylece Clunie ve
Sheil-Small diger Kompleks analizcilerin dikkatlerini ¢ekmistir ve harmonik doniisiim
arastirmalarinda etkili olmustur.

Teorinin diger bir yonii Riemann doniisiim teoremi i¢in uygun arastirmalar
yapmaktir. Buradaki amac¢ kismi tiirevli esitlikler ve hemen hemen konformal
doniistimlerin gelisimine katkida bulunmaktir. 1980 yilinda Hengartner ve Glenn
Schober bunlarla ilgili makaleler yazmislardir. Hemen hemen konformal doniisiimler
hakkindaki standart sonuglar, 6zellikle Beltrami denkleminin bir ¢6ziimii olan hemen
hemen konformal homeomorfizmasi i¢in Riemann teoreminin genisletilmigini One

siirmiislerdir.



1.BOLUM

YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu béliimde yalinkat fonksiyonlar ile ilgili birtakim énemli tanimlar, teoremler

ve bunlarin sonuclari verilmektedir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Karmasik diizlemde bir bolge, acik baglantili bir kiimedir. Herhangi bir D

bolgesinde ve en fazla bir kutup noktasi hari¢ tiim diizlemde analitik bir f* fonksiyonu

i¢in, z,, z, € D olmak iizere,

# I, :f(zl)if(zz)

Oonermesi dogru oluyorsa, f fonksiyonuna D bolgesinde yalinkattir denir. D
bolgesindeki yalinkatlik dogal olarak D bdlgesinin her alt bolgesinde de saglanir. Bir
D bolgesinde tanimli herhangi bir f fonksiyonu , bir z, € D noktasmnin en az bir
komsulugunda yalinkat ise bu f fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel yalinkat

fonksiyon denir. Bir bolgede yerel yalinkat olan bir analitik fonksiyon yalinkat
olmayabilir.
Analitik yalinkat bir fonksiyon egriler arasindaki a¢iyr korudugundan dolay1

konformal déniisiim olarak bilinmektedir.

Riemann doniistim teoremi her basit baglantih D C, D#C ve (€D
keyfi noktasi i¢in f ({ )= 0 ve f '(é’ )> 0 kosullariyla D ’yi birim disk olan U ’ya

doniistiiren bir tek konformal doniisiimiin oldugunu ileri siirer. Riemann Doniisiim

teoremine gore, karmasik diizlemde herhangi basit baglantili bir bolge yerine acgik birim
diski alabildigimizden, bu ¢aligma boyunca bdlge olarak U = {z : |z| < 1} birim diskini

g0zOniine alacagiz.



U=1{z:2<1} birim diskinde analitik, yalmkat ve £(0)=f"(0)-1=0
normalize  kosullarini saglayan fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir. Her f e S

fonksiyonu,

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.

Bununla beraber, bir f €S fonksiyonu ile birlikte temel doniisiimler olarak

bilinen eslenik, donme, genisleme, disk otomorfizmi, erim, atilmis deger ve karekok

doniisiimleri S sinifindadir.

S smifindaki fonksiyonlarin en 6ncelikli 6rnegi olan,

an” =z+422° 4322 4,

n=1

seklinde Taylor serisi agilimina sahip

1 1+2Y _(1+Z)2—(1—Z)2_ z
k(z)_2|:(l—z) _1}_ 40-zf  (-zf

Koebe fonksiyonu, U = {z:|z| <1f birim diskini , — o dan ~}/ e kadar kesik

dogru harig tiim karmasik diizlemin i¢ine konform olarak dontistiiriir (Sekil 1.1.1) ¢

z
A

s
N

v

v

Sekil 1.1.1

Rezidiisii 1 olan, sonsuz basit bir kutup harig, U bolgesinin dis1 olan

A= {z : |z| > 1} bolgesinde analitik ve yalinkat olan



g2(z)=z+b,+bz" +bz H s =z+b, +ibn2_"

n=l

fonksiyonlarmin sinifi Y. ile gosterilir. Ayrica g(z);t 0 fonksiyonlarinin altsiniflari

Y, seklinde gosterilir.

Teorem 1.1.1 ( Alan Teoremi ):
Y. sinifindan alinan her g fonksiyonu i¢in ,

in 231

n=l

bll

esitsizligi saglanir. Esitlik, g fonksiyonunun, b, € C ve o € R olmak lizere,
g(z) =z+b,+ez"

seklinde secilmesi durumunda gergeklesir [13]. ¢

“S  sifindaki her f fonksiyonu n=234,...... igin |an|Sn esitsizligini

saglar” ifadesi Bieberbach kestirimi olarak bilinmektedir. 1916 yilinda Bieberbarch
tarafindan ortaya atilan ve uzun yillar kestirim olarak kalan ve kismen ispatlanan bu

kestirimin tam ispat1 1984 yilinda Louis de Branges tarafindan yapilmustir.

Teorem 1.1.2 ( Bieberbach Teoremi ):
S smifindan alinan her

fonksiyonu i¢in

esitsizligi saglanir. Esitligin saglanmasi i¢in f* fonksiyonunun

flz)= é""k(e”“z) = —ZA
(1 - e‘””z)Z
seklinde Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir [13]. ¢

Bieberbach’a ait |a2| < 2 esitsizligi, konform doniisiimlerin geometrik teorisinde

daha ileri uygulamalara sahiptir. En 6nemli sonug, f €S iken | f ’(zl icin kesin {ist ve

alt smirlar1 veren Koebe Biikiilme Teoremidir. Biikiilme Terimi, geometrik olarak,



1)

Jacobien’inin, alanin sonsuz kii¢iik biiylitme ¢arpani olmasi gerceginden ¢ikmustir.

| f '(z)| nin f doniisiimii altinda sonsuz kiigiik biiylitme c¢arpant ya da

Teorem 1.1.3 ( Biikiilme Teoremi ):

Herbir f €S ve |z|:r<1 icin,

1—7’3 <| ’(ZX< 1+r

(1+r) - _(l—r)3

esitsizligi saglanir. Esitlik durumu Koebe fonksiyonu i¢in vardir [13]. ¢

Teorem 1.1.4 ( Biiyiime Teoremi ):

Herbir f €S ve |z|:r<1 icin,

esitsizligi saglanir [13]. ¢

Asagidaki teoremle, Biikiilme ve Biiylime Teoremlerinin birlesmesiyle elde

edilen esitsizlik verilmektedir.

Teorem 1.1.5:

S smifindaki her bir f fonksiyonu igin |z| =r <1 olmak tizere

1—r£|zf’(z)|£l+r
1+7 ‘f(z)| -7

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik hali f (z) = ;2 fonksiyonu igin

(1-2)

saglanir [13]. ¢



1.2 Yalinkat Fonksiyonlarin Bazi Alt Siniflart

Bu kesimde, yalinkat fonksiyonlarin bazi é6zel alt siniflart tamitilmakta ve bu alt

siniflarin ozelliklerinden soz edilmektedir.

Tanmim 1.2.1 ( Yildizil Fonksiyon):
w,, diizlemdeki bir D kiimesinden alman bir i¢ nokta olsun. w, noktasini her

w € D noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen D icinde kaliyorsa , D kiimesine

w, € D noktasina gore yddizil kiime denir. Baska bir deyisle; D kiimesinin her
noktas1 w, noktasindan goriilebilir ise D kiimesine yuldizil kiime olur.

Bir f fonksiyonu U birim diskini w, noktasina gore yildizil bir bolge tizerine
doniistiiriiyorsa f fonksiyonuna w, noktasina gore yddizil fonksiyon denir. Ozel
olarak, w, =0 almwrsa f fonksiyonuna  yildizil fonksiyon  denir. Yildizil

fonksiyonlarin sinifi S* ile gosterilir.

A
T

A 4

fes

X\ - \\\//’ 1)
N

Sekil 1.2.1

v

Tanum 1.2.2 (Konveks Fonksiyon):
Diizlemdeki bir D kiimesinin i¢inden alinan w, ve w, noktalarini birlestiren

dogru pargasi tamamen D kiimesinde kaliyorsa, D kiimesine konveks’tir denir.

Konveks bir kiimeyi konveks bir kiimeye doniistiiren fonksiyona da konveks

fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarinin simifi K ile gosterilir.



v

/}\ ‘fEK f(U)\
N 7

Sekil 1.2.2

Konveks ve Yildizil fonksiyon siniflart igin
KcS'cS

seklinde kapsama bagintis1 yazilabilir.

Teorem 1.2.1:
f fonksiyonu Uk :{z : |Z| < R} kapali diskinde analitik ve yalinkat olsun. Bu

durumda f fonksiyonu U diskini konveks bir bolgeye doniistiirmesi i¢in gerekli ve

yeterli kosul Cp: {z : |z| = R} tizerindeki her z igin Re[l + i (Z)} > (0 olmasidir

f(2)
[1].

Bununla birlikte f (O): 0 kabul edelim. Bu durumda f fonksiyonunun U

bolgesini  w =0 noktasina gore yildizil bir bolgeye doniistiirmesi i¢in gerekli ve

f(z)

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasinda ¢ok kullanigli olan bir baginti ilk

yeterli kosul  C,: {z : |z| = R} tizerindeki her z igin Re{zf—(z)} >0 olmasidir [1].

olarak J.W Alexander tarafindan
feKozf'es

seklinde verilmistir [13]. ¢

Yukaridaki tanimlara 6rnek olarak

flz)= logG - Zj fonksiyonu konvekstir, ancak k(z)= fonksiyonu

—Z

(1-z)

yildizil olup konveks degildir.



Tanim 1.2.3 (Pozitif Gergel Kissmli Fonksiyonlar) :

U bolgesindeki tiim z noktalari i¢in

Re(/(2))>0

kosulunu saglayan ve analitik olan

o0

f)=1+pz+p2+. . +pz" +..=1+) pz

n=1

n

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu kiimeye pozitif gercel kisimli fonksiyonlar sinifi

denir ve bu siif g ile gosterilir. Ornek olarak

Ly(z)= tz 1422422 4 =142
n=1

seklindeki Mobius fonksiyonu verilebilir. Gergekten L, fonksiyonu U birim diskini

sag yari diizlem i¢ine doniistiiriir.

y \
e
1+z
w:f(z):
1-z
X u
Sekil 1.2.3

U bolgesinde analitik olan ve f (O) =f ’(O) =1 normalize kosullarini saglayan

bir f fonksiyonu igin,

NEAC)
eSS eP
RTE)

%S

feK<:>1+Zj::;((ZZ))eP

onermeleri dogrudur [13].



k—-UCV smifini, Kanas ve Wisniowska [15] geometrik tanimi ve konik bolge ile
arasindaki iligskiyi g6z onlinde bulundurarak calismislardir. & —S7 smifi da, [16] de
arastirilmigtir. Gergekten bu sinif konveks ve yildizil fonksiyonlarin siniflari arasinda iyi
bilinen Alexander Teoremi ile iliskilidir. Ozellikle & =1 alindiginda, C ve S* sirasiyla,

U da konveks ve yildizil fonksiyonlarin siniflarini gostermek tizere,

0-uCcr=C ve 0-ST=S"

esitlikleri yazilir.

Ayrica, U birim diskinde 0 <« <1 i¢in o mertebeli k — diizgiin konveks ve «

mertebeli k—yddizil  fonksiyonlardan olusan S’ nin iki alt simfi da sirasiyla
k—-UCV (a) ve k—ST (a) ile gosterilir. Bu smiflar,
2"(2)

k-UCV = SR 1+——= >k
() {fe (+f'(z)J>

#"(2)
1)

+a (zeU:0<k<w ,0£a<1)}

ve

(2 |7 )
k-ST = SR k -1
() {f © [f(z)j> 7

seklinde tanimhidirlar. . Ozel olarak o =0 alindiginda,

k-UC(0)=k-UC ve k—ST(0)=k-ST

+a (zeU:0<k<w ,0£a<1)}

esitlikleri yazilir.

Konumuzla ¢ok yakindan ilgili olan Subordinasyon ilkesi karmasik analizde
onemli rol oynamaktadir. Son yillarda karmasik analiz ile ilgilenen bir ¢ok matematikgi,
subordinasyon konusunda ¢alismalar yapmistir. Subordinasyon kavrami, ilk olarak E.
Lindelof [2] tarafindan ortaya atilmis, ancak temel bagintilar J.E. Littlewood [7] ve

W.W. Rogosinski [20] tarafindan bulunmustur.



Tamim 1.2.4 ( Subordinasyon Ilkesi ):
f ve g fonksiyonlar1 f (O): g(O) olacak sekilde U birim diskinde analitik

olsunlar. U bolgesinde

ve
wlz) <
kosullarin1 saglayan analitik w fonksiyonu varsa [ fonksiyonu g fonksiyonuna
subordinedir denir ve f < g seklinde gosterilir.
Ornegin, n bir tamsay1 olmak iizere U birim diskinde z" <z seklindedir.
g(w) nin yalmkat olmasi gerekmez. U birim diskinde z*" < z* seklindedir fakat z*"*",

z* ye subordine degildir.
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2.BOLUM
HARMONIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde, ¢aliymamizin esas konusu olan harmonik fonksiyonlarin tanimi ve

ilgili onemli teoremler verilerek ticiincii boliim icin bir taban olusturulacaktir.

2.1 Harmonik Fonksiyonlar
D karmagsik diizlemde bir bolge ve u : D — IR, ikinci dereceden siirekli kismi

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger Vz € D i¢in u fonksiyonu ,

_0u O'u

Vu=—+—=
ox* oy’

0

Laplace’s denklemini saglarsa u fonksiyonuna D ’de harmoniktir denir.

xy - diizlemdeki bir D bolgesinden uv - diizlemindeki bir Q bolgesine tanimli
u ve v  fonksiyonlar1 harmonik iseler z=x+iy ve w=u+iv olmak lizere
w= f(z)=u(z)+iv(z) Dbirebir doniisiimiine harmonik déniigiim denir. Boylece
karmasik degerli harmonik bir fonksiyonun D < C boélgesinin harmonik doniisiimii
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul fonksiyonun D de yalinkat olmasidir. Bu ¢alisma
boyunca harmonik donilisim denildiginde yalinkat karmasik degerli harmonik
fonksiyon anlagilacaktir.

D, C de bir bolge olsun ve f =u+iv kompleks degerli fonksiyonunu alalim.
Her bir z € D noktasinda f '(z) tiirevi varsa f =u +iv fonksiyonuna D bolgesinde

analitik denildigini biliyoruz. Bunun bir sonucu olarak
a_ov v
&x oy Oy Ox
Cauchy-Riemann denklemlerini yazmak miimkiindiir. Aksine eger f, birinci kismi

tiirevlere sahip ve Cauchy-Riemann denklemlerini saglarsa f, D de analitiktir [10].

Cauchy-Riemann denklemlerinden, her analitik fonksiyonun harmonik oldugu
sOylenebilir. Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan (u,v) fonksiyonlarinin bir
ikilisine bir eslenik ikili denir ve v fonksiyonuna , u fonksiyonunun harmonik

eslenigi ad1 verilir. Boylece —u fonksiyonu v fonksiyonunun harmonik eslenigi olur.
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Harmonik doniisiimler konformal doniisiimlerin genellestirilmis durumudur.
Harmonik dontistimlerin smirdaki davranisi konformal doniisiimlerinkinden daha
zordur. Bundan dolayr konformal déniisiimlerin klasik teoremi bizi harmonik

doniigiimlere gotiirecektir.

Ornek 2.1.1:

w:az+,6’;,

a| #|B| lineer déniisiimii, bir harmonik doniisiimdiir, fakat

konformal olmayabilir.

f =u+iv fonksiyonunun Jacobian matrisi

seklinde tanimlanir. Eger f fonksiyonu analitik ise f* fonksiyonunun Jacobiani

5= F + 0.7 =|ref

seklinde olur. Analitik olan £ fonksiyonlari i¢in Jf(z) # 0 sonucunun dogru olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul  f fonksiyonunun , z noktasinda yerel olarak yalinkat

olmasidir. 1936 da, Hans Lewy bu ispatin harmonik fonksiyonlar icinde dogru

oldugunu gostermistir. Lewy teoremine gore, f fonksiyonunun analitik oldugu D
bolgesi boyunca harmonik fonksiyon ya J f(z)>0 ile yon koruyan yada J, (z)<0 ile
yon degistiren olur. Eger f fonksiyonu yon koruyan ise ? fonksiyonu yon degistiren

olur. Ozellikle, konformal déniisiimler yén koruyandirlar.

2.2 Bazi Temel Ozellikler

Karmasik analizde, z = x + iy olmak iizere,

o 1o .0 o 1({o0 .0

—=—|——i—| ve —=—|—+i—

0z 2\ox oy oz 2\0x Oy
diferansiyel operatorleri sik¢a kullanilir.

82 ve % operatorleri lineerdir ve bunlar diferansiyel operatorlerinin genel
Z z

ozelliklerine sahiptirler. Ornegin; ¢arpim ve boliim kurallarini saglarlar ve
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Z(fe)=rE+gZ,
0z 8
i %
oz 62 0z
seklindedir ve ? icinde benzer esitlikler yazilabilir. Karmasik degerli f fonksiyonu
z
. of e . .. .
icin , —= =0 esitligi, Cauchy-Riemann denklemlerini yazmanin baska bir yoludur.
z
Diger taraftan basit bir hesaplama ile f* fonksiyonun Laplacian’
of
Af =4
V= 020z

seklinde yazilabilir. Boylece ikinci basamaktan siirekli kismi tiirevlenebilir

f fonksiyonlari i¢in,

f harmoniktir < g analitiktir
Z
, " g 9 9 . . Of ,
onermesinin dogru oldugu aciktir. Eger f fonksiyonu analitik ise — = f (z) olur.
4

Bununla birlikte

(zj _of
oz) oz

esitligi iki tiirevi birbirine baglar. Yine

df = f dx + = o —dy
y
diferansiyeli,
df = o —dz+—= af
0z 82
olarak yazilabilir, bununla beraber
o o
=— ve f=—=
J: Oz % 0z

gosterimini kullanmak daha uygun ve kullanigh olur. Bileske fonksiyonlarin tlirevleri
i¢cin zincir kuralim1 da asagidaki gibi yazabiliriz. Eger w = f (z) ve z = g(cj ) seklinde

ise, h = f o g olmak tizere w = h(¢) seklinde olur.
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og og
dz=-2d¢ +-2d
o¢ ot o¢ ¢

Ve

- 8g 8g ag ag
dz agd;’ (%’d;_@{dg 6§d§

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

dh = g(a—gd§+a—g;d_j+ 8f[6g dc + 28 dg”J
o0z\ 0¢ oc¢ 0z\ 0¢ og

elde edilir. Boylece

oh _oog o g oh _og o g

or oz 6{ 9z ¢ o 0z ol az g
bulunur.
f =u+iv fonksiyonu i¢in f, = 5 fo=i)s o= > Sfo+if,) esitlikleri goz

Ontine alindiginda f ’in Jacobiani

2 2

J,

=1/

|

z

seklinde de ifade edilebilir. Sonug olarak , f fonksiyonu

> ‘ f;‘ iken f yerel
yalinkat ile yon koruyan ve | fz| < ‘ f;‘ iken yalinkat ve yon degistirendir. J, (z) >0
iken f.(z)#0 olur. w= f(z) yon koruyan déniisiimleri igin

(. £|) e

oldugu goriiliir. Bu kesin esitsizlikler, biiyiik ve kiiclik eksenlerin orani olan

_MH

ST Al
/-

e
ile f in sonsuz bir ¢emberi sonsuz bir elipse doniistiirdigli geometrik yoruma

| ) e < fanl < (7]«

z

sahiptirler. D, = Df(z) , Z noktasindaki [’ in genisletilmisi olarak adlandirilir.
1< Df(z)< o  oldugu da acgiktir. K, 1<K <oo seklinde bir sabit olmak iizere,

verilen bolge boyuncan(z) <K ise yon koruyan f homeomorfizmasina  hemen-
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hemen konformal yada K-hemen-hemen konformal denir. Hemen hemen konformal

fonksiyonlar basit konformal fonksiyonlardir.

Uy = J% orant f’in karmagsik  genisletilmisi olarak adlandirilmaktadir.
Boylece, f yon koruyan ise 0 < ‘ yf‘ <1 olur. D, (z) < K kosulunun saglanmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul ‘ ,uf‘ < (K_l)/(K + 1) esitsizligin saglanmasidir. Bu da gosterir

ki, yon koruyan bir homeomorfizmin hemen hemen konformal =~ olmasi1 i¢in gerekli

ve yeterli kosul x4, kompleks genigleme verilen bolgede 1 den kiigiik sayilar i¢in

siirlandirilmalidir yani ; yf‘ <k <1 seklinde olmalhdir. f doniisiimiiniin konformal

olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul 2, = 0 olmasidir.

Harmonik fonksiyonlar teorisinde, ikinci karmasik genisleme olarak bilinen

v, =": ) esitligi, birinci kompleks genigleme olan x, den daha uygundur. ‘vf‘ = ‘ ,uf‘

z

oldugundan dolayr , f in hemen hemen konformal olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosulun ‘v f‘ <k <1 oldugu da agiktir.

Simdi f , bir D c C bolgesinde siirekli ikinci kismi tiireve sahip karmagik

degerli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun J f(z)> 0 ile D bolgesinde yerel

yalinkat oldugunu kabul edelim. w=v, =2 r olsun. Bu durumda D bolgesinde

z

|w(zl <1 olur. z ye gore Z = wf, esitliginin diferansiyeli

L=t Lo

olarak bulunur.

Eger f fonksiyonu D bolgesinde harmonik ise, f - =%Af olur. Boylece w

analitik olmak tizere, D bolgesinde w- =0 oldugu bulunur. Tersine, eger w analitik
ise, 0 zaman f_;z = fw olur. Fakat |w(z)| <1 oldugundan, bu f - =0 ifadesini saglar

ve f harmonik olur. Béylece f fonksiyonun harmonik olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul w nin analitik olmasidir.
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Asagidaki tabloda su ana kadar yazdigimiz analitik fonksiyonlar ile harmonik

fonksiyonlar arasindaki kiyaslama verilmistir.

ANALITIK FONKSIYONLAR HARMONIK FONKSiYONLAR

Harmoniktir Analitik olmayabilir
Birlesimleri altinda korunurlar Birlesimleri altinda korunmazlar
A(D) cebirdir H (D) cebir degildir

f fonksiyonu analitik ise f° yada | f fonksiyonu harmonik ise f?

/" analitiktir yada /' harmonik olmas1 gerekmez

Reel ve imajiner kisimlari esleniktir | Reel ve imajiner kisimlar1 eslenik olmasi

gerekmez

J f(z) #0  jacobian ile ydn| J,(z)>0 ise yon koruyan, J f(z)< 0 ise yon

koruyandir degistirendir

Sinirdaki davranisi basittir Siirdaki davranisi karmasiktir
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2.3 Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

Bu kesimde, kismen analitik yalinkat fonksiyonlarin genellestirilmis durumu

olarak da diistiniilebilen harmonik yalinkat fonksiyonlar verilmektedir.

Tanim 2.3.1: Harmonik Yalinkat Fonksiyon

Basit baglantili bir D < C  bolgesinde, karmasik degerli f harmonik

fonksiyonu, # ve g fonksiyonlar1 D bdlgesinde analitik olmak iizere f = h+§
gosterimine sahiptir. Bu gosterim tektir. Gergekten, f harmonik ise f, nin analitik

oldugunu biliyoruz. 4, D bolgesinde analitik olmak tizere A'= f. olsun. Yine
g= 7—§ olsun ve 7’ tanimiyla D’de g. = Z—h_z =0 oldugunu varsayalim.

Boylece g, D ’de analitiktir. Gosterimin tekligi hem analitik hem de anti analitik olan

fonksiyonun sabit olmasi ger¢egine baghdir ( Burada anti analitik, analitik bir

fonksiyonun eslenigi anlamindadir ). Eger [ gergel degerli ise 24, f’in analitik
tamamlayicisi olmak {izere gOsterim, imajiner bir ek sabite kadar,
f=h+ h= Re{2h} ’a indirgenir.

U birim diskindeki f harmonik doniisiimii igin g(0)=0 olacak sekilde ek
sabit segmek uygundur. Bu durumda f = h+§ gosterimi tektir ve f’in kanonik

gosterimi olarak adlandirilir.

D boélgesinde 7 ve g analitik olmak ilizere f fonksiyonunu
z)=hlz)+g(2)
seklinde yazabiliriz. f (z)=h(z)+xz) fonksiyonu D  bolgesinde yalinkat ve yon
koruyan olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul |h'(z)| >| g'(zl, ze D  kosulunun

saglanmasidir.

U ’da analitik

h(z) =z+ Zanz" ve g(z) = anz" (1)

fonksiyonlart i¢in U’da yon koruyan harmonik yalinkat f (z)= h(z)+ g(z)
fonksiyonlart ile ilgili ilk ¢aligma Clunie ve Sheil-Small [6] tarafindan yapilmistir.
U’da analitik 2~ ve g fonksiyonlar1 (1) ifadesindeki gibi verilmek lizere, f =/ +§

seklindeki yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinift §,, ile gosterilir.
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g'(O):O sartim saglayan f €S, fonksiyonlarmm smifi da S ile
gosterilir ve
Sy S,

seklinde yazilabilir.

S sinifina ait fonksiyonlarin bir { fn} dizisi bir fonksiyona diizgiin yakinsak

ise bu fonksiyon ya § sinifina ait yada sabit olmalidir. Fakat bu durum S, sinifi i¢in

gecerli degildir. Ornegin; genel terimi

z

filz)=z+

n+l

olan §, sinifina ait fonksiyonlardan olusan { fn} dizisi i¢in

lim, ., f(z)=z+z

limit fonksiyonu §,, simnifina ait degildir.

F, D bolgesinde siirekli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. F her bir dizisi,
D ’nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak bir alt diziye sahipse F ailesine
normaldir denir.

F, normal bir aile ve ¢, U ’dan U 'ya analitik bir fonksiyon olsun. Eger her
feF icin foF fonksiyonlarinin olusturdugu aile normal ise, f ’e normal fonksiyon
denir.

S,, smifi normaldir ancak kompakt degildir. S, smnifi normal ve kompakttir.

Analitik yalinkat fonksiyonlarin §  sinifi tizerindeki bir cok problemde Koebe
fonksiyonu extremal fonksiyon olarak Onemli rol oynamaktadir. Analitik yalinkat
fonksiyonlar i¢in tanimlanan Koebe fonksiyonun bir benzeri, Clunie-Sheil Small [6]
tarafindan Sﬁ, smifi i¢cin tanimlanmigtir. Clunie ve Sheil Small tarafindan tanimlanan

Harmonik Koebe fonksiyonun tanimi asagidaki gibidir
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Tanim 2.3.2 : Harmonik Koebe Fonksiyonu
h(0) = g(0)= 0 varsayimu ile

Z—EZZ+*Z3 A
(1-zf T -2y

olmak tlizere K = h+ § fonksiyonuna Harmonik Koebe fonksiyonu denir.

h(z) =

Harmonik Koebe fonksiyonu birim diski harmonik olarak , —oo << —%

seridi ¢ikarilmig tim C diizlemi tizerine doniistiiriir. Ayrica z =1 hari¢ birim diskteki

her z degeriicin K (z) = —% seklindedir.

Teorem 2.3.1 :
fes, ise
1 |z

L1l
IR

seklindedir. Ozellikle her f e S} icin {we C |w <%}c f(U) seklinde olur [6].

1)

Teorem 2.3.1 de verilen sonug kesin olmamakla birlikte, Harmonik Koebe fonksiyonu

%6 yarigapinin % olarak alinabilecegini sOyler. Ancak bu hala bir kestirimdir. ¢

Kestirim 2.3.1: Her f e S, fonksiyonu igin

e u < Yle 1)

kapsamasi dogrudur [6]. ¢

Bununla birlikte Clunie ve Sheil-Small [6] , S,°, ailesi icin Bieberbach

kestirimini agsagidaki harmonik seklini tahmin etmislerdir.
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Kestirim 2.3.2: f =h +§ e S} fonksiyonu (1) ile verilsin. Bu durumda

< %(2;1 +1)n+1)

b,/ <

2n —1)n-1)

seklindedir. Esitlik durumu K Harmonik Koebe fonksiyonu i¢in saglanir. *

Daha sonra Sheil-Small [18] Kestirim 2.3.2°yi gelistirmisler ve Bieberbach

kestiriminin asagidaki genellestirilmisini onermislerdir.

Kestirim 2.3.3 :

2n* +1

z)=z+ ianz” + ia_nz” €S, ise |n| =23,.... olmak lizere |an| <

seklindedir. *
S, ve S, swifindaki fonksiyonlarla ilgili katsayr tahminleri hala devam

etmekte olup |b2| icin kesin bir iist sinir elde edilmesine ragmen |a2| katsayis1 i¢in

heniiz kesin bir iist sinir bulunamamustir. Ancak [6] da, her f €S, i¢in |a2| <12,173
1

oldugu bulunmustur. Bu sonug her f € S}, igin ise |b2| < 5 kesin esitsizligi dogrudur

[18].

Yine, f €S, smfindaki biitiin fonksiyonlar igin ,

1
2| SE kesin esitsizligi
dogrudur.

Tanim 2.3.3: Harmonik Fonksiyonlarin Hadamard Carpimi (Konvoliisyon )
f=h +§ =z +Zanz" + anzn
n=2 n=1

Ve

F=H+G=z+Y 42" +Y Bz
n=2 n=1

seklindeki harmonik fonksiyonlar i¢in, ( f*F ) = (h * H ) + (g * G) ile gosterilen

Hadamard ¢arpim ( konvoliisyon )

(f*F)z —Z+ZaAz +Zanz”

n=1



olarak tanimlanir.

2.4 Harmonik Yildizil Fonksiyonlar
Yon koruyan bir f € §,, harmonik doniisiimiiniin goriintii bolgesi orjine gore
yildizil olan fonksiyona yuddizildir denilir. Bu tim deger bdlgesinin orjinden

goriilebilmesi anlamina gelir. Bagka bir deyisle w, = f (zo) noktas1 f’in goriintii
bolgesinde ise 0dan w, noktasina birlestiren dogru pargas: vardir. Eger f, kapal
diskte diizgiin bir genislemeye sahip ise esdeger bir ifade, arg{f (eig)} nin  @’nin
azalmayan fonksiyonu olmasi veya

%(argf(rem))z 0,zere?.0<0<2m,ve0<r<1

olmasidir.

K\ fes,
Sekil 2.4.1

Analitik f* fonksiyonlar1 i¢in bu kosul

Re{zj:l((zz))}>0 . zeU

seklindeki bilinen formda olur.

Asagidaki teorem S, harmonik yildizil fonksiyonlar igin kesin olan katsay1

sinirlar1 verilecektir. Bu teorem Sheil-Small [18] tarafindan ileri siiriilmiistiir.
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Teorem 2.4.1 :

Her yildizil f € S; fonksiyonunun katsayilart

a,| S%(Zn—i—l)(n—i—l) b, S%(Zn—l)(n—l)
ve
a,|—|b,|<n n=23,....
kesin esitsizliklerini saglar. ¢
Sonu¢ 2.4.1 :

S, smifindaki yildizil fonksiyonlarin katsayilari

a,) < %(2;12 +1) b,| < %(2;12 +1) n=23...

kesin esitsizliklerini saglar.
Teorem 2.4.1’in asagidaki diger sonucu yildizil harmonik doniisiimlerin

biiylimesi lizerindeki kesin iist sinirini1 verir.

Sonug 2.4.2: Her f S, fonksiyonu igin
3
() <222 L H=r<

kesin esitsizligi her yildizil f € S}, fonksiyonu igin saglanir. Esitlik durumu Harmonik

Koebe fonksiyonu i¢in saglanir.

2.5 Harmonik Konveks Fonksiyonlar

f harmonik fonksiyonunun goriintii kiimesinden alinan herhangi iki noktay1
birlestiren dogru parcasi goriintli kiimesinin i¢inde kaliyorsa f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir. Bir konveks fonksiyonu

a—ae{arg(a—ae argf(re’p )j} >0,z=re?,0<0<27,0<r<1

seklinde nitelendirebiliriz.
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A

&

Sekil 2.5.1

Klasik Koebe % teoremi, U birim diskinde yalinkat ve analitik olan her bir

. . |
f (z) =z+a,z’ +... fonksiyonunun f (U ) daki |w| < 2 diskin tamamin1 kapsadigini

sOyler.

k(z) = z —=z+22"+320 +..
l—z)

(

Koebe fonksiyonunun, U ={ z:|z|(1 } birim diskini konformal olarak , w= I+z

-z
doniigiimii altinda _% den «’a kadar kesik dogru hari¢ tiim karmasik diizlemin
icine doniistiirmesi ve ‘Her f fonksiyonunun katsayilari |an| <n, n=234,...
seklindeki esitsizligi saglar’ ifadesi ile bilinen Bieberbach tahmininden, f in deger

kiimesinin konveks oldugunu varsayilabilir. K, birim diski konformal olarak bir

konveks bolgeye doniistiiren f (z) =242 e, seklindeki fonksiyonlarin
smift olsun. f € K seklindeki her fonksiyonun deger kiimesi |w| <% diskini kapsar

ve katsayilar

a,| <1 smirini saglar.

E(z): SR
-z

fonksiyonu U birim diskini konformal olarak Re{w}> —% yart diizlem tizerine

dontstiirir [13]. Bu sonuglardan konveks konformal doniisiim konveks harmonik

doniistimlere genisletebilir. K,, smifi, h(0)= g(0)= 0 wve h'(0)=l normalize

kosullar1 ile , birim diski konveks bodlgeye donistiiren yo6n koruyan f = h+§

N T
— SOl

v
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seklindeki harmonik doniisiimlerden meydana gelir. | g’(Ol < |h’(0} =1 oldugunu kabul

edelim ( ¢iinkli f/ yon koruyandir ve Jacobiani pozitiftir ). Konveksligi koruyan

w—bw ,
w)= , b =¢g0
gp( ) 1—|b1|2 1 g()

yon koruyan afin doniisiimii ile f = h+§ € K,, fonksiyonu birlestirilerek daha ileri
g'(0)= 0 normalize kosulu elde edilebilir. Bu sonuglardan K smifi elde edilir.
Boylece , yon koruyan f =h+ § harmonik fonksiyonu K, sinifina ait olmasi demek
f’in birim diski yalinkat bir sekilde konveks bolge tizerine doniistiirmesi ve 4 ve g
analitik fonksiyonlarinin
hz)=z+a2" + oo , glz)=b22 +b2" + .

yapilarina sahip olmasidir.

fekK, dan f,=(p o f)e K, a olan doniigim f =f0+b_170 ile tersine
cevirilebilir.

Asagidaki teoremler Clunie ve Sheil-Small [6]’a aittir.

. . . . 1
Teorem 2.5.1 : Her bir  f €K, fonksiyonu f (U ) deger bolgesindeki |w| <E

diskinin tamamini kapsar. ¢

Teorem 2.5.2 : Herbir f e K, fonksiyonunun katsayilari

n—1
2

n+l1

b

n

<

A\

) a|-p|<1 n=23..

i¢in

kesin esitsizlikleri saglar. Esitlik durumu

L(e)=Rel(2)+ itmfk(z)) = [1(2) + k()] + 2 1)~ k()]

fonksiyonu i¢in saglanir. ¢
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2.6 Salagean Operatorii

h(z)=z+ Zakzk, g(z)= ibkzk , |b1| <1 olmak flizere

k=2 =1
f =h+g fonksiyonu icin Salagean [3] tarafindan tanimlanan D" diferansiyel
operatorii ile, Jahangiri ve arkadaslart [9] bu f =h+g fonksiyonu igin Salagean

operatorunti
D"h(z)=z+ Zk’"akzk , D"g(z)= ik’"bkzk
k=1

olmak tlizere

D" f(z)= D"h(z)+(~1)"D"g(z) )

seklinde tanimlamiglardir.
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3.BOLUM
SALAGEAN TiPLi BAZI OZEL SINIFLAR

Bu kesimde, daha once calisilmig, S, smnifimin bazi altsimiflarimimin katsay:

problemleri ile ilgili teoremler yer almaktadir. Bu béliim ¢alismamizin  esasini

olusturan 4. boliim icin taban olusturmaktadir.

Yalgin [14] tarafindan tanimlanan S,,(m,n;a) smfi ile ilgili katsay1 tahminleri
ile S,,(m,n;e) nin E(m,n,a) alt sinifina ait baz1 teoremler asagidaki gibidir.
O0<a<l, meIN , nelIN, , m>n ve zelU igin SH(m,n;a) , (2) de

tanimlanan D" f* tlirev operatorii

N R

olacak sekilde harmonik fonksiyonlarinin ailesini tanimlasin.

E(m, n, a) alt simify,

ak’bk 20 (4)

N
—~
N
N—"
Il
N
|
gk
Q
-~
Ny
~
)
3
—_
N
SN
Il
T
Sy
Ny
=~

k=2

seklindeki f =h+ 5 harmonik fonksiyonlarindan olussun.

SH(m,n,a) smifi iyi bilinen S, smifimin alt simiflarini kapsar. Ornegin,
S (l,O,a)E F (a), [8], U ’da a mertebeli y1ldizil, yon koruyan f harmonik yalinkat
fonksiyonlar  sinifidir, Su (2,1,a) U’da o mertebeli konveks, yon koruyan f

harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifidir ve Sy (n + l,n,a) = E(n,a), [9], Salagean
tipte harmonik fonksiyonlarin siifidir.

b, =0 olmak iizere , (1) ifadesindeki f harmonik fonksiyonlar i¢in Avci ve
Zlotkiewicz[19] ZkZQak| +|bk|)S1 ise f € HK oldugunu gostermisler, Silverman [5]
k=2

ise, negatif katsayiya sahip ise gerekli olan katsayr durumlarini ispatlamistir. Daha
sonra, Silverman ve Silvia [4] b, in sifir olmadig1 durumda [5] ve [19] sonuglarim

gelistirmislerdir.
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m =1 olmak iizere , (4) ifadesindeki f harmonik fonksiyonlar i¢in Jahangiri

(8], feF (a) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun

o0

i(k—a) |ak|+2(k+a)bk| <l-a ve feEH(2,1,a),

k=2 k=1

ayrica

Zj:(k—a) kla,| + Zw:(k+ aklb,|<1-a

k=2 k=1

olmasi gerektigini gostermistir.

Teorem 3.1.1 : h ve g, (1) de tanimlanan fonksiyonlar olmak iizere f =h+g

seklinde olsun. Bu durumda, f €S, (m,n;a) ve U bolgesinde harmonik yalinkat ve

yon koruyan iken 0<a<l, meIN , nelN, , m>n degerlerinde katsay1
esitsizligi
= k" —ak” K" —(=1)"ak"
> |a,|+ ad) b,] <2 (5)
k=1 1 - 1 -
seklindedir [14] . *

Asagidaki teorem (5) sartinmn, f =h +§m e Su(m,n;a) igin aym zamanda
gerekli oldugunu da soyler.

Teorem 3.1.2 : (4) te verilen fonksiyonlarla  f, = h+§m seklinde olsun. Bu

durumda

foeSulmma) o S|k -ak g + (" - (17" ak p < 20-a) ()

k=1

olmasidir. ¢

Kapalr konveks kabuk, bir M kiimesini kapsayan en kii¢liik kapali konveks
kiimedir. M ’nin kapali konveks kabugu H (M ) ile gosterilir.

S (m,n;a) smifinim clco Sh (m,n;a) ile tanimlanan kapali konveks kabugunun

extreme noktalarini veren asagidaki teorem dnemlidir.
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Teorem 3.1.3 : f, , (4) te verildigi gibi olsun. Bu durumda f €S, (m,n,a) olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul

Ve

x;20,y,20 xl=l—i(xk+yk)20

olmasidir. Sy (m,n;a) simfinin extreme noktalari {, } ve {gmk} fonksiyonlaridir. ¢

Goriintli kiimesinin davranigi hakkinda bilgi veren biliyiime teoremi de asagidaki
gibidir.

Teorem 3.1.4: f, € Su (m,n,c) oldugunu kabul edelim. O halde |z| =r <1 icin

1 1- 1-(=1)"
|fm(z)|S(l+bl)r+§ = i{a_ 251,’)_““ r, |z|:r<1,

Ve

oy [ 1—a 1-(1)""a)) ~
|fm(zl Z(l bl) 2n 2m—n_a 2m—n_a r |Z| —7"<1,

seklindedir. *

Asagida verecegimiz Ortii teoremi Teorem 3.1.4’iin direkt bir sonucudur.

Sonug 3.1.5 : (4) ifadesi ile, f, € Su (m,n,a) olsun . Bu durumda

{WM P e i 4 —1—(2"—(—1)'””)ab1}cfm(U)

2" — 2" 2" — a2

olur. ¢

Yine , Su (m,n;a) sinifinin Hadamard ¢arpim altinda kapali oldugunu gosteren
asagidaki teorem Onemlidir.
Teorem 3.1.6 :

0<p<a<l kn f € gﬁ(m,n;a) ve F e E(m,n;ﬂ) olsun. Bu

durumda f, *F, € E(m,n;a) c E(m,n,,ﬁ) olur. ¢
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Teorem 3.1.7 :

Su (m, n;a) sinifi konveks birlesimi altinda kapalidir. ¢

Son zamanlarda Rosy ve arkadaglar1 [17]
Re{(1+e"“)zf—(z)—em}27, 0<y<l, aeR 7)
/()
esitsizligini saglayan f harmonik yalinkat fonksiyonlarm G, (}/)c S, alt smifim

tanimlamislardir. (1) ifadesinde verilen f = h+§ fonksiyonu igin

i[Zn—l—y als

n=1 1_7/

2n+l+y

bn

}32, 0<y<l (8)

saglanir. Bu durumda f, U smifinda Goodman-Ronning tipte harmonik yalinkat

fonksiyon olarak adlandirilir. Bu kosul eger # ve g fonksiyonlart

o0

h(z)=z- z a,z", glz)= i b,|z" )
n=2 n=1
seklinde olursa saglanmis olur.
RS, (k,7)
k+1
Re{(1+ei“)l;)T]E(ZZ))—ei“}27 . 0<y<l, aeR (10)

olacak sekilde (1) ifadesinde tanimlanan f harmonik fonksiyonlarinin ailesi olarak

tanimlansin.

Ayrica , RSy (k,;/) smifi, h ve g,

b

n

a

We)=z-Sale" . glz)=C1)

n=2 n=1

z" (11)

olacak sekilde RS, (k,y) simfindaki f, = & +§k harmonik fonksiyonlarin1 kapsayan
bir altsmifi olsun.

Asagidaki teoremlerle de G,,(y) smufi igin [17] de verilen katsay1 esitsizliginin
(10) ifadesindeki RS, (k,7) smifina  genisletildigi verilir. Ayrica RS (k,y)

siifindaki fonksiyonlar i¢in konveks birlesimleri , hadamard c¢arpimlari, biikiilme

teoremini ve u¢ noktalarini verecegiz.
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Teorem 3.1.8: f = h+§ fonksiyonu (1) ifadesindeki gibi olsun. Eger a, =1 ve
0 <y <1 seklinde iken

o0

an [(Zn -1- }/)|an

n=l

J<20-7) (12)

+(@2n+1+7)b,

esitsizligi saglanirsa f, U smifinda harmonik yalinkat , ydn koruyan ve
f e RS, (k,y) oldugu goriiliir. .

Asagidaki teoremle (11) ifadesinde tanimlanan # ve g, fonksiyonlar: igin

fi=h+ g,{ fonksiyonu i¢in gerekli ve yeterli olan katsay1 esitsizligini verelim.

Teorem 3.1.9:  f, =h+ g,{ fonksiyonu (11) ifadesindeki gibi olsun. O zaman

fi € RSulk.y) = ink[(2n—1—y]an|+(2n+1+y)]£ 20-y)  (13)

n=1
olur. ¢
Simdiki teoremde de RSy (k,y) smfindaki fonksiyonlar igin bir teorem

betimleyecegiz.

Teorem 3.1.10: f, ,(11) ifadesinde verildigi gibi tanimlansin. O zaman

f, e RSullr) & £i(2)= X, () + Vg, (2) (14)
hl(Z): Z,
L,y
h(z)= 2n—y 1) (n=23,.)
g @)=zt L (=123,.)

Ozellikle , {hn} ve {gkn} , RSy (k,}/) siifinin extreme fonksiyonlaridir. ¢



30

Asagidaki teoremde bu smif i¢cin katsayiyr saglayan RS (k,)/) siifindaki

fonksiyonlar i¢in biiyiime sinirlarini verelim.

Teorem 3.1.11: f, € RSy(k,y) olsun. O zaman |z| =r <1 i¢in

1(1- 3
|fk(zl < (1+bl)r+2—k(_7_ﬂ|bl|]r2

3=y 3-7
ve
1({1-y 34y )
>(1-byr——| ————|b
ez 1) (1237 )
esitsizlikleri elde edilir. *

Teorem 3.1.12: 0<pB<y<licin f,eRSu(k,y) ve F, e ﬁH(k,,B) seklinde
olsun. Bu durumda

(f, *F,) e RSu(k,7) = RSu(k. )
olur. 3

Teorem 3.1.13: RSy (k,y) smifi konveks birlesimleri altinda kapalidr. ¢
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4. BOLUM
KOMPLEKS MERTEBELI SALAGEAN TiPLi HARMONIK
YALINKAT FONKSIYONLARIN BiR ALT SINIFI

Bu boliim ¢alismamizin esasidir. Bu boliimde S, simifimin yeni bir alt sinifi

tammlanarak, bu alt sinifin bazi ézellikleri incelenmektedir.

Basit baglantili karmasik bir D bolgesinde u ve v reel harmonik fonksiyonlar

olmak tizere , karmasik degerli f = u +iv fonksiyonunu alalim. Basit baglantili bir D
bolgesinde ~# ve g nin analitik oldugu durumlarda f = A+ g seklinde yazabildigimizi

ve [ in D bolgesinde yon koruyan ve yerel yalinkat fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosulun 7(z)>|g'(z) , zeD oldugunu biliyoruz.
U= {z : |z| <1} birim diskinde harmonik, yalinkat, yon koruyan  ve

f (0) = fZ(O)—l =0 normalize sartlarma sahip f =h+g fonksiyonlarm sinifi S,

olsun. Budurumda f =h+g €S, icin & ve g analitik fonksiyonlar

h(z)=Z+Zapr , g(z):przp , |b1| <1 (1)

seklinde ifade edilebilir.

(1) ifadesinde verilen f =h+g i¢in f fonksiyonunun Salagean operatorii :
D’"h(z) =z+ Zp’"apz" ve Dmg(z) = Zp’"bpzp
p=2 p=1

olmak tuzere

D" f(z)=D"h(z)+(=1)"D"g(z),m € IN, = {0,1,2,.........} (2)

seklinde ifade edilmektedir. D" Salagean operatorii olmak iizere |z| =r<l1 ,her z
i¢in
1

Re[“%l—rizng(z)”ﬂ2"?[<1—£Z§3f<z>‘1]‘

olacak sekildeki [ =h+ § fonksiyonlarmin smnifint 0 <k < oo, yeC—- {0},

meIN,neIN, ve 0<t<1 degerleriigin U;"(y,k,t) seklinde gosterilir.



32

Rew>k|w—1| o Re((1+kei9)w—kei9)20

gergegi kullanilarak yukaridaki esitsizlikten

Re{ (E ke“’)[(l _tD’"f (2) . _ﬂ .0, 3)

4 )Z+tD"f

olarak da yazilabilir.

u," (7,k,t) smifi S, 'm iyi bilinen alt siniflarini igerir. Omegin, U }}0 (1 — ,B,k,t)

siifi Ahuja ve arkadaglar1 [11] tarafindan caligilmistir. Yine U};O(I,O,l) ile gosterilen,

zf(z)

sinift Silverman [ 4], [5] tarafindan ve U},‘O(I,O,O) ile gosterilen

UL (1,0,1) = {f TEEACIN 0,z¢ U}

U;(1,0,0) ={f € H:Re M > o}

z

sinifida Ahuja ve Jahangiri [ 12 ] tarafindan tanimlanmistir.

Bu bolimde ilk olarak, U ;,”’”(y,k,t) sinifindaki normalize edilmis harmonik
fonksiyonlar i¢in gerekli bir katsay1 sart1 tanimlayacagiz. Daha sonra U,;" (y,k,t) nin

Ug’"(%k,t ) alt sinifi icin bu sartin yeterli oldugunu kabul edecegiz. Son olarak da

uz" (y,k,t) alt smifinin extreme noktalarini, biiylime teoremlerini, konvulasyon

sartlarini, konveks  birlesimlerini ve genellestirilmis Bernardi-Libera-Livingston

integral operatoriinii bu alt sinifindaki fonksiyonlar i¢in 6zellikler belirtecegiz.

4.1 U (y,k,t) Sinifimin Katsayt Hesabt

Teorem 4.1.1:

ke[O,OO), me IN,n € IN, ve 0<t<1 ve 76C—{0}, olsun. (1) geregi

f=h+ § seklinde oldugunu kabul edelim.
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Eger

S (k1) |p" = | +2| 7' Hap‘+i{ Dp" + (1) p"| + 2k + 1) 1) p" —1p" }V’p‘
p=2 p=l

<|2y] 4)

esitsizligi saglanirsa f € U Z’"(;/,k,t) dir ve f, U da harmonik, yon koruyan ve

yalinkattir.

ispat N

P20k +1)p" -

h’(zlzl—ip‘a"’1>l Zp‘ ‘>1 Z 2| |ap‘
p=2 7/|

pler = + 1y 7|+ a1y o 7))

B 0 "

esitsizligi gbz Oniine alindiginda  f fonksiyonu U bolgesinde yon koruyan ve yerel

yalinkat oldugunu ispatlamis oluruz. f fonksiyonunun U  bdlgesinde yalinkat olmasi

icin z #z, iken f (zl) =f (zz) oldugunu gostermemiz yeterlidir. U bdlgesi basit

baglantili ve konveks oldugundan dolay1 z,,z, eU z, #z, ve 0<¢<1 degeleri i¢in
z(t)=(-1)z, + 1z,

esitligini yazabiliriz. Ayrica,

(e - 2 W G0) + G Gl

© — —

oldugundan,

R{—f ()-1 (Zz)j _ iR{h'(z(t)p o ’(Z(t))}dt . i[Reh’(z(t)—

2174

yazilir. Fakat (4) geregi

(k+1 ! "t
Rel(a(r)-g(()] 1~ ZP\ |- Zp\b\—l Zl = 27 o

+(2k+1)((—1)’” " "

e 2y =" +(=1)"" p"
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elde edilir. Bundan dolay1 f fonksiyonunun U bdlgesinde yalinkat oldugu gortiliir.
Son olarak feS, (4) esitsizligini saglar, feUp"(y,k,t) oldugunu

ispatlarsak ispat tamamlanmis olur. (4) teki esitsizlige gore

A(z) = Y[ =)z +D" £ (2))+ 1+ ke [ £(2) - (1= 1)z = D" £(2)]

B(z)= 1= 1)z 47 (2)

iken

Re A(Z) >0
B(z)
esitsizligin ispatlanmasi gerekir. Bu durumda
|A(z)+ B(z)| - |A(z)— B(Z) >0

kosulunun saglamasi gerekli ve yeterlidir.

Baska bir deyisle

|A z)+B z)|—|A(z)—B(zX =

29z + i{(@}/ l)tp” + pm)+ kei‘g(pnz —tp" )}apz" +

ISy -t + 1y o e ke (1) p - 2

o0

S-Sl s S -wh - E s -wh |

p=2 p=l1 p=1

> 2| 27| - Zﬂ(zy p" + p \+ 2k+1)(p -

> @

S -t + 1y

(2k+1 ™

> |z|_2|7| 22{ ol +1)p" }ap@

p=

S [y -1+ oy

(2k+1 N

oldugunu yazabiliriz. ( 4 ) den dolay1 bu son esitsizlik negatif degildir buda teoremin

ispatladigini gosterir.

i‘xp‘ + i‘yl,‘ =1 olmak tizere
p=l
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.3 2l7] )
f(Z)—Z-i—P 22(k+11 zP +
S 21 ;
= Ty o e

fonksiyonu Teorem 4.1.1 deki katsay1 esitsizliginin kesinligini gosterir.
Teorem 4.1.1 yardimiyla U g’”(y,k,t) smifinin UZ" (;/,k,t) alt sinifin1 asagidaki

gibi tanimlayalim.
un (7.k,t), (4) kosulunu saglayan , (1) seklindeki f =/ +g fonksiyonlarmn

ailesi olsun. UZ" (.k,t)c U (y,k,t) oldugu agiktir. ¢

4.2 U%’"(}/,k,t) Swnifimin Extreme Noktalart
cleco Ug’”(y,k,t) ile tanimlanan Ug’”(y,k,t) nin kapali konveks kabugunun

extreme noktalarini asagidaki teoremle verelim.

Teorem 4.2.1: f, (1) ifadesinde verilen fonksiyon olsun. O zaman

2
WE)=5 )= 7 i(p=23..)

g (z)=z+ —
! 2y =" +(=1)"" p"

Z‘O:(xp +yp)= l,x,>0,y,>0 olmak iizere,

p=

fecleoU2" (y,k,t) & £(2)=3x,h, +v,8,) (5)

p=l

olmasidir. Ozellikle , {hp} ve {gp}, Ug”’()/,k,t) smifinin extreme noktalaridir.

Ispat : (5)seklindeki fonksiyonlar igin,
> © 2
16)= Sl 3,8)= S, 3 S s
p=2 P - pt
0 2 7/ ([
2. g i v, lef

="+ (1) p"|+ 2k +1) (1) P 1!

yazilabilir. Bu durumda
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iZ(k+1Xpm—tp” +2|}/p"t 2|7/| x, |+
o 2|7/| 2(k+1)‘ p"—p't|+ 2|7 p't
P+ |+ Gk D] 1
p=1 2|]/|

2]
(1) o+ (2 =1+ e+ 1) (1) p" —1p” yp]

ixp +§:yp =l-x <1,
p=2 p=1

elde edilir, boylece f e clco Ug’"(;/,k,t) ifadenin dogru oldugu goriilmiis olur.

Aksine,

fe clcoU%’”(y,k,t) olsun. i(xp +yp):1 iken

p=l

2(k+1 p"—p't +2|7 p't
xp = X 2|7/| ap s p= 2,3, .....
Qy—Dp" +(=1)""p" |+ Qk +1)(=1)"" p" —tp"
v, = ‘ ] )1 b, 5 p=12..

oldugunu kabul edelim. Bu durumda
1E)=3 (oh+ye,)

p=1

seklinde olurki bu da istenen sonugtur. ¢

4.3 UZ" (y,k,t) Sinifimin Biiyiime Teoremleri

Teorem 4.3.1: Eger f € Ug’”’(y,k,t) ve |z| =r <1 seklinde ise, bu durumda

)< ) + 2y ) ‘(27/—1)t (1) 2k + 1)((—1)’”1 _t‘ e
U 2+ 2k 12 -2 22" e+ 2k +1)2" -2t ‘

Ve
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+(2k + 1)((— )

2"t

-ty -1y

2"t 2k +1f2" - 2" +2ly

2|}/
2k +1)2" - 2"t

t
/()= (=) - ‘|b1| 2

+2|;/

elde edilir.

Ispat : Burada ispat1 sadece sag taraf igin yapalim. Ciinkii sol tarafin ispat1 da benzer

sekilde yapilir.

fetuz’ (7,k,t) olsun.  f’in mutlak degerini alirsak

< (1ol X |+,

) < )+ Xa, |+,
p=2
esitsizligini elde ederiz.

Ug’"(}/,k,t) ve (4)’lin tanimina gore,
f(z)|§(1+|bl|)r+§;q ‘ ‘b
=

2|;/
2k +1)2" = 2" +2|y|2"¢ ¥

2|]/
<(1+p
<+ 1|)r+2(k+1 2" 2"+ 2y

1+|b|r+zq ‘ ‘b ‘)r

+1b

211
t(la

:

< (1+[p,|)r +

n n

2|}/
k+1)2" —2" +2)y
2t p=2 2|]/|

(k+1f2" =21+ 2y
2

2"t|
|a +

>
>

/|

2k +1)2" = 2"+ 2y
271

2"t
\b

:

+ (k4 1)(=1)""

2y —1)+(=1)""
S(l+|b1|)r+ 2|]/ 1—‘( ) b,| |
20k +1)2" = 2" +2Jy[2" 2]
2 y =1+ (=1 +(2k +1 "t
:(1+|b1|)7"+ 2(k m |7/n n _‘ m n X "y ‘| |
+1f2" =271+ 22"t 2k +1)2" - 2"+ 2|2t
¢

olur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
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44 UZ" (}/,k,t) Sinifimn Kapahlik Ozellikleri

Asagidaki teoremde Ug’”(y,k,t) sinifinin konveks birlesim 6zelligini verecegiz.

Teorem 4.4.1: U" (7,k,t) smifi konveks birlesimler altinda kapalidir.

ispat: j=123,........ i¢in, fJ fonksiyonu

fj(z): zZ+ iajz” +ibjpz”
p=2 p=1

ile verilmek iizere, f, EUS’"(J/,k,t) scklinde oldugunu kabul edelim. )z, =1,

J=1
0<¢, <1 degerlerii¢cin f, fonksiyonun konveks birlesimlerini

p=2\_j=1 p=1\_j=1

seklinde yazabiliriz.
uz" (,k,t) ve (4) ifadesindeki tanima gore Zt ; f](z) eUz" (y,k,t) oldugu
Jj=1

goriliir. ¢

Asagidaki teoremle U g’” (y,k,t) sinifinin konvoliisyon 6zelliklerini verecegiz.

Teorem 4.4.2: Eger f ve F fonksiyonlart U g’”(y,k,t) smifinda ise bu durumda

(f*F)e U™ (y,k,1) seklinde olur.

Ispat: FeU o (k, ) oldugundan ,

4 ‘<i 2k +1)p" —1p"|+2]y
| <

p=2 2|7 |

p't
|

Ve
P (O e S A s s
T 27

seklinde yazariz.

B,|<lLp>1

Boylece, feU g’”(k, t) oldugundan
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i{ 2k +1)p" - 1" |+ 2] p" t}|a A |+ {2y ep” (—1)’"‘"p"’\+(2k+1j(—1)’”‘"pm—z;;"\}{pr,,|

Io,|

<
btk -] 2o+ 3o+
1

(k1)1 pr -t

p=2 p=
< 2| }/|
bulunur. Buradan (f * F)e Ug’”(;/,k,t) elde edilir. ¢

Son olarak

c+17

L(f(z))= = jt"‘lf(t)dt;c >—1

ile tammlananLc( f ) genellestirilmis Bernardi-Libera-Livingston integral operatorii

altinda UZ" (7,k,t) smuifinm kapalilik 6zelliklerini inceliyelim.

Teorem 4.4.3: [ eUZ" (7,k,t) olsun. O zaman L (f), Up"(y,k,t) smifina aittir.

c+1a B = c+1b olmak iizere,

PP e p

Ispat: L, ( f ) gosteriminden , 4, =
c+p

0

L) = 2 e ) el = {I(ZW(Z””

=z+ ZAPZP + Zsz”
p=2 p=1
seklinde ifade edilir. Uﬁ’”(j/,k,t) tanimina gore

2k +1)p"

IP‘

2|7/| c+p

i (27 - l)tp +( l)m p" (2k + 1)(( l)m_npm c+1 ‘ ‘
= c+p
= 2k +1 "
< z X I P‘
p=2 2|7|
B R 1 RN CY e (VP
> 2
p= 2|7|

yazabiliriz. Boylece Teorem 4.4.1 den L (f)eU a0 (7,k,t) oldugu bulunur. ¢
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