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A M A Ç 
 

          Son zamanlarda harmonik fonksiyonlar kuramı, karmaşık analiz alanında çalışan 

pek çok matematikçinin ilgisini çekmiştir. Herhangi bir fonksiyonun harmonik yalınkat 

olması durumu, bu fonksiyonun davranışının belirlenmesinde oldukça önemli rol 

oynamaktadır. 

 

           Bu çalışmadaki amacımız, öncelikle, harmonik fonksiyonların yeni bir alt sınıfını 

tanımlamak ve bu sınıf ile ilgili bazı önemli teoremleri ispatlamaktır. 

 

               Bir diğer amacımız ise, özellikle birinci bölüm ile bu alanda çalışan 

araştırmacılara yol gösterici bir kaynak oluşturmaktır. 



 ii

Ö Z E T 

 
            Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır.  

 

Birinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verildi. 

Ayrıca bu bölümde ,h g  birim diskte analitik fonksiyonlar olmak üzere 

( ) ( ) ( )0 0 ' 0 1 0h g h= = − =  şeklinde normalize edilmiş, yön koruyan harmonik yalınkat 

( ) ( ) ( )f z h z g z= +  tipindeki fonksiyonların HS  sınıfı ve bunun alt sınıflarının temel 

özellikleri incelendi. 

 

    İkinci bölümde, çokdeğerli harmonik fonksiyonların ( )H p  sınıfının ( ), , ,FH p t kα  

ve ( ), , ,FH p t kα  ile adlandırılan  yeni iki özel alt sınıfı çalışıldı. Ayrıca bu sınıflar ile ilgili 

Katsayı Kestirimleri, Büyüme  sınırları, extreme noktaları ve Kapalılık özellikleri ayrıntılı bir 

şekilde  incelendi.    
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SUMMARY 

 
This work consists of three chapters. 

 

In the first chapter, basic definitions and theorems, which will be used in other 

chapters are given. Furthermore, the class HS  of sense preserving univalent harmonic 

functions ( ) ( ) ( )f z h z g z= +  normalized by ( ) ( ) ( )0 0 ' 0 1 0,h g h= = − =  where h and g are 

analytic functions on unit disk, and the fundamental properties of its subclasses are 

investigated in this chapter. 

 

         In the second chapter  , which consists of  the main part of our study,  two special 

subclasses named ( ), , ,FH p t kα  and ( ), , ,FH p t kα  of the class ( )H p  of harmonic 

multivalent functions are defined. Furthermore, coefficient estimates, distortion boundary, 

extreme points and closure properties  concerned with this classes are shown with details.  
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SİMGELER  ve  KISALTMALAR DİZİNİ 
 

Simgeler                       Açıklamalar 

 

^                             Karmaşık  sayılar kümesi 

\                             Reel  sayılar kümesi  
 
U                            { }:z z ve z 1∈ <^  şeklindeki açık birim disk 

( )f U                       U nun f  fonksiyonu altındaki görüntüsü 

zf                            f  fonksiyonunun z’ye göre türevi 

f                             f  fonksiyonunun eşleniği 

Im f                        f  fonksiyonunun imajiner kısmı 

Re f                        f  fonksiyonunun reel kısmı 

uΔ                            U nun Laplasiyeni 

S                              Normalize edilmiş yalınkat fonksiyonların sınıfı 

S ∗                             Yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

K                              Konveks  fonksiyonların sınıfı 

P                              Gerçel kısmı pozitif olan fonksiyonların sınıfı 

f g∗                       f ve g   fonksiyonlarının hadamard çarpımı 

f g≺                      f fonksiyonu fonksiyonuna subordinedir. g

( )K z                      
( )21

z
z−

,    Koebe fonksiyonu 

A                              Analitik fonksiyonların sınıfı 

( )H p                       Çokdeğerli harmonik fonksiyonlar sınıfı 

HS                            Yön koruyan, harmonik, yalınkat fonksiyonların sınıfı 

0
HS                         ( )' 0 0g =  bağıntısını sağlayan ( ) Hf z S∈  fonksiyonlarının        

                              sınıfı 

                             HS  sınıfının kapanışı SH

( )fJ z                      f fonksiyonunun z deki  jakobiyeni 

( )fd z                      f fonksiyonunun z’deki tam diferansiyeli  

 



      

 

                           
v

( )zα                        f fonksiyonunun genişlemesi 

coA                          A yı bulunduran bütün kapalı konveks kümelerin kesişimi  

HP                           Reel kısmı pozitif normalize edilmiş harmonik fonksiyonların  sınıfı                        

HPR                         Reel katsayılı Hf P∈  fonksiyonların sınıfı 

μ                             Olasılık ölçüsü 

CRA                        Yalınkat ve reel eksen yönünde konveks fonksiyon 
( )nh                             ın n. mertebeden türevi h

( )(arg )f zΓΔ          ( )f z  nin argümanının değişimi. 

k UCV−                    düzgün konveks fonksiyonların sınıfı k −

k ST−                       k yıldızıl  fonksiyonların sınıfı −

( )k UCV α−             α  mertebeli k − düzgün konveks fonksiyonların sınıfı 

( )k ST α−                 α  mertebeli k − yıldızıl  fonksiyonların sınıfı 
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                                     ÖNSÖZ 

 
Düzlemde harmonik dönüşüm, reel ve sanal kısımları eşlenik olmayan yalınkat, 

karmaşık değerli harmonik fonksiyonlardır. Bir başka ifadeyle, Cauchy-Riemann 

eşitsizliklerini sağlamayan ve dolayısıyla analitik olmak zorunda olmayan 

fonksiyonlardır. 

Düzlemsel harmonik yalınkat dönüşümler minimal yüzeylerin gösteriminde 

kullanılmaktadır. Örneğin, E. Heinz [6], 1952 yılında bu gösterimleri birim disk üzerinde 

parametrik olmayan minimal yüzeylerin Gaussion eğriliğinin çalışmalarında kullanmıştır. 

Mühendislik, fizik, elektronik, tıp, aerodinamik ve matematik biliminin diğer branşlarında 

da kullanılmaktadır. 

 Düzlemde harmonik dönüşümler teorisinin gelişmesi iki temel esasa 

dayanmaktadır. 1920’lerin başında diferansiyel geometriciler minimal yüzeyler 

teorisindeki doğal rollerinden dolayı harmonik dönüşümleri çalışmışlardır. İzotermal 

parametreler ile minimal yüzeylerin gösteriminde üç koordinat fonksiyonların her biri 

harmoniktir. Böylece onun temel düzlemindeki  parametrik olmayan minimal bir 

yüzeyin izdüşümü bir harmonik dönüşümü ifade etmektedir. Gauss eğriliği gibi minimal 

yüzeylerin özellikleri bu harmonik dönüşümlerle etkili olarak çalışılabilir. Tibar, Rado, 

Lipman Bers, Erhard Heinz, Johannes Nitsche ve diğerleri harmonik dönüşümler ve 

minimal yüzeyler arasındaki ilişkiyi örneklemek için (1960’dan önce) ilk katkılarını 

yapmışlardır. 

           Harmonik yalınkat dönüşümler konformal dönüşümlerle yakından ilişkilidir. Fakat 

konformal dönüşümlerin aksine, harmonik yalınkat dönüşümler görüntü bölgeleriyle 

belirlenmez. Aralarındaki diğer önemli bir fark ise,  harmonik yalınkat dönüşümlerin 

değerini, açık birim diskin sınırındaki aralık üzerinde almasıdır. Diğer taraftan, harmonik 

dönüşümler  karmaşık değerli  ve ’nin eşleniği olan z z z  ile sırasıyla analitik ve anti-

analitik kısımdan oluşmuş iki katlı seri yapısına sahiptirler. Bu nedenle, Fourier serilerine 

benzer bir kuvvet serisi sayılırlar. Harmonik yalınkat dönüşümlerin çalışması bu ilginç 

özelliğinden dolayı oldukça önemlidir.  
           Son zamanlarda karmaşık analizciler konformal dönüşümlerin bir genelleştirmesi 

olarak harmonik dönüşümleri çalışmışlardır. Bir çalışmada  James Clunie ve Terry 

Sheil-Small genişletilmiş tahminlerin belli  formlarının hala belirlenmemiş olmasına 

rağmen klasik büyüme ve bükülme teoremlerinin, örtü teoremlerinin ve katsayı 
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tahminlerinin geçerli bir benzerliğini bulmuşlardır. Bu kişiler aynı zamanda klasik 

Koebe Fonksiyon Teorisinde extremal rol oynayan bir “Harmonik Koebe 

Fonksiyonunu” da  oluşturmuşlardır. Bunlar harmonik dönüşümler için özel geometrik 

özellikler ile bazılarının sağlandığı zarif ve mantıklı olan varsayımı ortaya çıkarır. 

Clunie ve Sheil Small’ın çalışması diğer karmaşık analizcilerin ilgisini çekmiştir ve 

harmonik dönüşümler araştırmalarda yeniden aktif bir alan haline gelmiştir. 

 

          Bu teorinin başka bir yönü, “Riemann Dönüşüm Teoremi’nin” uygun bir 

harmonik benzerini araştırmaktır. Buradaki konu kısmi diferansiyel eşitlikler ve hemen 

hemen konformal dönüşümler teorisi arasında bir ilişki kurabilmektir. 1980’lerde 

Walter Hengartner ve Glenn Schober diğerlerine ait bu konuyla ilgili, bir dizi makale 

yazmışlardır. Hemen hemen konformal dönüşümler hakkındaki standart sonuçlar 

özellikle Beltrami eşitliğinin çözümü gibi, hemen hemen konformal 

homeomorfizimlerin varlığı  Riemann Teoreminin ayrıntılı bir genelleştirmesini ortaya 

koymaktadır. Basit bağlantılı bir Ω  bölgesi,  Ω  da bir  noktası  ve U  birim 

diskindeki 

0w

( ) 1w z <  özelliğini sağlayan analitik bir w fonksiyonu verilmiş olsun. Ω  

daki  bölgesinde U ( ) 00f w=  , ( )0 0zf >  özellikleri ve z

z

fw f=  analitik genişlemesi 

ile tek bir (yön koruyan) ( )f z  dönüşümü vardır. Bununla beraber Riemann’ın 

Teoreminin bir genişlemesi yanlış olarak ortaya çıkmıştır. Hengartner ve Schober  basit 

zıt örnekleri bulmuşlardır ve verilen bölgedeki genişletilmiş harmonik dönüşümün 

varlığını önleyen “çökertme” adlı gizemli bir olguyu keşfetmişlerdir. Bununla beraber 

eğer, genişlemeye daha ileri kısıtlamalar yapılırsa yada üzerine terimi daha zayıf olarak 

göz önüne alınırsa dönüşümün varolduğu söylenebilir. 

Tekliğin  sorusu ise tamamen bilinmemektedir. Fakat eğer hedef bölge yeteri 

kadar iyi ise, dönüşümün tek olduğu bilinir. Eğer hedef bölge konveks ise, durum daha 

uygun olur. Verilen konveks bölge üzerine harmonik dönüşümler sınıra tekabül 

edenlerin terimleriyle tam olarak tanımlanabilirler. Bu Rado-Kneser-Choquet Teoremi 

olarak bilinen mükemmel bir sonucun içeriğidir. 

      Bu harmonik dönüşümlerin üç ardışık sınır değeri ile ifade edilebilen 

konformal dönüşümlerden daha esnek bir yapıda olduğunu gösterir. Teorem konveks 

harmonik dönüşümler için extremal problemlerin etkili bir çalışmasını ortaya koyar. 

Diğer bir sonuç harmonik dönüşümlerdeki, Caratheodory’s yakınsama teoreminin ihmal 

 



 

 

viii

edilmesiyle ortaya çıkmıştır. Fakat ihmal durumu doğru bir genelleştirmenin nasıl 

formüle edilebileceğini önermektedir. 

Düzlemde harmonik dönüşümler onların daha yüksek boyuttaki benzerleri ile 

paylaşılamayan birçok mükemmel özelliğe sahiptirler. Bu sınıflandırmada bazı açık 

problemlerin hala var olmasına rağmen, üç boyutlu uzaya bu özelliği genelleştirmek 

için yapılan çalışmalar hayal kırıklığı ile sonuçlanmıştır.  
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                                                     1.   BÖLÜM 
 

HARMONİK YALINKAT DÖNÜŞÜMLER 

 

   Bu bölümde, ilk olarak harmonik yalınkat fonksiyonların daha iyi anlaşılabilmesi 

için analitik ve  yalınkat fonksiyonlar ile bunların bazı alt sınıfları için birtakım önemli 

tanım, teorem ve sonuçlar verilecek, daha sonra, yön koruyan harmonik yalınkat 

dönüşümlerin bazı temel özellikleri ve bu dönüşümlerin konform dönüşümlerle 

aralarındaki farklar ile normalize edilmiş yön koruyan harmonik yalınkat dönüşümlerin 

HS  sınıfı ve bunun alt sınıflarının bazı özellikleri  verilecektir. 

 

1.1   Genel Bilgiler 
           Bir D ⊆  ̂ bölgesinin her iç noktasında türevlenebilen fonksiyonlara analitik 

fonksiyon denir [9].   

          Bir  f  fonksiyonunun  bölgesinde yalınkat fonksiyon olabilmesi için,  D

∀ 1z ,  2z D∈  için f ( ) = f ( ) =  1z 2z ⇒ 1z 2z

önermesi sağlanmalıdır [23]. Yani f  fonksiyonu bu bölgedeki, bir tek noktada aynı 

değeri iki kez almıyorsa, f  fonksiyonuna  bölgesinde yalınkattır denir. Yalınkat 

fonksiyonlara  tek katlı, univalent  veya  schlicht  fonksiyon da denilmektedir. 

D

           D bölgesindeki yalınkatlık D nin her alt bölgesinde de sağlanır. Bir D bölgesinde 

tanımlı herhangi bir f fonksiyonu Dbir 0z ∈  noktasının en az  bir komşuluğunda 

yalınkat ise, f fonksiyonuna 0z D∈  noktasında yerel yalınkat fonksiyon denir. Bir 

fonksiyonun yerel yalınkat olması için gerekli ve ye  ( )0' 0f z ≠ olmasıdır. 

Ayrıca bir bölgede yerel yalınkat olan bir analitik fonksiyon yalınkat olmak zor

terli koşul

unda 

değildir. 

        Eğer f  fonksiyonu, Ω  b lgesinde analitik nkat ve ,f Ω dan D  ye 

tanımlanmış bir fonksiyon ise, 

ö , yalı

f  fonksiyonuna Ω⊂ ^  bölgesinin bir Konformal 

Dönüşümü denir.  Harmonik dönüşümler teorisinin çoğu, klasik konformal dönüşümler 

nin karmaşık 

uzaya genişlemesi de bağlantılı ise, bu bölgeye Basit Bağlantılıdır denir.  

teorisinden esinlenmiştir. 

        Bir bölge açık bağlantılı bir küme olarak tanımlanır. Eğer bu bölge
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                 olmak üzere , 1D ≠ ^ 1D z -düzleminde verilen herhangi bir basit bağlantılı 

bölge ve , -düzleminde verilen herhangi bir basit bağlantılı bölge olsun. 1851’de 

G.Bernard Riemann,  bölgesini  bölgesi üzerine dönüştüren analitik bir 

2D w

1D 2D f  

fonksiyonunun her zaman var olduğunu göstermiştir. Riemann Dönüşüm Teoreminin bu 

orijinal versiyonu  Geometrik Fonksiyon Teorisinin doğuşuna neden olmuştur. Fakat bu 

teorem tamamlanamamıştır ve birçok uygulaması da 20. yüzyılın başlarına kadar 

bulunamamıştır. Koebe [23], 1907’de basit bağlantılı bir  bölgesinde hem analitik 

hem de yalınkat olan fonksiyonları elde etmiştir.          

D

  U={ }:z z ve z 1∈ <^   birim diskinde analitik, yalınkat ve                       

f (0)=  -1=0  normalleştirme koşullarını sağlayan  f  fonksiyonuna normalize 

edilmiş yalınkat fonksiyon denir [30]. Bu fonksiyonların sınıfı S ile gösterilir. Her 

( )' 0f

f S∈  fonksiyonu, 

( ) 2
2

2
... ...n n

n n
n

f z z a z a z z a z
∞

=

= + + + + = +∑  

şeklinde bir Taylor Serisi ile ifade edilebilir . 

   sınıfındaki bir fonksiyonun en iyi örneği,  extremal fonksiyon olarak bilinen 

ve 

S

( ) ( ) ( )
( )

( )
2 22

2 2 3
2

1 11 1 1 1 2 3 ...
4 1 4 1

z zzk z z z z z z
z z

−⎡ ⎤ + − −+⎛ ⎞= − = = − = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 şeklinde ifade edilen Koebe Fonksiyonu’dur. Bu fonksiyon { }: 1U z z= <  birim 

diskini 
( )21

zw
z

=
−

 dönüşümüyle 1
4

−  den −∞ ’ a kadar kesilmiş düzlem üzerine 

konformal olarak dönüştürür (Şekil 1.1.1). 

                                                                                                 z w

                                                         

                                                       k

                                                           

                                        

                                                  

                                                  Şekil 1.1.1 

( )k UU
0 1 0 11

4
−
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  Koebe fonksiyonunun birim diski resmettiği bölgenin “maksimal” özelliği, 

simetrik oluşu ve katsayılarının ölçüsü bizi, 1916 yılında Bieberbach tarafından ortaya 

atılmış ve uzun yıllar kestirim olarak kalmış Bieberbach Kestirimine götürür. Louis de 

Branges tarafından 1984 yılında tam ispatı yapılan Bieberbach Kestirimi, f  

fonksiyonu sınıfında, S

( ) 2 3
2 3

2
... n

n
n

f z z a z a z z a z
∞

=

= + + + = +∑  

şeklindeki Maclaurin açılımına  sahip ise, her bir  için 2n ≥ na ≤ n  eşitsizliğini 

sağladığını söyler  [5].                                                                 

          sınıfına ait birS f  fonksiyonunun ikinci katsayısı ünlü Bieberbach Tahminine 

temel olan ve ( )
2

n
n

n

f z z a z
∞

=

∈∑ S= +   olması durumunda  2 2a ≤  olduğunu ileri süren 

Bieberbach Teoremi ile hesaplanabilir. Eşitlik halinin olması için gerek ve yeter şart f   

fonksiyonunun, Koebe fonksiyonunun bir dönmesi  olan ,                      

( ) ( )
( )2
1

i i

i

zf z e k e z
e z

θ θ

θ

−= =
−

                                           (1.1.1) 

şeklinde olmasıdır. Biliyoruz ki, eğer verilen koşullar altında, eşitsizlik için üst sınırı 

azaltmak veya alt sınırı arttırmak imkansız ise, bu eşitsizlik kesindir. Bu gerçek altında, 

2 2a ≤  eşitsizliği kesindir. Eşitliği sağlayan fonksiyona da ekstremal fonksiyon denir. 

Böylece  (1.1.1) ile verilen fonksiyon ekstremal bir fonksiyon olur [32]. 

    Bieberbach Teoreminin ilk uygulaması ünlü bir örtme teoremidir. Her bir f S∈  

fonksiyonu  koşullu bir dönüşüm olduğundan ( )0f = 0 f  fonksiyonunun görüntüsü 

orjinde olan en az bir diski kapsar. Özellikle, Koebe fonksiyonu, 1
4

ρ ≤  olmasını 

gerektirir. Yani,  sınıfındaki her bir fonksiyonun görüntüsü S { }1: 4w w ≤  diskini 

kapsar (Şekil 1.1.2). Buna göre f  fonksiyonu için en kesin alt ve üst sınırları bulmamız 

her bir f S∈  için ; 

( )
( )

( )3 3
1 1'
1 1

r rf z
r r
− +

≤ ≤
+ −

           ; 1z r= <                              (1.1.2) 

  



 4

eşitsizliği sağlayan Koebe Bükülme Teoremi ile mümkün olacaktır. Her iki eşitsizlik de 

kesindir. f  in, ,  olmak üzere Koebe fonksiyonunun uygun bir dönmesi 

halinde eşitlik durumu vardır. 

z U∈ 0z ≠

w

                                                                                                                 
z

                            1  

 

 

                                                                                                                                                           

      

Şekil 1.1.2 

Bieberbach [14] ilk olarak bir yalınkat fonksiyonun türevinin argumanı ile ilgili  

olan ve 

 

 

                            1−

 

f S∈  ise U  birim diskindeki her bir z  için, 

                                            ( ) 1arg ' 2 ln
1

rf z
r

+
≤

−
 

eşitsizliğinin sağlandığını söyleyen teoremi ispatlamıştır. Bu eşitsizlik kesin değildir. 

Daha sonra Loewner’e  [27] ait daha karmaşık yöntemler kullanarak,  Rus matematikçi 

G.M.Glouzin [12], 1936 yılında daha kesin olan f S∈  ise,                                                              

( ) 2

2

24arg sin , 2
arg '

, 2ln 2 11

r r
f z r

rr
π

⎧ ≤⎪
≤ ⎨
⎪ + < <⎩ −  

 

şitsizliğinin var olduğunu söyleyen Dönme Teoremini bulmuştur. Bükülme 

teoreminde verilen eşitsizliğinin integralini alırsak, 

e

( )f z

şünceyi genelle

fonksiyonu için sınırları elde 

edemeyebiliriz. 1924 yılında Pravilov [14]  bu dü ştirerek  için 

 ile 

 0 1r≤ <

( ) ( )'m r 'M r  gerçel değerli fonksiyonlar olmak üzere, 

                                  ( ) ( ) ( )' ' 'm r f z M r≤ ≤                                                  (1.1.3) 

olduğu kabulü altında, 

U

f S∈

1
4

1
4

−
0

1−
1
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                                       ( ) ( ) ( )' '
r r

t t
o o

m t d f z M t d≤ ≤∫ ∫  

eşitsizliğinin sağlandığını bulmuştur. Bükülme teoremine göre (1.1.3) de, 

( )
( )3

1'
1

rm r
r
−

=
+

     ve ( )
( )3

1'
1

rM r
r
+

=
−

 alabiliriz. Bu durumda, integral alırsak 

her f S∈ için, 

                                    
( )

( )
( )21 1

r f z
r r

≤ ≤
+ − 2

r                            ; 1z r= <  

 

şeklindeki Büyüme Teoremini  elde etmiş oluruz. 

θ  gerçel olmak üzere, sırasıyla iz re θ−=  ve iz re θ−= −  alındığında 

 fonksiyonu için eşitlik sağlanır [9]. Büyüme ve Bükülme 

Teoremlerinin birleştirilmesiyle elde edilen,  

( ) ( 2
1 if z ze θ −

= + )z

                            ( )
( )

1 '
1 1

r rzf z
r f z

1
r

− +
≤ ≤

+ −
                   ;  1z r= <

 şeklindeki eşitsizliğinin olduğunu söyleyen bir diğer ifade ise daha kullanışlıdır. z U∈  

ve  olmak üzere eşitlik durumu 0z ≠ f  in Koebe fonksiyonunun uygun bir dönmesi 

halinde vardır [9]. 

S  sınıfının önemli bir alt sınıfı konveks fonksiyonlardan oluşur. Düzlemdeki bir 

  kümesi içinden alınan  ve  noktalarını birleştiren doğru parçası tamamen D  

bölgesi içinde kalıyorsa D ye Konveks (dışbükey) Küme denir. 

D 1z 2z

Herhangi bir dairesel disk veya yarı düzlem bir konveks kümedir.  

 U birim diskinde analitik ve görüntü kümesi konveks olan fonksiyonlara ise 

Konveks Fonksiyonlar denir [15].(Şekil 1.1.3). Konveks fonksiyonların sınıfı  ile 

 

C

gösterilir. 

                                                                                                                                      

          

      Şekil 1.1.3 

z w

                                                                                                          

                                                                                                         

                                       

                                                  

U ( )f U

1−

1

1−

f C∈

1
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S

⊂

 sınıfının diğer önemli bir alt sınıfı ise, yıldızıl fonksiyonlardan oluşur. Bir 

0z D∈  ̂ için,  noktasından çıkan her ışın ile D nin arakesiti tümüyle  de kalan 

doğru parçası veya bir ışın ise D  bölgesine  noktasına göre yıldızıldır denir. Eğer  

bölgesi  her  için yıldızıl ise yıldızıl bölge olur. U birim diskinde analitik ve 

görüntü kümesi orjine göre yıldızıl olan fonksiyonlara ise  Yıldızıl Fonksiyonlar denir 

(Şekil 1.1.4) [15]. Yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

0z

D∈

D

0z D

z

S ∗  ile gösterilir.  

 

                                                                                            
w

                

             1 

 

 

                                  1 1−

 

                

 

                                                           Şekil 1.1.4 

( )0p =1 ve  koşulu ile U  bölgesinde analitik ( )Re 0p z >

                                         ( ) 2
1 21 ...p z a z a z= + + +  

fonksiyonlarının oluşturduğu kümeye Pozitif Gerçel Kısımlı Fonksiyonlar sınıfı denir 

ve ℘ ile gösterilir. Bu sınıf  ve C  sınıfları ile yakından ilgilidir. S ∗

f  fonksiyonu, konveks bir  bölgesinde analitik ve bu bölgede  

ise, 

D ( )Re ' 0f z >

f  fonksiyonu,  bölgesinde yalınkattır denir [9]. Bu ifade, Noshiro-Warschawski 

Teoremi olarak bilinmektedir. 

D

U  birim diskinde analitik olan ve 

                                          ( )
2

n n
n

f z z a z
∞

=

= +∑  

gösterimine sahip fonksiyonların kümesi  olsun. A

Yalınkat fonksiyonların bazı özel sınıfları, pozitif gerçel kısımlı fonksiyonlar 

yardımıyla tanımlanabilir. U  bölgesinde analitik, 

( ) ( )0 ' 0 1f f= − = 0  normalize koşullarını sağlayan bir f  fonksiyonu için, 

U

  

z ( )f U

f S ∗∈

1−
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                                                      'zff S
f

∗∈ ⇔ ∈℘ 

ve 

                                          "1
'

zff C
f

∈ ⇔ + ∈℘ 

önermeleri doğrudur [9]. Başka bir ifade ile, 

f A∈  fonksiyonunun U da konveks olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul, 

                                         ( )
( )
"

Re 1 0
'

zf z
f z

⎧ ⎫⎪ ⎪+ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

                         ;  z U∀ ∈

olmasıdır [9]. 

f A∈  fonksiyonunun U da yıldızıl olması için gerekli ve yeterli  koşul, 

                                  ( )
( )
'

Re 0
zf z
f z

⎧ ⎫⎪ ⎪ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

                       ; z U∀ ∈  

olmasıdır [9]. 

 

 

 

f  fonksiyonu U  bölgesinde ( ) ( )0 ' 0 1f f 0= − =  koşullarıyla normalleştirilmiş 

olmak üzere,  

'f C zf S ∗∈ ⇔ ∈  

önermesini sağlar. Bu ifade yalınkat fonksiyonların alt sınıfları arasındaki ilişkiyi verir 

ve Alexander Teoremi olarak bilinir  [9].  

Konveks ve yıldızıl fonksiyon sınıfları için, 

C S S∗⊂ ⊂  

şeklindeki kapsama zinciri yazılabilir.  

Yukarıdaki tanımlara örnek olarak, 

1, log
1 1

z z
z z

+⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

ve   
( )21

z
z−

 

fonksiyonları verilebilir. Bu fonksiyonların ilk ikisi konveks fonksiyon olduğu halde  

( )21
z
z−

 ile verilen  Koebe Fonksiyonu konveks olmayıp yıldızıl bir fonksiyondur. 
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           sınıfını kapsayan ve  sınıfının bir alt sınıfı olan fonksiyonlar konvekse-

yakın fonksiyonlardır. Bu sınıf 1952 yılında Kaplan tarafından geliştirilmiştir. 

S ∗ S

          Bir f  fonksiyonu 1z <  bölgesinde analitik olmak üzere, 

( )
( )
'

Re 0
'

f z
g z

⎧ ⎫⎪ ⎪ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

olacak şekilde konveks bir  fonksiyonu veya eşdeğer olarak  g

( )
( )
'

Re 0
zf z
g z

⎧ ⎫⎪ ⎪ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

eşitsizliğini sağlayan yıldızıl bir  fonksiyonu varsa g f  fonksiyonuna konvekse-yakın 

fonksiyon denir. ( ) ( )00 ' 1f f= − = 0  normalleştirme koşullarını sağlayan yani 

normalleştirilmiş konvekse-yakın f   fonksiyonların sınıfı  ile gösterilir. Özel bir alt 

sınıfını  olmak şartıyla  olarak alabiliriz. 

K

g∈^ 0K f  fonksiyonunun yalınkat olmak 

zorunda olmadığına ve  fonksiyonunun da g ( ) ( )0 ' 0 1g g 0= − =  şeklindeki 

normalleştirme koşullarını sağlamak zorunda olmadığına dikkat edilmelidir.  

           Konvekse-yakın fonksiyonlar için Kaplan Teoremi olarak bilinen aşağıdaki ifade 

önemlidir. 

          f  fonksiyonu, { }:U z z= <1  bölgesinde analitik, yerel yalınkat ve ( )' 0f z ≠  

olsun. Bu durumda f  fonksiyonunun konvekse-yakın olması için gerekli ve yeterli şart 

1 2θ θ<  ve iz re θ=  olmak üzere,  

( )
( )

2

1

"
Re 1

'
zf z

d
f z

θ

θ

θ π
⎧ ⎫⎪ ⎪+ > −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫  

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [9].  

    Burada   koşulu gereklidir. Aksi takdirde   ( )'f z ≠ 0 ( ) nf z z=   ; ( )   1n ≥

fonksiyonu teoremi gerçekler. Fakat yalınkat değildir. Böylece konvekse yakın da 

olamaz.  

          Konveks, yıldızıl ve konvekse-yakın fonksiyon sınıfları için aşağıdakiler 

yazılabilir. 

• Her konveks fonksiyon konvekse-yakındır. 

• Her yıldızıl fonksiyon konvekse-yakındır. 

• Her konvekse-yakın fonksiyon yalınkattır. 
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 Bunu kısaca 

C S K S∗⊂ ⊂ ⊂  

şeklinde ifade etmek mümkündür. 

                Son olarak analitik yalınkat fonksiyonlar ile ilgili aşağıdaki tanım ve 

özellikleri verelim. 

( )
2

k

n
k n

n
f z z a z

∞

=

= + ∈∑ A    için,  1,2...k =  olmak üzere, 

 
( )( ) ( )(

1 21 2 2 1
2

n
n n

n
)f f z z a a z f f z

∞

=

∗ = + = ∗∑
 

ifadesine 1f  ve 2f  fonksiyonlarının Hadamard Çarpımı (Konvolusyon) denir.  

       Bu tanım ışığında Hadamard çarpımı adi çarpma işleminin cebirsel özelliklerine 

sahiptir.  

 olmak üzere,  ( )
2

n
k nk

n
f z z a z A

∞

=

= + ∈∑          için, 1, 2...k =

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 3 1 2 1 3

1.

2.

f cf z c f f z

f f f z f f z f f z

∗ = ∗⎡ ⎤⎣ ⎦
∗ + = ∗ + ∗⎡ ⎤⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 33. f f f z f f f z∗ ∗ = ∗ ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦                      şeklindedir. 

11
n

n

z z
z

∞

=

=
− ∑  geometrik serisi S sınıfı için Hadamard çarpım işlemine göre birim 

elemandır. Hadamard çarpım işleminin uygulamalarından biri, analitik fonksiyonlar 

sınıfının alt sınıflarının bu çarpım sonucunda korunup korunmamasıdır. Ruscheweyh ve 

Sheil-Small [36], Hadamard çarpım işleminin bu uygulaması  ile ilgili Polya-Schoenberg  

tahminini ve aşağıdaki sonuçları ispat etmişlerdir. 

 

( ) ( ) ( )( ), f z K g z K ise f g z K∈ ∈ ∗ ∈

 
( ) ( ) ( )( ),f z K g z C ise f∈ ∈ g z C∗ ∈ 

 
( ) ( ) ( )( )* *,f z K g z S i∈ ∈ se f g z S∗ ∈

 
Hadamard çarpım işleminin bir diğer uygulaması da bazı analitik fonksiyon 

sınıflarının analitik  ifadesidir. Ruscheweyh [37], Silverman, Silvia, Telage [40] tarafından 

verilen bazı sonuçları ise aşağıdaki şekilde verebiliriz. 
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U  birim diskinde analitik bir fonksiyonunun ( )
2

n
n

n
f z z a

∞

=

= +∑ z

 

1.   Yalınkat olması için gerekli ve yeterli koşul, 

                          
( ) ( )( ) 

 

2.  Yıldızıl olması için gerekli ve yeterli koşul, 

                          

 

 

3. Konveks olması için gerekli ve yeterli koşul, 

 

                                

olmasıdır. 

U  birim diskinde düzgün konveks ve k − k − yıldızıl  fonksiyonlardan oluşan ’ S

nin iki ilginç alt sınıfı sırasıyla k UCV−  ve k ST−  ile gösterilir. Bu sınıflar, 

 

   

ve 

 

 

şeklinde tanımlıdırlar.  
  

k UCV−  sınıfını, Kanas ve Wisniowska [21]  geometrik tanımı ve konik bölge ile 

arasındaki ilişkiyi göz önünde bulundurarak çalışmışlardır. k ST−  sınıfı da, [22] da 

araştırılmıştır. Gerçekten bu sınıf  konveks ve yıldızıl fonksiyonların sınıfları arasında iyi 

bilinen Alexander Teoremi  ile ilişkilidir. Özellikle  1k =  alındığında,  ve  sırasıyla, 

 da konveks ve yıldızıl fonksiyonların sınıflarını göstermek üzere,  

C S ∗

U

0 UCV C− ≡        ve        0 ST S ∗− ≡  

eşitlikleri yazılır. 

0; 0 1, 1, 1,
1 1

zf z z x y x y
xz yz

∗ ≠ < < ≤ ≤ ≠
− −

( )
( )2

1 0; , 0 1
1 11

z zf z ix x z
ix zz

⎡ ⎤
∗ + ≠ ∈ < <⎢ ⎥

+ −−⎢ ⎥⎣ ⎦
\

( )
( )

2

3 0; 1, 0 1
1
z xzz x z

z
+

∗ ≠ = < <
−

f

( )"( ) "( ): 1 : 0
'( ) '( )

zf z zf zUCV f S k z U k
f z f z

⎧ ⎫⎛ ⎞
∈ ℜ + > ∈ ≤ < ∞⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
k − =

( )'( ) '( ): 1 : 0
( ) ( )

zf z zf zk ST f S k z U k
f z f z

⎧ ⎫⎛ ⎞
− = ∈ ℜ > − ∈ ≤ < ∞⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
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 Ayrıca,  U  birim diskinde 0 1α≤ <  için α  mertebeli k − düzgün konveks ve  α  

mertebeli yıldızıl  fonksiyonlardan oluşan ’ nin iki alt sınıfı da sırasıyla k −

( )
S

k UCV α−  ve ( )k ST α−  ile gösterilir. Bu sınıflar, 

 

  

ve 
 

 
şeklinde tanımlıdırlar. . Özel olarak  0α =  alındığında,   

    ve    ( )0k UC k UC− = − ( )0k ST k ST− = −  

eşitlikleri yazılır. 

Analitik ve yalınkat fonksiyonlar ile ilgili bazı temel gerçekleri verdikten sonra 

şimdi de bu çalışmamızın esası olan harmonik fonksiyonlar ile ilgili önemli tanım ve 

teoremleri verebiliriz. 

 

Tanım 1.1.1:  kompleks düzlemde bir bölge olsun. Her ,D ^ z D∈  için, gerçel değerli 

 fonksiyonu ( ,u x y)

                                                                                                               (1.1.4)                        

şeklindeki  Laplace denklemini sağlıyorsa   fonksiyonuna  de gerçel  harmoniktir u D

denir.  Bir fonksiyonun harmonik olması için sadece Laplace denklemini sağlaması 

yetmez. Harmonik fonksiyon, Laplace denklemini sağlayan, kendisi ve ikinci 

mertebeden kısmi türevleri sürekli olan fonksiyonlar olarak tanımlıdırlar. 

 

şeklindeki tüm lineer fonksiyonlar ve     

1
0

n

ij
i j

a
= =

=∑  

2 2u u
x y

∂ ∂
2 2 0uΔ = + =

∂ ∂

1 1 2 2 ... n nu a x a x a x= + + +

( ) ( )"( ) "( ): 1 : 0 ,0 1
'( ) '( )

zf z zf zk UCV f S k z U k
f z f z

α α α
⎧ ⎫⎛ ⎞

− = ∈ ℜ + > + ∈ ≤ < ∞ ≤ <⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

( ) ( )'( ) '( ): 1 : 0 ,0 1
( ) ( )

zf z zf zk ST f S k z U k
f z f z

α α α
⎧ ⎫⎛ ⎞

− = ∈ ℜ > − + ∈ ≤ < ∞ ≤ <⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭
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 olmak üzere   şeklindeki  ikinci dereceden homojen tüm polinomlar de 
, 1

n

ij i j
i j

u a x
=

= ∑ x n\

harmoniktir. Aslında sürekli bile olmayan fakat Laplace denklemini sağlayan, yani ikinci 

mertebeden  
2 2

2
1

,......
n

u u
2x x

∂ ∂
∂ ∂

    kısmi türevleri var ve bu kısmi türevlerin toplamı sıfır olan 

fonksiyonlar vardır. Örneğin;  z x iy+  karmaşık değişken olmak üzere, =

 

 

 ile tanımlı  fonksiyonu Laplace denklemini sağlar ancak   fonksiyonu orjinde ( ,u x y) u

sürekli değildir. 

xy -düzlemindeki bir D  bölgesinden -düzlemindeki uv Ω  bölgesine tanımlı bire 

bir  ve v v  dönüşümlerini gözönüne alalım.  ve  fonksiyonları ( ),x y= ( ,x= u vu u )y

harmonik ise, bire bir olan bu dönüşüme Harmonik Dönüşüm denir. Karmaşık değerli 

harmonik bir fonksiyonun bir  bölgesinde harmonik dönüşüm olması için gerekli D ⊆ ^

ve yeterli koşul onun D  de yalınkat olmasıdır. Genellikle, harmonik dönüşüm 

denildiğinde yalınkat karmaşık değerli harmonik fonksiyon düşünülür.  ve z x iy= +

w u= + iv  olmak üzere ( ) ( ) ( )f z u z= + iv z  yazmak uygundur (Şekil 1.1.5). 

                                                                                                                                                                     

f  sürekli 

                                                               

Şekil 1.1.5 

Karmaşık değerli f u iv= +  fonksiyonunun bir  bölgesinden alınan her z  D

noktası için  ( )' z  türev lduğunu biliy

( ) ( ) ( )
( ) ( )

4Re ; , 0,0,
0 ; , 0,0

ze x yu x y
x y

⎧⎪ ≠= ⎨
=⎪⎩

1−

z w

w f u iv= = +

U
z x iy= +

f i varsa analitik o oruz.  
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u vvev u
x y y
∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂

 
x

∂
∂

şeklindeki Cauchy-Riemann denklemleri de hemen elde edilebilecek sonuçlardır. 

fAksine  sürekli birinci kısmi türeve sahip ve Cauchy-Riem lerini ann denklem

sağlarsa, f  in D  de analitik olduğu bilinir. Cauchy-Riemann denklemlerinden her 

analitik fonksiyonun harmonik olduğu söylenebilir. 

Cauchy-Riemann denklemlerini sağlayan ( ),u v  fonksiyon ikilisine eşlenik çift 

denir ve v  fonksiyonuna, u  fonksiyonunun harmonik eşleniği adı verilir. Böylece u  −

fonksiyonu da v  fonksiyonunun harmonik eş  olur. Eşlenik fonksiyon bir sabit leniği

eklenmesiyle lokal olarak belirlenebilir. 

Bu çalış a boyunca gerçel ve imajiner kısımlarının eşlenik olması gerekmeyen m

karmaşık değerli harmonik fonksiyonları göz önüne alacağız. Analitiklik şartı ortadan 

kaldırıldığı anda, ciddi problemler ortaya çıkmaktadır. Örneğin, analitik fonksiyonlar 

bileşke işlemi altında korunur ancak harmonik fonksiyonlar korunmaz. Analitik bir 

fonksiyonun harmonik fonksiyonu, harmoniktir. Fakat  bir harmonik fonksiyonun 

analitik fonksiyonunun, harmonik olması gerekmez. Yine analitik fonksiyonlar bir cebir 

yapısı oluştururlar ancak harmonik fonksiyonlarda bu özellik yoktur. 

Harmonik dönüşümlerin sınır davranışı konformal dönüşümlerinkinden daha 

karışık olabilmektedir. Bununla birlikte, konformal dönüşümlerin klasik teorisinin 

büyük bir kısmı  harmonik dönüşümlere taşınabilir. 

Tanım 1.1.2: f u iv= +  fonksiyonunun Jakobiyeni , 

 ( )
( ) ( ),

,
x y

f x y y xv u v−
x y

u uu v
J z u

v vx y
∂

= = =
∂

 

 olarak tanımlanır.  

Eğer  in Jakobiyeni ( ) ( ) 2
'fJ z f z=  f  analitik ise f şeklinde yazılabilir. 
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Tanım 1.1.3: aş ir bölge ve,D ^  karm ık düzlemde b D → :f  ̂ birinci mertebeden 

( ) 0fJ z >  ise sürekli kısmi türevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eğer  z D∈   için, f  

fonksiyonuna D ön Koruyan ve  de Y ( ) 0fJ z <  ise f  fonksiyonuna D  de Yön Çeviren  

denir. Eğer f  fonksiyonu yön koruyan ise, f  fonks  yön ç  Yin ,  iyonu evirendir. e

konformal dön ümler yön koruyandırlar.  üş

Karmaşık analizde ortak olarak kullanılan aşağıdaki iki basit diferansiyel 

operatör çok kullanışlıdır. Bunlar z x iy= +  olmak üzere, 

1 i⎛ ⎞ 1
2

i
x yz

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠

 
2z x y

∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟                           ve              

∂ ∂ ∂⎝ ⎠

şeklindedir. Karmaşık değerli bir f  fonksiyonu için Cauchy-Riemann denklemlerini 

yazmanın bir diğer yolu ise, 0f
z

∂
= f

∂
 yazmaktır. Yine  in Laplace denklemi 

2

4 ff
z z
∂

Δ =
∂

 
∂

şeklinde de yazılabilir. Böylece sürekli ikinci kısm türevli fi  fonksiyonları için 

ff harmoniktir analitiktir
z
∂

⇔
∂

 

 analitik ise ( )'f∂f f z
z

önermesinin doğru olduğu açıktır. Eğer =
∂

 bilinen türevdir. 

Tanımlanan bu operatörler lineerdirler. Bu operatörler ile, 

2

f gg f∂

( ) g f ffg f g
z z z
∂ ∂ ∂ z z

z g g

∂
−⎛ ⎞∂ ∂ ∂=⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 = +
∂ ∂

      ve       
∂
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şeklinde tanımlıdır. Bu özellikler 
z
∂
∂

 için de benzerdir. Yine , 

f f
z z
∂ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

özelliği iki türev arasındaki bağıntıyı vermektedir. 

              f
z
∂
∂

 ve f
z

∂
∂

 gösterimleri yerine sırasıyla zf  ve zf  sembollerini kullanmak daha 

uygundur. Buna göre  de bir bölge ve ,D ^ f u iv= + D  de diferensiyellenebilir bir 

fonksiyon olmak üzere, 

(1
2z x )yf f if= −       ve     ( )1

2 x yzf f if= +  

olarak tanımlanabilirler. Buna göre, f u iv= +  fonksiyonunun Jakobiyeni 

                                               
22

f z zJ f f= −  

şeklinde  yazılabilir. 

f  fonksiyonunun  noktasındaki tam diferansiyeli  0z

                                   ( ) ( ) ( )0 0z zdf z f z dz f z d z= +  

 şeklindeki  bir  afin  dönüşüm  olup    merkezli  çemberleri  yarı  eksen  uzunlukları  0z

( ) ( ) ( )                        

olan elipslere dönüştürür. 

 

h  ve  bir  bölgesinde yerel analitik fonksiyonlar olmak üzere  de 

harmonik her 

g D D

f  fonksiyonu 

                                          f h g= +                                                               (1.1.5) 

( )f 0 0 0 0z zz zz f z ve f z f z− +
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şeklinde yazılabilir. Bu gösterim  fonksiyonunun Kanonik gösterimi olarak adlandırılır 

ve bu gösterim tektir. Gerçekten, f  harmonik ise, zf  nin analitik olduğunu 

biliyoruz.   bölgesinde analitik olmak üzere, 

f

,h D ' zh f g f g= −=  olsun. Yine  olsun. 

h D ın tanımıyla  de z z zg f h= − g olduğunu varsayalım. Böylece ,  de analitiktir. D

Gösterimin tekliği hem analitik hem de anti-analitik olan fonksiyonun sabit olması 

gerçeğine bağlıdır. (Burada anti-analitik, analitik bir fonksiyonun eşleniği 

anlamındadır). Eğer f  gerçel değerli ise,  in analitik tamamlayıcısı olmak üzere 2 ,h f

gösterim, imajiner bir ek sabite kadar, { }Re 2f h h= + h=  a indirgenir. 

Teorem 1.1.1:  ve  basit bağlantılı bir  bölgesinde analitik olsunlar.  h g D ,g  

( )z g z→  fonksiyonunu göstermek üzere f h g+ 0z D fonksiyonunun = ∈  

noktasındaki Jacobiyeni, 

( ) ( ) ( )2 2
' 'J z h z g z= −0 0 0f 

                                                                                        

şeklindedir. 

Tanım 1.1.4:  karmaşık düzlemde bir bölge ve  yön koruyan bir 

homeomorfizm olsun.Eğer  bölgesinde  

,D ^ :f D →^

D

z z
f

z z

f f
D K

f f
+

= ≤
− 

olacak şekilde bir   sabit sayısı varsa 1K > f  fonksiyonuna de K-Hemen Hemen D

Konformal (K-quasiconformal) Dönüşüm denir. 1K =  olması durumunda, ( ) 0zf z =  

olup f  fonksiyonu konformal bir dönüşüm olur. 

                                        ( ) ( )
( )

z

z

f z
z

f z
α =                                                            (1.1.6) 

oranına da, f  fonksiyonunun Genişlemesi (Dilatation) denir ve f  fonksiyonunun bu 

genişlemesi için  
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( ) 1

1
Kz
K

α −
≤

+  

elde edilir. 

Ayrıca f  fonksiyonu yön koruyan bir fonksiyon yani  ( ) 0fJ z >  ise, 

                                                       ( ) ( )
( )
'

1
'

g z
z

h z
α = <                                              (1.1.7) 

olur [8]. 

Bu teorem bize f h g= +  fonksiyonlarının yerel olarak hemen hemen-

konformal olduğunu gösterir. 

( )zα  genişlemesinin, D bölgesinin tamamında ( ) 1z Kα ≤ <  eşitsizliğini 

sağlaması gerekmez. Bu ise, bize harmonik homeomorfizmlerin sınır davranışının 

konform veya hemen hemen-konform dönüşümlerinkinden farklı olabileceğini 

gösterir. 

Tanım 1.1.5: f h g= +  harmonik fonksiyonu (1.1.7) bağıntısını sağlıyorsa f  

fonksiyonuna Yerel Yalınkattır denir. Eğer f , D de bire-bir  ve yön koruyan bir 

fonksiyon ise, f  fonksiyonuna D de Yalınkattır denir. 

Teorem 1.1.2:  Bir  f h g  harmonik fonksiyonunun yerel olarak bire bir olması = +

için gerekli ve yeterli koşul 

                                                    ( ) 0fJ z ≠  

olmasıdır. 

         Harmonik dönüşümler Cauchy-Riemann şartlarının bir genellemesi olarak 

düşünülen diferensiyel denklemler ile de belirlenebilir. 
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Teorem 1.1.3: Basit bağlantılı bir  bölgesinde analitik ve D ( ) 1zα <  olsun.  de D

tanımlı, sabit olmayan karmaşık değerli bir f  fonksiyonunun yön koruyan 

harmonik yalınkat bir fonksiyon olması için gerekli ve yeterli şart, 

                                          ( ) ( ) ( )zzf z z fα= z                                            (1.1.8)     

kısmi türevli diferansiyel denkleminin yalınkat bir çözümünün olmasıdır [17]. 

              Diğer taraftan, harmonik bir fonksiyonun tersi var ise, tersinin de 

harmonik fonksiyon olması gerekmez. Aşağıdaki teorem harmonik bir 

fonksiyonun tersinin ne zaman harmonik bir fonksiyon olduğunu gösterir. 

Teorem 1.1.4:  Analitik ve afin olmayan bir f  harmonik fonksiyonunun eğer 

varsa, tersinin de harmonik olması için gerekli ve yeterli şart , , ,a b c σ  karmaşık 

sayılar,  z

z
b sup e σ−>  olmak üzere f  fonksiyonunun,  

( ) ( )( )
 

şeklinde olmasıdır[33]. 

Teorem 1.1.5:  karmaşık düzleminin tamamında harmonik yalınkat ^

dönüşümler sadece  

                ( ) ,f z Az Bz C= + +          ,A B≠          , ,A B C∈^

afin dönüşümleridir [8].  

                                        

1.2. HS  ve 0
HS  Sınıfları 

          basit bağlantılı bir bölge ve D ⊂ ^ Dξ ∈  olmak üzere  ve ( ) 0f ξ =

( )' 0>f ξ  koşulunu sağlayan tek bir :f D U→  konform dönüşümünün var 

olduğunu söyleyen Riemann Dönüşüm Teoremine [9]  göre, sınırı birden fazla 

noktadan oluşan basit bağlantılı yalınkat olan her bölge bire-bir ve konform olarak 

birim diskin içine dönüştürülebilinir. Bu nedenle karmaşık düzlemde basit bağlantılı 

herhangi bir D bölgesi yerine açık birim diski alabiliriz. Buradaki çalışmamızda 

bölge denildiği zaman   { }: : 1U z z <  açık birim diski anlaşılmalıdır. 

1
log z zz a z b e b e cσ σσ

−− −⎡ ⎤f = + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
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U  da analitik, 

         ve                                                     (1.2.1) ( )
2

n
n

n
h z z a z

∞

=

= +∑ ( )
1

n
n

n
g z b z

∞

=

=∑

fonksiyonları   için   U da   yön   koruyan   harmonik   yalınkat f h g= +  

fonksiyonlarıyla ilgili ilk çalışma 1984 de Clunie ve Sheil Small [8] tarafından 

yapılmıştır. 

      f , U da analitik  ve  fonksiyonları (1.2.1) de verildiği gibi olmak h g

üzere, f h g= +  şeklindeki  yön koruyan harmonik yalınkat fonksiyonların  

sınıfı  HS  , ( )' 0 0g =  bağıntısını sağlayan Hf S∈  fonksiyonlarının sınıfı ise, 0
HS  

ile gösterilir. 

    HS    ve  0
HS     sınıflarının birinden diğerine geçmek mümkündür. Gerçekten 

her f ∈SH için, 

1
0 2

11
f b ff

b
−

=
−

 

 

fonksiyonu HS  sınıfına aittir. Tersine her  0
0 Hf S∈   için                      

0 1
0

HS  alt sınıfı için elde edilen 0f f b f= +   fonksiyonu HS   sınıfına aittir. Böylece, 

bazı sonuçlar HS sınıfına genelleştirilebilir. 

U da analitik, yalınkat ve ( ) ( )0 ' 0 1h h 0= − =  şeklinde normalize edilmiş  h

fonksiyonlarının S sınıfını göz önüne alalım.  sınıfı için birçok özellik iyi S

bilinmektedir [38],[9],[6]. Ayrıca h S∈  ve 1ε <  olmak üzere, f Hh h Sε= + ∈  

şeklindedir. Buna rağmen  ve S HS  sınıfları arasında önemli farklılıklar vardır. 

S  sınıfına ait fonksiyonların bir { }nf  dizisi bir fonksiyona düzgün yakınsıyor 

ise bu fonksiyon ya  sınıfına aittir ya da sabit bir fonksiyon olmak zorundadır. Fakat S

bu durum HS  sınıfı için geçerli değildir. Örneğin genel terimi 

 
( )

1n
nf z z

n
= + z

+ 

olan, HS sınıfına ait fonksiyonlardan oluşan  { }nf  dizisi için  

 ( )lim 2nn
f z z z x

→∞
= + =
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olup limit fonksiyonu HS  sınıfına ait değildir. 

( )iθ        Ayrıca S ile HS  sınıfları arasındaki başka bir önemli fark; f reθ →  

dönüşümü birim çemberin  Jordan eğrisi üzerine yön koruyan bir C

homeomorfizmi ise, f  in U  ya harmonik genişlemesinin  ile sınırlı bir bölge C

üzerine yalınkat bir dönüşüm olması gerekmez. Ancak C nin sınırladığı bölgenin 

konveks olması halinde bunun doğru olduğu  Choquet [6] tarafından 1945 

yılında  gösterilmiştir.  

 

Tanım 1.2.1: F, bir D  bölgesinde sürekli fonksiyonların bir ailesi olsun. F 

in her bir dizisi, D nin kompakt alt kümelerinde düzgün yakınsak bir alt diziye sahip 

ise, F e  Normal Aile denir. 

 

Tanım 1.2.2: , normal bir aile ve F :U Uϕ →  analitik bir fonksiyon olsun. Eğer her 

f F∈  için f ϕD  fonksiyonlarının oluşturduğu aile normal ise, f  fonksiyonuna 

Normal Fonksiyon denir. 

Eğer F, analitik veya harmonik fonksiyonlardan oluşan bir aile ise F in 

normal olması, yerel olarak sınırlı olmasını gerektirir [13].  
0

HS  kompakt ve normal bir ailedir [8]. Bunun yanında HS   normaldir fakat 

kompakt değildir [8]. Bu sınıflar için kısaca,                                
0

H HS S S⊂ ⊂  

şeklindeki kapsama zinciri yazılabilir. 

 

Tanım 1.2.3:   veya   üzerinde bir ,B ^ \ X  vektör uzayının alt kümesi olsun. Eğer 

her ,x y B∈  ve her  için ( )< <0λ λ 1 ( )1x y Bλ λ+ − ∈  ise, B  ye konvekstir denir. 

 B  konveks bir küme olmak üzere, farklı her ,x y B∈  ve 10 λ< <  için bir z B∈  

noktası, ( )1z x yλ λ+ −  =  yazılamıyorsa, z  ye olarak B  nın bir extreme (uç) noktası 

denir. B  nın extreme noktalarının kümesi BE  ile gö erilir  st

Tanım 1.2.4:  B , topolojik bir vektör uzayının bir alt kümesi olmak üzere, B  yi 

bulunduran bütün kapalı konveks kümelerin kesişimine B  nin Kapalı Konveks Zarfı 

denir ve coB  ile gösterilir. 
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Teorem 1.2.1: Eğer B , yerel konveks topolojik bir vektör uzayının kompakt bir alt 

kümesi ise, BEco  olur. EğerB co= coB  kompakt ise BcoB coE= . Eğer coB  kompakt ise 

coBE ⊂ B  şeklindedir [38]. 

Bu teorem, kompakt konveks kümelerin extreme noktaları tarafından yeniden 

oluşturulabileceğini ifade etmektedir.   

Teorem 1.2.2: HS  sınıfının kapanışı HS  olmak üzere,     

         { }0
0 0 0: 1H HS f f f S veε ε= + ∈ ≤  

yazılır. Ayrıca, H
H

H

Sf S
S

∈∂ =  olması için gerekli ve yeterli şart 1ε = olmasıdır. 

0f , 0
HS ’ın bir extreme noktası ise HS∂  üzerinde bulunan 

                                                 0 0
if f e fα= +  

şeklindeki her fonksiyon, HS  ın kapalı konveks zarfının bir extreme noktasıdır [8]. 

HS  sınıfındaki fonksiyonların katsayıları için üst sınır bulma problemi hala 

çalışılan açık bir problemdir. Şimdiye kadar 2b  için kesin sınır elde edilmiş olup 2a  

için ise daha ispatlanmamış olan 

 

2
5
2

a ≤
 

tahmini yapılmıştır. Katsayı problemi için, 

( ) ( )

fonksiyonunun bir extremal fonksiyon olduğu tahmin edilmektedir. 

Teorem 1.2.3:  0
0 0o Hf h g S= + ∈   ve z U∈   için, 

                           ve                                            (1.2.2)  ( )0
2

n
n

n

h z z a z
∞

=

= +∑ ( )0
1

n
n

n

g z b z
∞

=

=∑

olmak üzere, 

                                                                                            (1.2.3) 

( )
2 3 2 3

3 31 1
2 6 2 6
z z z zg z z z z− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
1
2

b ≤
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ve Hf S∈  ise, 

                                          1 1b <                                                                          (1.2.4) 

şeklindedir [8].  

Teorem 1.2.4: Hf h g S= + ∈   ve z U∈   için,  ve  (1.2.1) da verildiği gibi  olmak h g

üzere, 

( )
2

2
2

2

2 2

1
; 1

2
; 1

a
ab f

a a

⎧ +
⎪ ≤< ⎨
⎪ >⎩

 

 

şeklindedir [31].   

Teorem 1.2.5: Hf S∈    olsun. Bu durumda, 

 
2

96 1 57,05
27

a π
≤ − <

şeklindedir [39].   

     

Analitik yalınkat fonksiyonlarda olduğu gibi, HS  sınıfındaki fonksiyonların  

katsayısı için bulunacak sınırlar bizi 

2a

HS  ve 0
HS   sınıflarına ait fonksiyonların mutlak 

değeriyle ilgili alt ve üst sınırları bulmaya götürür. 

Teorem 1.2.6: Hf h g S= + ∈  ve  fonksiyonları (1.2.1) şeklindeki gibi verilmiş ,h g

olsun. 

                               ( ){ }2sup : Ha f f Sα = ∈                                          (1.2.5) 

olmak üzere, 1z r≤ <  için,        

                                           ( ) 1arg ' 2 ln
1

rh z
r

α +⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 

 ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1

1

1 1
'

1 1
r r

h z
r r

α α

α 1α

− −

+ +

− +
≤ ≤

+ −
                                                (1.2.6) 
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ve 

( ) ( )
( )

1

1
0

1
2

1

r

t

t
f z

t

α

α

−

+

+
≤

−∫ d                                                              (1.2.7) 

yazılır [39]. 

Teorem 1.2.6 da,  ( )f z  için elde edilen üst sınırlar sadece  ye bağlı olmayıp, r

1ε <  için ( )f z z zε= +  fonksiyonunda olduğu gibi, 1b  e bağlı olarak da elde 

edilebilir. 

Sonuç 1.2.1:  0
0 0o Hf h g S= + ∈   ve 1ε <  ise 1z r= <  için, 

( ) ( )0 0
1 1 1 11 1

2 1 2 1
r rh z g z
r r

α α

ε
α α
⎡ ⎤ ⎡− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≤ + ≤

⎤
−⎢ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
                      (1.2.8) 

olur [39].  

Teorem 1.2.7: 0
Hf S∈  ise  için, z U∈

 ( )
( )2

1
4 1

z
f z

z
≥

+
                                                          (1.2.9) 

şeklindedir. Böylece , { } ( )1: 16w w f U< ⊆  olur [8].  

Bunun yanında, 0
Hf S∈  için { } ( )1: 6w w f U< ⊆  olduğu tahmin edilmesine 

rağmen henüz ispatlanamamıştır. 

Sonuç 1.2.2:   Hf S∈  ise, 

        ( ) ( )( ){ } ( )1
1: 116w w b f f U< − ⊆  

şeklindedir [8] .  
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1.3 Harmonik Koebe Fonksiyonu 

 
 Uzun zamandır, analitik yalınkat fonksiyonların  sınıfı üzerindeki birçok 

problem için extremal fonksiyonların önemli rol oynadığı bilinmektedir. 

Harmonik Koebe Fonksiyonu harmonik yalınkat fonksiyonların 

S

0
HS  sınıfı için 

Koebe Fonksiyonunun olası bir benzeridir.  
0
HS  ın yapısındaki  extremal elemanlar  deki Koebe fonksiyonuna benzer 

bir  rol oynar. Fakat bu henüz tam olarak ispatlanamamıştır. 

S

Teorem 1.3.1: Bir h g+  harmonik fonksiyonun reel eksen yönünde yalınkat ve 

konveks olması için gerek ve yeter şart h g−  analitik fonksiyonun yalınkat ve 

reel eksen yönünde konveks (CRA) olmasıdır [8]. 

  Clunie ve Sheil Small [8] Teorem 1.3.1‘i kullanarak klasik  Koebe 

fonksiyonuna benzer olan bir fonksiyonu 0
HS  ailesi için elde etmişlerdir. 

Gerçekten, 

 

( )
( )

2 3

3

1 1
2 6
1

z z z
h z

z

− +
=

−
            ve                ( )

( )

2 3

3

1 1
2 6

1

z z
g z

z

+
=

−
 

 

ile tanımlanmış 0
0 Hk h g S= + ∈  şeklindeki Harmonik Koebe  Fonksiyonunu 

oluşturmuşlardır. ,  U  birim diskini  yalınkat olarak 0k 1
6t−∞ < < −  reel kısmı kesik 

olan  karmaşık düzlemi üzerine dönüştürür (Şekil 1.3.1). Ayrıca  hariç birim ^ 1z =

diskteki tüm  için z ( )0
1

6k z = −  dır. 

 

 

 

 

 

 

k0 

Şekil 1.3.1 
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1.4  Konveks ve Konvekse -Yakın Harmonik Yalınkat Dönüşümler 

 

        , HK K  ve 0
HK sırasıyla S, SH ve S°H  ın  f(U) resmi konveks, , HC C  ve 0

HC da 

f(U) resmi konvekse yakın f  fonksiyonlarının oluşturduğu alt sınıfları göstersin. 

Aşağıda, Clunie J ve T. Sheil Small [8] tarafından elde edilen HK  sınıfına ait bazı 

önemli özellikler verilmiştir.  

Teorem 1.4.1: f h g= + ,  U da yerel olarak harmonik yalınkat bir fonksiyon olsun. 

( )f U  nun imajiner  yönde konveks olması için gerekli ve yeterli şart,  analitik h g+

fonksiyonunun U yu imajiner eksen yönünde konveks bir bölge üzerine konform ve 

yalınkat olarak dönüştürmesidir.   

Teorem 1.4.2 : Hf h g K= + ∈  olması için gerekli ve yeterli şart 0 θ π≤ <  ve z U∈   

için,  

( ) ( )z                                                2ih z e gθ−                                                                (1.4.1)

                                                                                                                             

analitik fonksiyonunun her θ  yönünde konveks olmasıdır. Bu durumda,  h gε+  

fonksiyonları 1ε ≤  için U   da konvekse yakındır. 

Teorem 1.4.3  Hf: h g K+ ∈  ise, ,z z U= 1 2 ∈  için, 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

1 ; 0 1
g z g z

ve g z h z z
h z h z

−
< < < <

− 

şeklindedir. 

Teorem 1.4.4:  0
Hf K∈  olsun. Bu durumda ( )f U ,   açık dairesi ile örtülür. 

Teorem 1.4.5: Hf h g= + ∈K  ise, z U∈  için, 

                          )  ( ) ({ }2Re ' ' 0i ie h z g z e zα α β− −⎡ ⎤i ie e β− ⎡ ⎤+ − ≥⎣ ⎦ ⎣ ⎦                                 (1.4.2) 

olacak şekilde  α ve β  sayıları vardır.  

Kuvvet riler in katsayıları arasse in ındaki eşitsizlikleri göstermek için kullanılan 

domine seriler ve bunların sağladığı özellikleri aşağıda verelim. Bu bağıntılar, katsayı 

eşitsizliklerinin elde edilmesine yardımcı olacaktır. 

 

 

1w <
2
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Teorem 1.4.6: Hf h g K= + ∈ ise,  1z r= <   ve  1, 2,3...n =  için, 

                                                 ( ) ( ) ( )
( ) 2

1 !
2 1

n
n

n
h z

r +

+
≤

−
                                                      (1.4.3) 

                                                                                                                    

ve 

                                                  ( ) ( ) ( )
( ) 2

! 2 1
2 1

n
n

n n r
g z

r +

+ −
≤

−
                                                (1.4.4) 

                                                                                              

şeklindedir.  

 

Eşitlik hali, 

                                             ( )
( )0 2Re Im

1 1
zl z

z z

⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ −⎝ ⎠

z
⎟
⎟

                                      (1.4.5)         

fonksiyonu için geçerlidir.           

 

 Teorem 1.4.7:  0
Hf h g K= + ∈  ve  2,3...n =  için, 

( )
2

n
n

n
h z a z

∞

=

=∑      ve        ( )
1

n
n

n
g z b z

∞

=

=∑

 

                                                    1n na b− ≤                                                                   (1.4.6) 

 

                                   ( ) ( )1 1
2 2n n

n n
a ve b

+ −
≤ ≤                    (1.4.7) 

dir. Eşitlik hali  (1.4.5) de verilen ( )0l z  fonksiyonu için sağlanır. 

Sonuç 1.4.1: Hf h g K= + ∈   ve  1,2,3n =  için  

                                                   1
1 1

2 2n
n na b− +

≤ +  

ve 

                                                   1
1 1

2 2n
n nb b− +

≤ +  

şeklindedir. 
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Konvekse-yakın analitik yalınkat fonksiyonlar ile konvekse-yakın harmonik 

yalınkat fonksiyonlar arasındaki ilişkiyi  aşağıdaki teoremle verelim. 

Teorem 1.4.8: ve , U  da analitik ve H G ( ) ( )' 0 ' 0G H<  olsun. 1ε = olan  her ε  

için H Gε+   konvekse-yakın ise, F H G= +  fonksiyonu da harmonik yalınkat ve 

konvekse-yakındır [8].  

             Yine,  Clunie ve Sheil Small [8] tarafından 1984 yılında aşağıdaki teoremler elde 

edilmiştir. 

Teorem 1.4.9:  f h g= + , U da yerel yalınkat ve belli bir ( ),ε ε ≤1 h g  için, ε+  

fonksiyonunun konveks olması durumunda f  yalınkat ve konvekse-yakın bir fonksiyon 

olur.  

Teorem 1.4.10:  Hf h g C= + ∈  ise, 1,2,3...n =   için, 

  

                                                                ve                     

 

dir.  

Eşitlik hali, 

                                                 ( )
( )

3

3
32 Im

3 1 H
z zk z i C

iz

⎛ ⎞−
= ∈∂⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
                                  (1.4.8) 

fonksiyonu için geçerlidir. 

 

1.5   Yıldızıl Harmonik Yalınkat Dönüşümler 

 

 sırasıyla 0 , H HS S ve S  ın  f (U) görüntü bölgesi yıldızıl olan 

fonksiyonların oluşturduğu alt sınıfları göstersin. 1989 yılında Cima ve Livingston [7] 

tarafından elde edilen, 0
H HSS ve∗ ∗  sınıflarının bazı özellikleri aşağıdaki gibidir. 

Teorem 1.5.1:      Hf h g S ∗= + ∈   ise, 

 

 

fonksiyonu imajiner eksen yönünde konvekstir. 

( )1 2 1
3na n ( )21 2 1

3
2≤ nb n≤+ +

0, H Hve S∗ ∗ ∗S S

( ) ( )
0

i iz e h e g
d

θ θζ ζ
ζ

ζ

− −
∫
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Teorem 1.5.2: Hf S ∗∈  ise, 

fonksiyonu 0
HK sınıfına aittir.Buradaki integral,  ile  0 z

noktasını birleştiren doğru parçası boyuncadır. 

( ) ( )
0

z f
F z

ζ
dζ

ζ
= ∫

Uyarı: Analitik fonksiyonlarda olduğu gibi, Teorem 1.5.2’nin tersi doğru değildir. Yani 
0

HF K∈  iken, 0', Hf zF S ∗=  sınıfına ait olmayabilir. Çünkü, Choquet Teoremi yıldızıl 

bir eğri için sağlanmaz [6]. Buna bir örnek verelim. 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

3 31 1
z zf z h z g z
z z

⎛ ⎞
= + = −⎜ ⎟

⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 

olsun. Bu durumda, 

 

 

 

dir. Ancak  ( ) 0
0 Hl z  olmasına rağmen, K∈ ( ) 0

Hf z S ∗∉  dır. Çünkü f  in 0
HS ∗  sınıfına ait 

olması için  ın yerel yalınkat olması gerekmektedir. Oysa,   h 1
2z −=     için, 

 

 

şeklindedir. 

 Teorem 1.5.3: Hf h g S ∗= + ∈   ise,    1z r= <  için, 

 

 

ve 

 

 

olur. Eşitlik hali 

                                      ( )
( ) ( )

3

0 2
3Re Im

1 3 1
z zk z i
iz iz 3

z⎧ ⎫ ⎧ − ⎫⎪ ⎪ ⎪= + ⎪
⎨ ⎬ ⎨

− −
⎬

⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎪⎭
                         (1.5.1) 

Harmonik Koebe  fonksiyonu için geçerlidir. 

 

Sonuç 1.5.1:  Hf h g S ∗= + ∈   ve   ise,  ( ) ( )
2 1

,n n
n n

n n
h z z a z g z b z

∞ ∞

= =

= + =∑ ∑

  için ,              2,3...n =

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2

02 2
0

2 2
1 1

z z zzf
z d l z

z z
ζ

ζ
ζ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= = − =
⎜ ⎟− −
⎝ ⎠

∫F

( )
( )4
1 2' 0
1

zh z
z

+
= =

−

( ) ( ) ( )
( ) 3

1 ! 2 3 1
6 1

n
n

n n r
h z

r +

+ + +
≤

−

( )
( )( ) ( )

( )

2

3

! 1 2 1 9 3 6

6 1
n

n

n n n n r r
g z

r +

⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦≤
−
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                                     ,n na b n− ≤  

( )( )1 2 1
6n

n n
a

+ +
≤   ve  ( )( )1 2 1

6n

n n
b

− −
≤  

dir. Eşitlik (1. 5.1) da verilen ( )0k z  fonksiyonu için  geçerlidir.  

 

Sonuç 1.5.2:   Hf h g S ∗= + ∈   ise,  2,3...n =  için , 

                       ( )( ) ( )( ) ( )2
1

1 11 2 1 1 2 1 2 1
6 3na n n b n n n≤ ⎡ + + + − − ⎤ < +⎣ ⎦  

 ve 

               ( )( ) ( )( ) ( )2
1

1 11 2 1 1 2 1 2 1
6 3nb n n b n n n≤ ⎡ − − + + + ⎤ < +⎣ ⎦  

dir. Eşitlik (1. 4.8)  de verilen ( ) Hk z S ∗∈∂  fonksiyonu için  geçerlidir.  

1. 6   Tipik Reel Harmonik Yalınkat Dönüşümler 

    Tanım 1.6.1: f , U dan  ye harmonik bir fonksiyon olsun, ^ f ∈\  olduğunda z∈\  

ise, f ’e U da Tipik Reel Harmonik Fonksiyon denir. Eğer f h g= +  şeklindeki tipik reel 

harmonik fonksiyonu ( ) ( )' 'h zz U∈  için , 0 1g z r< < <  için,  

( ) ( ) ( )0, 0 ' 0f ve h> = 0 1=f r   normalizasyon şartlarını  sağlıyorsa, bu fonksiyonların 

sınıfı HT  ile, ( )' 0 0g =  olan HT  daki fonksiyonların sınıfı da 0
HT  ile gösterilir. Eğer 

H f  reel katsayılı ise, Hf T∈  dır. Ayrıca, Hf h g T= + ∈  ise,  için,                              f S∈  ve z U∈

                             ( )( ) ( )( )Im Im 0f z z ≥                                            (1.6.1) 

dır.  f  normalizasyon şartlarını sağladığı zaman bu  durumun tersi de doğru  olur. 

Teorem 1.6.1: 0
Hf h g T= + ∈  ise, h g−  analitik tipik reel fonksiyonlar T 

sınıfına aittir. Aksine, eğer ( ) ( ) ( ) ( ), 0 0 ' 0 ' 0 1h g T h g h− ∈ = = − = 0g=  ve   için,  z U∈

( ) ( )' 'g z h z<  ise 0
Hf h g T= + ∈   [31]. 
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Teorem1.6.2: 0
Hf h g T= + ∈  ise,  1z r= <  ve 2,3...n =  için,  

 

                                                                             
( ) ( )

 

 

 

 

 dir. Eşitlik halleri,  fonksiyonu (1.5.1)  da verildiği gibi olmak ( )0k z

üzere, ( ) ( )0f z ik iz= −  fonksiyonu için geçerlidir [31]. 

Sonuç 1.6.1:  0
Hf h g T= + ∈   ve   ise,  için, ( ) ( )

2 1

,n n
n n

n n

h z z a z g z b z
∞ ∞

= =

= + =∑ ∑ 2,3...n =

,n na b n− ≤  

      ( )( )1 2 1
6n

n n
a

+ +
≤   ve  ( )( )1 2 1

6n

n n
b

− −
≤                       (1.6.2) 

dir. Eşitlik halleri  fonksiyonu (1.5.1)  da verildiği gibi olmak üzere, ( )0k z

( ) ( )0f z ik iz= −  fonksiyonu için geçerlidir [31]. 

Sonuç 1.6.2:  Hf h g T= + ∈   ve   ise,  için, ( ) ( )
2 1

,n
n n

n n

h z z a z g z b z
∞ ∞

= =

= + =∑ ∑ n 2,3...n =

                              ( )( ) ( )( ) ( 2
1

1 11 2 1 1 2 1 2 1
6 3na n n b n n n≤ ⎡ + + + − − ⎤ < +⎣ ⎦ )           

ve   için,                                                1, 2,3...n =

                              ( )( ) ( )( ) ( )2
1

1 11 2 1 1 2 1 2 1
6 3nb n n b n n n≤ ⎡ − − + + + ⎤ < +⎣ ⎦  dir. 

 Eşitlik hali,  ( )
( )

2

3
32Re

3 1 H
z zf z

z

⎧ ⎫+⎪ ⎪= ⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

T∈∂  fonksiyonu için  geçerlidir [8]. 

 

 

 

( )
( ) 36 1

n
nh z

r +≤
−

1 ! 2 3 1n n r
ve

+ + +

( )
( )( ) ( )

( )

2

3

! 1 2 1 9 3 6

6 1
n

n

n n n n r r
g z

r +

⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦≤
−
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1.7  Pozitif  Reel Kısımlı Harmonik Dönüşümler 

f h g= +  olmak üzere ( )Re Ref h g= + olduğundan, U  da analitik ve reel kısmı 

pozitif fonksiyonların sınıfı ile, harmonik ve reel kısmı pozitif fonksiyonların sınıfı 

arasında yakın bir ilişkinin olduğu görülmektedir. Bu bölümde, bu iki sınıf arasındaki 

ilişki verilecektir. Ayrıca analitiklik halinde geçerli olan bazı sonuçların, harmonik 

olması durumundaki geçerliliğine bakılacaktır. 

Tanım 1.7.1: U da harmonik, ( )Re 0f z >  şartını sağlayan ve  şeklinde ( )0f =1

normalize edilmiş f h g= +  fonksiyonlarının sınıfını HP  ile gösterelim. HP  ın ( )0 0zf =  

özelliğine ait fonksiyonlarının oluşturduğu alt sınıfı da 0
HP  ile gösterelim. U da analitik, 

( )Re 0p z >  şartını sağlayan ve ( )0 1p =   şeklinde normalize edilmiş  fonksiyonlarının 

sınıfı  olmak üzere, P HP ⊂ P  şeklindedir.  

 

Teorem 1.7.1: Eğer, Hf h g P= + ∈  ise, p h g P= + ∈  şeklindedir. Aksine,  ,h ve g U

da analitik, ( ) ( )' 0 1 0 0h g ve h g P− = = + ∈  ise, Hf h g P∈= +  yazılır [18].  

Öztürk  [31], 1995 yılında bu teoremden faydalanarak aşağıdaki sonuçları elde 

etmiştir. 

Sonuç  1.7.1: HP  konveks ve kompakttır. 

Sonuç 1.7.2: Hf h g P= + ∈  ise { }: 1X η η= =  ve z U∈  için, 

( ) ( ) ( )
1

1
1

zh z g z d
zη

η μ η
η=

+
+ =

−∫  

ve                                                ( )
1

1 1
2

d
η

μ η
π =

=∫  

olacak şekilde { }: 1X η η= = üzerinde bir tekμ  olasılık ölçüsü vardır. 

Teorem 1.7.2: Hf P∈  ise,   için,   z U∈

 

fonksiyonu da HP  sınıfına aittir. Buradaki integral  ile z ( ) ( )
0

1 z

F z f
z

dζ ζ= ∫ 0
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noktasını birleştiren doğru parçası boyuncadır. 

Teorem 1.7.3:  Reel katsayılı Hf P∈  fonksiyonların sınıfını HPR  ile gösterelim. Böylece,  

0
HF H G T= + ∈  ise için, z U∈

       ( ) ( ) ( )
2 21 1z zf z H z G

z z
− −

= − z  

fonksiyonu HPR  sınıfına aittir. Aksine, Hf h g PR= + ∈  ise,  

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
z zF z H z G z h z g z
z z

= + = −
− −

 

fonksiyonu da 0
HT  sınıfına aittir. 

Teorem 1.7.4: Hf h g PR= + ∈  ise, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1

1 1; 1
1 2 Re 2

zh z g z d d
z zη η

μ η μ η
η π= =

−
+ =

− +∫ ∫ =  

olacak şekilde { }: 1X η η= =  üzerinde bir tekμ  olasılık ölçüsü vardır. 

Teorem 1.7.5: D,  konveks bir bölge, f h g= +  ve ' 'z Hzf f h g P+ = + ∈  ise, h g+  

yalınkattır. 

Teorem 1.7.6: 1Hf P ve z r∈ = <   ise, 

                                              ( )1 Re
1 1

r f z
r r

− +
≤ ≤

+
1 r
−

                                                     (1.7.1) 

olur. Eşitliği sağlayan fonksiyonlardan biri, 

       ( ) 1 1Re Im
1 1

zf z i
z z

+ +⎛ ⎞ ⎛= +⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝
3z ⎞

⎟
⎠

                                            (1.7.2) 

fonksiyonudur. [18]. 

Teorem 1.7.7: Hf h g P= + ∈   ve  z U∈  için, ( ) 0fJ z ≠ olsun. Böylece, 1z r= <  için, 

                                           ( )
( )

( )
( )

2

2 2
1' , ' ,

1 1
rh z g z

r r
≤ ≤

− −
 

 

ve  için, 2,3,...n =
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                                ve                           

     

 şeklindedir. Eşitlik halleri; 

 

 

fonksiyonu için geçerlidir [18].  

 

Sonuç 1.7.3:  Hf h g P= + ∈  ise, 

 

2n na b− ≤  

dir [31].  

Sonuç 1.7.4: ( ) ( ) ( ) 0
Hf z h z g z P= + ∈   ve z U∈  için, ( ) 0fJ z ≠  olsun. Böylece, 

1z r= <  için, 

( ) ( )
2 2

1 ,n
n

n n
h z a z g z b z

∞ ∞

= =

= + =∑ ∑ ,n
n                                         (1. 7.3) 

1na n≤ +   ve  1nb n≤ −                                                    (1. 7.4) 

 

olur [31]. 

 

1.8  Harmonik Fonksiyonlar İçin Subordinasyon Prensibi 

 
               Subordinasyon kavramı ilk olarak Lindelöf [26] tarafından oluşturulmuş fakat 

terim olarak ilk kez Littlewood [24],[25]  ve Rogosinski [34],[35] tarafından tanıtılmış 

ve bazı temel sonuçlar bulunmuştur. Özellikle 1981 yılında Miller ve Mocanu’nun [28]  

makalesinden sonra bu teori çok fazla gelişme göstermiştir. Günümüzde subordinasyon 

teorisi karmaşık analizde çok önemli bir rol oynamaktadır. 

Tanım 1.8.1 f , U da harmonik yalınkat bir fonksiyon olsun.  fonksiyonu da U da w

analitik olsun ve ( ) 1w z ≤ ,  ( )0w 0= ,    ( )' 0 0w >  şartlarını sağlasın. Eğer z U∈  

için, 

( ) ( )
( ) 2

1
1

n
n

n
h z

r +

+
≤

−
( ) ( )

( ) 2

! 2
1

1
n

n n r
r +

+ −
≤

−
ng z

( )
( )

2

2
1

11
zf z

zz
⎛ ⎞= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠−
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( ) ( )( )f z F w z=  

yazılabiliyorsa , f  fonksiyonu  e  Subordinedir  denir ve F f F≺  şeklinde gösterilir.  

Eğer D, ( ) ( )0f D f U∈ ⊆  özelliğinde basit bağlantılı bir bölge ise, ( )f U D=  

bağıntısını sağlayan ve  e subordine olan tek bir F f  fonksiyonu vardır. Gerçekten  w

fonksiyonu U dan   üzerine ( )1F D− ( )0w 0= ,    ( ) 0w >' 0  şartlarını sağlayan konform 

bir dönüşüm olarak tanımlanabilir. 

 Subordinasyon kavramı içerisinde fonksiyonun kendisi ve türevlerini içeren bir 

ifade varsa bu şekildeki ifadelere Diferensiyel Subordinasyon adı verilir[29]. 

Diferensiyel subordinasyon kavramı birinci, ikinci ve n-inci mertebeden diferensiyel 

subordinasyon şeklinde gruplanabilir. 

1.9 Harmonik Fonksiyonlar  İçin  Hadamard Çarpımı(Konvolüsyon) 

İki karmaşık değerli harmonik fonksiyonun Hadamard çarpımı (konvolüsyon) 

2 1

n n
n n

n n
f h g z a z b z

∞ ∞

= =

= + = + +∑ ∑ ve   
2 1

n n
n n

n n
F H G z A z B z

∞ ∞

= =

= + = + +∑ ∑  

olmak üzere, 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 1

n n
n n n n

n n
f F z h H g G z z a A z b B z

∞ ∞

= =

⎡ ⎤∗ = ∗ + ∗ = + +⎣ ⎦ ∑ ∑  

şeklinde tanımlıdır.  

Bu Konvolüsyon formülü f  ve  in anti-analitik kısımlarının sıfır olması F

durumunda ünlü Hadamard Çarpımına indirgenir. 

Analitik fonksiyonlar için iki konveks fonksiyonun Hadamard çarpımının 

konveks olduğu ve 
1

z
z−

 sağ yarı düzlem dönüşümünün Hadamard çarpımın birimi 

olduğunu biliyoruz. Ancak harmonik durumda, sonsuz tane sağ yarı düzlem dönüşümü 

vardır ve bir Hf S∈  harmonik konveks fonksiyonu ile bu sağ yarı düzlem 
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dönüşümlerinden birinin harmonik Hadamard çarpımın, f  in konvekslik hatta 

yalınkatlık özelliklerini koruması gerekmez. 

Örneğin; 

( )
( )1 2Re Im

1 1
zf z i

z z

⎧ ⎫⎪⎧ ⎫= +⎨ ⎬ ⎨−⎩ ⎭ −⎪ ⎪⎩ ⎭

z ⎪
⎬  ve ( )2f z düzgün altıgen=  harmonik 

dönüşümlerini göz önüne alırsak, 1 2f f∗  nin yalınkat olmadığı görülebilir. 

D  deki fonksiyonların harmonik fonksiyonlar için Hadamard çarpımı ile ilgili 

bir sonuç  aşağıdaki gibidir. 

Teorem 1.9.1: Eğer Hf S∈  ve Sϕ∈  konveks dönüşümler ise,  

( ) Hf Sαϕ ϕ∗ + ∈  

fonksiyonu 1α ≤  olmak üzere  yi konvekse-yakın bir bölge üzerine  dönüştürür [8]. D

1.10 Çokdeğerli Harmonik Fonksiyonlar 

Son beş yıl boyunca açık birim diskteki çokdeğerli harmonik fonksiyonlar 

üzerine birçok çalışma oluşturulmuştur. 

Harmonik yalınkat fonksiyonlardan çokdeğerli harmonik fonksiyonlara 

geçerken ortaya aşikar olmayan bir durum çıkar. Bu durumda harmonik fonksiyonlar 

için Duren, Hengartner ve Laugesen tarafından elde edilmiş aşağıdaki argument 

prensibine gereksinim vardır. 

Teorem 1.10.1: f ,  sınırlı  Jordan bölgesinde harmonik bir fonksiyon olsun.  Γ D f  

in D  de sürekli,  üzerinde Γ ( ) 0f z ≠  olduğunu ve  de hiçbir singüler sıfıra sahip D

olmadığını varsayalım.  deki sıfırların mertebelerinin toplamı  olsun. Bu durumda   D m

z ,  üzerinde gezerken Γ ( )( )arg f zΓΔ  ( )f z ’nin argümanının değişimini tanımlamak 

üzere, ( )( )arg 2f z mπΓΔ =  olur  

Teorem 1.10.1,  Om. P. Ahuja ve Jahangiri’yi [1]  daki  bütün çokdeğerli U

 olmak üzere ( )H pn 1p ≥harmonik ve yön koruyan fonksiyonları  sınıfının belirli alt 
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sınıflar                       ını çalışmak için yönlendirmiştir. h  ve g  fonksiyonları  

( ) ( )1 1

2 1

, ,p n p n p

n n
h z z a z g z z

∞ ∞
+ − + −

= =

= + =∑ ∑                   (1.10.1) 1 1 1n p n p pb b+ − + − <

( )H p  deki bir f f h g= +  olarak şeklinde tanımlanmak üzere,  fonksiyonu 
yazılabilir. 

1p ≥  için ( )SH p , U  birim diskini orjine göre yıldızıl ola bir eğri n kapalı 

üzerine dönüş ıldızıl fonksiyonları kapsayan  nin alt sınıfını türen, harmonik y ( )H p
tanımlasın. 

  p-değerli dönüşümlerin yön koruyan olması gerekmez. Örneğin; 

( ) { }2
, : 2D z z= <     üzerinde   4-değ  ( )0 0=f z z z= + a   ve  erlidir   ve ( )1,5 3a =  

olur  [10]. 

Teorem 1.10.2: Eğer,  (1.10.1) ile verilen  f h g= +  fonksiyonu  ve 1pa = 1p ≥  

olmak üzere 

( )( )1 1
1

1 2n p n p
n

n p a b p
∞

+ − + −
=

+ − + ≤∑                                   (1.10.2) 

( )şartını sağlıyorsa, ,f  U f SH p  olur [1].  da harmonik, yön koruyan ve ∈
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2. BÖ ÜM 
HADAMARD ÇARPIM İLE  TANIMLI  k- DÜZGÜN ÇOKDEĞERLİ 

HARMONİK  FON  YENİ BİR SINIFI 

Bu böl ün harmonik  

fonksiyonlar ile ilgili  çokdeğerli yön koruyan karmaşık harmonik  fonksiyonların yeni 

bir sın

        Basit bağlantılı bir  karmaşık bölgesinde tanımlı harmonik bir fonksiyonun, 

L

KSİYONLARIN

 

ümde, Hadamard Çarpım ile tanımlı, birim diskte k − düzg

ıfını tanımlayarak, bu alt sınıfa ait katsayı kestirimlerini, extreme noktalarını, 

büyüme ve bükülme teoremlerini ve  kapalılık özelliklerini  vereceğiz. 

 

2.1 ( ), , ,FH p t kα  Sınıfının Tanımı: 

D ⊂ ^

f h g= +  , z D∈  ş ade edilebildiğini biliyoruz. Burada  ve , eklinde if h g f  in sırasıyla 

analitik ve  anti-analitik larıdır. Özellikle eğer  kısım f  fonksiyonunun anti-analitik 

kısmı sıfır ise,  f  fonksiyonu analitik duruma indirgenir. D  bölgesinde ( )z f z→  

dönüşümünün yön koruyan ve yalınkat olması iç ein ger kli ve yeterli koşul f  in 

Jakobiyeninin pozitif yani , 

( ) ( ) ( )2 2
' ' 0,fJ z h z g z z D= − > ∈  

olmasıdır. 

    ve   ( )
2

n
n

n
h z z a z

∞

=

= +∑ ( ) 1
1

, 1n
n

n
g z b z b

∞

=

= <∑                     (2.1.1) 

ile  birim diskinde harmonik koruyan ve yalınka f h g= +  U , yön t olan 

fonksiyonlarının sınıfını  ile gösterelim.  sınıfı  Clunie ve Sheil Small [8] 

fınd

H H

tara an tanımlanmış ve çalışılmıştır. 

 1p ≥  belirli poziti amsayısı için, 1t ≥  ir tamsayı  olmak üzere, f t  b

       ( ) ( ) 1
1

, 1p n n
n n p t

n p t p t
z z a z g z b z b + −

= + + −n
h

∞

=

∞

= + = <∑ ∑       (2.1.2) 

şeklinde yön koruyan tüm çokdeğerli harmonik  f h g= +  fonksiyo esini 

 ile tanımlayalım. Özellikle 

nlarının ail

( )H p ( )1H H=  dır.  

( )f H p∈ iz re θ=    , 0 2 , 0 1rθ π≤ < ≤ fonksiyonu  eğer, her bir <     için, 

( )( )( )arg ,0if re θ

θ∂
1pα α∂

≥ ≤ <  
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şartını sağlarsa f  fonksiyonuna  α  Mertebeli Çokde erli Yıldızıl Harmonik 

Fonksiyon denir. 

ğ

α  mertebeli çokdeğe ıldızıl harmonik fonksiyonların rli y ( )1,SH α∗   ve  

( ),S pH α∗  sınıflar  [4], [2] ve [16] de çal lmıştır. ı ışı

( ) ( ) ( )
1

pF z H z G z z A= + = + ∑ n n
n n

n p t n p t
z B z

∞ ∞

= + = + −

+ ∑  

belirli bir çokdeğerli harmonik fonksiyon olsun. ( )f F∗ , f   ve   harmonik 

fonksiyonlarının Hadamard çarpımı ve  

 F

( ) ( ) ( ) ( )0 , 1 , 0 1 , 1 ,k k p p t t   için ( )H pzα α≤ < ∞ ≥ ≤ < ≥ ∈U  de,  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

' '
Re

' '
z f F z z f F z

k p
z f F z z f F z

pα
⎛ ⎞∗ ∗

≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟∗ ∗⎝ ⎠
+             (2.1.3) 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonların ailesi, 

                 

( ), , ,FH p t kα  olsun. Burada 

( ) , ( ) ( )i iz r e f z f r eθ θ

θ θ
′= =

∂ ∂
 şeklindedir.∂ ∂  

( )( )Re i iw k w p ke w kpe pθ θRe 1pα α> − + + − ≥  

gerçeğini kullanarak (2.1.3) den 

⇔

 fonksiyonunun ( ), , ,FH p t kαf  sınıf ası için 

gerekli ve yeterli koşulun 

ında olm

( ) ( ) ( )
( )( )

1 '
Re

iθ⎛ ⎞
⎜ ,0 1i

ke z f F z
kpe p

z f F z
θ α α

+ ∗
⎟− ≥ ≤ <
⎟′ ∗⎝ ⎠

                  (2.1.4) 

olması gerektiği bulunur. 

 sınıfı

⎜

( ), , ,FH p t kα  ( )H p  veya   sınıfının daha önce çalışılmış birçok alt 

ş bir sınıftır. Örneğin;   

 

H

sınıfını kapsayan, daha geni

[ ] [ ]( ) ( )

( ) ( ) [ ]
1 1

1 1

; 3 , 16

, ,0,0 ,0 ; 2

z z
z z

Hz z
z z

H p t S p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
    

, , ,0 ,HH p t S pα α∗=

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ] [ ]
1 1

1 1

1,1, ,0 1, ; 19

1,1,0,0 0 ; 41 , 42

H Hz z
z z

H Hz z
z z

H S S

H S S

α α α∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

= =
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( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]
1 1

1 1

', , ,1 : Re 1 ; 20
'

1,1, , , ,1 ; 4

i i
z z
z z

Hz z
z z

zfH p t f H p e pe p
z f

H k G k

θ θα α

α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫⎛ ⎞
= ∈ + − ≥⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭

=
 

şeklindedir. 

Son olarak, 1p ≥  için ( ) ,TH p  

  ( ) ( )
1

,p n n
n

n p t n p t

h z z a z g z b z
∞ ∞

= + = + −

= − =∑ ∑ n               (2.1.5) 

şeklindeki  ve  fonksiyonları için  h g ( )H p  deki f h g= +  fonksiyonlarının sınıfını 

tanımlamak üzere,  

( ) ( ) ( ), , , , , ,FFH p t k TH p H p t kα α= ∩  

ailesini tanımlayalım. 

  

2.2  ve ( ), , ,FH p t kα ( , , ,FH p t kα )  Sınıflarının  Katsayı Kestirimleri: 

Bu kesimde ilk olarak ( ), , ,FH p t kα  sınıfındaki harmonik fonksiyonlar için 

gerekli bir katsayı şartını verdikten sonra bu şartın ( ), , ,FH p t kα  sınıfındaki 

fonksiyonlar için yeterli de olduğunu göstereceğiz. 

Teorem 2.2.1: h  ve  fonksiyonları (2.1.2) de verildiği şekilde tanımlanmak üzere g

f h g= +  olsun. Eğer 0, 1, 0 1k p α≥ ≥ ≤ <  ve  (tamsayı)  iken   1t ≥

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )1

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1n n n n

n p t n p t

n k p k n k p k
a A b B

p p p p
α α

α α α α

∞ ∞

= + = + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + + +
2

+ ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− + − − − − + − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑   

 (2.2.1) 

ise, ( ), , ,Ff H p t kα∈   olur. 

İspat :   ( 2.1.4) ışığında  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 ' ' ( ):
( )

i ike z h H z z g G z p ke h H z g G z A zw
B zh H z g G z

θ θ α⎡ ⎤ ⎡+ ∗ − ∗ − + ∗ + ∗⎣ ⎦ ⎣= =
∗ + ∗

⎤
⎦

iken  olduğunu göstermeliyiz. Yani “( )Re 0w > ( )Re 0 1 1w w> ⇔ + ≥ −w ”   

gerçeğini kullanarak 

( ) ( ) ( ) ( ) 0A z B z A z B z+ − − ≥                                (2.2.2) 
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olduğunu göstermek yeterlidir. (2.2.2) de verilen ( )A z  ve ( )B z  için gerekli 

düzenlemeler yapıldığında, 

 

( ) ( )A z B z+ =  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1

1 1 1

i p n n i p n n p n n
n n n n n n n n n n n n

n p t n p t n p t n p t n p t n p t

i p i n i n i p i
n n n n

n p t n p t n

ke pz na Az nbBz p ke z a Az bBz z a Az bBz

ke pz ke na Az ke nbBz p ke z p ke

θ θ

θ θ θ θ θ

α

α α

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= + = +− = + = +− = + = +−

∞ ∞

= + = +−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + + − − + + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + + − + − + − +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ( )

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1

n i
n n n n

p t n p t

p n
n n n n

n p t n p t

i i p i i n i i n
n n n n

n p t n p t

p i i

n p

a Az p ke bBz

z a Az bBz

p kpe kpe p z n ke p ke a Az n ke p ke bBz

p z n ke p ke

θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ

α

α α α

α α

∞ ∞

= + = +−

∞ ∞

= + = +−

∞ ∞

= + = +−

=

− +

+ + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − + + + − + + − + + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + + + − + +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )

n

n

+

1

1 1n i i n
n n n n

t n p t

a Az n ke p ke bBzθ θ α
∞ ∞

+ = +−

⎡ ⎤− + + + −⎣ ⎦∑ ∑
 

ve   

( ) ( )A z B z− =  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1

1 1 1

i p n n i p n n p n n
n n n n n n n n n n n n

n p t n p t n p t n p t n p t n p t

i p i n i n i p i
n n n n

n p t n p t n

ke pz na Az nb B z p ke z a Az b B z z a Az b B z

ke pz ke na Az ke nb B z p ke z p ke

θ θ

θ θ θ θ θ

α

α α

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= + = + − = + = + − = + = + −

∞ ∞

= + = + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + + − − + + + − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + + − + − + − +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ( )

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1

n i
n n n n

p t n p t

n

p n n
n n n n

n p t n p t

i i p i i n i i n
n n n n

n p t n p t

p i i

n p

a Az p ke b B z

z a Az b B

p kpe kpe p z n ke p ke a Az n ke p ke b B z

p z n ke p ke

θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ

α

α α α

α α

∞ ∞

= + = + −

∞ ∞

= + = + −

∞ ∞

= + = + −

=

− +

− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − − + + − + − − + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − + + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )

z

−

1
1 1 .n i i n

n n n n
t n p t

a Az n ke p ke b B zθ θ α
∞ ∞

+ = + −

⎡ ⎤− + + + +⎣ ⎦∑ ∑
 

yazılır. Buradan, 
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( ) ( ) ( ) ( )A z B z A z B z+ − −  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2 1 2 1

p n
n n

n p t

n n
n n n n

n p t n p t

n
n n

n p t

p

n
n n

n p t

p p z n k p k a A z

n k p k b B z n k p k a A z

n k p k b B z

p p z

n k p k a A z n k p k

α α α

α α

α

α α

α α

∞

= +

∞ ∞

= + − = +

∞

= + −

∞

= +

≥ − + − − − − + − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− + + + − − + − + −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣

− + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

− + − + − + + +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦

∑

∑ ∑

∑

∑

⎤⎦

1

n
n n

n p t

b B z
∞

= + −

⎤⎣ ⎦∑

 

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )1

2 1
1

1 1 1 1
1 1 1 1

2 1
1 1 1 1

0

n n
n p tp

n n
n p t

n k p k
a A

p p
p p z

n k p k
b B

p p

α
α α

α α
α

α α

∞

= +

∞

= + −

⎧ ⎫+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦−⎪ ⎪
− + − − −⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦= − + − − −⎡ ⎤ ⎨ ⎬⎣ ⎦ + + +⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦−⎪ ⎪− + − − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎩ ⎭

≥

∑

∑

 

elde edilir.  Hipotez gereği bu son ifade negatif olmayandır. Böylece, ispat tamamlanır. 

1

1n n
n p t n p t

X Y
∞ ∞

= + = + −

+ =∑ ∑   

olmak üzere, 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )1

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1

p n n
n n

n p t n p t n

p p p p
f z z X z Y z

n k p k n k p k B
α α α α

α α

∞ ∞

= + = + −

− + − − − − + − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= + +
+ − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑  

(2.2.3)     

fonksiyonları  (2.2.1) ile verilen katsayı eşitsizliğinin kesin olduğunu gösterir. 

 

Sonuç 2.2.1:  ve  fonksiyonları (2.1.2) ile  verilmek üzere h g f h g= +  olsun. 

0 1α≤ <  için 1
1

p
α

≥
−

 alalım. Bu durumda eğer, 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1n n n n
n p t n p t

n k p k a A n k p k b Bα α
∞ ∞

= + = + −

+ − + + + + + ≤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑ 1 

şartı sağlanırsa  ( ), , ,Ff H p t kα∈  olur. 
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Sonuç 2.2.2: h  ve  fonksiyonları (2.1.1) ile  verilmek üzere g f h g= +  olsun. Yine 

0 1α≤ <  için 11
1

p
α

≤ ≤
−

 alalım. Bu durumda eğer, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1n n n n
n p t n p t

n k p k a A n k p k b B p 1α α α
∞ ∞

= + = + −

+ − + + + + + ≤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑  

ise ( ), , ,Ff H p t kα∈  olur. 

 Aşağıdaki teoremde yukarıda verilen gerekli şartın ( ), , ,FH p t kα  için  yeterli de 

olduğunu göstereceğiz.  

Teorem 2.2.2 : h  ve  fonksiyonları   (2.1.5)  ile   verilmek  üzere   g f h g= +  olsun 

ve 0, 0 1k α≥ ≤ <  alalım. Bu durumda, 

i)  11
1

p
α

≤ ≤
−

  iken ( , , ,F )f H p t kα∈   olması için gerekli ve yeterli koşul, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1n n n n
n p t n p t

n k p k a A n k p k b B p 1α α α
∞ ∞

= + = + −

+ − + + + + + ≤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑  

olmasıdır. 

ii)    iken  ( )1p α− ≥1 ( ), , ,Ff H p t kα∈  olması için gerekli ve yeterli koşul, 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1n n n n
n p t n p t

n k p k a A n k p k b Bα α
∞ ∞

= + = + −

1+ − + + + + + ≤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑        (2.2.4) 

olmasıdır. 

 

İspat: Sonuç (2.2.1) ve Sonuç (2.2.2) ye göre, (2.2.4) şartı sağlanmazsa 

( , , ,F )f H p t kα∈  olduğunu göstermek yeterlidir. ( ), , ,FH p t kα  de olan (2.1.5) ile  

verilen  f h g= +  fonksiyonu için gerekli ve yeterli şart (2.1.4) eşitsizliğinin 

sağlanmasıdır. Eşdeğer olarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1
Re 0

i ike z h H z z g G z p ke h H z g G z

h H z g G z

θ θ α
⎛ ⎞⎡ ⎤′ ′ ⎡ ⎤+ ∗ − ∗ − + ∗ + ∗⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎜ ⎟ ≥
⎜ ⎟⎡ ⎤∗ + ∗⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.2.5) 

eşitsizliğini elde etmeliyiz. 0  olmak üzere   nin değerlerini pozitif reel 

eksen üzerinde seçerek  ve 

1z r≤ = < z

( )Re iθ 1ie e θ− ≥ − = −  eşitliğini kullanarak (2.2.5) eşitsizliği  
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( ) ( )
1 1

1

1
Re

i p n n i p n n
n n n n n n n n

n p t n p t n p t n p t

p n n
n n n n

n p t n p t

ke pz n a A z n b B z ke p z a A z b B z

p z a A z b B z

θ θ α
∞ ∞ ∞ ∞

= + = + − = + = + −

∞ ∞

= + = + −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤
+ − − − + − +⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⎨ ⎬⎡ ⎤⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

( ) ( )
1 1

1

1 p n n p n
n n n n n n n n

n p t n p t n p t n p t

p n n
n n n n

n p t n p t

k pr n a A r n b B r k p r a A r b B r

p r a A r b B r

α
∞ ∞ ∞ ∞

= + = + − = + = + −

∞ ∞

= + = + −

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡
+ − − − + − +⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢

⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣≥ ⎨ ⎬⎡ ⎤⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

n ⎤
⎥
⎦

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1 1p n
n n n n

n p t n p t

p n n
n n n n

n p t n p t

np r n k p k a A r n k p k b B

p r a A r b B r

α α
∞ ∞

= + = + −

∞ ∞

= + = + −

⎧ ⎫
− − + − + − + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎡ ⎤⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑

∑ ∑

rα

 
 

indirgenir. 1r −→  alarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1 1
0

1

n n n n
n p t n p t

n n n n
n p t n p t

p n k p k a A n k p k b B

a A b B

α α α
∞ ∞

= + = + −
∞ ∞

= + = + −

⎧ ⎫
− − + − + + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎩ ⎭ ≥
− +

∑ ∑

∑ ∑
  

eşitsizliğini elde ederiz  Eğer (2.2.5) şartı sağlanmazsa, bu durumda (2.2.6) nın payı (i) 

ve (ii) şartlarından dolayı 1 e yeteri kadar yakın  sayıları için negatif olur. Bu (2.2.6) 

nın sol tarafını negatif yapan 

r

0 0 1z r= >  , sayısının varolduğunu gösterir. Bu da bir 

çelişkidir. 

 

2.3 ( ), ; ,FH p t kα  Sınıfının  Büyüme Sınırları : 

Bu kesimde (2.1.3) tanımını kullanarak ( ), ; ,FH p t kα  sınıfı için büyüme 

sınırlarını elde edeceğiz.  

 

 

 

Teorem 2.3.1: ( , ; ,F )f H p t kα∈  ise, bu  durumda  1z r= <   ve  için, nA B≤ n
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( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 1
1 1 1

1
1 1 1

1 11
1 ; 1 1

1 1

1 111
1 1

p t p
p t p t p t

p t p t

p t
p t p t p t

p t p t

p t k p kp
b r b B r p

p t k p k A p t k p k A
f z

p t k p k
b r b B

p t k p k A p t k p k A

αα
α

α α

α
α α

+ − +
+ − + − + −

+ +

+ −
+ − + − + −

+ +

⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤− ⎣ ⎦⎜ ⎟+ + − −
⎜ ⎟+ + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠≤
⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟+ + −
⎜ + + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

( )1; 1 1pr p α+

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪

≤

− ≥⎪ ⎟⎪⎩
                (2.2.7) 

 

ve 

 

( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

1
1 1 1

1 11
1 ; 1 1

1 1

1 111
1 1

p t p
p t p t p t

p t p t

p t
p t p t p t

p t p t

p t k p kp
b r b B r p

p t k p k A p t k p k A
f z

p t k p k
b r b B

p t k p k A p t k p k A

αα
α

α α

α

α α

+ − +
+ − + − + −

+ +

+ −
+ − + − + −

+ +

⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤− ⎣ ⎦⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟+ + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠≥
⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟− − −
⎜ + + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

( )1; 1 1pr p α+

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪

≤

− ≥⎪ ⎟⎪⎩

     (2.2.8)                     

yazılabilir.  Bu eşitsizliklerdeki alt ve üst sınırlar büyültülemez ve küçültülemez. 

 

İspat:   olduğunu varsayalım. ( )1p α− ≤1 ( )1p α 1− ≥  için de ispat benzerdir. 

 ( ), , ,Ff H p t kα∈  ve ,p t n p t nA A A B+ +≤ ≤  ise, Teorem 2.2.2 gereği 

aşağıdaki eşitliği yazabiliriz. 

 

( )

( )
1

1

1
1

p n n
n n

n p t n p t

p tp n n
n n p t n

n p t n p t n p t

f z z a z b z

z a z b z b b z

∞ ∞

= + = + −

∞ ∞ ∞ + −

+ −
= + = + = + −

= − +

= − + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑
                , 1z r= <  

           ( ) ( )1

1

p tp n n
p t n n

n p t
z b z a z b z

∞+ −

+ −
= +

= + − −∑  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

1
1

1 1
1

1
1

1

1
1

1

1

1
1

1

1
1

1
1

1

1
1

p t n
p t n n

n p t

p t p
p t n n

n p t

p t
p t

p t

p t p
n n

n p t

p t
p t

p t

p t

b r a b r

b r a b r

p
b r

p t k p k A

p t k p k A
a b r

p

p
b r

p t k p k A

n k p k A
p

α
α

α
α

α
α

α
α

∞
+ −

+ −
= +

∞
+ − +

+ −
= +

+ −
+ −

+

∞
+ +

= +

+ −
+ −

+

+

≤ + + +

≤ + + +

−
= + +

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ +
−

−
= + +

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦
−

∑

∑

∑

( ) ( )
( )

11
1

p t p
n n

n p t

n k p k A
a b

p
α

α

∞
+ +

= +

⎛ ⎞+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟+
⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ r

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
1

1

1
1

1

1 1
1 1

p t
p t

p t

p
n n n n

n p t

p
b r

p t k p k A

n k p k n k p k
A a B b r

p p

α
α

α α
α α

+ −
+ −

+

∞
+

= +

−
≤ + +

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞+ − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦+⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑

 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

1
1

1
1 1

1
1

1

1 1
1

1

p t
p t

p t

p
p t p t

p
b r

p t k p k A

p t k p k
b B r

p

α
α

α
α

+ −
+ −

+

+
+ − + −

−
≤ + +

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

( )
( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1
1

1
1 1

1

1 11
.

1 1

p t
p t

p
p t p t

p t p t

b r

p t k p kp
b B r

p t k p k A p t k p k A
αα

α α

+ −
+ −

+
+ − + −

+ +

= +

⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤− ⎣ ⎦⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟+ + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

olarak bulunur. 

Benzer şekilde, 

( )

( )
1

1

1

p n n
n n

n p t n p t

p tp n n
n n p t

n p t n p t

f z z a z b z

z a z b z b z

∞ ∞

= + = + −

∞ ∞ + −

+ −
= + = +

= − +

= − + +

∑ ∑

∑ ∑
       , 1z r= <  

           ( ) ( )( )1

1

p t np n
p t n n

n p t
z b z a z b z

∞+ −

+ −
= +

= + − −∑  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

1
1

1 1
1

1
1

1

1
1

1

1

1
1

1

1
1

1
1

1

1
1

p t n
p t n n

n p t

p t p
p t n n

n p t

p t
p t

p t

p t p
n n

n p t

p t
p t

p t

p t

b r a b r

b r a b r

p
b r

p t k p k A

p t k p k A
a b r

p

p
b r

p t k p k A

n k p k A
p

α
α

α
α

α
α

α
α

∞
+ −

+ −
= +

∞
+ − +

+ −
= +

+ −
+ −

+

∞
+ +

= +

+ −
+ −

+

+

≥ − − +

≥ − − +

−
= − −

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ +
−

−
= − −

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦
−

∑

∑

∑

( ) ( )
( )

11
1

p t p
n n

n p t

n k p k A
a b

p
α

α

∞
+ +

= +

⎛ ⎞+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟+
⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ r

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
1

1

1
1

1

1 1
1 1

p t
p t

p t

p
n n n n

n p t

p
b r

p t k p k A

n k p k n k p k
A a B b r

p p

α
α

α α
α α

+ −
+ −

+

∞
+

= +

−
≥ − −

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞+ − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦+⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑

 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

1 1
1 1 1

1 11
1 1

11
p t p

p t p t p t
p t

p t k p kp
b r b B r

pp t k p k A
αα

αα
+ − +

+ − + − + −
+

⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤− ⎣ ⎦≥ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟−+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎝ ⎠

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 1
1 1 1

1 11
1

1 1
p t p

p t p t p t
p t p t

p t k p kp
b r b B r

p t k p k A p t k p k A
αα

α α
+ − +

+ − + − + −
+ +

⎛ ⎞+ − + + +⎡ ⎤− ⎣ ⎦⎜ ⎟= − − −
⎜ ⎟+ + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

olarak bulunur.  

 

Sonuç 2.3.1 : 

      Eğer, ( ), , ,Ff H p t kα∈  ise, 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ]
( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ]

( )( ) ( )
( )

1 1

1 1

1 1 11
1 ; 1 1

1 1
:

1 1 111 ; 1 1
1 1

p t p t

p t p t

p t p t

p t p t

p t k p k p t k p k B bp
p

p t k p k A p t k p k A
w w

p t k p k p t k p k B b
p

p t k p k A p t k p k A

α αα
α

α α

α α
α

α α

+− +−

+ +

+− +−

+ +

⎧ + + − + − + − + + +⎡ ⎡ ⎤− ⎣ ⎣ ⎦− − −⎪
+ + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ <⎨

+ + − + − + − + + +⎡ ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎣ ⎦− − −⎪ + + − + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

≤

≥

( )f U

⎫
⎪
⎪⎪⊂⎬
⎪
⎪
⎪⎭

 

olur.  
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2.4  ( ), ; ,FH p t kα  Sınıfının Kapalılık Özelliği : 

Bu kesimde clco ( , , ,FH p t kα )  ile tanımlanan ( ), , ,FH p t kα  sınıfının kapalı 

konveks zarfının extreme noktalarını  ve ( ), , ,FH p t kα  sınıfının konveks bileşimler 

altında kapalı olduğunu göstereceğiz.  

 

Teorem 2.4.1:  0 ( , 1,...)nA n p t n p t≠ = + = + −  ve  

0 ( 1, ,...)nB n p t n p t≠ = + − = +  olduğunu varsayalım. Bu durumda f  fonksiyonunun 

clco ( , , ,FH p t kα )  da olması için gerekli ve yeterli koşul   

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) (

( ) ( )

)

( ) (

1 ,

1
, 1,... , 1 1

1

1 , 1,... , 1 1
1

p
p t

p n

n
n

p n

n

h z z

p
z z n p t p t

n k p k A
h z

z z n p t p t
n k p k A

α
α

α

α
α

+ − =

−⎧
− = + + +⎪ + − +⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦= ⎨

⎪ − = + + +
⎪ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦⎩

)

p

p

− ≤

− ≥

                            

 ve 

( )

( )
( ) ( ) ( ) (

( ) ( )

)

( ) (

1
1, ,... , 1 1

1

1 1, ,... , 1 1
1

p n

n
n

p n

n

p
z z n p t p t

n k p k B
g z

z z n p t p t
n k p k B

α
α

α

α
α

−⎧
+ = + − +⎪ + + +⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦= ⎨

⎪ + = + − +
⎪ + + +⎡ ⎤⎣ ⎦⎩

)

p

p

− ≤

− ≥
 

1
1

1p t p n n
n p t n p t

,X X X
∞ ∞

+ −
= + = + −

⎛ ⎞
≡ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ Y 0, 0,n nX Y≥ ≥   olmak üzere 

                     ( ) ( ) ( )
1

n n n n
n p t

f z X h z Y g
∞

= + −

= +∑ z z U ,   ∈                                  (2.2.9)     

şeklinde olmasıdır. 

Özellikle ( , , ,FH p t kα )  sınıfının extreme noktaları { }nh  ve  { }ng  fonksiyonlarıdır.  

İspat:   İspatı  için yapalım. ( )1p α− ≤1 ( )1p α 1− ≥  durumundaki ispatta, benzer 

şekilde yapılabilir.  

( )1p α− ≤1 olduğunu varsayalım. (2.2.9) şeklindeki fonksiyonlar için  

      ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1

1 1
1 1

np n
n n

n p t n p tn n

p p
f z z X z Y z

n k p k A n k p k B
α α

α α

∞ ∞

= + = + −

− −
= − +

+ − + + + +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣
∑ ∑ ⎤⎦

 

yazabiliriz. Diğer taraftan,  için 0 1pX≤ ≤
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( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )1

1 11 1
1 1 1 1

n n
n n

n p t n p tn n

n k p k A n k p k Bp p
X Y

p n k p k A p n k p k
α αα α

α α α

∞ ∞

= + = + −

⎛ ⎞ ⎛+ − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦+⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜− + − + − + + +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑ Bα

⎞
⎟⎟⎤⎦ ⎠

≤

 

( )
1

1 1n n p
n p t n p t

X Y X
∞ ∞

= + = + −

⎛ ⎞
= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

 olur. Böylece Teorem 2.2.2 den ( ), , ,Ff H p t kα∈  bulunur.  

Diğer tarafı ispatlamak için,  ( ), , ,Ff H p t kα∈  olsun. Teorem 2.2.2 den 

( )
( ) ( )

1
1n

n

p
a

n k p k A
α

α
−

≤
+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦

   ,   ( )
( ) ( )

1
1n

n

p
b

n k p k B
α

α
−

≤
+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦

. 

yazılır. Şimdi   

( ) ( )
( )

1
1

n n
n

n k p k a A
X

p
α

α
+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦=

−
   ,    

( ) ( )
( )

1
1

n n
n

n k p k b B
Y

p
α

α
+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦=

−
 

alalım ve   
1

1p n
n p t n p t

nX X
∞ ∞

= + = + −

⎛ ⎞
= − +⎜

⎝ ⎠
∑ ∑

( )

Y ⎟ 0pX ≥   ;             tanımlayalım.  Bu durumda,            

1

; 0n 1, 0 1p n
n n n n

n p t n p t

f z z a z b z X Y
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  gerekli gösterimi elde ederiz. Böylece  f   fonksiyonu  (2.2.9)ile ifade edilebilir. 

 

Çalışmamıza ait son teoremimiz  ( ), , ,FH p t kα  sınıfının elamanlarının konveks 

bileşimi ile ilgili olan aşağıdaki teoremdir. 
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Teorem  2.4.2: ( , , ,FH p t kα )  sınıfı konveks lineer bileşimi altında kapalıdır. 

İspat:   için 1, 2,...i = if  fonksiyonları 

( )
1

n n

p n
i i

n p t n p t

n
if z z a z b z

∞ ∞

= + = + −

= − +∑ ∑  

 ile verilmek üzere ( ), , ,i Ff H p t kα∈   olduğunu varsayalım. Aynı zamanda 

1

( )
n

p n
i i

n p t n p t

F z z A z B z
∞ ∞

= + = + −

= + +∑ ∑ n

n
i

≤

 belirli harmonik fonksiyonlarının verildiğini 

varsayalım. 

1
1, 0 1i

i
μ μ

∞

=

= ≤∑  için,  if  fonksiyonunun konveks bileşimi 

                 ( ) ( )
1 1 1 1

n

np n
i i i i i i

i n p t i n p t i
n
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑           (2.2.10) 

olarak yazılabilir. 
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olduğundan ve (2.2.10) eşitliği 
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olduğunu verir. Böylece (2.2.1) ile verilen katsayı eşitsizliği sağlanır. Bu durumda,    

( ) ( )
1

, , ,i i F
i

f z H p t kμ α
∞

=

∈∑  

 sınıfında olduğu görülür. 
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