T.C
DIiCLE UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitlisu

HADAMARD CARPIM ILE TANIMLI k-DUZGUN
COKDEGERLI HARMONIK FONKSIYONLARIN
YENI BiR SINIFI

F. MUGE SAKAR

YUKSEK LiSANS TEZi

(MATEMATIK ANABILIM DALI)

DIYARBAKIR

TEMMUZ-2008



I
DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGU

DIYARBAKIR

id

Fethiye Miige SAKAR tarafindan vapilan  “lladamard Carpim ile tamimh
k-diizglin Cokdegerli Harmonik Fonksivonlarin Yeni bir Simfi™ konulu bu calisma |
jirimiz tarafindan Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS tezi olarak kabul
edilmistir

| Jiiri Uyesinin
Unvan Adi Sovadi /A)
Baskan: Dog.Dr H.Ozlem GUNEY (Danisman) A
| Uye : Prof.Dr Muhammet KAMALI ‘

| Uye : Prof. Dr. Sezai OGRAS
ve rof. Dr ezai LMM'JZ

Tez Savunma Sinavi Tarihi: 03 /07 /2008

Yukaridaki bilgilerin dogrulugunu onaylarim.

il /2008

Prof. Dr. Necmettin PIRINCCIOGI.U
ENSTITU MUDURUD

( MITHITR
{ MUTHUR )




TESEKKUR

Bu c¢alismanin gergeklestirilmesinde ve karsilasilan giicliiklerin agilmasinda yol
gosterici olan, yasama dair her konuda her zaman ilgi ve destegini hep yanimda
hissettigim,

Sayin danisman hocam;

Dog¢. Dr. H. Ozlem GUNEY ’e,

Tezimin olusturulmasi sirasinda bilgi ve desteklerini higbir zaman esirgemeyen

Sayin hocam;

Prof. Dr. Om. P. Ahuja ’ya,

Tezimi olustururken her zaman daha 1iyisini yapabilmem ic¢in benden
yardimlarini esirgemeyen sevgili esim M. Nafi SAKAR’a ve hayatimda ondan daha

degerli hi¢birsey olmadigina tiim kalbimle inandigim birtanecik ogluma,

Tiim yasantim boyunca her zaman desteklerini gordiigiim, bana duyduklari

sevgi, anlayis ve glivenle beni bu giinlime getiren canim anneme ve babama,

Son olarak bu c¢alisgmayr 07-02-21 nolu projeyle destekleyen Dicle

Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Komisyonu - DUBAP’ a katkilarindan dolayi,

Sonsuz tesekkiirler....

F.Miige SAKAR



ICINDEKILER

AMAC i

OZET i
SUMMARY iii
SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi iv
ONSOZ vi

1. BOLUM HARMONIK YALINKAT FONKSiYONLAR

1.1 Genel Bilgiler 1

1.2 S, ve S} Swniflan 18
1.3 Harmonik Koebe Fonksiyonu 24
1.4 Konveks ve Konvekse Yakin Harmonik Yalinkat Doniigtimler 25
1.5 Yildizil Harmonik Yalinkat Doniigiimler 27
1.6 Tipik Reel Harmonik Yalinkat Doniistimler 29
1.7 Pozitif Reel Kisimli Harmonik Doniistimler 31
1.8 Harmonik Fonksiyonlar Igin Subordinasyon Prensibi 33

1.9 Harmonik Fonksiyonlar Icin Hadamard Carpimu 34
1.10 Cokdegerli Harmonik Fonksiyonlar 35

2. BOLUM HADAMARD CARPIM iLE TANIMLI k-DUZGUN

COKDEGERLI HARMONIK FONKSiYONLARIN YENI BiR SINIFI

2.1 H(p.t,a.k) Smifinin Tanimi 37
22 H.(p.t,a.k) veH-(p,t,a,k) Simflarinin Katsay1 Kestirimi 39
2.3 HE ( p,t;x, k) Sinifinin Biiyime Sinirlart 43
24 HE ( p.ta, k) Sinifimin Kapalilik Ozellikleri 47
KAYNAKLAR 50

OZGECMIS 53



AMAC

Son zamanlarda harmonik fonksiyonlar kurami, karmasik analiz alaninda calisan
pek cok matematikg¢inin ilgisini ¢ekmistir. Herhangi bir fonksiyonun harmonik yalinkat
olmasi durumu, bu fonksiyonun davranigsinin belirlenmesinde olduk¢a &nemli rol

oynamaktadir.

Bu ¢aligmadaki amacimiz, dncelikle, harmonik fonksiyonlarin yeni bir alt sinifin1

tanimlamak ve bu sinif ile ilgili baz1 6nemli teoremleri ispatlamaktir.

Bir diger amacimiz ise, Ozellikle birinci boliim ile bu alanda ¢alisan

aragtirmacilara yol gosterici bir kaynak olusturmaktir.
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OZET

Bu calisma iki boliimden olugsmaktadir.

Birinci béliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verildi.

Ayrica bu bolimde h, g birim diskte analitik fonksiyonlar olmak {izere

h(0)=g(0)=h'(0)-1=0 seklinde normalize edilmis, yon koruyan harmonik yalinkat

f(z)=h(z)+9(z) tipindeki fonksiyonlarm S,, smufi ve bunun alt simflarinin temel

Ozellikleri incelendi.

Ikinci béliimde, gokdegerli harmonik fonksiyonlarm H (p) smifinin H (p,t,a.k)

ve Ho ( p,t,«, k) ile adlandirilan yeni iki 6zel alt sinifi ¢alisildi. Ayrica bu smiflar ile ilgili

Katsay1 Kestirimleri, Biiyiime sinirlari, extreme noktalar1 ve Kapalilik 6zellikleri ayrintili bir

sekilde incelendi.
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SUMMARY

This work consists of three chapters.

In the first chapter, basic definitions and theorems, which will be used in other

chapters are given. Furthermore, the class S, of sense preserving univalent harmonic

functions f(z)=h(z)+g(z) normalized by h(0)=g(0)=h'(0)-1=0, where h and g are

analytic functions on unit disk, and the fundamental properties of its subclasses are

investigated in this chapter.

In the second chapter , which consists of the main part of our study, two special

subclasses named H.(p,t,a,k) and H_(p,t,a,k) of the class H(p) of harmonic

multivalent functions are defined. Furthermore, coefficient estimates, distortion boundary,

extreme points and closure properties concerned with this classes are shown with details.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler

(1-2)

Aciklamalar

Karmagik sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

{z:2eC ve |z| <1} seklindeki agik birim disk
Unun f fonksiyonu altindaki goriintiisii
f fonksiyonunun z’ye gore tiirevi

f fonksiyonunun eslenigi
f fonksiyonunun imajiner kismi
f fonksiyonunun reel kismi

U nun Laplasiyeni

Normalize edilmis yalinkat fonksiyonlarin sinifi

Yildizil fonksiyonlarin sinifi
Konveks fonksiyonlarin sinifi
Gergel kismi pozitif olan fonksiyonlarin siifi

f ve g fonksiyonlarinin hadamard ¢arpimi

f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir.

>, Koebe fonksiyonu

Analitik fonksiyonlarin sinifi
Cokdegerli harmonik fonksiyonlar sinifi
Y 6n koruyan, harmonik, yalinkat fonksiyonlarin sinifi

9'(0)=0 bagintisini saglayan f(z)eS, fonksiyonlarmin
sinifl

S, smifinin kapanisi
f fonksiyonunun z deki jakobiyeni

f fonksiyonunun z’deki tam diferansiyeli



a(2)

COA

f fonksiyonunun genislemesi
A y1 bulunduran biitiin kapali konveks kiimelerin kesigimi
Reel kism1 pozitif normalize edilmis harmonik fonksiyonlarin sinifi
Reel katsayili f € P, fonksiyonlarin sinifi

Olasilik 6l¢iisii
Yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks fonksiyon

h 1n n. mertebeden tiirevi

f (z) nin argiimaninin degisimi.

k — diizgiin konveks fonksiyonlarin sinifi

k —yildizil fonksiyonlarin sinifi

a mertebeli k — diizgilin konveks fonksiyonlarin sinifi

a mertebeli kK —yildizil fonksiyonlarin smifi
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ONSOZ

Diizlemde harmonik doniisiim, reel ve sanal kisimlar1 eslenik olmayan yalinkat,
karmasik degerli harmonik fonksiyonlardir. Bir bagka ifadeyle, Cauchy-Riemann
esitsizliklerini saglamayan ve dolayisiyla analitik olmak zorunda olmayan
fonksiyonlardir.

Diizlemsel harmonik yalinkat doniisimler minimal yiizeylerin gosteriminde
kullanilmaktadir. Ornegin, E. Heinz [6], 1952 yilinda bu gdsterimleri birim disk {izerinde
parametrik olmayan minimal ylizeylerin Gaussion egriliginin ¢alismalarinda kullanmistir.
Miihendislik, fizik, elektronik, tip, acrodinamik ve matematik biliminin diger branslarinda
da kullanilmaktadir.

Diizlemde harmonik doniisiimler teorisinin gelismesi iki temel esasa
dayanmaktadir. 1920’lerin basinda diferansiyel geometriciler minimal ylizeyler
teorisindeki dogal rollerinden dolayr harmonik déniisiimleri calismislardir. izotermal
parametreler ile minimal yiizeylerin gdsteriminde {i¢ koordinat fonksiyonlarin her biri
harmoniktir. Boylece onun temel diizlemindeki parametrik olmayan minimal bir
ylizeyin izdligiimii bir harmonik doniisiimii ifade etmektedir. Gauss egriligi gibi minimal
yiizeylerin 6zellikleri bu harmonik doniisiimlerle etkili olarak c¢aligilabilir. Tibar, Rado,
Lipman Bers, Erhard Heinz, Johannes Nitsche ve digerleri harmonik doniisiimler ve
minimal yiizeyler arasindaki iligkiyi 6rneklemek i¢in (1960’dan once) ilk katkilarini
yapmiglardir.

Harmonik yalinkat dontisiimler konformal doniisiimlerle yakindan iligkilidir. Fakat
konformal doniisiimlerin aksine, harmonik yalinkat doniistimler goriintii bolgeleriyle
belirlenmez. Aralarindaki diger 6nemli bir fark ise, harmonik yalinkat doniistimlerin

degerini, agik birim diskin siirmdaki aralik tizerinde almasidir. Diger taraftan, harmonik

doniistimler karmasik degerli z ve z ’nin eslenigi olan z ile sirastyla analitik ve anti-
analitik kistmdan olugmus iki katli seri yapisina sahiptirler. Bu nedenle, Fourier serilerine
benzer bir kuvvet serisi sayilirlar. Harmonik yalinkat doniisiimlerin ¢alismasi bu ilging
ozelliginden dolay1 olduk¢a 6nemlidir.

Son zamanlarda karmasik analizciler konformal doniisiimlerin bir genellestirmesi
olarak harmonik doniisiimleri ¢aligmislardir. Bir ¢alismada James Clunie ve Terry
Sheil-Small genisgletilmis tahminlerin belli formlarinin hala belirlenmemis olmasina

ragmen klasik biliylime ve biikiilme teoremlerinin, Ortii teoremlerinin ve katsayi
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tahminlerinin gecerli bir benzerligini bulmuslardir. Bu kisiler ayn1 zamanda klasik
Koebe Fonksiyon Teorisinde extremal rol oynayan bir “Harmonik Koebe
Fonksiyonunu” da olusturmuslardir. Bunlar harmonik doniisiimler i¢in 6zel geometrik
ozellikler ile bazilarmin saglandigi zarif ve mantikli olan varsayimi ortaya ¢ikarir.
Clunie ve Sheil Small’in ¢alismasi diger karmasik analizcilerin ilgisini ¢ekmistir ve

harmonik doniisiimler arastirmalarda yeniden aktif bir alan haline gelmistir.

Bu teorinin baska bir yonii, “Riemann Doniigiim Teoremi’nin” uygun bir
harmonik benzerini arastirmaktir. Buradaki konu kismi diferansiyel esitlikler ve hemen
hemen konformal doniisiimler teorisi arasinda bir iliski kurabilmektir. 1980°lerde
Walter Hengartner ve Glenn Schober digerlerine ait bu konuyla ilgili, bir dizi makale
yazmiglardir. Hemen hemen konformal doniisiimler hakkindaki standart sonuglar
ozellikle  Beltrami  esitliginin ~ ¢6ziimii  gibi, hemen hemen konformal
homeomorfizimlerin varligt Riemann Teoreminin ayrintili bir genellestirmesini ortaya

koymaktadir. Basit baglantili bir € boélgesi, € da bir w, noktast ve U birim

diskindeki ‘w(z)‘ <1 0Ozelligini saglayan analitik bir w fonksiyonu verilmis olsun. Q

daki U bélgesinde f(0)=w, ,f.(0)>0 ozellikleri ve w:f5 f analitik genislemesi

z

ile tek bir (yon koruyan) f(z) doéniisimii vardir. Bununla beraber Riemann’in

Teoreminin bir genislemesi yanlig olarak ortaya ¢ikmistir. Hengartner ve Schober basit
zit Ornekleri bulmuslardir ve verilen bolgedeki genisletilmis harmonik doniisiimiin
varligin1 6nleyen “cokertme” adli gizemli bir olguyu kesfetmislerdir. Bununla beraber
eger, genislemeye daha ileri kisitlamalar yapilirsa yada {izerine terimi daha zayif olarak
g0z Oniine alinirsa doniistimiin varoldugu sdylenebilir.

Tekligin sorusu ise tamamen bilinmemektedir. Fakat eger hedef bolge yeteri
kadar 1yi ise, doniisiimiin tek oldugu bilinir. Eger hedef bolge konveks ise, durum daha
uygun olur. Verilen konveks bolge iizerine harmonik doniistimler sinira tekabiil
edenlerin terimleriyle tam olarak tanimlanabilirler. Bu Rado-Kneser-Choquet Teoremi
olarak bilinen miikemmel bir sonucun icerigidir.

Bu harmonik doniisiimlerin li¢ ardisik smir degeri ile ifade edilebilen
konformal doniigiimlerden daha esnek bir yapida oldugunu gosterir. Teorem konveks
harmonik doniisiimler i¢in extremal problemlerin etkili bir ¢alismasini ortaya koyar.

Diger bir sonu¢ harmonik doniisiimlerdeki, Caratheodory’s yakinsama teoreminin ihmal
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edilmesiyle ortaya c¢ikmustir. Fakat ithmal durumu dogru bir genellestirmenin nasil
formiile edilebilecegini 6nermektedir.

Diizlemde harmonik doniisiimler onlarin daha yiiksek boyuttaki benzerleri ile
paylasilamayan bir¢ok miilkemmel 6zellige sahiptirler. Bu siiflandirmada bazi agik
problemlerin hala var olmasina ragmen, ii¢ boyutlu uzaya bu 6zelligi genellestirmek

i¢cin yapilan ¢alismalar hayal kiriklig1 ile sonuglanmustir.



1. BOLUM

HARMONIK YALINKAT DONUSUMLER

Bu béliimde, ilk olarak harmonik yalinkat fonksiyonlarin daha iyi anlasilabilmesi
icin analitik ve yalinkat fonksiyonlar ile bunlarin bazi alt simiflari igin birtakim énemli
tamim, teorem ve sonuglar verilecek, daha sonra, yon koruyan harmonik yalinkat
doniisiimlerin  bazi temel ozellikleri ve bu déniisiimlerin  konform doniisiimlerle
aralarindaki farklar ile normalize edilmis yon koruyan harmonik yalinkat doniistimlerin

S, sinifi ve bunun alt siniflarimin bazi ozellikleri verilecektir.

1.1 Genel Bilgiler

Bir D c C bolgesinin her i¢ noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlara analitik
fonksiyon denir [9].

Bir f fonksiyonunun D bdlgesinde yalinkat fonksiyon olabilmesi igin,

V z,z, €D iginf(z,)=f(z,)= z,=2,

onermesi saglanmalidir [23]. Yani f fonksiyonu bu bolgedeki, bir tek noktada aym
degeri iki kez almiyorsa, f fonksiyonuna D bélgesinde yalinkatair denir. Yalinkat
fonksiyonlara tek katli, univalent veya schlicht fonksiyon da denilmektedir.

D bolgesindeki yalinkatlik D nin her alt bolgesinde de saglanir. Bir D bdlgesinde

tanimli herhangi bir f fonksiyonu birz, € D noktasinin en az bir komsulugunda
yalinkat ise, f fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel yalinkat fonksiyon denir. Bir
fonksiyonun yerel yalinkat olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f '(zo) # 0 olmasidir.
Ayrica bir bolgede yerel yalinkat olan bir analitik fonksiyon yalinkat olmak zorunda
degildir.

Eger f fonksiyonu, () bdlgesinde analitik, yalinkat ve f, Qdan D ye
tanimlanmis bir fonksiyon ise, f fonksiyonuna Q c C bdlgesinin bir Konformal

Déniigiimii denir. Harmonik doniisiimler teorisinin ¢ogu, klasik konformal doniisiimler
teorisinden esinlenmistir.
Bir bolge acik baglantili bir kiime olarak tanimlanir. Eger bu bolgenin karmagik

uzaya genislemesi de baglantili ise, bu bolgeye Basit Baglantilidir denir.



D, # C olmak lizere D,, z-diizleminde verilen herhangi bir basit baglantili
bolge ve D,, w-diizleminde verilen herhangi bir basit baglantili bélge olsun. 1851°de
G.Bernard Riemann, D, boélgesini D, bolgesi lizerine doniistiiren analitik bir f

fonksiyonunun her zaman var oldugunu gdstermistir. Riemann Déniisiim Teoreminin bu
orijinal versiyonu Geometrik Fonksiyon Teorisinin dogusuna neden olmustur. Fakat bu
teorem tamamlanamamistir ve bircok uygulamasi da 20. ylizyilin baslarina kadar
bulunamamistir. Koebe [23], 1907°de basit baglantili bir D bdolgesinde hem analitik

hem de yalinkat olan fonksiyonlar1 elde etmistir.

U={z:zeC ve |7|<1] birim  diskinde  analitik, yalnkat ve

f(0)=7(0) -1=0 normallestirme kosullarim saglayan f fonksiyonuna normalize

edilmis yalinkat fonksiyon denir [30]. Bu fonksiyonlarin siifi S ile gosterilir. Her
f €S fonksiyonu,

0

f(z)=z+a,* +. . +az"+..=z+) a,z"

n
n=2

seklinde bir Taylor Serisi ile ifade edilebilir .
S sinifindaki bir fonksiyonun en iyi 6rnegi, extremal fonksiyon olarak bilinen

\(

k(z)zl{(l”j2 —1}: (1+2) ~(1-2) —z(l-z) =z 42224320+

4/\1-z 4(1-z)

seklinde ifade edilen Koebe Fonksiyonu’dur. Bu fonksiyon U ={z:|z|<1} birim

diskini w=

2

dontigiimiiyle -1 4 den —oo’ a kadar kesilmis diizlem iizerine
-z

konformal olarak doniistiirtir (Sekil 1.1.1).
z w

A

NTA SR

Sekil 1.1.1

v




Koebe fonksiyonunun birim diski resmettigi bolgenin “maksimal” o6zelligi,
simetrik olusu ve katsayilarinin olciisii bizi, 1916 yilinda Bieberbach tarafindan ortaya
atilmig ve uzun yillar kestirim olarak kalmis Bieberbach Kestirimine gotiiriir. Louis de

Branges tarafindan 1984 yilinda tam ispati yapilan Bieberbach Kestirimi, f

fonksiyonu S simifinda,

0

f(z):z+a222+a323+...:z+2a z"

n
n=2

seklindeki Maclaurin agilimma sahip ise, her bir n>2 icin |an|£n esitsizligini
sagladigini sdyler [5].

S smifina ait bir / fonksiyonunun ikinci katsayisi linlii Bieberbach Tahminine

temel olan ve f(z)=z+» a,z"€S olmast durumunda |a,[<2 oldugunu ileri siiren
n=2

Bieberbach Teoremi ile hesaplanabilir. Esitlik halinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart f

fonksiyonunun, Koebe fonksiyonunun bir dénmesi olan,

V4

f(z)= e’igk(ei‘gz) = —(1 _e"gz)z

(1.1.1)

seklinde olmasidir. Biliyoruz ki, eger verilen kosullar altinda, esitsizlik i¢in iist sinir1

azaltmak veya alt sinir1 arttirmak imkansiz ise, bu esitsizlik kesindir. Bu gercek altinda,
|a,| <2 esitsizligi kesindir. Esitligi saglayan fonksiyona da ekstremal fonksiyon denir.

Boylece (1.1.1) ile verilen fonksiyon ekstremal bir fonksiyon olur [32].

Bieberbach Teoreminin ilk uygulamasi iinlii bir 6rtme teoremidir. Her bir f €S

fonksiyonu f (0) =0 kosullu bir doniistim oldugundan f fonksiyonunun goriintiisii
orjinde olan en az bir diski kapsar. Ozellikle, Koebe fonksiyonu, pﬁi olmasini

gerektirir. Yani, S sinifindaki her bir fonksiyonun goriintiisii {w:|w| S%} diskini

kapsar (Sekil 1.1.2). Buna gére f fonksiyonu i¢in en kesin alt ve {ist sinirlart bulmamiz

her bir ' €S i¢in;

L=r <|f(z)< Lr |7 =r <1 (1.1.2)




esitsizligi saglayan Koebe Biikiilme Teoremi ile miimkiin olacaktir. Her iki esitsizlik de

kesindir. f in, zeU ,z#0 olmak ilizere Koebe fonksiyonunun uygun bir donmesi

halinde esitlik durumu vardir.

I % |

v
v

Sekil 1.1.2

Bieberbach [14] ilk olarak bir yalinkat fonksiyonun tiirevinin argumana ile ilgili

olanve f €S ise U birim diskindeki her bir z igin,

I+r

arg f'(z)|£2In—

[arg /(2)| <2In-—
esitsizliginin saglandigini séyleyen teoremi ispatlamistir. Bu esitsizlik kesin degildir.
Daha sonra Loewner’e [27] ait daha karmasik yontemler kullanarak, Rus matematikci

G.M.Glouzin [12], 1936 yilinda daha kesin olan f €S ise,

4argsinr ,rﬁﬁé
"(2) <
‘argf (z)‘ < 2 N

7+1n

1— 72 2<r<l

esitsizliginin var oldugunu soyleyen Dénme Teoremini bulmustur. Biikiilme

teoreminde verilen esitsizliginin integralini alirsak,

f (z)‘ fonksiyonu i¢in sinirlar elde

edemeyebiliriz. 1924 yilinda Pravilov [14] bu diisiinceyi genellestirerek 0 <r <1 i¢in

m'(r) ile M '(r) gergel degerli fonksiyonlar olmak iizere,

m'(r)<|f'(z)| <M (r) (1.1.3)

oldugu kabulii altinda,



[m(0)d, <| 7 (2)|< [ M (),

o

esitsizliginin ~ saglandigini  bulmustur. Biikiilme teoremine gore (1.1.3) de,

m'(r)= L=r - ve M'(r)= Lr - alabiliriz. Bu durumda, integral alirsak
(1 + r) (l — r)
her f € S igin,
r r
<G — Jef=r <1
(1 + r) (1 - r)

seklindeki Biiyiime Teoremini elde etmis oluruz.

0 gercel olmak {izere, swrasiyla z=re™” ve z=-re” alindiginda

f(z)= z(l +ze" )_2 fonksiyonu igin esitlik saglanir [9]. Biiyiime ve Biikiilme
Teoremlerinin birlestirilmesiyle elde edilen,

1—|r|£|zf'(z)|£l+|r|
1+|r| ‘f(z)‘ 1—|r|

seklindeki esitsizliginin oldugunu sdyleyen bir diger ifade ise daha kullanighdir.z e U

sz=r<l1

ve z#0 olmak iizere esitlik durumu f in Koebe fonksiyonunun uygun bir donmesi
halinde vardir [9].

S sinifinin 6nemli bir alt sinifi konveks fonksiyonlardan olusur. Diizlemdeki bir
D kiimesi i¢inden aliman z, ve z, noktalarim birlestiren dogru parcasi tamamen D
bolgesi i¢inde kaliyorsa D ye Konveks (disbiikey) Kiime denir.

Herhangi bir dairesel disk veya yar1 diizlem bir konveks kiimedir.

U birim diskinde analitik ve goriintii kiimesi konveks olan fonksiyonlara ise
Konveks Fonksiyonlar denir [15].(Sekil 1.1.3). Konveks fonksiyonlarin smifi C ile

gosterilir. A

1 feC
—a

v

/()

Sekil 1.1.3




S smifinin diger 6nemli bir alt sinifi ise, yildizil fonksiyonlardan olusur. Bir
z, € D < Cig¢in, z, noktasindan ¢ikan her 151n ile D nin arakesiti tiimiiyle D de kalan
dogru pargasi veya bir 151n ise D bdolgesine z, noktasina gére yildizildir denir. Eger D

bolgesi her ze D igin yildizil ise yildizil bolge olur. U birim diskinde analitik ve

goriintli kiimesi orjine gore yildizil olan fonksiyonlara ise Yildizil Fonksiyonlar denir

(Sekil 1.1.4) [15]. Yildizil fonksiyonlarin sinifi S* ile gosterilir.

- I

AN

N>~y
N

Sekil 1.1.4
p(0)=1 ve Re p(z)>0 kosuluile U bélgesinde analitik
p(z) =l+az+a,z" +..
fonksiyonlarinin olusturdugu kiimeye Pozitif Gergel Kistmli Fonksiyonlar smifi denir
ve g ile gosterilir. Bu sinif S ve C siniflari ile yakindan ilgilidir.
f fonksiyonu, konveks bir D bolgesinde analitik ve bu bolgede Re f'(z) >0

ise, f fonksiyonu, D bolgesinde yalinkattir denir [9]. Bu ifade, Noshiro-Warschawski

Teoremi olarak bilinmektedir.
U birim diskinde analitik olan ve
f(z) = Z+Zanzn
n=2
gosterimine sahip fonksiyonlarin kiimesi 4 olsun.
Yalinkat fonksiyonlarin bazi 6zel siniflari, pozitif gergel kisimli fonksiyonlar

yardimiyla tanimlanabilir. U bolgesinde analitik,

£(0)= f'(0)-1=0 normalize kosullarim saglayan bir f fonksiyonu igin,



feS"@%ego

Ve

feC<:>l+%ega

onermeleri dogrudur [9]. Bagka bir ifade ile,
f € A fonksiyonunun U da konveks olabilmesi i¢gin gerekli ve yeterli kosul,

Re{l—i—Z;:’((ZZ))}>O \VzeU

olmasidir [9].
f € A fonksiyonunun U da yildizil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

Re{z?((zz))}>0 VzeU

olmasidir [9].

f fonksiyonu U bdlgesinde f(0)= f'(0)—1=0 kosullartyla normallestirilmis
olmak tizere,
feCoszf'esS
Onermesini saglar. Bu ifade yalinkat fonksiyonlarin alt siniflar1 arasindaki iliskiyi verir

ve Alexander Teoremi olarak bilinir [9].

Konveks ve yildizil fonksiyon siniflari i¢in,

CcS'cS
seklindeki kapsama zinciri yazilabilir.

Yukaridaki tanimlara 6rnek olarak,

Zz o (1+ZJ ve z
-z’ 8 -z (1—2)2

fonksiyonlart verilebilir. Bu fonksiyonlarin ilk ikisi konveks fonksiyon oldugu halde

ile verilen Koebe Fonksiyonu konveks olmay1p yildizil bir fonksiyondur.

(1-2)



S* simifin1 kapsayan ve S smifinin bir alt sinifi olan fonksiyonlar konvekse-

yakin fonksiyonlardir. Bu sinif 1952 yilinda Kaplan tarafindan gelistirilmistir.

Bir f fonksiyonu |z| <1 bolgesinde analitik olmak tizere,

olacak sekilde konveks bir g fonksiyonu veya esdeger olarak
Re {Zf'—(z)} >0
g(2)
esitsizligini saglayan yildizil bir g fonksiyonu varsa f fonksiyonuna konvekse-yakin
fonksiyon denir. f(0)=f'(0)-1=0 normallestirme kosullarmi saglayan yani
normallestirilmis konvekse-yakin f fonksiyonlarm smifi K ile gosterilir. Ozel bir alt
siifini g € C olmak sartiyla K, olarak alabiliriz. f fonksiyonunun yalinkat olmak
zorunda olmadigma ve g fonksiyonunun da g(0)=g'(0)-1=0 scklindeki

normallestirme kosullarini saglamak zorunda olmadigina dikkat edilmelidir.
Konvekse-yakin fonksiyonlar i¢in Kaplan Teoremi olarak bilinen agagidaki ifade

Oonemlidir.
f fonksiyonu, U = {Z : |z| < 1} bolgesinde analitik, yerel yalinkat ve f '(z) #0
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konvekse-yakin olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

0, <0, ve z=re" olmak iizere,

TRe{l + Z?:'((ZZ)) }d@ >

esitsizliginin saglanmasidir [9].

Burada f'(z)#0 kosulu gereklidir. Aksi takdirde f(z)=2z" ;(n>1)
fonksiyonu teoremi gercekler. Fakat yalinkat degildir. Bdylece konvekse yakin da
olamaz.

Konveks, yildizil ve konvekse-yakin fonksiyon simniflar1 icin asagidakiler
yazilabilir.

e Her konveks fonksiyon konvekse-yakindir.
e Her yildizil fonksiyon konvekse-yakindir.

e Her konvekse-yakin fonksiyon yalinkattir.



Bunu kisaca

CcS ' cKcS
seklinde ifade etmek miimkiindiir.
Son olarak analitik yalinkat fonksiyonlar ile ilgili asagidaki tanim ve

ozellikleri verelim.

fi(z)=z+ iankz" €A igin, k=1,2... olmak iizere,

(i £)( —z+2 a,a,z" =(f,* 1,)(2)

ifadesine f, ve f, fonksiyonlarmin Hadamard Carpimi (Konvolusyon) denir.
Bu tamim 1518inda Hadamard c¢arpimi adi ¢arpma isleminin cebirsel ozelliklerine

sahiptir.

k=1,2... olmak iizere, f,(z)=z+) a,z" €4 icin,

n=2

L [f#(eh)](2)=c(fi*£)(2)
2. [Ax(H+6)](E)=(£*5)(2)+(fi+£)(2)

3. [f *ffs)]() [(fl*fz)*fg}(z) seklindedir.

Z - Zz” geometrik serisi S smifi i¢in Hadamard c¢arpim islemine goére birim

elemandir. Hadamard c¢arpim isleminin uygulamalarindan biri, analitik fonksiyonlar
sinifinin alt siniflarinin bu ¢arpim sonucunda korunup korunmamasidir. Ruscheweyh ve
Sheil-Small [36], Hadamard carpim isleminin bu uygulamasi ile ilgili Polya-Schoenberg

tahminini ve asagidaki sonuglar ispat etmislerdir.

f(z)eK, g(z)eK ise (f*g)(z)eK

f(z)eK, g(z) ise (f*g)( ) C

f(z) ek, g(z) eS ise (f*g)(z) es
Hadamard carpim isleminin bir diger uygulamasi da bazi analitik fonksiyon
siiflarmin analitik ifadesidir. Ruscheweyh [37], Silverman, Silvia, Telage [40] tarafindan

verilen bazi sonuglari ise asagidaki sekilde verebiliriz.
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U birim diskinde analitk  f(z)=z+ i a,z" bir fonksiyonunun

n=2
1. Yalinkat olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

z

LA s ey

£0;  0<|7<1,

x|£l, |y|£1, X#Y

2. Yildizil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

f(Z)*l—i-lixl:(l_Zz)z +ix1i2}t0; xeR, 0<|Z|<1

3. Konveks olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul,

2
£0;  |x[=1, 0<|z|<1

olmasidir.
U birim diskinde & — diizgiin konveks ve k — yildizil fonksiyonlardan olusan S’
nin iki ilging alt smifi sirasiyla k —UCV ve k—ST ile gosterilir. Bu smiflar,

k-UCY = {feSiR(lJer"(Z)J MEANG) (ZeU:0Sk<OO)}
1@ ) o]

Ve

k—ST = {feS m(zf(Z)J |Zf'(z)—1‘ (zeU: Osk<oo)}
/@)@

seklinde tanimlidirlar.

k—=UCV smifini, Kanas ve Wisniowska [21] geometrik tanimi1 ve konik bolge ile
arasindaki iligkiyi g6z onlinde bulundurarak calismislardir. k£ —S7 smifi da, [22] da
arastirilmistir. Gergekten bu siif konveks ve yildizil fonksiyonlarin siniflari arasinda iyi
bilinen Alexander Teoremi ile iliskilidir. Ozellikle k =1 alindiginda, C ve S* sirasiyla,
U da konveks ve yildizil fonksiyonlarin siniflarini géstermek tizere,
0-UCV=C ve 0-ST=S"

esitlikleri yazilir.
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Ayrica, U birim diskinde 0 <« <1 i¢cin o mertebeli k — diizgiin konveks ve o

mertebeli k—yddiznl  fonksiyonlardan olusan S’ nin iki alt smfi da sirasiyla

k—-UCV (a) ve k—ST(a) ile gosterilir. Bu simflar,

#"(2)

zf"(2)
k-UCV = SR 1+———= >k
(a) {fe [ + j> e

')

+a (zeU:0<k<ow ,0£a<1)}

ve

Zf'(Z)j>k|2f'(Z)_1
/@)@

seklinde tanmimhidirlar. . Ozel olarak o =0 alindiginda,

k-UC(0)=k-UC ve k-ST(0)=k-ST

k—ST(a)={feS:iR(

+a (zeU:0<k<o ,0£a<1)}

esitlikleri yazilir.
Analitik ve yalinkat fonksiyonlar ile ilgili baz1 temel gergekleri verdikten sonra
simdi de bu ¢alismamizin esasit olan harmonik fonksiyonlar ile ilgili 6nemli tanim ve

teoremleri verebiliriz.

Tamm 1.1.1: D, C kompleks diizlemde bir bolge olsun. Her z € D igin, gergel degerli

u (x, y) fonksiyonu

0’u 0’u
Au=gatgr =0 (1.1.4)

seklindeki Laplace denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna D de gergel harmoniktir
denir. Bir fonksiyonun harmonik olmasi i¢in sadece Laplace denklemini saglamasi
yetmez. Harmonik fonksiyon, Laplace denklemini saglayan, kendisi ve ikinci

mertebeden kismi tlirevleri siirekli olan fonksiyonlar olarak tanimlidirlar.

u=ax +a,x,+..+ax,

seklindeki tiim lineer fonksiyonlar ve
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olmak tlizere u = z a;x,x, seklindeki ikinci dereceden homojen tiim polinomlar R" de

i,j=1
harmoniktir. Aslinda siirekli bile olmayan fakat Laplace denklemini saglayan, yani ikinci
o’u o’u

mertebeden —,......
ox,

kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevlerin toplamu sifir olan

fonksiyonlar vardir. Ornegin; z = x+iy karmasik degisken olmak iizere,

o Ree (x0) 2 (0,0)
(’y){ 0 (u)=(00)

ile taniml1 u (x, y) fonksiyonu Laplace denklemini saglar ancak u fonksiyonu orjinde

stirekli degildir.

xy -diizlemindeki bir D bolgesinden uv -diizlemindeki Q bolgesine tanimli bire
bir u =u(x, y) ve v=v(x, y) doniisiimlerini gézoniine alalim. # ve v fonksiyonlari

harmonik ise, bire bir olan bu doniisiime Harmonik Déniisiim denir. Karmasik degerli
harmonik bir fonksiyonun bir D < C bolgesinde harmonik doniisiim olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul onun D de yalinkat olmasidir. Genellikle, harmonik doniigim

denildiginde yalinkat karmasik degerli harmonik fonksiyon diistiniiliir. z=x+iy ve

w=u+iv olmak iizere f(z)=u(z)+iv(z) yazmak uygundur (Sekil 1.1.5).

f stirekli

»
|

\ —J Sekil 1.1.5

Karmagik degerli f =u+iv fonksiyonunun bir D bdlgesinden alinan her z

noktast i¢in f"'(z) tiirevi varsa analitik oldugunu biliyoruz.
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u_ov
ox Oy

u_ v
oy ox

ve
seklindeki Cauchy-Riemann denklemleri de hemen elde edilebilecek sonuglardir.

Aksine f siirekli birinci kismi tiireve sahip ve Cauchy-Riemann denklemlerini
saglarsa, f in D de analitik oldugu bilinir. Cauchy-Riemann denklemlerinden her

analitik fonksiyonun harmonik oldugu sdylenebilir.

Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan (u,v) fonksiyon ikilisine eslenik ¢ift

denir ve v fonksiyonuna, u# fonksiyonunun harmonik eslenigi adi verilir. Boylece —u
fonksiyonu da v fonksiyonunun harmonik eslenigi olur. Eslenik fonksiyon bir sabit

eklenmesiyle lokal olarak belirlenebilir.

Bu ¢alisma boyunca gercel ve imajiner kisimlarinin eslenik olmasi gerekmeyen
karmasik degerli harmonik fonksiyonlar1 gz Oniine alacagiz. Analitiklik sart1 ortadan
kaldirildig1 anda, ciddi problemler ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, analitik fonksiyonlar
bileske islemi altinda korunur ancak harmonik fonksiyonlar korunmaz. Analitik bir
fonksiyonun harmonik fonksiyonu, harmoniktir. Fakat bir harmonik fonksiyonun
analitik fonksiyonunun, harmonik olmasi gerekmez. Yine analitik fonksiyonlar bir cebir

yapisi olustururlar ancak harmonik fonksiyonlarda bu 6zellik yoktur.

Harmonik doniisiimlerin sinir davranisi konformal doniisiimlerinkinden daha
karisik olabilmektedir. Bununla birlikte, konformal doniisiimlerin klasik teorisinin
biiylik bir kism1 harmonik doniisiimlere taginabilir.

Tanim 1.1.2: f =u+iv fonksiyonunun Jakobiyeni ,

olarak tanimlanar.

Eger f analitik ise f in Jakobiyeni J,(z) :‘ f '(z)‘2 seklinde yazilabilir.
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Tanmm 1.1.3: D, C karmasik diizlemde bir bolge ve f :D — C birinci mertebeden

stirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger zeD i¢in, J, (z) >0 ise f
fonksiyonuna D de Yon Koruyan ve J, (z) <0 ise f fonksiyonuna D de Yén Ceviren

denir. Eger f fonksiyonu yon koruyan ise, 7 fonksiyonu yon cevirendir. Yine,

konformal dontistimler yon koruyandirlar.

Karmagik analizde ortak olarak kullanilan asagidaki iki basit diferansiyel

operator ¢cok kullanighdir. Bunlar z = x +iy olmak iizere,

o 1o .0 o 1{o0 .0
— == ——i— ve —=—=|—+i—
oz 2\ox oy oz 2\ox oy

seklindedir. Karmagik degerli bir f fonksiyonu i¢in Cauchy-Riemann denklemlerini

yazmanin bir diger yolu ise, % =0 yazmaktir. Yine f in Laplace denklemi
z

0° f
Af =4—=
y 0z0z

seklinde de yazilabilir. Boylece siirekli ikinci kismi tlirevli f* fonksiyonlari i¢in

o

f harmoniktir@a— analitiktir
Z

o

Oonermesinin dogru oldugu agiktir. Eger f analitik ise 8_: f '(z) bilinen tlirevdir.
/4

Tanimlanan bu operatorler lineerdirler. Bu operatorler ile,

& _ ;08

0 og . o AN
- — =2 4+ g | L =Y = Us
0z (fg) S 0z £ 0z ve 6z(gj g’
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seklinde tanimlidir. Bu 6zellikler % icin de benzerdir. Yine ,
z

ozelligi iki tiirev arasindaki bagintiy1 vermektedir.

Y e &

3 ve ? gosterimleri yerine sirastyla f, ve f. sembollerini kullanmak daha
4 z

uygundur. Buna goére D, C de bir bolge ve f=u+iv D de diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olmak iizere,

1

f=s(hi) v g=3(fei)

olarak tanimlanabilirler. Buna gore, f =u+iv fonksiyonunun Jakobiyeni

2 2

s

=L -1

seklinde yazilabilir.

J fonksiyonunun z, noktasindaki tam diferansiyeli

df(z)zfz(zo)dz+f;(zo)d;

seklindeki bir afin doniisiim olup z, merkezli ¢emberleri yar1 eksen uzunluklari

fz(zo)“"

JAES BVAEN| ve £:(=)

olan elipslere dontistirtir.

h ve g bir D bolgesinde yerel analitik fonksiyonlar olmak iizere D de

harmonik her f* fonksiyonu

f=h+g (1.1.5)
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seklinde yazilabilir. Bu gosterim fonksiyonunun Kanonik géosterimi olarak adlandirilir

ve bu gosterim tektir. Gergekten, f f harmonik ise, f, nin analitik oldugunu
biliyoruz. 4, D bolgesinde analitik olmak iizere, 2'= f, olsun. Yine g =7—§ olsun.

h 1n tanmmiyla D de g_z=72—h_z oldugunu varsayalim. Boylece g, D de analitiktir.

Gosterimin tekligi hem analitik hem de anti-analitik olan fonksiyonun sabit olmasi
gercegine baglidir. (Burada anti-analitik, analitik bir fonksiyonun eslenigi

anlamindadir). Eger f gergel degerli ise, 24, f in analitik tamamlayicist olmak iizere

gosterim, imajiner bir ek sabite kadar, f =h+h=Re {Zh} a indirgenir.

Teorem 1.1.1: & ve g basit baglantilh bir D bdlgesinde analitik olsunlar. ;

z— g(z) fonksiyonunu gostermek lizere f = h—i—g fonksiyonunun z, € D

noktasindaki Jacobiyeni,

seklindedir.
Tanmm 1.1.4: D, C karmasik diizlemde bir bolge ve f:D — C yon koruyan bir

homeomorfizm olsun.Eger D bdlgesinde

R ANE

olacak sekilde bir K >1 sabit sayis1 varsa f fonksiyonuna D de K-Hemen Hemen
Konformal (K-quasiconformal) Doniisiim denir. K =1 olmasi durumunda, f(z)=0

olup f* fonksiyonu konformal bir doniisiim olur.

a(z)= (2) (1.1.6)

oranina da, f fonksiyonunun Genislemesi (Dilatation) denir ve f fonksiyonunun bu

geniglemesi igin
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elde edilir.

Ayrica f fonksiyonu yon koruyan bir fonksiyon yani J, (z) >0 ise,

<1 (1.1.7)

olur [8].
Bu teorem bize f =h+§ fonksiyonlarmin yerel olarak hemen hemen-
konformal oldugunu gosterir.

a(z) genislemesinin, D bolgesinin tamaminda ‘a(z)‘SK <1 esitsizligini
saglamasi gerekmez. Bu ise, bize harmonik homeomorfizmlerin sinir davraniginin
konform veya hemen hemen-konform doniisiimlerinkinden farkli olabilecegini
gosterir.

Tamm 1.1.5: f=h+§ harmonik fonksiyonu (1.1.7) bagintisin1 sagliyorsa f
fonksiyonuna Yerel Yalinkattir denir. Eger f, D de bire-bir ve yon koruyan bir

fonksiyon ise, f fonksiyonuna D de Yalinkattir denir.

Teorem 1.1.2: Bir f= h+§ harmonik fonksiyonunun yerel olarak bire bir olmasi

i¢cin gerekli ve yeterli kosul
(z) #0

olmasidir.

Harmonik doniisiimler Cauchy-Riemann sartlarinin bir genellemesi olarak

disiiniilen diferensiyel denklemler ile de belirlenebilir.
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Teorem 1.1.3: Basit baglantili bir D bélgesinde analitik ve ‘a(z)‘ <1 olsun. D de

tanimli, sabit olmayan karmasik degerli bir f fonksiyonunun yo6n koruyan
harmonik yalinkat bir fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart,
f:(z)=a(2)1.(2) (1.1.8)

kismi tiirevli diferansiyel denkleminin yalinkat bir ¢6ziimiiniin olmasidir [17].

Diger taraftan, harmonik bir fonksiyonun tersi var ise, tersinin de
harmonik fonksiyon olmas1 gerekmez. Asagidaki teorem harmonik bir

fonksiyonun tersinin ne zaman harmonik bir fonksiyon oldugunu gosterir.

Teorem 1.1.4: Analitik ve afin olmayan bir f harmonik fonksiyonunun eger

varsa, tersinin de harmonik olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart a,b,c,c karmasik

4

sayilar, b|>sup‘e*‘r olmak tizere f fonksiyonunun,
z

f(z):a[az+log(b—e“)(b—e“Z)1}+c

seklinde olmasidir[33].

Teorem 1.1.5: C karmasik diizleminin tamaminda harmonik yalinkat

dontistimler sadece

f(z)=A4z+Bz+C, |4 =|B

’ A,B,CeC

afin doniisiimleridir [8].

1.2. S, ve S,° Siiflan

DcC basit baglantili bir bolge ve £eD olmak iizere f(&)=0 ve

f'(§)>0 kosulunu saglayan tek bir f:D—>U konform doniisimiiniin var

oldugunu sdyleyen Riemann Doniisim Teoremine [9] gore, sinir1 birden fazla
noktadan olusan basit baglantili yalinkat olan her bolge bire-bir ve konform olarak
birim diskin i¢ine doniistiiriilebilinir. Bu nedenle karmasik diizlemde basit baglantili

herhangi bir D bélgesi yerine acik birim diski alabiliriz. Buradaki ¢alismamizda

bolge denildigi zaman U': {z : |z| < 1} acik birim diski anlagilmalidir.
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U da analitik,
h(z)=z+ianz" ve g(z)=2bﬂz" (1.2.1)
n=2 n=1

fonksiyonlar1 i¢in U da yon koruyan harmonik  yalinkat f :h+§

fonksiyonlartyla ilgili ilk calisma 1984 de Clunie ve Sheil Small [8] tarafindan
yapilmistir.
f, U da analitik 4 ve g fonksiyonlar1 (1.2.1) de verildigi gibi olmak

tizere, f =h+§ seklindeki y6n koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin
smifi S, , g'(0)=0 bagintisinm saglayan f €S, fonksiyonlarinin sinifi ise, S,°
ile gosterilir.

S, ve S, smiflarinin birinden digerine gegmek miimkiindiir. Gergekten

her f €Sy i¢in,

-bf
ﬁ) — f 1{
1- |b1|
fonksiyonu S,  smifina  aittir.  Tersine  her foes,’ igin

f=f,+b,f, fonksiyonu S, smifina aittir. Boylece, S,° alt smifi igin elde edilen
bazi sonuglar S, simifina genellestirilebilir.

U da analitik, yalinkat ve h(0)=h'(0)—1=0 seklinde normalize edilmis &
fonksiyonlarinin S smifim goz Oniline alalim. S smifi i¢in bircok 06zellik 1yi
bilinmektedir [38],[9],[6]. Ayrica heS ve |¢[<1 olmak iizere, f = h+ehes,
seklindedir. Buna ragmen S ve S, siniflar1 arasinda 6nemli farkliliklar vardir.

S sinifina ait fonksiyonlarin bir { f 7} dizisi bir fonksiyona diizgiin yakinsiyor

ise bu fonksiyon ya § sinifina aittir ya da sabit bir fonksiyon olmak zorundadir. Fakat

bu durum S, smifiigin gegerli degildir. Ornegin genel terimi

V4

fn(z)zz+

olan, S, simfina ait fonksiyonlardan olusan {f,} dizisi i¢in

n+l1

limfn(z):z+;:2x

n—0



20

olup limit fonksiyonu S, sinifina ait degildir.
Ayrica S ile §,, smiflan arasindaki baska bir 6nemli fark; 19—>f(re[9)
doniigimii  birim c¢emberin C Jordan egrisi iizerine yon koruyan bir

homeomorfizmi ise, f in U ya harmonik genislemesinin C ile sinirlt bir bolge

lizerine yalinkat bir donilisiim olmas1 gerekmez. Ancak C nin sinirladigi bolgenin
konveks olmast halinde bunun dogru oldugu Choquet [6] tarafindan 1945

yilinda gosterilmistir.

Tanmm 1.2.1: F, bir D boélgesinde siirekli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. F
in her bir dizisi, D nin kompakt alt kiimelerinde diizglin yakinsak bir alt diziye sahip

ise, F'e Normal Aile denir.

Tamm 1.2.2: F, normal bir aile ve ¢:U — U analitik bir fonksiyon olsun. Eger her
feF igin foge fonksiyonlarinin olusturdugu aile normal ise, f fonksiyonuna

Normal Fonksiyon denir.
Eger F, analitik veya harmonik fonksiyonlardan olusan bir aile ise F in

normal olmasi, yerel olarak sinirli olmasini gerektirir [13].
S,” kompakt ve normal bir ailedir [8]. Bunun yaninda S, normaldir fakat
kompakt degildir [8]. Bu siniflar i¢in kisaca,
Scs,’'cS,

seklindeki kapsama zinciri yazilabilir.

Tanmm 1.2.3: B, C veya R iizerinde bir X vektor uzaymin alt kiimesi olsun. Eger
her x,y € B veher 1(0<A<1) i¢in Ax+(1-21)y € B ise, B ye konvekstir denir.

B konveks bir kiime olmak {izere, farkli her x,y e B ve 0<A <1 iginbir z€ B
noktasi, z=Ax+(1-A1)y olarak yazilamiyorsa, z ye B nin bir extreme (ug) noktast
denir. B nin extreme noktalarinin kiimesi E, ile gosterilir

Tamm 1.2.4: B, topolojik bir vektdr uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere, B yi

bulunduran biitiin kapali konveks kiimelerin kesisimine B nin Kapali Konveks Zarfi

denir ve coB ile gosterilir.
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Teorem 1.2.1: Eger B, yerel konveks topolojik bir vektér uzaymin kompakt bir alt
kiimesi ise, coB = coE » olur. EgerEB kompakt ise coB = coE - EgerEB kompakt ise

E_ < B seklindedir [38].

Bu teorem, kompakt konveks kiimelerin extreme noktalari tarafindan yeniden

olusturulabilecegini ifade etmektedir.
Teorem 1.2.2: S, sinifinin kapanisi Q olmak tizere,

Ez{ﬁ)+870:ﬁ)eSH°ve|g|Sl}

H

yazilir. Ayrica, f e€dS, =

15

olmas1 i¢in gerekli ve yeterli sart |g|=lolmas1d1r.
H

fo» S,° m bir extreme noktasi ise 8S,, iizerinde bulunan
f=r+e s
seklindeki her fonksiyon, E n kapali konveks zarfinin bir extreme noktasidir [8].
S, smifindaki fonksiyonlarin katsayilar1 i¢in iist smir bulma problemi hala
calisilan agik bir problemdir. Simdiye kadar |b2| icin kesin sinir elde edilmis olup |a2|

icin ise daha ispatlanmamis olan

5
|a2|§§

tahmini yapilmistir. Katsay1 problemi i¢in,

fonksiyonunun bir extremal fonksiyon oldugu tahmin edilmektedir.

Teorem 1.2.3: f,=h +g,€8,” ve zeU igin,

ho(z)=z+ianz" ve go(z)=2bnz" (1.2.2)
n=2 n=1

olmak tizere,

1
o =2 (1.2.3)
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ve f €S, ise,
|b] <1 (1.2.4)

seklindedir [8].

Teorem 1.2.4: f =h+§e S, ve zeU i¢in, h ve g (1.2.1) da verildigi gibi olmak

lizere,
1+ |a2|
bz(f)‘< 5 ,a2|£1
|a2| ; a2| >1
seklindedir [31].
Teorem 1.2.5: f €S, olsun. Bu durumda,
967
<—-1<57,05
|a,| 27

seklindedir [39].

Analitik yalinkat fonksiyonlarda oldugu gibi, S, smifindaki fonksiyonlarin a,

katsayisi i¢in bulunacak sinirlar bizi S, ve S,° siiflarina ait fonksiyonlarin mutlak

degeriyle ilgili alt ve iist sinirlar1 bulmaya gotiirtir.

Teorem 1.2.6: f :h+§eSH ve h, g fonksiyonlar1 (1.2.1) seklindeki gibi verilmis

olsun.
a=sup{‘a2(f)‘:feSH} (1.2.5)

olmak iizere,

z|£r<1 icin,

‘argh'(z)‘ <2aln (H_rj’

1-r

a-1

(1+r)

(1.2.6)

(1=r)"” <|n'(z) <
W—\h (z)=
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Ve
» 1 a-1
£ (2) < 2j%d (1.2.7)
yazilir [39].

Teorem 1.2.6 da,

f (z)‘ icin elde edilen {iist sinirlar sadece r ye baglh olmayip,

le|<1 igin f(z)= z+é&z fonksiyonunda oldugu gibi,

b1| e bagl olarak da elde
edilebilir.

Sonug 1.2.1: f,=h +g,€S," ve |¢|<1 ise |z|=r <1 icin,

i{l—(:—:ja} s\h0(2)+gg0(z)\£i{(t—:ja —1} (1.2.8)

olur [39].

Teorem 1.2.7: f €S," ise zeU igin,

4

(1+]dl)

seklindedir. Boylece , {w ] < %6} < f(U) olur [8].

£ (2)|= (1.2.9)

N

Bunun yaninda, f€S,° icin {w:|w| < %} < f(U) oldugu tahmin edilmesine

ragmen hentiz ispatlanamamustir.

Sonu¢ 1.2.2: f €S, ise,

il < (Y6 ) (1= (1))} = 1 (©)

seklindedir [8] .
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1.3 Harmonik Koebe Fonksiyonu

Uzun zamandir, analitik yalinkat fonksiyonlarin S sinif1 tizerindeki birgok
problem i¢in extremal fonksiyonlarin ©Onemli rol oynadigr bilinmektedir.
Harmonik Koebe Fonksiyonu harmonik yalinkat fonksiyonlarm S} smifi igin
Koebe Fonksiyonunun olasi bir benzeridir.

Sy 1n yapisindaki extremal elemanlar S deki Koebe fonksiyonuna benzer
bir rol oynar. Fakat bu heniiz tam olarak ispatlanamamistir.

Teorem 1.3.1: Bir h+§ harmonik fonksiyonun reel eksen yoniinde yalinkat ve
konveks olmast icin gerek ve yeter sart #—g analitik fonksiyonun yalinkat ve

reel eksen yoniinde konveks (CRA) olmasidir [8].
Clunie ve Sheil Small [8] Teorem 1.3.1°1 kullanarak klasik Koebe

fonksiyonuna benzer olan bir fonksiyonu S}, ailesi igin elde etmislerdir.

Gergekten,

1 1 1
z——z2'+-2 —+>7

h(z)=—2—5— ve g(z)=2—5—
(1-2)
ile tamimlanmis k&, =h+ § €S, seklindeki Harmonik Koebe  Fonksiyonunu

olusturmuslardir. k,, U birim diskini yalinkat olarak —oo <7 < —% reel kismi kesik

olan C karmasik diizlemi iizerine doniistiiriir (Sekil 1.3.1). Ayrica z =1 hari¢ birim

diskteki tiim z icin k, (z)=— 1 dir.

ko

v

Sekil 1.3.1
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1.4 Konveks ve Konvekse -Yakin Harmonik Yalinkat Dontisiimler

K,K, ve K, sirastyla S, Sy ve S°% m f{U) resmi konveks, C,C,, ve C,°da
f(U) resmi konvekse yakin f fonksiyonlarinin olusturdugu alt siniflar1 gostersin.
Asagida, Clunie J ve T. Sheil Small [8] tarafindan elde edilen K,, sinifina ait bazi
onemli 6zellikler verilmistir.
Teorem 14.1: f = h+§, U da yerel olarak harmonik yalinkat bir fonksiyon olsun.
f (U ) nun imajiner yonde konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart, 2+ g analitik

fonksiyonunun U yu imajiner eksen yoniinde konveks bir bolge iizerine konform ve

yalinkat olarak dontistiirmesidir.
Teorem 14.2 : f = h+§e K, olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart 0<O0 <7z ve zeU
igin,

h(z)—emg(z) (1.4.1)

analitik fonksiyonunun her € yoniinde konveks olmasidir. Bu durumda, #h+eg

fonksiyonlari |g| <1 i¢in U dakonvekse yakindir.
Teorem 1.4.3: f=h+ge K, 1se, z,z, €U igin,

g(z)-2(z)

h(zl)—h(zz) <l ve ‘g(z)‘<‘h(z)

; 0<lz]<1

seklindedir.

Teorem 1.4.4: feK,’ olsun. Bu durumda f (U ) , |w| < % acik dairesi ile ortiiliir.
Teorem 1.4.5: f =h+geK, ise, zeU igin,

Re {[e_"’h "(z)+e g '(z)] [eiﬂ —e’7? }} >0 (1.4.2)
olacak sekilde o ve S sayilari vardir.

Kuvvet serilerinin katsayilar1 arasindaki esitsizlikleri gdstermek i¢in kullanilan
domine seriler ve bunlarm sagladigi ozellikleri asagida verelim. Bu bagintilar, katsay1

esitsizliklerinin elde edilmesine yardime1 olacaktir.



Teorem 1.4.6: f=h +§ e K, ise,

zl=r<1 ve n=1,2,3.. igin,

(o) sl
2(1-r)
ve
e
seklindedir.
Esitlik hali,

fonksiyonu i¢in gecerlidir.

Teorem 1.4.7: f=h+geK,’ ve n=273.. icin,

(n+1)
2

(=)
2

<

a, ve b,
dir. Esitlik hali (1.4.5) de verilen /, (z) fonksiyonu igin saglanr.

Sonu¢ 1.4.1: f=h+geK, ve n=1,2,3 igin

n—1 n+l1
|an|—7|bl| Y

ve
| <2+ |

seklindedir.

26

(1.4.3)

(1.4.4)

(14.5)

(1.4.6)

(1.4.7)
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Konvekse-yakin analitik yalinkat fonksiyonlar ile konvekse-yakin harmonik

yalinkat fonksiyonlar arasindaki iligkiyi asagidaki teoremle verelim.
Teorem 1.4.8: Hve G, U da analitik ve ‘G'(O)‘<‘H'(O)‘ olsun. |&|=1olan her &

icin H+&G konvekse-yakin ise, F=H +G fonksiyonu da harmonik yalinkat ve
konvekse-yakindir [8].

Yine, Clunie ve Sheil Small [8] tarafindan 1984 yilinda asagidaki teoremler elde
edilmistir.

Teorem 1.4.9: f=h+g, U da yerel yalinkat ve belli bir &, (je[<1) icin, h+eg

fonksiyonunun konveks olmasi durumunda f yalinkat ve konvekse-yakin bir fonksiyon
olur.

Teorem 1.4.10: f=h+geC, ise, n=1,2,3... icin,

afs3(fan) e pfs5(ant )

dir.
Esitlik hali,
. 3z-2°
k(z)=2ilm| ——— |edC, (1.4.8)
3(1- iz)
fonksiyonu i¢in gegerlidir.

1.5 Yildizil Harmonik Yahnkat Doniisiimler

S*,S;ve S;° smasiyla  S,S,ve Sy m f(U) gorintii bdlgesi yildizil olan
fonksiyonlarin olusturdugu alt siniflar1 gostersin. 1989 yilinda Cima ve Livingston [7]

tarafindan elde edilen, S;, ve S} smiflarinin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir.

Teorem 1.5.1:  f=h+geS,’ ise,

z e—iﬁh(g)_eiﬁg(g)
0 ¢

d¢

fonksiyonu imajiner eksen yoniinde konvekstir.
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Teorem 1.5.2: feS7, ise,
fonksiyonu K,’smifina F (Z):J-%dé’ aittir.Buradaki integral, 0 ile z
0

noktasint  birlestiren  dogru parg¢asi boyuncadir.

Uyar1: Analitik fonksiyonlarda oldugu gibi, Teorem 1.5.2’nin tersi dogru degildir. Yani

FeK," iken, f=zF', S;° smifina ait olmayabilir. Ciinkii, Choquet Teoremi yildizil

bir egri i¢in saglanmaz [6]. Buna bir 6rnek verelim.

7(2)=h(z) ez = 3—[(1522)3J

olsun. Bu durumda,

4 (1—2)2 (l—z)2

dir. Ancak [,(z)e K, olmasmna ragmen, f(z)¢ S’ dir. Ciinkii f in S;° smifina ait

F(z)=[7 (%—Z(%)_[ 4 }-Mz)

olmasi i¢in 4 1 yerel yalinkat olmas1 gerekmektedir. Oysa, z= _% icin,

seklindedir.

Teorem 1.5.3: f=h+geS; ise, |z|=r<1icin,

(n +1)!(2n +3r+1)
6(1—1/)"+3

n" (2)‘ <

nl[ (n=1)(2n=1)+(9n=3)r+6r" |
6(1-r)""

z ) 3z-2°
kO(Z):Re{(l—iZ)z}+llm{3(1—iz)3} (1.5.1)

Harmonik Koebe fonksiyonu i¢in gegerlidir.

g"(2)<

olur. Esitlik hali

Sonu¢15.1: f=h+geS,” ve h(z)=z+ianz", g(z)=ibﬂz” ise,
n=l1

n=2

n=2,3... i¢in,
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a,|—|b,||<n,
1)(2n+1 -1)(2n-1
FRCITCID SRR CR)

dir. Esitlik (1. 5.1) da verilen £, (z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Sonug 1.5.2: f:h+§eS; ise, n=2,3... i¢in ,

an

Sé[(n+1)(2n+l)+|b1|(n—l)(2n—1):| <%(2n2 +1)

1

b Sg[(n—l)(2n—1)+|b1|(n+1)(2n+1):|<%(2n2+1)

n

dir. Esitlik (1. 4.8) de verilen k(z) € dS”,, fonksiyonu i¢in gegerlidir.

1.6 Tipik Reel Harmonik Yalinkat Doniisiimler

Tanim 1.6.1: /', U dan C ye harmonik bir fonksiyon olsun, '€ R oldugunda z € R
ise, f’e U da Tipik Reel Harmonik Fonksiyon denir. Eger f =h +§ seklindeki tipik reel

harmonik fonksiyonu zeU igin ‘ g '(z)‘ < ‘h '(z)

, O<r«l icin,
f(r)>0, f(0)=0ve ‘h'(O)‘ =1 normalizasyon sartlarii sagliyorsa, bu fonksiyonlarin
smifi 7, ile, g'(O) =0 olan 7, daki fonksiyonlarm smfi da 7,° ile gosterilir. Eger

f €S, ve f reelkatsayihise, f €7, dir. Ayrica, f=h+§eTH ise, zeU igin,

(Im £ (2))(Im(z))=0 (1.6.1)

dir. f normalizasyon sartlarini sagladig1 zaman bu durumun tersi de dogru olur.
Teorem 1.6.1: f=h+ § eT,” ise, h—g analitik tipik reel fonksiyonlar T
sinifina aittir. Aksine, eger h—geT, h(0)=g(0)=g'(0)=h"'(0)-1=0 ve zeU igin,

‘g'(z)‘<‘h'(z)‘ ise f=h+geT,’ [31].
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Teorem1.6.2: f = h+geT,’ ise,

z|=r<1 ve n=2,3... i¢in,

(o) R ve

[ (n=1)(2n-1)+(9n=3)r+6r |
6(1_r)n+3

g"(z)<

dir. Esitlik halleri, £, (z) fonksiyonu (1.5.1) da wverildigi gibi olmak

lizere, f (z) =ik, (—iz) fonksiyonu i¢in gegerlidir [31].

Sonug 16.1: f=h+geTl ve h(z)=z+Y a2, g(z)=3 bz ise, n=2,3...igin,

n=2 n=1

< (n+1)22n+1) ve |bn|s (n—l)(Zn—l)

a (1.6.2)

n

dir. Esitlik halleri £, (z) fonksiyonu (1.5.1) da verildigi gibi olmak iizere,

f (z) =ik, (—iz) fonksiyonu i¢in gecerlidir [31].

Sonu¢1.6.2: f=h+geTl, ve h(z)zz—i—ianz”, g(z):ibnz” ise, n=2,3... icin,

n=2 n=1

a Sél:(n+1)(2n+1)+|b1|(n—1)(211—1)] <§(2n2 +1)

ve n=1,23... i¢in,

b

n

Sél:(n—1)(2n—1)+|b1|(n+1)(2n+1):| <§(2n2 +1) dir.

3z+z2°

3(1—2)3

Esitlik hali, f(z)= 2Re{ } € 0T, fonksiyonu igin gegerlidir [8].
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1.7 Pozitif Reel Kisimhh Harmonik Doniisiimler
f=h+ § olmak iizere Re f = Re(h + §) oldugundan, U da analitik ve reel kismi

pozitif fonksiyonlarin sinifi ile, harmonik ve reel kismi pozitif fonksiyonlarin sinifi
arasinda yakin bir iligskinin oldugu goriilmektedir. Bu boliimde, bu iki sinif arasindaki
iligki verilecektir. Ayrica analitiklik halinde gecerli olan bazi sonuglarin, harmonik

olmas1 durumundaki gecerliligine bakilacaktir.

Tammm 1.7.1: U da harmonik, Re f (z) >0 sartim1 saglayan ve f (O) =1 seklinde
normalize edilmis f =h+ § fonksiyonlarinin sinifin1 7, ile gosterelim. B, m f. (0) =0
ozelligine ait fonksiyonlarnim olusturdugu alt simifi da P,° ile gosterelim. U da analitik,
Re p(z)>0 sartim saglayan ve p(0)=1 seklinde normalize edilmis fonksiyonlarmnin

smifi P olmak iizere, P — P, seklindedir.

Teorem 1.7.1: Eger, f = h+§ e P, ise, p=h+ge P seklindedir. Aksine, hve g, U
da analitik, /'(0)~1=g(0)=0ve h+ge P ise, f =h+g € B, yazilir [18].

Oztiirk [31], 1995 yilinda bu teoremden faydalanarak asagidaki sonuglari elde
etmistir.

Sonu¢ 1.7.1: P, konveks ve kompakttir.

Sonug¢ 1.7.2:f:h+§ePH ise X={77:|77|=1} ve zeU ig¢in,

1+7nz
n(z)+g(z)= [ 1= ~du(n)

=1

1
— | d =1
ve Y ”J:l ,U(77)

olacak sekilde X = {77 :|77| = 1} tizerinde bir tek ¢ olasilik 6l¢iisii vardir.

Teorem 1.7.2: f € P, ise, ze U igin,

N | =
O ey v

fonksiyonu da P, smifina aittir. r (Z ) ==/ (5 )dé’ Buradaki integral 0 ile z
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noktasini birlestiren dogru pargasi boyuncadir.

Teorem 1.7.3: Reel katsayili f € P, fonksiyonlarin sinifim PR,, ile gosterelim. Boylece,

F=H+5€Tg ise zeU igin,

fonksiyonu da 7, simifina aittir.

Teorem 1.74: f =h +§ € PR, ise,

1-z° 1
d S =1
1-2zRen+2° u(m); 27:7;_1 u(n)

h(z)+g(2)= |

=1

olacak sekilde X = {77 :|77| = 1} tizerinde bir tek # olasilik dl¢iisii vardir.

Teorem 1.7.5: D, konveks bir bolge, f:h+§ ve f.+f :h'+g'ePH ise, h+g
yalinkattir.

Teorem 1.7.6: f € P, ve |z| =r<1 ise,

I-r I+r
—<Ref(z)s— 1.7.1
l+7 f() l-r ( )
olur. Esitligi saglayan fonksiyonlardan biri,
f(z):Re(l+Zj+iIm(1+3Zj (1.72)
-z -z

fonksiyonudur. [18].

Teorem 1.7.7: f=h+geP, ve zeU igin, J,(z)# 0olsun. Béylece,

z| =r<1 igin,

ve n=2,3,... i¢in,
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< n!(n+2r—l)

(1 _ 7")"+2

‘h" (Z)‘ S_—

seklindedir. Esitlik halleri;

fonksiyonu i¢in gegerlidir [18].

Sonu¢ 1.7.3: f=h +§ € P, ise,

<2

bVl

|-

dir [31].

Sonu¢ 1.7.4: f(z)=h(z)+g(z)eP,’ ve zeU igin, J,(z)#0 olsun. Boylece,

|z| =r<1 igin,

h(z)=l+ian2", g(z)=ibnz'7, (1.73)
n=2 n=2
la,|<n+1 ve |b|<n-1 (1.74)

olur [31].

1.8 Harmonik Fonksiyonlar i¢in Subordinasyon Prensibi

Subordinasyon kavrami ilk olarak Lindelof [26] tarafindan olusturulmus fakat
terim olarak ilk kez Littlewood [24],[25] ve Rogosinski [34],[35] tarafindan tanitilmis
ve bazi temel sonuglar bulunmustur. Ozellikle 1981 yilinda Miller ve Mocanu’nun [28]
makalesinden sonra bu teori ¢ok fazla gelisme gostermistir. Giiniimiizde subordinasyon

teorisi karmasik analizde ¢ok 6nemli bir rol oynamaktadir.

Tamm 1.8.1 f, U da harmonik yalinkat bir fonksiyon olsun.w fonksiyonu da U da
analitik olsun ve ‘w(z)‘ <1, w(0)=0, w'(0)>0 sartlarim saglasin. Eger zeU

i¢in,



34

f(2)=F(w(z))
yazilabiliyorsa , f* fonksiyonu F' e Subordinedir denir ve f < F seklinde gosterilir.

Eger D, f(0)e Dc f(U) bzelliginde basit baglantili bir bolge ise, f(U)=
bagintisini saglayan ve F e subordine olan tek bir f fonksiyonu vardir. Gergekten w
fonksiyonu U dan F~' (D) iizerine w(0)=0, w'(0)> 0 sartlarim saglayan konform

bir doniisiim olarak tanimlanabilir.

Subordinasyon kavrami icerisinde fonksiyonun kendisi ve tiirevlerini iceren bir
ifade varsa bu sekildeki ifadelere Diferensiyel Subordinasyon adi verilir[29].
Diferensiyel subordinasyon kavrami birinci, ikinci ve n-inci mertebeden diferensiyel

subordinasyon seklinde gruplanabilir.
1.9 Harmonik Fonksiyonlar i¢cin Hadamard Carpimi(Konvoliisyon)

Iki karmasik degerli harmonik fonksiyonun Hadamard ¢arpimi (konvoliisyon)

f:h+§zz+zw:anz"+ibnz" ve F:H+5:Z+iAnZ"+ZOO:BnZ"

n=2 n=1 n=2 n=l1

olmak iizere,

(f*F)(z)=| (h=H)+(g*G) |(= —Z+ZaAz +Zsz

seklinde tanimlidir.

Bu Konvoliisyon formiilii /' ve F in anti-analitik kisimlarmin sifir olmasi

durumunda tinliit Hadamard Carpimina indirgenir.

Analitik fonksiyonlar i¢in iki konveks fonksiyonun Hadamard g¢arpiminin

konveks oldugu ve li sag yar1 diizlem doniisiimiiniin Hadamard ¢arpimin birimi
-z

oldugunu biliyoruz. Ancak harmonik durumda, sonsuz tane sag yar1 diizlem dontigiimii

vardir ve bir f €S, harmonik konveks fonksiyonu ile bu sag yar1 diizlem
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doniistimlerinden birinin harmonik Hadamard carpimin, f in konvekslik hatta

yalinkatlik 6zelliklerini korumasi gerekmez.

Ornegin;

fi(2)= Re{ z }+ ilm{—= - ve 1> (z) = diizgiin altigen harmonik
-z (1 — z)
doniisiimlerini goz Oniine alirsak, f, * £, nin yalinkat olmadig1 goriilebilir.

D deki fonksiyonlarin harmonik fonksiyonlar i¢in Hadamard ¢arpimu ile ilgili

bir sonu¢ asagidaki gibidir.

Teorem 1.9.1: Eger f €S, ve ¢ €S konveks doniisiimler ise,
S* (a(; +o ) €Sy
fonksiyonu |a| <1 olmak lizere D yi konvekse-yakin bir bolge lizerine donustiiriir [8].

1.10 Cokdegerli Harmonik Fonksiyonlar

Son bes yil boyunca acgik birim diskteki ¢okdegerli harmonik fonksiyonlar

tizerine birgok calisma olusturulmustur.

Harmonik yalinkat fonksiyonlardan c¢okdegerli harmonik fonksiyonlara
gecerken ortaya asikar olmayan bir durum ¢ikar. Bu durumda harmonik fonksiyonlar
icin Duren, Hengartner ve Laugesen tarafindan elde edilmis asagidaki argument

prensibine gereksinim vardir.
Teorem 1.10.1: /', I' smurli D Jordan bolgesinde harmonik bir fonksiyon olsun. f

in D de sirekli, I" iizerinde f (z) # 0 oldugunu ve D de higbir singiiler sifira sahip

olmadigini varsayalim. D deki sifirlarin mertebelerinin toplami m olsun. Bu durumda

z, I lizerinde gezerken A, arg( f (z)) /(z) ’nin argiimaninin degisimini tanimlamak

uzere, A, arg(f(z)) =27m olur

Teorem 1.10.1, Om. P. Ahuja ve Jahangiri’yi [1] U daki biitiin ¢okdegerli

harmonik ve yon koruyan fonksiyonlarin p >1 olmak lizere H ( p) siifinin belirli alt
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simiflarim1 ¢aligmak  i¢in  yOnlendirmistir. h ve g fonksiyonlari

o0

h(Z) = Zp + zan+pflzn+P_l’ g(Z) =ibn+pilzn+p—l R
n=1

n=2

b,|<1 (1.10.1)

seklinde tanimlanmak {tizere, H ( p) deki bir f fonksiyonu f :h+§ olarak

yazilabilir.

p=1 icin SH ( p), U birim diskini orjine gore yildizil olan kapali bir egri
lizerine doniistiiren, harmonik yildizil fonksiyonlar1 kapsayan H ( p) nin alt siifim

tanimlasin.
p-degerli  doniisiimlerin  yon koruyan olmasi gerekmez. Ornegin;
f(z)=z 4z, D= {z 2| < 2} lizerinde 4-degerlidir ve ‘a(O)‘ =0 ve ‘a(l,S)‘ =3

olur [10].

Teorem 1.10.2: Eger, (1.10.1) ile verilen f=h+§ fonksiyonu a, =1 ve p=1

olmak tlizere

bn+p_]‘)ﬁ2p (1.10.2)

Zw:(n+p—l)(

n=1

|+

an+p—1

sartini sagliyorsa, f, U da harmonik, yon koruyan ve f e SH (p) olur [1].
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2. BOLUM

HADAMARD CARPIM iLE TANIMLI k- DUZGUN COKDEGERLI
HARMONIK FONKSIiYONLARIN YENI BiR SINIFI

Bu boéliimde, Hadamard Carpim ile tanimli, birim diskte & — diizgiin harmonik
fonksiyonlar ile ilgili ¢okdegerli yon koruyan karmasik harmonik fonksiyonlarin yeni
bir smifin1 tanimlayarak, bu alt sinifa ait katsay1 kestirimlerini, extreme noktalarini,

bliyiime ve biikiilme teoremlerini ve kapalilik 6zelliklerini verecegiz.

2.1 H,(p.t,a,k) Sifimin Tanimi:

Basit baglantili bir D < C karmasik bolgesinde tanimli harmonik bir fonksiyonun,
f =h+§ ,z € D seklinde ifade edilebildigini biliyoruz. Burada 4 ve g, f in sirasiyla
analitik ve anti-analitik kistmlaridir. Ozellikle eger f fonksiyonunun anti-analitik
kismi sifir ise, f fonksiyonu analitik duruma indirgenir. D bélgesinde z — f (z)
dontlisiimiiniin yon koruyan ve yalinkat olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f in

Jakobiyeninin pozitif yani ,

J(2)=n(z)[ -lg'(z)[ >0, zeD
olmasidir.
h(z)=z+ianz” ve g(z)zibﬂz” ,b1|<1 (2.1.1)
n=2 n=1

ille U birim diskinde harmonik, y6n koruyan ve yalinkat olan f =h+§

fonksiyonlarinin smifim H ile gosterelim. H smifi  Clunie ve Sheil Small [8]
tarafindan tanimlanmis ve ¢alisilmustir.
p =1 belirli pozitif tamsayisi i¢in, £ >1 bir tamsay1 olmak lizere,

h(z):z" + i a,z", g(z): i b,z" ‘bpﬂ_l

n=p+t n=p+t-1

<1 (212

seklinde yon koruyan tiim ¢okdegerli harmonik f = h+§ fonksiyonlariin ailesini

H(p) ile tammlayalim. Ozellikle H (1)=H dur.

eH fonksiyonu eger, her bir z=re” ,0<0<27, 0<r<1 icin,
p y g

a—%(arg(f(re”)))kpa ,0<a<l
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sartint saglarsa f fonksiyonuna « Mertebeli Cokdegerli Yildizil Harmonik

Fonksiyon denir. « mertebeli cokdegerli yildizil harmonik fonksiyonlarin S, (l,a) ve

Sy ( p,a) siiflar1 [4], [2] ve [16] de ¢alisilmustir.

F(z)=H(2)+G(z)=z2"+ Z nE +§

z
n=p+t n=p+t-1

belirli bir ¢okdegerli harmonik fonksiyon olsun. ( f*F ), f ve F harmonik

fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi ve

k(0<k<w), p (p=1), a(0<a<l), t(t21), zeU igin H(p) de,

[PV, |2 o))
N [z'(f*F)(zJ"‘\z'(f*F)(z)

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin ailesi, . ( p.t,a, k) olsun. Burada

- pl+ pa (2.1.3)

z= 8_66’(r %y, f(z)= %f(r ") seklindedir.

Rew > k|w—p|+ pa < Re((1+ke’€)w—kpem) > pa
gercegini kullanarak (2.1.3) den f* fonksiyonunun H ( pst, a,k) siifinda olmasi igin

gerekli ve yeterli kosulun

. (1+ke’€)z(f*F)'(Z)

- —kpe” |> pa ,0<a<l (2.1.4)
Z(f*F)(z)

olmasi gerektigi bulunur.

H,(p.t,a,k) smfi H(p) veya H smifimin daha 6nce ¢alisilmus birgok alt

smifin1 kapsayan, daha genis bir siniftir. Ornegin;

b ()5, ) ()01
H(]_zz){l_zzj(p’t’o’o)zslz (p,O) ;[2]
H (LLea,0)=S, (La)=5; () ;[19]

H . —(110,0)=5;(0)=5; ;[41],[42]
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H(IZZHIZZJ (p.t,a,1)= {f eH(p): Re((1+ei9)zz'—'—pei9j > pa} ;[20]
H[IMIJ (LLa,k) =G, (k,a,1) .[4]
seklindedir.

Son olarak, p>1 igin TH (p),

W)=z =Yl g(z)= Y

n=p+t n=p+t-1

b

n

z" (2.1.5)

seklindeki ~# ve g fonksiyonlar i¢cin H ( p) deki f :h+§ fonksiyonlarinin siifini

tanimlamak lizere,
H(p.t,a,k)=TH(p)"H,(p,t,a,k)

ailesini tanimlayalim.

2.2 H.(p.t,a,k) ve H.(p,t,a,k) Simflarimn Katsay1 Kestirimleri:
Bu kesimde ilk olarak H, ( p,t,a,k) sinifindaki harmonik fonksiyonlar igin

gerekli bir katsay1r sartint verdikten sonra bu sartin HF( p,t,a,k) siifindaki

fonksiyonlar i¢in yeterli de oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.2.1: 7 ve g fonksiyonlar1 (2.1.2) de verildigi sekilde tanimlanmak {iizere
f:h+§ olsun. Eger k>0, p=>1, 0<a<l1 ve (tamsay1)f>1 iken

1

o n(l+k)-p(k+a) . © n(l+k)+p(k+a) 1
Z[(p( }%A,J Z{(p( }bB

et 1—a)+1)—|p(1—a)—1| Ml 1—a)+1)—|p(l—a)—1| (0 r1|_

22.1)
ise, f e H,(p,t,a,k) olur.

Ispat: (2.1.4)15131nda
. (ke +1)| z(h= H)'(2)-2(g*G) (z) |- p(ke” + )| (= H)(z) + (g *G) (=) A2

i (h*H)(z)+(g*G)(2) - B

2

iken Re(w)> 0 oldugunu gostermeliyiz. Yani “Re(w) >0 < [1+w|>[1-w
gercegini kullanarak

|4(z)+B(z)|-|4(z)- B(z)|2 0 2.2.2)
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oldugunu gostermek yeterlidir. (2.2.2) de verilen A(z) ve B(z) igin gerekli

diizenlemeler yapildiginda,

‘A(z) + B(z)‘ =

(1+kéy){pzp+ inaﬂ/]hz"— i nW} ke +a){2p+ > a4z + Z sz"}zu > a4z + Z bBZ'

n=p+-1 n=p+-1 n=ptt-1

(k) g2+ 31+ na 47 — S (1) b BZ —p{ ke +) zp( "raad? - 3 pli+a)bB7 +

ko o ol
+2+ ZanA,z + Zsz
o
= p+ipe” —kpd” — port1) 2 + Z[ (1+1”)-plke”+c)+1 | 47" [ (1+4”)+p( k" +) -1 ]p,B2
emd
=[ p(1-a)+1]+ z[ (1+1”)-plke”+c)+1 | 47"~ [(1+ké‘9)+p(ké"+a)—1 \BZ"
o
ve
[4(2)-B(z) =

:(1+keig){pzp+inanz4,lz”— iln@} (k" +a)[z +ZaA,Z + ;lez }Z —ZaAz - zleZ
:(erﬂ)pzu%(erf@)nan/;;n_ gl(nkeﬁ)@_p( ’ +a) _zp( ’ +a)a, A7 - ;lp( ’ +a)hB7 -

-z —ZaAnz - ;lez

:( p+ipd’ —Igyé"’"—pa—l)zp + i[n(er”) — p(l(e"‘9+a)—1}anAnz”— i [n(1+ke’€)+ p(kei" +a)+1 ) BZ"

n=p+-1

=pi-1

= p(1-a)-1]z" +§H[n(1+ke"‘9) - p(keig +a) —l}znAnz” —Tg [n(1+l(ei‘9) + p(ke“’" +a) +1hBz7"

yazilir. Buradan,
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[4(z)+ B(2) -|4(2)- B(2)

z([p(l—a)+1]—\p(l—a)—l\)|z| Z[n (1+k)-

n=p+t
- Zw: [n(1+k)+ p(k+a)-1]b,B, Z [n(1+k)-p(k+a)-1]|a,4,||
n=p+t-1 n=p+t
- Z [n(l+k)+p(
n=p+t-1

=([p(1-a)+1]-|p(1-a)-1))|

—Z 2[n(1+k)-p(k+a)]a,4] - i 2[n(1+k)+p(k+a)]|p,B,||z

n=p+t n=p+t-1

& 2[n(1+k)-p(k+a)]
: n;,[p(l—a)+1]—‘p(l—a)—l
~ i 2[n(l+k)+p(k+a)]

[ p(1—a)+1]-|p(1-a)-1

a A

n n

=([p(l—a)+1]—\p(l—a)—l\)|z|”

n n

>0
elde edilir. Hipotez geregi bu son ifade negatif olmayandir. Bdylece, ispat tamamlanir.
X

n=p+t n=p+t-1

Y

n

=1

olmak iizere,

p(l-a)+1]-|p(1-a)- 1| p(l-a)+1]-|p(1-a)-1|——

[~( [(
,Zp‘it 2[n(1+k)-p(k+a)] n;I 2[n(1+k)+p(k+a)]B,

(2.2.3)

fonksiyonlart (2.2.1) ile verilen katsay1 esitsizliginin kesin oldugunu gdosterir.

Sonug¢ 2.2.1: & ve g fonksiyonlar1 (2.1.2) ile verilmek iizere f :h+§ olsun.

0<a<ligin p2 alalim. Bu durumda eger,

Z [n(1+k)-p(k+a)]ja,4,|+ i [n(1+k)+p(k+a)]p,B,|<1

n=p+t n=p+t-1

sart saglanirsa  f € H . (p,t,a,k) olur.
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Sonug 2.2.2: h ve g fonksiyonlar1 (2.1.1) ile verilmek {izere f =h+§ olsun. Yine

0<a<ligcinl<p<

alalim. Bu durumda eger,
-

S [n(1+k)-p(k+a)fla A+ S [n(1+k)+ p(k+a)]b5,

n=p+t n=p+t-1

<p(l-a)

ise feH,(p.t,a k) olur
Asagidaki teoremde yukarida verilen gerekli sartin H-, ( p.t,a, k) icin yeterli de
oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.2.2 : 1 ve g fonksiyonlar1 (2.1.5) ile verilmek lizere f :h+§ olsun

ve k>0, 0<a<1 alalim. Bu durumda,

i) 1<p< 1_1 iken f e H.(p,t,a k) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul,
S [n(+k)-plk+a)|la,d)+ S [n(1+k)+ p(k+a)]b,B) < p(1-a)
n=p+t n=p+t-1

olmasidir.

ii) p(l-a)=1iken feH,(p,t,a k) olmasiigin gerekli ve yeterli kosul,

i[n(l+k)—p(k+a)]|anAn + i [n(1+k)+p(k+a)]p,B,|<1 (224

n=p+t n=p+t-1

olmasidir.

Ispat: Sonu¢ (2.2.1) ve Sonu¢ (2.2.2) ye gore, (2.2.4) sarti saglanmazsa
feH.(p.t,a,k) oldugunu géstermek yeterlidir. H,(p,t,a,k) de olan (2.1.5) ile
verilen  f =h+§ fonksiyonu icin gerekli ve yeterli sart (2.1.4) esitsizliginin

saglanmasidir. Esdeger olarak,

(1+keig)[z(h*H)'(Z)—z(g*G)'(Z)}—p(keia +a)[(h*H)(z)+(g*G)(z)]
[(h#H)(2)+(g#G)(2)

Re >0 (2.2.5)

esitsizligini elde etmeliyiz. 0 <z =7 <1 olmak lizere z nin degerlerini pozitif reel

eksen iizerinde segerek ve Re(—em) > —‘ei"‘ =—1 esitligini kullanarak (2.2.5) esitsizligi
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0

(1+ke"9){pzp - i nla,A |z" — Z n|ann

o0 o0
z" —(ke“g + a)p z¥ — Z |anAn z" + Z |ann z"
n=p+t n=p+t-1 n=p+t n=p+t-1

p{z”— Zw: a,A,lz" + Zw: annz”}

n=p+t n=p+t-1

=Re

0

(1+k){pr”— i nla,A,|r" - Z n|ann r”}—(kJra)p[r”— Zw: a,A,r" + Zw: |annr”}
> n=p+t n=p+t-1 n=p+t n=p+t-1
p[r" - z |anAn "+ z ann|r”}
n=p+t n=p+t-1
p(-a)r =Y [n(i+k)-p(k+a)jaAlr = 3 [n(+k)+ p(k+a)]bB, "

n=p+t n=p+t-1

p{r”— i a,A,r" + zw: annr”}
n=p+t n=p+t-1

indirgenir. » — 1™ alarak

p(l_a)_{i [n(1+ k)= p(k+a)lad,|+ 3 [n(1+ &)+ p(k+a)]pB,

n=p+t n=p+t-1 }
>
— 0

1= > |a,4,]+ i b,B, )

n=p+t n=p+t-1

esitsizligini elde ederiz Eger (2.2.5) sart1 saglanmazsa, bu durumda (2.2.6) nin pay1 (i)
ve (i1) sartlarindan dolay1 1 e yeteri kadar yakin » sayilari i¢in negatif olur. Bu (2.2.6)

nin sol tarafin1 negatif yapan z, =7 >1 , sayisimin varoldugunu gosterir. Bu da bir

celiskidir.

2.3 H:(p.t;a,k) Stmfimn Biiyiime Simirlart :

Bu kesimde (2.1.3) tanimini kullanarak H- ( p,t;a,k) sinifi i¢in biiylime

siirlarini elde edecegiz.

Teorem 2.3.1: [ € H.(p.t;a,k) ise, bu durumda |z| =r<1 ve 4, <B, igin,
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+ oy p(l-a)  [(pre=))(1+k)+p(k+a)] ]r"+l~ e
()< - [“’“”(”k)—p<k+a>J|Awl [(peiek)plira] 4, e Bl [P0
(14, )FWIJ{ : (k) plhra)] ) P p(1-a)>1
i1 [(p+z)(1+k)—p(k+a)]ApH [(p+t)(1+k)—p(k+a)] 4, pr-1P i
2.2.7)
ve
pricl p(l-a) [( +1-1)(1+k)+ k+a )
FER (1=[p,.|) _{[(p+t)(1+k) (k+a)]|4,.| [( |:pp+[ 14+k)- k]j-a )4, || i 1z1|] Lp(l-a)<l

1 [(p+t—1)(l+k)+p(k+a)]

(1—|b,,+,,1|)rp+rfl _([(p+t)(l+k)_p(k+a)] A _|:(p+t)(l+k)—p(k+a):| A

P+ pt

|bp+lep+zl|er+l;p(1 - a) 21

(2.2.8)

yazilabilir. Bu esitsizliklerdeki alt ve iist sinirlar biiyiiltiilemez ve kiigiiltiilemez.

Ispat: p(1-a)<1 oldugunu varsayalim. p(1-«)>1 i¢in de ispat benzerdir.

feH. (ptiak) ve ‘ - 4,,<|B,| ise, Teorem 2.2.2 geregi
asagidaki esitligi yazabiliriz.
‘f(z)‘:z”— i bn;
n=p+t n=p+t-1
= Z - Z n Z + Z n Z + p+t-1 i bn (;)p+t_1
n=p+t n=p+t n=p+t-1

b b

n

z? +

)

p+t-1
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)t 2 (la+

n=p-+t

)r”*f-l N i (|an|+|b”|)rp+1

n=p-+t
p(1-a)

) " 1-‘_[(p+t)(l+k)—p

» |:(p+t)(1+k)—p(k+a):HAp+t (|an|+|bn|)r”“

2

£(1+b

p+t—1

IA

(1+b

p+t—1

(1+‘b

p+t-1

epet p(l-a)
+ pHl p(l—a)
(1 b, ,1) [(p+;)(1+k)—
[n (1+k)-p(k+a) (k+a)] A,, "
ER s g TR

( a)
[(p+1)(1+k)=p(k+a)]|4,.

{ 2 [n(l+k)—p(k+a)]|An I+ [n(1+k)+p k+a ]| b|} "

B )rp+t—l+

npit p(l-a) p(1-

p(l—a)

[(p+t)(1+k)-p(k+a)]

b

)rpﬂ—l +

p+t-1
A

pt

@i@ﬂ%ﬂ%ﬁﬂh@h 5[]
p (1 _ a) pH=1"7""p+t—
pr . )rp+t 1
bp+t—pr+t—1

L p(l-a) ~ [(p+t—1)(1+k)+p(k+a)]

A, [(p+)(1+k)-p(k+a)]l4

ptt p+t

olarak bulunur.

7 (2)

Benzer sekilde,
=f = 2 lalz+ 3 Jal
n=p+t n=p+t-1 |Z| — e 1
|zl =
=p—Z|P+ZMPﬂ@HUWI
n=p+t n=p+t
:f+%4$m_iw#um@j

n=p+t

p+l
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= (1_‘bp+zf1‘)rp+t_l - (1 05)

[(p+1)(1+k)-p(k+a)] ‘A ‘

[i[n(Hk) plk+a ]‘A ‘| I+ [n(1+k)+p(k+a ]‘A ‘| |}

D= p(i-2)

(b s

(5 [0 xwﬂww[ . tepttrally, )

(bl il s et
_(l‘b‘””‘)w[[(p+r>(l+§§l—p08c+a)] PR ey ‘b"“‘B”*“‘}M
.

Somug 2.1

Eger, /€ H.(p,t,a,k) ise,

1 Ai-a) [(p+0)(14k) —plk+a) | (p+1-1)(1+k) + plk+2) | B,, | || e
e A0 pEra]4) [(pra)1+8)-plk+eq] 4, I
. 1 | [(p+0)(1+0)—plk+a) [ ( p+=1) (1+k)+ plk+0) | B, | 1| (1)1
(o) +-plk+) ] 4] [(a)+8-plkveq 4, ’

olur.



47

2.4 H(p,t;a,k) Simfinin Kapahlik Ozelligi :

Bu kesimde clco H (p,t,a,k) ile tammlanan H (p,t,a,k) smfinin kapali

konveks zarfinin extreme noktalarimi ve H- ( p,t,a,k) sinifinin konveks bilesimler

altinda kapal1 oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.4.1: |An|¢0(n:p+t,n:p+t—l,...) ve

Bl‘l

#0(n=p+t—1,n= p+t,..) oldugunu varsayalim. Bu durumda f fonksiyonunun

clco Hy (p,t,a,k) da olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

hPJrf*l(Z):ZPa

P p(l_a) n — 1 1— <1

z [n(1+k)_p(k+a)]Anz (n=p+t,p+t+1..),p(1-a)<
1

- [n(l+k)—p(k+a)]|An| d

h(2)=

ZP

(n=p+t,p+t+1,...) ,p(l—a)Zl

Py p(l—a) ZT
[n(1+k)+p(k+a)]B,

1 3
[n(l+k)+p(k+a)]|Bn|Z

(n=p+t-1, p+t,..) ,p(l-a)<l1

g.(2)=
zP +

(n:p+t—l, p+t,...) ,p(l—a)Zl

XPHIEXp:l—(ZXﬂL Z Y”J’ X,20,Y >0, olmak iizere

n=p+t n=p+t-1
F(2)= 3 Xh(z)+Yg(z). zeU (2.2.9)
n=p+t-1
seklinde olmasidir.

Ozellikle H. 7 ( p,t, a,k) sinifinin extreme noktalari {hn} ve { gn} fonksiyonlaridir.
Ispat:  Ispati p(l-a)<I i¢in yapalm. p(l1-&)>1 durumundaki ispatta, benzer
sekilde yapilabilir.

p(1-a) <1 oldugunu varsayalim. (2.2.9) seklindeki fonksiyonlar igin

__N p(l-a) R p(1-a) =
FE)=2 = ) - plera) AL 2 Ta(i0)+ plk + @) B

yazabiliriz. Diger taraftan, 0< X' <1 i¢in




48

Z[n (1+k)-p(k+a)]|4) p(1-a) }r i [n(1+k)+ p(k+a)]|B)| p(1-a) J

ot p(1-a) [[n(1+k p(k+a)]4,]" p(1-a) [n(1+k)+p(k+a)]B) "

:[i X, + i Yn]:(l—Xp)sl

n=p-+t n=p+t-1

olur. Bdylece Teorem 2.2.2 den f € H,(p,t,a,k) bulunur.

Diger tarafi ispatlamak i¢in, f € H.(p,t,a,k) olsun. Teorem 2.2.2 den

< p(l-a) - p(l-a)
" a1+ k)= p(k+a) " [n(1+k)+p(k+a)]|B,

yazilir. Simdi

:[n(1+k) (k+a)]ja,4,| v :[n(1+k)+p(k+a)
' p(l a) T p(l-a)

alahmve X, =1—[ z X, + Z Yn] ; X,20 tamimlayalim. Bu durumda,

n=p+t n=p+t-1

b |z" L0<X, <1,  0<Y <I

fe)=z-Ylaf+ ¥ ,,

n
n=p+t n=p+t-1

~ p(l-a)X, p(l-a)y,
= ngﬂ[n 1+k)— k+a)]|An| n;I[n 1+k +p(k+a)]

0

=zP — Z (z” —hn(z)) I i (zp —gn(z))Yn

n=p+t n=p+t—1
=(1—(i)(n+ i Y"BZ +Zh )X, + Z g, (2)Y,
n=p+t n=p+t-1 n=p+t n=p+t-1

o0

=X, z" + i X,h,(z)+ Z Vg, (z).

n=p+t n=p+t-1

gerekli gosterimi elde ederiz. Boylece f fonksiyonu (2.2.9)ile ifade edilebilir.

Caligmamiza ait son teoremimiz  H ( p.t,a, k) smifinin elamanlarinin konveks

bilesimi ile ilgili olan asagidaki teoremdir.
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Teorem 2.4.2: H_ ( p.t,a, k) sinifi konveks lineer bilesimi altinda kapalidir.

Ispat: i=1,2,... icin f, fonksiyonlari

z) =zl - i ‘al”

n
ClzT +
n=p+t n=p+t—1

ile verilmek iizere f eH.(p,t,a,k)  oldugunu varsayalm. Ayn zamanda

0
12"+ Z ‘Bi ‘z” belirli harmonik fonksiyonlarmin verildigini
n=p+t n=p+t-1

F(2)=z

varsayalim.
Z u =1, 0<u<1i¢in, f, fonksiyonunun konveks bilesimi

2/4-/‘,-(2) [Zﬂ a; UZ l(iﬂi‘bi,,‘j(g)n (2.2.10)

i=1 i=1

olarak yazilabilir.

Z[n 1+k)-p(k+a)] ‘CIA‘-FZ[I’Z (1+k)+p(k+a) ‘bB‘

n=p+t n=p+t-1

S{p(l—oz) ;p(l-a)=1

1 ;p(l-a)<1

oldugundan ve (2.2.10) esitligi

Zw: [n(l+k)—p(k+a)]i,ui‘a ‘+ z [n l+k +p k+a ]Z,ul‘b, Bl‘

n=p+t i=1 n=p+t—1

{Z[n 1+k)-p(k+a)] ‘aA‘+ Z [n(1+k)+p(k+a ]‘bB‘}
i=1

n=p+t n=p+t—1

p(1- a)z,u p(l-a) ; p(l—a)<1

=1 ;p(1-—a)=1
oldugunu verir. Boylece (2.2.1) ile verilen katsayi esitsizligi saglanir. Bu durumda,

Zu, . H(p.t,ak)

siifinda oldugu goriiliir.
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