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AMAC

Hardy Tipli Esitsizlikler, Hardy Operatorii ve Hardy-Steklov Operatorii birbiriyle

yakindan iligkili(birbiriyle i¢ i¢e) olan matematik konularidir.

Bu tezin amaci, bir integral operatorii olan ve Hardy tipli esitsizliklerle i¢ i¢e olan
Hardy-Steklov operatoriiniin  6zelliklerini( sinirlilik, siireklilik, kompaktlik ) ve bu

operatoriin Hardy tipli esitsizliklerde oynadigi rolii incelemektir.



OZET

Hardy ve Hardy-Steklov operatorleri dogal olarak Hardy tipli esitsizlikleri
ilgilidir. Asil amaci bu konular1 calismak olan tez sirasiyla, genel olarak, soyle
Ozetlenebilir:

Ik boliim olan giris boliimiinde konunun &nemi ve dogusu hakinda bilgi
verilmektedir.

Metrik uzaylar, normlu uzaylar, LP uzaylari, operatorler gibi temel konular ikinci
boliimde verilmektedir.

Lebesgue integral teorisinde merkezi bir yeri olan yakinsaklik teoremleri ti¢iingii
boliimde verilmektedir.

Tezdeki teoremlerin ispatlari i¢in gerekli olan Fubini-Tonelli teoremleri dordiincii
boliimde verilmektedir

Operator teorisinde 6nemli olan interpolasiyon besinci boliimde yer almaktadir.

Zayf tlirev, Sobolev gobmme teoremleri gibi konulari iceren Sobolev uzay: altinci
boliimde verilmektedir.

Daha farkli uzaylarda ¢aligmamiza izin veren homojen tip uzaylar ve onemli
ortme teoremleri yedinci boliimde yer almaktadir.

Son olarak tezin konusu olan Hardy-Steklov operatorii ve tez konusunun ayrilmaz
bir konusu olan Hardy operatorleri ve Hardy esitsizlikleri konular1 birlikte sekizinci
boliimde verilmistir. Yani, bu bolim Hardy-Steklov operatoriiniin = simirliligt  ve
kompakthg kriterleriyle ilgileniyor ve Hardy-Steklov operatoriiniin, Hardy tipli

esitsizliklerde nerede yer aldigin1 gosteriyor.



A

SUMMARY

Hardy and Hardy-Steklov operators are, naturally, related to Hardy type
inequalities. Thesis whose main aim is to study these topics can sum up as follows,
generally:

First chapter which is introduction gives information about important of the topic
and its birth.

Metric spaces, normed spaces, LP spaces, operators such as basic topics are given
in the second chapter.

Convergence theorems which take a central place in Lebesgue integration theory
are given in the third chapter.

Fubini-Tonelli theorems which needed to prove theorems in the thesis are given in
the fourth chapter.

Interpolation which is important in operator theory takes place in the fifth chapter.

Sobolev space which includes such as weak derivative, Sobolev embedding
theorems is given in the sixth chapter.

Finally, Hardy-Steklov operator which is topic of the thesis and Hardy operator
and Hardy inequalities which are indispensible from topic of thesis together are given in
the eighth chapter. Namely, this chapter deals with boundedness and compactnees criteria
of Hardy-Steklov operator and shows where Hardy-Steklov operator took place in Hardy

type inequalities.



1. BOLUM
GIRIS

Son zamanlarda integral operatorlerinin arastirtlmasinda ¢ikan  Onemli
ilerlemeler,fonksiyonel uzaylarinin yeni ¢esitlerinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

Bu agidan Hardy tip, Riesz tip, maksimal operator, singular integral operator ve
diger potansiyel tip (Hardy-Steklov operatorii, Calderon-Zeygmund operatorii, bazi
diyadik ve diyadik olmayan kesikli operatorler) operatorler i¢in bulunan yeni ve modern
esitsizlikler géz oniine alinmalidir.

Boyle  esitsizliklerin -~ LP  uzaylarindaki ifadeleri klasik  olarak
degerlendirilmektedir. Ayrica LP uzaylari disina ¢ikildiginda onceki teori ve uzaylarin
yetersiz oldugu ortaya ¢ikiyor.

Son yillarin aragtirmalari bu boslugu doldurmaktadir. Bu agidan birka¢ yontemi
dikkate aliyoruz.

Homojen Tip Uzaylar

Genel Lebesgue Uzaylar

Modullar ifadelerle tanimlanan uzaylar1 ve genel ¢cok boyutlu uzay durumlarin1 g6z 6niine
aliyoruz. Potansiyel tipli operatorlerin 6zelliklerinin homojen tipli uzaylarda ifade
edilmesinin daha uygun olacagini diistiniiyoruz.

Modular uzaylar derken bildigimiz kuvvete yiikseltme islemiyle olusan LP
uzaylarimi degil, konveks fonksiyonlarla olusan (tanimlanan) esitsizlikleri kast ediyoruz.

Aslinda her sey G. H. Hardy’nin 1920 de yayimlanmis bir notta(ispatsiz) eger
a>0,f(x)=0,p>1ve faoo fP(x) dx yakimsak ise bu durumda

0 p

f ff(t)dt dx< ffp(x)dx (1.1

a

oldugunu ifade etmesiyle baglad1
G. H. Hardy diger matematikgilerle (1.1) esitsizligiyle ilgili bir takim iletisimlerde
bulundu ve f(x) =0, p>1; f herhangi sonlu (0,X) araligi {izerinde ve fP (0,)

aralifinda integrallenebilir i¢in asagidaki esitsizligi ifade ve ispat etti.



p

f ff(t) dt dx< jfp(x)dx (1.2)

Daha sonra (1.2) esitsizligi bir model gibi alinarak daha genel esitsizlikler elde etmek
icin lizerinde genis c¢apta arastirmalar yapildi ve p > 1, € <p — 1, tim nonnegatif

Olciilebilir fonksiyonlar i¢in ilk agirlikhi esitsizlik verildi:

p oo

f %fxf(t) dt | xfdx < (#)p 'I fP(x) x*dx (1.3)
o \"0

0

P
burada (p_zi_g) olabilecek en iyi sabittir. Bu konu {izerinde yogun arastimalar yapildi ve

basarili sonuglar elde edildi. Caligmalar devam etmekte ve yeni sonuglar bulunmaya
devam edilmektedir. Hardy ve Hardy-Steklov operatdleri Hardy tipli esitsizliklerle i¢ ige

bulunmaktadir.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde temel kavramlar genel olarak ispatsiz verilecektir: LPUzay1, Banach

Uzay, Lineer Operatdrler, Bazi Esitsizlikler gibi konular verilecek.

2.1. Metrik ve Normlu Uzaylar

Tamm 2.1.1. X bir kiime ve d: X X X — R olsun. Eger d

(i) herx,y € X i¢ind(x,y) =0,

(i) d(x,y) = 0ancak ve ancak x =y,

(iii) herx,y € X igind(x,y) = d(y, x),

(iV) herx,y,z€ X igind(x,z) <d(x,y) + d(y,z)

kosullarini saglarsa d ye X tizerinde bir metrik ve (X, d) ¢iftine bir metrik uzay denir.

Tamim 2.1.2. Bir X vektor uzayi ilizerinde bir norm || .||: X — R asagidaki 6zellikleri

saglayan bir fonksiyondur.

(i) herx € Xigin ||x]| =0vellx|]|=0&x=0
(if) herx € X ve A € Cigin ||Ax|| = |A]]|x]|

(i) herx,y € Xi¢in |lx + yll < [lx|l + [yl

d(x,y) = |lx — yll, x, y € X igin metrigiyle normlu bir vektor uzayi, bir metrik uzay olur.

Ornek 2.1.3. R™ vektor uzay1 i¢in x = (x4, X5, ..., X,) sirali reel sayin lisive 1 < p < oo

i¢in
n Yo
Ixll = (lem)
k=1

bir normlu uzay olur ve bu genellikle 3 ile gosterilir.



Ornek 2.1.4.1 = [a,b] ve B(I), I = R iizerinde tanimlanan tiim sinirl1 fonksiyonlarmn
koleksiyonunu(kiimesi) gostersin. Genellikle || f || ile gosterilen ve adina diizgiin norm,

supremum norm veya oo- norm denilen 6nemli bir norm

Iflleo = SléIIJ|f(x)|

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.1.5. X bir vektor uzayi, ||.||; ve ||.||; X tizerinde birer norm olsunlar. Eger
allxlly < llxllz < bllx|l, (her x € X igin)

olacak sekilde a ve b pozitif sayilar1 var ise || . ||; denktir || .||, denir.

Eger iki norm denk ise, bu durumda (x,) || .|l; nhormunda Cauchy dizisi ise || . ||,
normunda da Cauchy dizisi olur.

Onerme 2.1.6. Sonlu boyutlu bir uzayda tiim normlar denktir.

Tanim 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay olsun ve (x,,), X te bir dizi olsun. Eger her bir € > 0
icin bir N € N var ve her m,n = N igin d(x,, x,,) < € oluyorsa (x,,) dizisine Cauchy
dizisi denir.

Onerme 2.1.8. Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

Onerme 2.1.9. Eger bir Cauchy dizisi yakinsak bir alt diziye sahip ise kendisi de
yakinsak olur.

Tamim 2.1.10. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger X teki her Cauchy dizisi yakinsak ise
bu metrik uzaya tamduwr denir.

Tamm 2.1.11. Eger bir E kiimesinin her agik ortiisii yine E' yi Orten sonlu bir alt ortiiye
sahip ise E nin kompakt oldugu soylenir.

Teorem 2.1.12. ( Heine-Borel Teoremi) Bir E ¢ R™ kiimesinin kompakt olmasi igin
gerek ve yeter sart E nin kapali ve siirlt olmasidir.

Tanim 2.1.13. (X, d) bir metrik uzay ve eger X teki her (x,,) dizisi yakinsak bir alt
diziye sahip ise (X, d) metrik uzaymna dizisel kompakttir denir.

Onerme 2.1.14. Her (X, d) kompakt metrik uzay: dizisel kompakttir.

Tamim 2.1.15. A4, (X, d) metrik uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger A kompakt ise A ya

on-kompakt denir.



Kompakt kiimeler daima kapali oldugundan, kompakt kiimelerin 6n-kompakt
oldugu sdylenebilir.
Tamim 2.1.16. Eger f: X — Y fonksiyonu, a € X ya yakinsayan X teki her (a,,) dizisi
icin (f(a,)) dizisi de f(a) ya yakinstyorsa, f fonksiyonuna a da dizisel siireklidir denir.
Yani:

(a, ~ @) = (f(an) - f(@).

Eger bir fonksiyon bir noktada stirekli ise dizisel siirekli de olur. Bunun karsit1 dogru
degildir.

Tamm 2.1.17. A ve B, X normlu uzaymin iki alt kiimesi ve A € B olsun. Eger her bir

v € Bvee > 0igin ||[v — ul|ly < € olmasini saglayan bir u € A varsa A ya B de yogundur
denirve A = B ile gosterilir.

Ornek 2.1.18. Q, R de yogundur. Yani Q = R dir.

Tanim 2.1.19. Eger X normlu uzay1 sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip ise X e
ayrilabilirdir denir.

Ornek 2.1.20. R ayrilabilir normlu uzaydir. Ciinkii Q, R de yogundur ve sayilabilir bir
kiimedir.

Tamm 2.1.21. Bir tam normlu X uzayina bir Banach uzay: denir. Yani X teki her Cauchy
dizisi (n,m - o i¢in ||x, — x;,,|| = 0) yakinsak dizidir ( n — oo i¢in bir x € X vardir

ve [lx, — x|l = 0).

Ornek 2.1.22. [a, b] aralig1 iizerinde tanimlanan reel degerli siirekli fonksiyonlar vektor
uzayi Cla, b],
IfIl = supasx<p | f (2]
normuna gore Banach uzayi olur.
R iizerindeki bir lineer(vektor) uzayda ¢ok 6nemli bir kavram olan
konveksligi tanimlayalim.
Tanmim 2.1.23. X reel sayilar lizerinde bir vektor uzay1 ve K € X olsun. x, y noktalar1 K

ya ait oldugunda x, y uclu tiim parca da K ya ait oluyorsa, yani

ax+(1-a)y, 0<ac<1



formunu saglayan tiim noktalar da K ya ait oluyorsa, K nin konveks oldugu séylenir [30].

2.2. LP Uzaylan
Tamm 2.2.1. (X, M, 1) bir 6l¢iim uzay1 ve f, X tizerinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon,
0 <p < oigin

Ifll, = (f1fPdu) /e

(p < ligin tiggen esitsizligi saglamadigindan, p < 1 i¢in bu bir norm degildir).
seklinde tanimlanir ve || f]|,, = oo olabilir ve
LP(X, M, ) = {f: X - C: f dlgiilebilirdir ve || f||, < oo}

seklinde tanimlanir ve p nin limit degeri p = oo i¢in
Iflleo =inf{a = 0: u({x: [f ()| > a}) =0}

veya bazen f nin esas supremumu denilen

Il = ess supyex|f ()]

ile tanimlanir ve

L* =L*(X,M,u) = {f: X - C: f olgiilebilirdir ve || ||, < o}
seklinde tanimlanir [17].

Bu tanimlarda iki fonksiyon hemen hemen her yerde esit ise, bu iki fonksiyon
ayn1 fonksiyon kabul edilir.
Karisikliga yol agmadigi durumlarda LP (X, M, u) yerine LP(u), LP(X) veya kisaca LP

ifadesini kullanabiliriz.

Teorem 2.2.2. 1< p < oo igin, LP Banach uzayi olur.

2.3. Zayif LP

Tamim 2.3.1. Eger f, X iizerinde Slgiilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < oo ise
Zayif LP,



[f1lp, = (Supa>0 apflf(a))l/p <

seklinde tanimlanir ve burada

Ap(a) = u({x: |[f ()] > a}).

[f1p bir norm degildir ( {iggen esitsizligi saglamaz ).
LP ile zayif LP arasindaki iligki su sekildedir:

LP c zayif LP ve  [fl, < Ifll, .

Ornek 2.3.2. f(x) = x /p fonksiyonu (0, ) aralig1 tizerinde ve Lebesgue Olgiimiine

gore zayif LP dedir, LP de degildir.

2.4. Baz Esitsizlikler
Esitsizlikler LP uzaylarinin uygulamalarinda ¢ok 6nemlidir.
Teorem 2.4.1 ( Holder Esitsizligi ) 1 <p <o olsun.p™*+ g 1 =1 ve eger f ve g

fonksiyonlar1 X lizerinde 6l¢iilebilir fonksiyonlar ise,

Ifglls < MIfllpllgllq

olur.

Ayrica f ve g fonksiyonlar1 X iizerinde dl¢iilebilir fonksiyonlar ise,

Ifglly < fNl1llgllo
esitsizligi de saglanir.
Holder esitsizligi, LP uzaylari igin gok 6nemli ve gereklidir.
Holder esitsizliginde p = g=2 oldugunda, Cauchy-Schwarz esitsizligi olarak

bilinen

IZE ( /. |f|2)1/2 ( /. |g|2)1/2



esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.4.2. ( Minkowski esitsizligi ) Eger 1 < p < oo Ve f, g € L? ise, bu durumda

If +gll, < Ifll, + llgllp
olur.
Teorem 2.4.3. ( Chebyshev Esitsizligi ) Eger f € LP (0 < p < o) ise, bu durumda

herhangi bir a > 0 i¢in,

Irllp \P
u( e lf GOl > ab) < (72)
olur [17].
Teorem 2.4.4. ( Young Esitsizligi ) y = ¢(x), x = 0 i¢in siirekli, reel degerli ve kesin
artan ve ¢(0)=0 olsun. Eger x = 1 (y), ¢ nin tersi ise, bu durumda a, b > 0 igin

a b
ab Sf qb(x)dx+f Y(y)dy
0 0

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.4.5. (Integraller igin bir Minkowski esitsizligi) 1 < p < oo ve (a, b) araliginda

olgtilebilir nonnegatif olan herhangi bir f fonksiyonu i¢in

b /b p o b )
[ [ramax) ay) <[([rwnay

esitsizligi vardir.
Teorem 2.4.6. (Jensen esitsizligi) (X, u) sonlu bir 6l¢iim uzayi olsun. I, R de bir aralik,
®:1 > R konveks bir fonksiyon, f(x) c I olacak sekilde f € L'(X,u) oldugunu

varsayalim ve ® o fe€ L*(X, u) olsun. Bu durumda

o 1) = s [ 0+
w0 L) = amy ) (P o S



esitsizligi vardir.

2.5. Operatorler

Tamim 2.6.1. X ve Y normlu iki uzay olsunlar. X ten Y ye bir T fonksiyonuna bir operator
veya bir doniisiim denir.

T nin x € X teki degeri, T(x) veya Tx ile gosterilir.

Eger T,

(i) herx,yeXicinT(x+y)=Tx+Ty

(ii) herx € X ve a € Ri¢in T(ax) = aTx

sartlarin1 saglarsa, T ye bir lineer operator veya lineer doniisiim denir. Eger Y = R ( reel
sayilarin normlu uzay ) ise bu durumda T ye bir fonksiyonel denir ve genellikle F ile

gosterilir. Bu tanimdaki iki 6zellige denk olarak

T(ax+ By) =aTx+ BTy ,hera,p E Rvex,y €X

seklinde de verilir.
Ornek 2.6.2. Reel degerli f(x) = ax (a sabit bir reel say1, x € R fonksiyonu lineerdir.

Ornek 2.6.3. T, C[0,1] ([0,1] aralig1 iizerinde taniml1 reel degerli siirekli fonksiyonlar )

her bir elemanini onun Riemann integraline gétiirsiin, yani

Tf =f f(t)dt
0

tanimu ile T lineer olur.
Tanmim 2.6.4. Eger her x € X i¢in, Tx = 0 ise T ye sifir operatorii; her x € X igin,
Tx =x ise T ye ozdeslik operatorii denir. Genellikle, 6zdeslik operatori 1 ile
gosterilir.
Tamm 2.6.5. Eger sabit bir M > 0 sayis1 varsa ve her x € X i¢in

ITxlly < Mllx]lx

oluyorsa T operatoriine sinirlidir denir. Eger boyle bir sabit yok ise T ye sinirsizdir denir.
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Teorem 2.6.6. X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y bir lineer operator olsun. Bu
durumda, T nin smirli olmasi igin gerek ve yeter kosul T, X teki smurli kiimeleri Y deki
siirli kiimelere gotiirmesidir.
Tamm 2.6.7. Eger € > 0 verildiginde

llx — xoll < &8 oldugunda ||Tx — Tx,|| < &
olmasin1 saglayan € Ve x, bagli bir § > 0 var ise T ye x, € X te siireklidir denir. Eger T,

X in her noktasinda siirekli ise T ye X tizerinde siireklidir denir.

Lineer ve lineer olmayan operator teorisinde, siirekli operatdrler sinift en ¢ok

faydali olandir.

Tanmim 2.6.8. Eger € > 0 i¢in x, dan bagimsiz bir § > 0 vardir dyle ki X teki herhangi
X, Ve x igin

lx — xollx < 6 oldugunda ||Tx — Tx,lly

oluyorsa T ye diizgiin stireklidir denir.
Teorem 2.6.9. Eger T bir lineer operator ise, bu durumda T'(0) = 0.

Teorem 2.6.10. Bir T operatorii normlu bir X uzayinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter

kosul eger x,, = xo, Tx,, = Tx, olmasi gerektirirse( xo,x € X ).

Teorem 2.6.11. X ve Y normlu uzaylar ve T, X ten Y ye bir lineer operator olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i) T streklidir.

(ii) T orjinde siireklidir.

(iii) T siurhdar.

Tim T:X - Y lineer operatorlerin kiimesini L(X,Y) ile, smurli lineer
operatorlerin  kiimesini de B(X,Y) ile gosteririz ve bunlar vektdr uzayi yapisina

sahiptirler. Ayrica B(X,Y), L(X,Y) uzaymin alt uzayidir.
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Tamm 2.6.12. T: X — Y smurli lineer operator ise operator norm |[|T||

Tl =inf{ M: [|Tx|ly < Mllx|[x,her x € X }
ile verilir.

Teorem 2.6.13. Siirli bir T operatorii i¢in asagidaki durumlar birbirine denktir.

(i) I = supyao {0}

llxllx

(i) ITIl = inf {M: |ITxlly < MlIxl|x, her x € X}.

(i) 171l = sup {5 < 1}

lxllx =

Tamim 2.6.14. X {izerindeki lineer fonksiyoneller uzayma Xin cebirsel dual uzayi, X

tizerindeki sinirli(siirekli) fonksiyoneller uzayina ise X in topolojik dual uzay: denir [24].

Notasiyonla gostermek gerekirse X in cebirsel dual uzayi L(X, R), X in topolojik
dual uzay1 B(X, R) dir.

X in topolojik dual uzayini, X* igareti ile gosteririz.
X",

IFIl = sup{lFC)l: lIx|l < 1}
normu ile bir Banach uzayi olur.

Tanim 2.6.15. X ve Y Banach uzaylari olsun ve T: X — Y bir lineer operator olsun. T
nin kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul X teki her siirh S kiimesinin T'(S)
goriintiisii Y de 6n-kompakt olmalidir. Literatiirde *> kompakt *” yerine bazen ’’tamamen
stirekli °’ terimi kullanilir.

Agiktir ki: kapali birim yuvarin goriintiisiiniin 6n- kompakt olmasi, kompaktlik
icin yeterlidir.
Teorem 2.6.16. Her kompakt lineer operator sinirlidir.
2.7. Muckenhoupt Sinifi
Tammim 2.7.1. Lokal olarak p —integrallenebilir ve hemen hemen her yerde pozitif

w: X - R fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir [19].

Tamm 2.7.2. 1 < p < oo, eger (w, g) agirlik fonksiyonlari ¢ifti igin
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1 1 poa - .
sup <,u_B Lw(x) du) (EJB(G(x)) p d,u) <

olursa (w,0) A, = A,(X) sumifina( Muckenhoupt sinifi ) ait oldugu soylenir, burada

supremum tiim B € X yuvarlari lizerinde alinmaktadir. p = 1durumu igin

1
— | w(x) du < sup esso(x)

XEB

Eger 0 = w ise, bu durumda sade bir sekilde w nin A, (X) sinifina ait oldugu
sOylenir.
Eger her ¢ € (0,1) igin, eger B, X in iginde bir yuvar, E C B u 6lgllebilir, ve uE <
duB, bu durumda wE < ewB olacak sekilde bir § > 0 var ise bir w agirliginin

Ay = A (X) ait oldugu sdylenir.

A, (X) smiflarmin temel 6zellikleri:

(i) Eger bazip € [1,) i¢in w € A, (X) ise, bu durumda her g € [p, ©) iginw € A,(X)
olur.

(ii) Egerbazip € [1,00) icinw € A,(X) ise, bu durumda w € A,_.(X) olacak sekilde

€ > 0 vardir.

(iii) Eger w € A, (X) ise bu durumda Holder esitsizliginin karsiti saglanir, agik soylemek

gerekirse, tim B C X yuvarlari i¢in
1+6
1 f 1+8 1
— | (w(x) du<c (—f w(x) )
uB B( ) uB B( )

olacak sekilde bir § > 0 vardir.
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3.BOLUM
YAKINSAKLIK TEOREMLERI

Bu bolimde Lebesgue integral teorisinde merkezi bir yeri olan, bir E ¢ R"
kiimesinde eger f, — f oluyorsa hangi sartlarda fE fi = fE f oldugunu ifade eden

teoremleri gorecegiz.

Teorem 3.1.1. (Monoton yakinsaklik teoremi, Beppo Levi Teoremi) {f;}, E de

olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

(i) Eger E de hemen hemen her yerde f,, 7 f ve E de hemen hemen her yerde tim k lar

i¢in fi, = ¢ olacak sekilde bir ¢ € L(E) varsa, bu durumda [, fi, — [, f olur.

(ii) Eger E de hemen hemen her yerde f;, \ f ve E de hemen hemen her yerde tim k lar

icin fi, < ¢ olacak sekilde bir ¢ € L(E) varsa, bu durumda [, fi, — [, f olur.

Teorem 3.1.2. (Diizglin Yakinsaklik Teoremi) k =1, 2,3, ..., fx € L(E), {fy} E de f
ye diizglin yakinsasin ve u(E) < +o0 olsun. Bu durumda f € L(E) ve fE fi = fEf olur.

Teorem 3.1.3. (Fatou Teoremi) {f}}, E de dlgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
E de hemen hemen her yerde tim k lar i¢in f;, = ¢ olacak sekilde bir ¢p € L(E) varsa,

bu durumda

fE (h{rligffk) < liminf fE f.
olur.

Sonu¢ 3.1.4. {f,.}, E de Olgiilebilir fonksiyonlarmn bir dizisi olsun. Eger E de hemen
hemen her yerde tim k lar i¢in f;, < ¢ olacak sekilde bir ¢ € L(E) varsa, bu durumda

f (limsupfk > llmsupffk
E

k-

olur.

Teorem 3.1.5. (Lebesgue Dominated Yakinsaklik Teoremi) {f; }, E de hemen hemen her

yerde f, = f olacak sekilde olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger E de hemen
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hemen her yerde tiim k lar i¢in |f, | < ¢ olacak sekilde bir ¢p € L(E) varsa, bu durumda
Jofi = [ f olur.

Eger E sonlu Olgiimlii ise bu durumda Lebesgue dominated yakinsaklik

teoreminin bir 6zel hali olan agagidak yararli i teorem vardir.

Sonug¢ 3.1.6. (Sinurli Yakinsaklik Teoremi) {f;.}, E de hemen hemen her yerde f; — f
olacak sekilde olgiilebilir fonksiyonlarm bir dizisi olsun. Eger u(E) < +oo ve E de

hemen hemen her yerde |f;| < M olacak sekilde sonlu bir M sabiti varsa, bu durumda

fEfk - fEf olur.
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4. BOLUM
FUBINI-TONELLiIi TEOREMLERI

I ={(x,y):a<x<b,c<y<d}, f(x,y)bu dikdortgende tanimlanmis olsun.

Eger f siirekli ise

jj Fx, y)dady = jb jd Fx,y) dy| dx

klasik formiilii ile islem yapabiliriz ve n degiskenli fonksiyonlar i¢in de benzer bir formdil

vardir.

Bu bolimde bunun genel durumunu ve tekrarli integrallerin Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonlariyla olan ilgili sonuglar1 verilecektir.
Once gerekli bazi bilgiler belirtilecektir.
L={x=(xq.,x)aq;<x;<b;,i=1,..,n}
L={y=0, - ¥m)i¢<yj<d,j=1,..m}

olsunlar. Burada I; = R™, I, = R™ olabilir. I = I; X I, araligi, (n + m)- boyutlu ve
(X1, ey Xpp V1, -» Vi) gibi noktalardan olusur. Boyle noktalar1 (x,y) ile gosterecegiz.
I da tammmlanmis f (x4, ..., Xn, Y1, ---, Ym) TOnksiyonu f(x,y) seklinde yazilacak ve onun

integrali fl fi ] fl f(x,y)dxdy ile gosterilecektir.
Teorem 4.1.1. ( Fubini Teoremi ) f(x,y) € L(I), I =1, X I, olsun. Bu durumda

(i) hemen hemen her x € I, i¢in, f(x,y) I, de y nin bir fonksiyonu olarak olgiilebilir ve

integrallenebilirdir;

ii (x,y) dy, x in bir fonksiyonu olarak I; de dlgiilebilir ve integrallenebilirdir ve
I

| f f(x,y)dxdy = f [ If(x,y)dyl dx
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olur.

Fubini teoreminden ¢ok katli integralin sonlulugu buna karsilik gelen tekrarl
integrallerin de sonlulugu c¢ikar. Bunun karsitt dogru degildir, hatta tiim tekrarl

integraller birbirine esit olsa bile. Ama f nonnegatif ise asagidaki temel sonug vardir.

Teorem 4.1.2. ( Tonelli Teoremi ) f(x,y) nonnegatif ve I = I; X I, araliginda 6l¢iilebilir
olsun. Bu durumda hemen hemen her x € I; i¢in, f(x,y) I, de y nin bir fonksiyonu

olarak olgiilebilirdir. Dahasi flz f(x,y)dy, xin bir fonksiyonu olarak I; de olgiilebilirdir

Ve

J j f(x,y)dxdy = f [ If(x,y)dyl dx

olur. Burada x ve y nin rolleri degisebileceginden f nonnegatif ve Olgiilebilir ise bu

durumda

ﬂl f(x,y)dxdy =fl [ If(x,y)dyl dx =j1 [ zf(x'y)dxl dy

olur.

Ozel olarak sdylemek gerekirse f = 0 oldugunda su énemli gercegi elde ederiz:
Fubininin herhangi ii¢ integralinin birinin sonlulugundan 6teki ikisinin sonlulugu ¢ikar.
Buradan, olgiilebilir herhangi bir f i¢in, |f| i¢in bu integrallerden biri sonlu ise f

integrallenebilirdir ve f nin tiim ii¢ integralleri esittir.
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5. BOLUM
L? UZAYLARININ INTERPOLASYONU

Operatdrlerin interpole edilmesi matematigin ¢ok yerinde goriiliir. Ozelikle kismi
diferansiyel denklemlerde, harmonik analizde, operatér teorisinde yaklasiklik
teorisinde(approximation) teorisinde ¢ok kullanilir. Unlii uygulamalar1 arasinda Hardy-

Littlewood maksimal operatorii ve Hausdorff-Young esitsizligi vardir.

5.1. Riesz-Thorin interpolasyon Teoremi
Teorem 5.1.1. (X, M, u) ve (Y, N,v) semifinite 6l¢tim uzaylari olsunlar ve py ,p1 , qo,

q1 [1,0] araliginin elemanlari olsunlar. 0 < t < 1 i¢in p;, q;

dt do q1

seklinde tanimlansinlar. Eger T: LPo (u)+LPt(u) — L% (v)+L9t (v) bir lineer operator dyle
ki f € LPo (u) igin ITflg, < Mollfllp, ve f € LP2(u) igin ITfllq, < Myllf I, olsun,
bu durumda

f € 1Pt() igin I lq, < M~ MEIIf I,

olur [17].

5.2. Sublineer Operator

Tanim 5.2.1. D, (X, M, u) tizerindeki olgiilebilir fonksiyonlardan olusan bir lineer uzay
ve T,D den (Y, N ,v) iizerindeki tiim 6lgiilebilir fonksiyon uzayna. Eger T her f,g € D

ve ¢ € Cigin

IT(f + DI < ITfl+1Tglve [T(c/)| = IclITf]
oluyorsa T ye sublineer operator denir.
Tanim 5.2.2. LP(u) € D, (1 < p,q < ) igin T: LP (u) — L(v) sublineer operator ve

her f € LP (u) igin

ITfllqg < Cllfll,
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olacak sekilde bir C > 0 sayis1 varsa T ye giiclii tip (p,q) ve (1< p < 0,1 <q <
), LP(u) € D,T:LP(u) - zayifLi(v) ve her f € LP(u) igin

[TFlg < ClIfll,

olacak sekilde bir C > 0 sayisi1 varsa T Yye zayif tip (p, q) denir. Son olarak eger T giiglii
tip (p, o) ise T ye zayif tip ( p, ) denir.

5.3. Marcinkiewicz Interpolasiyon Teoremi

Teorem 5.3.1. (X, M, u) ve (Y, N,v) olgiim uzaylari ve pg p1, qo, q1 [1, 0] araliginin

elemanlari olsunlar ve py < qo, 01 < ¢4, Qo # q1, V€

< |
=
S
<
=

Q|-
Q

o

Q

3

burada 0 <t < 1dir [17].
Eger T , LPo(u) + LP1(u) den Y dizerinde zayiftip (py, qo) Ve zayiftip (p,,q,) olan

oOl¢iilebilir fonksiyonlar uzayina ise

bu durumda T gigli tip (p,q) olur. Daha tam olarak ifade edilirse, eger
j =0,1i¢in [Tf]qjscjllfllpj ise bu durumda |ITf|l; < B,lIfIl, olur, burada B,, p ye ek

olarak sadece q; , p; , C; baghdir [17].

Sonu¢ 5.3.2. (Iki Teoremin karsilastirilmasi): Marcinkiewicz teoremi, Riesz- Thorin
teoreminden farkli olarak q;, p; lizerine bazi kisitlamalar birakiyor. Ilging olarak
uygulamalar bu sartlar1 sagliyor. Marcinkiewicz hipotezleri daha zayiftir: T nin sublineer
Olmasina izin verilebiliyor ve T uc noktalarda zayif tip olmasi yeterlidir. Sonugcta iki
teoremde de T: LP (u)— L9 (v) smirhidir. Fakat Riesz-Thorin teoremi T operatér normu

icin daha iyi kestirim veriyor. Sonug olarak biri digerini kapsamiyor.

Uygulama 5.3.3. Hardy-Littlewood maximal operatorii Hf (x) s6yle tanimlanir:
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Hf () = SUPrso oo [y f 0 dy

sublineer operatordiir ve her f € L% igin ||Hf ||so < ||f |l saglanir. Ayrica H zayif tip
(1,1) dir. Bu durumda Marcinkiewicz interpolasiyon teoreminden su sonug elde edilir:

Eger1 <p <oove f € LP(R") ise
IHf I, < Cp(p = D7HIfNl,

olacak sekilde bir C = 0 sabiti vardir.
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6. BOLUM
SOBOLEV UZAYI
6.1. Zayif Tiirev

Bu bélimde tanim kiimesi R™ nin bir agik alt kiimesi olan 2 ve n-boyutlu
Lebesgue olgiisii ile donatilmis olan Sobolev fonksiyon uzayr tanmitilacaktir. Ozel
durumlarda R™ =2 olabilecektir. Burada LP(Q) , f:Q-> R i¢in p. kuvveti

integrallenebilen Ol¢iilebilen Lebesgue fonksiyonlar uzayini gosterir.

Tanmm 6.1.1. Eger f: Q — R fonksiyonu 6lgiilebilir ve her kompakt K < R alt kiimesi

i¢in
[ \fIPdx < oo

oluyorsa f fonksiyonunun lokal LP uzayina ait oldugu sdylenir. Bu uzay L? (Q) ile

loc

gosterilir.
Ornek 6.1.2. = Lt,o((0,1)) ait, £1((0,1)) ait degildir.
Her 1 < p < »i¢in

Lioe(Q) 2 LY, .(Q) D LP ()

loc

kapsamasi vardir. Buradan Lj,.(Q), integrallenebilir en genis fonksiyonlar uzay: oldugu

cikar.

Tanmm 6.1.3. n pozitif bir tamsay1 olsun. Bir n bilesenli @ = (a4, @3, ..., @) seklindeki
vektore n boyutlu multi(¢coklu)-indis denir, burada «;, i = 1,2, ...,n, negatif olmayan

tamsayilardir. |a| = Y7L a; sayisina multi-indisin biiyiikligii veya uzunlugu denir.
Verilmis a, £ igin,

a+pf = (a;+Pra;+ P,y + By)

al =alay!...ay,!
a — ,%1,02 an
x* =x1%7 ",

burada x = (x4, x5, ..., X)) € R"
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glal
S 9% 9%

X1 Xn

seklinde tanimlanirlar.

f(x), x = (xq, x5, ..., Xy) icin, D*f, f nin |a| merteben tiirevini gosterir.

Tamim 6.1.4. X metrik uzay1 tizerinde f: X — R fonksiyonunun supp f ile gosterilen

destegi

supp f = {x € X: f(x) # 0}

kiimesidir. Eger supp f, X in kompakt bir alt kiimesi ise f kompakt destege sahiptir denir.
X tizerinde kompakt destege sahip siirekli fonksiyonlar uzay: C.(X) ile gosterilir. Cp, (X)
ile X tizeride siirli siirekli fonksiyon uzay1 gosterilir ve diizgiin norma gore bu Banach
uzay1 olur [24].

C.(X), Cp(X) deki kapamisini Cy(X) ile gosteririz. C.(X) ve Cy(X) notasyonlarinin
ayn1 anlamda yani kompakt destekli fonksiyonlar uzayr anlamiyla kullanilir.

Siirekli fonksiyonlar uzayinda
C(X) D C,(X) D Cy(X) D C.(X)

kapsamasi vardir. Eger X kompakt ise bu durumda bu uzaylar esittir [24].

Co (R™) uzay1, sonsuzda sifir olan siirekli fonksiyonlardan olusur, sifir olma sart1

lim”x”_,oof(x) = 0 dir.

Ornek 6.1.5. f: R — R fonksiyonlar1 i¢in f(x) = x? C(R) i¢inde, C, (R) i¢inde degildir.
f(x) = 1 sabit fonksiyonu C, (R) iginde, Cy(R) i¢inde degildir. f(x) = e fonksiyonu
Co(R) iginde, C.(R) i¢inde degildir.

_(1—x? |x| < 1ise
fo) = { 0, |x| > 1ise

fonksiyonu C.(R) i¢indedir [24].
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Tamm 6.1.6. Q, R ™ kiimesinin agik bir alt kiimesi olsun. Eger ¢: 2 — R fonksiyonunun
tiim mertebelerdeki siirekli kismi tiirevlerinin destegi, £2 nin kompakt bir alt kiimesi ise ¢
ye, Q lizerinde bir test fonksiyonu denir. Q tizerindeki test fonksiyonlar1 C2°(Q) ile
gosterilir.

Tanm 6.1.7. f, g, € L},.(Q) ve her ¢ € CX(Q) igin

fﬂga @dx = (—1)ll fﬂfa"‘cpdx

oluyorsa, bu durumda g, = 0%*f ye f nin a. zayif kismi tiirevi denir.

Tanim 6.1.8. k pozitif bir tamsay1, 1 < p < oo ve Q, R™ nin agik bir alt kiimesi olsun.
0 < |a| < k mertebeden tiim zayif kismi tiirevleri i¢in *f € LP(Q) olan f: 2 - R
fonksiyonlarin olusturdugu uzaya Sobolev uzay: denir. WP (Q) ile gosterilir.

WP (Q) iizerinde bir norm 1 < p < o i¢in

Q

1/p
nfnwkm9)==< > .fla?fwdx>

0<|a|<k

ve p = o igin

lal=

— a
Ik = ma, {suplo®f (ol

ile tanimlanir. Burada supremum, esas supremum anlaminda yorumlanmalidir [24].
WP (Q) uzayi bir Banach uzayidir.
Simdi de £ sinir1 iizerinde sifir(vanish) olan bir Sobolev uzay: tanimlanacaktir.
Tanim 6.1.9. € (Q) nin WP (Q) deki kapanist

WoP (@) = €2 ()
ile tanimlanir.

6.2. Sobolev Gomme Teoremleri
Tamm 6.2.1. V, W Banach uzaylar1 ve V. c W olsun. Eger

lvllw < cllvlly ,herv eV (6.2.1)
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oluyorsa V uzayinin W ya siirekli olarak gomiildiigii sOylenir. V & W ile gosterilir. Eger
(6.2.1) esitsizligi saglanirsa ve V deki her bir smirli dizi W da bir yakinsak alt diziye

sahip ise V uzaymin W ya kompakt olarak gomiildiigii sdylenir. V << W ile gosterilir.

Eger V. < W ise V deki fonksiyonlar, W da kalan diger fonksiyonlardan daha

diizglin(smooth) olurlar.

Teorem 6.2.2. O c R" bir lipschitz bolgesi(domain) olsun. Bu durumda asagidaki

durumlar vardir.

(i) Egerq <p*vek < g ise WkP(Q) o LI(Q), burada% =

1k
p n’

(ii) Egerq < oo ve k =§ ise WEP(Q) o L1(Q).

n

(iii) Eger k >§ ise WkP(Q) o ¢l

-1

[H] +1-2, 2 # tamsay ise
P p'
n
P

Burada g =
herhangi pozitif say1 < 1,

= tamsayl1 ise

Bir boyutlu Q = (a,b) sinirli araligive k > 1, p = 1 i¢in
W¥*?(a,b) & Cla, b]
olur.

Teorem 6.2.3. Q c R" bir lipschitz bolgesi(domain) olsun. Bu durumda asagidaki

durumlar vardir.

(i) Bgerq <p*vek < g ise WkP(Q) oo LI(Q), buradai -

SIx

1
14
(i) Egerq < oo ve k = g ise WEP(Q) o6 L1(Q).

n

(iii) Eger k >§ ise WhP(Q) oo cl-e )

burada B € [0, [E]] +1-— —) dir.

n
p
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7. BOLUM
HOMOJEN TiP UZAYLAR ve BAZI ORTME TEOREMLERI

Bu boliimde homojen tip uzaylar ve bazi 6nemli 6rtme (covering) teoremlerini

tanitacagiz.
7.1. Homojen Tip Uzaylar

Tammm 7.1.1. Bir homojen tip uzay (X,d w) bir u 6lgiimiine sahip Oyle ki bu 6l¢iim
kompakt destekli siirekli fonksiyonlar uzay: L* (X, u) de yogun olan bir topolojik uzaydir
ve nonnegatif reel degerli d: X X X — R?! fonksiyonu asagida siralanan ozellikleri saglar

[19].

(i) herx € Xigind(x,x) =0

(ii) herx #yvex,y € Xigind(x,y) >0

(iii) Bir ay > 0 sabiti vardir dyle ki her x,y € X igin d(x,y) < a,d(y, x).

(iv) Bir a; > 0 sabiti vardir dyle ki her x,y,z € X icin d(x,y) < a,(d(x,2) + d(z,¥)).

(v) xin, X deki her V komsulugu i¢in r > 0 vardir 6yle ki B(x,r) = {y € X;d(x,y) <

r} yuvari V nin iginde kalir.
(vi) Her x € X ve her r > 0 i¢in B(x, r) yuvarlar 6lgilebilirdir.

(vii) Her x € X ve her 0 <r < oo i¢in bir b > 0 sabiti vardir 6yle ki uB(x,2r) <
bB(x,1).

Homojen tip uzaya birkag 6rnek verelim.

(1) R™ uzayi, Euclid uzakhig1 ve Lebesgue 6l¢timii ile klasik bir homojen tip uzaydir.
(2) X=1[0,0), d(x,y) = |x" —y"|, du = xdx 6lgiimii ile.

(3) X =1(0,1), d(x,y) x ve y yi igeren en kiigiik dyadic araligin uzunlugu olsun.

Onerme 7.1.2. (X, d u) bir homojen tip uzay olsun. Bu durumda X iizerinde asagidaki

ozellikleri saglayan bir § quasi-metrik vardir.
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(1) & denktir d ye, ilgili olarak

5(x,y) <d(x,y) <3a?8(x,y), (7.1.1)
burada a, homojen tip uzayinda gegen sabittir.
(2) her Bs(x,r) yuvart, (Bs(x,r) = {y; §(x,y) <r}) X in bir agik alt kiimesidir.

(3 HerxeX,R>0,y€Bsg(x,R)ver >00yle ki 0 <r <aj(1+ay)R burada
aj = 3a3, ay = 3aZa, ve pozitif ¢ sabiti x,R,y ve r den bagimsiz olarak asagidaki

esitsizlik saglanir.

#(Bs(x,R) N Bs(y,1)) = cuBs(y, 7). (7.1.2)

Teorem 7.1.3. Her homojen tip uzay metriklenebilirdir. Ozel olarak (X,d u) de bir
By(x,7) yuvart verildiginde (X,p u) icinde bir B,(x,7;) yuvari bulunabilir &yle ki

B,(x,m;) € By4(x,7) C B, (x, 21+l°ga1+2a§(1+a°)r1) olur, burada p, d ye denktir ve a4, a,

homojen tip uzayi tanimindaki sabitlerdir [19].
Simdi de homojen tip uzaylarin geometrisi ile ilgili bazi 6nermeleri ifade edelim.

Onerme 7.1.4. ¢ > 0 verilsin, eger B(x,7) N B(y,r’) # @ ve r < cr’ olursa bu durumda

B(x,r) € B(y, a,r") olacak sekilde a, = al(l +ca;(1+ ao)) vardir.

Onerme 7.1.5. (X, d u) bir homojen tip uzay olsun. Bu durumda i # j ve d(x;,x;) >
r27™ i¢in her B(x,r) yuvarmin h™ den daha fazla {x;} noktalarini igeremeyecek sekilde

h = (b, a,) sabiti vardir.

Onerme 7.1.6. (X, d p) bir homojen tip uzay olsun. Eger d(x,y) = r ise bu durumda
r r

B (x' E) nas (y' 2a0a1) =0

Onerme 7.1.7. (X, d 1) bir homojen tip uzay olsun. Bu durumda

(1) Eger p(x,) > 0, xy € X ise, bu durumda B(x,,7) = {x,} olmasini saglayanr > 0

sayis1 vardir.

(2) Eger uX < oo ise, bu durumda her x € X i¢in X = B(x,, R) olacak sekilde R > 0

vardir.
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7.2. Baz1 Ortme Teoremleri

Tiim ortme teoremleri ayni1 fikre dayanirlar: metrik uzaydaki keyfi bir kiimenin
ortlistinden, belli bir mantiga gore olabildigince ayrik bir alt ortii secilir. Boyle bir sonucu
elde edebilmek i¢in Ortli kiimelerinin bir bakima 1yi yapida (genellikle yuvarlar segilir)

olmasi gerekir [23].

Teorem 7.2.1. (Temel Ortme Teoremi) Bir X metrik uzayimnda diizgiin smirli capli her F

yuvarlar ailesi
Uper B € Upeg 5B

olacak sekilde bir ayrik alt aile G yi igerir. Aslinda, F nin her B yuvari, yarigapt B nin en

azinda yarisi olan G nin bir yuvariyla karsilagir [23].

Teorem 7.2.2. (Vitali Ortme Teoremi) A doubling metrik dl¢iim uzayinin (X, u) icinde
bir alt kiime olsun. F merkezleri A da olan kapali yuvarlarin bir koleksiyonu olsun ve her

a € A i¢in
inf{fr>0:B(a,r)€EF}=0

Bu durumda A nin hemen hemen tiimiinii F nin bir sayilabilir ayrik altailesi G deki

yuvarlarla p ortiilebilir, yani
u(A\ UgB) = 0.

Asagidaki teorem icin kapali kiip ile her zaman kenarlar1 koordinat eksenlerine

paralel olan kapali kiipleri kast ederiz.

Teorem 7.2.3. (Besicovitch Ortme Teoremi) A ¢ RN olsun. Her x € A igin merkezi x
olan bir Q(x) kiipti verilmis olsun. Eger A sinirsiz ise ek olarak sup,c,diamQ(x) < oo

olsun. Bu durumda elemanlar1 A da olan bir {x; },ey dizisi vardir dyle ki

(i) A C Ugen Q(xy)

(i)  {Qxlren dizisi Q(x) diizgiin lokal sonludur (uniformly locally finite)dir, yani
sadece N ye bagli bir 8 sabiti vardir 6yle ki

Yken XQk(¥) <0y, x € RN
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(iii) Sadece N bagli bir &y sayis1 vardir dyle ki {Qy}xey dizisi &y tane alt diziye

ayritilabilir ve bu alt dizilerin i¢indeki kiiplerin ici kesismez.

Teorem 7.2.4. (Whitney Tip Ortme Teoremi) E € X, E # X acgik bir kiime ve ¢ > 1

olsun. Bu durumda
(i) E =U;B;, burada B; = B(x;,1;);

(if) X in her noktasinin en ¢ok n=n(b, a4, a,, c) Ej yuvarlarina ait oldugunu belirten bir n

tamsay1 vardir( burada b, a,, a, homojen tip uzay taniminda gegen sayilardir);
(iii) §j N(X\E)+#® herjigin, burada §j = B(xj, 3alcrj)

olacak sekilde bir {Bj} = {B (xj, rj)} bir yuvarlar dizisi vardir [19].
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8. BOLUM
HARDY-STEKLOV OPERATORU

Tezin konusu bu bolimde islenecektir. Hardy esitsizlikleri hakinda bilgi
verilecektir. Hardy tipli esitsizlikler, Hardy Tipli Operatorler ve Hardy-Steklov Operatorii

iizerinde yapilmis calismalar verilecektir.
8.1. Hardy Esitsizliginin Klasik Formlari

G. H. Hardy 1920 de yayimlanmus bir notta(ispatsiz) eger a > 0, f(x) = 0,p > 1

ve faoo fP(x) dx yakmsak ise bu durumda

p o0

p

fm %fxf(t) dt | dx < (F)p]fp(x) dx (8.1.1)
a 0

a
oldugunu ifade etmistir [2].

G. H. Hardy diger matematik¢ilerle ( 8.1.1) esitsizligiyle ilgili bir takim
iletisimlerde bulundu ve f(x) =0, p>1; f herhangi sonlu (0,X) aralig1 {izerinde

integrallenebilir ve fP (0, o) araliginda integrallenebilir icinasagidaki esitsizligi ifade

Ve ispat etti.
w [ x p o
Oj %Off(t) dt | dx < (%)pof fP(x) dx (8.1.2)

Daha sonra (8.1.2) esitsizligi bir model olarak alinarak daha genel esitsizlikler elde
etmek icin lizerinde genis ¢apta arastirmalar yapildi ve p > 1, € < p — 1, tiim nonnegatif

Olciilebilir fonksiyonlar i¢in ilk agirlikli esitsizlik verildi:

0 p

f %jxf(t) dt | xfdx < (ﬁ)pfmf"(x) xEdx (8.1.3)
0 0

0

14
burada (—2—)" olabilecek en iyi sabittir. (8.1.3 ) esitsizliginden ikan dual esitsizlik
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(0] p o

Of %j fde | xtdx < (ﬁ)pj fP(x) x*dx (8.1.4)

x 0

olur, p>1, e>p—1 ile, tim nonnegatif Ol¢iilebilir f fonksiyonlar1 i¢in, burada

P \P i P
(ngl p) sabiti kesindir [2].

Gegen on yillarda (8.1.3) esitsizligi Hardy esitsizliginin modern formu olarak

bilinen

l/p

X b
j f®)dt | ulx)dx <C ff”(x) v(x)dx (8.1.5)

a a

b q 1/6{

formuna genisletildi,
burada a, b reel sayillarve 0o <a < b < oo,

u ve v agirhk fonksiyonlari: (a, b) araliginda hemen hemen her yerde(hhh) pozitif ve

olgtilebilir fonksiyonlardir,
p,q reel sayllarve 0 < g < oo, 1 <p < oodir[2].

Biliniyor ki (8.1.5) esitsizliginin f > 0 6lgiilebilir fonksiyonlarini saglamasi igin

gerek ve yeter kosul

A< oo,
burada
b Ya s x Y
A= sup fu(t) dt jvl‘p’(t)dt (8.1.6)
a<x<b
X a
burada p’ = ﬁ, vel<p < q < oigin,

ve

1,

b r/q x r/q’

b
A= f f u(t) dt f 1P (D) dt 17" (x)dx (8.1.7)

X a



30

0<g<p<om q+1, 1<p<00iginve%=

Q|-
< |-

(8.1.4 ) esitsizliginin dual genislemesi asagidaki sekildedir:
b /b a "/a b Yp
f fode| udx | <c j £2(x) v(x)dx (8.1.8)
a X a
Biliniyor ki (8.1.6) esitsizliginin tim f > 0 6l¢iilebilir fonksiyonlarini saglamasi igin

gerek ve yeter kosul

A< oo,
burada
x Ya /b Ypr
A= sup ju(t) dt fvl‘p’(t)dt (8.1.9)
a<x<b
a X
1 < p < q < o durumu i¢in,
ve
1
b/ x "fa /b far /r
A= j ju(t) dt jvl‘p’ (t)dt 1P (x)dx (8.1.10)
a a X

0<qg<p<ow q#1, 1<p<oc ve -=

"c:_l»—k

1
a
Diger durumlar i¢in [2] bakilabilir.

8.2. En Iyi Sabitler

(8.1.5) deki en iyi C sabiti p < g igin

A < C < k(p,q) saglanir ve q < p igin (8.2.1)

1

00 (29) 7 4 < ¢ < gYagp oa (622)

r

(8.2.1) deki k(p, q) sabitin degisik formlari oldugu goriiniiyor. Ornegin

k(p,q) =plap)'/r

veya
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k(p,q) = q'/a(¢) ' v

veya

1/ 1 1/p/
k(p,q) = (1 +§) q(l +p_>

veya, p < q i¢in

k(p,q) =

burada s = 9/p, — 1, [2] bakilabiliir.

8.3. Agirhikh Lebesgue Uzaylari ve Hardy Operatorleri

0<s<o, w, (ab) tzerinde agilik fonksiyonu ve f = f(x), (a,b) iizerinde
olgiilebilir fonksiyonlar olsun,

Ls(a,b;w) = L5 (w) (8.3.1)

ile gosterilen agirlikli Lebesgue uzay1

b s

[r@iwwar | <o
a

1f 15w
1 lloow = €55 sUPqex<p|f ()] < 00 (8.3.2)

sartin1 saglayan tiim fonksiyonlardan olusur.

Eger H Hardy operatdriinii gosterirse,

HP) () = f £ dt (83.3)

bu durumda (8.1.5 ) Hardy esitsizligi

IHflgu < ClIfllpw (8.3.4)

seklinde yazilabilir ve bu esitsizlik f = 0 fonksiyonlarin1 saglamasi igin gerek ve yeter
kosul

A < oo, (8.3.5)
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burada A sirasiyla (8.1.6 ) veya ( 8.1.7) ile verilir.

Eslenik Hardy operatorii H

b
(AR = [ et (83.6)

ile tanimlanir.
Buna karsilik gelen eslenik Hardy esitsizligi

IAFl,, < Clfllpe (8.3.7)
bu durumda f > 0 fonksiyonlarini saglamasi igin gerek ve yeter kosul

A < oo, (8.3.8)

burada A sirasiyla (8.3.2 ) veya ( 8.3.3) ile verilir.

Acikcast H tan H ya adimi ve (8.3.5 ) sartindan ( 8.3.8) sartina basit yerine
koyma ile yapilabilir.
Burada daha 6nemli olan (8.3.4 ) ve (8.3.7 ) esitsizliklerinin

ITfllgu < Cllfllpv (8.3.9)

formunun bir genel agirlikli norm esitsizliginin prototipi olmasidir. Burada T bir genel
integral operatoridiir. Boylece (8.3.9 ) esitsizligi T nin LP (v) yi L9(u) ya ( siirekli olarak

) eslestirdigini anlatir:

T:LP(v) - L1(u).

Asagida T nin 6zel durumlarn i¢in (8.3.9 ) formundaki esitsizliklerin degisik
durumlar1 gosterilecektir. Bazen bu operatorler 6zel fonksiyon smiflart iizerinde

tanimlanacaktir, 6rnegin monoton fonksiyonlar gibi.
8.4. Duallik

1 < s < o igin agirlikli Lebesgue uzay1 L*(w) tizerinde duallik , f € LS (w)

b

(9,.f) = f g f (x) dx (8.4.1)

a



33

i¢c ¢arpimu ile tanimlanir. Bu durumda L°(w) ye dual uzay L*' (W) uzayi ile saptanabilir,

burada s’ = —, W = w'= dir.

Ozel olarak, ||gllyr 1-s' = supysy, =119, f)] boylece

(L))" = L (W), (8.4.2)

Gergekten: Holder esitsizliginden

b
g, )] < j 9w s (O () lw s () dx

Ys /b Ysi

b
< f £ GO w(x)dx f g1 W) dx

= fllsw - Nlgllsr wa-s

5 1
— =S — =
s’ s'—1

ve eger

,_ -
_lgl® 'sgn gw'™*

g1l s
ise bu durumda |||l = 1 ve(g, f) = llglls y1-s.
Ayrica H ve H Hardy operatorleri karsilikli olarak esleniktir; daha tam olarak, eger
H:IP(v) » L9(u), 1<p,q < moise,
bu durumda (H)* = H ve
H: 19 (u'"9) - LP' (v17P").
Gergekten: Fubini teoreminden,

b

X b b
(g, Hf) = j 9(x) j fF(Odedx = f 110 j g0 dxdt = (f, Aig)
a a t

a

Burada birinci (sonuncu) parantezler L (u) deki ( LP (v) deki ) dualligi gosterir [2].
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8.5. Baz1 Diger Kriterler
(8.1.5) Hardy esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A < oo,
burada 4, p < q icin (8.1.6 ) ile ve p > q i¢in (8.1.7 ) ile verilir. Simdi bazi alternatif
kriterler verilecektir. Oncelikle baz1 notasiyonlar tanitilacaktir.

X

V(x) = jvl‘p’(t)dt. (8.5.1)

a
Bu durumda A sayisini yeniden
b Yq

A= sup fu(t)dt Vl/l”(x)
a<x<b e

olarak yazilabilir.
Teorem 8.5.1. 1 < p < g < oo olsun. Bu durumda Hardy esitsizligi

1
b q /a b Yp

j jf(t)dt u(x) dx <C ff”(x)v(x)dx (8.5.2)

a a

tim f > 0 fonksiyonlarini saglamasi igin gerek ve yeter kosul

B < oo, (8.5.3)
burada
x _l/p x t q 1/q
B = sup jvl‘p’(t)dt ju(t) jvl‘p’ (s)ds | dt (8.5.4)
a<x<b
a a a
yani,
X 1/q
1
B= sup V /p@® f w(VI (t)dt (8.5.4%)
a<x<b

a

Ayrica, (8.5.2 ) deki C sabiti

B<C<pB (8.5.5)



35

saglar.

Teorem 852. 0<g<p<o, p>1, % = % - % olsun ve VV, ( 8.5.1) ile verilsin. Bu
durumda (8.5.2) deki Hardy esitsizliginin tiim f > 0 fonksiyonlarin1 saglamasi i¢in gerek
ve yeter kosul

B < o, (8.5.6)

burada

Yy

b/t "/a
B = j j u(SVi(s)ds | vV /a@®)av(e (8.5.7)

a

Ayrica ( 8.5.2) deki C sabiti

qp” Ir(p")arr 2 B < ¢ < qap'B
saglar.
8.6. Hardy Operatoriiniin Kompakthg:

Q, RN de bir bélge ve dQ onun sinir1 olsun.
Wg’p(ﬂ) ={g:|Vg| € L?, gl50} Sobolev uzay1 olsun. Eger 1 < q < NN—_pp ise
W,P(Q) & L1(Q) (8.6.1)
gommesinin siirekli, eger 1 < g < NN—iJ ,(1 <p < N) ise gdbmmesinin kompakt oldugu
biliniyor.

" Np

degerine (8.6.1) gdmmesinin kritik iissii denir.
Eger Q= {x€ R":|x| <R} yuvan ise ve g(x) = g(|x|) = g(r), 0 <r <R,
radial fonksiyonlar1 g6z oniinde bulundurulur ise bu durumda (8.6.1) gommesi, u(r) =

v(r) = rV¥71 ¢ok 6zel agirhiklariyla,
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Ya R Y

R
flg(r)l"rl"_1 dr <C flg’(r)l”r"’_1 dr (8.6.3)
0 0

seklindeki Hardy esitsizligi olarak yazilabilir.

Buradan, su dogal soru olusur: Belirli bir p igin, p > 1, verilmis u ve v (genel)
agirliklar i¢in, bir p*=p*(p,u,v) , p*=p parametresi var mudir Oyle ki

diferansiyellenebilir g ve g’ € LP(v) fonksiyonlar1 ve g(R) =0 i¢in tanimlanan

gomiilme,
R Yq R Yo
jlg(r)lqu(r) dr <C jlg'(r)lp v(r)dr (8.6.4)
0 0

esitsizligi ile ¢ < p™ i¢in siirekli, g < p* i¢in kompakt ve ¢ > p* i¢in saglamasin?

(8.6.4) esitsizligi

(Af)G) = j £ dt

seklinde tanimlanan eslenik Hardy operatorii i¢in
IAfNl,,, < Clfllp (8.6.5)

ifadesine denk oldugundan s6z konusu problem H operatérii igin yeniden formiille
edilebilir: p > 1 i¢in, H, q < p* i¢in H: LP (v)—L4(u) fonksiyonu kompakt, g < p* i¢in
H:LP (v)—L9(u) siirekli ve q > p* igin (8.6.5) icin esitsizligi saglanmayacak sekilde

bir p* = p*(p, u, v) Kritik tissti var mi dir?
Simdi baz1 notasyonlar verilecek.

p>1 ve p belirlenmis olsun. r < oo, (0,R) araliginda tanimlanmis
fonksiyonlar1 g6z onilinde bulundurulacaktir, ve basitlik icin, u ve v agirlik

fonksiyonlar1 her r < R i¢in
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u € LY(0,R), v*7?" € L*(r,R)
ve v17P" ¢ L1(0,R) (8.6.6)

sagladigi kabul edilecektir.

T R

UGr) = f w(e)dt, V@)= f PP () dt (8.6.7)

0 T

notasyonlar1 kullanarak (8.6.6) su anlama gelir:
U(0) =0, UR) <, V(0) =0, V(R) =0. (8.6.8)
Eger1 <p < q < o i¢in
B,(r) = U'/a(r)v /o (r)
gosterimi kullanilirsa, (8.6.5) esitsizligi saglanir, yani,
H: LP (v)—L9(u) siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul

sup Bgy(r) < oo.
0<r<R

Eger H fonksiyonunun kompakt olmas: isteniyorsa bu sartin kuvvetlendirilmesi gerekir:

gerekli ve yeterli sart
lim B, (r) =lim B, (r) =0 (8.6.9)
r—0 ror

olur.

Bu alt boliimde ( 8.6. alt boliimiinde bundan sonra)

sup B5(r) < o
0<r<R

olacak sekilde en az bir
qg>p (8.6.10)

var oldugunu kabul edilecektir, yani, (8.6.5) teki eslenik Hardy esitsizligi g = ¢ i¢in

saglanir.
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Tanim 8.6.1.

S = {S >p: sup Bi(r) < OO}

0<r<R

kiimesini diisiinelim. (8.6.10) kabuliinden , S bos kiime degildir: § € S. Sonug olarak,
p*=sup S (8.6.11)
olarak p*(co olmasi miimkiin) sayis1 tanimlanabilir.

Eger q = p”™ ise durumun ne olacagi heniiz agik degildir. Uygun u ve v agirliklarin

se¢imiyle tiim durumlarin gerceklestigi gosterilecektir:
H:LP (v)->LP (w)

fonksiyonunun kompakt olabilecegi, siirekli fakat kompakt olamayacag, veya hig

surekli olamayacagi gosterilecektir.
Fakat ilk 6nce p* icin

|log U(r)|

p-=p lign_)iglf log V() (8.6.12)
formiiliiniin var oldugunu gosterelim.
Bu amagla,
logU(r

W) = Iloz% (8.6.13)

W, = liin_)iglfW(r) (8.6.14)
seklinde olmak iizere notasyonlari veriyoruz. Bu durumda agik¢a

q (g-prw (™))
Bl =Uumve)=VE) ¥ (8.6.15)

olur ve (eger W, sonlu ise)
limscl)lp (q—p'W() =q-p'W,
Y

olur.



39

Lemma 8.6.2. p>1 olsun ve u ve v agirlik fonksiyonlarinin (8.6.6) sagladigini

varsayalim. Bu durumda (8.6.10) kabulii saglanir & W, > p — 1.

Teorem 8.6.3. p > 1 olsun ve u ve v agirlik fonksiyonlarinin (8.6.6) ve (8.6.10)
kabuliinii sagladigini varsayalim. p*, (8.6.11) ile verilsin. Bu durumda (8.6.12) formiilli

saglanirve 1 < g < p* i¢in

H: LP (v)—>LP (u) kompakt olur [2].
Eger p* < oo ve g > p“ise (8.6.5) deki Hardy esitsizligi saglamaz.

Ayrica, g = p” i¢in,
~ * p—*
H:LP (v)—LP (u) siireklidir & 7 sifirin yakininda i¢in U(r)V ?'(r) sinirlidir, ve kompakt
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
28
lir’% Ur)ve'(r)=0.
Y d

Ornek 8.6.4. (i) Eger, R < oo icin, u(r) =r%, a > 1,ve v(r) = P71, secilirse

1 T /o
B,(r )—( ) q(logg) v olur, buradan r — 0 olur iken B,(r) = 0 olur. Boylece

= (p, ) ve p* = oo olur.

(ii) Eger, R < oo igin, u(r) = 1%, a > —1, vev(r) = rF®1D (B < —1 ile), segilirse

bu durumda
(a+1 —
B,(r) —sablt[ (rﬂ“ 5“)]
ve
. (a+ 1p'
—B—-1
bulunur.

Sonug olarak H:LP(v) — L9(u) operatérii ¢ < p* igin siirekli ve g < p* igin

kompakt olur.
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(iii) u(r) =v(@) =r¥"1 5zel secimi igin, yani a =N —1ve f§ = s , daha Once

-1
1-p
(8.6.2) den

kritik iissii elde edilmisti.

Gelecek 6rmek H:LP(v) —LP (u) fonksiyonunun kritik iis degerinde siirekli

olmas1 gerekmedigini gosterecektir.

Ornek 8.6.5. v(r) =rV"1, 1 <p < N olsun ve k > p — 1 seklinde herhangi bir say1

olsun. r yakin 0 igin,

- k(N-p)
U(r) = ju(s) ds=r =1 m(r)
0

kabul edilsin, burada m

logm(r)
im———=0
r—-0 logr

olacak sekilde pozitif diizgiin(smooth) fonksiyondur. (8.6.8) sartlar1 saglanir, ve

_logV(r) N-p
im =
r-0 |logr| p—1

gosterilebileceginden

: . |logU(r)|
W, = }ﬂl_r)%W(T) =lm————=k>p-1

r—0 lOgV(T’) B

bulunur, yani (8.6.10) kabullii lemma 8.6.2. den saglanir.

p* = p'k igin

N-p\ K
BY.(r) = V¥(r)U(r) = sabit (1 - (;)P) m(r)
bulunur.
Buradan

m(r) = |logr| i¢in, ¢ = p* ile (8.6.5) Hardy esitsizligi saglanmaz,
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m(r) = 1igin, H: LP (v)—>LP (u) operatorii siirekli fakat kompakt degildir,
m(r) = |logr|~! icin kompakttir.

8.7. Bir N —Boyutlu Hardy Operatorii

x €RY, B(x) = {y € RN: |y| < |x|} yuvarim gostersin, |B(x)| yuvarm hacmini

gostersin. Bu durumda N —boyutlu Hardy operatorii

HW) ) = 5 o ) dy, x €RY

seklinde tanimlanir.

p

[ peeorass (25 [ propas 1 <p <o

P
esitsizligi saglanir. (ﬁ) sabiti yine olabilecek en iyi sabittir. Bu Hardy esitsizligi genel

N —boyutlu u ve v agirliklarina ve p, q parametrelerinin tiim alanlarina, 1 < p < oo,

0 < g < oo genisletildi [2].

1/p

1/q
(f me(x)Wu(x)dx) sc(f If(x)I”V(x)> (8.7.1)
RN RN

esitsizligi icin gegerlilik sartlari(gerekli ve yeterli) bir boyutlu duruma karsilik gelen
sartlarin tam benzeridir [2]. Buradan 1 < p < g < o igin bu sartlar

1/q 1/p/
sup < f u(y) Iyl‘qdy) ( f v (y)dy> <
x€RN \JRN\B(x) B(x)

olur.
8.8. Genel Hardy Tipli Operatorler

Tamm 8.8.1. K ile gosterilen ve

(Kf)(x) = fk(x, t) f(t)dt, x € (a,b)

seklinde tanimlanan operatore genel Hardy operatorii denir.
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Basitlik i¢in (a,b) = (0,0) durumuyla ilgilenecegiz: (Genel durum igin [2]
bakilabilir)

(Kf)(x) = f k(x,t) f(t)dt, x> 0.
0

Kernel k nin asagidaki durumlari sagladigini kabul edecegiz.
k(x,t) =0, 0<t<ux,

k, x te artan ve k, t de azalandir,

Ve

k(x,t) = k(x,z) + k(z,t), 0<t<z<ux.

Boyle kernellere bazen Oinarov kerneller denir.

K nin eslenik operatorii(eslenik operator K)

(Kg)(x) = jook(t, x) g(t)dt, x>0

seklinde verilir.

Teorem 8.8.2. (Genel Hardy operatérin p < q durumu icin) 1<p<qg<ooveK
Tanim 8.8.1. de gecen genel Hardy operatorii olsun. s > 0 i¢in ve k Oinarov kernel
olmak tizere (K h), (ksh) (x)

(K;h) = jmks (x,t)h(t)dt
0

(Ksh)(x) = f ooks (t, x)h(t)dt (8.8.1)

X

seklinde tanimlaniyorlar. Bu durumda

[e9) 1/q o) 1/p
(f (Kf)4(x) u(x)dx) <C (f fP(x) v(x)dx) (8.8.2)
0 0

esitsizlikleri tim f > 0 fonksiyonlarini saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

4o = sup(R,) "9(8) (Kov™P) o1 (t) < oo (88.3.)
t>0
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ve
174 1/6{ —pr 1/ !
A; = sup(Kou) "(t) (K, v'7P") "P'(t) < co. (8.8.4)
£>0

(8.8.2) deki eniyi C sabiti

C ~ max(4,y,4,) (8.8.5)
saglar.
Simdi de

(Kg)(x) = j k(t,x) g(t)dt, x >0 (8.8.6)

seklinde tanimlanan eslenik operator K icin esitsizlik ifade edilecektir.

Teorem 88.3. 1<p<q <o ve K,(8.8.6) formiillii ile tanimlanan eslenik Hardy

operatorii olsun. K ve K (8.7.1) deki formiil ile verilsin. Bu durumda

IRall, , < Cligl,
esitsizligi tim g = 0 fonksiyonlarini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
. 1/q - 1/ ,
Ay = sup(K u) "(6) (Kev'™?") "P'(1) < oo (8.8.7.)
>0
Ve
~_ 1y 5 1-pr 1/p,
Ay = sup(Kou) 7a(t) (K, v7P") "P'(t) < oo. (8.8.8)
t>0

C sabiti (8.8.2) dekinin aynisidir.

Simdi de genel Hardy operatoriiniin p > g durumu icin gereken bazi notasiyonlar

verilecek ve ardindan teorem ifade edilecektir.

0<p<qg<oo,p>1olsun,ver

1

101 .
S=a— ile tanimlansin. By, By sayilari

o0 1 1 r Y
Bo={f |(R) " (k01 7) 0 0 vi—p’u)dt} ,
0
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co _ 1/ , 1/ , T 1/7‘

B, = f [(Kou) PO (KpvtP) P (t)] u(t)dey . (8.8.9)
0

Asagidaki teorem i¢in 1 < g < p < oo kisith durumu alinarak teorem ifade edilecektir.

Teorem 884. 1< g<p<oove % = é —% olsun. K bir genel Hardy tipli operatdr

olsun. Bu durumda (8.8.2) esitsizligi tim f > 0 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
max(B,, B;) < oo, (8.8.10)

burada B,, B, (8.8.9) da tanimlanmislardir.

Ayrica, (8.8.2) deki en iyi C sabiti

C ~ max(By, B;) (8.8.11)

saglar.

8.9. Bir Hardy-Knopp Esitsizligi

Teorem 8.9.1. @ pozitif, konveks ve (—o0, ) de kesin monoton bir fonksiyon olsun. Bu

durumda her 6l¢iilebilir reel degerli f fonksiyonu i¢in

o]

fcb %fxf(t)dt i—xsjd)(f(x))i—x
0 0

0
esitsizligi vardir [2].

8.10. Hardy-Steklov Operatoriiniin Ozellikleri

Tanim 8.10.1. a = a(x) , b = (x) fonksiyonlar1 [0,] araliginda kesin artan ve
diferansiyellenebilen ve

a(0)=b(0)=0

a(x) < b(x), 0 < x < o i¢in

a(o0) = b(e0)

sartlarini saglayan

b(x)

TH) = j £ dt (8.10.1)
a(x)
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ile gosterilen ve f = f(t) =0, 0 <t < o i¢in tammlanan (8.10.1) formiiline Hardy-

Steklov operatorii denir [2].

[20] de Heining ve Sinnamon 1 <p <qg <o ve 0 <q <p < oo durumlar

icin u ve v agirlik ¢iftini T nin sinirlilid1 icin karakterize ettiler.

Teorem 8.10.2. u ve v (0, o) de agirlik fonksiyonlart olsunlar.

1/61 oo 1/p

f THI) v()dx | < f £2 (Oul)dx (8.102)
0

0
esitsizligini géz Oniine alalim.

(1) Eger 1 < p < q < o ise, bu durumda (8.10.2) f = 0 den bagimsiz olarak C > 0 ile

saglanir & sup B(x,t) < oo, burada

x Ya 1 b® Y
B(x,t) = jv(s)ds f ul?' (s)ds (8.10.3)
t a(x)
ve supremum
0<t<x<oove alx) < b(t) (8.10.4)

durumlarini saglayan tiim t ve x ler lizerinde aliniyor.

(i1) Eger 0<g<p<ovel<p<ooise bu durumda (8.10.2) f = 0 den bagimsiz

olarak € > 0 ile saglanir & A = max(4,,4,) < oo,
burada

Yy

t b(x) A "o

A = f f f w(s) ds fv(s)ds v(x)dx |o(t)dt (8.10.5)
0 \b-1(a®) \al® x

ve

Yy

a~1(b(®) / b "ot x "fp

A, = Oj f f w(s) ds jv(s) ds v(x)dx |o(t)dt (8.10.6)

t a(x) t
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w = ul_p,, 1/7' - 1/q - 1/p |Ie, Ve o
d -1 k
a(t) = Ex(Mk,Mkﬂ) O (b7 e ) (D), (8.10.7)

kEZ

seklinde tanimlanan normalize fonksiyonudur,

burada (b1 o a)¥, k kere tekrarl bileskeyi gdsteriyor ve {M,}
My=b"1(1), Mgy =a*(b(M)) egerk =0ise ve
My = b~ (a(My41)) eger k < 0 ise

ile tanimlanan dizidir.

Teorem 8.10.3. 1 <p <q < ve uve v (0,0) de tanimlanmis agirlik fonksiyonlar
olsunlar. Bu durumda T: LP (0, ; u) — L(0, oo; v) operatoriiniin kompakt olmasi igin

gerek ve yeter sart

Sup B(x,t) < o, (8.10.8)
her x > 0 i¢in lim B(x,t) = lim  B(xt) =0, (8.10.9)
t-x t-b~1(a(x))
ve
lim B(x,t) = lim _B(x,t) =0, her t > 0 icin, (8.10.10)
x-tt x—a~1(b(t))

Burada B(x, t), (8.10.3) ile veriliyor ve (8.10.8) deki supremum (8.10.4) saglayan tiim

x ve t ler lizerinde alinmaktadir [31].

Teorem 8.104. 1< g <p <o ve uve v (0,0) de tanimlanmis agirhik fonksiyonlari
olsunlar. Bu durumda T: LP (0, ; u) — L(0, oo; v) operatoriiniin kompakt olmasi igin

gerek ve yeter sart
A =max(4,,4,) < oo,

burada A, ve A,, (8.10.5) ve (8.10.6) ile veriliyor [31].
T ye eslenik olan operatér T ile gosterilir,

a”l(x)

(7)) = f (O dt

b~1(x)
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seklide tanimlanir.

Teorem 8.105. 1 <p < g <o veuvev (0,0) de tanmmlanmis agirlik fonksiyonlari
olsunlar. Bu durumda T: LP (0, o0;u) — L9(0,%; v) operatdriiniin kompakt olmas1 icin

gerek ve yeter sart

sup B(x, t) < oo,

herx > 0igin lim B(x,t) = lim _B(xt) =0
tox t-b~1(a(x))
ve
her t > 0 icin lim B(x,t) = lim _B(x,t) =0
161 th“L ( ) x—wfl(b(t))_ ( )
burada
b(D) Ya ;. Ypr
B(x,t) = f v(s)ds ful_p’ (s)ds
a(x) t

ve supremum
0<t<x<oove alx) < b(t)
durumlarini saglayan tiim t ve x ler tizerinde alimyor [31].

Teorem 8.106. 1 < g <p <o veuvev (0,0) de tanimlanmis agirlik fonksiyonlar
olsunlar. Bu durumda T: LP (0, 00; u) — L9(0, o; v) operatdriiniin kompakt olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

r 1/T
oo t b(x) la ;¢ "far
f j j v(s)ds fw(s) ds w(x)dx |o(t)dt < o
0 \bp(a®) \a® x
ve
T 1/1"
a™(b(®) / b() /a4 /5 "Jar

b[ f _f v(s)ds fW(S) ds| wdx |o(®)dt| <o

t a(x) t
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buradaw = u'?", 1/, = 1/q — 1/p ve g, (8.10.7) ile tanimlaniyor.

Simdi de P. Ortega Salvador ve Consuelo Ramirez Torreblanca tarafindan
ispatlanan Hardy-Steklov operatorii igin agirlikli modular esitsizlikleri verilecek ve

ispatlar1 yazilacaktir [33].

Bunun i¢in 6nce gerekli bazi kavramlar1 ve Hardy-Steklov operatdriiniin bir parca

daha genellestirilmis tanim1 ve notasyonlar verilecektir.

—o<a<b<owves, h:(ab) - Rve timx € (a,b) i¢in s(x) < h(x) olan artan ve
stirekli fonksiyonlar olsunlar. g, (a, b) de tanimlanan pozitif bir fonksiyon olsun ve yine

T ile gosterilen Hardy-Steklov operatorii

h(x)

TF(x) = g(x) f £ dt
s(x)

seklinde tanimlansin [33].

b h(b)
;! fCDZ(Tf(x))u(x)dx < ot f @, (Cf(x)) v(x)dx (8.10.11)
a s(a)
ve
h(b)
o7 d,(1) f u | <ot ] o, (CHV (8.10.12)
{x€(a,b:Tf(x)>1)} s(a)

burada ®,, ®, pozitif , [0, ) de kesin artan olarak tanimlaniyor. Nonnegatif olan u ve v

fonksiyonlar1 sirasiyla (a, b) ve (S(a), h(b)) de tanimlaniyorlar.

Bir N- fonksiyonu ile [0, ) da tanimlanan siirekli ve konveks ® fonksiyonu kast

edilir 6yleki s > 0 ise @ (s) >0, s » 0 oldugunda ? — 0 ve s - o oldugunda

D(s)

— oo olur. Her @ N- fonksiyonu

X

D(x) = j p(t)dt

0
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formundaki bir gosterimi kabul eder. Burada ¢ artan, sagdan her noktada siirekli
¢(0) =0, eger s > 0 ise ¢(s) > 0 ve s » o oldugunda @(s) — oo sartlarin1 saglar. ¢
fonksiyonuna, ¢ nin yogunluk fonksiyonu denir. N-fonksiyon ¢ verilsin, ¥: [0,0) - R
olarak ¥ (t) = supszo(st - (D(S)) seklinde tanimlanan fonksiyon da bir N fonksiyondur
ve © nin tlimleyeni olarak adlandirilir. ® ve ¥ fonksiyonlar1 Young esitsizligini saglar:

eger s,t > 0 ise, bu durumda st < ®(s) + ¥(t).

Teorem 8.10.8. @, bir N fonksiyonu ve ®@,: [0,0) - R, ®,(0) = 0, lim;_, ®,(t) =
sartlarmi saglayan ve pozitif kesin artan siirekli bir fonksiyon olsun. ®; o ®;" alt
toplamsal(subadditive) olsun. ¥, ®; nin N —fonksiyon tiimleyeni olsun. uve v sirasiyla
(a,b), (s(a),h(b)) de tamimlanmis nonnegatif fonksiyonlar olsun. Bu durumunda

asagidaki ifadeler denktir [33].
(1) (8.10.11) esitsizliginin tiim pozitif fonksiyonlari saglamast i¢in C > 0 vardir.

(if) Tim A > 0 ve tiim pozitif f fonksiyonlarin igin

h(b)
o f O,(Ag)u | < o7t f O, (Cf(x))v(x)dx | (8.10.13)
{xe(a,b):fsfzg) f>/1} s(a)

esitsizliginin saglanmasi i¢in C > 0 vardir.

(iii) Tim A > 0vetimx,y € (a,b) x <y ves(y) < h(x) ile

h(x) ( )

a(d,x,y

— Tl <
f‘h( v )v_a(/l,x,y)<oo
s(y)

esitsizliginin saglanmasi i¢in C > 0 vardir, burada

y
a(A,x,y) =@ 0 01 j(DZ(Ag)u )

X

Teorem 8.10.9. ®@,,®,,¥,, u ve v Teorem 8.7.8. deki gibi olsunlar. g monoton olsun.
Asagidaki ifadeler denk olur.

(1) (8.10.12) esitsizliginin tiim pozitif fonksiyonlari saglamasi i¢in C > 0 vardir.
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(if) TimA>0vetimx,y € (a,b) x <y ve s(y) < h(x) ile

h(x) .
<(mf(x,y>g)ﬁu, x,y)
¥,

o )vsﬁ(/l,x,y)<oo

s)

esitsizliginin saglanmasi i¢in C > 0 vardir, burada

y
B(Ax,y) = (0, o ®;7) @z(z)ju |

Teorem 8.10.8. ve Teorem 8.10.9. 1 <p < q <« i¢in agirhikl giiclii ve zayif tip
(p, q) esitsizliklerini bir 6zel durum gibi i¢ine aldigi gozlemlenebilir. Dikkat edilirse
g = 1lise bu durumda giiclii tip (8.10.11) esitsizligi ve zayif tip (8.10.12) esitsizligi denk
olurlar. Ama @,(t) =tP ve ®,(t) =t?, 1 <p <q <o, olsa bile genel monoton g
icin (8.10.11) ve (8.10.12) denk olmazlar.

Teoremleri ispat etmek i¢in asagidaki lemma kullanilacaktir [33].
Lemma 8.10.9. {(a;,b;)}, Q ={x € (a,b):s(x) < h(x)} agik kiimesinin baglantili
bilesenleri olsunlar. Bu durumda
(a) tim j = i gin (5(a), h(b;) )N(s(ar), h(b))=9.
(b) Her j igin
N a < m,]; < m,£+1 < b; tiim k ve j ler i¢in;
(i) (a;,b;) = Ur(m}, m.,,), hemen hemen her yerde tiim j ler igin;
(iii) S(m,J;H) < h(m,i) tim k ve j ler igin ve eger a; < m,]; < m,£+1 < bj ise
S(m£+1) = h(m,];).
olacak sekilde bir (sonlu veya sonsuz) {mljc} reel sayi1 dizisi vardir.
Simdi teoremlerin ispatina gegilecektir.

Ispat (Teorem 8.10.8. ispat1 ) (i)=(ii) oldugu agiktur.
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(iD=>(iii)). A >0,neNvex, y € (a,b) x <y ves(y) <h(x) ile, olsun. Eger s(y) =
h(x) ise, ispatlanacak bir sey yok. Kabul edelim s(y) < h(x) olsun. %T(t) fonksiyonu, 0

dan oo ’ a tiim degerleri artarak aldigindan

h(x)

£ v+ 1/n _
f Y,y <v n 1/n> - =2CA (8.10.14)

s)

olacak sekilde € > 0 vardir, burada C, (8.10.13) esitsizliginin sabitidir.

f fonksiyonu

_ l £ v+ 1/n
f=c¥ (v T /n) —L (s, h(x)

seklinde tanimlansin.

Egerz € (x,y) ise

h(z) h(x) h(x)
1 £ v+ 1/n
fof=f—‘P1 T =21> A
C v+ /n &
s(2) s() s(y)

Bu (x,y)c{z € (a, b): fsfég) f > A} oldugunu gosteriyor. Bu durumda (ii), @, (lpl(t)) <

t
W, (t) esitsizligi ve (8.10.14)

y
@, x,y) = By 0 By f ®,(Ag) u

X

< 0, 00" f ®,(1g) u

{ze (a,b): fsizg) f >/1}

h(b)

< f ®1(Cf(t))<v(t)+%)dt
s(a)
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h(x)

£ 1
< | v (—— (1 + —) = 202 8.10.15
S(J[/) 1 <U + 1/n> n ( )

verir. Bu esitsizlik a (4, x,y) < o oldugunu gosterir.
Y4, ¥1nin yogunluk fonksiyonu ise
Y. (x) <xyp(x) <¥(2x) (8.10.16)

oldugu bilinir.

Bir taraftan, (8.10.15) ile, (8.10.16) ve (8.10.14) esitsizligindeki sag taraf,

h(x) (/1 ) h(x)
a(d,x,y £

- @) [ vl

Si) “\aca(v + 1) Si) \2(v+ 1)

h(x)

£ v+ 1/n

<2 b4 = 4CA. 8.10.17
) s('L 1 (”"'1/11)) € ( )

Diger yandan, (8.10.16) deki esitsizligin sol tarafi

h(x) 1
I f ‘P( a(d,x,y) )4Cl(v+ /n)

4C/1(U + 1/7’1) a(l;x;Y)

s)

h(x)
4CA f . ( a(i,x,y) )( +1) (810.18)
=—— —— (v + = .10.
a(2,x,y) "\aca(v + ) n
s)
verir. (8.10.17) ve (8.10.18) bir araya getirilirse

h(x)
4CA f . ( a(l, x,y) )( N 1) <] < 4ch
— ——|(v+-)<J <
a(d,x,y) o ! aca(v +1/p) n

elde edilir. n = oo yapilip ve monoton yakinsaklik teoremi uygulanirsa
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h(x)

A,x,
j ¥, (%) v<a,xy)

s)

elde ederiz.
(iii)=(i). Eger tiim x € (a, b) i¢in s(x) = h(x) ise, ispatlanacak bir sey yok.

s(z) < h(z) olacak sekilde z € (a,b) var oldugu kabul edilsin. Bu durumda Q =
{x € (a,b):s(x) < h(x)} bos olmayan bir agik kiimedir. {(aj, bj)}j, Q nin baglantili

bilesenlerinin koleksiyonu olsun, her j igin, {m]} lemma 8.10.9. ile verilen dizi olsun.

Belirlenmis(fixed) j, k i¢in ve x € (m,{,miﬂ)

h(x) (miﬂ) h(m{;) h(x)
=g [ f=gw [ frew | fege |
s(x) s(x) S(mk+1) h( k)
olur. Bu durumda
b mit+1 (m{’—ﬂ) h(m{,_) h(x)
k2 (Tf)u—z f @, | 900 f f g0 f f+9() f u(x)dx
a skar1 hmk
m{c+1 s(miﬂ)
SZ[ D, glx) f 3f |u(x)dx
Ik i s(x)
Mg h(m{;)
j 90 [ 3f JuGodx
S(m{c+1)
LT h(x)
+ f D, gx) j 3f |u(x)dx = (1) + (I) + (II0).
Ik m{c h(m{;)
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(IIT) hesaplayalim. j, k belirliyelim(fix) ve x, = m,]; ile tanimlanmus {x,,} dizisi ve

fh(xn) fh(xn 1)

n(ml)

ifadesini diisiinelim. Bu dizi

h(xn+1) 1 h(xn)
| =3 ]
h(xn+2) hm{()

saglar.

Hern € Nigin , fo = fX(n(xnsn)n(nsy)) O1SUN. Eger x € (%41, Xy,) ise bu durumda {x,, }

tanimindan
h(x) h(xn+1) h(xn+1) h(xn)
J oz Lo ] e L
h(m{;) h mk h(xn+2)
elde edilir.
Bu asagidakini gosterir:
h(x)
(Xn+1,Xn) € Ep = {x € (m},ml,,): f 12f, > A, v, (8.10.19)
n(my)
burada 1, = [ h((x”)) 3f.

f :((x)

olsun. Bu durumda

)12 fn monotonlugundan, E, (y, m; +1) seklinde bir aralik oldugu aciktir. x € E,

h(x) h(x)

Ay < j12fn= f 12Cf,

h(mk

(A 2,y )

Cva(dy, x, miﬂ )

h(m)

veya, denk olarak,
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" acp Onxmi)
; a(Ay,x,m
20(Ap, x,mi, 1 ) < j24Cfn ”/1 Cv"“
. n
h(m{c)
Young esitsizligi ve (iii) uygulanirsa
h(x) h(x)

‘ a(A,, x,m]
2a(An, X, My ) < f 0, (24Cf) v + f %( (”/1 Cvk+1)>v
n

h(m) h(m)

h(x)
< f O, (24Cf) v + a(’ln'x' ml];+1)’
n(my,)

elde edilir, bu da

h(x)
a(An, x, m,£+1) < f ®,(24Cf) v
n(my)

verir. Yukaridaki esitsizlik tim x € E,, i¢in sagladigindan, infimum alinip

h(m£+1)
j(DZ(/lng) u<®, 007t f ®,(24Cf) v (8.10.20)
En h(m{;)

elde edilir. (8.10.19), (8.10.20) den, f, tanimindan ve ®, o ®,* nin alt toplamsalligindan,

m£+1 h(x)

(I = Z f &, g(x) f 3f |u(x)dx
Ik m{,_ h(m{,_)
h(x)

;Z .f(l)z gx) f 3f |u(x)dx

n Xnt+1 h mk



h(xn)
g; nxll@Z g(x) j 3f |u(x)dx
<O [ @g0r) uwax
Jk n Ey
G
SZZ(%@?) f O (24C f)v
Hem n(m)
h(xn+1)
=Y @) [ eacny
Jk n h(xn+2)
h(miﬂ)

<Y D@oa)| | eucHy
: n(my)
elde edilir.

() hesaplanmasi benzer bir sekilde

S(m{;+1)
D < Z(@z o ®7") f O, (24Cf)v
" ()

elde edilerek yapilabilir.

(IT) hesaplamak igin, 4;; = fs (E’Zi) 3f olsun. Young esitsizliginden ve (iii) den

h(m)
PR ' m)
. J.k
s(m{<+1)
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h mf; h mf;
( ) ( ) ( k'mk'mk+1)
< j O, (6CfHv+ j Ch v

S(m{;ﬂ) s(m{;“)
h(m{;)
< j (I)1(6Cf)v+a( k»mk»mk+1)
S(m{t+1)

elde edilir. Bundan dolay1

()
a(Xml,ml, )< f @, (6Cf)v
s(Mies)
ve bu
Mss n(my,) n(my,)
) =Z j 0, g j 3f usZ(cbzooD;l) f O,(6CF) v
T my (M) & 5(Miers)

olmasin1 gerektirir.

(1)-(III) hesaplamalar: bir araya getirilirse, ®; o ®3 " ni alt toplamsallig1 uygulanirsa ve j

ve k dan sonug olarak (i) elde edilir.
Teorem 8.10.9. ispat1 i¢in [33] kaynagina bakilabilir.
8.11. Genellestirme

Daha 6nce 8.8. alt bolimiinde

KP)(x) = f k(x,0) F(0)de
0

incelenmisti. Bundan hareketle

b(x)

(Kap f) () = f k(x, ©) F(O)dt (8.11.1)
a(x)
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seklindeki operatorlere genisletme yapilabilir. Burada nonnegatif olan kernel k asagidaki

sartlar1 saglar:

k(x,t), x te artan ve t de azalandir.

k(x,z) < C, (k(x,b(y)) + k(y,z)), tim y < x ler i¢in ve a(x) <z < b(y), C; =1

sabiti ile [2].

Teorem 8.11.1. 1 < p < g < oo olsun. Bu durumda

w / ~b(x) q Yq .
(j (f k(x,t) f(t)dt) u(x) dx) <C (j fP (x)v(x)dx)
0 a(x) 0

esitsizligi tiim f > 0 fonksiyonlarini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

y 1/61 b(x) 1/p'
sup <.f u(s)kq(s,b(x))ds> (f vl_p'(s)ds> < oo

x<y,a(y)<b(x) \Vx a(y)

1/p

Ve

y Ya s b Y
sup (f u(s)ds) (f kp'(x,s)vl_p'(s)ds> < oo,

x<y,a(y)<b(x) a(y)

8.12. Bir N —Boyutlu Hardy-Steklov Operatorii

Alt boliim 8.7. dekine benzer olarak N —boyutlu Hardy-Steklov operatorii

P f)() = f fO)dy, xyeRY, (8.12.1)
a(lxD<lyl<b(x])

burada a ve b Tanim 8.7.1. de gegen fonksiyonlardir [2].

Teorem 8.12.1. f >0, u(x) ve v(x) RN de agilik fonksiyonlar;, 0 < g < 00,1 <

p < oo olsun. Bu durumda

Yq p
(f (Hyf) (x)u(x)dx) <C (] fP (x)v(x)dx) (8.12.2)
RN RN



esitsizligi tiim f > 0 saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

0 b(t) a
( f ( f F(s) ds) U dt>
0 a(t)

esitsizliginin tiim F > 0 i¢in saglamasidir [2].

1/61 0 1/p
<C <j FP (t)V(t)dt)
0

(8.12.3)
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TARTISMA VE SONUCLAR

Hardy ve Hardy-Steklov operatorlerinin Hardy tipli esitsizliklerle olan iliskileri

kaynaklar(yayinlar) taranarak sonuglar tezde yer verilmistir.

Literatiirde Hardy-Steklov operatdrleri icin modullar esitsizlikler yenidir. Bu konu
tizerinde ¢alisilarak yeni esitsizlikler elde edilebilir. Ayrica potansiyel(genel) Hardy tipli
esitsizlikler iizerinde calisilarak daha genel veya daha giiclii teoremler elde edilebilir. Bu

operatdr esitsizliklerinin bagka uzaylardaki formlari elde edilmeye ¢aligilabilir

Dogal olarak Hardy-Steklov operatdriiniin yeni bazi 6zellikleri arastirilabilir.
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