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il

AMAC

Bu c¢aligma, Fibonacci sayilar1 yardimiyla tanimlanan Lucas sayilarindan da
yararlanarak ve sayisal bir yarigrupta bilinen temel kavramlar1 kullanarak Fibonacci
sayisal yarigruplarin1 olusturmayr ve bilinen kavramlarm yapisint incelemeyi

amagclamaktadir.



v

OZET

Bu caligmada, Fibonacci sayilarnin bazi 6zelliklerini incelemekte ve Lucas
sayilar1 tanimlanarak bunlarin ilging 6zelliklerini vermekteyiz.

Ayrica, sayisal yarigruplarin ozellikleri ile birlikte Fibonacci sayilar1 tarafindan
iiretilen Fibonacci sayisal yarigruplarinin yapisini incelemekteyiz. Bununla birlikte, bu

konuda bazi1 sonuglar elde etmekteyiz.



SUMMARY

In this study, we investigate some properties of Fibonacci numbers and give
interesting properties of those by defining Lucas numbers.

Also,we study the properties of numerical semigroups and the structure of
Fibonacci numerical semigroups which generate by Fibonacci numbers.

Consequently, we obtain some results about the above subject.



GIRIS

Bu calisma bes bdliimden olusmakta olup, Fibonacci sayilari ile iiretilen sayisal
yarigruplarin yapisini incelemeyi amaglamaktadir.

[Ik Boliimde Fibonacci sayilarinm tanimi ve Fibonacci sayilari i¢in Lucas Teoremi
verildi. Fibonacci sayilari igerisinden segilen asallar Fibonacci asal sayilari olusturmaktadir.
Legendre ve Lagrange ifadesinde kullanilan Legendre sembolii tanimlanmaktadir. Ayrica
Fibonacci sayilar1 i¢in Z. H. Sun teoremleri ve E. Lehmer teoremleri ifade edilmektedir.

Ikinci boliimde Lucas sayilarinin tanimi ve Lucas sayilari igin Binet formiilii ifade
edilmektedir. Fibonacci sayilar1 i¢in ifade edildigi gibi Lucas sayilar1 i¢in de Lucas sayilar1
icerisinden secilen asallarla Lucas asallar1 elde edilmistir. Yine Legendre, Lagrange , Z. H.
Sun teoremlerinin ifadesi Lucas sayilari iginde kullanilmistir.

Ucgiincii boliimde ise, saysal yarigruplarmn tanimi, Frobenius sayisi, Kutup kiimesi,
Apery kiimesi ve Gaps(bosluk) gibi sayisal yarigruplar icin kullanilan temel kavramlar
tanimlanmaistir.

Fibonacci sayisal yarigruplarinin yapist incelenmekte ve yarigruplardan yararlanarak
Lucas sayisal yarigruplar verilmekle birlikte bunlarla ilgili baz1 sonuglar dordiincii bolimde
yer almaktadir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglar bulunmaktadir.



1. BOLUM

ONCEKIi CALISMALAR

Fibonacci sayilara 6zellikle dogada ¢ok sik rastlamaktayiz. Bu sayilar bitki yapraklari,
bitki tohumlari, ¢igek yapraklari ve kozalaklarda sik¢a karsimiza ¢ikmaktadir. Daha da ilginci

bu sayilara Pascal veya Binom iiggeninde, Mimar Sinan’in eserlerinde rastlanmaktadir.

Fibonacci dizisindeki bir terim, ondan 6nce gelen bir terime bdliindiigiinde, dizinin
elemanlar1 biiylidiikge bu oranin, irrasyonel bir say1 olan altin oran sayisina yaklastigi
goriilmektedir. Matematikte ise basta geometri alaninda kullanilan Pascal liggenini goz
onlinde bulundurursak, tiggeni olusturduktan sonra, katsayilarin swali ¢apraz toplamlari
Fibonacci dizisini vermektedir.

Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci (ya da Pisali Leonardo veya Leonardo Pisano )
(1170-1250) yillarinda yasamis olup 1200 yillarinda ondalik say1 sistemini bulduktan sonra
kitab1 Liber Abaci yi yazmis ve dogadaki bir¢ok olusumun diizeninde altin oran1 kesfetmistir.
Fibonacci sayilarini ise ardisik her bir saymin birbirine oraninin sayilar biiyiidiik¢e altin
orana yaklastigin1 bulmustur.1228 yilindaki Liber Abaci’nin ikinci baskisinda 123-124
sayfalarinda yer alan ve tavsan iiretmek gibi matematikle pek ilgisi olmadig1 bir konuyla
ilgilenmistir.

Fibonacci sayilarinda asal olanlar1, n = 3,4, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 43, 47, 83, 131,
137, 359, 431, 433, 449, 509, 569, 571, 2971, 4723, 5387, 9311, ... degerleri i¢in F,’nin asal
sayllar oldugunu ve n < 10000 i¢in biitiin F, asallar1 Brilhart tarafindan verildigi
bilinmektedir. Ote yandan a ve b iki Fibonacci asal sayis1 olmak iizere Fo=a, F;=bven>2
icin F,= F,.; + Fn olacak sekilde bir Fibonacci asalinin bulunmadigi Ronald Graham
tarafindan kanitlanmistir. V. Semirnov, M. (2004), tamsay1 dizisinden yararlanarak Fibonacci
say1 dizisini incelemis olup ayni yilda Jastrzebska, M., Grabowski A. (2004), Fibonancci
sayilarinin bazi matematiksel formiillerini incelemistir. Jovanovic , R. (2001), Fibonacci ve
Lucas sayilar1 arasindaki bagintiy1 incelemistir.

Lucas sayilari ise, Fransiz matematik¢i Edvard Lucas tarafindan 2,1,3,4,7,11, ...
L, say1 dizisi elde edilmistir. Lucass sayilar1 icinde asal olanlara Lucas asal sayilar1 ad1
verilir. n=0, 2,4,5,7,8,11, 13,16, 17, 19, 31, 37, 41, 47, 53, 61, 71, 79, 113, 313, 353, 503,
613, 617, 863, 1097, 1361, 4787, 4793, 5851, 7741 degerleri i¢in { L,} Lucas asal say1 dizisi



olusturdugu bununla birlikte, n < 500 ve n < 10000 i¢in biitiin Lucas asallarinin sirastyla
Brillhart ve Williams tarafindan bulundugu bilinmektedir. Ayrica Dubner H., Keller
W.(1999), Fibonacci ve Lucas asallar1 ile ilgilenmistir.

F.Curtis(1990), sayisal yarigruplarin Frobenius sayist kavrammi ele almustir. J.C.
Rosales (2000) yarigrup kavramindan yola ¢ikarak sayisal yarigruplari incelemis ve bu
yarigruplarin 6zel kosullarindan biri olan Apery kiimesini incelemistir. Fibonacci sayilarinin
kesfinden bugiine hala giincel ¢alismalar devam etmektedir. Sedat Ilhan (2006), teleskopik
sayisal yarigruplarin smiflandirilmas: {izerine caligmalar yapmis olup M. Madero ve
K.Herzinger 2005, Apery kiimeleri J.C. Rosales calismasindan yararlanarak Apery
kiimelerini daha farkli yollarla formiilize etmistir. 2005 yilinda J.C. Rosales, iki elemanla

iiretilen sayisal yarigruplarda esas bosluk (gap) kavramini incelemistir.



2. BOLUM

FiBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Bu boliimde, ileride kullanilacak olan Fibonacci sayisal yariguplarinin temelini
olusturan Fibonacci sayilar1 ve bu sayilardan elde edilen Lucas sayilarinin tanim ve bagntilar1

hakkinda temel bilgiler yer almaktadir.

2.1 Fibonacci Sayilar1

Bu kesimde Fibonacci sayilari, Fibonacci asal sayilar1 ve bu sayilar arasindaki bazi

bagntilar verilmektedir.

2.1.1 Tanmm: F;=0 ve F, =1 olmak lizere n =0, 1, 2, ... i¢gin, F,,= F +F  seklinde

tanimlanan F, sayisma n. Fibonacci sayisi denir. Fibonacci sayilarindan olusan {F }

dizisine de Fibonacci say1 dizisi ad1 verilir.
n negatif tamsayisi1 i¢in F, = Fp12 - Fory esitliginden yaralanarak,
F. =1, F,=-1, F.,=2, F ,=-3, ... seklinde Fibonacci say1 dizisi yazilabilir.
Bu da bize negatif tamsayilar i¢in de F, Fibonacci say1 dizisini olusturabilecegimizi

gosterir. F nin bazi negatif tamsay1 degerleri asagida verilmektedir.

Bununla birlikte, bazi n dogal sayilar1 i¢in Fibonnacci sayilarmi
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377

610

tablosu ile verebiliriz. Tabloda da goriildiigi gibi,

F =1 < n=1yadan=2yazarz[11]




Ayrica pozitif ve negatif Fibonacci sayilar1 arasindaki bagint1 agagidaki dnerme ile

verilebilir.

2.1.2 Onerme: n bir tamsay1 olmak iizere,
F,=(-)"F,
Dir. [12]
Ote yandan n tamsayismnin tek veya ¢ift olmasi halinde F, Fibonacci sayis1 asagidaki

Onerme ile ifade edilebilir.

2.1.3 Onerme: n [Z igin,
= F2

FZn—len2+Fn2—l (F2n+l n+l+Fn2) ve FanFn2+2FnFn—l

dir.[15]
Simdi de n ile F, arasindaki bagmtilari ele alalim.

2.1.4 Teorem (Lucas Teoremi) : m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

(Fm’Fn):F(

m,n)

Dir.[9]

2.1.5 Onerme :m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere m# 2 olsun.
Fm| F - m|n

dir.

Ispat : m# 2 ve m, n pozitif tamsayilar olmak iizere ,

F,  (F,F)=F, = F|F, dir.

m,n) L m

mln « (mn)-m - F

2.1.6 Onerme: k,n N igin, F,,, =F,F, +F,_F, dir.

2.1.7 Teorem: k, n [N i¢in, k>1 ve k< nise, F, <F, dir.

Ispat:k,n N vek>1alalm k<n= OtM On=k+t

:>Fl’l = Fk = F;Fk‘*t

+F,_F, > F, elde edilir.

+t



2.1.8 Onerme:
ayn>1,nN i¢in,F <F

n+l

dir.

byn N icin, F, <F

n+l

dir.
ok nM icin, F | F, dir.

d) r <nolmak tizere, F, - F,, F, =(-1)""F, dir.

ntr= n-r

2.1.9 Lemma: m ve n pozitif tamsayilari verilsin. m| F olacak sekilde en kii¢iik n pozitif

tamsayist r(m ) olsun. Buna gore m| F < 1(m) | n Gnermesi dogrudur [9].

Ispat : r(m ) in tanmimindan yola ¢ikarak ;
m| Fn ind m| (Fn’Fr(m)) ind m| F'(n,r(m)) ind (n’r(m)) = r(m) And r(m) | n

elde edilir. [9]

2.1.10 Onerme :Asagida verilen, Cassini ve Catalan Ozdeslikleri olarak bilinen &zdeslikler
yardimiyla (-1) in kuvvetlerini Fibonacci sayilar1 cinsinden ifade etmek miimkiindiir.
FF_ —-F> =(-D"" dir.

n® n+2 n+l

Simdi de F, Fibonacci sayisini ifade eden bazi 6zdeslikleri verelim.

2.1.11 Teorem: n[Z olmak iizere, F, Fibonacci sayisi verilsin. O zaman asagidaki 6zdeslikler

mevcuttur.
a)F - Fn+2 +Fn—2
" 3

b)Fn = 2Fn+2 _Fn+3

¢)F =F_ -2F

n+l

d) Fn :3F+2 _Fn+4

n



Ispata) F,,,=F, +F =F +F, _ +F =2F +F, _,

F _,=F —F _ den,

+
+Fn_2 =3F > F =—_nm2 " n2

F n n
3

n+2

Cikar.[16]
(b), (c) ve (d) de benzer sekilde ispatlanir.

2.1.12 Onerme : n[Z olmak iizere,
a) F), =F, _Fnz—l

n+l

b) F,, =F, —-F’ —(n-1)’°

n+l
dir. [16]
Asagidaki teoremile F,, F.

2n >

F, ve F, sayilarinin sonlu toplamlarini verelim.

2.1.13 Teorem :

a) ZF; :Fn+2 _1
i=0

b) zei =F,,., 1
i=0
< 1

C) zei _E[Fzmz -1]
i=0

d) ZFM :F22n+1 -1
i=0

dir.[16]

ny_ n!
k) kl(n—k)!

2.1.14 Not: ( esitligini kullanarak | Fibonacci sayisini tanimlamak

miimkiindiir. Buna gore F,, F, ve F, sayilarm kombinasyon hesab: yardimriyla asagidaki

teoremle ifade edebiliriz.



2.1.15 Teorem :

225

b) i(’l’l}Fz :FZn

5) 2(’;‘}2’12 =F,
i=1

dir. [16]

2.1.16 Tamim ( Fibonacci Asal Sayilar )

nlZ ve n=22i¢in F, = F,_ + F,_, ile tanimlanan F, Fibonacci sayisi asal ise bu

saytya Fibonacci asal sayis1 denir.

2.1.17Not:n=3,4,5,7,11, 13, 17, 23, 29, 43, 47, 83, 131, 137, 359, 431, 433, 449, 509,
569, 571, 2971, 4723, 5387, 9311, ...degerleri i¢in F, ’nin asal sayilar oldugu ve
n < 10000 i¢in biitiin F, asallarinin Brilhart tarafindan verildigi bilinmektedir. [14]

Ote yandan a ve b iki Fibonacci asal sayis1 olmak {izere F, =a, F, =b ve n =2 igin
F, = F,_+ F,_, olacak sekilde bir Fibonacci asalinmn bulunmadigi Ronald Graham

tarafindan kanitlanmstir. [10]

Simdi de F, Fibonacci sayismin asal olmasi i¢in bazi gerek ve yeterli kosullar

verelim.

2.1.18 Onerme : n>1,n00N ve n#4 olsun. Eger F, asal ise nasaldir. [11]

2.1.19 Tamim : p tek asal say1 ve (p,a) = 1 olsun. Eger x> =a (p) kongriians1 ¢oziilebilirse a ya
p modiiliine gore kuadratik rezidii(karesel kalan)denir.

Eger x°=a (p) kongriians1 ¢dziilemez ise a ya p modiiliine gore kuadratik olmayan
rezidii adi verilir.

Bu durumda kuadratik rezidii i¢cin R, kuadratik olmayan rezidii icin N gdsterimlerini

kullanacagiz. [17]



2.1.20 Tamim :(Legendre Sembolii)

p tek asal say1 ve (a,p)=1 olsun. (ij seklinde gosterilen Legendre sembolii ,
p
a)_ |1 ;aRp
p B! ; aNp
olarak tanimlanir. [17]

2.1.21 Not : a ve p nin Legendre sembolii (a jolsun. P #2,5 olmak iizere,

S

olarak tanimlanir. [9]

2.1.22Teorem (Legendre) : p # 2 asal sayi olsun. F, = (?j (mod p) dir.

Ispat : (i}k!Zp(p-l)...(p-kﬂ) =0 (mod p) olarak tanimlanir. Burada k=1, 2, ..., p-1 i¢in

P |U:j oldugu ¢ikar. Altmn orandan,

FP:%{FZ@T {“fjp}

elde edilir [9].

2.1.23 Teorem (Legendre,Lagrange): p#2 olmak iizere, p asal say1 olsun.

1—(2’) 1+(2)
F,,=——=(modp) ve F,, ETS(modp)

dir[9].
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2.1.24 Sonug : p asal say1 olsun. p | F , dir [9].
P=(2)

5

2.1.25 Sonug : k# 0 bir tamsay1 olsun. p, F, nin 2 den farkli bir asal boleni ise, o zaman,

ka 2
— = p(mod5
7 P( r)

k

dir [9].

2.1.26 Teorem(Z.H.Sun) : p> 5 ve p asal say1 olsun. Buna gore ,
1)p=1 (mod 3) ise, o zaman,
a) pl F, = p=x’+135y*(x,yZ),

3

b)p| F, = P=x+540y* (x, y 2 )

yazilir.
2) p=2 (mod 3) ise, ozaman ,

A)pl F,, = p=5x"427y (x,yZ),

3

bpl F,., = p=5x’+108y’(x,y Z)

6
dir [9].

2.1.27 Teorem (E.Lehmer ) : a, b [Z ve 2| b olmak iizere, p= a>+b*> ve p =1, 9 (mod 20)
kosullarini saglayan bir p asal sayis1 verilsin. Buna gore,

1) Eger, p =1, 29 (mod 40) ise, o zaman, p |Fp_1 = 5]|b;
4
ve

ii) Eger , p=9, 21 (mod 40) ise, 0 zaman, p | F,, =5 | a
4

dir [9].
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2.1.28 Teorem: p asal ve p >5 olmak iizere, asagidakiler mevcuttur.

(1) (E.Lehmer ) Eger p =1 (mod 8) ise, o zaman, p | Fp;l - p=x'+80 y'(x,y[Z ),
4
(i) (Z.H.Sun, Z.W.Sun ) Eger p =5 (mod 8) ise, o zaman, p | F, = p= 16x*+5y°
4

(x, y[Z )dir [9].
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2.2 Lucas Sayilar1

2.2.1 Tanim: Bu kesimde Lucas sayilar1 tanimlanmakta ve bu sayilar ile Fibonacci
sayilar1 arasindaki iligkiler verilmektedir.

L,=2, L,=1olmak lizere n=2,3,4,...i¢cin L =1L, ,, -L,,, seklinde tanimlanan
L, sayisina n. Lucas sayist denir. Buna gore 2, 1, 3,4, 7, 11, 18, ... seklinde Lucas say1

dizisini olusturabiliriz.

222 Not: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... seklindeki { #,} Fibonacci say1 dizisi 1170 -1250
yillar1 arasinda Leonardo Fibonacci tarafindan olusturulmustur. nl4 i¢in L, = F ,,+F,

esitliginden yararlanarak Eduard Lucas adli Fransiz matematik¢ide 2, 1, 3,4, 7, 11, ...

L, seklindeki Lucas say1 dizisini elde etmistir.

Asagidaki tabloda n’nin bazi degerleri i¢in F, Fibonacci sayist ile L, Lucas sayisi

karsilastirilmaktadir.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F, 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
i 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123

Bununla birlikte negatif n tamsayilar1 i¢in de Lucas sayilarmi tanimlamak miimkiindiir.

2.2.3Teorem :n[Z igin,
L, =(C-D"L,
dir [12].

Simdi de L, Lucas sayisinin ¢esitli ifadelerini gorelim.

2.2.4 Onerme : n [Z olmak iizere, L, sayism1 F, Fibonacci sayilari cinsinden asagidaki
gibi ifade edilir.
a) L, =F +2F

b) Ln :Fn+2 _Fn—Z
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¢)L =F,  —2F
d) Ln :Fn+2 _Fn +Fn—1

F
e) Ln =_2n
F

dir [16].

L Lucas sayilarmi yine Lucas sayilar1 cinsinden ifade etmekte miimkiindiir.

2.2.5 Onerme: n [Z olmak iizere,
a)L, =2L,,, = L,.,

b) L, =3L,., L.,

dir [16].

Simdi de F, Fibonacci sayisim1 L, Lucas sayilari cinsinden ifade edelim.

2.2.6 Onerme: n [Z olmak iizere,

L +2L
a) F,,, = n n—1
5
-L
b) F,,, - n+2 n-2
-2L
C) F,,, - n+3 n
5
2L . —L
d) F,,, - n+l n
2L ., —3L
e) F = ”+25 3L,

dir.
Tek ve cift Fibonacci sayisin ifade edebildigimiz gibi asagidaki teorem ile tek ve ¢ift
Lucas sayilarmi da ifade edebiliriz.

2.2.7 Teorem : n [Z olmak iizere,
8) L,, = L. =2(-1)"

bL,, =F

n+l

2n+l Ln+1 +FnLn

dir [16].
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Altin oran ile Fibonacci arasindaki benzer bir iliski altin oran ile Lucas sayilar i¢in

de s6z konusudur.

2.2.8 Teorem ( Binet Formiilii) : Altin oran H= olmak iizere ,

(_l)nHHZn +Lan :1
dir [9].
Son olarak Lucas sayilarinin bazi sonlu toplamlarini verelim.

2.2.9 Teorem :

a)iLi =L, -1
i=0

b) szi—l =L, ~2
i=1

C) ile :Ll’lLl’l+1 _2

i=0

d) zléi = Fyp +2n-1
=l

dir.

Kombinasyon hesabi1 yardimiyla da Lucas sayisini ifade edebiliriz.

2.2.10 Teorem: k,m,n [4 olmak iizere,

m m —i
Lkn1+” ZZ( . J F/k Fk—l'/ Lj+n

7=0\J
dir[9].
2.2.11 Sonuc : kn[Z igin,

L +F _ L

k=1"n

k+n = FkLn+1

dir [9].
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2.2.12 Tamim :Lucas Asallan

Lucas sayilar1 icinde asal olanlara Lucas asal sayilar1 ad1 verilir. n=0, 2, 4, 5,7, 8, 11,
13, 16, 17, 19, 31, 37, 41, 47, 53, 61, 71, 79, 113, 313, 353, 503, 613, 617, 863, 1097, 1361,
4787, 4793, 5851, 7741 degerleri i¢in { L,} Lucas asal sayr dizisi olusturdugu bununla
birlikte, n < 500 ve n < 10000 i¢in biitiin Lucas asallarinin sirasiyla Brillhart ve Williams

tarafindan bulundugu bilinmektedir [14].

Simdi de Lucas asal sayilar1 i¢in bazi gerekli ve yeterli kosullar1 verelim.

2.2.13 Teorem (Legendre, Lagrange):
p#2 asal olmak iizere, L, =1(mod p) dir.

2[7—1 k=0 k
elde edilir [9].
2.2.14 Onerme : p#2 asal olmak iizere,
Lp_lLsp+1 e
dir [14].

2.2.15 Onerme : p#2 asal olmak iizere,

F,\F,,=F, Ly, Ful

p+l p~H " (pth) = (ptD)
2 2 2 2

dir [14].
2.2.16 Teorem (Z.H.Sun) : p = 3, 7 (mod 20) asal say1 ve 2p =x”+5y° olacak sekilde x, y

pozitif tamsayilar1 olsun. O zaman ,

dir [9].
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2.2.17 Teorem (Z.H.Sun) : p =1, 4 (mod 15) asal say1 ve p # 2 olmak iizere, p =x°+15y°

olacak sekilde x,y [Z olsun. O zaman ,

2, (modp): y=0(mod3)
-1, (mod p): y =0(mod3)

L,,

5
dir [9].
2.2.18 Teorem (Z.H.Sun) : p = 2, 8 (mod 15) asal say1 ve p = 5x°+3y” olacak sekilde x, y

[Z tanimlansin. O zaman,

2 , (mod p) :y=0(mod3)
1 , (mod p) : y=0(mod3)

dir [9].

2.2.19 Tamm : p bir asal say1 olsun. p> | F , olmak tizere, p asali Wall-Sun-Sun asali
P_(g)

olarak adlandirilir [9] .

2.2.20 Teorem : p > 5 asal olsun. O zaman p,

Wall-Sun-Sun asaldir < L E2(§)(mod ")
P_(g)

dir.
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3. BOLUM
SAYISAL YARIGRUPLAR

Bu boéliimde, sayisal yarigruplar tanimlanmakta ve bu gruplarda Frobenius sayisi,

Apery kiimesi, bosluk kiimesi ve kutup kiimesi gibi kavramlar incelenmektedir.

3.1 Sayisal Yarigruplarda Temel Tammlar
Bu kesimde, sayisal yarigruplarla ilgili onemli temel tanim ve ifadeler yer

almaktadir.

3. 1.1 Tanim: G bos olmayan bir kiime ve “’0°’ ikili islem olsun. Eger, “’o * islemi asagidaki
kosulu sagliyorsa (G, o) ikilisine bir yarigrup denir.

[Ia, b, ¢ G i¢cin ao (boc)=(aob)oc
3.1.2 Tanmim: (S, o) bir yarigrup ve T de S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun T, “’0”’

islemine gore kapali oluyorsa T ye S nin bir alt yarigrubu denir.

3.1.3 Lemma: S bir yarigrup ve { T; : i} kiimesi S nin alt yarigruplarinm bir ailesi olsun.

Buna gore, T= n T, kiimesi de S’nin bir alt yarigrubudur.
ispat: a, b T alalim. O zaman a, b [ QIT[ = UilLabdT=aobUT;

=aobl nT,
il

=aobUT
elde edilir.
3.1.4 Tanmmm: S bir yarigrup ve A [J S olsun. A y1 kapsayan S nin en kiiciik alt yarigrubuna A
nin iirettigi yarigrup denir. Bu durumda A kiimesine de S nin iiretegler kiimesi denir ve
S = (A) seklinde gosterilir. Ozel olarak s; < s, < ...< s, olacak sekilde A={sy, sy ,..., s} S
alinirsa S=<s, s, ..., Sy > yazilir. Eger S=<s, s,,..., s> olacak sekilde S nin A={s,, s, ,...,
sn} Urete¢ kiimesinden daha kiiglik bir kiime yoksa o zaman A={s, s, ..., Sp} kiimesine S nin

minimal iirete¢ sistemi ad1 verilir.

3.1.5 Tamim: N negatif olmayan tamsayilar kiimesi ve S [J N verilsin. Eger S, N deki toplama
islemine gore kapali, birlesmeli ve OLJ S oluyorsa S ye sayisal yarigrup denir.

S bir sayisal yar1 grup olmak iizere; s; < s; < ... <s, olacak sekilde sy, s;. ... , syl IS i¢in
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S=<sy, s2,..., $p> :{ ZSiki : kIDN}

i=1
ve
“obeb (si, sz, ..., Sn) =1 = (N\S) kiimesi sonludur ”

onermesi dogrudur [1].

3.1.6 (")rnek: S=< 5, 6, 13> :{ 5k1+6k2+13k3 5 k], kz, k3D N}
—{0,5,6,10, 11, 12,13, 15, -..}

seklinde yazilir. Burada " - ",15 ten sonraki biitiin tamsayilarm S’de oldugu anlamindadir.

3.2 Sayisal Yarigruplarda Frobenius Sayisi

Bu kesimde, bir sayisal yarigrubun Frobenius sayis1 tanimlanmakta ve Frobenius

sayisini veren bazi formiiller bulunmaktadir.

3.2.1 Tamim: S bir sayisal yarigrup olmak iizere, Z (tam sayilar kiimesi) de olup S de
olmayan elemanlarm maksimumuna S nin Frobenius sayis1 denir ve g(S) ile gosterilir. Yani,
g(S) = max (Z\S)
olarak yazilir. Bu durumda N = S almirsa g(N) = -1 bulunur.
Herhangi bir S sayisal yarigrubunun Frobenius sayisint veren genel bir formiil
bulunmamaktadir. Ancak S sayisal yarigrubunun daha 6zel tanimlanmasiyla onun Frobenius

sayisinin hesaplanmasi daha kolay olabilir.

3. 2.2 Teorem: S = <s,, s; >seklinde tanimlanan S sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi;

2(S) = s152-81-%2
seklinde hesaplanir [3].
3.2.3 Ornek :
S=<7,12>={0,7,12,14,19,21,24,26,28,31,33,35,36,38,40,42,43,45,47,48,49,50,52,54,55,56,57,
59,60,61,62,63,64,66, - ...} yarigrubunun Frobenius sayisi;
g(S)=7.12 -12-7 = 84-19 = 65 olarak bulunur.
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3.2.4 Teorem: S = <sj, sy, 83 > asagidaki kosullar1 saglayan bir sayisal yarigrup olsun. Eger,
2<s<s;<s3 icin 2<k<(s;-1)2+1 (k[Z ) ve  s;-k <s3/s5<s;-k+1,
s, =l(mod s1) ve s, =s;-k+1(mods;) alinirsa, o zaman S nin Frobenius
sayisl,
g(S)=(k-2) syts3-s|
ile hesaplanir [5].

3.2.50rnek: S =<7,8,33>={0,7,8,14,15,16,21,22,23,24,28,29,30,31,32,33,35, —...}
2 <7<8<33olarak almirsa 2< k < (7-1)/ 2+1 = 2 <k <4 olmak lizere
k=3 i¢in ;
7-3 <33/8 <7-3+1 8 =1(mod7) ve 33 =7-3+1(mod7) olup,

2(S)=(3-2) 8+33-7= 34 olarak bulunur.

3. 2.6 Teorem: a > 2 ve a ¢ift tamsay1 olmak iizere;

S =<a, at2, 2a+1> seklindeki sayisal yarigruplar igin g(S) sayist,

2

a
S= +a-1
g(s) 5

ile hesaplanir [4].

3.2.7 Ornek: S =<6, 8,13 >={0,6,8,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24, - ...} sayisal
yarigrubu i¢in,
g(S) =36/2+6-1 =23

olarak bulunur.
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3.3 Sayisal Yarigrupta Onemli Bazi Kavramlar

Bu kesimde ise bir sayisal yarigrupta bilinmesi gereken simetrilik, kutup, bosluk ve

Apery kiime gibi 6nemli bazi kavramlar verilmektedir.

3. 3.1 Tanim: S bir sayisal yarigrup ve Frobenius sayist g(S) olsun. Ux[Z \ S i¢in g(S)-x[JS
oluyorsa S ye simetrik sayisal yarigrup adi verilir. Ote yandan iki eleman ile iiretilen her

S =<sj, s> sayisal yarigrubunun simetrik oldugu bilinmektedir [3].

3.3.2 Ornek :
S=<8,10,17>0,8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38,40, - ...}
Sayisal yarigrubu i¢in
g(S) = 64/2+8-1 =39
olup [x[Z \ S i¢in 39-xUS dir.Yani S simetrik sayisal yarigruptur.
Ancak S=<5,6,13>={0,5,6, 10, 11, 12, 13,15, — ..} saysal yarigrubunda g(S)=14

olup x=5 i¢in 14-5 =90IS ¢ikar. Boylece S simetrik olmaz.

3. 3.3 Tanim: S bir sayisal yarigrup ve S nin Frobenius sayis1 g(S) olsun. x[Z \ S i¢in
g(S)-xLIS oluyorsa x elemanma S nin kutup noktasi denir. S nin kutup noktalarmin kiimesi ;
K(S)=HxZ \S: g(S)-x[S}

ile gosterilir.

3. 3.4 Teorem: S sayisal yarigrubunun simetrik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

K(S)=0 olmasidir [6].

3. 3.5 Ornek:S =<7, 8, 33 > sayisal yar1 grubu icin g(S)=34 ve
K(S)={xZ \ S: (34-x) 0S}={32, 31,..}20

oldugundan S sayisal yarigrubu simetrik degildir.

3.3.6 Tanim: N \ S kiimesinin elemanlarin her birine S nin boslugu (S nin N deki boslugu
(gap)) adi verilir. S nin bosluklar1 kiimesi,

H(S) ={ s[ON: s[IS }
seklinde ifade edilir.
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Verilen bir S sayisal yar1 grubunda bosluklarin sayisint bulmak oldukca zordur.
Bununla birlikte 6zel bazi sayisal yarigruplar i¢in #H(S)) sayisint bulmak miimkiindiir.
3.3.7 Teorem: S = <sj, s, > seklinde bir sayisal yarigrup i¢in,

#H(S)) = (s1-1)(s2-1)/2
ile hesaplanir [8].

3. 3.8 Ornek :
S=<7,10>={0,7,10,14,17,20,21,24,27,28,30,31,34,35,37,38,40,41,42,44,45,47,48,49,50,51,52,
54,5 ..}igin ,
#(H(S))=6.9/2=27
dir. Gergekten de
H(S)= 1,2,3,4,5,6,8,9,11,12,13,15,16,18,19,22,23,25,26,29,32,33,36,38,39,43,46,53}
dir.

3.3.9 Tamim: S bir sayisal yarigrup ve n[(JS\{ 0} olsun.
Ap (S,n)={sUS:s-nlIS}
kiimesine S nin n ye gére Apery kiimesi denir. Yani S nin n ye gére Apery kiimesin
elemanlar1 (modn) e gore kalan siniflarin her birindeki en kiigiik pozitif tamsayilardan
olugsmaktadir. Boylece,
# Ap(S,n)) =n olup, g(S)=max (Ap(S,n))-n

bagintis1 mevcuttur [2].

3.3.10 Not: S =<sy, 55, .., sp> sayisal yarigrubu verilsin. Bu durumda,
Ap (S,s1)={ s[IS:s-s, IS} kiimesi,

S’nin mods,’ e gdre tam olarak bir elemanim kapsar. Ozel olarak Ap (S,s;) kiimesi,
i=1, 2, ....., s;-1 i¢in mods’ye gore i’ye denk olan elemanlardan olusur. Ap (8S,s;) kiimesinin
elemanlarini w(i) ile gosteririz ki onlar mods;’e gore 1’ye denktirler.
Ustelik, max (Ap (S,s1))=g(S) + s1 oldugu bilinmektedir [6].
3.3.11 Ornek:S =<6, 9, 10 >={0, 6,9,10,12,15,16,18,19,20,21,22,24 - ...} sayisal
yarigrubu i¢in g(S)=23 olup

Ap(S,6) ={sOS:s-601S} ={0,9, 10, 19, 20, 29}

yazilir.
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3. 3.12 Teorem: S=<s;,s,> seklindeki sayisal yarigrubu icin;

Ap(s,s)={(si-1)sx:r=1,2, ..., s1}
ve
Ap(s,s2 )={(s2-1)s; =1, 2, ..., 2}
seklindedir [7].

3.3.13 Ornek:S=<4,5>={0,4, 5, 8,9, 10, 12, - ...}
Ap(S,4)={(4-r)5:r=1,2,3,4}={0, 5,10,15}
ve

Ap(S,5)={(5-r)d:r=1,2,3,4,51={0 4,8, 12, 16}

olarak bulunur. Bununla birlikte H(S) ve Ap(S,n) arasindaki bagintiy1 agagidaki teorem ile

birlikte verelim.

3. 3.14 Teorem:S=<s,, s, > seklindeki S sayisal yar1 grubu i¢in,

H#(H(S))=[#( Ap (S. s )-11[ #Ap(S. s,)-1]
2

ve
H(S) n Ap(S,s)=0 , H(S)nAp(S,s)=0]

bagintis1 mevcuttur.
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4. BOLUM

FiBONACCI SAYISAL YARIGRUPLARI

4.1 Fibonacci Sayisal Yarigruplar:

Bu kesimde Fibonacci sayisal yarigruplar1 tanimlanmakta ve bu yarigruplarda bazi

sonuglar elde edilmektedir.

4.1.1 Tanim : (sy, S, ..., Sp)=1 ve 3 <s;<s,<...<s, Fibonacci sayilari olmak iizere ,
S=<si, s2, ..., Sn > sayisal yarigrubuna Fibonacci sayisal yarigrubu denir. Bundan sonra
=1, 2, .., nicin, S = <sy, sy, ..., Sy > i¢in Fibonacci sayisal yarigrubunda s; yerine F, ve S= F

olarak yazacagiz.

4.1.2 Ornek: F=<5, 8, 13 > saysal yarigrubu < 5, 8 > elemanlarindan olusan Fibonacci

sayisal yarigrubunu diisiinelim. O zaman,

F=<5,8>={0,5,8,10,13,15,16,18 ,20,21,23,24,25,26,28 ...} sayisal yarigrubu i¢in,
Ap(F,5)={ (5-r)8 r:1,2,3,4,5} 0, 8,16 ,24 ,32} ve

Ap(F,8)={ (8-r)5 r:1,2,3,4,5,6,7,8} 0, 5,10,15 ,20 ,25 ,30,35 } olarak yazilir.

Buradan # Ap(F,5))=5 ve #(Ap(F,8))=8 olup # (H(F))=(5-1).(8-1)/2=14 bulunur. Bdylece,

H(F)n Ap(F,5)=0 ve H(F)n Ap(F,8)=0L oldugu goriiliir.

. .. F -1
4.1.3 Teorem : i, k =3 tamsayilar1 i¢in r=[ —

] ve (F,,,F,,)=1olmak iizere,
k

F=<F,F

i+2°

F, > Fibonacci sayisal yarigrubunu diisiinelim. O zaman F nin Frobenius sayisi,

(F=DF,, ~F(F,+) 5 r=0veyar 2lveF, ,F, <(F, =1F,)F,,

g(F)=
(rF, =D, —F,((r ~DF,_, +1) ; diger yerlerde

dir [13].
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4.1.4 Ornek : F=< F,,F,,F, >=<3, 8,13 > Fibonacci sayisal yarigrubunu alalim. Burada
i=4 , k=3 i¢in,

F, -1 -
r=[ 4F ]2[321]=lve FF,<(F,-1F,)F, oldugundan,

3

g(S)=(F, -1)F, — F, (1 F, +1) =2.8-3.2=10 bulunur.

K(F)={xOZ\F ;(10-x)UF} ={ 7, 5, ...}*0 oldugunudan F sayisal yarigrubu simetrik degildir.

4.1.5Ornek : F,, F, ve F, asal sayilari ile {iretilen,

F=<5,13,89>={0,5,10,13,15,18,20,23,25,26,28,30,31,33,35,36,38,40,43,45,46,48, - ...}
Fibonacci sayisal yarigrubunu diigiinelim. i =5, k = 6 alirsak ,

F. -1 - : :
= [ST ]Z[STI]Z Ove F, F,<(F,-0F,)F, oldugundan F in Frobenius sayisi
6
g(F)= (F,-1)F, - F,(0+1)=(5-1)13-5=47 hesaplanur.
F Fibonacci sayisal yarigrubunun kutup noktalarinin kiimesi,
K(F) = {x0OZ/F; (47-x)0F}={46,45,...}*¥00 oldugundan F sayisal yarigrubu
simetrik degildir.

Simdi de Fibonacci sayisal yarigruplarda elde ettigimiz bazi sonuglar1 verelim.

4.1.6 Sonu¢ : F=< F, F;>ve F=<F,F, >Fibonaccisaysal yarigruplari verilsin.

F | F, ve F, | F, = F,OFdir.

Ispat: y0 F=y=pF, +qF,
=paF, +gbF,=mF, +nF, = yUF

dir.

4.1.7 Ornek : i =4, j=6, k=8 ve m=12 alrsak, F=< F,, F, >=<3,8>,

F, =<F,, F,>=<21,144>0olup F, U F dir.
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4.1.8 Sonu¢ : F=< F,, F;> ve F =< F,F > Fibonacci sayisal yarigruplari verilsin.

F,=F,+F, ve F,|F, ise, F,OF dir.

J s

Ispat: F, =aF,,x0F, =x=bF, +cF, ;bcON.

= Xx=bF,+bF,~cF =bF,+bF,*acF, =bF, +(btac)F,

=bF, +t F,= xUF.
4.1.9 Ornek: F bir Fibonacci sayisal yarigrubu olsun. F=<F,,F,> ve F=<F,F>
segersek, F, =3, F,=5, F, =8, F,, =55 oldugu bilinmektedir. Boylece F=<3,5> ve

F=<8,55> F,= F,+ F,ve 5|550lup F OF yazlur.

4.2 Lucas Sayisal Yarigruplari

Bu kesimde de Lucas sayisal yarigrubunun temel tanim1 verilmektedir.

4.2.1 Tanmm: (s;, Sz, ..., sp) = 1 ve 3 < 55 < 55 < ... < s, Lucas sayilar1 olmak iizere
S=<s1,8s,.....8p> sayisal yarigrubuna Lucas sayisal yarigrubu denir. Bundan sonra i=1, 2, ...,n

icin S=<sy, sy, ..., Sn > i¢in Lucas sayisal yarigrubunda s; yerine L ve S= L olarak yazacagiz.

4.2.2 Ornek : L=< L, L, >=<4,7>={ 0,4,7,8,11,12,14,15,16, - ...}
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5. BOLUM
SONUCLAR

Bu boliimde, ¢aliymamizdan elde ettigimiz bazi sonuglari vermekteyiz.Bu sonuclar

Acta Universitatis Apulensis dergisinde kabul edilmis olup basimdadir [18].

5.1.1 Sonug 32L,~ =L, —3 di.

i=1
Ispat : Teorem2.2.9 (a)dan L, +L, +L, +....+L =L -1

L+L,+utl =L, —1-2

olup

zLi = Ln+2 - 3
=1

elde edilir.

5.1.2 Sonug: Y iL, =nL,,, —L,.; +4 dir.

i=1
Ispat:Tiimevarimla ispatlarsak, n=1 i¢in dnerme dogrudur.
L =1L, -L,+4=4-7+4=1
n=k i¢in dogru olsun.Yani ZiLi =1L, +2L, +....... +nL, =nL,, —L , +4 olsun.
i=1

14+(1L, +2L, +......¥nl )yt 1)L . = nL ., —L ., +4+n+1)L ,,

n+l
:n( Ln+4 _Ln+3)_Ln+3 +4+(n+1)( Ln+3 _Ln+2 ):nLn+4 _nLn+3 _Ln+3 +4 + (n+1)Ln+3
-(n+1)Ln+2 :nLn+4 +4- (n+1)Ln+4 +(n+l)Ln+3 :(n+l)Ln+3 _Ln+4 + 4

=(n+1) Liyer~Liryes T 4

olur ki n=n+1 i¢in de dnerme dogru olur.

5.1.3 Sonu¢ : n =1 i¢in L, cifitir.
Ispat: Teorem 2.1.15 tenn > 1 i¢in F,, cift oldugunu biliyoruz. Ote yandan, Onerme 2.2.4 (a)
dan L, =F, +2F _ kullanwrsak ,L,, = F;, +2F, _, cift oldugunu kolayca goriiriiz.

n—1
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5.1.4 Sonu¢: S=<F,,F

i+2°

F

i+3

Fi=2
5 D Fi

>= <F,F +F

i+1°

F, +2F

i+l

> Fibonacci sayisal yarigrubunun

Frobenius sayis1 g(S)= F; ([

(F, -1)

Burada [x]=x ‘ten kii¢iik ya da esit olan en biiyiik tamsayidir.

a

_2] )+d (a-1) esitliginde a= F,, d= F,,, ve k=2 alirsak

Ispat : g (a,at+d,.....atkd)=a ([ p

istenen sonug elde edilir.

5.1.5 Ornek :S=<F,, F,, F,>=<5,13,21>

Fibonacci sayisal yarigrubunu diisiinelim.
S=0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38, - ...} olup

Ap(S,5)={0,13,21,34,42} ve H(S) ={1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19,22,24,27,29,32,37}

g(S)= 5([5—;2])+8(5-1)=5.1+8.4=37 dir. Ote yandan
K(S)={xZ \S;37-x)05 }={ 8,29}#00 oldugundan simetrik degildir.

5.1.6 Sonuc¢: n = 1 i¢in S=<F

3n>

F, +2, 2F, +1> Fibonacci sayisal yarigruplar: verilsin.O

zaman ,

(£,)’
2

g(S): + F3n _1

dir. Ustelik S simetriktir.
Ispat: F, =x alalim.Teorem 2.1.15 den x ¢ifttir ve x > 2 dir. Ote yandan obeb(x,x+2)=2 olup

2

x;2> olur.Bu durumda (4)den g(S) = %+a —1 elde edilir ve yine [4] den

2x+1 0O (2,
2

simetrik olur.

5.1.7 Ornek: S=<F.

3n>

F,, +2, 2F, +1> Fibonacci sayisal yarigrubunu diisiinelim.Yani n=2

i¢in S=<8,10,17>={0,8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38, - ...} alalim.

2
O zaman , S nin Frobenius sayis1 g(S) 287 +8—1=139 olarak bulunur.



28

5.1.8 Sonug : n, k2 igin S=<L ,L .,L  >=<L L > dir.

vegS)=L L, —-L —-L, dir.

Ispat: Sonug 2.2.11de L,,, =F,.L,,, + F,_,L, dir. Budurumda,

S=<L,.L,.,.,L,.,><L,,L,,> yazlr.

n+l> “n+k

Boylece Teorem 3.2.2 den g(S) =L L

n+l

-L,—L,, elde edilir.

5.1.9Sonu¢ :n=3i¢cin S=<L,,L,,,,L,..> Lucas sayisal yarigrubunun Frobenius say1si,

L -2
2

gS)=L, ([ }) +L,..(L, =D

dir.

Ispat: L ,,=L +2L , dir. L =L, +L, =L +L,  +L, =L +2L dir.
Boylece,

S=<L,.,L,.,,L,>=<L,,L +L_ L +2L >yazilr. L =a,d=L  vek=2

dersek, S =< a, a+d , a+2d > olur. Ote yandan [13]’ ten de

a—2

gS)=a(][ 1)+d (a-1)

yazilir.Boylece ispat tamamlanir.
5.1.10 ORNEK : n=3 i¢in S=< L,,L,,L, > = < 4,11,18 > saysal yarigrubunu ele alalim.O
zaman S nin Frobenius sayist,

L, -2
2

g(S)=L, ([ }) +L,(L,—-1)=4(1)+7(4—-1)=4+21=25 olarak bulunur.Gergekten,

S=<4,11,18>={0,4,8,11,12,15,16,18,19,20,22,23,24,26,27, - ...} den de g(S)=25 cikar.
5.1.11 Sonu¢: n = 1 i¢in S= <L, L, +2,2L, +1> Lucas sayisal yarigrubu verilsin. O

zaman,

L 2
e

dir.
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Ispat: Onerme 2.2.4 ten L,, ¢ift oldugu bilinmektedir. L, =a dersek a > 2 igin ¢ift say1 olup

2
S=<a,a+2,2a +1> halini alir ki [4] ten g(S) = a? +a -1 yazariz.

2

5.1.12 ORNEK: n=2 igin S= <L, L, +2,2 L +1>=<18,20,37> igin g(S)=%+18—1=179

cikar.
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6. EK

Sayisal yarigruplar konusunda yapilan c¢alismalara 151k tutabilecegini {imit
ettigimiz ve bilgisayar ortaminda bu yarigruplarin olusturulmasinda olduk¢a degerli olan
bilgisayar yazilim programmni [6] ’dan yararlanarak CD seklinde ekte sunmay1 uygun

gormekteyiz.
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