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AMAÇ 

 

            Bu çalõşma, Fibonacci sayõlarõ yardõmõyla tanõmlanan Lucas sayõlarõndan da 

yararlanarak ve sayõsal bir yarõgrupta bilinen temel kavramlarõ kullanarak Fibonacci 

sayõsal yarõgruplarõnõ oluşturmayõ ve bilinen kavramlarõn yapõsõnõ incelemeyi 

amaçlamaktadõr. 
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ÖZET 

          

                  Bu çalõşmada, Fibonacci sayõlarõnõn bazõ özelliklerini incelemekte ve Lucas 

sayõlarõ tanõmlanarak bunlarõn ilginç özelliklerini  vermekteyiz. 

                  Ayrõca, sayõsal yarõgruplarõn özellikleri ile birlikte Fibonacci sayõlarõ tarafõndan 

üretilen Fibonacci sayõsal yarõgruplarõnõn yapõsõnõ incelemekteyiz. Bununla birlikte, bu 

konuda bazõ sonuçlar elde etmekteyiz. 
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SUMMARY 
                                                                                                               

          

                   In this study, we investigate some properties of Fibonacci numbers and give 

interesting properties of  those by defining Lucas numbers. 

                   Also,we study the properties of numerical semigroups and the structure of 

Fibonacci numerical semigroups which generate by  Fibonacci numbers. 

                   Consequently, we obtain some results about the above subject. 
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                                                             GİRİŞ 

       

             Bu çalõşma beş bölümden oluşmakta olup, Fibonacci sayõlarõ ile üretilen sayõsal 

yarõgruplarõn yapõsõnõ incelemeyi amaçlamaktadõr. 

             İlk Bölümde Fibonacci sayõlarõnõn tanõmõ ve Fibonacci sayõlarõ için Lucas Teoremi 

verildi. Fibonacci sayõlarõ içerisinden seçilen asallar Fibonacci asal sayõlarõnõ oluşturmaktadõr. 

Legendre ve Lagrange ifadesinde kullanõlan  Legendre sembolü tanõmlanmaktadõr. Ayrõca 

Fibonacci sayõlarõ için Z. H. Sun teoremleri ve E. Lehmer teoremleri ifade edilmektedir. 

             İkinci bölümde  Lucas sayõlarõnõn tanõmõ ve Lucas sayõlarõ için Binet formülü ifade 

edilmektedir. Fibonacci sayõlarõ için ifade edildiği gibi Lucas sayõlarõ için de Lucas sayõlarõ 

içerisinden seçilen asallarla Lucas asallarõ elde edilmiştir. Yine Legendre, Lagrange , Z. H. 

Sun teoremlerinin ifadesi Lucas sayõlarõ içinde kullanõlmõştõr. 

             Üçüncü bölümde ise, sayõsal yarõgruplarõn tanõmõ, Frobenius sayõsõ, Kutup kümesi, 

Apery kümesi ve Gaps(boşluk) gibi sayõsal yarõgruplar için kullanõlan temel kavramlar 

tanõmlanmõştõr. 

             Fibonacci sayõsal yarõgruplarõnõn yapõsõ incelenmekte ve yarõgruplardan yararlanarak 

Lucas sayõsal yarõgruplar verilmekle birlikte bunlarla ilgili bazõ sonuçlar  dördüncü bölümde 

yer almaktadõr. 

             Son bölümde ise elde edilen sonuçlar bulunmaktadõr. 
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1. BÖLÜM 

      

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

          Fibonacci sayõlarõna özellikle doğada çok sõk rastlamaktayõz. Bu sayõlar bitki yapraklarõ, 

bitki tohumlarõ, çiçek yapraklarõ ve kozalaklarda sõkça karşõmõza çõkmaktadõr. Daha da ilginci 

bu sayõlara Pascal veya Binom üçgeninde, Mimar Sinan�õn eserlerinde rastlanmaktadõr. 

 

         Fibonacci dizisindeki bir terim, ondan önce gelen bir terime bölündüğünde, dizinin 

elemanlarõ büyüdükçe bu oranõn, irrasyonel bir sayõ olan altõn oran sayõsõna yaklaştõğõ 

görülmektedir. Matematikte ise başta geometri alanõnda kullanõlan Pascal üçgenini göz 

önünde bulundurursak, üçgeni oluşturduktan sonra, katsayõlarõn sõralõ çapraz toplamlarõ 

Fibonacci dizisini vermektedir. 

          İtalyan matematikçi Leonardo Fibonacci (ya da Pisalõ Leonardo veya Leonardo Pisano ) 

(1170-1250) yõllarõnda yaşamõş olup 1200 yõllarõnda ondalõk sayõ sistemini bulduktan sonra 

kitabõ Liber Abaci yi yazmõş ve doğadaki birçok oluşumun düzeninde altõn oranõ keşfetmiştir. 

Fibonacci sayõlarõnõ  ise ardõşõk her bir sayõnõn birbirine oranõnõn sayõlar büyüdükçe  altõn 

orana yaklaştõğõnõ bulmuştur.1228 yõlõndaki Liber Abaci�nin ikinci baskõsõnda 123-124 

sayfalarõnda yer alan ve tavşan üretmek gibi matematikle pek ilgisi olmadõğõ bir konuyla 

ilgilenmiştir. 

          Fibonacci sayõlarõnda asal olanlarõ , n = 3, 4, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 43, 47, 83, 131, 

137, 359, 431, 433, 449, 509, 569, 571, 2971, 4723, 5387, 9311, � değerleri için Fn�nin asal 

sayõlar olduğunu ve n ≤ 10000 için bütün Fn asallarõ Brilhart tarafõndan verildiği 

bilinmektedir. Öte yandan a ve b iki Fibonacci asal sayõsõ olmak üzere F0 = a, F1 = b ve n ≥ 2 

için Fn= Fn-1 + Fn-2 olacak şekilde bir Fibonacci asalõnõn bulunmadõğõ  Ronald Graham  

tarafõndan kanõtlanmõştõr. V. Semirnov, M. (2004), tamsayõ dizisinden yararlanarak Fibonacci 

sayõ dizisini incelemiş olup aynõ yõlda Jastrzebska, M., Grabowski A. (2004), Fibonancci 

sayõlarõnõn bazõ matematiksel formüllerini incelemiştir. Jovanovic , R. (2001),  Fibonacci ve 

Lucas sayõlarõ arasõndaki bağõntõyõ incelemiştir. 

          Lucas sayõlarõ ise, Fransõz matematikçi Edvard Lucas tarafõndan   2,1,3,4,7,11, ...  

Ln  sayõ dizisi elde edilmiştir. Lucass sayõlarõ içinde asal olanlara Lucas asal sayõlarõ adõ 

verilir. n = 0, 2, 4, 5, 7, 8, 11, 13, 16, 17, 19, 31, 37, 41, 47, 53, 61, 71, 79, 113, 313, 353, 503, 

613, 617, 863, 1097, 1361, 4787, 4793, 5851, 7741 değerleri için { Ln}  Lucas asal sayõ dizisi 
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oluşturduğu bununla birlikte, n  ≤  500 ve n  ≤  10000 için bütün Lucas asallarõnõn sõrasõyla 

Brillhart ve Williams tarafõndan bulunduğu bilinmektedir. Ayrõca  Dubner H., Keller 

W.(1999), Fibonacci ve Lucas asallarõ ile  ilgilenmiştir.      

              F.Curtis(1990), sayõsal yarõgruplarõn Frobenius sayõsõ kavramõnõ ele almõştõr. J.C. 

Rosales (2000) yarõgrup kavramõndan  yola çõkarak sayõsal yarõgruplarõ incelemiş ve bu 

yarõgruplarõn özel koşullarõndan biri olan Apery kümesini incelemiştir. Fibonacci sayõlarõnõn 

keşfinden bugüne hala güncel çalõşmalar devam etmektedir. Sedat İlhan (2006), teleskopik 

sayõsal yarõgruplarõn sõnõflandõrõlmasõ üzerine çalõşmalar yapmõş olup M. Madero ve 

K.Herzinger 2005, Apery  kümeleri J.C. Rosales çalõşmasõndan yararlanarak Apery 

kümelerini daha farklõ yollarla formülüze etmiştir. 2005 yõlõnda J.C. Rosales, iki elemanla 

üretilen  sayõsal yarõgruplarda esas boşluk (gap) kavramõnõ incelemiştir. 
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2. BÖLÜM 

 

FİBONACCİ VE LUCAS SAYILARI 

 

                Bu bölümde, ileride kullanõlacak olan Fibonacci sayõsal yarõguplarõnõn temelini 

oluşturan Fibonacci sayõlarõ ve bu sayõlardan elde edilen Lucas sayõlarõnõn tanõm ve bağõntõlarõ 

hakkõnda  temel bilgiler yer almaktadõr. 

 

2.1 Fibonacci Sayõlarõ  
 

               Bu kesimde Fibonacci sayõlarõ, Fibonacci asal sayõlarõ ve bu sayõlar  arasõndaki bazõ 

bağõntõlar verilmektedir. 

 

2.1.1 Tanõm: 0F = 0 ve 1F  = 1 olmak üzere n = 0, 1, 2, ... için,  2+nF = nF + 1+nF  şeklinde 

tanõmlanan nF  sayõsõna n.  Fibonacci sayõsõ denir. Fibonacci sayõlarõndan oluşan  { nF } 

dizisine de Fibonacci sayõ dizisi adõ verilir.  

n negatif tamsayõsõ için Fn = Fn+2 - Fn+1  eşitliğinden yaralanarak,  

                     1−F =1,  2−F = -1, 3−F = 2, 4−F = -3, ... şeklinde Fibonacci sayõ dizisi yazõlabilir. 

                Bu da bize negatif tamsayõlar için de nF  Fibonacci sayõ dizisini oluşturabileceğimizi 

gösterir. nF  nin bazõ negatif tamsayõ değerleri aşağõda verilmektedir.     

 

  n               -6       -5            -4         -3          -2          -1 

 nF              -8        5             -3          2           -1          1 

 

                Bununla birlikte, bazõ  n doğal sayõlarõ için Fibonnacci sayõlarõnõ  

 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

nF  0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

 

tablosu ile verebiliriz. Tabloda da görüldüğü gibi , 

                              nF  = 1 ⇔ n = 1 ya da n = 2 yazarõz.[11] 
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               Ayrõca pozitif ve negatif Fibonacci sayõlarõ arasõndaki bağõntõ aşağõdaki önerme ile 

verilebilir. 

 

2.1.2 Önerme: n bir tamsayõ olmak üzere,  

                                                      )1( 1
n

n
n FF +

− −=    

Dir. [12] 

               Öte yandan n tamsayõsõnõn tek veya çift olmasõ halinde nF Fibonacci sayõsõ aşağõdaki 

önerme ile ifade edilebilir. 

 

2.1.3 Önerme: n ∈Ζ  için,                 

                         12 −nF = 2
1

2
−+ nn FF   ( 22

112 nnn FFF += ++ )  ve  nF2 = 1
2 2 −+ nnn FFF                 

dir.[15] 

 

              Şimdi de n ile nF  arasõndaki bağõntõlarõ ele alalõm. 

 

2.1.4 Teorem (Lucas Teoremi) :  m ve n pozitif tamsayõlar olmak üzere, 

 

                                       ),(),( nmnm FFF =                                           

Dir.[9] 

 

2.1.5 Önerme :m ve n pozitif tamsayõlar olmak üzere m 2≠ olsun. 

                                   mF  nF ⇔ m n 

dir. 

İspat : m 2≠  ve m, n pozitif tamsayõlar olmak üzere , 

m n  ⇔ ( m,n) =m ⇔ ),( nmF = mF  ⇔ ),( nm FF = mF ⇔ mF  nF  dir.                                      

 

2.1.6 Önerme: k, n ∈Ν  için,  nknkkn FFFFF 11 −++ +=   dir.                                              

 

2.1.7 Teorem: k, n ∈Ν  için, k > 1  ve  k <  n ise, k nF F<  dir. 

İspat : k, n ∈Ν  ve k > 1 alalõm. k < n ⇒  ∃  t ∈Ν  ∋  n = k+t  

                                                            ⇒ kttkttkn FFFFFF 1−++ +==  >  kF  elde edilir. 
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2.1.8 Önerme: 

a) n > 1, n ∈Ν  için , 1n nF F +<   dir. 

b) n ∈Ν  için,  1+≤ nn FF   dir. 

c) k, n ∈Ν  için , nF  nkF  dir. 

d) r  ≤ n olmak üzere, 22 )1( r
rn

rnrnn FFFF −
−+ −=−  dir. 

 

2.1.9 Lemma: m ve n pozitif tamsayõlarõ verilsin. m nF  olacak şekilde en küçük n pozitif 

tamsayõsõ  r(m ) olsun. Buna göre  m  nF  ⇔ r(m) n önermesi doğrudur [9]. 

 

İspat : r(m ) in tanõmõndan yola çõkarak ; 

   m  nF   ⇔ m ( )(, mrn FF ) ⇔ m  ))(,( mrnF   ⇔ (n,r(m)) = r(m) ⇔ r(m) n  

elde edilir. [9] 

 

2.1.10 Önerme :Aşağõda verilen, Cassini ve Catalan Özdeşlikleri olarak bilinen özdeşlikler 

yardõmõyla (-1) in kuvvetlerini  Fibonacci sayõlarõ cinsinden ifade etmek mümkündür. 

                                           12
12 )1( +

++ −=− n
nnn FFF  dir. 

               Şimdi de nF   Fibonacci sayõsõnõ ifade eden bazõ özdeşlikleri verelim. 

 

2.1.11 Teorem: n∈Ζ  olmak üzere, nF Fibonacci sayõsõ verilsin. O zaman aşağõdaki özdeşlikler 

mevcuttur. 

a)
3

22 −+ +
= nn

n
FF

F  

b) 322 ++ −= nnn FFF  

c) 13 2 ++ −= nnn FFF  

d) 423 ++ −= nnn FFF  
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İspat a) 1112 2 −−++ +=++=+= nnnnnnnn FFFFFFFF  

             12 −− −= nnn FFF  den, 

             
3

3 22
22

−+
−+

+
=⇒=+ nn

nnnn
FF

FFFF  

Çõkar.[16] 

            (b), (c) ve (d) de benzer şekilde ispatlanõr. 

 

2.1.12 Önerme : n∈Ζ  olmak üzere, 

a) 2
1

2
12 −+ −= nnn FFF  

b) 333
13 )1( −−−= + nFFF nnn  

dir. [16] 

            Aşağõdaki teorem ile nF , nF2 , nF3  ve nF4  sayõlarõnõn sonlu toplamlarõnõ verelim. 

 

2.1.13 Teorem :  

a) 12
0

−= +
=
∑ n

n

i
i FF  

b)  122
0

2 −= +
=
∑ n

n

i
i FF  

c) ]1[
2
1

23
0

3 −= +
=
∑ n

n

i
i FF  

d) 12
12

0
4 −= +

=
∑ n

n

i
i FF  

dir.[16] 

 

2.1.14  Not :    
)!(!

!
knk

n
k
n

−
=








 eşitliğini kullanarak nF  Fibonacci sayõsõnõ tanõmlamak 

mümkündür. Buna göre nF , nF2  ve nF3  sayõlarõnõ kombinasyon hesabõ yardõmõyla aşağõdaki 

teoremle ifade edebiliriz.  
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2.1.15 Teorem : 

a) 
1 1

n

n
i

n i
F

i=

− 
= − 

∑  

b) 2
1

n

i n
i

n
F F

i=

 
= 

 
∑  

c) 3
1

2
n

i
i n

i

n
F F

i=

 
= 

 
∑  

dir. [16] 

 

2.1.16 Tanõm ( Fibonacci Asal Sayõlarõ )  

         n ∈Ζ  ve  n ≥ 2 için  nF  = 1−nF + 2−nF  ile tanõmlanan nF   Fibonacci sayõsõ asal ise  bu 

sayõya Fibonacci asal sayõsõ denir. 

 

2. 1. 17 Not : n = 3, 4, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 43, 47, 83, 131, 137, 359, 431, 433, 449, 509, 

569, 571, 2971, 4723, 5387, 9311, �değerleri için nF  �nin asal sayõlar olduğu ve  

n ≤ 10000  için bütün nF  asallarõnõn  Brilhart tarafõndan verildiği bilinmektedir. [14]  

             Öte yandan a ve b iki Fibonacci asal sayõsõ olmak üzere 0F  = a, 1F  = b ve n ≥ 2 için 

nF  = 1−nF + 2−nF  olacak şekilde bir Fibonacci asalõnõn bulunmadõğõ  Ronald Graham 

tarafõndan kanõtlanmõştõr. [10]  

             Şimdi de nF   Fibonacci sayõsõnõn asal olmasõ için bazõ gerek ve yeterli koşullarõ 

verelim. 

 

2. 1.18  Önerme : n > 1, n∈  Ν ve  n ≠ 4  olsun . Eğer  nF  asal ise n asaldõr. [11] 

 

2.1.19 Tanõm : p  tek asal sayõ ve (p,a) = 1 olsun. Eğer x 2 ≡a (p) kongrüansõ çözülebilirse a ya 

p modülüne göre kuadratik rezidü(karesel kalan)denir. 

          Eğer x 2 ≡a (p) kongrüansõ  çözülemez ise  a ya p modülüne göre kuadratik olmayan 

rezidü adõ verilir. 

          Bu durumda kuadratik rezidü için R, kuadratik olmayan rezidü için  N gösterimlerini 

kullanacağõz. [17]  
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2.1.20 Tanõm :(Legendre Sembolü) 

p  tek asal sayõ ve (a,p)=1 olsun. a
p

 
 
 

 şeklinde gösterilen Legendre sembolü , 

                                         =







p
a 1  ;  aRp

-1  ;  aNp




 

 

olarak tanõmlanõr. [17] 

2.1.21 Not : a ve p nin Legendre sembolü a
p

 
 
 

olsun. P ≠ 2,5  olmak üzere,              

 

                              5
5
p

p
   = =   

  

1 ,  p  1(mod5)
-1  ,  p  2(mod 5)

≡ ±
 ≡ ±

 

 

olarak tanõmlanõr. [9] 

2.1.22Teorem (Legendre) : p ≠ 2  asal sayõ olsun. (mod )
5p
pF p ≡  

 
 dir. 

İspat : =







!k

k
p

p(p-1)...(p-k+1) ≡0 (mod p) olarak tanõmlanõr. Burada k=1, 2, ..., p-1  için  

p
p

k
 
 
 

 olduğu çõkar. Altõn orandan, 

       1 1 5 1 5
2 25

p p

pF
    + − = −       
     

 

               = ( )( ( ) )1 5 5
2 5

p k k

p
k o

p
k=

 
− − 

 
∑  

               =
1 1

2 2
1

0

1 55 5 (mod )
2 5

k pp

p
k

p p p
k p

− −

−
=

     ≡ ≡ =     
    

∑  (  k tek tamsayõsõ için ), 

 

elde edilir [9]. 

2.1.23 Teorem (Legendre,Lagrange): p≠2 olmak üzere, p  asal sayõ olsun. 

                          1

1
5 (mod )

2p

p

F p−

 − 
 ≡  ve )(mod

2

)
5

(1
1 p

p

Fp

+
≡+  

 dir[9]. 
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2.1.24 Sonuç : p asal sayõ olsun. p 
)

5
( pp

F
−

  dir [9]. 

2.1.25 Sonuç : k≠ 0 bir tamsayõ olsun. p, kF  nõn 2 den farklõ bir asal böleni ise, o zaman, 

 

                                      )5(mod 2pp
F
F

k

kp ≡  

dir [9]. 

 

2.1.26 Teorem(Z.H.Sun) : p> 5 ve p asal sayõ  olsun. Buna göre , 

1)p≡1 (mod 3) ise, o zaman,  

 a)  p 
3

1−pF ⇔  p= x 2 +135 y 2 (x, y ∈Ζ ), 

  b) p 
6

1−pF ⇔  p= x 2 +540 y 2 (x, y ∈Ζ ) 

yazõlõr. 

2) p≡2 (mod 3) ise, ozaman , 

 a) p 
3

1+pF ⇔  p=5 x 2 +27 y 2 (x, y ∈Ζ ), 

 b)p  
6

1+pF ⇔  p=5 x 2 +108 y 2 (x, y ∈Ζ ) 

dir [9]. 

2.1.27 Teorem (E.Lehmer ) : a, b ∈Ζ  ve 2 b olmak üzere, p= a 22 b+  ve  p ≡1, 9 (mod 20) 

koşullarõnõ sağlayan bir p asal sayõsõ  verilsin. Buna göre, 

i) Eğer, p ≡1, 29 (mod 40) ise, o zaman,  p 
4

1−pF   ⇔  5   b ; 

ve  

ii) Eğer , p ≡ 9, 21 (mod 40) ise, o  zaman,  p  
4

1−pF   ⇔  5   a  

dõr [9]. 
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2.1.28 Teorem: p asal ve p > 5   olmak üzere, aşağõdakiler mevcuttur. 

(i) (E.Lehmer ) Eğer p ≡1 (mod 8) ise, o zaman,   p  
4

1−pF  ⇔  p=  x 2 + 80  y 2 (x, y ∈Ζ ), 

(ii) (Z.H.Sun, Z.W.Sun ) Eğer p ≡5 (mod 8) ise, o zaman,   p 
4

1−pF  ⇔  p= 16x 2 + 5 y 2  

(x, y ∈Ζ ) dir [9]. 
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      2.2 Lucas Sayõlarõ 
 

      2.2.1 Tanõm: Bu kesimde Lucas sayõlarõ tanõmlanmakta ve bu sayõlar ile Fibonacci     

      sayõlarõ arasõndaki ilişkiler verilmektedir. 

             0L = 2,  1L =1 olmak üzere n=2, 3, 4, � için  nL = 2+nL  - 1+nL  şeklinde tanõmlanan 

nL  sayõsõna n. Lucas sayõsõ denir. Buna göre  2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, �  şeklinde Lucas sayõ 

dizisini oluşturabiliriz. 

 

2.2.2 Not: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, � şeklindeki { nF }  Fibonacci sayõ dizisi 1170 -1250 

yõllarõ arasõnda Leonardo Fibonacci tarafõndan oluşturulmuştur. n∈Ζ  için nL = 1+nF + 1−nF  

eşitliğinden yararlanarak Eduard Lucas adlõ Fransõz matematikçi de 2, 1, 3, 4, 7, 11, ... 

     nL  şeklindeki Lucas sayõ dizisini elde etmiştir.  

       Aşağõdaki tabloda n�nin bazõ değerleri için nF  Fibonacci sayõsõ ile nL  Lucas sayõsõ 

karşõlaştõrõlmaktadõr.  

 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

nF  0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 

nL  2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 

 

Bununla birlikte negatif n tamsayõlarõ için de Lucas sayõlarõnõ tanõmlamak mümkündür. 

 

2.2.3 Teorem : n ∈Ζ  için , 

                                             n
n

n LL )1(−=−  

dir [12]. 

               Şimdi de nL  Lucas sayõsõnõn çeşitli ifadelerini görelim. 

 

2.2.4 Önerme : n ∈Ζ   olmak üzere, nL  sayõsõnõ nF  Fibonacci sayõlarõ cinsinden aşağõdaki 

gibi ifade edilir. 

a) 12 −+= nnn FFL  

b) 22 −+ −= nnn FFL  
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c) nnn FFL 23 −= +  

d) 12 −+ +−= nnnn FFFL  

e) 
n

n
n F

F
L 2=  

dir [16]. 

      nL   Lucas sayõlarõnõ yine Lucas sayõlarõ cinsinden ifade etmekte  mümkündür. 

 

2.2.5 Önerme: n ∈Ζ   olmak üzere, 

a) 322 ++ −= nnn LLL  

b) 423 ++ −= nnn LLL  

dir [16]. 

       Şimdi de nF  Fibonacci sayõsõnõ  nL  Lucas sayõlarõ cinsinden  ifade edelim. 

 

2.2.6 Önerme: n ∈Ζ   olmak üzere, 

a) 
5
2 1−+

= nn
n

LL
F  

b) 
5

22 −+ −
= nn

n
LL

F  

c) 
5

23 nn
n

LL
F

−
= +  

d) 
5

2 1 nn
n

LL
F

−
= +  

e) 
5

32 2 nn
n

LL
F

−
= +  

dir. 

       Tek ve çift Fibonacci sayõsõnõ ifade edebildiğimiz gibi aşağõdaki teorem ile tek ve çift 

Lucas sayõlarõnõ da ifade edebiliriz. 

2.2.7 Teorem : n ∈Ζ  olmak üzere, 

a) n
nn LL )1(22

2 −−=  

b) nnnnn LFLFL += +++ 1112  

dir [16]. 
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               Altõn oran ile Fibonacci arasõndaki benzer bir ilişki altõn oran ile Lucas sayõlarõ için 

de söz konusudur. 

 

2.2.8 Teorem ( Binet Formülü) :  Altõn oran  H=
2

15 −  olmak üzere , 

                              1)1( 21 =+− + n
n

nn HLH   

dir [9]. 

              Son olarak Lucas sayõlarõnõn bazõ sonlu toplamlarõnõ verelim. 

2.2.9 Teorem : 

a) 12
0

−= +
=
∑ n

n

i
i LL  

b) 22
1

12 −=∑
=

− n

n

i
i LL  

c) 21
0

2 −= +
=
∑ nn

n

i
i LLL  

d) 1224
1

2
2 −+= +

=
∑ nFL n

n

i
i  

dir. 

            Kombinasyon hesabõ yardõmõyla da Lucas sayõsõnõ ifade edebiliriz. 

 

2.2.10 Teorem: k,m,n ∈Ζ  olmak üzere,  

                           nkmL + =∑
=








m

j j
m

0

k
jF jm

kF −
−1 njL +   

dir[9]. 

2.2.11  Sonuç : k,n ∈Ζ  için,  

                                   nknknk LFLFL 11 −++ +=   

dir [9]. 
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2.2.12 Tanõm :Lucas Asallarõ  

              Lucas sayõlarõ içinde asal olanlara Lucas asal sayõlarõ adõ verilir. n=0, 2, 4, 5, 7, 8, 11, 

13, 16, 17, 19, 31, 37, 41, 47, 53, 61, 71, 79, 113, 313, 353, 503, 613, 617, 863, 1097, 1361, 

4787, 4793, 5851, 7741 değerleri için { nL }  Lucas asal sayõ dizisi oluşturduğu bununla 

birlikte, n ≤ 500 ve n ≤ 10000 için bütün Lucas asallarõnõn sõrasõyla Brillhart ve Williams 

tarafõndan bulunduğu bilinmektedir [14].  

         Şimdi de Lucas asal sayõlarõ için bazõ gerekli ve yeterli koşullarõ verelim. 

 

 

2.2.13 Teorem (Legendre, Lagrange): 

p≠2  asal  olmak üzere, )(mod1 pLp ≡  dir. 

 

İspat : 1 5 1 5
2 2

p p

pL
   + −= +      
   

 

               = ( )( ( ) )1 5 5
2

p k k

p
k o

p
k=

 
+ − 

 
∑  

               = )(mod1
2

15
2

1
1

2

0
1 p

k
p

p

kp

k
p ≡≡








−

=
− ∑ , ( k tek tamsayõsõ için) 

elde edilir [9]. 

2.2.14 Önerme : p≠2  asal  olmak üzere,  

                                           211

5
1

p
pp F

LL
=

−+−   

dir [14]. 

 

2.2.15 Önerme : p≠2  asal  olmak üzere,                            

                                        
2

)1(
2

)1(
2

)1(
2

)1(11 ++−−+− = pppppp LFLFFF  

dir [14]. 

2.2.16 Teorem (Z.H.Sun) : p ≡ 3, 7 (mod 20) asal sayõ ve 2p =x 2 +5y 2  olacak şekilde x, y 

pozitif tamsayõlarõ olsun. O zaman ,                 

                                     2
1

2

( 1) (mod )
x y

p
xL p
y

−

− ≡ −   

dir [9]. 



 16

2.2.17 Teorem (Z.H.Sun) : p ≡1, 4 (mod 15) asal sayõ ve  p ≠ 2 olmak üzere, p =x 2 +15y 2  

olacak şekilde x,y ∈Ζ   olsun. O zaman , 

                                  ≡−
3

1pL
2  ,  (mod ) : 0(mod3)
-1  ,  (mod ): 0(mod3)

p y
p y

≡
 ≡

 

dir [9]. 

2.2.18 Teorem (Z.H.Sun) : p ≡ 2, 8 (mod 15) asal sayõ ve p = 5x 2 +3y 2  olacak şekilde x, y 

∈Ζ  tanõmlansõn. O zaman, 

                                ≡+
3

1pL
-2             ,  (mod ) : 0(mod3)
1             ,  (mod ) : 0(mod3)

p y
p y

≡
 ≡

 

 dir [9]. 

2.2.19  Tanõm : p bir asal sayõ olsun. 2p   
)

5
( pp

F
−

 olmak üzere, p asalõ Wall-Sun-Sun asalõ 

olarak adlandõrõlõr [9] . 

 

2.2.20 Teorem : p > 5 asal olsun. O zaman  p , 

                           Wall-Sun-Sun asaldõr  ⇔ ))(mod
5

(2 4

)
5

(
ppL pp

≡
−

  

dir. 
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3. BÖLÜM 

SAYISAL YARIGRUPLAR 

                                    

              Bu bölümde, sayõsal yarõgruplar tanõmlanmakta ve bu gruplarda Frobenius sayõsõ, 

Apery kümesi, boşluk kümesi ve kutup kümesi gibi kavramlar incelenmektedir. 

 

3.1 Sayõsal Yarõgruplarda Temel Tanõmlar  

              Bu kesimde, sayõsal yarõgruplarla ilgili önemli temel tanõm ve ifadeler yer 

almaktadõr. 

 

3. 1.1 Tanõm:  G boş olmayan bir küme ve ��o�� ikili işlem olsun. Eğer, ��o �� işlemi aşağõdaki 

koşulu sağlõyorsa (G, o) ikilisine bir yarõgrup denir.  

∀  a, b, c ∈  G için ao (boc)=(aob)oc 

3.1.2 Tanõm: (S, o) bir yarõgrup ve T de S nin boş olmayan bir alt kümesi olsun T, ��o�� 

işlemine göre kapalõ oluyorsa T ye S nin bir alt yarõgrubu denir. 

 

3.1.3 Lemma: S bir yarõgrup ve { Ti : i∈ I} kümesi  S nin  alt yarõgruplarõnõn bir ailesi olsun. 

Buna göre, T= iIi
T

∈
∩  kümesi de S�nin bir alt yarõgrubudur. 

İspat: a, b ∈  T alalõm. O zaman a, b ∈ iIi
T

∈
∩   ⇒ ∀  i ∈  I, a, b ∈  Ti⇒ aob ∈  Ti  

                                                                                    ⇒ aob ∈  iIi
T

∈
∩  

  ⇒ aob ∈  T 

elde edilir. 

3.1.4 Tanõm: S bir yarõgrup ve A ⊂  S olsun. A yõ kapsayan S nin en küçük alt yarõgrubuna A 

nõn ürettiği yarõgrup denir. Bu durumda  A kümesine de S nin üreteçler kümesi denir ve 

S = 〈A〉 şeklinde gösterilir. Özel olarak s1 < s2 < ...< sn olacak şekilde A={ s1, s2 ,..., sn}⊂  S 

alõnõrsa  S=< s1, s2, ..., sn > yazõlõr. Eğer S=<s1, s2,..., sn> olacak şekilde S nin A={ s1, s2 ,..., 

sn} üreteç kümesinden daha küçük bir küme yoksa o zaman  A={ s1, s2, ..., sn}  kümesine S nin 

minimal üreteç sistemi adõ verilir. 

 

3.1.5 Tanõm: N negatif olmayan tamsayõlar kümesi ve S ⊆  N verilsin. Eğer S, N deki toplama 

işlemine göre kapalõ, birleşmeli ve 0∈  S oluyorsa S ye sayõsal yarõgrup denir. 

S bir sayõsal yarõ grup olmak üzere; s1 < s2 < ... < sn olacak şekilde s1, s2, ... , sn∈ S için  
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S= <s1, s2 ,..., sn>  = { ∑
=

n

i
s

1
iki  :  ki∈ N}  

  ve 

� obeb (s1, s2, ..., sn) =1⇔ (N\S) kümesi sonludur � 

önermesi doğrudur [1]. 

 

3.1.6 Örnek: S=< 5, 6, 13 > = {  5k1+6k2+13k3 ; k1, k2, k3∈  N }   

                                             ={ 0, 5, 6, 10 , 11, 12, 13, 15, →...}  

şeklinde yazõlõr. Burada "→",15 ten sonraki bütün tamsayõlarõn S�de olduğu anlamõndadõr. 

 

 

 

3.2  Sayõsal Yarõgruplarda Frobenius Sayõsõ  
 

          Bu kesimde, bir sayõsal yarõgrubun Frobenius sayõsõ tanõmlanmakta ve Frobenius 

sayõsõnõ veren bazõ formüller bulunmaktadõr. 

 

3.2.1 Tanõm: S bir sayõsal yarõgrup olmak üzere, Ζ (tam sayõlar kümesi) de olup S de  

olmayan elemanlarõn maksimumuna  S nin  Frobenius sayõsõ denir ve g(S) ile gösterilir. Yani, 

                                            g(S) = max (Ζ\S)  

olarak yazõlõr. Bu durumda N = S alõnõrsa g(N) = -1 bulunur. 

          Herhangi bir S sayõsal yarõgrubunun Frobenius sayõsõnõ veren genel bir formül 

bulunmamaktadõr. Ancak S sayõsal yarõgrubunun daha özel tanõmlanmasõyla onun  Frobenius 

sayõsõnõn hesaplanmasõ daha kolay olabilir. 

 

3. 2.2 Teorem: S = <s1, s2 >şeklinde tanõmlanan S sayõsal yarõgrubunun Frobenius sayõsõ; 

                                          g(S) = s1s2-s1-s2 

şeklinde hesaplanõr [3]. 

3.2.3 Örnek : 

S=<7,12>={ 0,7,12,14,19,21,24,26,28,31,33,35,36,38,40,42,43,45,47,48,49,50,52,54,55,56,57,

59,60,61,62,63,64,66,→...}  yarõgrubunun  Frobenius sayõsõ;  

g(S) = 7.12 -12-7 = 84-19 = 65 olarak bulunur. 
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3.2.4 Teorem: S = <s1, s2, s3  > aşağõdaki koşullarõ sağlayan bir sayõsal yarõgrup olsun. Eğer, 

                      2 < s1 < s2 < s3  için     2 < k < (s1-1)/2+1   (k∈Ζ )  ve      s1-k < s3/s2 < s1-k+1,   

                                2s  ≡1(mod s1)  ve 3s  ≡ s1-k+1(mods1) alõnõrsa, o  zaman  S nin  Frobenius 

sayõsõ, 

g(S)=(k-2) s2+s3-s1 

ile hesaplanõr [5]. 

 

3. 2.5 Örnek: S  = < 7, 8, 33 > = { 0,7,8,14,15,16,21,22,23,24,28,29,30,31,32,33,35, →...}  

                     2 < 7 < 8 < 33 olarak alõnõrsa  2 ≤  k  ≤  (7-1)/ 2+1 ⇒ 2 ≤ k ≤ 4  olmak üzere , 

k=3 için ; 

                     7-3 < 33/8 < 7-3+1         8 ≡1(mod7) ve 33 ≡7-3+1(mod7) olup, 

 

 g(S)=(3-2) 8+33-7= 34 olarak bulunur. 

 

3. 2.6 Teorem: a > 2 ve a çift tamsayõ olmak üzere; 

S = < a, a+2 , 2a+1> şeklindeki sayõsal yarõgruplar için g(S) sayõsõ , 

                                       g(s)=
2

2
a  +a-1      

ile hesaplanõr [4]. 

 

3.2.7 Örnek: S = <6, 8, 13 > = { 0 ,6 ,8 ,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24, →...}  sayõsal 

yarõgrubu için, 

                              g(S) = 36/2+6-1 = 23                

olarak bulunur. 
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3.3 Sayõsal Yarõgrupta Önemli Bazõ Kavramlar  

        

            Bu kesimde ise bir sayõsal yarõgrupta bilinmesi gereken simetrilik, kutup, boşluk ve 

Apery küme gibi önemli bazõ kavramlar verilmektedir. 

 

3. 3.1 Tanõm: S bir sayõsal yarõgrup ve Frobenius sayõsõ g(S) olsun. ∀ x∈Ζ  \ S için g(S)-x∈ S 

oluyorsa  S ye simetrik sayõsal yarõgrup adõ verilir. Öte yandan  iki eleman ile üretilen her  

S = < s1, s2 >  sayõsal yarõgrubunun simetrik olduğu bilinmektedir [3]. 

 

3. 3.2 Örnek : 

S = < 8, 10, 17> ={ 0,8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38,40,→...}      

Sayõsal yarõgrubu için   

                                               g(S) = 64/2+8-1 = 39  

olup ∀ x∈Ζ \ S için 39-x∈ S dir.Yani S simetrik sayõsal yarõgruptur. 

       Ancak S = < 5, 6, 13 > = { 0, 5, 6, 10, 11, 12, 13,15,  → ...} sayõsal yarõgrubunda  g(S)=14 

olup  x=5 için  14-5 =9∉ S çõkar. Böylece   S simetrik  olmaz. 

 

3. 3.3 Tanõm: S bir sayõsal yarõgrup ve S nin Frobenius sayõsõ g(S) olsun. x∈Ζ \ S için  

g(S)-x∉ S oluyorsa x elemanõna S nin kutup noktasõ denir. S nin kutup noktalarõnõn kümesi ; 

                                    K(S)={ x∈Ζ  \ S:  g(S)-x∉ S}      

ile gösterilir. 

 

3. 3.4 Teorem: S sayõsal yarõgrubunun simetrik olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul   

K(S)=∅  olmasõdõr [6]. 

 

3. 3.5 Örnek:S =<7, 8, 33 >  sayõsal yarõ grubu için g(S)=34 ve  

                        K(S)={ x∈Ζ \ S: (34-x) ∉ S} ={ 32, 31,...}≠∅   

olduğundan  S sayõsal yarõgrubu simetrik değildir. 

 

3.3.6 Tanõm: N \ S kümesinin  elemanlarõn her birine S nin boşluğu (S nin  N deki boşluğu 

(gap)) adõ verilir. S nin boşluklarõ kümesi, 

                                              H(S) = {  s∈ N:  s∉ S  }  

şeklinde ifade edilir. 
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            Verilen bir S sayõsal yarõ grubunda boşluklarõn sayõsõnõ bulmak oldukça zordur. 

Bununla birlikte özel bazõ sayõsal yarõgruplar için #(H(S))  sayõsõnõ bulmak mümkündür. 

3. 3.7 Teorem: S = < s1, s2 > şeklinde bir sayõsal yarõgrup için, 

                                           #(H(S)) = (s1-1)(s2-1)/2  

ile hesaplanõr [8]. 

 

3. 3.8 Örnek :  

S=<7,10>={ 0,7,10,14,17,20,21,24,27,28,30,31,34,35,37,38,40,41,42,44,45,47,48,49,50,51,52,

54,→�} için   ,                           

                                           #(H(S))=6.9/2=27 

dir. Gerçekten  de      

              H(S)={ 1,2,3,4,5,6,8,9,11,12,13,15,16,18,19,22,23,25,26,29,32,33,36,38,39,43,46,53}  

dir. 

 

3.3.9 Tanõm: S bir sayõsal yarõgrup ve n∈ S\{ 0} olsun. 

                                                   Ap (S,n)={ s∈ S:s-n∉ S}  

kümesine S nin  n ye göre Apery kümesi denir. Yani S nin n ye göre Apery kümesin  

elemanlarõ (modn) e göre kalan sõnõflarõn her birindeki en küçük pozitif tamsayõlardan  

oluşmaktadõr. Böylece, 

                           #(Ap(S,n)) =n  olup,  g(S)=max (Ap(S,n))-n  

bağõntõsõ mevcuttur [2]. 

 

3.3.10 Not: S = <s1, s2,  � , sn> sayõsal yarõgrubu verilsin. Bu durumda, 

                                             Ap (S,s1)={ s∈ S:s-s1∉ S} kümesi, 

 S�nin mods1� e göre tam olarak bir elemanõnõ kapsar. Özel olarak Ap (S,s1) kümesi, 

 i=1, 2, �.., s1-1 için mods�ye göre i�ye denk olan elemanlardan oluşur. Ap (S,s1) kümesinin 

elemanlarõnõ w(i) ile gösteririz ki onlar mods1�e göre i�ye denktirler. 

Üstelik, max (Ap (S,s1))=g(S) + s1 olduğu bilinmektedir [6]. 

3. 3.11 Örnek:S = < 6, 9, 10 > = { 0, 6,9,10,12,15,16,18,19,20,21,22,24→,...} sayõsal 

yarõgrubu  için g(S)=23 olup  

                                Ap(S,6) = { s∈ S:s-6∉ S}   ={ 0, 9, 10, 19, 20, 29}   

yazõlõr. 
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3. 3.12 Teorem: S=<s1,s2> şeklindeki sayõsal yarõgrubu için; 

 

                                    Ap(s,s1)={ (s1-r)s2 :r =1, 2 , ..., s1}      

                                                       ve      

                                    Ap(s,s2 )= { (s2-r)s1 :r=1, 2, ..., s2}   

şeklindedir [7]. 

 

3. 3.13 Örnek:S=< 4 ,5 >={ 0, 4, 5, 8, 9, 10, 12,→...}  

 

                        Ap(S,4)= { ( 4-r )5 :r=1, 2, 3, 4 } ={ 0, 5,10,15 }    

                                                      ve                                         

                        Ap(S,5)= { ( 5-r )4 :r = 1, 2, 3, 4, 5} ={ 0 ,4, 8, 12, 16 }  

 

olarak bulunur. Bununla birlikte H(S) ve Ap(S,n) arasõndaki bağõntõyõ aşağõdaki teorem ile  

birlikte verelim. 

 

3. 3.14 Teorem:S=< s1, s2 > şeklindeki S sayõsal yarõ grubu için, 

 

#(H(S))=[#( Ap ( S, s1 ))-1 ][   #(Ap( S, s2 )-1 ] 

2 

ve 

H(S) ∩ Ap(S,s1)=∅   ,    H(S)∩Ap(S,s2)=∅  

bağõntõsõ mevcuttur. 
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4. BÖLÜM 

FİBONACCİ SAYISAL YARIGRUPLARI 

 

4.1 Fibonacci  Sayõsal Yarõgruplarõ   

            Bu kesimde Fibonacci sayõsal yarõgruplarõ tanõmlanmakta ve bu yarõgruplarda bazõ 

sonuçlar elde edilmektedir. 

 

4.1.1 Tanõm : (s1, s2, ..., sn)=1 ve  3 ≤ s1 < s2 < ... < sn  Fibonacci sayõlarõ olmak üzere , 

S=< s1, s2, ..., sn > sayõsal yarõgrubuna Fibonacci sayõsal yarõgrubu denir. Bundan sonra 

i=1, 2, ..., n için, S = < s1, s2, ..., sn > için Fibonacci sayõsal yarõgrubunda si yerine iF  ve S= F 

olarak yazacağõz.  

 

4.1.2 Örnek: F=< 5, 8, 13 > sayõsal yarõgrubu <  5, 8 > elemanlarõndan oluşan Fibonacci 

sayõsal yarõgrubunu düşünelim. O zaman, 

F=< 5, 8 > ={ 0, 5 ,8 ,10 ,13 ,15 ,16 ,18 ,20 ,21,23,24,25,26,28 →...} sayõsal yarõgrubu için, 

Ap(F,5)={ (5-r)8  r:1,2,3,4,5} ={ 0, 8 ,16 ,24 ,32}   ve 

Ap(F,8)={ (8-r)5  r:1,2,3,4,5,6,7,8} ={ 0, 5 ,10 ,15 ,20 ,25  ,30 ,35 }  olarak yazõlõr. 

Buradan #(Ap(F,5))=5 ve #(Ap(F,8))=8 olup # (H(F))=(5-1).(8-1)/2=14 bulunur. Böylece, 

H(F)∩Ap(F,5)=∅  ve H(F)∩Ap(F,8)=∅  olduğu görülür.      

4.1.3 Teorem : i , k ≥3 tamsayõlarõ için r= [ 
k

i

F
F 1−

]  ve  ( 2+iF , kiF + ) = 1 olmak üzere, 

F=< kiii FFF ++ ,, 2 > Fibonacci sayõsal yarõgrubunu düşünelim. O zaman F nin Frobenius sayõsõ, 

                g(F) =
2 2 2 2

2 2

( 1) ( 1) ; 0 veya 1ve ( )

( 1) (( 1) 1) ; diğer yerlerde

i i i k k i i k i

k i i k

F F F rF r r F F F rF F

rF F F r F

+ − − +

+ −

− − + = ≥ < −


 − − − +

                             

dir [13]. 
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4.1.4 Örnek : F =< 4F , 6F , 7F  > = < 3, 8,13 > Fibonacci sayõsal yarõgrubunu  alalõm. Burada 

 i=4 , k=3 için, 

 r = [ 
3

4 1
F

F − ]= [
2

13 − ]=1 ve 41FF < ( 34 1FF − ) 6F   olduğundan , 

 g(S)= ( 4F  -1) 6F  � 4F  (1 1F  +1) =2.8-3.2=10 bulunur. 

K(F)= { x∈ Z\F ;(10-x)∉ F} ={ 7, 5, �}≠∅  olduğunudan F  sayõsal yarõgrubu simetrik değildir.       

 

4.1.5 Örnek : 5F , 7F  ve 11F asal sayõlarõ ile üretilen , 

F=<5,13,89>={ 0,5,10,13,15,18,20,23,25,26,28,30,31,33,35,36,38,40,43,45,46,48,→�}  

Fibonacci sayõsal yarõgrubunu düşünelim. i = 5, k = 6 alõrsak ,  

r= [
6

5 1
F

F −
]=[

8
15 − ]= 0 ve  4F 5F < ( 5F -0 6F ) 7F   olduğundan  F  in Frobenius sayõsõ  

g(F)= ( 5F -1) 7F - 5F (0+1)=(5-1)13-5=47 hesaplanõr. 

 F Fibonacci sayõsal yarõgrubunun  kutup noktalarõnõn kümesi , 

                  K(F) = { x∈ Z/F ; (47-x)∉ F} ={ 46,45,�}≠∅  olduğundan F sayõsal yarõgrubu 

simetrik değildir. 

                  Şimdi de Fibonacci sayõsal yarõgruplarda elde ettiğimiz bazõ sonuçlarõ verelim. 

 

4.1.6 Sonuç : F= < iF , jF > ve  1F =< mk FF , > Fibonacci sayõsal yarõgruplarõ verilsin. 

                             iF  kF  ve  jF   mF  ⇒  1F ⊆ F dir.  

 

İspat : y∈  1F ⇒ y = p mk qFF +  

                            =pa ji qbFF + = m ji nFF + ⇒ y ∈ F  

dir. 

 

4.1.7 Örnek : i = 4, j=6, k=8 ve m=12 alõrsak, F= < 4F , 6F  > = < 3, 8 >, 

1F  = < 8F , 12F > = < 21, 144 > olup  1F  ⊆  F  dir.  
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4.1.8 Sonuç : F= < iF , jF >  ve  1F =< sk FF , > Fibonacci sayõsal yarõgruplarõ verilsin. 

                       kF = ji FF +   ve  jF  sF  ise,  1F  ⊆  F  dir. 

 

İspat : sF  =a jF , x∈ 1F   ⇒ x =b kF  + c sF     ;b,c ∈  Ν. 

                                        ⇒ x =b iF  + b jF +c sF  = b iF  + b jF +ac jF  = b iF    +( b+ac) jF  

                                         = b iF   +t jF ⇒ x∈  F. 

4.1.9 Örnek : F bir Fibonacci sayõsal yarõgrubu olsun. F=< 4 5,F F > ve 1F =< 106 , FF >  

seçersek, 4F  = 3, 5F  = 5 , 6F  = 8 , 10F  = 55 olduğu bilinmektedir. Böylece F= < 3,5 >  ve  

 1F = < 8,55 >  6F = 4F + 5F  ve  5 55 olup   1F  ⊆  F  yazõlõr. 

  

 

4.2 Lucas Sayõsal Yarõgruplarõ  
 

         Bu kesimde de Lucas sayõsal yarõgrubunun temel tanõmõ verilmektedir. 

 

4.2.1 Tanõm: (s1, s2, �, sn) = 1 ve 3 ≤ s1 < s2 < ... < sn Lucas sayõlarõ olmak üzere               

S=< s1,s2,�..sn> sayõsal yarõgrubuna Lucas sayõsal yarõgrubu denir. Bundan sonra i=1, 2, �,n 

için S=< s1, s2, �, sn > için Lucas  sayõsal yarõgrubunda si  yerine Li ve S= L olarak yazacağõz.  

 

4.2.2 Örnek : L= < 43 , LL  >=< 4,7 >={  0,4,7,8,11,12,14,15,16, →�}  
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5. BÖLÜM 

SONUÇLAR 

                   

           Bu bölümde, çalõşmamõzdan elde ettiğimiz bazõ sonuçlarõ vermekteyiz.Bu sonuçlar 

Acta Universitatis Apulensis dergisinde kabul edilmiş olup basõmdadõr [18].  

 

5.1.1 Sonuç : 32
1

−= +
=
∑ n

n

i
i LL   dir. 

İspat : Teorem 2.2.9 (a) dan   1....... 2210 −=++++ +nn LLLLL    

21....... 221 −−=+++ +nn LLLL   

olup  

32
1

−= +
=
∑ n

n

i
i LL   

elde edilir. 

5.1.2 Sonuç : 432
1

+−= ++
=
∑ nn

n

i
i LnLiL  dir. 

İspat:Tümevarõmla ispatlarsak, n=1 için önerme doğrudur. 

147441 431 =+−=+−= LLL  

n=k için doğru olsun.Yani ∑
=

n

i
iiL

1
= 4.......21 3221 +−=+++ ++ nnn LnLnLLL  olsun. 

1+( nnLLL +++ .......21 21 )+(n+1) =+1nL  432 +− ++ nn LnL +(n+1) 1+nL  

=n( 34 ++ − nn LL ) 43 +− +nL +(n+1)( 23 ++ − nn LL )=n ++−− +++ 4334 nnn LnLL (n+1) 3+nL  

-(n+1) 2+nL  =n 4+nL +4- (n+1) 4+nL +(n+1) 3+nL =(n+1) 443 +− ++ nn LL  

=(n+1) 43)1(2)1( +− ++++ nn LL   

olur ki n=n+1 için de önerme doğru olur. 

 

5.1.3 Sonuç : n ≥ 1 için nL3  çifttir. 

İspat: Teorem 2.1.15 ten n ≥ 1 için nF3  çift olduğunu biliyoruz. Öte yandan, Önerme 2.2.4 (a) 

dan 12 −+= nnn FFL kullanõrsak , 1333 2 −+= nnn FFL  çift olduğunu kolayca görürüz. 
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5.1.4 Sonuç: S=< 32 ,, ++ iii FFF >= < 11 2,, ++ ++ iiiii FFFFF > Fibonacci sayõsal yarõgrubunun 

Frobenius sayõsõ   g(S)= iF  ([ 
2

2−Fi ])+ )1(1 −+ ii FF  

Burada [x]=x �ten küçük ya da eşit olan en büyük tamsayõdõr. 

İspat : g ( a,a+d,�.,a+kd)= a ( [ 
k

a 2− ] )+d (a-1)  eşitliğinde a= iF , d= 1+iF  ve k= 2 alõrsak 

istenen sonuç elde edilir.  

 

5.1.5 Örnek :S=< 875 ,, FFF >=<5,13,21> 

 Fibonacci sayõsal yarõgrubunu düşünelim. 

 S={ 0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38,→�} olup  

Ap(S,5)={ 0,13,21,34,42}  ve H(S) ={ 1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19,22,24,27,29,32,37}  

g(S)= 5([
2

25 − ])+8(5-1)=5.1+8.4=37 dir. Öte yandan  

K(S)= { x∈Ζ  \ S ;(37-x)∉ 5 } ={  8,29}≠∅  olduğundan simetrik değildir. 

 

5.1.6 Sonuç: n ≥ 1 için S=< ,2, 33 +nn FF  2 13 +nF >  Fibonacci sayõsal yarõgruplarõ verilsin.O 

zaman , 

                                            g(S)= 1
2

)(
3

2
3 −+ n

n F
F

 

dir. Üstelik S simetriktir. 

İspat: nF3 =x alalõm.Teorem 2.1.15 den x çifttir ve x ≥ 2 dir. Öte yandan obeb(x,x+2)=2 olup  

2x+1 ∈  〉
+

〈
2

2,
2

xx  olur.Bu durumda (4)den g(S) = 1
2

2

−+ aa  elde edilir ve yine [4] den 

simetrik olur. 

 

5.1.7 Örnek: S=< ,2, 33 +nn FF  2 13 +nF >  Fibonacci sayõsal yarõgrubunu düşünelim.Yani n=2 

için S=<8,10,17>={ 0,8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38,→�}  alalõm. 

O zaman , S nin Frobenius sayõsõ  g(S) = 3918
2

82

=−+  olarak  bulunur. 
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5.1.8 Sonuç : n, k ≥2 için S= < knnn LLL ++ ,, 1 >= < 1, +nn LL >  dir. 

ve g(S) = 11 ++ −− nnnn LLLL  dir. 

 

İspat: Sonuç 2.2.11 de nknknk LFLFL 11. −++ +=  dir. Bu durumda, 

 S= < knnn LLL ++ ,, 1 >= < 1, +nn LL >    yazõlõr. 

Böylece Teorem 3.2.2 den g(S) = 11 ++ −− nnnn LLLL  elde edilir. 

 

5.1.9 Sonuç : n ≥ 3 için  S= < 32 ,, ++ nnn LLL >  Lucas sayõsal yarõgrubunun Frobenius sayõsõ, 

                                  g(S)= )1.()
2

2
( 1 −+



 −

+ nn
n

n LL
L

L  

dir. 

 

İspat: 3+nL = 12 ++ nn LL  dir. 3+nL = 11112 2 +++++ +=++=+ nnnnnnn LLLLLLL  dir. 

Böylece, 

S= < 32 ,, ++ nnn LLL > = < 11 2,, ++ ++ nnnnn LLLLL > yazõlõr.   aLn = , d= 1+nL  ve k=2  

dersek, S = < a, a+d , a+2d > olur. Öte yandan [13]� ten de  

                                  g(S) = a ( [ 
k

a 2− ] )+d (a-1) 

yazõlõr.Böylece  ispat tamamlanõr. 

5.1.10 ÖRNEK : n=3 için S=< 653 ,, LLL  > = < 4,11,18 > sayõsal yarõgrubunu ele alalõm.O 

zaman S nin Frobenius sayõsõ, 

 g(S) = 25214)14(7)1(4)1()
2

2
( 34

3
3 =+=−+=−+



 −

LL
L

L  olarak bulunur.Gerçekten, 

S=<4,11,18> = { 0,4,8,11,12,15,16,18,19,20,22,23,24,26,27,→�}  den de g(S)=25 çõkar. 

5.1.11 Sonuç: n ≥ 1 için   S= < ,2, 33 +nn LL 12 3 +nL > Lucas sayõsal yarõgrubu verilsin. O 

zaman, 

                                       g(S)= 1
2

)(
3

2
3 −+ n

n L
L

 

dir. 



 29

İspat: Önerme 2.2.4 ten nL3  çift olduğu bilinmektedir. nL3 =a dersek a ≥ 2 için çift sayõ olup 

S=< 12,2, ++ aaa > halini alõr ki [4] ten  g(S) = 1
2

2

−+ aa  yazarõz. 

5.1.12 ÖRNEK: n=2 için S= < ,2, 66 +LL 2 6L +1>=<18,20,37> için g(S)= 118
2

182

−+ =179 

çõkar. 
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6. EK  

   

             Sayõsal yarõgruplar konusunda yapõlan çalõşmalara õşõk tutabileceğini ümit 

ettiğimiz ve bilgisayar ortamõnda bu yarõgruplarõn oluşturulmasõnda oldukça değerli olan 

bilgisayar yazõlõm programõnõ [6] �dan yararlanarak CD şeklinde ekte sunmayõ uygun 

görmekteyiz. 
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