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oz
Bu ¢alismada, g(S) ve n(S) sirasiyla S nin Frobenius sayisi ve belirteg
sayist olmak iizere,

S=(s.5,,.-,5,) :{0: S9sS15SysererSy_1>Syerrs S o) = g(S)+1,—>...}

n=12<n2***>n(s)
seklinde verilen, 6zellikle indirgenme boyutu 3 olan bir sayisal yarigrubun pseudo-

simetrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 vermekteyiz.



ABSTRACT

In this study, we give the necessary and sufficient conditions for beeing

pseudo-symmetric of the numerical semigroup S which is given as

2 Pn-1>"n2> 7n(s)

S=<sl,sz,...,sn>:{0:so,sl,sz,..s S;»eers S :g(S)+1,—>...}

and, especially, whose embedding dimension is 3, where g(S) and n(S)are

Frobenius number and determinant number of S, respectivelly.
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TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasi sirasinda, gerek yonlendirmesi gerekse harcadigi

vakitleri i¢in, her seyden Onemlisi gosterdigi ilgi ve yardimlarindan dolayi,

danismanim sayin Yrd.Dog. Dr. Sedat ILHAN’a tesekkiir ederim.
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AMAC

Bu calisma, verilen bir S :<Sl,82,...,sn> sayisal yarigrubunun ozellikle {i¢

elemanla iretilen bir sayisal yarigrubun pseudo-simetrik olmasi igin gerekli ve
yeterli kosullar1 incelemeyi, bir sayisal yarigrupta bilinen Frobenius ve Pseudo-
Frobenus sayilari, Apery Kiimesi, Bosluklar Kiimesi ve tip dizisi gibi kavramlarin
pseudo-simetrilik ile olan iligkisinin arastirilmasini ve bu alanda calisacak olan

arastirmalara 11k tutmay1 amaglamaktadir.
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GIRIS

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, sayisal yarigruplarda, 6zellikle simetrik ve pseudo-simetrik
sayisal yarigruplarda daha once yapilan ¢aligmalar yer almaktadir.

Ikinci boliimde, sayisal yarigruplar kavraminda 6nemli bir rolii olan
simetrililik ve pseudo-simetrililik, Frobenius ve Pseudo-Frobenius sayisi, Bosluklar
kiimesi, Apery kiimesi, Belirte¢ sayist ve Tip dizisi gibi kavramlarin tanimlarindan
ve bunlarla ilgili ¢ok kullanilan teoremlerden bahsedilmektedir.

Ucgiincii boliimde ise
S :<sl,s2,...,sn> = {0 = S0 815835005 S 158500 85) = g(S)+1,—) }

seklinde verilen, ozellikle {i¢ elemanla {iretilen bir sayisal yarigrubun pseudo-
simetrik olmasi gerekli kosullar verilmektedir.

Dordincu bolimde de

S =<sl,sz,...,sn> ={0=S0,S1,S2,...,S SreeesSs) =g(S)+l,—>...}

n-1°>%n

seklinde verilen, Ozellikle li¢ elemanla {iretilen bir sayisal yarigrubun pseudo-

simetrik olmasi i¢in yeterli kosullar verilmektedir.



1. KAYNAK ARASTIRMASI
Temelde bir sayisal yarigrubun, sifir1 kapsayan ve pozitif tamsayilarin sonlu

lineer kombinasyonlarinin alt kiimesi oldugunu sdyleyebiliriz.  Bu anlamda

kargilasilan ilk problem, 1884’teki Slyvester Problemidir. (Bu problem; (s,,s,)=1

olacak sekilde s,s,,n,n, € N olmak lizere, en biiylik g tamsayisinin ns, +n,s,
seklinde bir lineer kombinasyon olarak yazilip yazilamayacagi problemi olarak

bilinir). Bununla birlikte, Slyvester yine ayni tarihte, [O, g] araliginda olmamasina
ragmen bir ¢ok tamsaymnin s, ve s, pozitif sayilarinin bir lineer kombinasyonu

olarak yazilabilecegini gdstermistir ’ .

Slyvester Probleminin bir genellemesi Frobenius tarafindan verildigi
Brauner‘in 1942’deki “ On a problem of partitions” adli caligmasindan
bilinmektedir. Yukaridaki lineer kombinasyonlar ve Frobenius sayisi olarak bilinen
g sayist hakkinda 1958-1978 yillar1 arasinda bir ¢ok bilim adami ¢esitli aragtirmalar
yapm1$t1r7.

Ancak, Gilmer 1984 yilindaki ¢alismasinda bir sayisal yarigrubun sonlu
olarak tiiretilebilecegini gosterebilmistir.  Bununla birlikte, Froberg ve ark.’
1987°deki calismalarinda, bir sayisal yarigrubun simetrik olmasin1 ve tipinin
bulunmasini arastirmis ve daha sonralari1 Fransiz matematik¢inin kendi adin1 verecegi
Apery kiimesini

S(s):{teS: t—s¢S, seS\{O}}
olarak tanimlanuslardir” .

Bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisinin bulunmasi giicligiinii giderecek

bazi formiiller Curtis tarafindan 1990 yilindaki calismasinda verilmistir'®. Barucci



ve ark. 1997°deki calismalarinda sayisal yarigruplar ve Ozelikle bunlarin tipleri
konusunda 6nemli sonuclar elde etmislerdir'>. Bununla birlikte, Morco D’anna
1998’ de sayisal yarigruplar, tip dizileri yardimiyla elde etmis ve sayisal
yarigruplarin tip dizilerinden hareketle, onun simetrik ya da pseudo-simetrikligini ele
almistir” .

Rosales ve ark. 1996’da sayisal yarigruplarin Apery kiimeleri ile
pseudo-simetriklik arasindaki iliskiyi incelemistir > .

Rosales ve ark. sayisal yarigruplar konusunda 2000-2006 tarihleri arasindaki
cesitli calismalar1 bu alanda 6nemli bir yere sahip olmustur %% ' 19

Olivera’nin 2004°deki calismasinda sayisal yarigruplarin simetrik ve pseudo-
simetrik olmasi agisindan degerli olmustur ''. Simetrik sayisal yarigruplarin 6zel bir
sinifi da S. {lhan tarafindan 2006’daki ¢alismasinda yer almistir 7.

Son olarak, Rosales, 2008’deki “ On Half of A Pseudo-symmetric

Numerical Semigroups” adli ¢alismasinin pseudo-simetrik sayisal yarigruplar

konusunda oldukg¢a énemli bir rol oynadigini sdyleyebiliriz °.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde, calismanin esasini olusturan ve tezin iyi anlagilmasi igin temel
tanim ve teoremler yer almaktadir.
2.1 TANIM: iginde birlesme 6zelligine sahip bir ikili islem tanimlanmis olan tek
islemli cebirsel yapiya bir yarigrup denir.
2.2 TANIM: <S, *> bir yarigrup olsun. 7 < S olmak lizere Va,beT icin a*beT
oluyor ise T ye S nin bir alt yarigrubu denir.
2.3 TANIM: S bir yarigrup ve A< S olsun. 4 y1 kapsayan S nin en kiigiik alt

yarigrubuna A mn iirettigi yarigrup denir. Bu durumda 4 kiimesine de S nin

tiretegler kiimesi denir ve § = <A> seklinde gosterilir. Ozel olarak s, <s, <...<s,
olacak sekilde A={s,,s,,..,s,} =S almrsa = <sl,s2,...,sn> yazilir.  Eger
S =(s,,8,...,5,) olacak sekilde S nin 4={s,,s,,...,s,} trete¢ kiimesinden daha
kiigiik bir kiime yoksa o zaman A4={s,s,,...,s,} kiimesine S nin minimal iirete¢

sistemi denir.
2.4 TANIM: N negatif olmayan tamsayilar kiimesi olmak tlizere S < N verilsin.
Eger S, N deki toplama islemine gore kapali, birlesmeli ve 0 € S oluyorsa S ye

sayisal yarigrup denir. S bir sayisal yarigup olmak lizere; s, <s, <...<s, olacak

sekilde s,,s,,...,s, €S icin

S =<sl,sz,...,sn>={isiki .k EN}
i=l

olarak yazilir ve 6zellikle

"(8),8,,.008,) =1 N\S kiimesi sonludur"

onermesi dogrudur " .



2.5 ORNEK: S =(5,6,13) = {5k, + 6k, +13k,; k,,k,,k, € N}
=1{0,5,6,10,11,12,13,15,— ...}

seklinde yazilir. Burada " —" 15 ten sonraki biitlin tamsayilarin S kiimesinde oldugu

anlamindadir.

2.6 ORNEK:

S =(3,5,7) ={3k +5k, + Tky; ky,k,,k; €N}

={0,3,5—..}
olup,
N\S ={1,2,4} sonludur < (3,5,7)=1 dir.
2.7 ORNEK:
S =(4,6)={4k, +6k,; k. k, N}
={0,4,6,8,10,12,...)
olur.

(4,6)#1 oldugundan N\S sonlu degildir.

Bu ¢alismamizda (s,,s,,...,s, ) =1 alacagiz.
2.8 TANIM: S sayisal yarigrubu § = <sl,s2,...,sn> seklinde verilsin. O zaman s, ve
n sayilarina sirasityla S nin kathhigr ve indirgenme boyutu denir ve sirasiyla
1(S) ve e(S) ile gosterilir
2.9 TANIM: S bir sayisal yarigrup olmak {izere S nin Frobenius sayis1 S ye ait

olmayan en bliyiik tamsay1 olarak tanimlanir ve g (S) ile gosterilir. Yani
g(S)=max{xeZ:x¢S}

olarak ifade edilir.



Bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisini hesaplamak zordur. Ancak, 6zel

bazi sayisal yarigruplar i¢in bunu kolayca hesaplamak miimkiindiir.

2.10 TEOREM: S = <S1,s2> seklinde tanimlanan S sayisal yarigrubunun Frobenius
sayisi,
g(S) =55, =S, —5,
seklinde hesaplanir .
2.11 TEOREM: S = <s] 2Sys s3> asagidaki kosular1 saglayan bir sayisal yar1 grup
olsun. Eger,
2<s,<s8,<s, i¢in 2<k<(s;—1)/2+1 (keZ) ve s, —k<s,[s,<s —k+]1,
s,=1(mods,) ve s,=s —k+1(mods,) alinirsa, o zaman S nin Frobenius sayisi,
g(S) = (k—2)s2 +5, =5,
olarak bulunur '°.

2.12 ORNEK:

S= <7,8,33> ={0,7,8,14,15,16,21,22,23,24,28,29,30,29,30,31,32,33,35, > ...}
sayisal yarigrubu i¢in g (S ) =34 tur.

2<7<8<33 igin 2<k<(7-1)/2+1 ve 2<k<4=k=3 alnr.

7—3<3783<7—3+1, yani

4<£<5
8
olup
8=1(mod7) ve 33=7-3+1(mod7), 33=5 (mod 7)

yazilir. Boylece, g(S)=(k—-2)s,+s;,—s, =(3-1)8+33—7=34 bulunur.



2.13 TEOREM: a >2 ve a ¢ift tamsay1 olmak iizere ;
S=(a,a+2,2a+1) seklindeki saysal yarigruplar i¢in g(S) sayist,

2

a
g (S) = > +a-—1
formiilii ile elde edilir 7.
2.14 ORNEK: S =(6,8,13)={0,6,8,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24,— ...} sayisal
yarigrubu i¢in ,
g(S) =36/2+6-1=23
olarak bulunur.

2.15 TANIM: S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayis1 g (S ) olsun.O zaman

n(S)=#({0,1,2,...g(S)}nS)
sayisina S nin belirte¢ sayis1 ad1 verilir.

2.16 NOT: g(S) ve n(S) swrastyla, S nin Frobenius sayis1 ve belirteg sayis1 olmak

lizere, S:{O:so,sl,... S5 Siseees Sys) :g(S)—i-l,—)...} seklinde verilsin. Burada

2Sy-155,
s, <s, olup “—>7, g (S ) +1 sayisindan biiyiik olan her tamsaymimn S ye ait
oldugunu gosterir.
2.17 TANIM: S sayisal yarigrup ve Frobenius sayisi g(S ) olsun. Eger

Vx e Z\S igin g(S)—x €S
oluyor ise S ye simetrik sayisal yarigrup adi verilir.

Ote yandan iki eleman ile iiretilen her S :<s1,s2> sayisal yarigrubunun

simetrik oldugu bilinmektedir'°.



2.18 ORNEK:

S = <8,10,17> = {0, 8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38,40, > }

sayisal yarigrubu i¢in,

g(S)=64/2+8-1=39
olup Vx e Z\S icin 39—x e Solur. Yani, S simetrik sayisal yarigruptur.
Ancak S = <5,6,13> ={0,5,6,10,11,12,13,15,— ...} sayisal  yarigrubunda
g(S)=14 olup x=5i¢in 14-5=9¢ S ¢ikar, yani S simetrik olmaz.
2.19 TANIM: S bir sayisal yarigrup ve g (S ) onun Frobenius sayis1 olsun. g (S )

cift ve xe€ Z\S olmak iizere, eger

g(S)-xeS ve x=g(5)/2
oluyorsa bir S sayisal yarigrubu pseudo- simetriktir denir.
2.20 ORNEK: §=(5,6,13)={0,5,6,10,11,12,13,15,— ...} sayisal yarigrubunun
Frobenius sayis1 g(S)=14 tiir. Bununla birlikte x=7 € Z\S olmak iizere,

14-7=T7¢S ve x=14/2=7
oldugundan S pseudo-simetrik bir sayisal yarigruptur.
2.21 TANIM: S bir sayisal yarigup ve onun Frobenius sayisi g(S) olsun. Eger
xeZ\S igin g(S)—-x¢S oluyor ise x elemanina S nin kutup noktasi denir. S
nin biitlin kutup noktalarinin kiimesi ;

K(S)={xeZ\S: g(85)-xes}

ile gosterilir.



2.22 TEOREM: S sayisal yarigrubunun simetrik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul K(S)=@ olmasidir .
2.23 ORNEK:
S= <7,8,33> ={0,7,8,14,15,16,21,22,23,24,28,29,30,29,30,31,32,33,35, > ...}
sayisal yarigrubunda g (S ) =34 ve
K(8)={xeZ\S: (34-x)e S} ={2517,9} @
oldugundan S sayisal yarigrubu simetrik degildir. Ancak
S =(4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,— ...}
sayisal yarigrubunda g(S)=11 ve S nin kutup noktalarinin kiimesi,
K(S)={xeZ\S: (11-x)eS}=0

olup S simetriktir.
2.24 TANIM: N negatif olmayan tam sayilar kiimesi ve S bir sayisal yarigrup olsun.
Bu durumda N \S kiimesinin elemanlarina S nin (gaps) bosluklar1 denir. § nin
biitiin bosluklarimin kiimesi # () ile gosterilir. Yani,

H(S)={xeN:xeS}
olarak ifade edilir.

2.25 TEOREM: S = <s1,s2> seklinde tanimlanan bir sayisal yarigrup i¢in,

#(11(5))= (s, ~1)(s:-1)/2

ile hesaplanir'* .



2.26 ORNEK:

S =(7,10)={0,7,10,14,17,20,21,24,27,28,30,31,34,35,37,38,40,41,42,44,45,
47,48,49,50,51,52,54,— ...}

sayisal yarigrubunda g(S)=53 olup
#(H(S))=6.9/2=27

olarak hesaplanir. Gergekten de

H(S) = {1, 2,3,4,5,6,8,9,11,12,13,15,16,18,19,22,23,25,26,29,32,33,36,39, 43,46,53}

seklindedir.
2.27 TANIM: S bir sayisal yarigrup ve ne S\ {0} olsun.
Ap(S,n)z{seS: s—neZS}

kiimesine S nin n ye gore Apery kiimesi denir. Yani S nin n ye gore Apery
kiimesinin elemanlar1 (modn) e gore kalan siniflarin her birindeki en kii¢iik pozitif
tam sayilardan olugmaktadir. Boylece,

#(Ap(S,n))=n olup g(S)= max(Ap(S,n))—n
bagmtis1 mevcuttur *.

228 NOT: S :<s1,s2,...,sn> sayisal yarigrubu verilsin. Bu durumda,
Ap(S,s))={seS: s—s5 ¢85}
kiimesi, S nin (modsl) e gore tam olarak bir elemanmi kapsar. Ozel olarak

Ap(S,s,) kimesi, i=1,2,..,5,—1 igin (mods,) ye gore i ye denk olan

10



elemanlardan olusur. Yani Ap(S,s,) kiimesinin elemanlarimni w(i) ile gdsteririz ki

onlar (mods, ) e gore i ye denktirler'”.

S sayisal yarigrubunun Apery kiimesi ile Bosluklarinin kiimesi arasindaki
iliskiyi asagidaki teoremle verebiliriz.

2.29 TEOREM: § = <sl,s2> seklinde ki bir S sayisal yarigrubu i¢in,

H(r1(5)) - [#(Ap(s,sl))—1]2[#(Ap(s,sz))_q

\(

H(S)r\Ap(S,Sl):Q , H(S)mAp(S,s2)=®

bagintis1 mevcuttur .
2.30 ORNEK: §=(3,5)={0,3,5,6,8,—...} olup g(S)=3.5-3-5=7 seklindedir.

Bununla birlikte,

Ap(8.,3)={seS:s-3¢5}={0,5,10}
Ap(S,5)={seS:s-5¢5}={0,3,6,9,12}

veE

olup,

esitligi saglanir.

11



2.31 NOT: S= {0 = 805Spses Syt Syaeees Sys) = g(S)+L—- } bir sayisal yarigrup,
g(S ) ve n (S ) sirastyla onun Frobenius sayis1 ve belirteg sayisi olmak iizere, S, ve
S (i) kiimeleri agagidaki sekilde tammlayalim:

0<i<n(S)=k igin

S ={xeS:x>s};
S(i)={xeN: x+S8 S}
Bu durumda asagidaki zinciri elde ederiz” .

Sch,HC...CSICSCS(I)C...CS(k—l)CS(k) N

232 TANIM: S ={0=5,5,05, 18,50 8,5) = €(S) +1,5> .} bir saysal
yarigrup, g(S)Ve n(S) sirasiyla onun Frobenius sayisi ve belirte¢ sayist olmak
lizere, t:t(S):#(S (1)\S) sayisina S sayisal yarigrubunun tipi denir
233 TANIM: S ={0=50,5,15, 1,5,0-5,(5) = (S) +1,—> .} bir saysal yarigrup,
g(S) ve n(S)smasiyla onun Frobenius sayist ve belirteg sayist olmak iizere,
1<i<n(S) igin

t=1,(S)=#(S()\S(i-1)) sayllarndan yararlanarak {1,,t,,...,t,; |

kiimesini elde ederiz. Bu kiimeye de S sayisal yarigrubunun tip dizisi adi verilir.

Burada,
2<r<n(S) vet 2t >1

2
olarak tanimlanir ~.

12



2.34 ORNEK: §=(4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,— ..} ve g(S)=11 seklindedir.
Ayrica,

S(0)=5, :{xeS:XZSO}:S,
S, ={X€SZXZS1} ={4,6,8,9,10,12,—)...}

olup,

S(1)={xeN:x+S8, S}
{0,4,6,8,9,10,11,12,13,...}

yazilir. Bu durumda S nin tipi
f=t=#(S()\S)=#({11})=1
olarak bulunur. Bdylece S nin tip dizisi de
(LLLLL1}

seklinde olur.
2.35 ORNEK: S§=(5,6,11)={0,56,10,11,12,13,15,—>..}  olup  g(5)=14
seklindedir. Bu durumda,

5(0)=S,={xeS:x20}=5

S, ={xeS:x>5}={56,10,11,12,13,15,—> ...}
%~

S(l):{xeN:x+S1 CS}
={0,5,6,7,10,11,12,13,14,15,—> ...}

olur. Bununla birlikte,
f=t=#(S(1)\S)=#({7.14}) =2

S, ={xeS:x>6)={6,10,11,12,13,15,—> ...}

13



olur. Ote yandan,

S(2)={xeN:x+S2cS}

={0,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,— ...}
olup
t=#(S(2)\S(1))=#({9}) =1
elde edilir. Boylece,
t,=t,=t,=t;=t,=t, =1
bulunur. Yani, $ nin tip dizisi
{2,1,1,1,1,1,1}

seklinde olur.

2.36 NOT: Simetrik ve pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun tip dizileri sirasiyla,
{LL..,1} ve {2,11,..,1}

seklindedir.

2.37 TANIM: S sayisal yarigrup ve d pozitif bir tamsayr olsun. O zaman

S / d= {x eN:dxeS } kiimesi de ayn1 zamanda bir sayisal yarigruptur ve S nin d

ile boliim kiimesi olarak adlandirilir. Ustelik S<S/d olup d =1 igin S/d=S
yazilir.
2.38 ORNEK: §=(3,5)={0,3,5,6,8,—>..} olsun. O zaman, d =2 i¢in S/d
kiimesi,

S/2={xeN:2xeS} ={0,3,4,5,6,7,8,—>...}

olarak bulunur.

14



2.39 TANIM: Negatif olmayan tam sayilarin kiimesi N ve S sayisal yarigrup olmak
lizere, g= #(N\S ) sayisina S nin tiirii (genus) denir. Yani, H(S) kiimesinin
eleman sayisina S nin tiirii (genus) ad1 verilir.
2.40 ORNEK: S =(3,5)={0,3,5,6,8,— ...} sayisal yarigrubunu 4. tiirden oldugunu
gostermek zor degildir:
H(S)={1,2,4,7}.

2.41 TANIM: N negatif olmayan tam sayilar kiimesi, S bir sayisal yarigrup ve
g(S ) onun Frobenius sayist olsun. Eger c—1¢ S ve c+Nc § olacak sekilde bir
tek ce S varsa ¢ Ogesine S sayisal yarigrubunun kondiiktorii denir. Bir bagka
deyisle, c¢=g(S)+1 esitligini saglayan ¢ sayisma S nin kondiiktorii (ileticisi)
denir.
2.42 ORNEK: §=(4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,— ..} ve g(S)=11 seklindedir.
Bununla birlikte, c—1¢ S ve ¢c+Nc S olacak sekilde bir tek ¢ € S vardir ve bu
deger ¢ =12 olarak bulunur:

c+N=12+N={c+x: xeN} :{12+x:xeN} cS
2.43 ORNEK: §=(4,7,9)={0,4,7,8,9,11,—>..} ve g(5)=10 seklindedir. Ote
yandan, c-1¢S ve c+Nc S olacak sekilde bir tek ce S vardir ve bu deger
¢ =11 olrak hesaplanir:

c+N=11+N={c+x: xeN} ={11+x:xeN}gS

2.44 TANIM: Bir § sayisal yarigrubu, onu kapsayan iki sayisal yarigrubun arakesiti

olarak ifade edilemiyorsa bu durumda S ye indirgenemez sayisal yarigrup denir.
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2.45 NOT: S bir sayisal yarigrup ve g(S ) onun Frobenius sayis1 olsun. O zaman
“S simetriktir < S indirgenemez ve g(5) tektir”

onermesi dogrudur”’ .
2.46 ORNEK: §=(7,8,25) saysal yarigrubu indirgenemez ve g(S)=34 tir.
Ustelik, S pseudo-simetriktir. Bununla birlikte, S =(6,11,15,20,25)=(5,6)N(3,11)
oldugundan indirgenemez degildir. Ote yandan, S simetrik olmaz.

Ancak, S, = <5,6> ve S, = <3,11> sayisal yarigruplar1 simetrik ve S,,S, 2 S
bagintis1 mevcuttur.
2.47 TANIM: S bir sayisal yarigrup ve g(S) onun Frobenius sayisi olsun. Bu
durumda,

N(S)={ seS: s<g(S) }

kiimesine S nin minimal temsilcisi denir.

2.48 NOT: S bir sayisal yarigrup olmak iizere, onun Frobenius sayisi, bosluklarinin

kiimesi ve minimal temsilcilerinin kiimesi sirasiyla, g(S), H(S) ve N(S) ile
verilsin. O zaman,
#(H(S))+#(N(S))=g(8)+1
esitligi meveuttur. Ayrica, s € N(S) iken
g(8)-seH(S)
oldugundan
#(1(5))=4(V(5))

seklindedir’. Bununla birlikte,
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oldugu agiktur.
2.49 ORNEK: §=(4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,—> ..} ve g(S)=11 olur. Bununla
birlikte,
H(8)={1,2,35,7,11} ve N(S)={seS:s<g(s)=11}={0,4,6,8,9,10}
olup
#(H(S))+#(N(S))=11+1

elde edilir. Ote yandan,

n(S)=#({0,1,2,...11} N S) =#({0,4,6,8,9,10}) =#(N (S))
yazilir.
2.50 TANIM: S bir sayisal yarigrup olsun. Eger x e Z\S olmak iizere,

Vs e S\ {0} i¢in x+se S

oluyorsa x tam sayisina S nin Pseudo-Frobenius sayis1 denir ve S nin biitiin

pseudo-Frobenius sayilarmimn kiimesi Pg(S) ile gsterilir. Yani
Pg(8)={xeZ\S: x+seS, vse S\{0}}
olarak ifade edilir. #(Pg(S)) sayisina S nin tipi de denir.
2.51 ORNEK: §=(4,6,9)=1{0,4,6,8,9,10,12,—> ..} ve g(S)=11 olur.
O zaman, S nin_biitiin pseudo-Frobenius sayilarmmn kiimesi;
Pg(S)={xeZ\S:x+seS, vse S\{0}} = {11}

olarak bulunur.
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2.52 ONERME: S bir sayisal yarigrup, g(S) onun Frobenius sayist ve S nin

pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi  Pg(S) olsun. O zaman asagidakiler

mevcuttur:
(1) g(S):max(Pg(S))
(2) Eger x,yePg(S) ve x—yeS ise x=y

seklindedir” .

2.53 ONERME: S bir sayisal yarigrup olsun. Ote yandan, g(S) ve Pg(S)

sirastyla S nin Frobenius sayis1t ve Pseudo Frobenius sayist olarak verilsin. Buna

gore, S sayisal yarigrubunun simetrik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
Pg(S)={g(S)}
olmasidir”.

2.54 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve #(S)onun tipi olsun. Bu durumda

asagidakiler mevcuttur”:

(1) S simetriktir < #(S5)=1

(2) S pseudo-simetriktir < #(S5)=2

18



3. BIR SAYISAL YARIGRUBUN PSEUDO-SIMETRIK OLMASI iCiN
GEREKLI KOSULLAR
Bu boliimde, verilen bir sayisal yarigrubun pseudo-simetrik olmasi ig¢in

gerekli kosullar bulunmaktadir.

3.1 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve g(S ) onun Frobenius sayisi olsun. Eger S
pseudo-simetrik ise, ozaman neS\ {0} igin

@ +neAp (S , n)
seklindedir.

. S S
ISPAT: # ¢S oldugundan #—i— neS c¢ikar. O zaman

(_g(S) +n)—-n= _g(S) gS
2 2
yazilabildiginden,
@ +neAp (S , n)
elde edilir.

3.2 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayist g(S) ¢ift olsun. §

pseudo-simetrik ise 0 zaman 7 € S\ {0} olmak iizere;

Ap(S.n)=10=w(1) < w(2)<...< w(n—l)=g(S)+n}u{g(2S) +n}

ve her ie{1,2,...,n—1} i¢in
w(i)+w(n—i)=w(n—1)

esitlikleri mevcuttur'.
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ISPAT: S pseudo-simetrik sayisal yarigrup ve g(S ) cift olsun. O zaman,

£) (2S) +neAp(S,n) ve @4—}1 < max(4p(S,n))

seklindedir. Eger i € {1,...,n—1} ise, 0 zaman

g($)
2

w(i)-ngs ve w(i)—n=
bulunur. Ote yandan,
g(8)~(w(i)-n)es
oldugundan
w(n=1)-w(i)=g(S)+n-w(i)es
yazariz. Bu durumda,
w(n-1)e 4p(S.n)
oldugundan
w(n—-1)-w(i)e Ap(S.n)

sonucuna variriz. Ayrica

elde ederiz. Ciinkii, aksi halde w(i):%s) olur ki bu ise w(i)eS olusu ile

celisir. Boylece
w(i)+w(n—i) = W(n—l)

esitligini buluruz.
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3.3 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve g(S ) cift olsun. S pseudo-simetrik ise o
zaman 7 e S\{O} icin
max <; (Ap(S,n)) = {g(S)/2+n,g(S)+n}

olarak yazilir'.

3.4 ORNEK: §=(4,7,9)={0,4,7,8,9,11,—>..} ve g(S5)=10 olup
Ap(S,4)={seS:s-4¢5}={0,7,9,14}

seklindedir. Yani,

Ap(S,4)={0=w(1)<w(2)<w(3)}u {%Jr 4}
={0,7,14} U {9}
olarak yazilir. Ayrica, burada
max <, (4p(S,4))=1{9,14}
seklindedir.
3.5 ORNEK: S =(5,6,13) ={0,5,6,10,11,12,13,15,—...} ve g(S)=14 olup
Ap(8,5)={seS:s-5¢5}={0,6,12,13,19}
= 0= w(1),w(2), w(3) w(4)} {7 +5)
=1{0,6,13,19} U {12}
A%~
max <, (4p($,5))={12,19}

yazilir.
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3.6 ONERME: S =(n,,n,,n,) sayisal yarigrubu verilsin. Her i< {1,2,3} i¢in

c, = min{x € N\{O} Doxm; € <{nl,n2,n3}\{ni}>}
sayilar1 tanimlansin. Eger
{nl.,nj,nk} ={n,ny,n} ve a,beN, b<c olmakiizere an, =bn;+n,
esitligi varsa a=c, yazilir '
ISPAT: 0<r<cigin,
a=qc, +r
olacak sekilde ¢g,r e N alalim. ¢, nin tanimindan dyle A, e N vardir ki
on, = An, + un,
yazilir. Budurumda an;, =bn, +n, iken
gAn;+qun, +rn,=bn, +n,
sonucuna variriz. Eger 1=0 ise, o zaman
gAn, +rn, =bn; +n,
yazariz. Bu durumda
b>gA
yazilir. Boylece
r<c, iken, rn, = (b —qxi)nj +n,
bulunur. Buise ¢, tanimiyla celisir. Bu yiizden g # 0 olmalidir.
Eger g =0 ise o zaman benzer bir ¢eliski buluruz. Boylece,
qu>0 ve bn, =qgAn, +(qu—1)n, +rn,

elde ederiz. Buradan
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b>qA ve (b—qA)n, =(qu—1)n, +rn,
yazariz. Ote yandan, hipotezden b<c . olup
b—gA=0
esitligini elde ederiz. Bu, » =0 ve gu =1 oldugu anlamina gelir. Boylece,
H=g=1olup a=c
sonucuna variriz.
3.7 SONUC: S pseudo-simetrik bir sayisal yarigrup ve e(S ) , S nin indirgenme

boyutu olsun. S nin katliligi z(S)>4 ise o zaman

seklindedir.

ISPAT: Ispat i¢in e(S)# u(S) oldugunu gdstermek yeterlidir. e(S)=u(S) ise o
zaman S, { u(S),n,..., n, S)*l} ile minimal olarak iiretilir. Bundan dolay1

g(s

ap(S.n)={0<m <..<ny ) u{nl =T)+e(s)}

olarak yazilir.
#(S)-123 oldugundan n, #n, #n,q

yazilir. Buradan

n, o ,—n, €S

u(S)

sonucuna variriz ki bu { ,u(S ),n],...,nﬂ( S)_l} kiimesinin S i¢in bir minimal retecler

sistemi oldugu gercegi ile ¢elisir.
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3.8 ONERME: S =(n,,n,,n,) seklinde bir sayisal yarigrup ve g(S) ¢ift olsun. Ote

yandan, her i €{1,2,3} igin

, =min{xeN\{0}: xn, E<{n1,”za”3}\{”i}>}

sayilar1 tanimlansin.

Eger S pseudo-simetrik ise 0 zaman
g(S)/2+n1 € {(02 —l)nz,(c3 —l)n3}
seklindedir' .

3.9 ONERME: S=(n,n,,n,) seklinde bir sayisal yarigrup ve g(S) gift olsun.

Bununla birlikte, her i e {1,2,3} igin

¢, =min{xeN\{0}: xn & ({n.m.m}\{n})}

sayilari tanimlansm. Eger S pseudo-simetrik ve g(S)/2+n, =(c, —1)n, ise 0 zaman
Ap(S,m)={an,+bn,: 0<a<c,-2,0<b<c;-1}U{(c,~1)n,}
seklindedir' .
ISPAT: ¢;n, ¢ Ap(S,n,) ve 3.2 Onerme’yi kullanarak, a,b € N olmak iizere
an, +bn, € Ap(S,n,)\{g(5)/2+n}

ise 0zaman a<c,~1 ve b<c,~1 bulunur,

Yani ispatin devaminda, g(S)+n =(c,~2)n,+(c,~1)n, oldugunu

gostermek yeterlidir.

(¢, —2)n,,(c; —1)n, eAp(S,nl)\{g(S)/2+nl}
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alacak olursak, 3.2 Onerme ve 3.3 Onerme’den, 3Ja,beN igin a<c,—2 ve
b <c, -1 olmak lizere,
g(8)+n =(c;—1)ny+an, =(c, —2)n, +bn,
elde ederiz. Ote yandan,
(¢;—1)ny+an, =(c, —2)n, +bn,
esitliginden, a=c, -2 ve b=c,—1 sonucunu ¢ikaririz.
3.10 ONERME: S =(n,,n,,n,) seklinde bir sayisal yarigrup ve g(S) ift olsun.

Ayrica, her ie{1,2,3} igin
c, = min{x € N\{O} Doxn; € <{nl,n2,n3}\{ni}>}

sayilart tammlansm. Eger S pseudo-simetrik ve g(S)/2+n, =(c,—1)n, ise 0 zaman

asagidakiler mevcuttur

(1) an =(c, —l)n2 +n,
(2) ¢,n, =(cy —l)n3 +n,

(3) eyny = (c1 —1)n, +n,
ISPAT: 3.3 Onerme’den (c, —1)n, € Ap(S,n, ) oldugundan dolay:
(c] —l)n1 +n, & Ap(S,nl)
yazilir. Boylece, a # 0 olmak lizere dyle a,b,c € N vardir ki
(¢, =1)n, +ny = an, +bn, +cn,
bulunur. 3.9 Onerme’den (¢, —2)n, +n, € Ap(S,n,) oldugundan

b=0 ve ¢c=0

elde ederiz. Bundan dolay1
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an, = (02 —l)n2 +n,

yazariz. Bu durumda 3.6 Onerme’yi kullanarak
a=c
sonucunu elde ederiz. Yani (1) ispatlariz.
Ote yandan g(S)/2+n, # g(S)/2+n =(c,~1)n, iken 3.8 Onerme‘yi gdz
Oniine alarak,
g(S)/2+n3 = (c1 —l)n]

oldugunu buluruz. Yukaridaki diisiinceyle,

iy = (c1 —l)n] +n,
esitligini buluruz. Son olarak, g(S)/2+n,=(c,—1)n, esitliginden de

en, =(c;=1)ny +n,
sonucunu elde ederiz.
3.11 SONUC: § = <nl,n2,n3> seklinde bir sayisal yarigrup ve g(S ) cift olsun. Eger
S pseudo-simerik ise n,,n, ve n,sayilar ikiser ikiser aralarinda asaldir.
ISPAT: S bir sayisal yarigrup ve obeb{n,,n,,n,} =1 oldugundan 3.10 Onerme’nin
(1) halinden

n,=c¢n —(c,—1)n,
yazilir. Boylece,

obeb{n,,n,} =obeb{n,,n,,n} =1

bulunur. Benzer sekilde, 3.10 Onerme’nin (2) ve (3) esitliklerini gdz dniine alarak,

obeb{n,,n,} ve obeb{n,,n,} i¢in benzer durumun sz konusu oldugu goriiliir.
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3.12 SONUC: S =(n,,n,,n,) seklinde bir sayisal yarigrup ve g(S) cift olsun. Eger
S pseudo-simetrik ise 0 zaman dylea,b,c € N \{0, 1} sayilari vardir ki
{e(b-1)+1, a(c-1)+1, b(a—1)+1}
kiimesi S nin minimal iirete¢ sistemidir.

ISPAT: {nl,nz,n3} , S nin minimal {irete¢ sistemi olsun. O zaman,

#(AP(S’”I)) =n
olup, 3.9 Onerme’den
n =c (02 —l)+l
bulunur. Benzer sekilde, n,=c (¢,—1)+1 ve n,=c,(¢,—1)+1 oldugunu elde
edebiliriz.
3.13SONUC: S= <n] ,nz,n3> seklinde bir sayisal yarigrup olmak {izere,

her i {1,2,3} igin

¢, =min{xeN\{0}: xn & ({n,m.m}\{n})}
sayilari verilsin. Eger S pseudo-simetrik yarigrup ise, o zaman
g(S) = 2(c1 —1)(c2 —1)(c3 —1)—2
seklindedir.

ISPAT: 3.9 Onerme’yi goz 6niine alarak,
g(S)+n1 = (c3 —l)n3 +(c2 —2)n2

yazariz. Boylece, 3.12 Sonug’tan,
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(e;=1)ny+(c, =2)ny, = =(c; = 1) (e, (¢, =1) +1)+(c; —2) (¢, (¢ =1) +1) = (5 (c, =1) +1)
=2(c,—1)(c, —1) (e, -1)-2
elde ederiz.

3.14 ORNEK: §=(5,6,13)={0,5,6,10,11,12,13,15,—..} ve g(S)=14 olan §
sayisal yarigrubunun 2.20 Ornek’ten pseudo-simetrik oldugunu biliyoruz. Ote

yandan, i €{1,2,3} i¢in

¢, = min{x € N\{O} DoXm; € <{n1,n2,n3}\{ni}>}
esitligini kullanarak,

5

¢ =min{xeN\{0}: x5e({5,6,13}\{s})|
¢, =min{xeN\{0}: x6e({56,13}\ {6})} =3
¢, =min{xe N\ {0}: x.13e({5,6,13}\{13})| =2

tam sayilari igin
g(8)/2+n e{(c;~1)ny.(c;~1)n,}
buluruz. Yani,
14/2+5e{(3-1).6,(2-1)13]
olup 6rnegimiz 3.8 Onerme’yi dogrular. Bununla birlikte,
S pseudo-simetrik ve g(S)/2+n =(c,—1)n, yani,
14/2+5=(3-1).6=12

oldugundan,

Ap(S.5)={6a+13b: 0<a<3-2, 0<b<2-1}U{(3-1).6}
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seklindedir. Yani,
Ap(S,5)={0,13,6,19} U {12} ={0,6,12,13,19}

olup 6rnegimiz 3.9 Onerme’yi dogrular. Ustelik,

(1) aon, :(cz—l)nz+n3 ) 5.5=(3—1).6+13:25
(2) eyn, =(c;—1)ny +n icin (2) 3.6=(2-1)13+5=18
(3) ey =(c,—1)m, +n, (3) 2.13=(5-1).5+6=26

oldugundan &rnegimiz 3.10 Onerme’yi dogrular. Son olarak, S pseudo-simetrik

oldugu i¢in

seklindedir. Ciinki,
g(8)=2(5-1)(3-1)(2-1)-2=16-2=14
olarak bulunur. Bu durumda 6rnegimiz 3.13 Sonug¢’u da dogrular.
3.15 TEOREM: S =(n,,n,,n,) seklinde bir sayisal yarigrup ve her i €{1,2,3} i¢in
c, = min{x € N\{O} Doxn; € <{nl,n2,n3}\{ni}>}

olsun. Eger S pseudo simetrik ise

(n,—n, +n3)+\/(n1 +my+my) —4(mny +mng+ g —mnyn,)
2n, ’

(n,+n, —n3)+\/(nl +n, +n, )2 —4(mn, +nn, +n,n, —nn,ny)

b

2n,

(—nm +n,y + n3)+\/(n1 +n,+n, )2 —4(mn, +mny +nyny —mnyny )
2n,

cN

seklindedir' .
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ISPAT: a,b,c bilinmeyenleri ile

n =c(b-1)+1
n, =a(c—1)+1
ny=b(a-1)+1

esitlik sistemini goz ontine alalim. Ayrica
2
A= (n1 +n,+ n3) —4(n1n2 +nny + nyn, —n1n2n3)

olarak belirleyelim. Yukaridaki sistemin ¢6ziimii

9b7 = 2 b
(a.5.c) [ 2n, 2n, 2n,

(m=ny+m)=~A (m+n,—n)—A (—nl+n2+n3)—x/XJ

olup

2n, ’ 2n, ’ 2n,

(a b c):((nl_nfw%)*'\/K (”1+”2_”3)—\/X (—nl+n2+n3)—\/X}

seklinde bulunur. Burada,

\/Z:\/(—nl +n, +n3)2 +4(n, —1)nn, >—n, +n, +n,

\/XZ\/(n, +n, +n)’ +4n, (n2 —l)n3 >n, —n,+n,

JA = \/(”1 +n,—n,)’ +4nn, (n3 —1) >n, +n, —n,
olduguna dikkat edelim.

Boylece, bu ¢ozlimlerin hepsi reel sayilar olup bunlar, tek pozitif ¢oziim

olan a,b,c sayilarmin ikinci se¢imidir. Eger S pseudo-simetrik ise, o zaman 3.12

Sonug’tan, yukaridaki denklem sistemi negatif olmayan bir tamsay1 ¢Oziimiine

sahiptir.

30



3.16 NOT: 3.15 Teorem’de verilenlere gore

g(8)=—(n+n, +n3)+\/(n1 +my4m) —4(n1n2 +nn, +n,m —n n2n3) :

ve

(n,—n, +n3)+\/(n1 ) —4(mny +mny 4y — )
¢ = ,

2n,
. (m, +n, —n3)+\/(n1 +ny+m) =4 (mn, +mn, +nyny —nnyny)
2 2n, ’
. (—nm +n,y + n3)+\/(n1 +my ) —4(mn, +mn, +nyny —nnyn, )
L=

2n,

olarak yazilir.

3.17 TEOREM: abc >2olacak sekilde dyle a, b, ¢ pozitif tamsayilar1 vardir ki
S = <s] ,sz,s3> pseudo-simetrik ise 0 zaman,

s,=l+ab+b, s,=1+bc+c, s,=1+ca+a
ile verilir* .
3.18 ONERME: S sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayisi g(S ) cift olsun. Eger
S pseudo-simetrik ise o zaman

Pg(8)={2(5)/2.2(5)}

olarak yazilir’.

3.19 ONERME: S sayisal yarigrup ve g(S) onun Frobenius sayisi olsun. Eger §

pseudo-simetrik ise 0 zaman x € Z\S i¢in
ya g(S)-xeS yada x=g(S)/2

seklindedir °.
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3.20 ONERME: S sayisal yarigrup ve H(S) ile N(S) sirasiyla S nin bosluklari
ve minimal temsilcilerinin kiimesi olsun. Eger S pseudo-simetrik ise o zaman,
#(H (S))=#(N(S))+1
esitligi mevcuttur” .
3.21 ORNEK: S =(5,6,13)={0,5,6,10,11,12,13,15,—...} ve g(S)=14 olup,
Pg(S)={xeZ\S: x+seS, VseS\{0}}
={7,14}
olarak bulunur. Bununla birlikte, xeZ\S icin
ya (14-x)eS vyadax=7
oldugu agiktir. Ote yandan S nin bosluklarinmn kiimesi H (),
H(S)=1{1,2,3,4,7,8,9,14}
ve S nin minimal temsilcisi
N(S)={seS:s<14}={0,5,6,10,11,12,13}

olup,

esitligini kolayca elde edebiliriz.

3.22 SONUC: S sayisal yarigrubu pseudo-simetrik olsun. O zaman asagidakiler
mevcuttur® :

(1) /2 simetriktir ancak ve ancak g(.S), 4 iin bir kat1 degildir,

(2) 82 pseudo-simetriktir ancak ve ancak g (S ) , 4 1n bir katidir.
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3.23 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve g(S) ile N(S) sirasiyla onun Frobenius

sayis1 ve minimal temsilcilerinin kiimesi olsun. S pseudo-simetrik ise o zaman

seklindedir ° .
3.24 ONERME: Tek say1 kondiiktorlii bir S sayisal yarigrubu pseudo-simetrik ise

0 zaman (c - 1) / 2 den farkli negatif olmayan herhangi bir i tamsayisi igin,
ieH(S) iken c¢—1-igH(S)

seklindedir® .

3.25 ONERME: S pseudo-simetrik bir sayisal yarigrup, kondiiktdrii ¢ ve

ne S\{O} olsun. O zaman n+(c—1)/2  sayisindan farkli herhangi bir
s Ap(S,n) igin,
n+c—l-se Ap(S,n)
seklindedir.
ISPAT: n+c—1-s—-n=c—-1-s¢S yazilir. Aksihalde c—seS olur. Bdylece
n+c—l-se Ap(S,n)
elde edilir.
3.26 ONERME: S bir sayisal yarigrup g(S), e(S), u(S) swrasiyla S nin
Frobenius sayisi, gdmme boyutu ve katilig1 olsun. O zaman
S pseudo-simetrik, e(S)=3 ve u(S)=4 ise x=3 ve x tek tamsay
olmak iizere,
S=(4, x+2, x+4)

seklinde olur.
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ISPAT: Eger ¢(S)=3 ve u(S)=4 ise o zaman{4,n,,n,} kiimesi S i¢in minimal
. S
iiretecler sistemidir. 3.1 Onerme’den #+ 4e€Ap(S,4) oldugunu biliyoruz.

O zaman, iki durum s6z konusudur:

S ,
(1) Eger ¥+ 4 bir minimal iireteg ise 3.2 Onerme’den ,

S
Ap(S.4) Z{O,nl = g(2 )+4,n2,2n2 =g(S)+4}
5 e _g(S) B B
oldugunu ¢ikarabiliriz. Eger, x= = alirsak, o zaman n, =x+4 ve n, =x+2

olur. Ote yandan g(S)¢ S oldugundan, x tektir.

S
(2) Eger %) +4 bir minimal lirete¢ degil ise o0 zaman

g(9)

Ap(S,4)={O,n1,n2,T+4}

seklindedir. Bu yiizden g(S)+4=n ya da g(S)+4=n, olur. g(S)+4=n
oldugunu farz edelim. Bu durumda 3.2 Onerme’den n,—n, € S sonucunu gikaririz

ki bu {4, n, n2} nin minimal {iretecler sistemi oldugu ile ¢elisir.
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4. BIR SAYISAL YARIGRUBUN PSEUDO-SIMETRIK OLMASI iCiN
YETERLiI KOSULLAR
Bu boliimde, bir sayisal yarigrubun pseudo-simetrik olmasi icin yeterli

kosullar incelenmektedir.

4.1 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve g(S) ¢ift olsun. O zaman ne S\{O}
olmak iizere, her i € {1,2,...,n—1} igin
w(i)+w(n—i) = w(n—l)

Ve

Ap(S,n):{O:w(1)<w(2)<...<w(n—l)zg(s)—i-n}u{g(zs)—i-n}
ise S pseudo-simetriktir.
iSPAT: ) . g(s) 3
. xeZ oyle ki X# I ve x¢S olsun. g(S)-xeS oldugunu

gosterelim. w=x (mod n) olacak sekilde we Ap(S,n) alalm. O zaman

keN \ { 0} olmak tizere, x = w—kn sayisi i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur:

S
1) Eger w=i)+n ise , 0 zaman
(1) Eg 5

g(S)—x:g(S)—[$+n—kn]:%S)+(k—l)n

olur. Ayrica, x# olmasi k #1 demektir ki bu durumda k£ >2 esitsizligi elde

2(s)
2

ederiz. Buradan, g(S)-xeS oldugunu gosterebiliriz.
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g(9)

(2) Eger w#=""2+n ise, o zaman hipotezden w(n—1)-weS oldugu
igin
g(S)-x=g(8)~(w—kn)=g(S)+n—w+(k-1)n=w(n-1)—w+(k-1)neS
elde ederiz.
4.2 ONERME: S bir saysal yarigrup ve g () sift olsun. Eger ne S\ {0} i¢in
max < (4p(S.,n))={g(S)/2+n,g(S)+n} ise S pseudo-simetriktir' .
4.3 TEOREM: S=(n,n,,n,) seklinde bir sayisal yarigrup ve g(S) sift olsun.

Ayrica, her i e{l, 2,3} i¢cin

¢, =min{xeN\{0}: xn, ({nm,n,n} \{n})|
sayilar1 tanimlansin. Eger,
an =(c, =)y +ny, c,ny=(¢;=1)ny+n,  ve cny=(¢,—1)n, +n,
esitlikleri varsa o zaman S pseudo-simetriktir.
ISPAT:
2((¢, =1)ny—n) =(¢; =1)ny +(c, =2)n, —n,
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun yerine
(2¢,~2)m, =(&; 1), +(c, ~2)m, +1,
esitligini gostermek ispat1 bitirir:
(2¢,~2)m, = (¢ —2)m, + ey, = (¢ =2)my + (¢, =)y +1,

elde edilir.
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44 TEOREM: (c(b-1)+La(c-1)+1)=1 olacak sekilde a,b,c e N\{0,1}
verilsin. O zaman
S=(c(b-1)+1, a(c-1)+1, b(a-1)+1)
sayisal yarigrubu pseudo-simetriktir ve
g(8)=2(a-1)(b-1)(c-1)-2
seklindedir.
ISPAT: n,=c(b-1)+1, n,=(c-1)a+1 ve n,=b(a-1)+1 olsun.  Bu
durumda (n1 , n2) =1 oldugunda S bir sayisal yarigrup olur. Ote yandan,
an, =(b—1)n, +n,, bn, =(c—1)n,+n, ve cny=(a—1)n +n,
oldugunu gostermek zor degil. Bununla birlikte,
(nl,nz) :(nz,n3) :(”19”3) =1
olduklar1 goz oniine alinarak ¢, =a, ¢, =b ve c; =c oldugu ispatlanirsa o zaman
{m,n,,n,}, S nin minimal iiretegler sistemi olur:

Farz edelim ki O<x<a olacak sekilde x e N ve
Jy,zeN igin xn, = yn,+zn, varolsun. Bu durumda, n =bn,—(c—1)n, iken
xn, = xbn, —x(c—1)n, esitligini elde ederiz. Bu nedenle,

yn, +zny = xbn, —x(c—1)n,
olur ve boylece
(xb—y)n, = (z+x(c—1))n3
yazilir. Ote yandan, (nl,nz) =1 oldugundan bu son esitlik baz1 pozitif tam sayilar

i¢in
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xb—y =kn,
anlamma gelir (xb—y #0 seklindedir. Clinkii, aksi halde z = —x(c — 1) olur ki bu
imkansizdir). Buradan, xb >n, yazilir ve sonug olarak

(a-1)b>n,
bulunur. Buda n,;=(a—1)b+1 ile gelisir. Yani, a=c¢, oldugu sonucuna variriz.
Benzer sekilde, ¢, =b ve c, =c olduklarini elde edilebiliriz.
4.5 ORNEK: 4.4 Teorem’de a=3, b=4, c=5¢ N\{O,l} alinirsa, (16,13)=1

cikar ve

S = <9,13,16> = {0,9,13,16, 18,22,25,26,27,29,31,32,34,35,36,38,39,
40,41,42,43,44,45,47,— }

sayisal yarigrubu pseudo-simetrik olup,
g(8)=2(3-1)(4-1)(5-1)-2=46
bulunur.

4.6 TEOREM: S = <nl,n2,n3> bir sayisal yarigrup ve

(n,—n, +n3)+\/(n1 +my ) —4(mn, +mng + g —mnyn,)
2n, ’

(n,+n, —n3)+\/(n1 +my+m) —4(mny +mny+nyny —mnyn, )

>
2n,

(= +n,y + n3)+\/(n1 +n,+n, )2 —4(mny +mny +nyny —mnyny )
2n,

cN

oluyorsa S pseudo-simetriktir
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ISPAT: 4,b,c bilinmeyenleri ile

n =c(b-1)+1,
n,=(c—-1)a+l,
ny=b(a-1)+1,

Esitlik sistemini goz oniine alalim.
A=(n +n,+n) —4(mn, +mn, +nyn, —nn,n,) olarak belirleyelim.

Yukaridaki sistemin ¢oziimii

(”1 - +”3_\/X) (n, +n, —n3)—\/Z (—n, +n2+n3)—\/X

b
2n,

(a,b,c):

Ve

seklindedir. Burada,

\/ZZ\/(—n, +n, —i—n3)2 +4(n] —1)n2n3 >—n, +n,+n

\/Zz\/(n1 +112+113)2+4nl(112—1)rz3 >n, —n, +n,
\/ZZ\/(nl +n,—n,)’ +4n1n2(n3—1) >n, +n, —n,

olduguna dikkat edelim.

Bundan dolay1 bu ¢oziimlerin hepsi reel sayilar olup bunlardan tek pozitif
¢Oziim, a,b,c sayilarmin ikinci se¢imidir.

Eger { a,b,c} tamsay1 ise, o zaman 4.4 Teorem den S sayisal yarigrubu

pesudo- simetrik oldugu bulunur. (Burada n,,n,,n, #1 iken a,b,c 22 seklindedir).
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4.7 NOT: 4.3 Teorem’de verilenlere gore

g(8)=—(n+n, +n3)+\/(n1 +my4m) —4(n1n2 +mn, +n,m —n n2n3) :

Ve

(n,—n, +n3)+\/(n1 oy +my) —4(mny +mny 4y —mnyn,)
¢ = ,

2n,
. (n, +n, —n3)+\/(n1 tn,+my) =4 (mmn, +mn, +nyny —nnyny)
2 2n, ’
. (—nm +n,y + n3)+\/(n1 +ny ) —4(mn, +mn, +nyny —mnyn, )
L=

2n,
olarak yazilir.
4.8 ONERME: S = <S1,S2,S3> simetrik olmayan bir sayisal yarigrup, g(S ) ve t(S )
stirastyla onun Frobenius sayis1 ve tipi olmak {izere,
M={FeZ\S: F+seS, seS\{0}, i=12,..¢(S)}
kiimesini tanimlayalim. Yani M, S nin Pseudo Frobenius sayilarin kiimesi

olsun. Buna gore, S nin kutup noktalarinin kiimesi K (S ) olmak iizere,

E(S) =g(S) ve F

(s)1 = max(K (S))

seklindedir.

ISPAT: S nin  Frobenius sayisi  g(S§)=max (H (S )) oldugundan

g(5)=max (K (S )) yazilir. Boylece,

elde edilir. Diger taraftan, F

(51 €K (S) alalm. Bu durumda, x=g(S)-F

oldugundan
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xeH (S )
cikar. x € S oldugunu varsayalim. O zaman,
E,

(5)-1 +x=g(S)eH(S)

esitligini elde ederiz ki bu ise E( s)1 € K (S ) varsayimimizla ¢elisir. Sonunda

Figys €K(S)

()
elde ederiz.

Simdi de Ft(s)4 sayisinin K (S ) nin maksimal eleman1 oldugunu gdsterelim.
Aksine, Ft(s)4 <y< E(S) olacak sekilde bir yeK (S ) oldugunu varsayalim.
Y+, € H(S) olacak sekilde bir y, € S varolsun.

y, €K(S) iken g(S)-y eK(S) (*)
ve
y, €S iken y, +y, e H(S)

olur.

Ik olarak, y, +y, ¢ K(S) oldugunu varsayalim. O zaman

g(8)-(n+1)=(g(8)-n)-r=seS=g(S)-y =y, +seS

ise (*) ifadesi ile gelisir.

Daha sonra y,+y, €K (S ) oldugunu varsayallm. Bu durumda, y, +y,,

F;(S)_l <y +y, <E(S) esitsizligini saglayan bir baska olur. Bu ise [E(s)mE(sJ

araliginin sonlu olusu ile celisir.  Yani Ft(S%1 < y<E(S) olacak sekilde bir

y €K (S) yoktur.
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4.9 SONUC: § =<s1,sz,s3> bir sayisal yarigrup ve g(S ) onun Frobenius sayisi
olsun. Eger S nin bir tek Kutup noktasi varsa, o zaman S pseudo-simetriktir.

ISPAT: K (S)= {x eZ\S: g(8)-x¢ S} kiimesi tek elemanli olsun. O zaman

olur. Ote yandan, 4.8 Onerme’den, bu deger E(S) sayisidir. Boylece, t(S ) =2

-1
olup S pseudo-simetriktir.

4.10 TEOREM: § = <sl,s2,s3> simetrik olmayan bir yarigrup ve abc>2 olacak
sekilde a,b,c pozitif tamsayilar1 olsun. Bu durumda S sayisal yarigrubu,
s,=l+ab+b, s,=1+bc+c, s,=l+ca+a
ile veriliyor ise 0 zaman S pseudo-simetriktir* .
4.11 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve Pg(S ) onun pseudo-frobenius
sayilarinin kiimesi olsun. O zaman
Pg(S)={ g(5)/2, &(5)}

oluyorsa S pseudo-simetriktir”.

4.12 ONERME: S sayisal yarigrubu verilsin. Eger, x € N\S icin
g(S)—xe S yada x= g(S)/Z
ise S pseudo-simetriktir °.

4.13 ONERME: S bir saysal yaigrup, H (S ), S nin bosluklarinin kiimesi ve

N(S)={S eS: s <g(S)} olmak tizere,

ise S pseudo-simetriktir’.
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4.14 ONERME: S bir sayisal yarigrup ve g(S ) onun Frobenius sayis1 olsun.

N(S):{seS: s<g(S)} olmak iizere,

#(N(5))=2(5)/2

esitligi saglaniyorsa S pseudo-simetriktir’ .
4.15 ORNEK: 4.10 Teorem’i kullanarak a.b.c >2 Olmak iizere, a=2, b=1 ve
¢ =3 alirsak,

s,=1+2.1+1=4, s,=1+13+3=7 ve s5;,=1+32+2=9
secersek S = <S] ,sz,s3> = <4, 7,9> sayisal yarigrubu pseudo-simetrik olur.

Gergekten de 4.11 Onerme’den de
Pg(S)={5,10}
olup S pseudo-simetriktir. Ustelik, 4.14 Onerme’den de S nin pseudo-simetrik
oldugunu gorebiliriz:
N(S)={seS: s<10}={0,4,7,8,9}

olup

seklindedir. Yani S, pseudo-simetriktir. Bununla birlikte, S nin kutup noktalarinin

kiimesi,
K(8)={xeZ\S: (10-x)eS}={5}

olup 4.9 Sonug¢’tan da S nin pseudo-simetrik oldugunu sdyleyebiliriz.

43



4.16 ONERME: S sayisal yarigrup ve g(S) cift olsun. Eger S indirgenemeyen ise

o zaman g(S)=h+4" olacak sekilde V h,h' Z\# icin

yaheS yadah'eS

oluyorsa S pseudo-simetriktir °.

4.17 ONERME: c¢=2g -1 ise kondiiktérii ¢ ve tiirii g olan S sayisal yarigrubu
pseudo-simetriktir® .
4.18 ONERME: S bir sayisal yarigrup olmak iizere, g(S), e(S), u(S) sirasiyla
S nin Frobenius say1s1, gdmme boyutu ve katilig1 olsun. e(S ) =3 ve ,u(S ) =4 ise
x >3, x tek tamsay1 olmak iizere,

Eger S = ( 4,x+2, x+ 4> ise § pseudo-simetriktir.
ISPAT: ¢(8)=3 , u(S)=4 ve S=(4,x+2,x+4) oldugundan S nin
iiretegler sistemi, {4, x+2, x+4} seklindedir. Bu durumda,

Ap(S,4) = {0,x+2,x+4,2x+4}

yazilir. Bunedenle, g (S ) =2x bulunur. Boylece,

Ap(S,4)={0,g(2S) +4,g(S2)+4,g(S)+4}

yazilabilir ki 4.1 Onerme’den de S pseudo-simetrik ¢ikar.

4.19 ORNEK: 4.18 Onerme’ de  x =7 alirsak
S=(4,9,11)={0,4,8,9,11,12,13,15,—> ..} ve g(S5)=14

olup. § nin kondiiktord,

c=14+1=15
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sayisidir. Ote yandan,
H(S)=1{1,2,3,5,6,7,10,14}
olup S nin tiirti
g=#(H(s))=8
seklindedir. Boylece
c=15=2.8-1
olup S pseudo-simetriktir. Ustelik
Ap(S,4)={ xesS: s—46£S}

{Q%;+4}4+4

J4+4}

(0,11,9,18}

olarak yazilabilir.
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