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Einstein’in gravitasyonel alan denklemleri ile ilgili arastirmalari kuramin
temel ilkelerinin yani sira ilgili sistemler i¢in uygun bir enerji-momentum korunum
yasast elde etme temeline dayanmaktaydi. Gergcekte de, fizikteki gelismelere yon
veren temel etken, korunum yasalarin1 elde etmek igin yeni enerji bigimlerini
tanimlama girisimleridir. Ciinkii bilindigi gibi, enerji kavrami fiziksel kuramlarin
timiinde temel rolii iistlenmektedir. Fakat goreli gravite kuramlarinda arzu edilen
yeni enerji bicimi tanimlama konusundaki ¢abalar ciddi zorluklarla kars1 karsiya
kalmaktadir. Buradaki temel zorluk, gravitasyonel alana ait ve fiziksel acidan tam
olarak anlamh bir enerji ifadesinin tanimlanmasi ile ilgilidir.

Bu calisma kapsaminda, goreli gravite kuraminda enerji-momentum korunum
yasast elde etme adina gerceklestirilen ¢aligmalardan bazilar1 tekrar gbzden gegirildi
ve enerji-momentum yerellesme problemi ile ilgili bir arastirma gergeklestirildi.
Cesitli evren modelleri i¢cin Einstein, Landau-Lifshitz, Bergmann-Thomson e-m
pseudokompleksleri ve bunlarin teleparalel versiyonlart kullamilarak GG ve TPG
kuramlarinda e-m dagilimlar elde edildi. Ayrica yine bu evren modelleri i¢in Mgller
(1958) e-m pseudokompleksi kullanilarak sadece GG kuraminda enerji-momentum
dagilimlan arastirildi. Gergeklestirilen hesaplamalar sonunda bu evren modelleri i¢in
GG kuraminda dort farkh temsil ile birbirinden farkli e-m dagilimlan elde edilse de
Einstein, Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson temsilleri ile bunlarin teleparalel
versiyonlarinin ayni sonuclar verdigi gozlendi. Ayrica, bu evren modellerinden
birine ait alt durumlar icin gerceklestirilen hesaplamalarda Mgller disindaki tiim
temsillerin e-m dagilimi igin sifir degerini verdigi gozlendi. Dolayisiyla Mgller
digindaki temsillerle elde edilen bu sonuglar, Tryon tarafindan ileri siiriilen biiyiik
patlama modelini desteklemektedir ve bu uzay-zamanin Evren’i modelleme adina en
az FRW modeli kadar uygun bir yapida oldugunu gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Genel Gorelilik, Teleparalel, Enerji-Momentum,

Pseudokompleks.



ABSTRACT

Einstein’s researches related to gravitational field equations were based on
basis of derivation of a suitable energy-momentum conservation law for relevant
systems as well as basic principles of the theory of General Relativity. In practice,
the main factor directing the development in physics is attempts to define new energy
forms in order to obtain conservation laws. Because, it is known that the concept of
energy plays an essential role in all physical theories. However, the attempts to
define desirable new energy forms in theories of relativistic gravity come up against
serious problems. The basic problem here is related to define an energy expression
which is regarding to gravitational field and physically meaningful.

In this study, some of various energy-momentum pseudocomplexes
constituted to get energy-momentum conversation law in theories of relativistic
gravity were reviewed and a research related to energy-momentum localization
problem was carried out. For various universe models, energy-momentum
distributions in General Relativity and Teleparallel Gravity were obtained using
Einstein, Landau-Lifshitz, Bergmann-Thomson energy-momentum pseudocomplexes
and their teleparallel versions. Furthermore, energy-momentum distributions in
General Relativity were investigated by using Mgller (1958) energy-momentum
pseudocomplexes for the same space-time models. After all executed calculations, it
was observed that Einstein, Landau-Lifshitz and Bergmann-Thomson representations
and their teleparallel versions gave the same results while different energy
momentum distribution for each one of these different representations was obtained
in these universe models. In addition, it was observed that all representations except
that of Mgller (1958) give zero value for energy-momentum distribution in executed
calculations for subgroups of one of these universe models. Therefore, these obtained
results for all representations except for Mgller support the “big bang” model
proposed by Tryon and show that this space-time is as suitable as Freidmann-
Robertson-Walker model for modeling the Universe.

Keywords: General Relativity, Teleparallel, Energy-Momentum, Pseudocomplex.
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1. GIRIS

Gorelilik kuraminin ortaya c¢ikmaya baslamasi fiziksel kavramlarda bazi
degismeleri beraberinde getirdi. 1887’de Voigt' hareket eden bir referans sistemi icin
matematiksel olarak uygun bir ¢' yerel zaman ifadesini tanimladi. Benzer ifade 1892
yilinda H. A. Lorentz> tarafindan da yazildi. Lorentz bu ifadenin matematiksel
uygunluguna ek olarak bir takim fiziksel sonuclar da elde etti ve bu caligmalarini
esirin varhigini goz Oniine alarak gerceklestirdi. Fakat E. W. Morley ve A. A.
Michelson*'un gerceklestirdigi deneyin esir hakkinda ortaya c¢ikardigi olumsuz
sonuglar kuram i¢in biiyiik zorluklar dogurdu. Bu durumu diizeltmek i¢in Lorentz’ ve
ayrica bagimsiz olarak Fitzgerald® “tiim cisimler U gibi bir teleme hizi ile hareket
ettikleri zaman boyutlari degisir” seklinde bir hipotez ileri siirdiiler. Bu calismalar
19. yiizyilin sonlarinda ilk olarak J. J. Larmor’ tarafindan formiile edildi ve ilerde
Poincaré tarafindan “Lorentz Doniisiimleri” olarak adlandirilacak olan denklemler

kuruldu. Larmor bu denklemlerle ayrica zaman ol¢iisiinde de bir degisim oldugunu

gosterdi.
— Vvt to_%
="t y=y, =g 1=—C (1.1
1—2—2 1—2—2

J. C. Maxwell’in 19. yiizyilin en biiylik buluslarindan biri olan 1s181n
elektromanyetik dalga oldugunu kesfetmesiyle dogal olarak 1s1gin denklemleri de
bulunmus oldu ve 15181n yiiksek hiz1 sayesinde bu denklemler Larmor tarafindan
yiiksek hizli sistemler i¢in yazilan (1.1) doniisiim denklemlerinin 6ncelikli uygulama
alanin1 olusturdu. Dolayisiyla, 1904 yilinda Lorentz birincil sistemdeki alan
yogunluklarinin uygun secilmesi kosuluyla Maxwell denklemlerinin (yani 1s18in
denklemlerinin) bu koordinat doniisiimleri altinda invaryant (degismez) oldugunu
kanitladi®. Fakat Lorentz’e gore bu degismezlik durumu sadece yiiksiiz uzayda
Maxwell denklemleri i¢in gecerlidir ve yiik yogunlugu ile akimi iceren terimler
birincil ve hareketli sistemlerde ayni degillerdir. Lorentz in bu calismalarindaki
bosluklar Poincaré’ tarafindan dolduruldu. Poincaré daha onceki calismalarda da

kabul edildigi gibi Maxwell denklemlerinin bos uzayda saglandigim1 varsaydi ve



Lorentz’in yiik yogunlugu ile akim icin yazdigi denklemleri diizeltti ve bu sayede
elektron kuramindaki alan denklemlerinin tam kovaryanslhig tiiretilmis oldu.

Gorelilik kuramiin en temel bicimi A. Einstein tarafindan olusturuldu.
Einstein'® 1905 yilinda,

I- Fizik yasalar biitiin eylemsiz sistemlerde ayn1 sekli alir,

II- Isigin bosluktaki hizi kaynagin hizindan bagimsiz olarak

biitiin eylemsiz sistemler i¢in aymidir,
gibi iki temel ilkeye dayanan ve Ozel Gorelilik (OG) olarak adlandirdig
kurami ¢ok net bir bigimde kurdu.

Einstein bu c¢alismasinda Newton mekanigi denklemlerini invaryant birakan
Galileo doniisiimlerinin, Maxwell denklemlerini ve 1s181n hizim1 degismez birakan ve
10 parametreli uzay-zaman doniisiimleri olan Lorentz doniisiimleri ile yer
degistirmesi gerektigini Onerdi. Ayrica Newton mekanigi denklemleri Lorentz
doniigiimleri altinda invaryant kalmadigindan dolay1 Einstein hareket denklemlerini
Lorentz invaryant olacak sekilde yeniden diizenledi. Bu girisim sonunda hem
mekanik hem elektrodinamik denklemlerinin aym bicimde olmalar1 ve ayn anda
belli bir koordinat doniisiimii altinda invaryant kalmalar1 saglandi.

Einstein’in OG kurami1 Newton mekaniginde gecerli olan mutlak uzay ve
mutlak zaman kavramlarim reddetmektedir. OG kurami eylemsiz (ivme=a=0)
sistemleri agikladigindan dolayr bu kuramda sadece ivme mutlak bir kavram olarak
kalmay siirdiiriir. Bu durum Einstein’in, OG kuraminin daha genel bir kuramin 6zel
bir durumu oldugunu diisiinmesine neden oldu. 1907 yilinda Einstein'' “Denklik
Ilkesi”ni agiklayan makalesini yayilayarak bu diisiincesini agikladi ve bu genel
kurami kurma adina ¢alismalarina basladi. 1908 yilinda H. Minkowski'? gorelilik
lizerine yazmaya basladi ve gorelilik kuraminin kabuliine katkida bulundu. Ozellikle
Minkowski, uzay ve zamanin beraber diisiiniildiigiinii, gorelilik kuraminin en dogal
bir bi¢cimde ifade edilebildigi dort boyutlu uzay-zamani kesfetti ve bu kesfi ile genel
kurama giden yolu acmis oldu.

Einstein 9 yil siiren caligmalar1 sonunda 1916 yilinda Genel Gorelilik (GG)
kurami olarak adlandirdigl bu genel kuramim agiklayan makalesini'? yaymladi. Bu
kurama gore artik mutlak ivme kavramu da reddedilmektedir, yani koordinat

sistemleri arasindaki eylemsiz olma ya da olmama zorunlulugu ortadan



kalkmaktadir. Bu durum ayni1 zamanda kuramin temel ilkelerinden biri olan “Denklik
Ilkesi” ile daha net bir bicimde anlasilabilir. Bu ilkeye gore “biitiin koordinat
sistemleri denktir” ve aslinda bu ifade bu kuramin neden GG kurami olarak
adlandirdigim1 ve gergekten de bu kuramin 6zel bir durumunun (ivme =0) OG
kuramina karsilik geldigini gostermektedir.

Bu genel kuramin diger temel ilkesi ise “Genel Kovaryanslik” ilkesidir. Bu

ilkeye gore;
I- Fizik yasalart igin biitiin koordinat sistemleri aym
derecede uygundur,
II- Fizik yasalarim1 tamimlayan denklemler tensorel bi¢cimde
olmali ve Riemann uzay-zamaninda ifade edilmelidir,
III-  Fizik yasalarim tanimlayan denklemler biitiin koordinat

sistemlerinde ayni bicimde olmalidir.
Einstein bu iki temel ilkeyi matematiksel olarak formiile etmeyi basardi ve
0zgiin sekli
G=«T (1.2)
olan ve kiitle ¢cekim etkisini ifade eden denklemleri buldu. Buradaki G (Einstein
Tensoril) uzaym egriligi, 7 enerji-momentum tensorii ve K ise baglanma sabitidir.

Bu (1.2) denklemi daha agik olarak

1
G =kT =Rﬂv—§g/wR+AgW (1.3)

uv uv

seklinde yazilir. Einstein’in bu denklemi, esitligin bir tarafi uzay-zaman geometrisini

(R, : Ricci tensor, R: Riemann skaleri, g, :Metrik tensor) temsil etmesine karsin

diger tarafi enerji-momentum tensoriinii (maddeyi) icerdiginden dolay1 enerji-
momentum dagilimina karsilik gelen uzay-zaman geometrisini hesaplamamiza olanak
saglar. Burada A kozmolojik sabittir.

Einstein’1 genel kovaryant alan denklemleri ile ilgili aragtirmalara siiriikleyen
etken, bu kuramin temel ilkelerinin yani sira enerji-momentum korunum yasasidir.
Aslinda fizikteki gelismeleri karakterize eden temel etken korunum yasalarim elde
etmek icin yeni enerji bicimlerini tanimlama girisimleridir'®. Ciinkii enerji kavrami
fiziksel kuramlarin tiimiinde temel rolii iistlenmektedir. Fiziksel bir sistemin gecmiste

hangi siireclerden gectigi ve gelecekte de bu siireglerin nasil devam edecegine dair,



yani genel olarak sistemin hareketi (dinamigi) ile ilgili sorular sisteme ait enerji
(madde) dagilim ile ilgili bilgiler sayesinde cevaplanabilir. Bu amag¢ dogrultusunda
ilk calismalar Newton zamanina rastlamaktadir. Newton mekanik sistemleri igin
“korunumlu kuvvetler” niceligini tamimladi. 19.yiizyilda ise akiskan maddelerde
enerji korunumunu saglayabilmek icin “yiizey gerilim enerji kavrami” ortaya atildi.
Klasik elektrodinamikte bu amag¢ icin Maxwell ve Poynting “elektrik ve manyetik
alan yogunluklari”’m tanimladilar. OG kuraminda ise enerji korunumu kiitlenin
enerjiye denk oldugunu ifade eden {inlii
E =mc’ (1.4)
denklemiyle saglanmaktadir. Fakat GG kuraminda bu yeni enerji bicimi tanimlama
ile ilgili girisimler ciddi zorluklarla kars1 karsiya kalmaktadir. Buradaki temel zorluk
gravitasyonel alanin enerji kisminin tanimlanmasi ile ilgilidir. GG kurami 15181n
biiyiik kiitleli cisimleri tarafindan saptirllmasi, Merkiir’ {in giinberi noktasinin
ilerlemesi, 15181n gravitasyonel kirmiziya kaymasi, kara delikler ve diger X 1s1mi
kaynaklari, kozmik 1sinlar, yildizlarin kesfi vb. gibi Newton Gravite kuraminin
cevaplamakta yetersiz kaldig1 olaylar1 ¢ok basarili bir bicimde cevaplamasima karsin,
ortaya c¢ikisinin iizerinden neredeyse bir yiizyil gegmis olmasina ragmen heniiz enerji
tanimi, yani Gravitasyonel alanla baglantili korunumlu nicelikler iizerine genel bir
kabullenim yoktur.
Einstein GG kuramindaki genel kovaryant gravitasyonel alan denklemleri ile

ilgili caligsmalarinda enerji korunum yasasini

0
ox”

E, =0 (1.5)

v _ v v
E,=\-g (T +1,) (1.6)
seklinde formiile etti'’. Buradaki T, maddenin enerji-momentum tensér yogunlugu

ve t,,. gravitasyonel alanin enerji-momentum pseudotensor yogunlugudur.

Pseudotensorler koordinat sistemine bagli olmadiklarindan dolayr kovaryant
degillerdir ve dolayisiyla fiziksel olarak gercek anlamda yerel gravitasyonel alan

enerji-momentum yogunlugunu saglamaz. Fakat buna ragmen gravitasyonel alanin 6z



enerjisi i¢in kullanilan pseudotensor yaklasimi yok sayilmamistir ve uzun yillardir
incelenmeye devam edilmektedir.

Gravitasyonel alan enerjisi ile ilgili diger bir seceneksel (alternatif) yaklagim
Teleparalel Gravite" (TPG) kuramidir. GG kuramina gore gravitasyonel etkilesme
maddenin uzay-zamanda olusturdugu egrilik kavramiyla agiklanmasina karsin TPG
kuraminda ise gravitasyonel etkilesme uzay-zamandaki burulma kavramiyla
aciklanmaktadir. Mutlak paralelizm olarak da adlandirilan bu kuram Weitzenbdck
geometrisine16 dayanan bir koordinat doniisiim grubunun (denklemlerinin)'™'® bir
ayar kuramina karsilik gelir ve elektromanyetik kurami ile graviteyi birlestirme
girigimi ile ortaya ¢ikmistir.

1'° tarafindan

Bu iki kurami birlestirme adina ilk girisim 1918 de H. Wey
gerceklestirildi. Weyl’in bu girisimi tam olarak basariyla sonuclanmamasina ragmen
ayar doniisiimil ve ayar invaryansi gibi kavramlan ilk defa ortaya ¢ikardi (kuantum-
elektrodinamik ve alan kuramlarinda kullanilan bu kavramlar  klasik-
elektrodinamikteki yiik korunumu gibi kavramlara karsilik gelir). Daha sonraki
yillarda Einstein, E. Cartan ve R. Weitzenbock gibi bircok fizik¢i ve matematikci
aynm dogrultuda caligmalara bagsladi. Einstein ve Cartan birbirlerinden bagimsiz
olarak, egriligin olmadig1 ve burulmanin'® bir kuvvet rolii*” iistlenerek gravitasyonel
alana katkida bulundugu bir uzay kavramini ifade ettiler. Bu ¢aligmalar sonrasinda
TPG kuraminin ilk temel bi¢imi yapilandirilmis oldu, fakat sonrasindaki 30 yil
boyunca bu kuramla ilgili herhangi bir gelisme yasanmamistir. 1960’lara gelince
Mgller*' ayar kuramlart baglaminda Einstein’in hem GG hem TPG kuramlarindaki
calismalarimi tekrar gozden gecirdi ve GG alan denklemlerinin, c¢oziimlerindeki
herhangi bir gereksiz sonucla karsi karsiya kalmamak icin yeniden diizenlenmesi
gerektigini onerdi. Mgller®, bu calismalar1 sonrasinda tetrad uzaymda tanimli yeni bir
alan kurami yapilandirarak GG kuramini yeniden diizenledi.

Bu calismadaki amag¢ bazi evren modelleri icin cesitli enerji-momentum
pseudokomplekslerini ve bunlarin teleparalel versiyonlarin1 kullanarak her iki
kuramda da madde ve gravitasyonel alanin toplamindan kaynaklanan enerji ve

momentum yogunluklarin1 hesaplamak ve sonuglan karsilagtirmaktir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Madde” ve gravitasyonel alanlarin toplamindan kaynaklanan toplam enerji-
momentum dagilimi enerji-momentum pseudokompleksi olarak adlandirilir. Bu enerji-
momentum kompleksini en uygun bir bicimde tanimlayabilmek i¢in bir¢cok girisim
yapilmistir. Bu baglamda, genel olarak goreli sistem i¢in enerjinin, momentumun ve
acisal momentumun anlamli bir ifadesini elde etmek adina ilk enerji-momentum
kompleksi Einstein' tarafindan 6nerilmistir. Einstein’in bu temsili kapal1 bir fiziksel
sistem i¢in memnun edici sonuclar vermesine karsin enerjinin yerellesmesi ile ilgili
problemleri tam olarak ¢ézememektedir.

Einstein’in bu c¢aligmasindan sonra bir¢cok fizik¢i enerji-momentum
pseudokompleksi icin farkli ifadeler onerdi. Tolman® tarafindan Genel Gorelilik
kuraminda enerji-momentum korunum yasalari kullamlarak kapali bir fiziksel
sistemin toplam enerji-momentum dagilimini veren yeni bir ifade ve pseudokompleks
elde edildi. Tolman tarafindan tiiretilen bu ifade Einstein temsiline denktir, fakat
Einstein temsillerinde alan degiskenleri olarak metrik tensor kullanilmasina kargin
Tolman temsili metrik tensor yogunluklariyla ifade edilmektedir. Sozii edilen bu iki
pseudokompleks anti-simetrik olduklarindan dolay1r agisal momentum igin bir
korunum yasasi yazilamamaktadir.

Landau ve Lifshitz® tarafindan e-m korunum yasasin elde edebilmek adina
koordinat sisteminde metrik tensoriin tiirevinin sifira esit oldugu 6zel noktalarin
secilebilecegi varsayimi kullanildi. Bu varsayimlar sayesinde simetrik bir e-m
pseudokompleksi tanimlandi ve bunun sonuca olarak acisal momentum igin bir
korunum ifadesi yazildi.

Bergmann ve Thomson® tarafindan temel korunum yasalar ile fiziksel
yasalarin invaryanslik 6zellikleri arasinda var olan ve mekanik ve alan kuramlarinin
tiimiinde gecerli olan iliskiden yaralanilarak GG kuraminda uygun bir e-m korumun
yasast elde edilebilecegi onerildi. Yukarida ifade edilen bu iligski genel kovaryanslik
ilkesiyle birlestirildi ve her bir sonsuz kiiciik koordinat doniisiimiiniin bir korunumlu

nicelige karsilik geldigi ifade edildi. Sonu¢ olarak, GG kuraminda e-m korunum

a. Bu ¢alisma boyunca gravitasyonel alan disindaki her sey “madde” olarak isimlendirilecektir. Yani, buradaki

madde kelimesi aym zamanda elektromanyetik alan vb. nicelikleri de kapsayacaktir



yasasini saglayan ve ayrica acisal momentum igin de bir korunum ifadesini veren
temsil elde etme girisimi bagartyla sonuglanmistir.

7 tarafindan farkli e-m

Yukarida séz edilenlerin yani sira birgok yazar™®
pseudokompleksleri 6nerildi. Fakat bu temsillerin hi¢ biri enerji yerellesmesi ile ilgili
problemin iistesinden tam anlamiyla gelememektedir ve bu temsillerin tiimii ancak ve
ancak kartezyen koordinatlarin kullanilmasi durumunda anlamli  sonuclar
vermektedir. 1958 ‘de Mgller® tarafindan bu problemin iistesinden gelebilmek adina,
keyfi bir fiziksel sistem igin tutarli bir enerji yogunlugu ifadesinin GG kurami
cercevesi iginde belirlenebilecegi ve bu sayede gravitasyonel alan enerjisinin
yerellesmesine fiziksel bir anlam kazandirmanin miimkiin oldugu ifade edildi. Bu
baglamda Mgller tarafindan kapali bir fiziksel sistemin enerjisi i¢in bu yeni temsilin
akim kurami ile ayn1 sonuglar1 verdigi gosterildi. Ayrica bu yeni temsilin, kapali bir
evrenin toplam enerjisinin yani1 sira sistemin herhangi bir kisminin icerdigi enerji icin
de anlamli bir sonu¢ vermesinin miimkiin oldugu (akim kuraminin da benzer sorulara
mutlak cevaplar veremedigine dayanarak) ifade edildi. Mgller tarafindan e-m
korunum yasas1 elektrodinamikteki Poynting teoremine benzer olarak farkli bicimde
yazildi ve GG kuraminda korunum yasasini saglayan ve kartezyen koordinatlardan
keyfi bir koordinat sisteminde doniisiim yapilmasi durumunda da anlamli sonuglar
veren (koordinat bagimsiz) bir pseudokompleks elde edildi.

Daha sonra, 1961 yilinda enerji yerellesmesi ile ilgili problem Mgller’
tarafindan tekrar degerlendirildi ve 1958 yilinda tamimladigi enerji yogunlugu
ifadesinin enerji dagilimim belirlemek i¢in gerekli tiim ozelliklere sahip olmadigi
cesitli hesaplamalarla gosterildi ve bu eksikligi gidermek i¢cin 6nceki ¢alismasinda
ifade ettigi kosullardan birinde gerekli diizeltme yapildi. Metrik tensor bilesenlerinin
gravitasyonel alanin temel degiskenleri olmadiklarin1 gésteren bazi belirtiler oldugu
ve buna dayanarak gravitasyonel alamin belirlenmesi i¢in temel degisken olarak
metrik tensor bilesenlerinin yerine tetradlarin kullaniminin daha yarali olacag: ifade
edildi. Ayrica Einstein’ in TPG kuramu ile ilgili calismalarimi ayar kuramlar
baglaminda tekrar gézden gecirilerek tetrad uzayinda tanimli Mgller Gravitasyonel
Tetrad kurami olarak adlandirilan yeni bir alan kurami yapilandirildi.

Mgller’ in bu ¢alismasi bir taraftan GG kurami adina yeni gelismeler olarak

degerlendirilirken diger taraftan, en son 1930’larin basinda inceleme konusu olan ve



ilk bicimi Einstein, Cartan ve Weitzenbock tarafindan kazandirilan TPG kuramiyla
ilgili ¢esitli caligmalarin yapilmaya baslanmasina neden olmustur. 1962°de Pellegrini
ve Plebariki' tarafindan TPG kuramu igin Lagrangian formiilasyonu bulundu. Daha
sonra, Lagrangianin uzay-zamanda (genisletilmis) kapsamli bir doniisiim durumunda
invaryant olmas: gerekliligi kullanilarak Hayashi ve Nakano'' tarafindan déniisiim
gruplari icin bir ayar kuram: formiile edildi. Birkag y1l sonra da Hayashi'? tarafindan
bu ayar kurami ile TPG kurami arasindaki baglantiya dikkat ¢ekildi ve bu doniisiim
grubuna ait ayar kuramimin Weitzenbdck uzay-zamaninda tanimlanan bir
gravitasyonel kuram oldugu bulundu. 1979’da ise Hayashi ve Shilrafuji13 tarafindan
sifir egrilik ve sifirdan farkli burulmayla karakterize edilen Weitzenbock uzay-
zamaninda tanmimli bu gravitasyonel kuram formiile edildi.

Goreli Gravite (Kiitle Cekim) durumlarinda, gravitasyonel (Kiitle Cekimsel)
alanlarin enerjisini, momentumunu ve agisal momentumunu belirlemek icin yukarida
sozii edildigi gibi bircok yazar cesitli kuramlar ve bu kuramlarda da farkl temsiller
(e-m pseudokompleksler) tanimlamaya calisirken ayn1 zamanda bir¢ok yazar da bu
tamimh temsiller yardimiyla evrenin ve gravitasyonel sistemlerin sahip oldugu
ozellikleri belirlemeye calismislardir. Bu amag¢ dogrultusunda Tryon'* tarafindan
kuantum alan kuramina dayali bir bilyiilk patlama modeli 6nerildi. Bu modele gore
evrenimiz, homojen, izotropik, kapali ve esit miktarda madde ile karsit maddeden
olusmaktadir. Tryon, evrenimizde korunan biitiin niceliklerin sifir olmasi ve buna
bagh olarak kapali tiim evren modelleri i¢in toplam enerjinin sifir olmas1 gerektigini
ifade etti. Sonraki yillarda Rosen'” tarafindan izotropik bigimdeki Robertson-Walker
¢izgi elemanim kullanilarak homojen, izotropik ve kapali bir evren degerlendirildi.
Rosen, Einstein e-m pseudokompleksini kullanarak madde ve gravitasyonel alanin
enerjisini igeren evrenin toplam enerjisinin sifira esit oldugunu buldu. Bu ilging sonug
Goreli Gravite kuramlariyla ilgilenen bir¢ok fizik¢iyi ve matematik¢iyi etkilemistir.

Johri ve ark.'® tarafindan gravitasyonel enerjinin evrenin gelisimindeki
(evrimindeki)  rolii  incelendi. Bu  c¢alismada, Landau-Lifshitz  (L-L)
pseudokompleksini kullanarak Friedmann-Robertson-Walker evren modelleri igin
yapilan hesaplamalar; (i) kozmolojik akiskanin durum denkleminden bagimsiz olarak,

uzaysal olarak kapali bir evrenin toplam enerjisinin her zaman icin sifira esit oldugu,
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(ii) uzaysal olarak diiz bir evrenin sonlu bir hacimle kusatilmis bir bolgesinde toplam
enerjinin her zaman icin sifira esit oldugu sonuglar ortaya cikardi.

Xulu'” tarafindan Landau-Lifshitz, Papapetrou ve Weinberg e-m
pseudokompleksleri kullanilarak izotropik olmayan Bianchi-I evren modeli igin
toplam enerji hesaplandi ve sonucun sifira esit oldugu bulundu. Bu ¢alismada, elde
edilen sonuclarin Banerjee ve Sen'® tarafindan Einstein e-m pseudokompleksi
kullanilarak ayn1 evren modeli i¢in elde edilen sonuglarla ortiistiigline dikkat cekildi
ve bu modeller i¢in evrenin toplam enerjisinin sifira esit olmasi sonucunun Tryon’ un
goriisiinii destekledigi ifade edildi. Bir siire sonra Radinschi' tarafindan Tolman
temsili kullanilarak Bianchi-I metrigine dayali izotropik olmayan bir evren modeli icin
enerji dagilimi hesaplandi. Bu calismada, madde ve gravitasyonel alandan kaynaklanan
toplam enerjinin sifira egit oldugu bulundu ve bu sonuglarin Banerjee ve Sen'® ve Xulu"’
tarafindan elde edilen sonuglarla ayni oldugu ve dolayisiyla da Tryon'* diisiincesinin
desteklendigi ayrica ifade edildi.

Radinschi® tarafindan Tolman e-m pseudokompleksi kullanilarak statik, kiiresel
simetrik ve tekil olmayan kara delik uzay-zamaninda enerji dagilimi hesaplandi ve bu
hesaplamalarin tiimiinii kartezyen koordinatlarda gergeklestirildi. Sonug olarak

3
3
Yl

E(r)=M 1—Q[ ] 2.1)

seklindeki enerji dagiliminin her yerde pozitif ve merkezde sifira esit oldugu
bulundu(r — 0 iken E(r) >0, r - o iken E(r) > M ve 0<r<oco iken E(r)>0).
Buradaki M sistemin durgun kiitlesidir. Elde edilen bu sonuglarin daha 6nce I-C. Yang®'
tarafindan FEinstein ve Weinberg temsilleri kullanilarak ulagilan sonuglarla ortiistiigii
ifade edildi.

Virbhadra® tarafindan L-L ve Tolman e-m pseudokompleksleri kullanilarak
Kerr-Newman kara deligi icin enerji dagilimi hesaplandi. Bu hesaplamalar sonucunda

her iki temsilin de tam olarak aym sonuglar verdigi ve toplam enerjinin kara deligin

icindeki (E® #0) ve disindaki ( E®* # 0) enerjilerin toplamindan olustugu saptand:

o'l a* 1
E_ =E,=M . 37+§ ' (22)
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Burada M (r yarigaph) kiiresel bir kara deligin kiitlesi, Q*a’ /(3r") yiiklii cisimlerin
donmesinden kaynaklanan manyetik alan enerjisidir. Fakat yiik parametresinin
degistirilmesi durumunda Kerr kara deliginin (Q=0) disinda hicbir enerjinin
belirlenemedigi ifade edilerek, gravitasyonel alanla elektromanyetik alan arasinda
dikkate deger bir fakliligin var oldugunu vurgulandi ve gravitasyonel alan enerjisinin
sistemin i¢ bolgesinde hapsedilmis olmasina karsin elektromanyetik alan enerjisi icin
boyle bir sinirlamanin olmadigini ifade edildi. Ayrica, donme parametresinin
degistirilmesiyle (a=0) elde edilen sonuclarin Vaidya23 ve Tod** tarafindan
Reissner-Nordstron metrigi i¢in elde edilen sonuglarla aymi oldugu ifade edildi.
Virbhadra® 'min daha sonraki ¢alismasinda Einstein ve Mgller temsilleri kullamlarak
ayni uzay-zaman i¢in enerji dagilimlarin1 degerlendirildi. Einstein temsilinin de
onceki ¢alismasinda Tolman ve L-L temsilleriyle elde edilen (2.2) denklemini verdigi

sonug¢ bulundu. Fakat Mgller temsili kullanarak yapilan hesaplamalarin

2
r

EMm(r):M—Q—{za +1} 2.3)
r|3

biciminde, diger temsillerle elde edilen ifadenin iki kati gibi bir deger verdigi
saptandi. Ayrica, tiim temsiller i¢in Kerr uzay-zamanindaki enerji yogunlugunun
sifira esit oldugu bulundu.

Virbhadra ve ark.’® tarafindan Einstein, Tolman, L-L, Papapetrou ve Weinberg
e-m pseudokompleksleri kullanilarak Kerr-Newman Kartezyen koordinatlarda

herhangi bir Kerr-Newman metrigi i¢in keyfi kiitle (M ), yik (Q) ve donme

parametreleriyle enerji ve momentum,

2 2
E(r)=M —Q—2[1+Marctan (ﬁﬂ (2.4)
4r ar r
B(r)=P,(r)=P(r)=0 (2.5)

ve agisal momentumun uzaysal bilesenleri,
2

2 2 (d®+7°
J(r)=a M—Q— 1—r—2+(—)arctan(£)
4r r

3
a ar

(2.6)

J2r)="(r)=0

seklinde elde edildi. r — oo durumunda toplam enerji, momentum ve agisal
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momentum ifadeleri sirastyla E=M , P=P,=P,=0 ve J"” =Ma olur. Ayrica bu
calismada, Kerr-Newman metrigi i¢in enerji ve enerji akim yogunlugu bilesenleri

Q2 r4
87 (r* +az’)’ (2.7)

X (r4 +2a°r* - azzz,—Zayrz, 2axr2,0)

(E)() Ll() LZ() L3()) —

olarak elde edilmistir. (2.4) denkleminden Kerr kara deligi (Q =0) icin sistemin
enerjisinin i¢ bolgede hapsedildigi ve enerjinin r’den bagimsiz oldugu, (2.7)
denkleminden de kara deligin disinda enerji ve enerji akim yogunlugu bilesenlerinin

222327 ye Cooperstock™

sifira esit oldugu sonucuna ulasildi. Bu sonuclar, Virbhadra
tarafindan daha Onceki caligmalarda yapilan varsayimlari desteklemektedir. Yine (2.4)

denkleminden, Reissner-Nordstrom (a = 0) metrigi icin enerji

2
E(r):M—Q— (2.8)

2r
olarak bulunmustur. (2.8) denkleminin Hawking, Penrose, Ludvigsen-Vickers,
Bergqvist-Ludvigsen, Dougan-Mason ve Hayward yari-yerel kiitleleri ile elde edilen

sonuglarla ortiistiigii, buna karsin Komar yari-yerel kiitlesiyle elde edilen

Q2
E,(n=M - (2.9)
seklindeki enerji ifadesiyle farklilik gosterdigi vurgulanmistir. Ayrica, (2.4) denklemi

kullanilarak Kerr metrigi (Q =0) icin enerji ifadesinin E =M biciminde elde

edilebilecegi ve bu sonucun Komar ve Bergqvist-Ludvigsen yari-yerel Kkiitleleri
kullanilarak elde edilen olay ufku enerjisiyle oOrtiistiigii, fakat Hawking, Penrose,
Dougan-Mason yari-yerel kiitlelerinin birbirlerinden ve FEinstein, Tolman, L-L,
Papapetrou, Weinberg temsillerinden farkli sonuglar verdigi ifade edilmistir. Yine bu
calismada Bonnor-Vaidya metrigi i¢in elde edilen enerji dagiliminin Tod” tarafindan
Penrose yar1 yerel kiitlesi i¢in elde edilen sonuglarla ortiistiigli vurgulanmistir.

° tarafindan

Kerr-Newman metrigi igin enerji dagiliminin hesabi, Xulu®
Bergmann-Thomson (B-T) e-m pseudokompleksi kullamilarak tekrarlandi. Yapilan
hesaplamalar, B-T temsiliyle elde edilen sonuglarin daha 6nce Einstein, Tolman, L-L,
Papapetrou ve Weinberg temsilleri kullanilarak elde edilenlerle ortiistiigii saptandi.
Bu sonu¢, GG kuraminda enerji yerellesmesi igin Cooperstock31 tarafindan ileri

stirilen Cooperstock Hipotezinin desteklendigini gosterir.
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Xulu™ tarafindan Mgller temsilini kullanarak statik olmayan ve kiiresel
simetrik bi¢cimindeki en genel metrikler i¢cin enerji dagilimlar elde edildi ve bu
sonuclar daha o6nce Einstein temsili kullanilarak elde edilen sonuglarla®**
karsilastirildi. Schwarzschild, Vaidya ve Janis-Newman-Winicour uzay-zamanlarinda
bu iki farkli temsille elde edilen sonuclarin birbirleriyle Ortiistiigii (timil icin

E

Eins

=F

we =M ) fakat Reissner-Nordstrom uzay-zamam i¢in Einstein temsili ile
elde edilen enerji ifadesinin (2.8) denklemi bi¢ciminde olmasina karsin, Mgller temsili
ile elde edilen ifadenin (2.9) denklemi bigiminde oldugu bulundu. Bu sonug, Xulu
tarafindan Virbhadra® ile aym dogrultuda, Mgller temsili koordinat bagimsiz
olmasina ragmen tanimli herhangi bir uzay-zamanin enerji dagilimim elde etmek icin
kullanilabilecek en iyi temsilin hala Einstein e-m pseudokompleksi oldugu bigiminde
yorumlandi.

Xulu* tarafindan L-L ve Papapetrou pseudokompleksleri kullanilarak Melvin
manyetik evreni i¢in enerji dagilimi elde edildi. Yapilan hesaplamalar sonunda bu
uzay-zaman i¢in farkli temsillerin aynm sonuglari verdigi bulundu:

E,  (r)= Epapa(r) = éBgﬁ +%c£4 B(‘;r5
LG LG (2.10)
+mc—8B0r +ﬁc730r

Manyetik alan varhiginda sistemin enerjisinde bir artis gozlendi ve ayrica bu
calismada elde edilen sonuglarin daha o6nceki cahismada®™ Einstein temsili
kullanilarak aym uzay-zaman i¢in elde edilen sonuglarla birebir ortiistiigii vurgulandi
(Eg,=E,_, =Ep,,) Xulu, bu iki ¢alismadaki sonuglarin GG kuraminda tanimlanan
pseudokomplekslerin  kullamimlarindaki yararhliklarin1 destekledigini ifade etti.
Birkac yil sonra Radinschi ve Yang36 tarafindan ayni evren modeli i¢in Mgller temsili

kullanilarak enerji dagilimini hesaplandi. Bu ¢alismada, enerji dagiliminin

1 G 1 G*
EC—4B(‘)‘I”5+7—OC—8B:F7 (211)

E(r)= %Bjﬁ -
biciminde manyetik alana bagh oldugu ve Xulu tarafindan diger temsiller kullanilarak
elde edilen (2.2) denkleminden farkli oldugu vurgulandi.

Sharif*’’ tarafindan cesitli e-m pseudokompleksleri kullanilarak farkli

kozmolojik modeller i¢in enerji ve momentum degerlendirildi ve bu analiz ayrica
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gravitasyonel dalgalar i¢in de kapsamlastirildi: (i) Bianchi-I metrigi i¢in Einstein, L-
L, Papapetrou ve Weinberg temsilleri kullanilarak enerji dagilimlarimin sifira esit

oldugu bulundu. (ii) Eksenel olarak simetrik skaler alan durumunda Mgller yontemi

kullanilarak enerji dagilimi i¢in Schwarzschild metrigi ile tutarlh M Kkiitlesi elde
edildi. Ayrica, diizgiin yiiklii kara delik, Kerr-Newman metrigi ve Melvin manyetik
evreni icinde fiziksel acidan ilgi ¢ekici sonuglara ulasildi. (iii) Ehler-Kundt yontemi
ile diizlem gravitasyonel dalgalarin test parcaciklara sabit bir enerji ve momentum
aktardig biciminde fiziksel acidan makul bir sonug elde edildi. Fakat diger durumlara
da uygulanabilecek temel bir formiil kanitlanamadi. Ayrica Qadir-Sharif formalizmi

kullanilarak da ayni sonuglara ulasildi. (iv) Silindirik gravitasyonel dalgalar igin

Einstein, L-L. ve Papapetrou e-m dagilimlar1 kullanilarak birbirlerine benzer ve

fiziksel agidan kabul edilebilir sonuglar elde edildi. (v)Einstein ve Papapetrou

temsilleri kullanilarak donen silindirik bir grup gravitasyonel dalgalar i¢in e-m
dagilimlan hesaplandi ve her iki temsilde de sonlu degerler ve iyi tanimh ifadeler
elde edildi. Einstein ve Papapetrou e-m pseudokompleksleri icin elde edilen
sonuclarin tam olarak aym1 olmadigi, fakat bazi terimlerim benzer olduklar

vurgulandi. (vi) Son olarak kiiresel gravitasyonel dalgalar icin Qadir-Sharif temsili

kullanilarak fiziksel olarak makul sonuglar elde edildi ve bu sonuglarin Mgller temsili
kullanilarak elde edilenleri destekledigi vurgulandi. Sonu¢ olarak bu incelemelerde
bir¢cok uzay-zaman igin ¢esitli yontemlerin aym ve fiziksel olarak anlamli sonuglari
verebilecegi bulundu.

Sharif ve Fatima®

tarafindan FEinstein, L-L, Papapetrou ve Mgller e-m
pseudokompleksleri kullanilarak Einstein alan denklemlerinin iki tam ¢6ziimii i¢in e-
m yogunluklar1 arastirildi. Hesaplamalar sifirdan farkli (non-null) Einstein-Maxwell
¢oziimleri (bu coziimler metrik fonksiyonunun bazi 6zel degerleri icin Godel
¢Oziimlerinin elektromanyetik genellemesine ve Godel metrigine indirgenir) ve
tekilliklerden yoksun kozmolojik model bicimindeki uzay-zamanlar igin
gergeklestirildi. Elde edilen sonuclardan, kullanilan bu dort temsilin de e-m yogunluk
bilesenleri i¢in sonlu degerler ve iyi tanimli ifadeler verdigi, fakat degerlendirildikleri
uzay-zamanlarin hi¢ birinde ayn1 sonuglar1 vermedigi goézlendi.

Dabrowski ve Garecki® tarafindan Einstein ve B-T temsilleri kullamlarak

homojen Godel evrenleri (bir toz bulutu acausal(nedensel olmayan) Godel evreni ve
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bir skaler-alan casual(nedensel) Godel evreni) i¢in enerji, momentum ve agisal
momentum nicelikleri incelendi. Einstein pseudokompleksi ile yapilan hesaplamalarla
pseudotensoriin izsiz (traceless) oldugu, simetrik olmadigi ve gravitasyonel enerji
yogunlugunun negatif oldugu bulundu. Ayrica, bu temsilde gravitasyonel Poynting
vektoriiniin sifira esit oldugu goriildii. Ote yandan, toplam (madde ve gravitasyonel
alan) enerji yogunlugu acausal model i¢in sifir olmasin karsin causal model icin
negatif olarak elde edildi. A¢isal momentum dagilimi i¢in ise B-T agisal momentum
pseudokompleksi kullanilarak her iki Godel modelinde de sifirdan farkli sonuglar elde
edildi.

Gad" tarafindan Mgller e-m pseudokompleksi kullanilarak Weyl metrigi i¢in
enerji ve momentum yogunluklar1 hesaplandi. Ayrica, bu sonuglar yardimiyla Weyl
metriginin 6zel bir durumuna karsilik gelen Curzon metrigi i¢in enerji ve momentum
yogunluklari da elde edildi. Bu hesaplamalarla elde edilen sonuglar Gad*' tarafindan
daha once dort farkli temsil (Einstein, L-L, Papapetrou, B-T) kullanilarak elde edilen
sonuclarla karsilagtirildi. Sonug olarak Mgller temsilinin diger dort temsilden farkli
enerji yogunlugu vermesine karsin aynt momentum yogunlugu verdigi gosterildi. Ote
yandan, Mgller temsiliyle elde edilen enerji yogunlugunun sadece r — co durumunda
diger dort temsil kullanilarak elde edilenle ortiistiigii bulundu.

Gad ve Fouad® tarafindan Einstein, B-T, L-L ve Papapetrou e-m
pseudokompleksleri kullanilarak Kantowski-Sachs uzay-zamani igin enerji ve
momentum dagilimi arastirildi. Yapilan hesaplamalar sonunda FEinstein ve B-T

temsilleriyle enerji dagilimlari i¢in

1
By (=B)=Ey (= P') = —— (A" +B%)
2Ar
R=h=P=0 (2.12)
Pl = P2 = P3 =0
biciminde aym ifadeler elde edilmesine karsin, L-L. ve Papapetrou temsiliyle enerji

dagilimlari i¢in,
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POy _ B’ 2.2 2
E, ,(=P)=— (A" +B)

2r
E, (= P"):i(r%BZ) (2.13)
Pap 2 N
;
P'=P'=P'=0

biciminde birbirlerinden ve diger temsillerden farkli degerler elde edildi.

GG kuraminda sisteme ve 6zellikle gravitasyonel alana ait enerjiyle baglantili
niceliklerin tanimlanmasi adina arastirmalar bu sekilde devam ederken daha once de
sOzii edildigi gibi enerji problemi i¢in fiziksel agidan daha anlamli sonuclar elde etme
adina alternatif kuramlar da (6zellikle ayar kuramlarina dayal1) gelistirilmektedir. Bu
alternatif kuramlardan birinin Mgller® tarafindan tetrad uzaymda yeni bir alan kurami
yapilandirilarak olusturuldugu ifade edilmisti (Bu kuram, TPG kurami kapsaminda da
degerlendirilebilir). Bu kuramin ortaya cikisindan kisa bir siire sonra Meyer44
tarafindan parametrelerin 6zel olarak se¢ilmesi durumunda Poincaré ayar kuraminin
Mgller kuramin1 da kapsadigir gosterildi. Her iki kuramda da korunum yasalarinin
alan denklemlerinden tiiretilebilecegi ve bu ifadelerin GG kuramindakilerle aym
bicime sahip olduklar1 bulundu. Ayrica alan denklemlerinin invaryanshik o6zellikleri
de karsilagtirildi.

Saen ve Juan® tarafindan Mgller’ in kurami ¢ercevesinde 6zel bir tetrad alani
kullanilarak homojen izotropik kozmolojiler tamimlandi. Bu c¢alismada, enerji
yogunlugunun herhangi bir olas1 degeri i¢in evrenin agik veya kapali olabilecegi
kanitlandi. Ayrica goriiniir boyut M ile M ‘den daha biiyiikk boyutlu galaksilerin
sayist arasindaki iliskinin GG kuramindakinden farkli oldugu bulundu.

Mikhail ve ark.*® tarafindan Mgller Lagrangiani kullamlarak MGT kuramu icin
siiperpotansiyel ve e-m pseudokompleksi tiiretildi (bu temsil Mgller ‘in teleparalel
versiyonu olarak da adlandirilir). Kiiresel simetrik durumlar i¢in Mgller
denklemlerinin iki farkli tam c¢o6ziimi elde edildi ve tiiretilen siiperpotansiyel
kullanilarak her bir ¢6ziim icin enerji degerleri bulundu. Bu iki farkli ¢6ziimiin ayni
Riemannian (Schwarzschild) metrigini vermesine ragmen farkli enerji degerleri
verdigi bulundu. Bu durumun Mgller kuraminda bazi celigkilerin varligina isaret
ettigi ve bu celiskilerden kurtulmak icin bazi Onerilerin degerlendirilebilecegi ifade
edildi. Bir sonraki yil yine Mikhail ve ark.”’ tarafindan kiiresel simetrik ve 6z

olmayan (improper) donmelere karsilik gelen tetradlar icin Mgller alan
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denklemlerinin genel ¢oziimii elde edildi ve onceki ¢alismada ulasilan ¢oziimlerin bu
genel ¢coziimiin 6zel durumlarma karsilik geldigi kanitlandi.

Shirafuji ve ark.*® tarafindan gravitasyonel tetrad kuraminin 6zel bir grubunda
(MGT) kiiresel simetrik durum icin en genel ¢oziim bulundu ve tetradlarin
Schwarzschild metrigini verdigi gosterildi. Bu c¢alismada, Euclide uzamm ve

siiperpotansiyel yontemleri kullanilarak enerji ifadeleri hesaplandi. Tetradlarin uzay-

zaman bilesenlerinin sonsuzda 1/ Jr *den daha hizli sifira gitmemesi kosuluyla bu iki
yontemin birbirlerinden farkli sonuglar verdigi ve bu sonuglarin merkezi cekim
kismina ait gravitasyonel kiitleden farkli oldugu bulundu. Sonug¢ olarak bu durumun

yalitilmig bir kiiresel kismi1 tamimlayan tetrad uzay-zaman bilesenlerinin sonsuzda

1/~/r *den daha hizli sifira gitmesi gerektigi ger¢egini gosterdigi ifade edildi.

Nashed"’ tarafindan MGT kuramina ait e-m pseudokompleksi43 kullanilarak
Kerr uzay-zaman i¢in enerji dagilimi degerlendirildi ve hesaplamalar sonunda bu
uzay-zamandaki enerji ifadesi £ =M olarak bulundu. Sonug olarak elde edilen bu
sonucun fiziksel acidan makul ve GG kuramuinda elde edilen sonuglarla®*2°
ortiistiigii ifade edildi.

Aydogdu ve Saltr™ tarafindan MGT kuramina ait e-m pseudokompleksi*®
kullanilarak Bianchi-I kozmolojik modeller i¢in evrenin toplam enerjisi incelendi.
Hesaplamalar sonunda toplam enerji sifira esit olarak bulundu ve bu sonucun GG

kuraminda farkli temsiller kullanilarak elde edilen sonuglarla'>!"'81%-%7

ortiistiigli
ifade edildi. Ayrica Bianchi-I evren modelleri icin elde dilen bu sonuclarin da Tryon14
un diislincesini destekledigi vurgulandi. Sonuc¢ olarak, daha 6nce GG kuramu
kapsaminda incelenen bu problemin burada kullanilan temsil sayesinde alternatif bir
kuram i¢in genisletildigi ifade edildi.

Aydogdu ve Salt’ tarafindan iki farkli gravite kuraminda (GG ve MTGQG)
Mgller e-m pseudokompleksleri kullanilarak sekiz farkli kara delik modeli i¢in enerji
dagilimi degerlendirildi (kiiresel topolojili anti-de Sitter C metrigi, diizgiin yiiklii kara
delik, konformal skaler dyon kara deligi, yiiklii bir kara delik dyadosphere, diizgiin
kara delik, yiiklii topolojik kara delik, yiiklii kiitlesiz bir skaler alanli kara delik ve
Schwarzschild-de Sitter uzay-zamani). Hesaplamalar sonunda bu farkli gravitasyonel

kuramlarin ikisinde de aymi enerji dagilimi ifadesi elde edildi. Ayrica, yine ayni

yazarlar’® tarafindan farkli bir calismada yine iki farkli kurama (GG ve MGT) ait
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Mgller temsilleri kullanilarak Reissner-Nordstrom kara deligi i¢in dyadosphere
bolgede enerji dagilimi degerlendirildi. Mgller temsilinin bu iki farkli kuramdaki
versiyonlari icin de ayn1 ve fiziksel olarak makul enerji ifadesi bulundu. Sonug olarak

bu iki caligmada elde edilen bulgularin; (i)tanimli bir uzay zaman icin enerji

dagilimim1 degerlendirme konusunda e-m pseudokomplekslerinin Onemini ve
(ii) Lessner’® in tamml bir uzay-zamanda enerji dagilimim hesaplamak icin en etkili
temsilin Mgller temsili oldugu diisiincesini giiclendirdigi ifade edildi.

Genel Gorelilikteki Einstein, L-L ve B-T enerji-momentum pseudokompleksi
ifadelerinin teleparalel versiyonlar1 Vargas54 tarafindan tanimlandi ve bu temsillerden
Einstein ile L-L pseudokompleksleri kullanilarak homojen, izotropik ve agik
Friedman-Robinson-Walker evren modeli icin toplam enerjisinin sifira esit oldugu
bulundu. Bu sonucun, literatiirdeki'>**>> mevcut GG kuraminda elde edilen
sonuglarla ortiistiigli ifade edildi.

Sharif ve Amir® tarafindan Mgller temsilinin teleparalel versiyonu
kullanilarak kararh aksi-simetrik Lewis-Papapetrou uzay zamanlari i¢in e-m dagilimi
degerlendirildi. Hesaplamalar sonunda enerji yogunlunun sifirdan farkli ve iyi
tanimli, momentumun ise € dogrultusu disinda sabit bir degere sahip oldugu
bulundu. Yine ayni yazarlar57 tarafindan ayni temsil kullanilarak uzaysal olarak
homojen donen uzay-zamanlar i¢in e-m dagilimi incelendi. Yapilan hesaplamalarla
enerji ve momentum yogunlugu i¢in sonlu ve iyi tanimli, fakat GG kuraminda elde
edilenden farkli sonuclara ulasildi. Ote yandan, bazi varsayimlarin yapilmasi
durumunda enerji ve momentum yogunlugu bilesenlerinin her iki kuramda da aym
degere sahip olabilecekleri gosterildi. Ayrica bu nicelikler uzaysal olarak homojen
donen uzay-zamanlarin bazi 6zel durumlari i¢in analiz edildi.

Sharif ve Amir’® tarafindan Levi-Civita metriginin teleparalel versiyonu
bulundu ve tetrad ve burulma alanlar elde edildi. Burulma tensoriiniin vektor, tensor
ve aksiyal-vektor kisimlan degerlendirildi ve vektor kisminin sadece radyal yon
dogrultusunda uzandigi, aksiyal-vektor kisminin ise metrigin kdsegen olmasindan
dolay1 her yerde sifira esit oldugu bulundu. Yine aym ¢aligmada Einstein, L-L, B-T
ve Mgller temsillerinin teleparalel versiyonlari kullanilarak bu metrik i¢in e-m
dagilimlar1 bulundu ve sonuclar daha dnce GG kurami ¢ercevesinden elde edilenlerle

karsilastirildi. Momentum ifadesinin her iki kuramda ve tiim temsiller icin sabit
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oldugu, enerji ifadesi icin ise iki farkli kuramda sadece Mgller temsilleriyle elde
edilen sonuglarin denk oldugu gozlemlendi. Ayrica, Mgller e-m dagiliminin
teleparalel kuramdaki baglanma sabiti A ‘dan bagimsiz oldugu sonucuna varildi.

Sharif ve Nazir” tarafindan Einstein, L-L, B-T ve Mgller temsillerin GG ve
TPG kuramlarindaki versiyonlar1 kullanilarak Bell-Szekeres metrigi icin bu iki
kuramda enerji-momentum dagilimi arastirildi. Hesaplamalar sonunda bu temsillerin
timiiniin her iki kuramda da aym e-m yogunluk bilesenlerini verdigi gosterildi.
Ayrica Mgller temsiliyle her iki kuramda da sabit bir enerji ifadesi elde edildi.

Reboucas-Tiomno-Korotkii-Obukhov ve Godel metrikleri icin Aydogdu ve
ark.”’ tarafindan GG ve TPG kuramlarinda B-T enerji-momentum pseudokompleksi
kullanilarak toplam enerji arastinldi. Ayrica, yine bu uzay-zamanlar icin bazi
kinematiksel nicelikler hesaplandi ve elde edilen sonuglardan bu uzay-zamanlarin
kesmenin olmadig1 (shear-free) genisleme ve sifirdan farkli dort-ivme ve girdap
ozellikli (vorticity) olduklar1 bulundu. iki farkli gravitasyonel kuramdaki B-T
temsillerinin farkli yaklasimlar durumunda ayni ve birbirleriyle uyumlu enerji
yogunlugu ifadesi verdigi gozlendi.

Korunur ve ark.’' tarafindan Einstein, L-L, B-T temsillerinin GG ve TPG
kuramlarindaki versiyonlar1 kullanilarak en genel kosegensel metrigin betimledigi bir
evren modeli i¢in enerji ve momentum nicelikleri degerlendirildi. Hesaplamalar
sonunda, Einstein ve B-T temsilleriyle ayn1 enerji dagilim elde edildi, buna kargin L-
L temsili durumunda diger iki temsilin verdigi degerlerle Ortiigmeyen bir degere
ulagildi. Ayrica, iyi bilinen ve Onemli uzay-zaman modellerinden sekiz tanesi
degerlendirilerek ve bu modeller icin enerji dagilimlar1 hesaplandi. Bianchi-I modeli
icin tiim temsiller yardimiyla aymi sonuca ulasildi. Bu sonucun daha 6nce bir ¢ok
yaza1r15’16’18’228’34’54 tarafindan elde edilenlerle ortiistiigli ve bunun sonucu olarak

Tryon'* tarafindan ortaya atilan goriisleri destekledigi vurguland.
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3. MATERYAL ve METOT

3.1. TENSOR CEBIRI
3.1.1. Tensorler

Newton kurami ile ilgili c¢alismalarda vektorleri etkili bir bigimde
kullanabilmemiz gerekir. Ciinkii vektorler birden fazla denklem takimim tek bir
denkleme indirger, yani Ozetleyicidir. Ayrica problemleri goriiniir hale getirir ve
denklemlerin kolayca c¢oziilmelerini saglar. Newton kuraminda vektorlerin
kullanimina benzer bi¢imde gorelilik kuramlarinda da bu gorevi tensorler
tistlenmektedir ve vektorlerin Newton kuraminda sagladigi tim katkilar tensorler
tarafindan gorelilik kuramlarinda saglanir.

Tensorler ilk olarak Ricci-Curbastro ve Levi-Civita tarafindan 1900 ‘lerden
once gelistirildi ve katilarin esnek sekil degisikligini(deformasyonunu) tanimlamak
icin kullanildi. Temel diisiincesini Riemann’dan ald1 ve asil nemini GG kuraminin
yayimlanmasi ile kazandi ve sonug olarak fizikte zaten birer tensor olan vektorler gibi
evrensel bir dil haline geldi.

Genel anlamda tensorler, koordinat doniisiimleri durumunda ¢esitli 6zelliklere
gore doniisen ve manifold olarak adlandirilan bir geometri (uzay-zaman) iizerinden
tanimlanan niceliklerdir. Vektorler ve skalerler, tensorlerin 6zel bir durumuna
karsilik gelen niceliklerdir; 6rnegin, 1-rankli tensor bir vektor ve O-rankli bir tensor
ise skalerdir.

3.1.2. Manifold

Basit bir tamim yapacak olursak manifold, yerel olarak n-boyutlu Euclide

uzaymin bir parcasina benzeyen bir geometridir. Genel anlamda, siirekli olarak

parametre edilebilen herhangi bir ciimleye denir.
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Bu ciimledeki herhangi bir noktayir 6zel olarak belirtmek icin gerekli bagimsiz
parametre sayisina manifoldun boyutu, parametrelerin kendilerine ise manifoldun
koordinatlar1 denir. Sekil-1 ‘deki M manifoldu N-boyutlu olsun, bu durumda bu

manifold {izerindeki her nokta N-boyutlu bir Euclide uzay:1 gibi diisiiniilebilir ve bu

her noktadaki uzay x', x’, x’, ... x" tane gercel bagimsiz koordinat tarafindan

temsil edilir. Ornegin, klasik mekanikte bir parcacigin faz uzayinin konum

koordinatlar1 (¢,,q,,¢,) ve momentum uzay1 koordinatlar1 (p,p,, p,) ile parametre

edilebilir, bu durumda faz uzayindaki noktalarin bir ciimlesi 6-boyutlu bir manifoldu
ve bu parametrelerin her biri bu manifoldun koordinatlari1 tanimlar. Ozet olarak,
manifold dyle bir matematiksel uzaydir ki her bir noktasinin komsulugu bir Euclide
uzayia benzer.

Manifold ile ilgili kilit nokta herhangi bir manifoldun biitiiniiniin
soysuzlagsmamis bir koordinat sistemiyle kaplanamayacagi gercegidir. Bu yiizden,
herhangi bir manifold en az iki farkli koordinat sistemiyle yamalanarak (bkz. Sekil—
2) kaplanabilir ve boyle bir durumda da bu koordinat sistemleri baz1 bolgelerde (Y

bolgesi) st iiste gelir.

Dolayisiyla, manifoldun sadece bir kismini (veya biitiiniinil) kaplayan ve koordinat
yamalar1 olarak adlandirilan (K; ve K;) koordinat sistemleriyle c¢alismak
zorundayi1z'~,

Manifold kuraminda iist iiste gelen bu bolgede gerceklestirilecek bir

koordinat doniisiimii bir koordinat yamasindan degerini elde etmemizi saglar.
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Koordinat doniisiimleri altinda geometrik niceliklerin davramslart da tensor
hesabinda saklidir.

3.1.3. Koordinat Doniigiimleri

Daha onceki tammlarda da anlasildigi gibi manifold iizerindeki herhangi bir

nokta bir¢ok farkli koordinat yamalariyla kaplanabilir. Bu koordinat yamalarinin
manifold tizerinde iist iiste geldikleri nokta(noktalar)da bir koordinattan digerine
gittigimiz zaman niceliklerin nasil davrandiklarini bilmemiz gerekir. Bu amagla

x = x" (3.1)
biciminde verilen bir koordinat doniisiimii gbz Oniine alinz. Yeni koordinatlardaki
her bir ifadenin eski koordinatlar cinsinden tiirevini alarak nxn ’lik bir katsayilar

doniisiim matrisi elde ederiz.

ox"  ox" ox"
ox' ox’ ox"
) ox”  ox" ox"
ax '/ R
{ ” }: ox' ox’ ox” . (3.2)

ox . . . .
ox"  ox" ox"
ox' ox’ ox" Jnxn

Koordinat doniisiimleri gerceklestirilirken doniisiim denklemleri, bu katsayilar
donilisiim matrisinin elemanlart kullanilarak yazilir. Bu katsayilar matrisinin
determinanti, doniisiimiin Jacobian1 olarak adlandirilir.

ox "

ox”

J'= (3.3)

3.1.4. Kontravaryant, Kovaryant ve Karma Tensorler

Manifold iizerinde secilen iki noktay1 birlestiren sonsuz kiiciik bir yer
degistirme tensoriinii degerlendirelim. Bu yer degistirme tensorii x“ koordinat
sisteminde dx” ve x" koordinat sisteminde ise dx" ile temsil edilir. Dolayisiyla

katsayilar dontisiim matrisinin elemanlart kullanilarak x* koordinat sisteminden x'"

koordinat sistemine doniisiim;
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ox "

- ox”

biciminde bir bagint1 ile saglanabilir. Bu (3.4) doniisiim kurali kontravaryant tensor

dx"™

dx” (3.4)

olarak adlandirilan bir tensor grubu icin;

ox"

T = T" 3.5
w7 (3.5
biciminde genellestirilebilir. Daha yiiksek rankli bir tensor icin doniisiim ise
ox"“ ox"
T V... = . T AK..... 3 . 6
ox* ox* (5:0)

bigiminde olur.

Inceledigimiz bu doniisiim kurali uzaydaki tiim tensorlere uygulanamayabilir.

Ornegin, parcali tiirev islemcisi 9/9x*

0 0 ox" odx" 9 . ox”
= = — 9' = 9,
ox" ox"™ odx"  odx" ox” oo ox

biciminde doniisiir, yani doniisiim katsayilar1 kontravaryant tensorlerin doniisiim

(3.7)

katsayilarinin tam tersi olur. Bu sebeple, (3.7) doniisiim kurali kovaryant tensor

olarak adlandirilan bir tensor grubu icin genellestirilebilir:

. ox”
T, = TR (3.8)
Benzer bicimde daha yiiksek rankli kovaryant tensor icin doniisiim denklemi,
ox* ox*
= LT, (3.9)
44444 ax|/1 axn/

bigiminde olur.
Kontravaryant tensor ile kovaryant tensor arasindaki fark 1-rankli tensor icin
ifade edilen Sekil-3 ‘ten agikca goriilebilir:

i .

Sekil - 3
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Yiizey iizerindeki bir tensoriin bu yiizeye teget olan bileseni kontravaryant, yiizeye
dik olan bileseni ise kovaryant tensor bilesenidir’. Ornegin, iki kiitlenin etkilesimini

ifade eden asagidaki mekanik sistemde

Sekil - 4

yoriingede dolasan kiitlenin hiz vektorii bir kontravaryant tensor ile temsil edilirken,
bir skaler fonksiyonun gradiyenti olan etkilesme (cekim) kuvveti ise kovaryant
tensor ile temsil edilir.

Yukarida inceledigimiz iki tensor grubunun yani sira hem doniisiim hem de
ters doniisiim matrisinin elemanlarinm igeren, diger bir ifadeyle hem kontravaryant
hem de kovaryant ranki sifirdan farkli olan ve karma tensorler diye adlandirilan
tensOr grubu vardir. Bu tensor grubu i¢in doniisiim denklemi,

ox' ox” ﬁ .

i
T = ox* ox" ox" T as (3.10)

bigiminde olur.

Rank cinsinden tensorler (p,q) ifadesi ile gosterilir. Burada p, tensoriin
kontravaryant ranki ve ¢ ise kovaryant ranki temsil eder. Ornegin, bir skaler
(0,0) basamaktan ve bir kontravaryant vektor (1,0) basamaktan bir tensordiir.

3.1.5. Tensorlerde Temel Islemler

Buradaki temel islemler, bir ya da daha fazla tensor kullanilarak yapilan
hesaplamalar sonunda yine tensor olan herhangi bir niceligin elde edildigi
islemlerdir. Bir niceligin tensér olup olmadigi ise ancak koordinat doniigiimii

altindaki davranigina (invaryant kalip kalmadigini1) bakilarak anlagilir.
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Ayni (p,q) basamaktan tensorler toplanabilir ve ¢ikarilabilir. A“, ve B*,
birer tensor olmak {izere

T, =A", £B*, (3.11)

yazilabilir. Eger T* ifadesi doniisiim kuralina uyuyorsa tensor olan iki

ifadenin toplaminin ya da farkinin da bir tensor oldugu sdylenebilir.

ISPAT:

ox"™ ox* ,  ox"™ ox* _,

TH = 3.12
Yoooxt ox” Y ot ax” (3-12)
ox'"™ ox*
T* = A* +B* 3.13
I ax'v( * 2 ( )
W K
pu O OX" 4 (3.14)

Yt ox” *
Bu sonu¢ 7, nin bir tensor oldugunu gosterir.

(p,»q,) Basamaktan bir tensor ile (p,,q,) basamaktan bir tensoriin ¢carpimi
(p,+ p,.q, +q,) basamaktan bir tensor ile sonuglanir:

T" ,=A"B",. (3.15)
(p,q) Basamagindan bir tensor ¢ gibi bir skalerle ¢arpildigi zaman sonug
yine (p,q) basamaktan bir tensordiir.

(p,q) Basamaktan bir tensor, blizme islemi ile farkli basamaktan bir
tensore doniistiiriilebilir. Ornegin, T#,** bicimindeki bir tensérde v ile k& ‘y1
birbirlerine esit olarak alirsak

T+ =T (3.16)

biciminde bir tensor elde edilir.

ISPAT:
T M:ax'” ox” x" 0x™ 4 1o (3.17)
v axzx axvv axn axo' B
V =K icin;

W 1A Vi Uy %3
war X O o X O s o (3.18)

ox“ dx" ox° ox” ox”

W A U2 14

o aw gt L X O g X OX” (3.19)

! PYCRP Y ox“ ox"
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Yukandaki bu ti¢ islem cesitli amaglar igin birlestirilerek uygulanabilir.

Ozellikle indis alcaltma ya da yiikseltme amaciyla carpma islemi ile biizme
islemi birlikte kullanilabilir. Ornegin, A, ile B, gibi iki tensoriin carpimu,
A,B =T, (3.20)
ile sonuclanir.
@ =@(x") ifadesinin skaler bir alan1 (0-rankli en basit tensor alani) temsil
ettigini varsayalim, bu durumda ¢ ‘nin parcal tiirevi,

dp

=@, 3.21
ox” P ( )
olur ve bu ifade,
u
a_(p: ox a_(p (3.22)
ox"  ox" ox*

bi¢iminde tensdr doniisiim kuralina uyan bir kovaryant tensordiir. 7, gibi 1-

rankl1 kovaryant tensoriin kismi tiirevi,

azﬂ
o (3.23)

olur. Bu ifade i¢in doniisiim denklemi ise
or', 9 (ox* ol 0°x* - ox* ox* ot,
ox”  oxVlox™ ) ox"ox™ * 9x™ ox" ox*

(3.24)

biciminde olur. (3.24) denkleminin sag tarafindaki birinci terim olmasaydi bu
denklemin 2-rankli bir kovaryant tensor icin doniisiim kuralim sagladig
sOylenebilirdi, fakat bu terimden dolay1 denklem doniisiim kuralina uymaz ve

dolayisiyla 7, ifadesinin bir tensdr olmadigi anlasilir. Sonug olarak, 0-

rankl1 tensorler disindaki tensorlerle yapilan kismi tiirev islemleri tensoriyel
olmayan ifadelerle sonuglanir.

3.1.6. Simetrik ve Anti-simetrik Tensorler

T*" bigimindeki bir kontravaryant tensor x“ gibi herhangi bir koordinat

sisteminde simetrik (yada anti-simetrik) ise bu durumda bu tensoriin tiim koordinat

sistemlerinde simetrik (yada anti-simetrik) oldugu sdylenebilir ve bu simetri (yada

anti-simetri) durumu

T =T" |  simetri (3.25)

30



T =-T" , anti-simetri (3.26)
ile gosterilir. Aym1 tanimlamalar kovaryant tensorler i¢in de gegerlidir. Simetrik
kovaryant tensor 7, =7, ve anti-simetrik kovaryant tensor 7,, =-T,, dir. Karma
tensorlerle ilgili genellestirilebilecek herhangi bir simetri ya da anti-simetri durumu
yoktur.

2-rankl1 bir kontravaryant ya da kovaryant tensor bir simetrik ve bir anti-

simetrik tensoriin toplami biciminde yazilabilir:

T,=S,+A,. (3.27)
Burada,
1
Sy =8, Sy = E(T’N +T,) (3.28)
ve
1
Ay ==A, A, = 9 (T —=T,) (3.29)

olarak tanimlanir.
T"" gibi kontravaryant bir tensoriin matris formu asagidaki gibi olur:

T ... T"
™ =| : .| (3.30)
Tnl Tnn

Yukaridaki 7" tensoriiniin simetrik olmasi durumunda bagimsiz bilesenlerinin

sayist,
n(n+1) 3.31)
2
ya da anti-simetrik olmasi1 durumunda bagimsiz bilesenlerinin sayist,
@ (332)

yardimiyla hesaplanir.

Genel anlamda, simetri ya da anti-simetri durumu tanimlayacak olursak 7***
gibi bir tensorin 7% =T"* ya da T“*=-T"" olmasi durumunda z ile v
indislerine gore simetrik ya da anti-simetrik oldugu soylenir ve bu durum tiim

koordinat sistemlerinde gegerlidir. Ayrica, T**=T"*=T"=T*" ya da
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TH* = T = T = _T*" durumunda ise 7*" tensdriiniin tam simetri ya da anti-
simetriye sahip oldugu sdylenir ve bu durum tiim koordinat sistemlerinde gecerlidir.
3.1.7. Tensor Yogunluklar

Tensor yogunluklari, koordinat doniigiimii yapilirken doniisiim denkleminin
doniisiim Jacobianinin belli kuvvetleriyle de ¢arpimi disinda aynen tensorler gibi
doniisen nicelikleridir. Ornegin, 2-rankli ve w agirlikli bir tensér yogunlugu icin
doniisiim kurali,
ox" ox* _;

wo_
R P P

(3.33)

bi¢cimindedir. Buradaki tensér yogunlugu Sl,(

T =J(-g) T". (3.34)

olarak tanimlanir ve Jacobianin kuvveti (w) agirlik olarak adlandirilir. Agirligy sifir

ox*
K

3% =det
* ox'

olan bir tensor yogunlugu, normal bir tensordiir.
3.1.8. Kronecker ve Levi — Civita Tensorleri

Kronecker delta,

S ox" ox” zax'l ox* _ax'l

Yoxt 9x't oxt ox™ ox'¥

(3.35)

1 ve x'ifadeleri

iliskisiyle tanimlanan bir karma tensordiir. Yukarnidaki esitlikte x'
A# k durumunda iki bagimsiz koordinat olurlar ve bu yiizden bu ifadelerin

birbirlerine gore tiirevleri,

a
A # k durumunda gxm =6" =0 (3.36)
X
ox 4 A
A=k durumunda FyC 0", =1 (3.37)

olur.

Kronecker deltasinin daha genel bicimi Levi-Civita sembolii diye adlandirilir,
fakat Kronecker deltasinin aksine Levi-Civita sembolleri tensor yogunlugudur.
Ornegin, &“** Levi-Civita sembolii, +1 agirhkli, anti-simetrik ve 4-rankli bir
kontravaryant tensor yogunlugudur. Levi-Civita semboliiniin indisleri 0123 ‘iin tek
permiitasyonu durumunda -1, ¢ift permiitasyonu durumunda +1, diger tiim farkli

durumlarda ise 0 degerini alir.
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0123 _ 2301 _ 0132 _

g0 _ _ o132 0321 _

£ +1 (3.38)

80120 — 8()331 — 8()11() — 83121 — O (339)

Levi-Civita icin genel doniisiim kurali,

|ax " ox"™ ax" ox'" Ix'"™
lox'| 0x% ox” ox" ox°

" = det g (3.40)

seklindedir.

3.2. GENEL GORELILIK: RIEMANN UZAY-ZAMANI

GG kuraminin ortaya cikisi ve gelisimi hakkinda genel bir tartisma Giris
kisminda yapilmisti. GG ‘deki temel nicelikleri incelemeden 6nce bu kuramin
dayandirildig temel Varsaylmlarl4 ve temel ilkeleri asagida siralayalim:

A. Kuramin temelindeki uzay-zaman Riemann uzay-zamanidir ve bu uzay-
zamanin temel yapist (temel bileseni) metrik tensordiir. Bu Kuramdaki
tim fizik yasalar1 kovaryant ya da genel koordinat doniisiimii grubu
altinda invaryant kalan denklemlerle ifade edilir.

B. Denklik ilkesi.

C. Gravitasyonel alan denklemleri hareket ilkesinden yola ¢ikilarak
tiiretilebilir.

D. Alan denklemleri, degiskenleri ikinci basamaktan daha yiiksek olmayan
kismi diferansiyel denklemlerdir.

E. Gravitasyonel alan metrik tensdr tarafindan tam bir bicimde

tanimlanabilir.

3.2.1. Metrik Tensor
x* ve x"+dx" gibi iki komsu iki nokta arasindaki sonsuz kiiciik mesafe
(cizgi eleman ya da aralik) ds ile gosterilir. Bu ¢izgi elemaninin karesi,
ds® = g, dx"dx" (3.41)
denklemi ile tanimlanir ve metrik diye adlandirilir. Ornegin, bir odanm sicakligint
Olcmek icin odanin herhangi bir kosesindeki bir termometreyi incelemek yeterli
olacaktir, bu duruma benzer bi¢imde gorelilikte evrenin 6zellikleri yani uzay-zaman

yapis1 hakkindaki bilgi bu evrende tanimli bir ¢izgi eleman1 (metrik) incelenerek elde
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edilebilir. (3.41) ifadesinde yer alan g, ifadesi metrik tensor olarak adlandirilir ve
su ozelliklere sahiptir:

a) g, konuma bagli bir fonksiyondur (g, (x)).

b) g,, ‘nin determinanti sifir olamaz.

¢) g,, simetrik bir tensordiir.

Metrik tensor, metrigin tamimlanmasindaki en Onemli niceliktir ve
koordinatlara (uzay-zamana) bagl degerler alir. Ornegin, Euclide uzayindaki metrik

tensor Kronecker tensore karsilik gelir ve birim matris ile tanimlanir:

100
£,=0,=0 1 0]. (3.42)
00 1

Dolayistyla, (x°,x',x*)=(x, y.z) koordinatli Euclide uzayindaki metrik,
ds* = (dx°)* + (dx")* + (dx*)* (3.43)

biciminde olur. Minkowski uzay-zamanda ise metrik tensor 77,, ile tanimlanir:

-1
1
8uv =M = e (3.44)
1
Minkowski uzay-zaman metrigi,
ds® = —(dx")* +(dx")’ + (dx*)* + (dx’)’ (3.45)

ile tamimlanir. Ayrica gezegen ya da kara delik gibi kiiresel simetrik yapilar

etrafindaki uzay-zamani tanimlayan Schwarzschild metrigine ait metrik tensor

(x°,x', x*,x*)=(ct, 1,6, @) olmak iizere

26M
g = (1— : j (3.46)

seklinde ve metrik,
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I’C2 }"C2

s [ 2GM Y, o 2GM Y,
ds” = (1 J(dx) +(1 j (dx") (3.47)

+72(dx*)? + 7’ sin” O(dx’)’
bicimindedir.
3.2.2. Yardimci Alanlar ve Tiirev Islemi

3.2.2.1. Affine Baglanti

Kisim 3.1.5. de tensorlerle ilgili kismi tiirev islemini incelerken, 1 ve daha
yiikksek rankli tensorler i¢in kismi tiirev isleminin tensoriyel olmayan ifadelerle
sonuglandigi goriildii. Bu durum tensorlerle ilgili tiirev igslemleri konusunda genel
anlamda bir sikintt dogurmaktadir. Tensorlerle ilgili bu problemin {istesinden
gelebilmek icin manifold iizerinde bazi yardimer alanlar ve bu yardimci alanlar
kullanarak da farkli tiirde tiirev islemleri tiiretilmektedir. Burada da bu amag

dogrultusunda (3.24) denklemi yeniden degerlendirilerek ve diizenlenerek

0°x* _ox* ox* o,

t' - = 348
AV ox ox™ t T ox™ ox" ox® ( )
ve (3.8) doniisiim kurali kullanilarak
2_A o A K
" o x" ox"™ | ox" ox" d (3.49)

A9 ox™ oxt ¢ ox™ ox" ox*
ifadesi yazilabilir. Belirli bir koordinat sisteminde tanimlanan bir tensoriin bilesenleri

keyfi olarak secilebilir, buna dayanarak x“ koordinatindaki bilesenleri 7,

bicimindeki tiirevlerden olusan 7, gibi bir tensdr oldugunu varsayalim. Bu

durumda,

T' =t' I t' (3.50)

y7i% uy w' a

e _axva ale
o oxt ox™ox"

(3.51)

olur. Bu sonug, 7, tiirev islemi herhangi bir koordinat sistemindeki 7, gibi bir

WV
tensOriin bileseni olarak tanimlanabilmesine karsin genel durum igin Fiv biciminde

yeni bir koordinata bagiml nicelik kullanarak tensor elde etmeye ¢alismak zorunda

oldugumuzu gésterirs. Sonug olarak
t,u,v - Fflvtl = T/tv (352)

ifadesi bir tensordiir.
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Elde ettigimiz bu yeni nicelik l“fw affine baglanti olarak adlandirilir. Bu

nicelik diferansiyel geometride Onemli bir rol oynar ve kovaryant tiirevin
tammlanmasinda kullanihir (yardimecr alan rolii iistlenir). Oncelikle tensoér olup
olmadig1 konusunda yargiya varmak ve Ozelliklerini incelemek igin gorelilik
kuraminda sik sik karsilasacagimiz affine baglanti i¢in koordinat doniisiimiinii
inceleyelim:

w ox* 9%x*

T ox® oxox”

- _ox"x“ 9 [axﬂ ax'fJ
# 9x® ox® ax™ | ox" ox”

v ox'* ox*| ox? ox" 9°x~ 9’ x? o~
uv = a K W WU 7.0 + 7 4 B
ox” ox* | dx" dx"™ dx"dx” oIx" dx" dx
- ax* ox? ox" ox® 9%x*  dx" ox* 9'xF ox*

w = a W W K 7.0 + a K W 4 B
0x% ox" ox"™ ox* ox"ox”  Ix” ox* Ix"“odx" ox
A n i3 A 2. B
l—"j;v _ ox" ox" ox “ 4 ox 5 0°x
ox* oax"™ ax" " ox” ox'" ox"”
v _oxtox” o’ _,  ox" 9%x”
A ax™ ax” " 9x® ax™ox"

Son denklemin sagindaki ikinci terim denklemin homojen olma durumunu bozar ve

(3.53)

denklemin tensoér doniisiim kuralina uymasina engel olur. Bu durum, Ffw affine

baglantinin tensdr olmadigimi gosterir. Affine baglanti asagida siralanan bazi

ozelliklere sahiptir:

a) Belirli bir uzayda tanimh I ve zl"ﬁv gibi iki baglant1 varsa bunlarin

uv
fark bir tensordiir:
ll“fw - 2Ffw = va , va : Tensor. (3.54)
A . - . A . -
b) I", birbaglantiise I'), de bir baglantidir.
c) Affine baglanti simetrik ya da anti-simetrik durumlara sahiptir.
Baglantinin anti-simetrik oldugu durumda anti-simetrik ifadelerin farki,

A _ 1A A
T uv F,uv _FV,u (355)

biciminde bir tensdr tanimlar ve bu tensor burulma tensorii diye
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adlandirilir. Diger bir deyisle, burulmanin sifirdan farkli oldugu
durumlarda baglant1 anti-simertik, tersi durumda ise simetriktir.
3.2.2.2. Kovaryant Tiirev

Simdi (3.52) denklemine geri donelim:

T (3.56)

mv
Bu denklem, bir kovaryant tensoriin kovaryant tiirevi olarak adlandirilir. Kovaryant

tirev noktal virgiil (,) yada V ile gosterilir. 7, ifadesi bir tensordiir ve

\4

B ox* 9x*

v A
Y ox™ ox™ N

tensOr doniislim kuralina uygun bir bicimde doniisiir. Ayrica bir kontravaryant

(3.57)

tensoriin kovaryant tiirevi #*, =¢* , + Tt biciminde tanimlanir.

Bu tanimlamalar karma ve yiiksek rankli tensorler igin genellestirilebilir:

nin x” ye gore

icin ' ile 7 arasinda kovaryant indis degisimi ile I}, kere 7 bigiminde olur.
Ornegin,
4 a v v v o v
T .. :ax—KT” LAY TY 4T, T4 =T, T, (3.58)

ya da en genel bigimde

uv... __uv... ¥ av... 4 Ha...
T lr...;J_T /1;«...,5+FmsT /1x...+rmsT ae. T

_FgaTW“ﬂ T F'fsTW“/w.“ - (3.59)

K.
olur. Kovaryant tiirev asagida siralanan bazi 6zelliklere sahiptir.

a) Bazi1 6zel durumlarda kovaryant tiirev 6zel bicimler alir. Bu o6zel

durumlarin en basiti bir skalerin kovaryant gradiyentidir. Bir skalerin

kovaryant gardiyenti kismi tiirevi ile dzdestir:

0u=9,- (3.60)
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b)

c)

d)

e)

Bir diger 6zel durum kovaryant rotasyoneldir. Kovaryant tiirevi ifade
eden (3.56) denklemindeki I'), ifade v ile A indislerine gore simetrik

oldugundan kovaryant rotasyonel islemi normal rotasyonele denk olur:

T, ~T,,=T,,~T,,. (3.61)

v fvu viu Ty

Uciincii 6zel durum ise bir kontravaryant tensoriin kovaryant diverjans

islemidir:
T“;ﬂ = T“,ﬂ +l"/’jVTV . (3.62)
Burada,
I“ﬂ_l ui _1 Magﬂﬂ 3.63
‘uV_Eg {gﬂﬂ,v+gﬂv,ﬂ_gﬂv,l}_§g W ( . )
bicimindedir. Bu ifadede
Tr{M (x) M(x)} = iﬁn Det M (x) (3.64)

0zdesligini kullanarak

1 a
FZV:

\/_ o [ (3.65)

ifadesini elde ederiz. Dolayisiyla (3.62) denklemi asagidaki bicimde olur:

3.66

[ ax (3.66)

Ayrica daha yiiksek rankli tensorlerin kovaryant diverjansi,
v a v v 14
T, =T+ T + 10,7 (3.67)
biciminde olur ve burada (3.65) denklemi kullanilarak
d
9 (Jg Ty Lpe P (3.68)

\/_ ox" 2 ox”

ifadesi elde edilir®.

Tensorlerin toplamlarinin-farklarinin ve ¢arpimlarinin kovaryant tiirevleri
kismi tiirev i¢in gecerli olan kurallarin aynisina uyar:

(A°BY =A™ B+ A"B" (3.69)

(@A) + BB.);, = aAl's, + BB, . (3.70)
Biiziilmiig bir tensoriin kovaryant tiirevi, kovaryant tiirevin biiziilmesine

esittir:
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14 a 14 KV
T = g T+ T T, (3.71)

3.2.2.3. Christoffel Sembolleri
Metrik tensoriin kismi tiirevi g, , ve g*" ters metrik tensor ile elde edilen
ve klasik GG in temelini olusturan nicelige Levi-Civita ya da Christoffel baglantist
denir. Yukandaki kisimlarda genel (affine) baglanti ifadesini inceledik. Buradaki
Christoffel baglantis1 ise affine baglantinin Riemannian uzayma ait 6zel bir
durumudur.
Christoffel baglantist metrik tensoriin kovaryant tlirevinin sifir olmasi
durumundan elde edilebilir:
0= uwia=8wa~ gwrk,uﬂ - gxyrkvﬂ . (3.72)
Bu denklemde g ile A ‘nin ve v ile 4 ‘nin yer degisimi ile sirasiyla
Cavu =8l 1t 8al (3.73)
ve
gy/{ w = gldrk,uv + g}g_[rkﬂv (374)
denklemleri elde edilir. (3.72) ve (3.73) denklemlerinin toplamim alip bu toplamdan
(3.74) denklemi ¢ikarilarak
g,uv’ﬂ +glv U _g,uﬂ’v = gK'Vl—‘K'/ll + gK,ul—‘Kvﬂ
+gwl—wﬁ.ﬂ + gMFKvﬂ - gmrkﬂv - g;gll—wj,v (375)
gyv’l +gﬂv’y _g,uﬂ’v = zgwrkﬂ,u (376)

denklemi elde edilir (bu noktada I'* w Ve g, ifadelerinin x4 ile v ‘ye gore simetrik

olduklart unutulmamalidir). (3.76) denklemini g” ile garparak ve g”g,  =d8”

K

ozelligini kullanarak

Ly
[ =5 8" {8uos  8avou =81} (3.77)

ifadesini elde ederiz. (3.77) denklemiyle tanimlanan Chistoffel baglantisinin

elemanlarina Christoffel Sembolleri denir.
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3.2.3. Riemann-Christoffel (Egirilik) Tensorii

Newton kuraminda gravitasyonel alam1 tamimlamak icin kullanilan kuvvetler

ve alanlarin yerini GG kuraminda dort-boyutlu uzay-zaman egriligi alir. Temelde

eylemsizlik ve gravitasyonel kiitlelerin denkligine dayanan GG kuraminda artik

gravitasyonel kuvvet yoktur. Newton gravite kuramina gore herhangi bir parcacik bir

gravitasyonel kuvvetin etkisi altinda hareket etmesine karsin GG kuramina gore boyle

bir parcacik egri uzay-zamandaki egri jeodezik boyunca serbest bir bicimde hareket

eder ve dolayisiyla bu kurama ait hareket denklemi
d’x* ., dx’ dx’ _

dr? “dr dr

(3.78)

olarak ifade edilen jeodezik denklemine karsilik gelir’. Burada, 7 6z-zamani (proper
time) tanimlar.

Aslinda GG bir yerel kuramdir. Bu kurama gore herhangi bir noktadaki dort-
boyutlu uzay-zaman manifolduna ait yerel geometri (egrilik) o noktadaki madde
dagilimi ile belirlenir. Madde dagilimi ile uzay-zaman egriligi arasindaki iliski GG’in
konusunun merkezini olusturur ve su sekilde sematik bir bigcime sahiptir8:

<yerel uzay-zaman egriliginin> 3 <madde—enerji yogunlugunun

> (3.79)

bir dlciisii bir Olciisii

Bu iliski Einstein denklemi olarak adlandirilir ve Giris kisminda da de ifade ettigimiz
gibi Einstein denklemi genel anlamda bu temel iizerine kuruludur. Dolayisiyla
evrendeki madde dagilimu ile ilgili bilgi edinmek i¢in Einstein denkleminde yer alan
uzay-zaman geometrisini tamimlamak yeterli olacaktir ve bu nedenle de buradaki
problem uzay-zaman geometrisini tanimlamak olur.

Uzay-zaman geometrisini tanimlamak i¢in kullamilabilecek bir¢ok nicelik
vardir. Bunlar metrik tensor, ters metrik tensor, affine baglanti (Christoffel
sembolleri), Riemann-egrilik tensorii, Ricci tensorii ve egrilik skaleridir. Metrik
tensor, ters metrik tensor ve affine baglanti gibi nicelikleri daha onceki kisimlarda
tanimlanmisti; simdi, gerekli olan diger nicelikler tanimlanmaya calisilacaktir.

Riemann-Christoffel  (egrilik) tensoriinii  tiirevlerin  komiitasyon(sira

degistirme) ozelliklerini kullanarak elde edebiliriz. Bildigimiz gibi kismi tiirev islemi

T’l, Ly —T’l,vg , =0 biciminde komiitatif(sira degistirebilen) olmasina karsin kovaryant
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tiirev islemi genelde komiitatif degildir Tﬂ; v —Tﬂ;v; » #0. 0O halde T* gibi bir tensor
icin kovaryant tiirev komiitatoriinii hesaplayalim:
T, =(T* +T5T"), +T5 (T ,+T4T")
-4, (T, +T5T5). (3.80)
Bu ifadede g ile v arasinda yer degisimi gerceklestirerek bu iki ifadenin farkim
alalim:
T, —T . =T, —T" , + @I , T T,
+0, (T, +T4T") -4 (T ,+T4T")
-y (T* , +TLT)+T% (T4, +T5,T"). (3.81)
Kismi tiirevin komiitasyon ozelligine gore ilk iki terim sifir olur, son iki terim tekrar
kovaryant tiirev formunda diizenlenebilir.
T, —T" . =15, T =10 T*+TLT* T, T",
+0, T, +0. De T -TL T ~T., TeT"
+(IG, +Tp )T, (3.82)
T*,,-T" ., ={T%,  -T%, +T. % -T. e 11"
+0,T* , —TLT* +T0 T T, T,
+(T4, +Ty )T, (3.83)
Esitligin son hali,

T, ~T" . ={Th - Th, +T5 I8, —T4 1% T

R} o kv av™ Ku

(3.84)
+(@g, -Ty)T*,
biciminde olur. Denklemin sagindaki ilk parantez terimi
A _ 11 A A T A ra
Rzguv - Fw,,u - FK,ZI,V + Faﬂrw - Favrm (385)
seklinde tanimlanir ve Riemann-Christoffel (egrilik) tensorii olarak adlandirilir.
A A _ pi K 171 o A
r,, -1, =R, T+, -1I,)T", (3.86)

Riemann uzayinda burulma sifir oldugundan (3.55) denklemine gore (3.86)

denklemindeki son terim sifir olur.

2 A _ pd ok
T, ,~T" ., =R.LT (3.87)

i
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Riemann-Christoffel tensorii asagida siralanan bazi1 Ozelliklere sahiptir(Egrilik

tensoriiniin 6zellikleri, tam kovaryant bilesenleri R R}, cinsinden daha acik

UVAK = g,ua

bir bicimde ifade edilebilir.):

l{azgﬂﬂ _ azgv,l _ azglﬂf + azgw( }

M0 ) 9o’ oxax*  ox'ox’  oxtox”
+84s [ T~ T TL | (3.88)
a) R,,, tensdrii g <> A ve v < k indislerine gore simetriktir;
R =R (3.89)
ve diger indis durumlarinda ise anti-simetriktir;
Rype="Ru="R,u=+R, ., . (3.90)
b) R, tensorii cevrimsellik 6zelligine sahiptir.
R et Ry t Ry, =0 (3.91)

¢) Ayrica R, tensorii bazi 5nemli diferansiyel 6zdeslikleri de saglar.

VAK

R :l a azgﬂﬂ _ azgvﬁ. _ azgﬂ,( + azgvf(
UvVAK;o a K.V KU AV AN u
2 0x“ | dx"ox”  dx"ox" dx"ox” dx"ox
—a rre -1’17
+axa gi]o‘l: At ve Tt oku vﬂ]
_FZﬂRWZK - F;VRT/M.K' - FZZR‘L;uVK - F;KR‘L;uVA . (392)

Bu denklemi P gibi bir yerel eylemsiz noktada degerlendirdigimizi
varsayarak denklik ilkesine gore I' ‘larin sifir oldugu durumu ve kismi
tiirevin komiitasyon 6zelligini kullanarak

h g, O i
R _1 a { gM _ a gvﬂ _ gll’f + a gVK } (393)

e =5 9% | ax*ax’  oxox”  oxox”  oxtox”

denklemini elde ederiz. Bu ifadenin 4, k, ve & permiitasyonu ile

R 0 (3.94)

UVAK

+R +R

Uvar;x uvka; A =

Bianchi Ozdegligi olarak adlandirilan ifade elde edilir.
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3.2.4. Ricci Tensorii ve Egrilik Skaleri

R’ tensoriiniin birinci ve iiciincii indisleri iizerinden biiziilmesi ile elde

UKV
edilen 2-rankli R, = RLV kovaryant tensore Ricci tensorii denir. Rﬁw tensorii ayrica

birinci ile ikinci ya da birinci ile dordiincii indisler tizerinden de biiziilebilir, fakat

R tensoriinin A ile g4 ve x ile v iizerinden anti-simetrik olmasi bu tiir

Auxv
biizilmelerin sifir ya da +R, olarak sonuglanmasina sebep olur. Dolayisiyla Ricci

tensOriniin Riemann tensoOriiniin biiziilmelerinden elde edilen tek anlamli tensor

oldugu sodylenebilir. Ricci tensorii simetrik bir tensordiir
R, =R, (3.95)
ve

-t +I* 1% —1* 1¢ (3.96)

y7753% Ao uv av® ud

_pd 1A
R,uv - R/Mv - F,uv )
biciminde tanimlidir.
Ricci tensoriiniin metrik tensorle biiziilmesinden elde edilen skalere Ricci
(Egrilik) skaleri denir:
— v _ v Ak
R=g"R, =g"g"R (3.97)

Aukv *

3.3. TELEPARALEL GRAVITE: WEITZENBOCK UZAY-ZAMANI

Genel Gorelilik kuraminin ortaya ¢iktigi zamandan bu yana gravitasyonel
etkilesmenin tanimi uzay-zaman geometrisiyle baglantili olmaktadir. Daha once de
soz ettigimiz ve Einstein (3.79) iliskisinden de anlasilacag: gibi temelde zayif denklik
ilkesine dayali bir kuram olan GG ‘ye gore gravitasyonel alamin varligi uzay-
zamanda bir egrilik iiretir. Diger taraftan, uzun siireden beri kuramsal gelismeler
gravitasyonel alanin tanimlanmasinda burulmanin dahil edilmesi olasilig1 {izerinde
hareket etmektedir, oysa GG kuraminda burulma sifir olarak belirlenir’. Bu amag
dogrultusunda burulmanin sifirdan farkli olarak belirlendigi Weitzenbock uzay-
zaman lizerinde Teleparalel Gravite kurami gelistirilmistir. Fakat bu kuramda uzay-
zaman egriliginden soz edilemez, yani egrilik sifir olur.

Sozii edilen kuramlarda temel olarak alman uzay-zamanlar ve OG ‘in
temelini olusturan Minkowski uzay-zamani, en genel uzay-zaman olan Riemann-
Cartan uzay-zamanin farkli durumlara gore indirgenmesiyle elde edilir. Bu iligki

Sekil- 5* ‘te acik bir bicimde ifade edilmektedir ( T = Burulma ve R = Egrilik ).
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Riemann-Cartan Uzay-Zamani (U,)

T#0veR#0
T=0 / \ R=0
Riemann Uzay-Zamani (R ) Weitzenbock Uzay-Zamani (W,)
T=0veR#0 T#0veR =0

N\

Minkowski Uzay-Zamani (M)
T=0veR =0

Sekil - 5

Gravitasyonel alan etkilesmesini tanimlamak icin egriligin ve burulmanin her
biri uygun bir denklem saglayabilir, fakat kavramsal farkliliklar ortaya glkmaktadlrlo.
GG kuramina gore egrilik, uzay-zamanin geometrisini belirlemek i¢in kullanilir ve
bu sayede gravitasyonel alani ¢ok basarili bir bicimde tanmimlar. Diger taraftan
teleparalel kurama gore gravitasyonel alan burulmanin bir sonucu olarak ortaya
cikar. Burulma bir kuvvet rolii iistlenerek dogrudan gravitasyonel alana sebep olur,
yani etkilesme i¢in uzay-zaman geometrisinde herhangi bir degisiklik meydana
getirmez. Bu durum TPG kuraminda, GG in aksine jeodeziklerin olmadigimi fakat
elektrodinamikteki Lorentz kuvvet denklemine benzer bir kuvvet denkleminin var
oldugu anlamina gelir“.

TPG deki temel nicelikleri incelemeden dnce GG ‘de yaptigimiz gibi kuramin
dayandirildig temel Varsaylmlarl4 siralayalim:

A'. Kuramin temelindeki uzay-zaman Weitzenbock uzay-zamanidir ve bu
uzay-zamanin temel yapisi (temel bileseni) tetrad alanmidir. Bu kuramdaki
tim fizik yasalar1 kovaryant ya da genel koordinat doniisiimii grubu
altinda invaryant kalan denklemlerle ifade edilir.

B'. Denklik ilkesi sadece klasik fizikte gecerlidir.

C'. Gravitasyonel alan denklemleri mikroskopik hareket ilkesinden yola

cikilarak tiiretilebilir.
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D'. Alan denklemleri, degiskenleri ikinci basamaktan daha yiiksek olmayan
kismi diferansiyel denklemlerdir.
E'. Gravitasyonel alan tetrad alam tarafindan tam bir bicimde tanimlanabilir.
(Tiim fizik yasalar1 kovaryant ya da global lorentz doniisiimii grubu
altinda invaryant kalan denklemlerle ifade edilir.)
3.3.1. Tetrad Alan1
Giris kisminda da tanimladiimiz gibi teleparalel kuram matematiksel
anlamda bir koordinat doniisiimii grubunun ayar kuramina karsilik gelmektedir. Bu
ifade dogrultusunda ayar kuramina ve doniisiim grubuna uygun varsayimlarla mevcut
uzay-zamanimiza bicim kazandirmak gerekir. Ornegin, herhangi bir uzay-zamana ait
geometrik yapiin tanjant uzayir yiginlarindan olustugu ve dolayisiyla bu uzay-
zamanin her bir noktasinin bir Minkowski tanjant uzay-zaman ile iliskili oldugu
diisiiniilebilir. Bu sekilde tanmimlanan bir uzay-zaman ayar kuramimin kullanimi
acisindan ¢ok yarar saglamaktadir, c¢linkii doniisiim grubu Minkowski tanjant uzay-
zamaninda islev gormektedir'”.
Yukanidaki ifadelerden de anlasilacagi gibi GG ‘de temel bilesen olan metrik
tensoriin aksine TPG ‘de, tasarlanan bu tanjant uzay-zamani iizerinde tanimli bir
nicelik elde etmemiz gerekmektedir. Bu amag¢ dogrultusunda uzay-zamanimizin her

bir noktasinda é(a) ortonormal taban vektorlerinin (dortlii) bir ciimlesi tanimlanir

(uzay-zamanda her noktadaki tanjant uzaymn taban vektorii o noktadaki

koordinatlar cinsinden kismi tiirev ¢, =9, ile verildiginden dolay). &,

(@
ortonormal taban vektorleri calisigimiz manifoldun yapisina uygun bir bicimde
secilecektir. Ornegin, metrigimizin dogal bicimini N ©larak yazarsak taban
vektorlerimizin i¢ carpiminin

88y €0)) = M) (3.98)
biciminde olmasini bekleriz (buradaki g( , ) metrik tensordiir), yani tanjant uzayinda
tanimlanan ortonormal taban vektorlerine bagli olan metrik tensor Minkowski diiz
uzay-zamanina indirgenir. Iste bu ortonormal tabanlardan olusan vektor ciimlesine
tetrad alam denir.

Ortonormal taban vektorleri arasinda,
é,=h, "¢, veya ¢,=h, "9, (3.99)

bagintisina gore doniisim gerceklestirilebilir ve bu sayede bilinen bir taban
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vektoriinii (€,,) kullanarak yeni bir taban vektorii (é,) elde edebiliriz. Buradaki

hﬂ(“) ifadesi tetrad olarak adlandirilir ve nXn’lik bir matris tanimlar. Tetradlar ters

bilesenleri ile birlikte

W B =8 ve  hOh*, =8 (3.100)

bagintilarimi saglar. Tetradlar,

5 o Ay 5@ _ pa@
b =l =", e =h" dx" (3.101)

5 —p (@5  _p (@) SH _ M (a)
e, =h, "¢, =h"9 e =h",dx

genel denklemlerde de goriildiigi gibi taban vektorlerin bilesenleridir ( taban
vektorlerin seri agilimi tetradlar cinsinden gerceklestirilir). (4.1.1) denklemini

tetradlar cinsinden yeniden tanimlarsak
_ @ ) _ @)
8 h(a)ﬂhb)v_na by > g h Y ", =n
" (a() ®) o uv ' u ) Va(a)b) (3.102)
8w =N My > 8" =hy) hyy 1
buluruz.

Teleparalel kuramdaki ifadelerde ¢alistiimiz uzay-zamana ait indisler Yunan

alfabesi (u,v,4,x,..=0,1,2,3,...), tanjant uzay-zamana ait indisler ise paranteze
alinmig Latin alfabesi (a,b,c,d,...=0,1,2,3,...) ile gosterilecektir ve
-1
1
Naxw = | (3.103)
1

metrikli Minkowski uzay-zaman varsayimi kullanilacaktir.

3.3.2. Affine Baglanti: Weitzenbock Baglantis

Tetrad hﬂ(“) in komsu iki nokta arasinda paralel tasinmasi1 hakkindaki bilgi
(a) : v . ST
h, in kovaryant tiireviyle elde edilir:
V', =0,h, ~Thh",. (3.104)

Weitzenbock uzay-zamaninda tetradlarin paralel olarak tasinmas ile ilgili geometrik

kosul uygulanarak12 (3.104) denklemi,
V,h?, =0,h -, h“, =0 (3.105)
biciminde yazilir. Bu aym zamanda mutlak paralelizm ya da teleparalelizm

kosuludur. (3.105) denkleminin ¢6ziimii,
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T4 a a

E’;vh( )l javh(a)” (3.106)

I, =h, ad,h' )ﬂ
biciminde ifade edilen ve Weitzenbock baglantisi olarak adlandirilan bir affine
baglant1 verir. Mutlak paralelizmin bir sonucu olarak Weitzenbdck baglantisinin
egriligi sifira esit olur. Weitzenbock baglantist simetrik olmayan bir baglantidir ve
(3.106) denkleminden de goriildiigii gibi sifirdan farkli (anlaml) tetrad alami ile
belirlenir.

3.3.3. Burulma Tensorii

Kisim 3.2.2.1 ‘de herhangi bir uzay-zamanda tamimhi simetrik olmayan bir
affine baglantinin (3.55) denklemine gore o uzayda tanimli bir burulma tensorii
tammmladig1 ifade edildi. GG kuraminin tamimlandigi Riemann uzay-zamanina ait
affine baglantis1 simetrik 6zellige sahip oldugundan bu kuramda burulmanin sifira
esit oldugu acgik bir bicimde goriilmektedir. Diger taraftan teleparalel kuramin
tanimlandigt Weitzenbock uzay-zamana ait affin baglanti simetrik 6zellige sahip
olmadigindan bu uzay-zamanda,

T, =T, -T;, =h,"0,n", —h, "0, n?, (3.107)
bi¢ciminde burulma tensorii tanimlanir.

Egrilik ve burulma, baglantilarin 6zelliklerinden elde edilmektedir;
dolayisiyla belli bir uzay-zaman iizerinde bircok baglanti tanimlanabilir’. Ornegin,
Kistm 3.2.2. ‘de Levi-Civita baglantisi Rieamnn metrigi cinsinden (3.68)
denklemiyle tamimlidir. Kisim 3.3.1.°de ise (3.102) denklemine gore Riemann
metrigi tetrad cinsinden tanimlanabilir. Bu durumda Levi-Civita ile Weitzenbock

baglantilari arasinda,
r,, =T, +K;, (3.108)

bigiminde bir iliski tanimlanir. Buradaki K fw

A 1 A A A
K7, ZE[Tﬂ AT =T (3.109)

U

biciminde tanimhdir ve es-burulma tensorii diye adlandirilir.
Levi-Civita (Christoffel) ile Weitzenbodck baglantilart arasindaki bu yararh
iliski kullanilarak GG ‘de tanimli hareket (jeodezik) denklemi, kovaryant tiirev vb.

ifadelerin TPG ‘deki bicimleri yazilabilir. Riemann uzay-zamanda (3.78)
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denklemiyle ifade edilen hareket denkleminde Levi-Civita baglantis1 (3.108)
denklemine gore yeniden yazilarak
d’x' oy A dx o, dxt dx
dr? " odr drt wodr dr

(3.110)

biciminde bir kuvvet denklemi elde edilir. Teleparalel kuramda burulma bir kuvvet
rolii iistlenerek gravitasyonel alana sebep oldugundan hareket denkleminin GG ‘de
bir jeodezik denklemi tanimlamasina karsin TPG ‘de kuvvet denklemi bi¢iminde
olusu zaten beklenilen bir durumdur. Dolayisiyla (3.110) denkleminde burulma

cinsinden
F\' =c*h, T, (3.111)
biciminde tamimli[96] bir gravitasyonel alan kuvveti tanimlanir. Yine, Riemann

uzay-zamaninda (3.56) denklemiyle tanmimlanan kovaryant tiirev ifadesinde Levi-

Civita baglantis1 (3.108) denklemine gore yeniden yazilarak,
T _i7h
V., =0,t,—(T;,, —K, ), (3.112)

biciminde bir teleparalel kovaryant tiirev elde edilir.

3.4. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERI

GG kuraminda temel nicelik olan g, ~metrik tensoriin uzay-zaman

geometrisini belirleme acisindan metrik, parcaciklarin hareketlerini belirleme
acisindan gravitasyonel goriiniime sahip oldugu denklik ve kovaryanslik ilkeleri

113

yardimiyla elde edilebilir. Fakat g, ile ilgili olarak “gravitasyonel alanin

bulunmadig1 duruma karsilik olarak diiz uzay-zaman, gravitasyonel alanin bulundugu
duruma karsilik olarak ise gelen egri uzay-zaman tanimlar” bicimindeki ¢cok genel
bir diisiincenin 6tesinde, degerlerinin koordinatlara gercek bir bicimde baghiligini
iceren herhangi bir ifadeye heniiz sahip degiliz. Dolayisiyla, denklik ve kovaryanslik
ilkelerine ek olarak GG ‘de metriksel ve gravitasyonel alanin uzay-zaman konumuna
baghiligim veren ve (3.79) iliskisiyle de ifade edildigi gibi tamimli herhangi bir
madde-enerji  dagiliminin  bulundugu  durumda  gravitasyonel etkilerin
hesaplanmasina olanak saglayan kesin bir ifadeye sahip olmaliy1z.

Newton Gravite kuraminda madde ile gravitasyonel etki arasindaki iliski,
V’y =4rxkp (3.113)

seklindeki Poisson denklemi ile tanimlanmaktadir. Bu denkleme gore belirli bir anda
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uzaym herhangi bir noktasindaki gravitasyonel etki maddeyi cevreleyen yer ile
belirlenir ve bu madde, (3.113) denklemiyle tamimli bir gravitasyonel potansiyel
(gravitasyonel kuvvet) iiretir. Bunun sonucu olarak da herhangi bir parcacik bu
gravitasyonel kuvvetin etkisi altinda hareket eder. GG kuraminda da benzer bicimde
yararli bir denklem elde etmek icin Newton Gravite kuraminin Poisson denklemi
gorelilik ilkeleri ¢ercevesinde genellestirilebilir.

Bu ama¢ dogrultusunda ilk olarak metrik tensor (g, ) GG ‘de metrik

olmanin yami sira gravitasyonel potansiyel Ozellige sahip oldugundan Newton
kuramindaki gravitasyonel potansiyele karsilik gelir. Ikinci olarak, Newton

kuraminda madde yogunlugunu tanimlayan o ‘nun yerini en genel bicimde madde-

enerji dagilimuini ifade eden ve enerji-momentum tensorii diye adlandirilan 7, gibi
bir nicelik alir. Dolayisiyla buradaki temel problemimiz 7,, ile g, ‘yi birbirine

baglayan bir denklem elde etmek olacaktir ve elde edilecek bu denklem Newton
Gravite kuramimin GG kuramu cergevesinde genellestirilmis bicimi olacagindan bazi
ozelliklere sahip olmasi gerekir. Birincisi, kovaryanslik ilkesiyle uyumluluk; ikincisi,
Poisson denklemi Newton potansiyelinin ikinci basamaktan daha yiiksek basamakli

tirevlerini igermediginden, g, 'niin ikinci basamaktan daha yiiksek basamakli

tiirevlerini iceren bir tensor kullammminin gereksiz oldugunu varsaymak yerinde
olacaktir. Son olarak da denklik ilkesiyle uyumluluk'* gereklidir.

Bu degerlendirmeler 1s18inda  bazi  matematiksel yoOntemlerin  de
kullanilmasiyla arzu edilen ozelliklere sahip denklemler elde edilebilir. Bu ac1
dogrultusunda bu bolimde varyasyonlar yaklasimi (Hamilton ilkesi), eylem ve
minimum eylem ilkesi gibi baz1 matematiksel yontemler yardimiyla GG kuramina ait
gravitasyonel alan deklemleri elde edilecektir.

3.4.1. Hamilton Ilkesi (Minimum Eylem Ilkesi)*

Klasik ve kuantum fiziginde bir¢ok sisteme ait dinamik denklemler
varyasyonlar ilkesinden yola ¢ikilarak elde edilebilir ve bu sayede sistemin fiziksel
anlami1 ¢ok daha acgik bir bicimde anlagilabilir. Dahasi, dinamik denklemlerin bu
sekilde formiile edilmesi hem sisteme ait korunumlu niceliklerin ve simetri
ilkelerinin hem de bu iki nicelik arasindaki baglantinin kolayca belirlenmesi

acisindan biiyiik yarar saglar. Bu ifadelerden de anlagilacagi iizere varyasyonlar

a. Detayli inceleme i¢in; Bkz: Kaynak 16, Kisim 19.
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ilkesi son derece yararli bir yontemdir ve gravitasyonel kuramlarim1 da kapsayan
klasik ve kuantum alan kuramlarindaki bircok giincel arastirma igin temel

saglamaktadir.

x*, (a=1,2,3,...) biciminde genellestirilmis koordinatlar ve ¢ zamaniyla
ifade edilen bir mekanik sistem i¢in Hamilton ilkesi; #, deki bir konumdan 7, deki
bir diger konuma dogru yapilan hareket durumunda

w
dr’

biciminde yazilan bir integralin olast minimum degeri alacagini ifade eder. L

S = j L, 2t (3.114)

fonksiyonuna ilgili sistemin Lagrangiam ve (3.114) integraline ise “eylem” integrali
denir.

Konum uzayindaki yoriingede,
X't - x“@)=x"(1)+x"(t) (3.115)
gibi keyfi bir degisim degerlendirdigimiz zaman S ‘deki degisim
S= j " L(x +6x", X+ 1%, 1)di j L(x", %, 1)dt (3.116)
olur. Bu fark integralinde Jx“ ve Jx“ kuvvet seri acilimi yapildigi zaman esas

terimler birinci basamaktan olur ve S ‘deki degisimin minimum (JS =0) olmasi

icin gerekli kosul bu terimlerin sifir olmasidir. Dolayisiyla minimum eylem ilkesi,

58 = 51’2 L(x", %", 0)dt = j (BL(’C—’HX’”W +aL(x—_’x’t)5x“jdr =0

I ox ox’
(3.117)
bi¢iminde olur. integraldaki son terime kismi integrasyon uygulanmasiyla
58 = a_L 5x° +j’2 oL _d a_L Sxdt =0 (3.118)
ox“ . cn\oxt dt dif

elde edilir. #, ve ¢, u¢ noktalarda dx“(¢) degisiminin sifira esit oldugu varsayilarak

ilk terim sifira esitlenir ve geriye kalan integralden

oL d JL 0
ox*  dt ox*

(3.119)

ifadesi elde edilir. Dolayisiyla, burada kullandigimiz smir kosullart  ve
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tammladigimiz Lagrangian ile (3.119) denklemiyle tamimli Euler-Lagrangian
denklemi saglanir.

Varyasyonlar ilkesini uzay-zamandaki bir skaler alan kuramina uygun olarak
genellestirmek icin L Lagrangianin, x“ gibi siirekli koordinatlarin keyfi bir ciimlesi
ile parametrize edilebilen dort-boyutlu bir uzay-zamanda ®“(x") olarak tanimh
alanlar climlesine bagli oldugunu ifade etmek yeterli olacaktir. Buna ek olarak,
gercekte keyfi bir manifold (uzay-zaman) ve keyfi koordinatlara bagl alan kuramlari
degerlendirildigi zaman alanlar ciimlesine metrik tensoriin bilesenleri dahil
edilmelidir.

Dort-boyutlu uzay-zaman manifoldu tizerinde tanimh bir alanlar ciimlesi i¢in
S eyleminin

S= jﬂ L(®" +0,® +0,0,®",..)\—gd*x (3.120)
biciminde olmasi gerekir. Burada, uzay-zaman € gibi dort-boyutlu bir bolge

tizerinden degerlendirilir. (x* gibi herhangi bir koordinat sisteminde invaryant hacim

eleman1 dV =./—gd*x biciminde tanimlanir.)
S’nin skaler olmasi igin (65 =0 olacagindan) L\/—gd*x ifadesinin de

M ’deki her noktada skaler bir alani tanimlamas1 gerekir. dV =./—gd*x invaryant

hacim eleman1 zaten skaler bir alan oldugundan dolayr L Lagrangiani da skaler bir
alan olmalidir™'®.
3.4.2. Einstein Alan Denklemi: Bos Uzay

Skaler alan kuramlar i¢in varyasyonlar ilkesi ile ilgili ifadeler yardimiyla
gravitasyonel alan i¢in bir eylem integrali tanimlanabilir ve bu sayede GG de ihtiyag
duyulan alan denklemleri tiiretilebilir.

GG ‘de bir eylem tanimlayabilmek icin genel koordinat doniisiimleri altinda

invaryant ve metrik tensor g, ile tiirevlerine bagli olan bir Lagrangian
tanimlanabilir:
S :IQLc(gﬂv +0,8,,+0,0,8,,,.-)y—gd"x. (3.121)

Metrik tensor ve tiirevleriyle tanimlanabilen en temel anlamli skaler nicelik Ricci

skaleridir. Buna gore buradaki Lagrangian
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L;(8,, 10,8, +0,0,8,,,..)=R=2A (3.122)

biciminde tanimlanabilir. Burada A sabittir. Dolayisiyla asagidaki eylemin

So = [ (R=2M)J-gd*x=[ (R, g"\-g-2AJ=g)d*x  (3.123)

sonsuz kiiciik bir V bolgesi icinde degisimi incelenirse V bolgesinin sinirlarinda
metrik tensoriin ve tiirevlerinin degisimi sifira esit olur. Bu sayede eylem
integralindeki degisim hesaplanabilir ve metrigin keyfi bir degisimi i¢in 0S, =0

minimum degisim gerekliligi kullanilabilir. (3.123) ifadesinin degisimi,

5So=[ (8 J=goR,, +R, 0] " =g |-2a8 =g Ja'x  (3.124)

olur. Bu integral icindeki ifadeler ayr1 ayr1 degerlendirilirse ilk terim icin V hacmi
icinde Christoffel sembollerinin sifira esit oldugu yerel bir koordinat sistemi

tanimlanarak Ricci tensorii

R, =0,I;,—0,I, (3.125)
bicimine indirgenir. Dolayisiyla Ricci tensoriindeki degisim,

Y A y! y

SR, =6(0,I%, -9, )=0,(6T%,)-0,(5T%,) (3.126)
olur. Metrik tensoriin kismi tiirevlerinin V hacminde sifira esit oldugu kosulunu da
kullanarak

g""0R, =9,(g" 06T, -g"5T",) (3.127)
ifadesi yazilabilir. Christoffel sembollerinin kovaryant indisleri bir tensor indisi gibi
doniistiigiinden

A _ v A y723 v

At=g"oT,, —g"ol, (3.128)
biciminde bir vektor tanimlanabilir. Dolayisiyla (3.127) denkleminin yeni hali,

g"oR, =d,A" (3.129)
olur. Bu durumda da (3.124) integralindeki birinci terim igin | (V,A*)aV ifadesi
yazilir. Parantez i¢indeki terim diverjans oldugundan Gauss integral kuramina gore,
bu terimin integrali sadece bir sinir terimi olarak katkida bulunur. Fakat metrik tensor
ve tlirevlerinin degisimi V hacminin sinirlarinda sifira esit oldugundan bu integralin

sonucu sifira esit olur ve birinci terimden herhangi bir katki gelmedigi anlagilir.

(3.124) integralindeki iiciincii terim i¢in
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N =[a*/¥}5gw :_;{a_g} 58, (3.130)

og w

seklindedir. Burada,

uv
g=Y 8,0 ’”=% (3.131)
" g
ve
§L=%W, dg =gg""dg,, =—g8,dg" (3.132)
uv

oldugundan (3.130) denklemi yeniden

seklinde yazilir. ((3.133) denkleminde esitliklerdeki farkli indisler arasindaki gecis
g" g,, = 0) ifadesindeki degisim hesabiyla (dg;, =-g,,8,08"") saglan).
Son olarak (3.124) integralindeki ikinci terim i¢in
8| 8" -g |=\-88¢" + "' 6\-¢ (3.134)

(3.133) denklemleri kullanilarak
v 14 1 14 14
5| & \-g|=\-¢ (5g" +58"8" 5g,wj
_ uv 1 uv uv
=\-¢g| 0" ——¢"¢g,08

2

(3.135)

ifadeleri elde edilir. Sonug¢ olarak (3.131) ve (3.135) ifadeleri (3.124) denkleminde

yazilirsa

14 1 4 14
ss.= | (o0 500
_ZA(—%wl—ggWé'gﬂV j}d‘*x

(3.136)

= jﬂ,/—g (RW —%gWR+Ang§g”Vd4x (3.137)

elde edilir.
Minimum degisim ilkesine gore metrikteki herhangi bir degisim i¢in S, =0
oldugu gerekliligi kullanilarak GG kuraminda bogluk alan denklemleri (FEinstein

Alan denklemleri)
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1
Rﬂv—ag,wm/\g,w =0 (3.138)

seklinde ifade edilir. Burada A kozmolojik sabit olarak adlandirilir ve ¢ok kiigiik bir
degere sahiptir. Dolayisiyla, tiim evren gibi ¢ok biiyiik sistemler degerlendirildigi
zaman bu terim ihmal edilebilir.
3.4.3. Einstein Alan Denklemi: Madde Bulunduran Uzay
Onceki kisimda bos bir uzay-zaman icin (sadece gravitasyonel alan1 iceren)
alan denklemleri tiiretildi. Bu kisimda ise gravitasyonel alanin yam sira maddenin
(madde dagilimi ve diger alanlarin) bulundugu bir uzay-zaman i¢in alan denklemleri

elde edilir. Bu amag¢ dogrultusunda

1 _ 1 4
Sy =9 So+Su = [ 3k + L V7" (3.139)

biciminde yeni bir eylemin tanimlanmasi gerekir. Burada x gravitasyonel alan icin

baglanma sabitini, L,, maddeye ait Lagrangiam1 ve S, maddeye ait eylem

integralini temsil eder.

Minimum eylem ilkesine gore
1 1
5(ESG+SMJ=LZ5(§LGJ—g +LM1/—gjd4x=O (3.140)
olur. Burada sadece maddeye ait kisim incelenirse

88y =[ 8(Ly-g)d*x=0 (3.141)

aliir ve integral icindeki ifade i¢in

d(/—¢gL d(/—¢gL
5(5%%%%“%5% (3.142)
A
yazilabilir. Bu noktada,
B* :@é‘gﬂv (3.143)

agﬂv,z

gibi bir vektor tanimlanir ve bu ifadenin diverjansim alirsak

d(—¢gL d|—gL
VABZ, — (S/gg M) é‘gﬂv%_%é‘g‘uvﬂ (3.144)
A . A

ifadesi elde edilir. Bu ifade (3.142) denkleminde kullanilirsa

54



dd|+/—gL dl+/—¢L
’ A
(3.145)

biciminde yeni bir denklem elde edilir. Bu yeni ifade (3.141) integralinde yazildig1
zaman, J;; \% AB’ld “x terimi Gauss integral yasasma gore sadece sinir terimi olarak

katki yapar. Fakat sinirdaki degisimlerin sifira esit oldugu kosuluna gére de bu

diverjans teriminin integrali sifira esir olur ve son ifade,

S5S,, = i a(\é;_iLM)— a(;/j?) Sg"d*x (3.146)

A

biciminde olur. (3.140) denklemine gore

1 =g 1
5(;{50 +SMJ:J'Q{—(RW ——gﬂvR+Agﬂvj

2K 2

(3.147)
o(V=sL,) |o(J=sLy) .
+ - 0g""d"x=0
ag/tv ag/tvi
A
elde edilir. Buna gore (3.146) denkleminde

2 OWek) [aleL)| | G.148)

e T e

A
ifadesi, L,, Lagrangian yogunluklu bir sistemin enerji-momentum tensorii olarak

tanimh simetrik bir tensor olmak iizere yeniden tanimlanirsa

1 v 74
oS, =3 QTﬂV«/—gé'g” d’x (3.149)

ifadesi elde edilir.
Bu tanimlamalar 1s181inda (3.147) denkleminden (minimum eylem ilkesiyle)

GG kuraminin tam (Einstein alan denklemleri) alan denklemleri
1
R, —EgWR+AgW =T (3.150)

Hv

olarak bulunur. Buradaki baglanma sabiti x,
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K=

4
C

(3.151)

seklinde tanimlidir.

3.5 ENERJI VE MOMENTUM
3.5.1. Enerji — Momentum Tensorii

E-M tensorii, enerji ile iligkili kavramlar en genel bicimde ifade eden, kiitle-
enerji-momentum arasinda bir iligki saglayan ve uzay-zamandaki E-M yogunlugu ve
aki yogunlugunu belirleyen bir niceliktir. Bu ifadelerden de anlasilacag: gibi GG de
Einstein denklemlerindeki gravitasyonel alanin kaynag (gravitasyonel alan disindaki
her sey) bu nicelik tarafindan temsil edilir. E-M tensorii

T,, = p — EnerjiYogunlugu

T, = j. — Enerji Ak1 Yogunlugu

T, = p, — Momentum Yogunlugu
bilesenlerinden olusur. Enerji ve momentum kavramlari korunumlu olduklarindan

dolayt E-M tensorii de korunumlu bir niceliktir (9,7, =0, zaman bileseni enerjinin

korunumunu, wuzay bilesenleri ise momentumun korunumunu temsil eder.)
Gorelilikte yer alan baglica E-M tensorleri; elektromanyetik alan, mitkemmel akiskan
ve toz-bulutuna (diizensiz maddeye) ait ifadelerdir.

Manyetik alanin sifira esit oldugu bir bolgede elektromanyetik alanin Lagrangian

yogunlugu

1 off _ 1 of v
LEL :_EF(Z'&F ——Eg gﬂ F;mF/tﬂ (3152)

seklinde tanimlanir®. Elektromanyetik alamin Lagrangian yogunlugu, alanin enerji

yogunlugunu temsil eden bir enerji skaleridir (Lorentz skaleri). L, Lagrangian

yogunluklu bir sistemin E-M tensorii (3.148) denklemiyle tanimli simetrik bir tensor
oldugundan elektromanyetik alana ait E-M tensoriinii tanimlamak igin (3.152)
denklemini, (3.148) denkleminde yazmak yeterli olacaktir. (3.152) denklemi
metrigin herhangi bir tiirevini igermediginden (3.148) denkleminde parantez i¢indeki

ikinci terim diiser ve E-M tensorii

a. Detayli inceleme i¢in; Bkz: Jackson, J. D. Classical Elektrodynamics, John Wiley&Sons, Inc. Third Edition.
1999. Sayfa 598.
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o2 Weka) o, 1, o
u \/__ do Y - Jo Y PV
g 0g g" g Og (3.153)
oL
:_28(57%"'&1\/[’&
ve
EL _ 1 o 1 of
T ﬂV—E —Fﬂ Fav+zg,quaﬁF (3154)

seklinde elde edilir.((3.153) denklemleri arasindaki gecis (3.132) ozdesligi ile
saglanir).
(3.154) denklemi kullanmilarak, kaynagm bulunmadigi bir bolgede Einstein-

Maxwell denklemi olarak adlandirilan tam alan denklemi
_ EM _ o 1 of
G, =8xT v ——2Fﬂ F, +EgWFaﬁF (3.155)

seklinde yazilir.

Gorelilik kuraminda akigkan kelimesi ¢ok genis bir anlama sahiptir. Bu
kuramda akigkan kelimesi sadece normal akigskanlar1 degil ayrica gazlari, 1sinimlart
ve hatta bosluk enerjisini de kapsamaktadir. Makroskopik fiziksel sistemlerin biiyiik
bir cogunlugu, belki evrenin kendisi bile bu sistemler arasinda olmak iizere, yaklasik
olarak miikemmel bir akiskan olarak degerlendirilirler®.

Viskozite ve 1s1 iletimine sahip olmayan bir akiskan miikemmel akiskan diye
adlandirilir. Mitkemmel akiskan, her noktasinda bir # hizina sahiptir ve bu hizla
hareket eden bir gozlemci c¢evresindeki akigkanlart izotropik olarak goriir.
Dolayisiyla mitkemmel akiskan, biri # dort-vektor ve diger ikisi 6z enerji yogunlugu

(p+p)

n

p , izotropik basing p, sicaklik T, 6zgiil entropi s ya da 6zgiil entalpi w=

niceliklerinden ikisi olmak iizere, ii¢ nicelik ile karakterize edilir. Buradaki n baryon
say1 yogunlugudur. Milkemmel bir akiskanin Lagrangian yogunlugu, enerjiyi temsil
eden enerji skalerine esittir L,,, =—p. Bu niceliklere bagh olarak, miikkemmel bir
akigkan i¢in E-M tensorii

™, =(p+p)uu,+pg,, (3.156)
biciminde tanimlanir ve siirekli bir madde dagilimini temsil eder.

Einstein alan denklemlerindeki (maddeden kaynaklanan) E-M tensoriinii

tanimlamak i¢in evrenin diizgiin bir bicimde dagilimli miikkemmel bir akiskan madde
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ile dolu oldugu varsaymm yapilir'’. Dolayisiyla miikemmel bir akiskan icin (3.156)
denklemiyle yazilan E-M tensoriiniin GG kuraminda ve FEinstein denklemlerinde
evrendeki maddeyi (madde dagilimini) temsil ettigi ifade edilebilir.

Birbirine gore hareketsiz pargaciklarin olusturdugu ve GG kuraminda
genellikle evrendeki galaksileri modelleyen sistemler toz-bulutu (diizensiz madde)
diye adlandirilir. Bir toz-bulutu sistemi izotropik olmayan bolgelere sahiptir ve
dolayisiyla bdyle bir yapida basingtaki degisim (basmcin gradyeni) 6nem kazanir.
Fakat basincin kaynag akiskan icindeki parcaciklarin diizensiz hareketleri
oldugundan ve toz-bulutundaki parcaciklarin hareketleri diizenli olarak

tanimlandigindan bu sistemde herhangi bir yerde basing sifira esit olur (p=0).
Ayrica cok yavas hareket eden pargaciklardan olusan bir gaz sisteminin enerjisi
yaklagik olarak parcaciklarin durgun enerjileri p’ya esittir. Dolayisiyla bir toz-
bulutu icin E-M tensorii, miikemmel akiskana ait E-M tensoriinde basincin sifira esit

ve enerji yogunlugunun sabit oldugu duruma karsilik gelir.

DM _
™, = puu, . (3.157)

3.5.2. Enerji-Momentum Korunumu ve Enerjinin Yerellesmesi
Newton mekaniginde bir parcacigin hareketini belirlemek icin pargaciklara
etki eden kuvvetin tamimlanmasi gerekir. Fakat baz1 durumlarda kuvvet detayli bir
bicimde tanimlanamayabilir ya da sistem bir kiitle merkeziyle, yani tek bir parcacik
cinsinden tanimlanamayacak kadar karmasik olabilir. Bu durumlarda olduk¢a genel
varsayimlar altinda saglanan korunum yasalarina ve sistemi bir biitiin olarak
karakterize eden enerji, momentum, yiik vb. korunumlu niceliklere basvurulurlg.
Diger tiim fiziksel sistemlerde oldugu gibi gorelilik kuraminda da korunumlu
niceliklerden yararlanarak sistemin hareketi ve diger 6zellikleri belirlenebilir. OG
kuraminda bu amag¢ dogrultusunda E-M tensorii kullanilarak korunum yasast,

0,T"" =0 (3.158)
biciminde saglanir. Gravitasyonel alanin bulundugu durumlarda (GG, TPG ve
alternatif kuramlarda) ise genel kovaryanslik ilkesinden dolay1 korunum yasasi artik
(3.158) denklemi ile saglanmaz. Bu ilkeye gore (3.158) denklemindeki normal tiirev
ifadesi yerini kovaryant tiirev almalidir.

V,T% =0 (3.159)

58



Goreli gravite kuramlarinda E-M korunumu i¢in anlaml bir ifade olan bu

denklemi agik bir bigimde yazarsak asagidaki denklemi elde ederiz:

VT =—"ro

((T/”)+ Lyvigue %8 _ (3.160)
2 ox

\/_ ox”
Elde edilen bu denklemde maddeye ait E-M korunumunu veren (esitligin sagindaki
birinci terim) ifadenin yani sira ek bir terimin oldugu goriilmektedir. (3.160)
denkleminde esitligin sag tarafi bir biitlin olarak degerlendirildigi zaman bu
denklemin madde ile gravitasyonel alan arasinda bir (enerji-momentum) doniigiimii
ifade ettigi acik bir bicimde anlasilmaktadir. Dolayisiyla, bu ek terimin gravitasyonel
alanin bulundugu durumda maddeye ait enerji ve momentumun yalniz basina
korunumlu olmadig1 gergeginin bir sonucu olarak ortaya ¢iktigi diisiiniilebilir. Yani,
gravitasyonel alan durumunda yalnizca T*" niceligini kullanarak bir korunum
yasasinin yazilmasi miimkiin degildir.

Yukaridaki ifadelerden de anlasilacag: gibi goreli gravite kuramlarinda genel
bir bicimde anlamli bir korunum yasasi elde etmek icin madde E-M tensoriiniin yani
sira gravitasyonel alana ait enerjiyi temsil eden bir niceligin goz Oniinde
bulundurulmasi gerekir. Bu amag¢ dogrultusunda gravitasyonel alana ait E-M

dagilimim belirledigi varsayilan ve madde E-M tensorii ile birlikte

9,7 :%(T”V +1)=0 (3.161)
X

bi¢iminde korunumlu olan bir ** niceligi tammlanabilir'®?.

(3.161) denklemi dogrudan gorelilik kuraminin ilkeleriyle elde edildiginden
dolayi1 arzu edilen korunum yasasini saglar ve tiim koordinat sistemlerinde gecerlidir
(7 niceligi kovaryanstir). Fakat yukarida tanimlanan " niceligi bazi problemleri de

beraberinde getirmektedir. Oncelikle, (3.160) denklemi incelendiginde

(F)

®1=—g4,,— \/ g™ —4- g““ (3.162)

ve O, ile " birbirleriyle dogrudan iliskili olduklarindan dolay:r #** niin tam bir

tensoriyel nicelik olmadigi agikga goriilmektedir. " tensoriyel doniisim
ozelliklerine sahip degildir (koordinatlara baghdir), bir pseudotensordiir ve tam

olarak fiziksel anlamli bir nicelik tamimlamaz. Ikinci 6nemli problem ise

pseudotensoriin  koordinatlara bagli olmasindan kaynakli olarak c¢ok sayida t*"

59



niceliginin tanmimlanabilmesidir. Dolayisiyla gravitasyonel alana ait enerji ve

momentum kavramlar yiiksek derecede bir keyfilikle iliskilidir*'. Ayrica, diger bir

problem ise diiz uzay-zamanda yari-kartezyen koordinatlar kullanarak J. t"d’x

biciminde yazilan bir integralin degerinin sifira esit olmamasina karsin bu integral
icin kartezyen koordinatlardan kiiresel koordinatlara bir doniisiim yapilmasi

durumunda integralin degeri sifir olmasidir”. Bunun da otesinde Schwarzschild
yarigapinin disindaki her yerde Schwarzschild ¢oztiimleri i¢in " degerinin sifira esit

oldugunu veren bir koordinat sistemi tanimlamak miimkiindiir®. Oysa, t*'’nin
gravitasyonel alan enerjisini temsil etmesi sebebiyle bu yaricapin disinda da sifirdan
farkli bir degere sahip olmas1 umulur. Fakat Einstein tarafindan, 6zellikle son ikisi
olmak {iizere yukanda sozii edilen problemlerle ilgili caligmalarda elde edilen
olumsuz sonuglarin kullanilan koordinatlarin keyfi olarak tanimlanmasindan
kaynaklandigt ve bu koordinatlarin ilgilenilen fiziksel sistemlerle baglantili
olmadiklar1 vurgulandi ve pseudotensor yaklasiminin giivenilir oldugu savunuldu.
[Iki 1916 yilinda Einstein tarafindan tammlanan bu nicelikler goreli gravite
kuramlarinda enerjinin yerellesmesi ile ilgili olarak da ciddi problemler ortaya
cikarmaktadir. Bu problemlerin kokeni GG ‘in temel ilkesi olan denklik ilkesine
uzanmaktadir. Bu ilkeye gore uygun bir koordinat sisteminin secilmesiyle yerel

olarak gravitasyonel etkiden kurtulmak miimkiindiir, dolayisiyla bu koordinat

sistemindeki 6zel bir noktada " sifira esitlenebilir ve bu durum gravitasyonel alana
ait E-M ‘un yerel olarak belirlenemeyecegini, yani yerellesemeyecegini gosterir.
Diger bir ifadeyle, bu enerji formunun bir biitiin olarak degerlendirilmesi gerektigi
acik bir bicimde kanitlanmaktadir. Enerjinin yerellesmesi ile ilgili olarak daha
sonraki yillarda yapilan calismalarda, enerjinin sadece kiiresel sistemlerde
yerellesebilecegi ifade edildi®'. Fakat enerjinin kiiresel veya herhangi bir sistemde
yerellesmesi durumunda diger tiim koordinat sistemlerinde de yerellesmesi gerektigi
gibi makul bir diisiince®* dnceki Ongoriiyii ¢iiritmektedir. Bu konuyla ilgili diger bir
goriise gore goreli gravite kuraminda tiim enerji formlar1 gravitasyonel alana katki
yaptigindan dolay1 bu kuramda enerjinin yerellesmeyen bir formunun kabul edilemez
oldugu ve dolayisiyla gravitasyonel alan enerjisi dahil tiim enerji formlarinin

yerellesmesin ilkesel olarak miimkiin oldugu séylenmektedir™.
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Pseudotensorler, kullanimlart ile ilgili kisitlamalara ve neden olduklar
fiziksel olarak anlamsiz (olumsuz) sonuglara ragmen, Einstein tarafindan
“gravitasyonel dalgalar vardir ve bu dalgalar tamiml bir enerji tasirlar” ifadesiyle
yapilan ¢ok Onemli Ongorii icin bir kamit ve oOzellikle gravitasyonel dalga
aragtirmalarinda yapilan hesaplamalar i¢in ©nemli bir nicelik olarak kalmayi
stirdiirmektedir.

Enerjinin yerellesmesi problemi GG kuraminin ortaya ¢iktig tarihten bu yana
siiregelen bir tartisma ve bircok aragtirmanin da konusu olmaktadir ve de giiniimiizde
bile acik bir problem olarak kalmay:1 siirdiirmektedir. Yerellesme probleminde
pseudotensdr yaklastminin yani1 sira 1980’lerden bu yana yari-yerel olarak
adlandirilan alternatif bir kavrami tanimlama adina c¢ok biiyiik ¢caba harcanmaktadir.
Yari-yerel yaklasimdaki temel diisiince, bir kaynagin etki enerjisini iki-ylizey
tizerinden yapilan Olc¢iimlerle belirlemektir. Dolayisiyla pseudotensor yaklasiminda
bir yerel yogunlugun hiper yiizey tizerinden gerceklestirilen integral islemi ile elde
edilmesine karsin, yari-yerel yaklagimda sonuglar iki-yiizey iizerinden integral islemi
ile elde edilir. Bu yaklasimin kavramsal olarak daha ag¢ik bir bigcimde anlasilabilmesi
icin Brown ve York® tarafindan yapilan yari-yerel enerji tanimi incelenebilir. Brown
ve York’ a gore ii¢ boyutlu uzaysal bir ¥ hiperyiizey Einstein alan denklemlerini
saglayan dort-boyutlu bir uzay-zamanin bir pargasidir. Sonug olarak, ilgilendigimiz
enerji bolgesini ¢evreleyen iki-boyutlu bir Y sinir ise iig-boyutlu ¥ hiperyiizeyin
bir pargasi olmaktadir. Dolayisiyla bu ifadelerden de anlagilacag: gibi gravitasyonel
alan enerjisi i¢in daha 6nce ifade edilen biitiinliigiin herhangi bir yolla 6zel miktarda
bir bolge bulmak i¢in boliinmesiyle yerellesmenin belirlenmesi miimkiin olabilir.
Yari-yerel enerji kavrami ¢ok ©Onemli olmasina karsin bu yaklagimla yapilan
calismalar ve yerel enerji tamimlari hala ciddi zorluklarla karsi karsiya kalmaya
devam etmektedir®”**%.
3.5.3.Enerji-Momentum Pseudokompleksleri

Madde ve gravitasyonel alanlarin toplamindan kaynaklanan ve (3.161)
denkleminde 7 olarak gosterilen toplam E-M, dagilimin E-M pseudokompleksi
diye adlandirthir. 7*¥ pseudokompleksinin bilesenlerinden olan #*" pseudotensorii
kovaryans olmamasina ragmen 7*" niceligi bir biitiin olarak kovaryant korunumlu

niceliklerin hesaplanmasinda kullanilabilir. Dolayisiyla 7*" niceligi kullanilarak

fiziksel agidan anlamli sonuclar elde etmek miimkiindiir.
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7*" niceliginin goreli gravite kuramlarinda sagladigi yararlar ve daha once

sozii edildigi gibi " niceliginin koordinata bagimli olmasi nedeniyle bir cok E-M
pseudokompleksi tamimlanmstir. Bu calisma kapsaminda taniml
pseudokomplekslerinin en 6nemlilerinden dort tanesi incelenmektedir.

3.5.3.1. Einstein

Einstein E-M pseudokompleksine, diger bir ifadeyle madde ve gravitasyonel
alani iceren bir sistem icin Einstein tarafindan tanimlanan korunum yasasi Kisim 3.4
de elde edilen gravitasyonel alan denklemlerinden yararlanilarak elde edilebilir. E-M
tensorii icin (3.148) denklemi ile (3.150) alan denklemi kullanilarak (3.162)

denklemi,

_ Av Av
o :_\/_g{ oL 9™ 9 ( oL Jag } G163

“ 16z | 9g* ox*  ox* ag”,,( ox*
bigiminde yazilir. Burada, L Lagrangiam®
L=\-g¢" (T}, T5 ~T5I%) (3.164)

olarak tanimhidir. Ayrica Einstein pseudotensoriiniin

1 oL odg"
gt =——| 0 L— 3.165
& el 1671'( s ag”,,( ox* j ( )
ile temsil edilmesi durumunda (3.163) denklemi

o\ xry)

O, =-"-= 3.166
# ox” ( )
bicimini alir. Sonug olarak (3.162) ve (3.166) denklemlerinden
JE” 0
4 _ — v v |_
a=as V=2 (T} +41;) =0 (3.167)

biciminde tanimli Einstein korunum yasasi elde edilir.

Einstein E-M pseudokompleksi ayrica H;’1 biciminde anti-simetrik bir

“siiperpotansiyel” in diverjansi olarak da yazilabilir:

1 o
uo_ 1Z3
B =~ H, (3.168)

a. Detayll inceleme icin; Bkz: Habson, M. P. ve ark. General Relativity: An Introduction for Physicists,
Cambridge Univ. Press, New York, 2006, Sayfa 542.
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Y = = S [-2(e™e™ —g™e™)]. (3.169)

A= g ox”
Burada, FU;’1 ifadesi Freud™ siiper potansiyelidir. Einstein toplam E-M

pseudokompleksi anti-simetrik bir siiperpotansiyelle tammlandigindan ve ayrica E”

ifadesinden herhangi bir indisin indirilmesi veya kaldirilmasi1 durumunda simetrik bir
nicelik elde edilemediginden bu temsilde agisal momentum korunumu i¢in bir acisal
momentum pseudokompleksi tanimlanamaz.

Burada ilgilendigimiz sistemin, g, metrik tensoriin asimtotik bir bi¢imde
N, =diag(-1,1,1,1) sabit degerine yakinsadifi x“=(t,x,y,z) yan Kkartezyen

koordinatlar olarak tanimlanmasi durumunda (pseudotensoriin Ozelliklerinden
dolay1) (3.167) denklemi kullanilarak zamandan bagimsiz toplam enerji-momentum

ifadesi
Ep, = j j j E,’ dxdydz (3.170)

biciminde tamimlanir ve sadece bir enerji-momentum dort-vektoriiniin kovaryant
bilesenleriyle temsil edilir’".

3.5.3.2. Landau-Lifshitz

Metrik tensoriin tiirevinin sifira esit oldugu ©zel bir noktaya sahip bir
koordinat sisteminin secilmesi durumunda madde ve gravitasyonel alandan olusan
bir sistem icin korunumlu toplam dort-momentumu tanimlamak miimkiin olur. Bu
durumda, bu 6zel noktada (3.160) denklemindeki ikinci terim sifira esit olur ve

(3.160) denklemi (3.158) denklemine indirgenir.

(3.158) denklemini saglayan 7*" nicelikleri ayrica

T :%SW (3.171)
X

biciminde de yazilabilir. Bu s*** niceligi v ve A indislerine gore anti-simetriktir

WA uAv

s s**" ve Einstein alan denklemlerini kullanarak boyle bir niceligi tanimlamak

miimkiindiir. Degerlendirdigimiz bu 6zel nokta i¢in Ricci tensorii

2 2
R =L gungrag s V810 V8 08y 08 (3.172)
2 oxox?  ox*ox® ox*ox? ox'ox?

biciminde yeniden yazilabilir. (3.150) Einstein alan denklemi ve (3.172) Ricci tensor

denklemi kullanilarak 7*" enerji-momentum tensorii
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1 1 9
T Z%{E(__g)axx [‘g(g‘”g“—g”lgw)}} (3.173)

bigiminde yazilabilir. Siislii parantez i¢indeki ifade x ve A indislerine gore anti-

simetriktir ve dolayisiyla (3.171) denkleminde tanimlanan s*** ifadesine karsilik
gelmektedir. Degerlendirdigimiz bu 6zel noktada metrik tensoriin birinci tiirevi sifira
esit oldugundan dolay: siislii parantez i¢indeki 1/(—g) carpam tiirev islemi digina

cikarilabilir ve

1 0
g,uvl — l9,uvﬂzc , 19/11/11( —_ uv Ak ud vk 3.174
T g(g" g™ —g"g"™) (3.174)
ifadesi Landau-Lifshitz siiper potansiyeli olmak {izere
d
— " = (—g)T" 3.175
7 (=8) ( )

UVA

seklinde yazilabilir. ¢ ifadesi, v ve A indislerine gore anti-simetriktir. Ayrica

Landau-Lifshitz ile Freud siiper potansiyelleri arasinda

(= |-g g™ U (3.176)

bi¢ciminde bir iligki vardir.

A

)
(3.174) denklemi ag” ~ =0 varsayimi altinda elde edilir, fakat keyfi bir
X

koordinat sistemi se¢ilmesi durumunda bu iliski artik gegerli olmaz ve dolayisiyla

%E’M —(—g)T"" farki sifirdan farkli bir degere esit olur. Bu durumda bu fark
X

(—g),_t"" ile tammlanarak,

a Vs v 14 14
ax_MMZLﬂ = (=) (T + 1) (3.177)

iliskisi elde edilir. Burada, [ L-L enerji-momentum pseudo kompleksidir ve
gravitasyonel alana ait E-M pseudo tensorii |, " simetriktir ve bu denklem (3.150)

alan denklemine gore,

ifﬂvﬂ :(_g)|:l(RﬂV_lgﬂ"Rj.pL_L[”V} (3.178)
K 2

ox*
biciminde yazilir. (3.172), (3.173) denklemleri kullanilarak uzunca hesaplamalar

sonrasinda | ; " icin asagidaki ifade elde edilir:
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v _ 1 a 170 a T a 1 f VK v Ak
L-Ltﬂ _E[(zrlkraﬂ_Fﬂﬂrm_rlarxﬂ)(g 8" —g"g™)

+ (F‘//wrfa + F‘)/(a]'—‘fﬂ - FZ,BFQ} - F;xrgp’ ) (8"g"™)
+(T4, T4, + % T, —T4 5 —T4 T4, ) (g% ™)

+{(TLT ~TAT, )8 e ™) . G179

Lo P niceliginin temel niteligi tam bir tensor tamimlamamasidir. Bu

. d . - . .
durumun nedeni —AE”M ifadesinin kismi tiirevle tanimlanmasidir (bir tensoriin
X

ancak kovaryant tiirevi yine bir tensdr tamimlar). (3.177) denklemine gore
(T“V + L_Lt‘”) toplami i¢in
a9
ox"  ox”

6zdesligi saglanir ve L-L korunum yasasi bu denklemler temsil edilir:

) (7" + . 1")=0 (3.180)

PPt = [ (T + )4, . (3.181)
Gravitasyonel alanin bulunmadigr durumda ve (3.181) integral denklemi sadece
maddeden olusan fiziksel bir sistemin dort-momentumunu tamimlayan integral
j (-8)(7*")dQ, bigiminde olur. Dolayisiyla (3.181) denkleminin madde ve
gravitasyonel alandan olusan bir fiziksel sistemin toplam dort-momentumunu

tanimladigi agik bir bicimde anlasilir.

(3.181) denkleminde integrasyon ii¢ boyutlu uzayin tiimiinii iceren herhangi
bir hiperyiizey iizerinden almabilir. Eger bu hiperyiizey igin x° == sabit secimi
yapilirsa bu durumda (3.181) denklemi,

thpe = [[[ 1 dxdydz (3.182)
biciminde iic-boyutlu bir yiizey integrali cinsinden yazilabilir.

Landau ve Lifshitz tarafindan tamimlanan 1 E-M pseudokompleksinin

temel avantaji simetrik olmasidir: L =L* . Bu simetri durumu sayesinde agisal

. . e 32
momentum i¢in de bir korunum yasasi tamimlanabilir’”:

PEMA = [ (AP - X' dP) = [ T - X TH)dQ,. (3.183)
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3.5.3.3. Bergmann-Thomson

Mekanik ve alan kuramlarinin tiimiinde temel korunum yasalar ile fiziksel
yasalarin evrensel invaryanslik 6zellikleri arasinda yararh bir iliski vardir. Bu iligki
gorelilik kuram cercevesinde incelenirse, GG denklemleri keyfi (egrisel) koordinat
doniigiimleri altinda invaryant oldugundan dolay1r bu kuramda her bir sonsuz kiiciik

koordinat doniisiimiiniin korunumlu bir nicelige karsilik geldigi ifade edilebilir.
Genel kovaryant kuramlarda t; pseudotensorii i¢cin (Einstein tarafindan

tanimlanan)

v aL 4 V
J-gt = 57 gV —OL (3.184)

ifadesi alisilagelmis islemlerle tanimlanabilir. Fakat benzer islemlerle diverjansi sifir
olan ve invaryant olma avantajina sahip simetrik bir tensoér tanimlamak miimkiin
degildir (Einstein temsilinden goriildiigii gibi). Bu nedenle, bu problemden siyrilmak
icin farkl 6zelliklere sahip iki nicelikten olusan yari-simetrik bir ifade elde edilebilir.
Bu iki nicelikten biri sadece gravitasyonel terime baghdir ve ne kovaryant ne de
simetriktir. Digeri, madde E-M tensoriidiir ve hem kovaryant hem de simetriktir.
Dolayisiyla, bu sayede sdzde-gii¢lii korunum yasalarinin yardimiyla pseudotensor ile
yari-simetrik ifadeler arasinda bir iligki kurmak miimkiin olur.

GG kurami genel koordinat doniisiimlerine gore kovaryans oldugundan
dolay1r sozde-korunum yasalar1 alan denklemlerinden bagimsiz olarak saglanir.
Dolayisiyla bu korunum yasalari hem genel Lagrangian L hem de sadece
gravitasyonel Lagrangian L, icin saglanacaktir. Gravitasyonel terim igin giiglii

korunum yasasi,

K, ,=0 (3.185)
14 v 14 aL
K, , =gt ~F, % (3.186)

. v : .
olarak yazilir. Burada, pseudotensdr 7, Lagrangiamin sadece gravitasyonel

teriminden elde edilir. F,” ise gravitasyonel alan degiskenlerinin doniisiim

ozellikleriyle tanimlanir. Alan degiskenlerinin sonsuz kiiciik bir doniisimii

durumunda
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Sg=F'(6x"), (3.187)

ifadesi yazilabilir. Burada, ox“ koordinatlardaki sonsuz kiicikk degisimi ifade

etmektedir. Buna gore (3.186) denklemi yeniden diizenlenirse

v , 9(G)
=\-gt, - F, o8
AG)

= t+2g
\/— /1/1 a ;W

= -8t —\-¢G. (3.188)
ve
=gt +3" (3.189)
bigiminde olur. Buradaki G ’ler Einstein tensorii ve 3 madde E-M tensor
yogunlugudur. K " ifadesi madde ve gravitasyonel alan igin toplam enerji-
momentumu temsil eder ve (3.185) denkleminden dolayi siiper potansiyel ile
K, =-v*, (3.190)
denklemine gore iliskilidir. Korunum yasasi kovaryant indislerle yeniden yazilirsa
(KW+VW,1) =0
(3" +—gg™ 1L +g "V}, ) =0 (3.191)
(5 +7) =0
elde edilir. 7" kontravaryant E-M ifadesinde gravitasyonel terimleri temsil eder.

Dolayisiyla B-T gravitasyonel alan E-M pseudotensorii

==& s t" =\—gg"t + gV, (3.192)

bigiminde olur.

Sonug olarak yerel enerji-momentum korunum yasast

JoB*"
= 3.193
ox” ( )
seklinde saglanir ve B-T enerji-momentum pseudokompleksi,
1 0
M= ——— 1" 3.194
167 ox* ( )

olur. Burada,
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" = g P = g . U” (3.195)
ve P" ifadesi (3.169) denklemi ile tamimh Freud siiper potansiyeline (,U") esittir.

Bergmann-Thomson temsilinde madde ve gravitasyonel alanlardan olusan

fiziksel bir sistemin dort-momentumu,

BT pit = j j j B“’dxdydz (3.196)
olur. Ayrica, B-T agisal momentum kompleksi ise ° )M maddesel ve "M

gravitasyonel kistmdan olusur:
B—TM/JVZ. — _B—TMVZ./I — _B—TMV/M. ) (3197)

Burada,
PITM = [—g (X4T - x'T*) (3.198)
ve

B—ZM/WA — \/%(x,u B_Ttvl -y B_TI;M)

Au vk

+%[—g(g”g’”‘—g g

(3.199)
)],

33,34
olarak tanimlidir™™".

3.5.3.4. Mgller (1958)

Einstein tarafindan tanimlanan E-M pseudokompleksi E,” kapali bir sistemin

toplam enerji ve momentumu icin (3.170) integrali ile oldukca yararli sonuglar
saglamasina ragmen fiziksel olarak anlamli sonuglar elde etmek i¢in yari-kartezyen
koordinatlarin kullanimi1 ile ilgili bir sinmirlamanin kullanilmasi bash bagsina bir
problemdir. Ornegin, Schr'c'>dinger23 tarafindan ifade edildigi gibi Einstein tarafindan
tanimlanan temsille toplam enerjiyi hesaplamak icin kiiresel koordinatlar1 kullanmak
miimkiin degildir. Bu durum, GG kurami bakis acisindan memnun edici olmamasina
karsin kapali fiziksel sistemler i¢in Einstein temsilinin yararliligini etkilememektedir.

Fakat kapali olmayan veya kapali bir sistemin herhangi bir parcasi icin ayni1 durum

soz konusu degildir. Burada sozii edilen olumsuz durumlar, tamamiyla E’

ifadesinin keyfi koordinat doniistimleri altinda bir tensér yogunlugu gibi
davranmamasiyla iliskilidir. Bu nedenle ugrasilmasi gereken problem herhangi bir

0zel koordinat sistemine bagli olmayan bir enerji momentum ifadesi tanimlamaktir.
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Kisim 3.5.3.1°de goriildiigii gibi E,” ifadesi dogrudan korunum yasasindan

yararlanilarak elde edilir ve bu ifadenin diverjans1 sifira esittir. Bu durum g6z 6niinde
bulunduruldugu zaman E ﬂv ifadesine uygun bicimde taniml ve yine diverjansi sifira
esit olan yeni bir nicelik eklemenin miimkiin oldugu anlasilir. Sonug olarak, bu yeni
nicelik sayesinde elde edilecek genel ifade (dogal olarak diverjansi sifira esit
oldugundan) yalmizca korunum yasasini saglamayacak ayrica uzaysal doniigiimler
durumunda bir tensor gibi doniisecektir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta bu
yeni nicelik tanimlanirken Einstein ‘in memnun edici 6zelliklerine (ve ilkelerine)
bagh kalmak gerektigidir. Bu ama¢ dogrultusunda metrik tensor ve tiirevlerinden

olusan, tiim cizgisel dontisiimler altinda bir tensor davranisi sergileyen ve diverjansi
sifira esit olan S," gibi bir tensor tanimlamr ve bu niceligin asagida siralanan ek
kosullart saglamasi gerekir:

a) S #" niceligi S ﬂ",v =0 korunum yasasini saglar. Dolayisiyla bu nicelik 3-

rankli, anti-simetrik bir affine tensor cinsinden yazilabilmelidir:

S, =w, vy =-y".
b) Ug-yiizey iizerinden yazilan IS . dxdydz integrali en azindan yar-
kartezyen koordinatlarin kullanilmasi durumunda kapali bir sistem i¢in

sifiraesit olmahdir. Ciinkii, M,"=E“"+S~ = ;l,/l"‘!”;l,i biciminde

yeni bir pseudokompleks tanimlanmasi durumunda bu kosul sayesinde bu
ifadenin integrali ile Einstein temsili ile elde edilen baz1 6nemli sonuglara

tekrar ulasilabilir.

“P, = [M, dxdydz = [ E,"dxdydz (3.200)
Ornegin, P, = J. E 'dxdydz ifadesi zamana gore sabittir ve P, ‘ler cizgisel
doniistimler (Lorentz doniisiimleri) altinda bir dort-vektoriin kovaryant
bilesenleri gibi doniisiir. Dahasi, P, ‘ler yeni koordinat sisteminin biiyiik

uzaysal mesafelerde birincil sistem ile uyumlu olmasi kosuluyla keyfi

koordinat doniigiimleri altinda degismez kalir.

c) M ﬂv niceligi,
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x%=fxF),  x°-x (3.201)
bicimindeki tiim doniistimler altinda bir dort-vektér yogunlugu gibi
davranmalidir. Burada f'“, x’ uzaysal koordinatlarin keyfi
fonksiyonlardir.

d) x* gibi bir uzay-zaman noktasinda tanimhi M “ (x*) ifadesi aymi noktada
tanimhi metrik tensor ve onun birinci, ikinci tiirevlerine bagl bir tensor
yogunlugudur.

Yukaridaki tiim kosullar1 saglayan bir S ﬂ" niceligi bulmak i¢in E’ ifadesinin

(3.201) ile tamimh keyfi sonsuz kiiciik bir doniigiimii altinda doniisiim ozellikleri
aragtirilarak B’ ifadesindeki degisimin herhangi bir skaler yogunlugun

degisiminden sapma miktart belirlenir. Bu islemler sonunda asagidaki ifadeler elde
edilebilir:

1 9
= 3.202
“ 8moxt ( )
Zvl:2¢vﬂ_5v¢ld+_5l¢w
02 92u ) v ax (3.203)
— \/_ { u Z j g gfl
ox*
;{f ifadesinin anti-simetrik 6zelliginden dolay1

J M, =0 (3.204)

o’ H :

korunum yasasi ve buna bagh olarak da (a) kosulu saglanir.” P, =J.J.J. M ﬂodxdydz
ifadesi yari-kartezyen koordinatlarda kapali bir sistem icin Einstein temsilinin
sonuclariyla uyum igindedir. Bu durum, (b) kosulunun saglandigim gosterir. Ayrica,
(3.201) bicimindeki doniisiimler altinda M ifadesi bir dort-vektor gibi doniisiir ve
dolayisiyla toplam enerji ve momentum bilesenleri,
Y P = [[[ M dxdydz (3.205)
ile ifade edilir.
Sonug olarak, bu incelemeler sayesinde koordinattan bagimsiz bir temsil elde

edilir. Mgller pseudokompleksi anti-simetrik oldugundan bu temsilde de acisal

. . 35
momentum i¢in korumun yasasi tanimlanamamaktadir™.
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3.5.4.Teleparalel Gravitede Alan Denklemleri ve Enerji-Momentum
Pseudo Komplekslerinin Teleparalel Versiyonlari
Onceki kistmlarda da ifade edildigi gibi TPG kuramui bir koordinat doniisiim
grubu icin ayar kuramina karsilik gelir. Bildigimiz gibi elektromanyetik kuramda

ayar kuraminin temel alani A, ayar potansiyelidir (dort-vektor potansiyel) ve alan

kuvveti ise,

F, =0,A, -9, A (3.2006)
biciminde taniml bir anti-simetrik elektromanyetik alan tensoriidiir. Dolayisiyla TPG
kurami cercevesinde, benzer bicimdeki ifadeler tanimlanarak bu kurama ait model

elde edilebilir. Bu ama¢ dogrultusunda TPG temel alani igin,
B, =B 0 (3.207)

1@
biciminde bir ayar potansiyeli tanimlanabilir’. Bu durumda alan kuvveti bu ayar

potansiyelin kovaryant tiirevlerinden elde edilir:

(a) _ (a) (a)
Y, = aﬂB ,—0,B e (3.208)
Bu modelde, ayar alanlarina ait dinamik denklemler alan kuvveti cinsinden
1 1 (a) (b) HA VK
Lpp = E ZF ,uVF a8 8 ) (3.209)

biciminde tamimli Lagrangiandan elde edilir. Bu kuramda Tetrad alanlarinin
varligindan dolaytr Yunan indisleri ile Latin indisler birbirlerine doniistiiriilebilir ve
sonug olarak Lagrangianda indis ¢esitliligi goriiliir.

N =My 8™ (3.210)
ifadesi tiim olas1 biiziilmeleri saglayan bir tensor olmak iizere

N =Maw W +2h, by " —4h, "k, (3.211)

(a)(b)

olarak yazilabilir. Bu ifade (3.209) denkleminde yerine yazilarak ve

F@, =ch" T, | (3.212)
ifadesi kullanilarak (3.209) denklemi
hC4 1 v 1 v 17
Ly = e (Z TﬂﬂvTﬁﬂ +5TiﬂvTﬂ 2 _Tﬂﬂ/{T ﬂvj
) (3.213)
_ hc 7 v
l6xG *

71



biciminde yeniden yazilir’®. Dolayisiyla maddenin bulunmadigi durumda eylem
integrali,

C4
167G

Srrg = JLZ‘PGd4x = J.thWTlﬂvd“x (3.214)

seklinde ve Z,”" tam kontravaryant bi¢imiyle,

ziv = L +1(T/W —TM")—l(g”T“‘K - g" T, ) (3.215)
4 4 2
seklinde tanimhdir. Burada A, tetrad, h=det|h | ve T“* ise burulma

tensorleridir.

Ayar Lagrangian yogunlugu L, tetradlar h® x Ve tirevlerine bagh

oldugundan B, cinsinden L,,, ‘deki degisimin hesaplanmasiyla bos uzay durumu

7

icin gravitasyonel alan denklemlerinin teleparalel versiyonu,

w\  4nG v
d,(hz,*)- X (h ppets)=0 (3.216)
elde edilir. Burada 7,
C4 y)
maly =5 =L + 8L (3.217)

bicimine sahiptir ve gravitasyonel alanin E-M pseudotensoriidiir. Ayrica,
VA VA
hZ,”(=U,") (3.218)
terimi Freud sliperpotansiyeli diye adlandirilir’ ve bu siiperpotansiyel ile

gravitasyonel alan Lagrangiani,

u,” = 4;4(; he, a(gi';l’ﬁ)v) (3.219)
bigiminde iliskilidir.
Madde bulunduran durumda ise ilgili Lagrangian,
L=L,,+L, (3.220)
ve eylem,
S = Sppg+ Sy = [ Lypod'x+ [ L, d"x (3.221)

bi¢imini alir. Buradaki L,, madde alaninin Lagrangian yogunlugudur. Bu ifadenin

h'®, cinsinden (Lj,;+L,, ) ‘deki degisim hesaplanarak ve minimum eylem ilkesi
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kullanilarak madde bulunduran durum icin gravitasyonel alan denklemlerinin
telerapalel versiyonu,

ﬁ(h l,)_4-7Z'G

9, (hZﬂM)_ o G ly _0_4(th) (3.222)

seklinde elde edilir. Bu ifade yeniden diizenlenerek,

4

v v c 1Z3
WL+ apoty) =5 =0, (h2,”) (3.223)
biciminde yazilabilir.

Z ﬂm ifadesinin son iki indise gore anti-simetrik olusunun bir sonucu olarak

3,[ (T + 1ot}) | =0 (3.224)

u
korunun yasasi elde edilir. Sonuglardan da anlasilacag iizere, burada ¢, ifadesi

Einstein tarafindan tamimlanan gravitasyonel E-M pseudotensoriin Teleparalel

versiyonundan bagka bir sey degildir. Dolayisiyla GG kuraminda tanimhi E-M

pseudokomplekslerin teleparalel versiyonlar1 asagida ifade edildigi bicimde olur””.
3.5.4.1. Einstein

Einstein enerji-momentum pseudokompleksinin Teleparalel versiyonu,

v 1 17 17
hE =Eaﬂ(hz/)=aﬂ(Uﬂ ") (3.225)

7
ve toplam enerji-momentum dort-vektorii,
*P, = [[[ hE, dxdydz (3.226)

seklinde tanimlidir.
3.5.4.2 Landau-Lifshitz

L-L enerji-momentum pseudokompleksinin Teleparalel versiyonu,
h = %al (Rg*z2.*)=0,(hg"U ") (3.227)
T

ve toplam enerji-momentum dort-vektorii,
“p, = [[[nL, dxdydz (3.228)

biciminde tanimlidir.
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3.5.4.3. Bergmann-Thomson

B-T enerji-momentum pseudokompleksinin Teleparalel versiyonu,
hB* = laﬂ (hg"2,*)=0,(g"U") (3.229)
4z

ve toplam enerji-momentum dort-vektorii,
TP, = [[[ nB, dxdydz (3.230)

seklinde tanimlidir.

(3.225), (3.227) ve (3.229) denklemlerinden goriildiigii gibi bu temsiller GG

kuramindaki tanimlarinin aksine TPG kuraminda aymi siiperpotansiyele baghdir.
3.5.5. Mgller Gravitasyonel Tetrad Kuraminda
E-M Pseudokompleksi (1961)

GG kuraminda fiziksel sistemlerin sahip oldugu enerjiyle iliskili nicelikleri
belirleyen ve korunum yasalarin1 saglayan E-M temsilleri daha once ifade edildigi
gibi bircok yazar tarafindan farkli sekilde tanimlanmistir. Bunlardan onemli bir
tanesi de Mgller tarafindan Onerilen ve Kisim 3.5.3.3. ‘de dort temel kosulu

saglayacak bicimde tanimlanan E-M pseudokompleksidir.

Kisim 3.5.3.3. de ifade edilen kosullar M ﬂv Mgller temsili igin tekrar

degerlendirildiginde bazi1 problemler ortaya ¢ikmaktadir. (b) kosulu icin 6rnegin,

ds® = —(1—ﬂj (dt,)’

0
r

(3.231)

+ (1"‘ My j[(dxo)z +(dy,)* + (dz())2:|
r

gibi bir metrikle taniml bir gravitasyonel sistem merkezinde MPﬂ = EPﬂ oldugundan

bu durumda MPﬂ ifadesinin de ayrica tiim asimtotik bicimde dogrusal olan koordinat

sistemlerinde toplam E-M dort-vektoriinii temsil ettigi anlamina gelir. Fakat (1.1)
Lorentz doniisiim denklemlerine gore x* gibi bir koordinat sistemi igin M " ve MPﬂ

nicelikler icin yapilan hesaplamalarla elde edilen sonuglar,

Epﬂ=Mgl={& 0. o —L} (3.232)

\/l—vz/c2 ’ 1—\/2/02
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2
MPvﬂ:{S My 0. 0 - M (IJFEV_ZJ} (3.233)
3¢

3 J1-v?/c? ’ J1-v?/c?
bu durumun saglanmadigim gosterir (EPﬂ ifadesi eylemsiz bir sistemden x-ekseni

boyunca, v hiziyla hareket eden M, durgun kiitleli bir par¢acigin enerji-momentum

dort-vektor bilesenleri gibi doniismesine karsin MPﬂ ‘nin bir dort-vektor gibi

donilismedigini gosterir).

Bu incelemelerin sonucuna gore Kisim 3.5.3.3. ‘deki (b) ve (c) kosullarinin eg
zamanl olarak saglanmasi miimkiin degildir. Gergekte (a), (b), (d) kosullar
(varsayimlar) ile sadece Einstein temsiline ulasilabilir ve bu durumda da Einstein
temsili, enerji yerellesmesi icin gerekli (c) kosulunu saglamamaktadir. Ote yandan,
invaryant varyasyonlar ilkesi icin uygulanan sonsuz kiiciik doniisiimler yontemi (a),

(c), (d) varsayimlar ile birlikte sadece Mgller (1958) temsiline ulasilabilir ve bu

durumda da MPﬂ nicelikleri (b) kosulunun 6zelliklerine sahip degildir. Dolayisiyla,

ilk bakista (b) veya (c) kosullarinin birinden vazgecilmesi gerektigi akla gelir. Fakat
gorelilik kuraminin temel ilkelerine dayanan (b) ve (c) kosullarindan
vazge¢cmektense bu kosullart (6zgiin durumlarina bagh kalarak) hafifletmek ve bir
minimum gereklilikler ciimlesini formiile etmek daha uygun bir ¢oziimdiir. Bu amag

dogrultusunda yapilan degerlendirmeler (a), (b), (c) kosullarim saglayan bir E-M
pseudokompleksi 91, tanimlamak i¢in ancak ve ancak (d) kosulunun asagidaki

kosula doniistiiriilmesi ile miimkiin olabilecegi anlasilir:

d) x* gibi bir uzay-zaman noktasinda tanimli i)ﬁﬂ"(x’1 ) ifadesi aym

noktada taniml gravitasyonel alan degiskenleri ve onun birinci, ikinci

tiirevlerine bagl bir tensor yogunlugudur.
Gravitasyonel alan degiskenleri genellikle metrik tensériin bilesenleri olarak
degerlendirildiginden ilk bakista (d) ile (d') kosullar1 arasinda herhangi bir fark
yokmus gibi goriilebilir. Fakat metrik tensoriin gravitasyonel alanin temel
degiskenleri olmadigim gosteren baz1 belirtiler vardir. Ornegin, gravitasyonel alanin
bulundugu durumda bir Fermiyon alani i¢in alan denklemlerinin sadece metrik tensor
ve madde-alan degiskeni i cinsinden ifade edilemeyecegi, ancak boyle bir durumda
gravitasyonel alam1 belirlemede tetradlarin kullaniminin elverisli olabilecegi

bilinmektedir’®.
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Metrik tensor ve onun tiirevlerinden olusan herhangi bir fonksiyon (3.102)
denklemleri yardimiyla tetradlar ve onun tiirevleri cinsinden ifade edilebilir.

Ozellikle Ricci (egrilik) skaler yogunlugu,

[-gR = /—ng+fAz (3.234)
bi¢ciminde yazilabilir. Burada, L, tetradlarin birinci basamaktan tiirevlerine bagh
ikinci dereceden bir homojen fonksiyon bicimindedir ve h normal bir diverjans
bicimine sahiptir. Dolayisiyla, gravitasyonel alan denklemlerine ait varyasyonlar

ilkesinde / terimi (Gauss yasasindan dolay1) ihmal edilebilir.
Sonug olarak tetrad uzayi kullanilarak bir gravitasyonel kuram (ya da diger
adiyla Mgller temsilinin Teleparalel versiyonu) olusturulabilir. Bu kuramda alan

degiskenleri 16-bilesenli tetradlardir ve bu kurama ait temel nicelik,

Vi = Py (3.235)
tensOriidiir. Burada, noktali virgiil Christoffel sembolleriyle taniml kovaryant tiirevi
temsil etmektedir. Bu kuramda L,, Lagrangiani 7,,,ve g, niceliklerinden olusan
invaryant bir fonksiyon olarak degerlendirilir ve L, ‘ye ait en temel muhtemel

bagimsiz ifadeler,

L{m(l) — Zﬂzﬂ
Ly =y,,7" (3.236)
Ly = B

bicimindedir. Buradaki X u s

2 =7 (3.237)

u
biciminde tanimli temel vektordiir. Kuramin genel Lagrangianini elde etmek icin
Mgller tarafindan en temel durum degerlendirilmistir. Bu duruma gore genel
Lagrangian,

Ly, =aL," +a, L, +a,L,"” (3.238)
bigiminde L, ’lerin gizgisel bir birlestirimidir. Buradaki a,;, ’ler keyfi sabitlerdir.
Mgller’ in hesaplamalarina uygun olarak bu sabitler,

&, =-1, Uy =4, U =1-24, (3.239)

(

olarak segilebilir. A, birim basamaginda serbest bir boyutsuz parametre olmak tizere,
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&

‘lerin bu sekilde secimi sayesinde bu kuram GG kuramindaki zayif alanlarin
cizgisel yaklasimiyla uyumlu (Mgller tarafindan arzu edilen) sonuclar vermektedir.
A #0 durumunda Mgller alan denklemleri

G, +H, =—xT, (3.240)

uv
F, =0
ile verilir. H,, Mgller denklemlerinin Einstein denklemlerinden sapma miktarini

temsil eder ve

H/tV = 2’[711417/4’(\/ + }/ﬂrquyvlk-i_ }/ﬂx‘v}/ﬂﬂ’( +...

o . (3.241)
+gﬂv(}/ﬂm7a _Eyﬂmyl j:| >

F,, niceligi ise
Fo =22, =2, = (V0 =7) % s | (3.242)
bi¢ciminde tanimlidir. A=0 durumunda ise Mgller alan denklemleri Einstein
denklemleriyle ortiismektedir.
Burada tamimlanan Lagrangian (3.165) denklemindeki Lagrangianin aksine
keyfi uzay-zaman doniisiimleri altinda bir skaler yogunluk davranisi sergilediginden

dolay1 bu Lagrangian i¢in sonsuz kiigiik doniisiimler yéntemi39 uygulanabilir. Bu

sekilde enerji-momentum pseudokompleksi,

M, =g (T +n 1)) (3.243)
o L) Oy s 244
ml‘ﬂ—g mh(a) ,/t_ ,uLﬂ)T (3 )

ve toplam enerji-momentum dort-vektorii

VP, = j M dxdyds (3.245)
seklinde tanimlidir. Bu E-M pseudokompleksi,

0,9, =0 (3.246)

biciminde bir korunum yasasini saglar ve bir siiperpotansiyelin diverjansi bi¢iminde

de yazilabilir:

77



v a 1Z3
Qﬁﬂ :ax_’lgl'u

VA _ V=8 alﬂjﬂ v _ aL{m A
2[# - U h(a) u h(a)
4x | oh,* , oh

(a) v

j . (3.247)

(3.238) Lagrangian ile siiperpotansiyel yeniden yazilirsa

vi _ N8 VA VA 1z
A, ——\g’((a(l)Qﬂ +a, W,  + o, X, (3.248)

elde edilir. Buradaki Q

1z VA |7 : (1) (2) (3)
s W, ve X7 ifadeleri sirasiyla Ly, Ly, ™ ve Ly,

niceliklere karsilik gelir ve hesaplamalar sonucunda,

oL," , oLy"

VA _ A _ a pn - ovi
= h *“=-2% = 3.249
Qﬂ ah(a)ﬂ,z (a) ah(a)ﬂy (a) 8" 8 uc=nap ( )
aL (2) aL (2)
W =2 B F=pyFe = 3.250
H“ ah(a)ﬂ,ﬁ (a) ah(a)ﬂ,v (a) }/7 g;w nap ( )
ame aLm(”
X = h V-2 __p A=y = 3.251
H ah(a)ﬂ,ﬂ, (a) ah(a)ﬂ,y (a) v g;m' nap ( )
elde edilir. Buradaki nicelikler,
B =058, " +558, " -0, " (3.252)
g = 0,80 =875 (3.253)

seklinde tanimlidir. QﬂM, Wﬂw1 , X ﬂM ifadeleri ve (3.239) ile belirtilen «;,

parametrelerini (3.248) denkleminde kullanarak Mgller teleparalel temsiline ait

siiperpotansiyel,

]

2" = 2;5%;”‘ (28" 8,0 = A8 V"™ —(1-22) £, 7" )

(3.254)

bigiminde olur.

Diger temsillerde tanimlanan siiperpotansiyelin aksine 2( ﬂM ifadesi 3-rankh

gercek bir tensor yogunlugudur. Dolayisiyla 2 ﬂM niceligi sadece uzaysal doniigiim

grubu (Lorentz doniisiimleri) altida 2-rankli bir anti-simetrik tensér yogunlugudur.

Sonug¢ olarak, 9" =%2A", ifadeleri bu tip doniisim durumlarinda bir vektor

yogunlugu gibi davrams sergiler. Dolayisiyla (3.244), (3.246), (3.247) ifadeleri 971,
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icin (a), (c) ve (d') kosullarin1 saglar. Ayrica hesaplamalarla (3.245) ile tanimlanan

mPﬂ niceliklerinin Einstein temsilindeki EPﬂ nicelikleri ile aym sonucu verdigi

goriiliir. Bunun sonucu olarak (b) kosulu da Einstein temsilinde oldugu gibi tam

olarak saglanmig ve tiim kosullart1 ayn1 anda saglayan bir temsil bulunmustur
40,41,42,43
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. BIANCHI-BEHR VI,_, UZAY-ZAMAN MODELI

Tarihsel olarak evren modelleme ¢alismalart cergevesinde, kuramsal
islemlerin sadeliginden dolay1 ilk olarak Freidmann-Robertson-Walker (FRW)
kozmoloji modelleri degerlendirilmistir. Bu modeller, esyonlii bi¢imde genisleyen ve
uzaysal olarak homojen yapiya sahiptir. Ayn1 zamanda bu uzay-zamanlar kesme
(shear), donme ve ivme niceliklerinin sifir oldugu bir akigkanla modellenir. Daha
sonraki caligmalarda ise genellikle esyonsiiz bicimde genisleyen, uzaysal olarak
homojen olan ve akigkaninin ivmeli, kesmeli ve donerek genislemesine olanak
saglayan Einstein alan denklemlerinin c¢oziimleri olarak ortaya cikan modellerin
degerlendirilmesine dikkat cekilmistir. Bu ¢6ztimlerin biiyiik bir cogunlugu hareketli
koordinatlar durumunda saglanir ve uzay-zamanin her bir noktasinda akiskanin dort-
hiza sahip oldugu varsayilir'.

[k olarak degerlendirilen kozmolojik modellerin FRW olmasinin nedeni
kuramsal islemlerdeki basitligin yan1 sira, mikrodalga ardalanin yiiksek seviyede
esyonlil bicimde gozlenmesinden dolayi, Evrenin bu modele cok yakin bir yapiya
sahip olmast gerektigi sonucudur. Dolayisiyla genel anlamda, uzaysal homojen
kozmoloji modelleri ile ilgili gerceklestirilen calismalar FRW c¢o6ziimlerini kabul
eden modellerin degerlendirilmesi ile stirlandirimaktadir’.

Miikemmel akigkanla modellenen belirli bir grup uzay-zaman modeli w gibi
yalnizca bir keyfi fonksiyon icermektedir. w niceliginin sabit olmasi durumunda bu
grubun {iiyeleri uzaysal olarak homojen olurken, w nin sabit olmadigr durumda
grubun uzaysal olarak homojen olmadigi ac¢ik bir bicimde anlasilmaktadir. Fakat
buna ragmen, gercekte sabit olmayan w niceliginin 6zel se¢imi ile bazi uzaysal
homojen geometriler tanmimlanabilir. Bu geometriler, iki-parametreli bir aile

olusturur. Bu bicimde homojen 6zellige sahip ve p=(y—1)p durum denklemli
kozmolojik modellere ait bir grubun tam ¢o6ziimleri Collins®  tarafindan

kesfedilmistir. Bu ¢oziimler Bianchi-Behr simifinda VI, tiiriindedir. Bianchi- Behr
VI, modelleri keyfi olarak biiyiik zaman durumlarinda tamamiyla esyonli degildir

ve bu sebeple asimtotik olarak FRW modeliyle yakin bir yapiya sahip olamaz.
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Dolayisiyla bu modelin FRW c¢o6ziimlerini kabul etmedigi ve uzaysal homojen
kozmoloji modelleri ile ilgili gerceklestirilen calismalar cercevesinde
degerlendirilemeyecegi soylenebilir. Fakat Barrow® tarafindan ifade edildigi gibi,

VI, modeli “sonlu bir zaman aralig: lizerinden” keyfi olarak izotropik bir duruma

yakin bir yapida olmasi miimkiin oldugundan dolay1 uzaysal homojen kozmoloji
modelleri ile ilgili calismalarda da degerlendirilmesi miimkiin olur.

Yukarida sozii edildigi gibi w niceliginin se¢imine bagl olarak elde edilen
geometriler iki parametreli bir aile olustururlar ve bu ailenin her bir tiyesi h=—4
degerli Bianchi-Behr VI, tiirline sahip ii¢-parametreli bir esyonlii grubunu kabul
eder. Bu modele ait akiskan egilmez (stiff) durum denklemine ( p =) uyar. Bu
akiskan donmeyen, genisleyen, kesmeli (shearing) ve ivmeli yapiya sahiptir ve
homojen yiizeylere ait normallerin uygunluguna gore egrilir (tilted). Bu ailedeki
uzay-zamanlarin genel davraniglar biiyiik Ol¢iide igerdigi iki parametreden birinin

isaretine baghdir. Bianchi-Behr VI,_, geometrilerin genel davranislarini belirleyen

akigkan her zaman ici sonsuz yogunluklu bir ilk durumdan baslar (+ — 0 iken madde
yogunlugu o sonlu bir zaman i¢inde sonsuz olur). Dolayisiyla bu modeller olasi tiim
durumlarda bir “biiyiik patlama (big bang)” tekilliginde baglar ve bunun sonrasindaki
evrim m gibi bir parametrenin degerine bagh olur’ ( bazi durumlarda baslangic
anindan itibaren belirsiz bir bicimde genislemesine karsin diger durumlarda ise sonlu
bir zamanda uygun bir tekillik kosuluyla bir sona ulasir).

Baslama noktasini bicimlendiren uzay-zamanlarin genel bir grubu ¢>0

durumlu uygun hareketli koordinatlarda en genel bicimde
ds® = A*(t,x)(~dr* +dx’ )+ B’ (1)dy’
+2C(t,x)dydz + D*(t, x)dz’

A.1)

metrigi ile verilir. Incelenen bu ¢izgi elemanina ait metrik tensor, ters-metrik tensor,

tetrad ve ters-tetrad katsayilar1 matris formunda sirasiyla

—A%(t,x) 0 0 0
0 A%(t,x) 0 0
= 4.2
Buv 0 0 B*(t) C(t,x) 2
0 0 C(t,x) D*(t,x)
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g =det|g,,|=—A ¢, x) (B (1)D*(t,x)~ C’(t,x)) = -
1 0 0
A°(t,x)
2; 0
A (t,x)
g =
D*(t,x) C(t,x)
0 2 T2
A (t,x) A (t,x)
C(t,x) B*(1)
0 —
i At x)  A1,x) |
[A(t,x) 0 0 0 |
0 Atx) O 0
C(t,x)
h(u) — B —~"7
4 0 0 (1) B()
0 A(t,x)
L B() |
h=det|h® | = A*(t, )AL, x)
! 0 0 0
A(t,x)
0 A(tl ) 0
, X
h(a)” = 1
0 -
B(t)
0 _ Ctw)  B®
I B(OA(t,x)  A(t,x) |

bigiminde olur.

A*(t, x)A* (1, x)

4.3)

4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)

4.1.1. Bianchi-Behr VI,__, evren modelinde Einstein E-M Dagilimu

Kisim 3.5.3.1. de tamimlanan ifadeleri kullanilarak Einstein temsilinde E-M

dagilimi hesaplanir. Oncelikle (3.169) denklemiyle tanimli potansiyeller asagidaki

bicimde elde edilir.
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Cizelge 4.1:

Bianchi-Behr VI,__, evren modeli i¢cin GG Einstein temsilinde
stiperpotansiyel hesaplart.

—A%(t,x) 0 1 dA(t,x)
HO —_glo—- | 254 7 A4 ’ A2 i _ - 42
N [ (roat x)[ A (l,x)ﬂ dx
Hlol :_Hllo _ 2dAC(;;x)
H;)z _ _szo _ 2B*(t)D(t, x) d[D(t,x)A(t,x)] _ 1 d[cz(t’x)Az (t’x)}
A(t, x)A(t, x) dt A(t, x)A*(t, x) dt
H® — g - Cz(l,x)i B*(1)
: g A(t,x) dt\ C(t,x)
H? g2 = 2C*(t,x) dA(t,x) . C(t,x) dC(t,x) 2B*(t)D(t,.x)d [A(7, x)D(1, )]
: g A, 0)Alt,x) dx  A@t,x) dx At XA, X) dx
g3 = g3 = B*(1) dC(1,x)
? : A(t,x)  dx
H® — _g» _ Cz(t,x)i Dz(f7x)
’ } A(t,x) dt\ C(t,x)
H =g = 2A(t,x) dA(,x) ] ( 2BOD (1) aB(O) _ .3 dC(t,x)j
A(t,x) dt A(t, x) dt dt
H2 — _g2 — D4(t7x)i C(t,x)
’ } A(t,x) dx\ D*(t,x)
B = g = | - 2A(t,x) dA(,x) | C(t.x) dC(1,)

A(t,x) dx A(t,x) dx

Elde edilen bu ifadeleri (3.168) denkleminde kullanilarak Einstein temsili i¢in

enerji- momentum dagilimlari,

Cizelge 4.2:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢cin GG Einstein temsilinde
enerji-momentum dagilim1 hesaplari.
ES = idzA(I,x)
87 dx’
B/ = | _ 1 dAt)
87 dtdx
seklinde elde edilir.
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4.1.2. Bianchi-Behr VI,__, Evren Modelinde Landau-Lifshitz
E-M Dagilimi
Kisim 3.5.3.2.°de tamimlanan ifadeleri kullanilarak Einstein temsilinde E-M
dagilimi hesaplamr. Oncelikle (3.174) denklemiyle tanimli potansiyeller asagidaki
bicimde elde edilir.

Cizelge 4.3: Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢cin GG L-L temsilinde
siiperpotansiyel hesaplart.

SN = | —A’(t,x) 90022 — —A’(t,x)D*(t,x)
9% = | A%(t,x)C(t,x) 2 = | AX(1,0)C(t,x)
9% = | —AX(t,x)BX (1) M= | A%(1,x)

82 = | AX(1,x)D*(1, %) I = | =AY, 0C(,x)
8920 — | —A%(t,x)C(t,x) 90330 — A’(t,x)B*(t)
91001 — A? (7, %) 100 — —A2 (t,x)

812 = | AX(t,x)D*(t,%) P = | —A*(1,x)C(1,x)
82 = | —A%(t, x)C(t, x) P = | A(t,x)B*(1)
92 = | —AX(t,x)D (t,x) %' = | AX(1,0)C(t,x)
92 = | A2, x)C(t, %) ¥ = | —AX(1,0)B*(1)
92 = | A%(t,x)D* (1, %) = | —A*(1,x)C(1,x)
2 = | A2, X)D(t,x) = | A1, x)D’(t,x)
2% = | At x) 0= | A(1,0C(t,x)
P = | A1, x)C(t, x) = | A, x)

F% = | —A%(t, x)C(t, x) F = | A(t,x)B*(1)
F12 = | A2, x)C(t, %) #'B = | A1, 0)B(1)
0 = | A%(t,x)C(t,x) ¥ = | A1, x)C(1,x)
FP = | A t,x) $0 = | A (1,0)B (1)
S = | A2t x)B (1) ¥ = | AY1,x)
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Elde edilen bu ifadeleri kullanilarak (3.177) denklemi yardimiyla L-L temsili

icin enerji- momentum dagilimlari

Cizelge 4.4:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢cin GG L-L temsilinde
enerji-momentum dagilim1 hesaplari.

2 2
LOO — _L dA (-x’t) +A(x,f) d A(f’t)
87 dx dx
2
10 = i dA(x,t) dA(x,t) +A(x,t)d A(x,1)
87 dt dx dtdx

olarak elde edilir.

4.1.3. Bianchi-Behr VI,__, Evren Modelinde Bergmann-Thomson
E-M Dagilimi

Kisim 3.5.3.3.’de tamimlanan ifadeleri kullanilarak B-T temsilinde E-M
dagilimi hesaplanir. Oncelikle (3.195) denklemiyle tanimli potansiyeller asagidaki
bicimde elde edilir. B-T temsiline ait ilk potansiyel (3.195) denkleminde de ifade
edildigi gibi Freud siiperpotansiyeline esit oldugundan dolay1 ‘Pf hesaplariyla elde
edilen sonuglar Cizelge 4.1’de elde edilenlerle 6zdes olur. Simdi bu ifadeler

kullanilarak TT#* nicelikleri elde edilebilir.

Cizelge 4.5: Bianchi-Behr VI,_ , evren modeli i¢in GG B-T temsilinde
stiperpotansiyel hesaplart.

2 dA(t,x
) . I —— (7,x)
A“(t,x) dx
I = !0 — 2 dAG,x)
A’(t,x) dt
22 = 10 = 2D(t,x) d[D({t,0)A(,x)]
A(t, x)A(1, x) dt
T2 = 1 = 1 d [C(I,X)Az (t,x)]
A% (1, )A(t, x) dr
22 e ___2D(1,x) d[D(t,x)A(t,x)]
A(t,x)A(t, x) dx
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25 = 13! = 1 d |:C(t,x)A2 (, x):l
A*(t, X)A(t, x) dx
M = = | _ 1 d [C(l‘, x)A? (Lx)}
A% (1, )A(1, x) dt
% = %% — 2B(1) d [B(l‘)A(l‘,x)]
A(t,x)A(t,x) dt
T2 = 7' = 1 d [C(t,x)Az (t, x)]
A®(t, X)A(t, x) dx
M8 = = | — 2B*(1)  dA(1,x)
A(t,x)A(t,x) dx

Elde edilen bu ifadeleri kullanilarak (3.194) denklemi yardimiyla L-L temsili

icin enerji- momentum dagilimlar

Cizelge 4.6:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢in GG B-T temsilinde
enerji-momentum dagilim1 hesaplari.

2
BY — 31 ) dA(x,t) dA(x,1) —AGLD) d A(ic,t)
8TA’(x,1) dx dx x
2
B = | _ 31 2dA(x,t) dA(x,t) FAGLY d A(x,1)
8TA’(x,1) dt dx dtdx
seklinde elde edilir.

4.1.4. Bianchi-Behr VI,__, Evren Modelinde Mgller E-M Dagilimu

Kisim 3.5.3.4.de tanimlanan ifadeleri kullanilarak Mgller (1958) temsilinde
E-M dagilimi hesaplanir. Oncelikle (3.203) denklemiyle tanimli siiperpotansiyeller
asagidaki bicimde elde edilir.

Cizelge 4.7: Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢in GG Mgller temsilinde
sliperpotansiyel hesaplart.
3 2A(t, x) dA(t, x)

A(t,x) dx

01 _ 10 _
‘ o ‘
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o o | _2A4.x) dA(x)
A=t S A(t,x)  dt
02 _ 20 _ 2 dB(1) dC(t,x)
X ==X = AC) (ZB(I)D (t,x) 7 +C(t,x) j
03 _ 30 _ Cz(t,x)i B*(1)
G VNP dt[C(t,x)j
o__a_ | _Cx)dC(,x)
Y =k = At,x)  dx
13 _ _ 30 _ BZ(LX) dC(t,x)
GRS A(t,x)  dx
C*(t,x) d [ D*(t,x)
02 _ _ 20 _ a
G A1, x) dt( C(t,x)
03 20 1 dC(t, x) ) dD(t, x)
== == 2B (1)D(t, x)—=2
X3 X3 A(l‘,x)(C(t’X) ” (t)D(t, x) j
2 _ 20 _Cz(l,x)i D*(1,x)
G A(t, x) dx( C(t,x)j
B_ .3 1 dC(t,x)_ 2 dD(t, x)
X ==X = A(l,x)(C(t’X)—dx 2B (t)D(t,x) j

Elde edilen bu ifadeleri kullanilarak (3.202) denklemi yardimiyla L-L temsili

icin enerji- momentum dagilimlari,

Cizelge4.8: Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢in GG Mgller temsilinde
enerji-momentum dagilimi hesaplari.

1 { Alx.1) dA(x,t) dA(x,1)
(x,1) dx dx

C4zA
d*A(x,1)

dx?

|

2
+A(x,1) [—M + A(x,1)
dx
{ Ale1) dA(x,1) dA(x,1)
dx dt

A (x’t)(_ dAg:,r) dA(x,1)

1
AT A* (x,1)

+ A(x,t
I (x,1)

dA(x,1)
dtdx

)
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M,

+A(x,t)(—

! { Ae.n) FACeD) dAGD
ATA*(x,1)

dt dx

dA(x,1) dA(x,1) A dA(x,t)j
dr dx ’ tdx

Ml

1
ATA* (x,1) {

+A(x,t)(—

A(x,1)

dA(x,1) dA(x,1)

dt dt

A0 dzA(;c,t)ﬂ
dt dt

1
87’ (x,1)

+2D(t, x){A(t x)[ " + B(1) e

+ C(t,x)(—

{43(:)0(: XAt x) —

dB(t) daD(t,x)
dx
dB(t) dA(t, x)

dB* (1) dB(t)j B6)

dt dt

dx

dC(x,1) dA(x,1) | dC(x.1) dA(x,r))

dx dt dt

+ A(x,t){

X

2 2 2 2
dC(x,t) _dC*(x.1) . (x,t)[d Clx,t) d’Cx,1)

dt dx? dr*

|
)

1
87A* (x,1)

—B(1)

{ 20(1, )[A(r x)

B()d B(t)j

dB’ dB (1)
dt

dB(t) dAG, x)} B (t)[dC(t,x) dA(t, x)

dx dx

dt

dr’

_dC@x) dA®Y) | (t’x)(_ dzC(;c,t) . dzC(x,t)H}
dt dx

1
8% (x,1) <D2 G x){
d*C(x,1) N d*C(x,1)

dx*

+A(t,x)(—

+ 2C(t,x){D(t,x)(—

dC(x,t) dA(x,t) 3 dC(x,t) dA(x,t)
dx dx dt dt

)

dD(x,t) dA(x,t) N dD(x,t) dA(x,t)j
dx dx dt dt

+A(t,x)[

X

dD*(x,1) _dD’(x,1) [dzD(x,t) B dzp(x,z)m>

dt dx’ dr’
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87A (x,1) dx dx dt dt
dD(x,t) dA(x,t) 3 dD(x,t) dA(x,t)
dx dx dt dt
d*C(x,1) 3 dC?(x,1)
: dt

+4B()D (1, x) BD DD _ oy CED
i dr
dD* (x,1) _ dD* (x,1)

dt

+D(I,X)[d Zif’t) -4 Zl(zx t)ﬂ}>

1 < c (t’x)(_ dC(x,1) dA(x.1) | dC(x.1) dA(x, t)j

+2B*(1)D(t, x)(

+A(t, x) +C(t,x)

dC?(x,1)
dx

- ZBz(t)[

olarak elde edilir.

4.1.5. Bianchi-Behr VI,_, Evren Modelinde Teleparalel Einstein,

Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson E-M Dagilim1
Kisim 3.5.4.°de goriildigii gibi TPG kuraminda farkli temsiller aym
siiperpotansiyele bagli olmaktadir. Dolayisiyla, burada oncelikle (3.55) denklemiyle
tanimli burulma tensorii ve (3.106) denklemiyle tanimli Weitzenbock baglantisi ile
bunlarin uygun bi¢imleri (karma ve tam kontravaryant) hesaplanarak (3.215) ile

taniml siiperpotansiyelin hesabi i¢in gerekli terimler elde edilir.

Cizelge 4.9:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait Weitzenbock baglantinin
bilesenleri.

_ 1 dA(t,x)
| A, dr

_ 1 dA(t,x)
| A(t,x)  dx

o O
=
|

_ 1 dAt,x)
Alt,x) dt

1 dA(t,x)
A(t,x) dt
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— | 1 dB@
o= B(t) dt

F_ | At d(C)

O BYe) dt| At x)

F_ | At d(C

0 BY) dx| AL x)

s |1 dBO 1 dAG
0 B(t) dt A(t,x) dt
= 1 dA®,x)
1A xY) dx

Cizelge 4.9’daki ifadeler (3.55) denkleminde kullanilarak asagidaki burulma

tensorii bilesenleri elde edilebilir.

Cizelge 4.10:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait T* v Dicimindeki

burulma tensoriin bilesenleri.

1 dA(t,
Tom = _Tolo = |~ M
A(t,x) dx
1 dA(t,x)
T, =-T, = —_—
ot 10 A(t,x) dt
1 dB(t)
T, =-T,=| ——
02 20 B(t) dt
7, =1, = | 200 4 CEn)
; B (t) dt\ A(t,x)
T213 —T231 A(zt’x)i C(t,x)
B (t) dx\ A(t,x)
T303 = _T330 = 1 i Aty
B(®)A(t,x) dt\ B(t)
1 dA(t
T313 = _T331 .0
A(t,x) dx
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Cizelge 4.10’daki ifadeler ve ters-metrik tensor bilesenleri kullanilarak
T’l"v = g‘”‘T’IW esitligi sayesinde asagidaki burulma tensorii bilesenleri elde

edilebilir.

Cizelge 4.11:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait T*, bicimindeki

burulma tensoriin bilesenleri.

0 - 1 dA(t,x)
o A, dx
- 1 dA(t,x)
O | A¥,x)  dx
- 1 dA@x)
t Ad(t,x) dt
oo |1 Ay
o At x) dr
|- 1 dB(t)
2 A’(t,x)B(t) dt
™ = | — At,x) d[C(tx)
i AX(t,x)B*(t) dt | A(t,x)
T21 _ A(t,X) i C(I,X)
ST A2, x)BX(1) dx\ A, x)
» 1 . _dB(1) d [ C(,x)
= |-———|B®)D —C(t, x)A(t, x) —| —==2
T Bz(t)Az(z,x){ O 0=~ =0 (t’x)dt[A(t,x)ﬂ
T2 — C(t,x) i C(t,x)
" A x)BA (1) dx\ Az, x)
— Ct,x) dB(t) 1 d(C(tx)
O L AN 0)B() dr A@,x) di\ At,x)
o |1 d{Cty
b A, x) dx | A, x)
T - | = 1 i A(t, x)
i A1, x)B()A@t, x) di\ B(t)
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T 1 dA(t,x)
T AWLoAGLx)  dx
T = C@tx) d| B@)
° | B)A®, x) dt | At x)
T C(t,x) dA(t,x)
b A(t,x) dx
T = B(1) i B(1)
7 | AL x) di\ AL x)
™ = | - B*(t) dA(t,x)
: A(t,x) dx

Cizelge 4.11 (veya Cizelge 4.10)’daki ifadeler ve ters-metrik tensor
bilesenleri kullanilarak T*" = g"T*  (veya T*" = g“*g"’T" ) esitligi sayesinde

asagidaki burulma tensorii bilesenleri elde edilebilir.

Cizelge 4.12:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait T*" bicimindeki

burulma tensoriin bilesenleri.

o0 _ 1 dA(t,x)
T Al(t,x)  dx
010 — 1 dA(t, x)
= A(t,x) dx
1 dA(t,x)
T101= —_ S
A(t,x) dt
0 _ 1 dA(t,x)
A(t,x) dt
1 . _dB(1)
— B(t)D
Az(t,x)Bz(t)Az(t,x){ O %)
T22 = i (Cix)
X
_ A 4 280
(1A ) dt ( A(t, x) ﬂ
o | B® 4 Cux
- A (t,x)A(t, x) dt \ B(t)A(t, x)
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e | - C(t,x) i C(t,x)
T A, 0B ()A@, x) dx | At x)
213 _ ! i C,x)
= A% (t, x)A(t, x) dx | A(t, x)
1 . dB(1)
B(t)D =
Az(t,x)Bz(t)Az(t,x){ OD(.x) dt
T2 = i (Cix)
X
- A - ’
C.Aw) dt ( A(t, x) ﬂ
o C(t,x) d(C@t.x)
™= A%(t,x)B* ()AL, x) dx\ A(t,x)
- B(1) i C(t,x)
T = | 0 0ACx) df\ BOAG.x)
|- 1 d(C@t,x)
B A% (1, x)A(t, x) dx |\ A(t,x)
. C(t,x) d( B
= A%(t, ) B(H)A(t, x) dt\ A, x)
B d Bw
T = | aoaty) di\ Aty
N _ Ctx) dARx)
T = TR or (tx)  dx
o _ BX(t)  dA(t,x)
| A, 0N (t,x)  dx
0 | - C(t,x) i B(1)
B A’ (t,x)B(H)A(t, x) dt \ A, x)
N Ct,x)  dA@x)
T = e or ) dr
po_ |- B0 __df B
A% (t,x)A(t, x) dt\ A(t,x)
- B’(t)  dA(t,x)

CANL )N x)  dx
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Yukandaki Cizelge 4.11 ve Cizelge 4.12’deki ifadeler (3.215) denkleminde

kullanilarak Z*" siiperpotansiyeline ait bilesenler asagidaki bicimde elde edilebilir.

Cizelge 4.13: Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait Z*" bigimindeki

siiperpotansiyel bilesenleri.

001 010 — 1 dA(t, x)
2 ==L = T A oAy dx
Z023 _ Zo32 _ C2 (t’x) i Bz(l)
T T 44 (4, 0)B ()N (1,x) di\ C(1, %)
101 110 1 dA(t’x)
2 ==L = | A oAt dr
123 132 1 dC(t,x)
27 =27 = | Yl ON Ly dx
d A(t,x)A(t, x)
B’ (t)D* _
OD" () dt[ B(1) j
7202 _ _ 7220 _ d(cen
2 A N2
+ A, x)C(1, x)A (1, x) - [A(t’x)j
d| A*(t,x)C(t,
7203 — 7230 _ | _ - 1 - |: (#, )C( x)}
4A7(t,x)A(¢t, x) dt
B D*(t,x) d [A(t,x)A(t,x)]
2A° (¢, x)A’ (1, x) dx
7212 — _z220 _
i C(t,x) d [ C(t,x)
2A%(t, x)B*(1)A(t, x) dx ( A(t,x)j
o g | L d[ A*(t.x)C(t, )]
4A%(t, x)A(t, x) dx
d| A*(t,x)C(t,
7302 — 7320 _ | _ - 1 - |: (7, )C( x)}
4A7(t,x)A(¢t, x) dt
Z3o3 _ Z330 _ B(t) d[A(t’x)B(t)]
T T 2834, 0)A (1, %) dt
d| A*(t,x)C(t,
7312 — 7321 1 I: (#, )C(r x):l
4A%(t, x)A*(t, x) dx
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B B*(1) dA(t, x)
2A% (1, x)A*(t,x)  dx

7313 _ gl _

Cizelge 4.13’deki ifadeler ve metrik tensor bilesenleri kullanilarak
7" =g, 7" esitligi sayesinde Z"" siiperpotansiyeline ait asagidaki bilesenler
elde edilebilir. Bu sayede U #M Freud siiperpotansiyeline ulasmak icin gerekli olan

terimler elde edilir.

Cizelge 4.14:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait Z,*" bicimindeki
siperpotansiyel bilesenleri.

1 dA(t,x)

Z 01 — _Z 10 —
’ ‘ 2A%(t, )A(t,x)  dx
7B __g7R_ | _ Cz(l‘,x) i Bz(t)
’ ‘ 4B*(1)AX(t,x) dr | C(t, %)
70l __z10 _ 1 dA(t, x)
1 : 2A°(t, X)A(t,x) dt
1 dC(t,x)
Z 23 — _Z 32 —
: ' 4N*(t,x) dx
I dAtx)  BOD(x) d(A®x)
g0 2A%t,x) dt  2A%(t,x)A(t,x) dt\ Bt

2 Ct,x) d[ C@,x)
+ —_
4A%(t,x) dt \ A*(t,x)

70 __730 _ C’(1,x) i B’(1)
? g 4A%(1, x)A* (8, x) dt\ C(t,x)
1 dC(t,x)
- A Alt, x) —==2
Lo 4A3(t,x)A3(t,x)( (&X)CEDAE )
T . d[A(t,x)A(t,x)]J
+2A°(t, x)
dx
715 _g73_ B*(1) dC(t, x)
2 2

4A%(t,x)A*(t,x) dx
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02 _ 720 _
Zs = Zs =

C*(t,x) i

C(t,x) C(t,x)D*(t,x) dB(t)

2A°(t,x)B*(t) dt

|

A(z,x)J_
_ D*(1,%) d
4A%(t,x) dt

2A%(t, x)A(t,x) dt

03 _ 30 _
1,”=-1," =

1

dA(t, x) N

( C(t,x) j
1

dB(t)

2A%(t,x) dt

—C(t,%)

A% (1, x)
2B(1)D?
4A2(t,x)A2(t,x)( Obe.

dC(t,x)j
dr

x_
)dt

12 _ 21 _
1,"=-7, =

1

dC(t,x)

4A%(1,x)B>()A (1

—2C(t,x)A(t, x)

{(—Cz(t,x)+A2 (t.x))

|

,X)

dA(t, x)

Zl3:_Z3l:

1

dA(t, x) N

C(t,x) dC(t,x)

24 x)  dx

A4A% (1, x)A*(t,x)  dx

Simdi Cizelge 4.14’daki ifadeler ve (4.6) denklemiyle tamimli tetrad

determinantini

kullanilarak ~ hZ,*"

=U," esitligi sayesinde U ,*" Freud

siiperpotansiyeline ait bilesenler elde edilebilir,

Cizelge 4.15:

Bianchi-Behr VI,_ ,

evren modeline ait U ,*" bi¢imindeki

teleparalel Freud siiperpotansiyel bilesenleri.

U= 10— ldA(l‘,x)
’ ’ 2 dx
UB=_y®= _Az(t,x)Cz(t,x)i B*(t)
v 4B (DA, x) di\ C(t,x)
U =_pylo= ldA(l‘,x)
1 1 2 dt
U®=_y>» A (t,x) dC(t,x)
=-U>"=

4A(t,x) dx
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A(t,x) dA(,x) | B'(OD*(1,x) d ( AGx)
U 2A(t,x) dt 2A°(t,x) dt\ B()
o , Ca.0AM) d ( Ct,»)
4 dr\ A’ (t,x)
U.% =y = Cz(t,x)i Bz(t)
2 77 | 4A@Lx) di\ C(t, x)
~ 1 dC(t, x)
e —4A(t’x)A2(l’x)(A(t,x)C(t,x)A(t,x)—
A d[At, 0)A, x)]J
dx
UB—=_y3 = B*(1) dC(1,x)
? ? 4A(t,x)  dx
C’(t,0AMY) d (C(t,%)|  Ct,x)D’(t,x)At,x) dB(t)
0O 2B* (1) dit\ A(t,x) 2A°%(1,x) dt
o _DXt,0AG) d ( C(,x)
4 dt\ A’ (t,x)
A(t.x) dAGx) 1 (23(:)02 “.%) dB(1)
Uy 2A(t,x) dt 4A(t, x)
3 3=
_C(t,x)Mj
dt
1 o ) dC(t,x)
Uiy 4B (H)A(t, x) {( CH(62)+4°1,) dx
—2C(t,x)A(t,x)M}
Uy AW dA®x) | Ctx) dC(x)
S 2A(1,x) dx  4A(t,x) dx

Sonug¢ olarak Cizelge 4.15’daki ifadeler kullanilarak Teleparalel Gravite
Kuraminda Finstein, Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson E-M dagilimlan

asagidaki gibi elde edilebilir.
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Cizelge 4.16:  Bianchi-Behr VI,_, evren modeli i¢in teleparalel Einstein
temsilinde enerji-momentum dagilim1 hesaplari.

hES = | 1 d*AGx)
87 dx’

hE, = _LdzA(Z,x)
87 dtdx

Cizelge 4.17:  Bianchi-Behr VI,_ , evren modeli i¢in teleparalel L-L temsilinde
enerji-momentum dagilimi hesaplari.

2 2
1Y = _L dA (x’t)+A(x,t)d A()zc,l)
8 dx dx

pL =

87 dt dx dtdx

1 (dA(x,t) dA() | 9) dzA(x,t)j

Cizelge 4.18:  Bianchi-Behr VI,_ , evren modeli i¢in teleparalel B-T temsilinde
enerji-momentum dagilimi hesaplari.

2
KB — } ) dA(x,t) dA(x,t) —AG) d A()zc,t)
8TA’(x,1) dx dx dx
2
WBY = | _ 3l 2dA(x,l‘) dA(x,t) AL d"A(x,t)
8TA (x,1) dt dx dtdx

4.2. BIANCHI VI,_,, UZAY-ZAMAN MODELI
Wainwright A(ii) smmifindaki ayrilabilir bir metrigin 6zel bir alt durumuna
karsilik gelen (bu sinifta elde edilebilir tek uzaysal homojen yapiya sahip olan) ve
BianchiVI,_ , tiirii simetri gruplu uzaysal homojen metrik®
ds> =—e’'dt* + (1+V2)e5’dx2 +2Ve ' dxdy

+ e3t+8qxdy2 +et—4qxdz2

(4.8)

bi¢iminde verilir. Burada V =/6¢° —1 ve q ifadesi §> q >é araliginda tanimh bir

sabittir. Bu metrik daha belirgin bir bicimde ilk olarak Wainwright7’8 tarafindan

verilen bir tam kuvvet yasasi ¢oziimiidiir(the exact power-law solution).
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Incelenen bu ¢izgi elemanina ait metrik tensor, ters-metrik tensor, tetrad ve

ters-tetrad katsayilart matris formunda sirasiyla

- 0 0 0
Lo (1+vi)er 0 Ve
g/w 0 0 e3t+8qx 0
0 VeSt—qu 0 et—4qx
g= det‘gw — _el4t+4qx
- 0 0 0
» 0 e—St 0 _Ve—3t+2qx
8 - 0 0 e—3t—8qx 0
0 Ve—3t+2qx 0 (1 + V2 ) e—t+4qx
s 0 0 0
t—4qx 12
0 (1+v2)7e 0 v
1+Vv
(a) _
h u —+4gx
0 0 e 0
t—4qx y2
0 0 0 |
| 1+V
h=det|n”,| ="
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[ 0 0 0 |
—51/2
0 ‘s 0 0
2
(1+V )
3t
ha'=| 0 S 0 (4.14)
Ve'? 1
0 B 2\V2 0 —aqx \V2
(1+V ) et
i 1+V? |

bigiminde olur.

4.2.1. Bianchi VI,_ ,, Evren Modelinde Einstein E-M Dagilimi

Kisim 3.5.3.1.’de tanmimlanan ifadeleri kullamilarak Einstein temsilinde E-M

dagilimi hesaplanir. Oncelikle (3.169) denklemiyle tanimli potansiyeller asagidaki

bicimde elde edilir.
Cizelge 4.19:  BianchiVI,_,, evren modeli igin GG Einstein temsilinde
siiperpotansiyel hesaplari.
H(()n —_ Héo — 4qe2(t+qx)
H(()B — _HSO — _6qu4(t+qx)
H'=-H"= | 22(V*-2)"*
1 1

HO=—H"= | 2v (V2 +1)e")

H113 — _H131 — _Squ4(1+qx)
HY =—H}" = | g

HéZ — _H221 — 4q62(t+qx)

H223 — _H;2 — 2ng4(t+qx)

H'=-H= | 22v

HP®=-HY= | 2(V?+4)e"™

H313 — _H331 — _8q82(t+qx)
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Elde edilen bu ifadeleri (3.168) denkleminde kullanilarak Einstein temsili i¢in

enerji- momentum dagilimlari

Cizelge 4.20:  BianchiVI 4y €vren modeli i¢in GG Einstein temsilinde enerji-

momentum dagilimi sonuglari.

EOO = L 262(t+qx)
2 i
Eio1 = _L eZ(H—qx)
27 1
E03 = die‘*(qu)
27
seklinde elde edilir.

4.2.2. Bianchi VI,_,, Evren Modelinde Landau-Lifshitz
E-M Dagilimi
Kisim 3.5.3.2.°de tanimlanan ifadeleri kullanilarak Einstein temsilinde E-M

dagilimi hesaplamr. Oncelikle (3.174) denklemiyle tanimli potansiyeller asagidaki
bicimde elde edilir.

Cizelge 4.21:  BianchiVl,_, evren modeli igin GG L-L temsilinde
siiperpotansiyel hesaplari.

Z90011 — _64(t+qx) Z90013 — VeG(qu)
190022 — _eﬁt—4qx Z90031 — V€6(t+qx)

0033 _(y2 8(1+gx) 0110 4
90033 — (V +1)e oo | Arra)

3 6 _
1901 0 _ —Ve (t+gx) 190220 — eﬁt 4qgx
8(1+4»

5710 _V€6(t+qx) 9930 _ (VZ +1) e (1+4x)
91001 — e4(t+qx) 91003 _Veﬁ(t+qx)
9100 _€4(t+qx) 912 = 014

1133 _ 8(1+qx 1221 _ 61—4qx
= e V7= | —e

1223 8124 1300 6(1+¢
9 = | Vet 20 = | yette
952 — _Vebt2x 93 = _68(t+qx)
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202 [ ordax N2 | bite
ROTECN R TyS F20 _ | idax

2N | o RETEN Y

5 = Vb2 923 — (1+V2)el()t
SN2 |yt 552 _ _(1 +V?2 )eIOt
001 — _Ve6(t+qx) 93003 (Vz +1)es(z+qx)
10 |yt R )

P12 |yt F2 | e

FB = _(1 +V?2 ) P F0 _(VZ + 1) S+
SN = | M) 592 (1 +V?2 )elof

Elde edilen bu ifadeler kullanilarak (3.177) denklemi yardimiyla L-L temsili

icin enerji- momentum dagilimlari,

Cizelge 4.22: BianchiVI,_,, evren modeli i¢in GG L-L temsilinde enerji-

momentum dagilimi sonuglari.

LOO — _lqze4(t+qx)
V4
0= | L s
= | —ge
4
L03 — _ivqeG(H—qx)
4z
seklinde elde edilir.

4.2.3. Bianchi VI,__,,, Evren Modelinde Bergmann-Thomson

E-M Dagilimi
Kisim 3.5.3.3.’de tamimlanan ifadeler kullanilarak B-T temsilinde E-M
dagilimi hesaplamr. Oncelikle (3.195) denklemiyle tanimli potansiyeller asagidaki
bicimde elde edilir. B-T temsiline ait ilk potansiyel (3.195) denkleminde de ifade

edildigi gibi Freud siiperpotansiyeline esit oldugundan dolay1 ‘Pf hesaplariyla elde
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edilen sonuglar, Cizelge 4.19’da elde edilenlerle 6zdes olur. Simdi bu ifadeler

kullanilarak IT#* nicelikleri elde edilebilir.

Cizelge 4.23:  BianchiVI,_, evren modeli i¢in GG B-T temsilinde
siiperpotansiyel hesaplari.

HOOI — _HOIO — _4qe—3t+2qx

I = —1%° = 6qu—[+4qx

T = —7'° = 4qe—3t+2qx

M = 1% = Ve

122 = T = | gpoa

I—I212 — _H221 — 4qe—t—6qx

H223 — _H232 — 2ngt—4qx

301 310 -
11 =TI — —6Ve t+4qx

3% = 3% = 8(V2 +1)et+6qx

H3l3 — _H331 — _8qet+6qx

Elde edilen bu ifadeler kullanilarak (3.194) denklemi yardimiyla L-L temsili

icin enerji- momentum dagilimlari,

Cizelge 4.24:  BianchiVI,_,, evren modeli icin GG B-T temsilinde enerji-

momentum dagilimi sonuglari.

1

B® = | __~ 2,731%2qx
27Z'q

B — _iqe_mqu
Iz

B® = die—thx
87

biciminde elde edilir.
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4.2.4. Bianchi VI,_ ,, Evren Modelinde Mgller E-M Dagilim

Kisim 3.5.3.4.’de tamimlanan ifadeler kullanilarak Mgller (1958) temsilinde
E-M dagilimi hesaplanir. Oncelikle (3.203) denklemiyle tanimli siiperpotansiyeller
asagidaki bicimde elde edilir.

Cizelge 4.25: BianchiVl,_, evren modeli i¢in GG Mgller temsilinde
siiperpotansiyel hesaplari.

Zlm :_leo — (2V2 +5) (t+gx)

A==y = | 2V (V2 1)t

W =-x"= | —2vge'
Zgz — _Zzzo — _3e2(t+qx)
Z;Z — _ZZZI — 8qe2(t+qx)

1 ==x= | 8vge™ ™

r=-x'= |-

;{?3 — _Z;o _ (2V2 _ 1) 2

X=—x = | —4ge

Elde edilen bu ifadeleri kullanilarak (3.202) denklemi yardimiyla L-L temsili

icin enerji- momentum dagilimlari,

Cizelge 4.26:  BianchiVI,_, evren modeli i¢in GG Mgller temsilinde enerji-

momentum dagilimi sonuglari.

M, = “an (ZV2 +5) (r+a)
Ml = L (t+¢x)
| ﬂ(zv +5)e’
M = —E(V2 -q° +1)e4(’+'m
V3
M, = _i(ng —3)¢2)

M = | L (op2 pag? 1)
47r( 7 )
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seklinde elde edilir.

4.2.5. Bianchi VI,__,, Evren Modelinde Teleparalel Einstein,

Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson E-M Dagilim1
Kistm 3.5.4.de goriildiigii gibi TPG kuraminda farkli temsiller ayni
siiperpotansiyele bagli olmaktadir. Dolayisiyla, burada oncelikle (3.55) denklemiyle
tanimli burulma tensorii ve (3.106) denklemiyle tanimli Weitzenbock baglantisi ile
bunlarin uygun bi¢imleri (karma ve tam kontravaryant) hesaplanarak, (3.215) ile

taniml siiperpotansiyelin hesabi i¢in gerekli terimler elde edilir.

Cizelge 4.27: BianchiVI,_,, evren modeline ait Weitzenbock baglantinin

bilesenleri.
o= |2
- %
I = %
L= | 4q
K= |5
l:gl = —2q

Cizelge 4.27°deki ifadeler (3.55) denkleminde kullanilarak asagidaki burulma

tensorii bilesenleri elde edilebilir.

Cizelge 4.28:  BijanchiVI,_, evren modeline ait T*  bicimindeki burulma
h=—1/9 v ¢

tensoriin bilesenleri.

5
=-T =1=
10 2
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3
T202 = _Tzzo = E
Tzlz _T221 46]

1
T303 _T330 = E
T313 = _T331 = | —2¢

Cizelge 4.28’deki ifadeler ve ters-metrik tensor bilesenleri kullanilarak
T*, =g T*_, esitligi sayesinde asagidaki burulma tensorii bilesenleri elde

edilebilir.

Cizelge 4.29:  BianchiVI j—_yo €Vren modeline ait T*, bigimindeki burulma

tensoriin bilesenleri.

Tlol — _ée—St
2
5
Tll — __6—51‘
’ 2
Tl30 — EVe—SH—qu
2
T202 — _ée—St
2
TZIZ — 4qe—it
T22 — _Ee—St—qu
’ 2
T221 — _4qe—3t—84x
T232 — _4qu—3t+2qx
T303 — _le—St
2
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T310 — lVe—3t+2qx
2
T311 — _2Vq6—3t+2qx
'I\Sl3 — _zqe—St
T330 — _l(Vz +1) o
2
T331 — 2q(vz +1)e—t+4qx
T333 — Zqu—SH—qu

Cizelge 4.29 (veya Cizelge 4.28)’daki ifadeler ve ters-metrik tensor
bilesenleri kullanilarak T*" = g"T*  (veya T*" = g“*g"’T" ) esitligi sayesinde

asagidaki burulma tensorii bilesenleri elde edilebilir.

Cizelge 4.30:  BianchiVI 4—_yo €vren modeline ait T*" bicimindeki burulma
tensoriin bilesenleri.
5 —10¢
101 — ——e
T 2
5 —81+2
103 _ Ve
T 2
5 -10¢
110 — —e
T 2
S0 8
130 — ——Ve t+2qx
T 2
3 —8(r+qx)
202 — ——¢
T 2
T2 = 4qe—8(t+q)f)
3 —8(1+qx)
220 — —e 4
T 2
T2 = _4qe—8(t+qX)
T2 = 4vq e—é(tﬂ/X)
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T22 = —4Vg e—6(t+qX)
T301 — lVe—8t+2qx
2
1 2 —6t+4gx
T T
1 —81+2¢gx
TSIO — __Ve q.
T313 — _2qe—6t+4qx
T330 — l(vz +1)e—6t+4qx
2
T331 — 2q6—6t+4qx

Yukaridaki Cizelge 4.29 ve Cizelge 4.30°daki ifadeler (3.215) denkleminde

kullanilarak Z*" siiperpotansiyeline ait bilesenler asagidaki bicimde elde edilebilir.

Cizelge 4.31:  BijanchiVI

siiperpotansiyel bilegenleri.

_jo €vren modeline ait 7™ bigimindeki

h=

7001 — _ 7010 _ —qe_w’

Z003 _ Z030 — qu—8t+2qx

7013 _ _ 7031 _ lV —814+2qx
2

7101 _ 7110 _ | 100

7103 — _ 7130 _ _EVe—SHqu

2

7202 _ 7220 _ 3 o S
2

7212 _ 7l _ qe—8(t+qX)

7% =77 = | Vg o o)
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7300 — 7310 _ _EVe—SHZW
2

7303 _ _73%0 _ | 2 (V2 + 1) o OAer

Z313 — _Z331 — _2qe—6t+4qx

Cizelge 4.31’deki ifadeler ve metrik tensor bilesenleri kullanilarak
7" =g, 7" esitligi sayesinde Z*" siiperpotansiyeline ait asagidaki bilesenler
elde edilebilir. Bu sayede U ﬂM Freud siiperpotansiyeline ulasmak icin gerekli olan

terimler elde edilir.

Cizelge 4.32:  BianchiVI h——yjo €vren modeline ait Z,*" bigimindeki

stiperpotansiyel bilesenleri.

Z 01 — _Z 10 — qe—Sz

Zoos —_ Zoso — _qu—3t+2qx
ZOIS — _2031 _ _lVe—mqu
2
2101 :_leo — _%(Vz_z)e—y

Zo3 =_7 30 _ %V(Vz +1)e—3r+qu

le3 — _Zl31 — _Zqu—SH—qu

ZO—_z 10 _ |y, T2
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2303 — —Z330 — %(Vz +4)e_5’

Z313 — _Z331 — _zqe—St

Simdi Cizelge 4.32°deki ifadeler ve (4.6) denklemiyle tamimli tetrad
determinantim1  kullamlarak, hZ,”" =U,*" esitligi sayesinde U ,*" Freud

siiperpotansiyeline ait bilesenler elde edilebilir.

Cizelge 4.33:  BianchiV/ y1jo €vren modeline ait U,*" bigcimindeki

teleparalel Freud siiperpotansiyel bilesenleri.

UOOI _ —UOIO _ eZ(H—qx)
U003 _ _U030 _ _qu4(t+q)f)
13 31 _lVe4(t+qx)
U, =-U, = >
01 0 _ _l(v2 _ 2) 2(1+4x)
U =-U,"= 2
UY=-U>= -V (V2 + 1)64(”%)
U113 _ U131 _ _Zqu“(’*‘”)
Uzoz _ —U220 _ 3 2(1+qx)
U212 _ —U221 _ qu(H-qx)
U223 _ _U232 _ qu4(t+qx)
01 0 _ _K
U, =-U, = 2
Ur = = | S(Viea)et
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U313 _ —U331 _ _2q82(t+qx)

Sonu¢ olarak Cizelge 4.33’deki ifadeler kullanilarak Teleparalel Gravite

Kuraminda Finstein, Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson E-M dagilimlari
asagidaki gibi elde edilebilir.

Cizelge 4.34: BianchiVI,_,, evren modeli icin teleparalel Einstein temsilinde

enerji-momentum dagilimi sonuglart.

hEOO = LquZ(HqX)
2

hE,' = | __L g

2

hES = | 3yt

2

Cizelge 4.35: BianchiVI,_, evren modeli igin teleparalel L-L temsilinde
enerji-momentum dagilimi sonuglart.
h LOO — _l q284(t+qx)
V4
h L01 — lqe4(t+qx)
V1
h L03 — _ivqeﬁ(t-#qx)
4r

Cizelge 4.36:  BianchiVl,_,, evren modelinde teleparalel B-T temsilinde
enerji-momentum dagilimi sonuglart.

hBY = _iqu—SH—qu
2z

hB°! = _iqe—3t+2qx
4r

hB03 — _que—t+4qx
4z
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4.3. TARTISMA

Bu ¢alisma kapsaminda ele alinan modellerden Bianchi-V/,_ , uzay-zaman
modeline ait metrigin herhangi bir alt duruma sahip olmamasina karsin, Bianchi-
BehrVI,_, uzay-zaman modeline ait genel metrik bazi alt durumlara sahip
olmaktadir. Dolayisiyla bu kisimda sadece Bianchi-BehrVI,_, evren modeli igin

elde edilen genel hesaplar cesitli alt durumlar kapsaminda degerlendirilir ve tam
sonuglar elde edilir.

Bianchi-BehrVI,_ , uzay-zaman modeli i¢in acik ifadelerle en genel metrik

ds’ =t*"e" (=dt* +dx* ) +1"dy’ ...
4.15)
oot 20V wdydz +17 (W +1)dZ?

seklinde tamimlidir. Burada m niceligi enerji kosununa gore tayin edilen bir sabittir,
w ve n ise u(=t—x)’in fonksiyonlaridir ve birbirlerine n"=w" iliskisi ile baglidur.
(4.15) metriginin hareketli koordinatlarda tanimlanmasi gercegi akiskana dort-hizin

2
m en

i =e"*(d/dt) bigiminde oldugu anlammna gelir (e* =¢*"¢"). Bu tiir geometriler,

kaynagi p=p durum denklemli miikemmel bir akiskan olan FEinstein alan

denklemlerinin ¢oziimlerini temsil eder.
_ _ 3 —2(m+1) _-n
p=p= m+E t e (4.16)

(4.15) metriginde koordinat secimindeki serbestlik, sistem ile ilgili kosullar

saglayan herhangi ek yok etme vektor alant ve bunlara bagh kosullarla

n=-22m+1)In {— YT [D(u)+ E]} (4.17)
¢ =(=Fu)”"" (4.18)
D .0 (4.19)
2>m+1)
ve
w=2[-2(m+Du]” (4.20)

ifadeleri ile metrigin yeni hali
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’m

ds* (—dr* +dx*)+1"dy’ ...

CFu @21)
oot 20 P wdydz +1" (W +1)d2
biciminde olur. Burada D ve F birer pozitif sabit, £ integrasyon sabiti ve G de bir
sabittir.
Durum(A) n” =0
Bu durumda n” ve buna bagh olarak w’ ifadeleri sifirdan farkli birer sabit
olur. w'=s#0 ve n'=s" ifadelerine gore genelligi kaybetmeden s=1 ve n=w=u

olarak belirlenebilir. Bu durumda metrik

ds® =t""e" (=dt* +dx* ) +1"dy’ ...
(4.22)
oot 20 udydz + 1 (1 +1) dz’

biciminde olur. Bu cizgi elemanina ait metrik tensor, ters-metrik tensor, tetrad ve

ters-tetrad katsayilart matris formunda sirasiyla,

"¢ 0 0 0
0 t"e" 0 0
gﬂv = 0 0 t1/2 tl/zbl (423)
0 0 t"u tl/z(u2+t)
g =det|g,,|=—1""e (4.24)
_t—Zme—u 0 0 0
» 0 t—Zme—u O O (4 25)
& = 0 0 12 (u2 +t) -y '
0 0 -y 12
me’* 0 0 0
0 M 0 0
(a)
h 4 0 0 R (4.26)
0 o o M
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h= det‘h“’)ﬂ =2t (4.27)
t—me—u+u/2 0 0 0
0 t—rne—u+u/2 0 0
h = 4.28
« 0 0 40 (*:28)
0 0 —

bigiminde olur.

Sonug¢ olarak (4.1) metrigi icin elde edilen en genel ifadeler kullanilarak

(4.22) metrigi i¢in enerji-momentum dagilimi sonuglan asagidaki gibi olur.

Cizelge 4.37:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(A) i¢in GG
Einstein temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.

E, = 0

Eol =10

Cizelge 4.38:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(A) i¢in GG L-L
temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglart.

E)() — 0

E)l — 0

Cizelge 4.39:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(A) i¢in GG B-T
temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglart.

B 00 — 0

B()l — 0

Cizelge 4.40: Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(A) i¢in GG
Mgller temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.

MOO — t d’u

87 dx’

2
1\/101 = L ﬂ-l—l d u
87\ dx  dtdx
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M1O =| _t d’u
87 dtdx
2
M= | L [du, du
8\ dt  dt
M2 1 [ du® au? d’u d’u
2 T | — - +u T3
87| dx  dt dx” dt
2 2
M,’ = 1 du N du
87\ dax* dr’
i 2 2 2 2 2 2
M, = gy d _dw ] ol l:—d? | -4 If+d?
87| dx dt dx” dt dx” dt
B 2 2 2 2
M, = 1| du +du " d z;+d124
87| dx di dx- dt
Cizelge 4.41:  Bianchi-Behr VI,_ , evren modelinde Durum(A) igin teleparalel
Einstein temsilinde enerji-momentum dagilimi hesaplari.
hE) = | o
hE, = 0
Cizelge 4.42:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(A) igin teleparalel
L-L temsilinde enerji-momentum dagilimi1 hesaplari.
hL® =1 o
= o
Cizelge 4.43:  Bianchi-Behr VI,_ , evren modelinde Durum(A) igin teleparalel
B-T temsilinde enerji-momentum dagilimi hesaplart.
hB” = | o
hB()l — 0
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Durum(B) n” #0

Bu durumda K sifirdan farkli bir sabit olmak iizere A=K/n" iliskisi

7 ’

yazilabilir ve n fonksiyonu I;” = K(m+1)+1 kosulu ile birlikte (” j +1=0
n

r = ”

n
iliskisini saglar. Bu ifadelerden, integrasyon sabitini sifir yapan kosullarin da

kullanilmastyla n’=w” =—(L/u) oldugu sonucuna varlabilir. Buradaki L,

K [L —2(m+ 1)] =2 ifadesini saglayan sifirdan farkli bir sabittir. w”> >0 oldugundan

dolay1r u degiskeni Lu <0 kosuluyla sinirlandirilir. Bir dizi islemler ve integrasyon

hesaplartyla asagidaki iki metrik elde edilir.

@HL>0

2m

ds* = !

—dt?* +dx* ) +1"2dy* ...
(—u)* ( ) (4.29)

=4 (—Lu) P dydz + 1" (4(—Lu) +1) dz’
burada u =t —x <0 olarak tanimlhidir.
Bu cizgi elemanina ait metrik tensor, ters-metrik tensor, tetrad ve ters-tetrad

katsayilar1 matris formunda sirasiyla

2" (—u) " 0 0 0
0 " (—u) " 0 0 430
Sur = 0 0 V? 21" (—Lu)l/2 (430
0 0 20" (~Lu)" [ 4(~Lu)+1]
g =det|g,, | =" (-u) ™" @31
7 (-u) 0 0 o |
» 0 2 (—u)” 0 0
& = -3/2 -3/2 1/2 (4.32)
0 0 t (t—4Lu) 2t (—Lu)
0 0 26 (=Lu)"” o
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o (—u) 0 0 0o |
m _/
h(u) — 0 t (_u) b 0 0 (4 33)
. :
0 0 M 2 (—Lu)"
0 0 0 Al
h=det|n”,| =" (-u) " (4.34)
o (<) (—u)" 0 0 0
0 e (<u) " (~u)* 0 0
B = 4.35
« 0 0 e o |
I 0 0 209 (—Lu)” |

bigiminde olur.

Sonu¢ olarak (4.29) metrigi i¢in enerji-momentum dagilimi sonuglar

asagidaki gibi olur.
Cizelge 4.44:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)- (i) i¢in GG
Einstein temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.
E, = 0
Eol =10
Cizelge 4.45:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(i) i¢in GG
L-L temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.
LOO — 0
U)l — 0
Cizelge 4.46:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(i) i¢in GG
B-T temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.
B()() — 0
B()l — 0
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Cizelge 4.47:

Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(i) i¢in GG
Mgller temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.

_1\ L o \E 2L 2 2
M, = (=) Le(—u) u™"( du L L
87 dx dx*
~1) " L(~u) ut 2
M, = G N dudu | [du,  du
87 dt dx dx  dtdx
Mo= | (D) L) wt( dudu d
8 dt dx  dtdx
1) " L(~u) wt 2 2
M= | (B L)« LI ﬂ+tdl;
kY4 dt dt dt
: () L(-u) ™ (dPu_d*u
M, = - 2 2
4 dx~ dt
s | (D)) TN an® au? d’u d’u
M, = N + 2 PR
167 dx dt dx~ dt
(=) L(-u) u d® | du’ d’u  d’u
—(t—4Lu)—+1—+8Lu’| ———
1670+~ Lu dx dx*  dr
M, = 2 2 2
’ 2u| (L _pp e 4
X dt dt
Mo | ED L)t (dudu
3 = P
4 dx- dt
Cizelge 4.48:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(i) i¢in
teleparalel Einstein temsilinde enerji-momentum dagilimi
hesaplari.
hE) = | ¢
hE,) = | o
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Cizelge 4.49:

Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)- (i)

icin

teleparalel L-L temsilinde enerji-momentum dagilimi hesaplari.

h L()O — 0
= o
Cizelge 4.50:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(i) igin
teleparalel B-T temsilinde enerji-momentum dagilimi hesaplart.
hB” = | o
hB()l — 0
(i) L<O
t2m
ds* = u—L(—dt2 +dx’ ) +1"dy* ...

<.+ 41" (=Lu)" dydz +1"* (4(~Lu) +1) dz*

(4.36)

burada u =r—x>0. Bu ¢izgi elemanina ait metrik tensor, ters-metrik tensor, tetrad

ve ters-tetrad katsayilart matris formunda sirasiyla

[—yt 0 0
0 T 0
Ew =l g 0 e
0 0
g =det‘gw = g 2rimy 2L
2t 0 0
0 T 0
g =
0 0 7 (t—4Lu)
0 0 -2 (-Lu)”
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20 (~Lu)"” 1" [4(~Lu)+1]

0
0

21" (~Lu)"”

0
0

2t (—Lu)
2

12

(4.37)

(4.38)

(4.39)



"uH? 0 0 0

- 0 0 0 440
“1 o 0 " 2 (~Lu)” (440
0 0 0 T

h=det|n®, | ="t (4.41)

B TR 0 0 0

) 0 Tyt 0 0
h(a) = O 0 1_1/4 0 (4.42)

0 0 —2(-Lu)” ¥

bigiminde olur.

Sonug¢ olarak, (4.36) metrigi icin enerji-momentum dagilimi1 sonuglar
asagidaki gibi olur. (K min sonsuz oldugu limit durumunda, L yaklasik olarak
2(m+1) degerine ulasir ve (4.29) metrigi (4.21) metriginin F =1 degerli 6zel bir

durumuna 6zdes olur).

Cizelge 4.51:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(ii) i¢in GG
Einstein temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.
E()() — 0

E'=g

Cizelge 4.52:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(ii) i¢in GG
L-L temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.

U)() — O

LOl — 0
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Cizelge 4.53:

Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B) - (ii) i¢in GG
B-T temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuglari.

BOO — 0
BOI — 0
Cizelge 4.54:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(ii) i¢in GG
Mgller temsilinde enerji-momentum dagilimi sonuclart.
2 2
M, = L12 _du +udL2t
87u dx dx
M. = L du du du d’u
0 - S| l————tu| —+I
87u dt dx dx  dtdx
2
M, = Lt2 _ﬂd_uﬂldu
87u dt dx  dtdx
2 2
M= | _ L2 I -
87Tu dt dt dt
2 2
M,?= L{ d 124 N d ;4
4\ dx dt
2 2 2 2 2
M= | _ L - _du +du o d_l:_d_l;t
1677(—Lu) dx  dt dx’ dt
2 2 2 2 2
__ 72 —(t—4Lu) du +1 du +8Lu’ (d L; —d—I:J
M.2 1671'(—Lu) dx dt dx” dt
J=
2 2 2
ou 14 dn A
dx dt dt
Mi=| L[d u d’u
s il it
Ar\ dx* dt*

Cizelge 4.55:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(ii) igin
teleparalel Einstein temsilinde enerji-momentum dagilimi
hesaplart.

hE,’ = 0
hE, = | ¢
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Cizelge 4.56:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(ii) igin
teleparalel L-L temsilinde enerji-momentum dagilimi hesaplari.

hL()O — 0

hL = | o

Cizelge 4.57:  Bianchi-Behr VI,_, evren modelinde Durum(B)-(ii) igin
teleparalel B-T temsilinde enerji-momentum dagilimi hesaplart.

hBOO — 0

hB()l — 0
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Einstein’in gravitasyonel alan denklemleri ile ilgili aragtirmalarinin dayandigi
en Onemli gereksim ilgili sistemler i¢in uygun bir enerji-momentum korunum yasasi
elde etmekti. Gercekte de, fizik bilimindeki gelismelere yon veren temel etken
korunum yasalarini elde etmek i¢in yeni enerji bicimlerini tammlama girisimleridir.
Ciinkii bilindigi gibi enerji kavramu fiziksel kuramlarin tiimiinde temel rolii
tistlenmektedir. Fakat goreli gravite kuramlarinda arzu edilen yeni enerji bigimi
tanimlama konusundaki ¢abalar ciddi zorluklarla kars1 karsiya kalmaktadir. Buradaki
temel zorluk gravitasyonel alana ait ve fiziksel agidan tam olarak anlamli bir enerji
ifadesinin tanimlanmas ile ilgilidir. Hem bu temel zorluk ve hem de buna bagh
olarak ortaya cikan enerji yerellesme problemi, GG kuraminin ortaya ¢iktig1 tarihten
bu yana siiregelen bir tartisma ve bir¢ok arastirmaninda konusu olmaktadir ve de
giiniimiizde bile acik bir problem olarak kalmayi siirdiirmektedir.

Bu caligmada, goreli gravite kuraminda enerji-momentum korunum yasasi ve
gravitasyonel alana ait bir enerji-momentum ifadesi elde etme adina daha Once
gergeklestirilen caligmalardan bazilan tekrar gozden gecirildi ve baz1 uzay-zamanlar
icin enerji-momentum problemi ile ilgili bir inceleme gerceklestirildi. Bu calisma

kapsaminda, Bianchi-Behr VI,_, ve Bianchi VI,_, tiri evren modelleri icin

Einstein, Landau-Lifshitz, Bergmann-Thomson e-m pseudokompleksleri ve bunlarin
teleparalel versiyonlar1 kullanilarak GG ve TPG kuramlarinda e-m dagilimlan elde
edildi. Ayrica yine bu iki evren modeli icin Mgller (1958) e-m pseudokompleksi
kullanilarak sadece GG kuraminda enerji-momentum dagilimlarn arastirildi.
Hesaplamalar sonunda sifirdan farkli olarak elde edilen bilesenler Kisim 4. deki
cizelgelerde gosterildi.

GG kuraminda Bianchi-Behr VI,_, evren modeline ait en genel metrik i¢in

elde edilen sonuglarin her dort temsilde de birbirinden farkli oldugu, fakat Einstein,
Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson temsilleri ile bunlarin teleparalel
versiyonlar1 kullanilarak elde edilen sonuglarin her iki kuramda da esit oldugu
bulundu. Yine bu modele ait alt durumlar i¢in gerceklestirilen hesaplamalarda Mgller

digindaki  tim temsillerin e-m dagilimi icin sifir degerini  verdigi

gozlendi(E = hE," = = hI" = B* = hB*" =0 #2M,").  Bianchi-Behr VI,
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evren modelinin asimtotik durumda FRW evren modeline yakin bir yapiya sahip
oldugu g6z oniinde bulunduruldugu zaman, bu sonucun FRW modeli ile ilgili daha
once gerceklestirilen calismalardan dolay1 beklenebilen bir sonu¢ oldugu
sOylenebilir. Dolayisiyla Mgller disindaki temsillerle elde edilen bu sonuclar, Tryon
tarafindan ileri siiriilen biiyiikk patlama modelini desteklemektedir ve Bianchi-Behr
VI, modelinin Evren i¢in en az FRW modeli kadar uygun bit yapida oldugunu
gostermektedir.

Bianchi VI,_,, modeli i¢cin gerceklestirilen hesaplamalarda da dort farkli
temsil i¢in birbirinden farkli e-m dagilimlart elde edildi ve yine Einstein, Landau-
Lifshitz ve Bergmann-Thomson temsilleri ile bunlarin teleparalel versiyonlarinin her

iki kuramda da ayni sonuglan verdigi gozlemlendi. Bu anlamda Bianchi-Behr VI,_,
evren modeline ait en genel metrik ile Bianchi VI,_, modeline ait metrik birlikte
degerlendirildigi zaman, bu iki modelde de her farkli temsilin farkli bir e-m dagilimi
tanimladig1 fakat kendi (Mgller hari¢) teleparalel versiyonlart ile ayni e-m
dagilimiyla  sonuglandiklar1 ~ gozlenmektedir (E* =hE," # L = hI' # B =
hB* # M,").

Bu ¢alismada, yontem olarak kullanilan pseudokompleksler, GG kuraminin
ozellikle “denklik ilkesi” olmak iizere, temel ilkelerinin bazi kisitlamalarindan dolay1
cesitli durumlarda fiziksel olarak anlamsiz sonuglara neden olmalarina ragmen,
edilen sonuclardan da goriildiigii gibi gravitasyonel dalgalarin varligi ve bu

dalgalarin tanimli bir enerji-momentum tasidiklar1 konusunda ¢ok 6nemli bir kanit

olmaktadirlar.
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