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AMAC

Bu c¢alismanin temel amaci dogrusal olmayan parabolik tipten bazi kismi diferansiyel
denklemler igin ¢o6ziimlerin lokal varlik ve tekligini, global varlik ve tekligini ayrica
asimptotik davranisini incelemektir. Bu amagla damping terimli dogrusal olmayan parabolik
kismi diferansiyel denklemler {izerinde 6nemle durduk.

Daha 6nce bu anlamda ¢alisilmamig dordiincli mertebeden dogrusal olmayan parabolik
kismi diferansiyel denklem igeren bir Cauchy probleminin lokal ve global varligini ispatladik.
Ayrica ayn1 problemin verilere siirekli bagimliligin ispatlayarak iyi konulmus bir problem

oldugunu gosterdik.



Vi

OZET

Bu tezde dogrusal olmayan parabolik tipten kismi diferansiyel denklemlerin
¢coziimlerinin matematiksel davranigi incelenmistir.

[k boliimde, parabolik kismi diferansiyel denklemlerle ilgili giiniimiize kadar yapilmis
calismalar tarihi gelisimiyle kisaca ele alinmustir.

Ikinci boliimde, tezin sonraki bdliimleri icin gerekli olan temel bilgiler verilmistir.

Ugiincii  boliimde, ikinci mertebeden parabolik denklemlerin zayif ¢oziimleri
tanimlanmastir.

Dordiincii boliimde, lineer olmayan pseudo-parabolik denklemin bir Cauchy problemi
icin ¢ozlimiin lokal, global varlig1 ve asimptotik davranisi incelenmistir.

Besinci boliimde, damping terimli dordiincii mertebeden bir Cauchy probleminin

¢oziimiiniin lokal ve global varligi, verilere siirekli bagimlilig1 ispatlanmistir.



vii
SUMMARY

In this thesis, the mathematical behaviour of solutions of nonlinear parabolic partial
differential equations is investigated.

In the first chapter, so far the studies done with the historical developments are shortly
given about parabolic partial differential equations.

In the second chapter, some fundamental definitions and notations which are necessary
for the remaining chapters of the thesis are presented.

Weak solutions of the second order parabolic equations is presented in the third
chapter.

In the fourth chapter, local and global existence and asymptotic behaviour of Cauchy
problem for a nonlinear pseudo-parabolic equation are investigated.

In the fifth chapter, local and global existence, continuous dependence on initial data
of a fourth order Cauchy problem with damping term is proved.



1. BOLUM

GIRIS

Bu boliimde dogrusal olmayan parabolik tipten diferansiyel denklemler igin lokal,
global c¢oziimler ve c¢oziimlerin asimptotik davranisiyla ilgili giiniimiize kadar yapilan
calismalara kisaca deginecegiz.

Scott Russell’in 1834’te ki tek dalgalarla ilgili calismalari, akigkanlar, plazmalar,
elastik ortamlar vb. dalga olaylarmin modellenmesinde kullanilan lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin gelisimini saglamistir. Serbest smira sahip sikistirilamayan su
dalgalar1 i¢in temel denklemler ilk olarak Boussinesq tarafindan ortaya atilmistir. Boussinesq
tek yonlii ve tek boyutlu dalgalar i¢in iki model gelistirmistir. Daha az bilinen bir gergek de

Boussinesq’in 1870’lerde
u, +u, +uu, +u,, =0 (1.1)

seklinde giiniimiizde KdV denklemi olarak bilinen ve gelecekteki bir¢ok calismaya temel

olusturan denklemi bulmasiydi. Denklem Boussinesq’in [8, 9] daki makalelerinde goriilebilir.

u, —6uu, +u,, =0 (1.2)

formundaki KdV denklemi 1895°te Korteweg ve de Vries tarafindan bulundu. Fakat Martin
D. Kruskal (1.2) denklemini Fermi-Pasta-Ulam modelinden [21] bulup, yeni bir lineer
olmayan denklem kesfettigini diisiindii. Yine de hidrodinamik boliimiindeki uzmanlara bu
denklemi sordu, ve uzmanlar ona Korteweg ve de Vries’in ¢alismalarindan bahsettiler [21].
Simdi (1.2) denklemi en ¢ok bilinen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemdir.

Ayrica, daha iyi analitik 6zelliklere sahip

u, +u, +uu, +u, =0 (1.3)

seklindeki bir denklem Benjamin, Bona ve Mahong (BBM denklemi) tarafindan bulunmustur
[4]. Camassa ve Holm tarafindan su dalgalarin1 modelleyen lineer olmayan, dispersive terimli

bir denklem

u, +~U, —U,,, =—3uu, +uu,,, +2u.u, (1.4)



olarak verilmistir [10, 11]. Rosenau tarafindan belirtildigi gibi [31, 32, 33, 34] lineer olmayan
dispersive sisteme gegis, klasik zayif lineer olmayan teoriler tarafindan kestirilemeyen yeni
¢Oziim yontemlerine yol agmistir. KdV ve Boussinesq modeli igin solitonlar iyi birer analitik
¢oziim iken, Camassa ve Holm modeli i¢in kdselere ve doruk noktalarina sahip analitik
olmayan dalgalar ¢6ziim olarak kabul edilir. Bu ¢oziimler, zayif ¢oziimlerdir ve analitik tek
dalga ¢oziimlerinin limiti olarak goriiniirler.

Yapilan bu ilk caligmalar (1.1) ve (1.4) denklemleri arasindaki belirgin farkin
anlasilmasini saglamstir.

Li ve Olver [22],

U, — VU, = o, + BU, + 3yuu, — v (uu,, +2uu

XXX XXX )

seklindeki Camassa Holm denkleminin H® Sobolev uzayinda s>3/2 iken lokal iyi
konulmuslugunu gostermislerdir. Burada «, (3,~,v sabitler ve v >0 dir. Kullandiklar1 temel

teknik, bu denklemi diizgiinlestirmek ve denklemin ¢6ziimiinii, diizglinlestirilmis denklemin
¢Ozlimiiniin limiti olarak bulmaktir. KdV denklemi i¢in gelistirilen bu metot, Bona ve Smith
[7], Dushane [15], Masayoshi ve Mukasa [23], Saut ve Temam [35, 37] gibi bir¢ok yazar
tarafindan kullanilmistir.

[36] da Sahin,

U —Au, +9g(xu)=0

seklindeki dogrusal olmayan parabolik denklemin sifir ¢6ziimiiniin asimptotik kararliligini
calismig, ayrica ikinci mertebeden problemlerin zayif c¢oziimlerinin global yoklugunu
gostermistir.

[18] de Gileg,

u, —Au—aAu, + f (u)=h(x)

denkleminin verilen kosullar altinda ¢6zlimiiniin varligini ve tekligini, ¢6ziimiin siirekliligini
ve bu problem ile iiretilen yarigrubun asimptotik kompaktligini gostermistir.

[30] da Polat ve digerleri Adomian Ayristirma metoduyla,

U, + U’ + pUs, +Qug, =0



seklindeki modifiye Kawahara denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimiinii, niimerik metotlarla
calismis ve bulunan niimerik ¢6ziimii bilinen analitik ¢6ziimle karsilagtirmiglardir.

Chen and Xue [12] de,

Vy — WV — BV, + WV, + T (V), =0(v,), +g(V)—ag(v)
pseudo parabolik denkleminin C! ([O, o0);H* (R)) da bir tek global genellestirilmis
¢Oziimiiniin oldugunu ispatlamis ve ¢6zlimiin asimptotik davranigini incelemiglerdir. Ayrica
Vi — WV _6Vxx =g <V) —ag (V)xx

parabolik denklemi igin C'([0,00);W™" (R)NL*(R)) de bir tek genellestirilmis global

¢Ozlime sahip oldugunu ve bir tek global klasik ¢éziimiiniin var oldugunu gdstermis ve ayrica

¢oziimiin asimptotik davranisini incelemislerdir.



2. BOLUM

ON BIiLGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar ve esitsizlikler

verilecektir [14, 16, 25, 27, 38].

2.1. Temel Tanimlar

Tammm 2.1.1. Calisilan alanlarda karsilasilan problemlere bir yaklasim olarak
matematiksel modeller olusturmak, bilimin hemen her dalinin teorik agidan gelismesinde
onem tagimistir. Bazi bilim dallarinda bir problemin ¢6ziimii, problemin 6zelliklerini tasiyan
bir matematiksel bagmnt1 (veya matematiksel model) kurulmasini gerektirir. Boyle bir baginti,
cogunlukla, bir bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun tiirevlerini ihtiva eden bir denklem
olarak karsimiza c¢ikar. Bir fonksiyonu ve onun muhtelif tlirevlerini igeren matematiksel

denklemler diferansiyel denklemler olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.2. Tek bir bagimsiz degiskene gore tiirev iceren diferansiyel denklemlere
adi diferansiyel denklemler denir. Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen
en yiiksek mertebeden tiirevin mertebesidir. n. mertebeden adi bir diferansiyel denklem genel

olarak

F(x, Y, y’,...,y(”>):0 (2.1)

kapali formunda gosterilebilir. Bir a < x <b araliginda tanimli bir & fonksiyonu a<x<b

araliginda bulunan her X i¢in tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu

F [x,@(x),@’(x),...,<1><">(x)] =0 (2.2)

ise ® fonksiyonu (2.1) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklemin genel
¢Oziimii, diferansiyel denklemin mertebesi kadar sabit degeri parametre olarak kabul eden bir
egri ailesi olarak ortaya ¢ikar. Coziim fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik

bulunan ¢oziime de ozel ¢oziim denir.



Tammm 2.1.3. u=u(X,y,zt) fonksiyonu, x,y,z ve t bagimsiz degiskenleriyle bir

bolgesinde tanimli bir fonksiyon olsun. u fonksiyonunun x bagimsiz degiskenine gore kismi

tlirevi,

ou u(x+h,y,z,t)—u(xy,zt)

ox  h-o h (23)

ou ou ou

limiti ile tanimlidir. — =u

l_:ul_
ox Yoy Voot

=Uy,... gibi gdsterimler de kullanilabilir. i¢ginde

kismi tiirev bulunan denklemlere Fkismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Yukarida

tanimladigimiz u fonksiyonunun x,y,z,t degiskenlerine gore kismi tiirevlerini igeren m.

mertebeden bir kismi diferansiyel denklem genel olarak,

F(x,y,z,t,u,u,,u,,U,,U, U, U Uy, U Uy Uy ) =0 (2.4)
——

m—tane
seklinde gosterilir. Bir kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerine
gore birinci dereceden ise denkleme lineer kismi diferansiyel denklem denir. Ornegin,
xu, +yu, =0

XU, —y’u = X-y u

denklemleri lineerdir. Bir kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek

mertebeden tiirevlerine gore lineer ise bu denkleme yar: lineer denklem denir. Ornegin,

U, +u, +uu, =0

denklemi yar1 lineer bir denklemdir.
Bazen yar1 lineer bir denklemde, en yliksek mertebeden tiirevlerin katsayilar1 sadece
bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olur. Boyle bir yar1 lineer denkleme hemen hemen

lineer denklem denir.

XU, —y’u = X-y u

denklemi hemen hemen lineer bir denklemdir.



Bu tanimlara gore, hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklem smifinin lineer
denklem smifini; yari lineer denklem sinifinin ise hemen hemen lineer denklem siniflarmni

icerdigi agiktir.
Tanim 2.1.4. Bir kismi diferansiyel denklem

Lu(x) = f(x) (2.5)

seklinde operator formunda yazilabilir. u ve v herhangi iki fonksiyon, ave b herhangi iki

sabit olmak iizere eger L, bir lineer operatdr ise asagidaki 6zelligi saglar

L, (au+bv)=alL u+bLyv.

(2.5) denkleminde eger L, bir lineer operator ise denklem de lineerdir ve f(x)=0 ise

denkleme homojen lineer denklem aksi halde homojen olmayan lineer denklem denir.

Bir kismi diferansiyel denklem eger lineer degilse lineer olmayan denklem adini alir.

(uy)’+u, =0

denklemi lineer olmayan homojen bir denklemdir.

Bir kismi diferansiyel denklemdeki bagimsiz degisken sayisinin, denklemin
mertebesinin ¢6ziim tizerinde 6nemli etkileri olacagi agiktir. Bu yiizden kismi diferansiyel
denklemlerde ¢o6ziim kavrammin tanim ve izahi, sadece bir bagimsiz degisken igeren adi

diferansiyel denklemlerdeki ¢6ziim kavrami kadar basit degildir.

Tamm 2.1.5. Bir kismi diferansiyel denklemdeki degiskenler I' sinirma sahip bir Q

acik bolgesinde tanimlanir. Q bolgesi ile I' smirinin birlesim kiimesine € bdlgesinin

kapanisi denir ve Q seklinde gosterilir. t zaman degiskeni olmak iizere t, <t <t, araliginda
ve Q bolgesindeki (X,Y,z) noktasinda ¢ fonksiyonu ve m. mertebeye kadar tiirevleri siirekli

ise yani, (€C™()) smifindan ise ¢ =C((X,y,zt) fonksiyonuna m. mertebeden kismi

diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir denir. Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii,
denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyon igerir. Bu nedenle, adi diferansiyel denklemlere
kiyasla kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak daha zordur. Baslangigta
modellenen probleme uygun ¢oziimiin bulunabilmesi ig¢in problem olusturulurken bazi

yardimci sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak iki baslik altinda toplanabilir.



(i) Stmir Sartlari: Sinir sartlar1 kismi diferansiyel denklemin saglandigr Q bdlgesinin

[ smir1 boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarinin ti¢ farkl sekli o, ve g

fonksiyonlar1 I' {izerinde taniml1 fonksiyonlar olmak iizere 6zel isimleriyle su sekildedir:

Dirichlet sartr: U|F =g,

ou
Neumann sart: —| =(,
T

Karigik (mixed) veya Robin sarti: au+ 3 Z—u =g.
n

(ii) Baslangi¢c Sartlari: Baslangic sartlar1 sistemin baglangicinda €2 bdlgesi boyunca
saglanmas1 gereken sartlardir. Genel olarak, baslangic sartlar1 fonksiyonun ve zamana gore
tiirevin kombinasyonu seklindedir.

Baslangi¢ sartlariyla birlikte verilmis kismi diferansiyel denkleme ‘Cauchy Problemi’

denir. Ornegin, R" de t >0 ve baslangic sartlar1 i¢in
u, =a’veu
u(x,0)= f(x), u,(x,0)=9(x)
ikinci mertebeden bir Cauchy problemidir.

Tanmm 2.1.6. ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel

denklem

Au,, +Bu,, +Cu,+Du, +Eu,+Fu+G=0 (2.6)

genel sekliyle verilebilir. Burada A, B, C, D, E, F katsay1 fonksiyonlar1 ve G fonksiyonu

da sabit veya degisken igeren fonksiyondur. (2.6) denklemi, A =B®—4AC diskrimantinm

isaretine gore smiflandirilir. Bu smiflandirma;

Diskrimant Denklem Tipi
A >0, Hiperbolik,
A=0, Parabolik,

A <0, Eliptik



seklinde yapilabilmektedir. Kismi diferansiyel denklemlerin eliptik, parabolik ve hiperbolik

tiplerinin genel denklemleri sirasiyla Laplace (A), 1s1 ve dalga operatoriinii igermektedir.

Herhangi bir kismi diferansiyel denklem, uygun birebir bir degisken doniisimii yardimiyla

kendi smifinin genel operatoriine doniigebilir.

Matematiksel Nicelik Isimlendirme Fiziksel Isim Swuiflandirma
A, Laplacian Potansiyel operatorii  Eliptik
P A, (1s1) Diflizyon operatérii ~ Parabolik
82
Pl A, D’Alembert Dalga operatorii Hiperbolik

2.2. Adi Diferansiyel Denklemler icin Varhk Teklik Teoremleri
Teorem 2.2.1. (Varlik Teoremi)

y/ = f <X1 Y), y(Xo): Yo (2-7)

baslangi¢ deger problemi verilmis olsun. Eger f (X, y)

[x—X|<a, |y—y,|<b (2.8)

ile tammli R dikdortgensel bolgesinin her bir X,y noktasinda siirekli ve |f(x,y)|§ K

olacak sekilde simirli ise 0 taktirde (2.7) probleminin en az bir y(x) ¢Oziimii mevcuttur.

Teorem 2.2.2. (Teklik Teoremi)

f (X, y) ve g—];; R bolgesinin her bir (X, y) noktasmda siirekli ve R deki biitiin (X, y) ler

icin

of

fl<K, |=—|<M 2.9
LIEL Py (29)

olacak sekilde smnirli ise, o taktirde (2.7) baslangi¢ deger probleminin en fazla bir y(X)

¢Ozlimii vardir.



Sonug olarak Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 sartlarini saglayan her baslangic deger

probleminin yalniz ve yalniz bir ¢6ziimii vardir.
2.3. Iyi Konulmus Problemler ve Klasik Coziimler

Bir diferansiyel denklem asagidaki ii¢ sart1 sagliyorsa iyi konulmus olarak adlandirilir:

(i) Varlik: Problem gergekte bir ¢dziime sahip olmal,

(i1) Teklik: Bu ¢dziim tek olmall,

(iii) Stirekli Bagimlilik: Coziim problemde verilen verilere siirekli bagimli olmalidir.

Son kosul 6zel olarak fiziksel uygulamalarda ortaya ¢ikan problemler i¢in dnemlidir.
Problemi belirleyen verilerdeki kiiciik bir degisiklik, ¢oziimde (tek ¢oziimde) de kiigiik
degisikliklere neden olmalidir. (Diger taraftan, bir¢ok problem i¢in tek ¢6ziim olmasi
beklenmemektedir. Bu durumda matematiksel olarak ¢éztimleri siniflandirma ve karakterize

etme 6nemlidir.) Ornegin Hadamard drnegini ele alalim. Soyle ki

u, +u, =0 (2.10)

Laplace denklemini n>0 olmak iizere,

u(,y)=0, u,(0, y):%sin y (2.11)

Cauchy verileriyle géz 6niine alalim. Bu problemin degiskenlerine ayirma yontemi ile elde

edilen ¢ozimii

u, (X, y):n—lzsinh xsiny (2.12)

seklindedir. Baglangi¢ verileri u(0,y)=0 ve u (0,y)=0 iken problemin ¢dziimi u, =0

asikar ¢dziimiidiir. Iki baslangi¢ verisi arasindaki fark n — oo iken

Iim‘nflsin ny‘:O
olur. Yani, baglangic verisinde ¢ok kiigiik bir degisiklik olmustur. Bu baslangi¢c verisine

karsilik gelen ¢oziimler farkinin y :% noktasinda, n tek pozitif say1 olmak tlizere n — oo

iken limit degerine bakalim;
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nx —nXx

s s .1 . e"—e
ul(X'E)_uz(X’E)‘ = r!Lrg?smh nX=lim————=o00

lim >
n—oo n—oo 2n

olur, yani, baslangi¢ verilerinde yapilan kiiciik degisiklik ¢oziimde biiyiik bir degisiklige yol
agmistir. Boylece (2.10) ve (2.11) Cauchy probleminin iyi konulmus olmadigi sonucuna
varilir.

Bir kismi diferansiyel denklem (KDD) ¢oziilirken yukaridaki ii¢ sartin saglanmasi
istenen durumdur. Fakat hala ‘¢dziim’ ile kastedilenin ne oldugu tanmimlanmadi. Ornegin, bir
¢Ozlim reel analitik veya sonsuz mertebeden tiirevlenebilir mi olmalidir? Bu arzu edilendir
fakat belki daha fazlasi sorulur. Belki de, k-inc1 mertebeden bir KDD nin ¢oziimiiniin en
azindan k-defa stirekli tiirevlere sahip olmasini istemek daha akillica olur. O zaman yiiksek
mertebeden tiirevlerin var olmamasina ragmen, en azindan KDD de goriilen tiim tiirevlerin
var olmas1 ve siirekli olmasi gerekir. Sezgisel olarak, boyle diizgiin bir ¢oziimii KDD nin
klasik ¢6ziimii olarak adlandiralim. Bu kesinlikle ¢6ziimiin en agik ifadesidir.

Boylece bir KDD yi klasik anlamda ¢6zmek demek, eger miimkiinse yukaridaki ii¢
kosulu saglayan bir klasik ¢6ziimii formiile etmek veya en azindan boyle bir ¢oziimiin var

oldugunu ve bu ¢6zlimiin ¢esitli 6zelliklerini ¢ikarmak demektir.
2.4. Zayif Coziimler ve Diizgiinlilk

Belli KDD ler (Laplace Denklemi gibi) klasik anlamda ¢oziilebilir ancak diger birgogu

¢oziilemez. Ornegin, skaler korunum kanunu géz dniine alalim. Yani,

ut+F(u)X:0

denklemini ele alalim. Bu KDD, akigkanlar dinamigi, sok dalgalarinin yayilmasi gibi birgok

tek boyutlu olaym modellenmesinde ortaya c¢ikar. Bir sok dalgasi, u(x,t) ¢Ozilimiiniin

stireksizlik egrisidir ve eger korunum kanunlarini ¢aligmak istiyorsak, siirekli tiirevlere ve
hatta siirekli bile olmayan ¢oziimlere izin vermek durumunda kaliriz. Genel olarak, korunum
kanunlar1 klasik ¢oziimlere sahip degillerdir, fakat dogru tanimlanmis ‘genellestirilmis veya
zayif ¢oziimler’ kabul edilirse korunum kanunlari iyi konulmustur.

Ele alman problemin yapis1 diizgiin, klasik ¢oziimler aramamizi engelleyebilir. Bunun
yerine, yukaridaki ii¢ kosulu saglayan daha genis ¢oziim smiflar1 arayabiliriz. Aslinda klasik
olarak ¢oziilebilen KDD ler igin bile baslangicta uygun zayif ¢oziim aramak daha faydali

olabilir.
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Eger baglangictan itibaren diizglin, yani k-defa siirekli tiirevlenebilen, ¢oziimler
istiyorsak 0 zaman onlar1 bulmakta gercekten zorlaniriz, ¢linkii daha sonra ispatlarimiz,
kuracagimiz fonksiyonlar yeterince diizgiin olacagindan, muhtemelen karmasik gosterimler
icerecektir. Daha mantikli bir yol, varlik ve diizgiinliikk problemlerini ayr1 olarak diisiinmektir.
Verilmis bir KDD igin oldukga genis bir zayif ¢oziim kavrami tanimlarsak, bu zayif ¢6ziimiin
diizgiinliigii yoluyla ¢ok fazla sey sorma beklentimiz olmadigindan varlik, teklik ve verilere
strekli bagimliligt kurmak daha kolay olacaktir. Boylece, bazi uygun zayif veya
genellestirilmis ¢6ziim siniflarinda iyi konulmuslugu gostermek uygun olacaktir.

Yukarida bahsedildigi gibi cesitli KDD lerde bu yapilabileceklerin en iyisidir. Diger
denklemler i¢in zayif ¢oziimiimiizii yeterince diizgiin olmasindan sonra klasik ¢6ziim olarak
nitelemeyi umabiliriz. Bu zayif ¢oziimlerin diizgiinliigii sorusuna yol acar. Zayif ¢dziimlerin
diizgiinliigii genellikle ¢ok karmasik hesap tahminlerine dayanirken, zayif ¢oziimlerin varlhig

oldukca basit tahminler ve fonksiyonel analiz yargilarina baghdir.

2.5. Normlu Uzay, i¢ Carpim ve Hilbert Uzay:

Tamm 2.5.1. Bir X vektér uzayindan, negatif olmayan sayilara tanimlanan ve her
X,y € X ve her AeR igin asagidaki kosullari saglayan |.| fonksiyonuna norm denir;

i) [X|>0 ve |X|=0«< x=0,

i) [ = AT

i) [Jx+ vl <[x]+[y]

Bu takdirde (X,” : ||) ciftine normlu uzay ve ||X|| sayisina da X noktasmm normu denir.

Verilen bir norm araciligiyla

uxy)=[x-y]
olarak tanimlanan u bir uzaklik fonksiyonudur ve boylece her normlu uzay ayni zamanda bir
metrik uzay olur.
Tamm 2.5.2. {X, }, (X,|| . ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her £ >0 icin n,m > N

oldugunda ||Xn — X, || < ¢ olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa {Xn} dizisine Cauchy dizisi

denir.
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Tanim 2.5.3. {Xn }, (X , || . ||> normlu uzayinda bir dizi olsun.

lim||x, — x| =0

n—oo

olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisine yakinsakur denir ve x, — X ile gdsterilir.

Tanim 2.5.4. Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam uzay

denir. (X [ ||) uzay1 tam ise bu uzaya Banach uzay: denir.

Tamm 2.5.5. X vektdr uzay: iizerinde tamimli iki norm, ||| ve |.|, olsun. A>0,

B > 0 sabitleri i¢in

Allx], <1, < B]x],

esitsizligi X uzayindaki her X noktasi i¢in gegerli ise, ||. ||l ve || : ||2 normlarma esdeger normlar

denir.

Tamm 2.5.6. K cismi {izerinde bir X vektor uzayi verildiginde, X x X uzay1 iizerinde

taniml1 K degerli

(L)X xX =K

bir fonksiyonun her x,y € X ve a,beC i¢in asagidaki 6zellikleri varsa, bu fonksiyona i¢
carpim denir;
i) (x,y)=(y,x) (burada ¢, c&C nin karmagik eslenigini belirtir),
i) (ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),
i) (x,x)>0, (x,x)=0< x=0.
K =R halinde (x,y)=(Y,X) oldugu hemen gériiliir.

Bir i¢ ¢arpim ile

I = (x )

tanimlanan |||| X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukc¢a kolaydir. Normu

yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢carpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim uzay: denir.
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Tanim 2.5.7. Normlu bir uzay olan bir i¢ carpim uzay1 bir Banach uzay1 ise bu uzaya
Hilbert uzayr denir. Bagka bir ifadeyle, bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzaymn

bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tamm 2.5.8. a =(oy,...,q, ) negatif olmayan «; lerin n-bilesenlisi ise o ya ¢oklu-

indis denir ve x°, |a|:2rj]:1aj mertebeye sahip olan x*---x® tek terimlisi, yani

n

X" =x" - X" ile tanmmlanir. Benzer sekilde 1< j<n i¢in D; = 8/ Ox; ise, 0 zaman

n

a R 1
D*=D"--D,

..... 0)

|a|. mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. D% =u olur.

Tamm 2.5.9. Eger G C R" ise R" de G nin kapanis: G ile belirtilir. GCQ ve G R"
in kompakt (kapali ve sinirli) altkiimesi ise G CC €2 seklinde gosterilir. u, G de tanimli bir

fonksiyon ise, u fonksiyonun destegi

suppu = {x € G :u(x) =0}

seklinde tanimlanir. suppu CC 2 ise u fonksiyonu Q da kompakt destege sahiptir denir.

Tamm 2.5.10. Q, R" de bir bolge olsun. Negatif olmayan her m tamsayisi i¢in Q
bolgesinde siirekli biitiin ¢ fonksiyonlar1 ve |a|§ m mertebesine kadar biitiin D“¢ kismi

tirevleri  siirekli  olan vektér uzayi Cm(Q) ile gosterilir. CO(Q)EC(Q) ve

[o¢]

C“(Q): Cm(Q) olur. C, (Q) ve C,° (Q) alt uzaylar1 sirasiyla Q bolgesinde kompakt

m=0

destekli olan C(£2) ve C*(Q) uzaylarindaki biitiin bu fonksiyonlardan ibarettir.

2.6. Lebesque Uzay1 L, (Q)

Tanmm 2.6.1. ©2, R" de bir bdlge ve p pozitif gergel sayilar olsun. Q bolgesinde

taniml1 biitiin 6/¢iilebilir u fonksiyonlar sinifina asagidaki kosul altinda

fq|u(x)|pdx <00



14

L, (€2) uzayi denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1< p <oo olmak tizere bu uzay

p \Yp
ol o, = J o0l o]

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamm 2.6.2. 2 bolgesinde Olgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde

|u(x)| <K olacak sekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen sinirlidr denir.
Boyle K larin en biiyiik alt sinirina da |u| nin 2 bolgesindeki esas (essential) supremumu

denir ve esssup|u(x)| ile gosterilir. €2 bolgesinde hemen hemen smirlt u fonksiyonlariyla
xe)

tanimlanan uzaya L_(€2) uzayidenir. L_(£2) uzay

[ul. ) = eSS supju(x)

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamm 2.6.3. ©2, R" de bir bolge ve 1< p<oo olmak lizere 2 bolgesinin her bir
kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen €2 bdolgesindeki biitiin OSlgiilebilir
(€2) uzay denir.

fonksiyonlar uzayma L,

Tanmim 2.6.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

i) X, Y nin bir alt uzay,

i) Her xe X igin X den Y ye Ix=Xx ile tanimlanan | birim operatorii siirekli ise,
X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X —Y ile gosterilir.

| birim operatérii dogrusal oldugundan ii) kosulu

[, <M. xeX

olacak sekilde bir M > 0 sabitinin varligina denktir.

Tanim 2.6.5. vol(£2) :f ldx ve 1< p<qg<oo olsun. Eger u€L,(£2) ise 0 zaman
Q

uelL, () dirve
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Yp)-(y
Jul, < (vor(€2))*™** u]
olur. Bu nedenle

L, (Q) — L, ()

gomiilmesi gegerlidir.
Tanim 2.6.6. L,(2) uzay:
(u,v)= j;u(x)\mdx
i¢c carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tamm 2.6.7. —co<a<b<oo olsun. ||f ()”X €L, (ab) kosulunu saglayan (a,b)

den X e tanimlanmus Slgiilebilir f fonksiyonlar1 uzayma L, (a,b; X)) uzayr denir. L, (a,b; X)

uzay1

b Yp
{f ||f(t)||§dt} , 1<p<oco

esssup| f ()] . P =00
te(a,b)

[l o

normu ile bir Banach uzayidir.

Benzer sekilde a<c<d <b olmak iizere her bir ¢, d i¢cin f el (c,d;X) ise, o

zaman f el (ab;X) yazilir ve p=1 icin f lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.6.8. Her t € [O,T] icin [O,T] den X e tamimlanmis ve m. mertebeden tiirevleri

siirekli olan u fonksiyonlar1 uzayma C" ([O,T]; X) uzay: denir. C™ ([O,T]; X) uzayl1

Ju

cn(oThx) max SU[T)]HDQU('[)HX

0<lol<m e[,

normu ile bir Banach uzayidir.
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2.7. Sobolev Uzay1 W™" ()

Tamm 2.7.1. u € L, . (2) olsun. Bir & ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C;° () i¢in

fgpvdx— . ‘f ubD“pdx

esitligi saglanirsa, vel,, (€) fonksiyonuna u fonksiyonunun a. zayif tirevi denir. v

fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v=D"u
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D“u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak sekilde
yeterince diizgiin ise, 0 zaman D“uU ayni zamanda U fonksiyonunun zayif kismi tiirevidir.

Elbette D“u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanmm 2.7.2. 2, R" de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1< p <oo olmak

uzere,
W™ (Q)={ueL,(Q):Duel,(©),0<|o|<m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. W™ (Q) uzayi

Ju

p
] , 1< p<oo,
Ly (©)

ey =| 22 [P
0<‘a‘

Ju — max ||D"u

w™(@) Og\a\gmH

, p=o0
Lo’ P

tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

W™ (Q) uzayinda C;° (Q) uzaymm kapanist W,"P (€2) ile gosterilir.
Asikar olarak W°? (Q)= L,(€2) dir ve 1< p <oo olmak iizere Cy° (Q) uzayr L, (€2)
uzaymda yogun oldugundan W, " (Q) =L, (€2) dir. Herhangi bir m pozitif tamsays1 i¢in
W,"P (Q) —WmP (Q) — L, ()

gomiilmeleri gegerlidir.
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Tamm 2.7.3. Eger p=2 ise W™ (Q)=H"(Q), W,"*(2)=H" () olur ve H™ ()

uzaymda norm

D“u

2 v
Ju o

o

0<|a/<m

ile verilir.

Tamm 2.7.4. H" (Q) uzayi

(u’V>Hm(Q) - Z (Dau’DaV>

Og\u\gm

i¢ garpmn ile bir Hilbert uzayidir, burada (u,v)= fs 2u(x)\mdx olup L(Q) uzaymndaki ig

carpimdir.

Eger Q bdlgesi smirli ise, biitiin u € Hy (€2) igin

u

 <C(Q)[vu

L(©Q L(Q)

olacak sekilde bir C () sabiti vardir. Bu esitsizlik Poincare esitsizligi olarak bilinmektedir.

H; (Q) uzayi igin i¢ ¢arpim

(U'V)Hg(g) = j;ZVqudx

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

Hg(Q) = (j;(vufdx)m

Ju

olur.

Tammm 2.7.5. Eger  bdlgesi agik ve Lipschitz siirekli sinira sahipse, o zaman

asagidakiler gegerlidir:

i)1<p<nise p*= np/(n— p)olmak tizere her q E[p, p*] icin

W () - L, (2),
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ii) p=n ise her ge[p,o0) igin WP () — L, (),

iii) p>nise a=(p—n)/p olmak iizere W"" (Q) — L_(Q)NC"* ().

Ayrica €2 bolgesi sinirli ise, ii) ve iii) gdmmeleri kompakttir. i) gdmmesi q E[p, p*)
icin kompakttir.

Eger W*P (Q) uzay1, W, (Q) uzayi ile degistirilirse, €2 bolgesi lizerinde herhangi bir

kisitlama yapmaksizin yukaridaki gommeler gegerli olur.

2.8. Fourier Doniisiimii

Fourier doniislimii analizin ¢esitli alanlarinda, kismi diferansiyel denklemlerin
uygulamalarinda ve olasilik teorisinde biiyiik bir 6neme sahiptir. Fourier metodunu kullanarak
problem ¢6zmedeki (genellikle kismi veya adi diferansiyel denklem) genel fikir asagidaki ti¢
adimdan ibarettir:

i) Orjinal problemi fourier doniisiimiinii kullanarak daha basit bir probleme (adi
diferansiyel denkleme veya cebirsel denkleme) doniistiirme,

1) Yeni denklemi ¢6zme,

iii) Ters fourier dontistimiinii kullanarak orijinal problemin ¢éziimiinii elde etme.

uel’(R) olsun. RxR—C ye tanimlanan (f,x)|—>e*ix£u(x) fonksiyonunu ele alalim.

Verilen £eRigin x+— e "*u(x) fonksiyonunun mutlak degeri |u| oldugundan R iizerinde

integrallenebilirdir. Ayrica

! Ty (x)dx

()=

1
(2m)?
integrali ile verilen U:R — C fonksiyonu iyi tanimlidir.

Tamm 2.8.1. U fonksiyonu, u fonksiyonunun Fourier doniistimii olarak adlandirilir ve

F(u) ya da Fuseklinde gosterilir.
Tamm 2.8.2. v € L'(R) igin

v =— [ eu(e)de
(2n
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fonksiyonu v fonksiyonunun ters Fourier doniigiimii olarak adlandirilir. Fourier ve ters
Fourier déniisiimlerinin tanimi1 u € L*(R) fonksiyonlarina asagidaki teoremler yardimiyla

genisletebilinir.

\%
Teorem 2.8.1. (Plancherel Teoremi) u e L'(R)NL*(R)olsun. O zaman G, u< L?(R)

ve
. \Y
||U L2(R) :”u L2(R) :”u L2 (R)
olur.
Teorem 2.8.2. u,v € L*(R) olsun. O zaman
i) f uvdx = f avdée
R R
i) Her o ¢oklu indeksi igin (D°u) € L2(R) olmak iizere (D°u)(¢) = (i€)*d(€) dir.
1
i) (uxv)=(2m)2W, burada uxv, u ve v nin konvolisyonudur (Konvoliisyon
Teoremi)

A \Y

iv) u=(0)
burada 7,z € C nin kompleks eslenigidir.
|-l yerine ||.| yazarsak H*(R) Sobolev uzay: asagidaki sekilde Fourier déniisiimiiyle
iliskilendirilebilir.

2

Juliy: =l = >-P"
‘a‘gk

Plancherel Teoremi ve Teorem 2.8.2 den

2 2

Slpruf = X[o

‘(y‘gk ‘a‘gk

= [&)a a(e)[ de

‘a‘gk

zzazgkj;“dza

a(e)fde

Sy [e

a‘gk

mm%mszXKM]

olur.
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D =1+ 4+ =R ()

‘a‘gk

olsun.
fim ()
e
ve
i (£)k >0
1+¢)

oldugundan dyle c,c, sabitleri vardir ki ¢, >0, ¢, =1 iken

6 (1+¢) <P (¢)<c,(1+&)

esitsizligi saglanir. Buradan PR, (¢), (1+52)k ya esittir. Bu esitlik kullanilarak H* icin

asagidaki gibi bir tanim elde edilir.

Teorem 2.8.3. H*(R) Sobolev uzay1

H*(R) :{u € LZ(R)‘ (1+§2); a)el’? (R)}

seklinde tanimlanabilir, burada £ € R ve U, u nun Fourier doniisiimiidiir. Bu uzaydaki norm

Q) th

il = [, @€

seklindedir.

k >0 tamsayilar1 yerine tiim s >0 reel sayilar1 igin H®(R) Sobolev uzayi

HS(R) = 1u € L2(R)‘ (1+§2)§u(§) € LZ(R)} (2.13)

olarak tanimlanabilir. Boylece u€ H®(R) olmasi ancak ve ancak ve u nun Lebesque

Olciilebilir olmasi ve



21

1

u a(f ot <o

HE (R) :(J;(Prgz)s

olmasi1 durumunda mimkindiir.

S, <S, i¢in

H*>(R) c H*(R)
siirekli gomiilmesi vardir ve H°(R) = L*(R) dir. (2.13) kullanarak bu ispatlanabilir. s <s,

ve 1+¢2>1 birlikte kullanilarak (1+€2)" <(1+¢%)" oldugu goriiliir. Bu esitsizlik [4(&)[’

ile carpilip R iizerinde integrallenirse

[ulln <[

He®

elde edilir. Bu H*»(R)— H*(R) gomiilmesinin siirekli oldugu anlamina gelir. s
fonksiyonlarin diizgiinliik derecesi olmak tizere, s artarken daha fazla tiirevlenebilirdir. Diger

taraftan L” (R) Lebesque uzay1 bu dzelligi saglamaz. Ciinkii R sinirli degildir.

2.9. Sabit Nokta Teoremleri

Tamm 2.9.1. Bir X kiimesini kendi i¢ine doniistiiren bir f : X — X fonksiyonunu
gdz oniine alalim. Bir x* € X noktas1 f (X*) —= X" bagntismni sagliyorsa f fonksiyonunun bir

sabit noktast admni alir.

X bir Banach uzay1 olsun. En basit sabit nokta teoremi asagidaki gibidir.
Teorem 2.9.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi)
A: X —=X
lineer olmayan bir doniisiim olsun ve bazi y <1 sabitleri i¢in
[Alu]=Aja]j<vfu—a]  (uaex)
oldugunu varsayalim. O zaman A tek bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.9.2. (Schauder Sabit Nokta Teoremi)



22
K C X konveks ve kompakt ayrica

A:K—=K

stirekli olsun. O zaman A K i¢inde bir sabit noktaya sahiptir.
2.10. Esitsizlikler

Tamm 2.10.1. Cauchy Esitsizligi. Eger ¢ >0, a,bcR' ise, 0 zaman

e 1.
ab|<—-la|" +—|b
ab] < af* +- b
esitsizligi gegerlidir.
e tese s 1 1 1 .
Tamim 2.10.2. Young Esitsizligi. Eger ¢ >0, a,beR, p>1ve —+—=11ise, 0
P q

Zzaman

esitsizligi gegerlidir.

1 1 .
Tanim 2.10.3. Holder Esitsizligi. uc L (Q), vel,(Q), p>1ve =+==1 ise, 0
P q

zaman wv € L, () olup

[Vl o <Ml o VI, o)

esitsizligi gegerlidir. p =1 durumunda, q=oc ve ||V||Lq(m = ess, sup|v| alirz.
p=q =2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

olmak tzere

Ayrica ueL, (Q), p<g<r ve %:%+1_r)\

Ju

A 1-A
oy QI Il
ara deger esitsizligi gecerlidir. Bunu gormek icin av=A\q Vve ﬁ:(l—A)q almip Holder

esitsizligi uygulanarak z= p/A\q ve y= r/(l—A)q icin
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«

u u

J;|u|qu:j; ”de)]/Z (j;2|u|3ydx)]/y

esitsizliginin gegerli oldugu goriiliir.

u|’3dx§(j:2

Tanim 2.10.4. Minkowski Esitsizligi. u,ve L, (Q) ve p >1 olmak lizere

lu+v

oy <Ml o) F IV
esitsizligi gegerlidir.

Tamim 2.10.5. Sobolev Esitsizligi. n>1 olmak iizere 2 C R" agik olsun. n> p,

p>1ve ueW,”(Q) ise, o zaman

Jul.,,, @ <ClPul_q

olacak sekilde C =C(n, p) sabiti vardur.

p>n ve Q2 sinirh ise, o zaman u€C (ﬁ) ve

Yn-y
suplu| <l [ou],_,
olur.

Tamm 2.10.6. Daraltma Doniisiimii

X bir metrik uzay olsun. Bir T : X — X doniisiimii verilsin eger

d(T(x),T(y))<cd(x,y), xyeX

olacak sekilde bir 0 <c <1 sabit sayisi varsa, T daraltma doniisiimii olarak adlandirilir.

Teorem 2.10.1 (Daraltma Doniisiimii Prensibi) X tam bir metrik uzay, T: X — X ¢

biiziilme sabiti ile verilmis bir daraltma doniisiimii olsun. X, € X olsun ve tiimevarimsal

olarak

Xiy =T(X,), n>0
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tanimlansm. T tek bir asabit noktasma sahip, X, dizisi a ya yakmsak ve

d(a,x,) <c"d(a,x,)
dir.

Tamim 2.10.7 Gronwall Esitsizligi ( Diferansiyel Form)
i) ¢(t) ve w(t) fonksiyonlar1 [0,T] iizerinde toplanabilir negatif olmayan

fonksiyonlar olsun. 7. ) fonksiyonu [0, T] iizerinde hemen hemen her t igin

' (t)=o(t)n(t)+o(t)

diferansiyel esitsizligini saglayan negatif olmayan mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. O

zaman tim 0 <t <T ler i¢cin

n(t) gefot“’(s)ds ‘n(o)+ fo tq/}(s)ds] (2.14)

olur.
i) Ozel olarak, eger [0, T] iizerinde 1’ < ¢n ve n(0)=0 ise 0 zaman n=0 olur.
Ispat. Hemen hemen her 0<s <T igin 7'(t) <&(t)n(t)+(t) esitsizliginden
d - (r)dr - Se‘(r)dr - S@(r)dr
&[”@)e g ]:e R (5)-oopms)) <e R )

oldugu goriiliir. Bundan dolay1 her bir 0 <t <T i¢in

n(t)e Jyet gn(0)+j:e_£0<r>drw(s)ds gn(0)+ﬁt¢(5)ds

elde edilir. Bu da (2.14) esitsizliginin saglandigi anlamia gelir.

Tanmim 2.10.8. Gronwall Esitsizligi (Integral Form)

i) £(t), hemen hemen her t ve C,,C, >0 sabitleri igin

s(t)=c, [ &(s)ds+C,
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integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, [O,T] tizerinde toplanabilir fonksiyon olsun. O

zaman hemen hemen her 0<t <T i¢in

£(t)<C,(1+Cte™)

olur.

i) Ozel olarak, eger hemen hemen her 0 <t <T igin

e(t)<c, [ &(s)ds
ise, 0 zaman her yerde £(t)=0 dur.

Ispat. n(t):j:f(s)ds olsun. Bu durumda [0,T] de hemen hemen her yerde

1 <Cmn+C, olur. Gronwall esitsizliginin yukaridaki diferansiyel formuna gore:
n(t)<e (n(0)+C,t)=C,te™

dir. O zaman f(t)gclj:g(s)ds%—cz den

£(t)<Cp(t)+C, <C, (1+Cite™)

olur.

Tamm 2.10.9. Kismi Integral Alma Formiilleri. Q C R" (9QeC' sinrma sahip)
bolgesinde  taniml A(X) = (A1 (X),..., A, (X)) vektori i=1...n olmak  lzere

A(x)€C(Q)NC' () bilesenleri ile  verilsin. divA(x):g—Ai+...+g—A‘ fonksiyonu Q2
X X

n

(R"uzayinda sinirli bolge) bolgesinde siirekli veya € bolgesinde integrallenebilir ise,

| diva(x)dx=[ A(x)n(x)ds

olup burada n(x) ) bolgesine gore disa yonlendirilmis OS2 simir1 i¢in birim normal vektor

olup bu formiil Ostrogradskii formiilii olarak bilinmektedir.
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u(x)eCZ(Q)ﬂC1<(_2), v(x)eC'(Q) ve Au=div(Vu)fonksiyonu Q bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAu =v-div(Vu)=div(vWu)-VuVv, Vuvv=u,v, +..4U,V,

oldugundan Ostrogradskii formiiliine gore

J;VAudx:fmv%dS —fQVqudx

olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmektedir.
[9)9]

elde edilir. Burada Vu-n|asz :@

Teorem 2.10.2. (Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi)

f:[a,b] >R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve Vxe&(a,b) noktasnda

tiirevlenebilir olsun. Bu taktirde (a,b) araliginda

olacak sekilde en az bir X, noktas1 vardur.
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3. BOLUM

IKINCi BASAMAKTAN LIiNEER PARABOLIK DENKLEMLER

Ikinci basamaktan parabolik KDD, 1s1 denklemlerinin dogal genellestirilmisidir. Bu

boliimde uygun olarak tanimlanmis zayif ¢oziimlerin varligi ve tekligi ¢caligilacaktir [16].
3.1. TANIMLAR

3.1.1. Parabolik Denklemler

U CR" agik, smirh bir bélge, T >0 olmak iizere U, =U x(0,T] olsun.

u +Lu=f, (x,t)eU;

u=0 9Ux[0,T|, (xt)eU; (3.1)

u=g Ux{t=0}, (xt)eU;
problemi iizerinde durulacaktwr. Burada f =U; — R ve g=U — R verilmis fonksiyonlar
ve u=u(xt) u:U; —R de tammlanan bilinmeyen fonksiyondur. L sembolii her bir t
zamani i¢in ikinci mertebeden bir kismi operatér olmak iizere a’,b',c (i,jzl,...,n)

katsayilar1 i¢in diverjans formu

Lu—_S (a” (x,t)uxi)X +2n:b‘(x,t)uxl +c(x,t)u (3.2)
ij=1 i i=1
diverjans olmayan formu
Lu= _i a’ (x,t)u,, +zn:b‘ (x,t)u, +c(xt)u (3.3)
i,j=1 i=1

seklindedir.

Tamm 3.1.1. Tiim (x,t)€U,, £€R" igin

ia‘i (x,)&¢, > 0)¢f (3.4)

ij=1
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olacak sekilde bir 6 >0 sabiti varsa %—FL kismi diferansiyel operatoriine diizgiin

paraboliktir denir.

ijr ™

a'=6,b=c=f=0 L=-A olmasi durumunda KDD %+ Lu 1st denklemine

dondigiir. Burada ikinci mertebeden parabolik KDD nin ¢6ziimlerinin birkag yoldan 1s1
denkleminin ¢dziimiine benzer oldugu gosterilecektir.

Ikinci mertebeden genel parabolik denklemler fiziksel uygulamalarda bir U
bolgesinde, kimyasal konsantrasyon olarak adlandirilan U niceliginin yogunlugunun zaman

n
evolosyonunu tanmmlar. Burada ikinci mertebeden Za”uXin terimi diflizyonu, birinci
i,j=1

n
mertebeden Zb'ux terimi tasimayi1 ve sifirmci mertebeden Cuterimi de olusumu veya
i=1

azalmay belirtir.
3.1.2. Zayif Coziimler

L nin (3.2) diverjans formuna sahip oldugu kabul edilsin ve (3.1) baslangi¢ smnir

deger probleminin zayif ¢6ziimii i¢in uygun bir notasyon bulunsun. Bunun i¢in

a’,b',cel*(U;) (i,j=1..,n), (3.5)
fel’(U,), (3.6)
gel?(U) (3.7)

ve a’ =a’ (i, j=1...,n) olsun.

Simdi u,v € Hy (U) ve hemen hemen her yerde 0<t <T i¢in

Blu,v;t]= a’ (., tuv, +> b'(,t)u, v+c t)uvdx (3.8)
fZ Vi, Z t)

i,j=1

seklinde zamana bagimli bilineer form tanimlansin.
3.1.2.1. Zayif Coziimiin Tanimlanmasina Giris

u=u(xt) nin (3.1) parabolik denkleminin diizgiin bir ¢oziimii oldugu varsaylsin.
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u:[0,T]—H;(U)
olmak iizere
u(]()=u(xt) (x€U,0<t<T)

seklindeki doniisim u ile iligskilendirilsin. Diger bir deyisle, u X ve t nin bir fonksiyonu

olarak degil de, H;(U) daki x in fonksiyonlarmm t ye bagli bir u doniisimi olarak

alinacaktir.

(3.1) problemine dénerek, benzer sekilde
f:0,T]—-L*(U)
olmak iizere
[F(6)](x)=f(xt) (xeU,0<t<T)
doniisiimii tanimlansm. (.,.), L*(U) da i¢ carpimu gdstermek iizere, her bir 0<t<T igin,

v € H; olacak sekilde bir fonksiyon alnir, %4— Lu= f kismi diferansiyel denklemi v ile

carpilir ve kismi integral alinirsa

(u’,v)+B[u,v;t]=(fv) [:%] (3.9)

denklemi elde edilir. Daha sonra g° = f —> "b'u, —cu ve g’ =>"a'u, (j=1..,n) i¢in
i=1

i=1
u=9"+> 9! (xt)eu, (3.10)
j=1

oldugu goz oniine alinsin. Boylece (3.10) denkleminden ve H71<U) nun tanimindan (3.10)

denkleminin sag tarafinin

+| f

oL )2
||ut||H1(U)§[Z;Hg’ L2(U)] SC(HU LZ(U))
i

H3 (U)

esitsizligi ile H " (U) da oldugu gbriiliir.
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Tamm 3.1.2.1.
uel’(0,T;H;(U)), u'el?(0T;H*(U))

seklinde tanimlanan bir fonksiyon
i) Her ve Hy(U) ve hemen hemen her yerde 0<t <T i¢in
(U',v)+Blu,v;t]=(f,v)

ve
i) u(0)=g
sartlarini sagliyorsa, (3.1) parabolik baslangi¢ smir deger probleminin bir zayif ¢oziimii olarak

adlandirilir.
3.2. Zayif Coziimlerin Varhg:

3.2.1. Galerkin Yaklasimlar

u +Lu=f, (x,t)eU;
u=0 dUx[0,T|, (xt)eU, (3.11)
u=g Ux{t=0}, (xt)eU;

parabolik baslangic-smir deger probleminin zayif ¢oziimii 6nce sonlu boyutlu yaklasimi
kurulup daha sonra limite gegilerek olusturulacaktir. Bu yontem Galerkin Metodu olarak

adlandirilir.

w, 1>, HZ (U) nun bir ortagonal bazi (3.12)
kK Jk=1 0

ve

{Wk }:il, L2 (U) nun bir ortanormal baz1 (3.13)

olacak sekilde w, =W, (x) (k =1,...) diizgiin fonksiyonlar1 segilsin.

Bir pozitif m sabit tamsayis1 alarak u,, :[0,T|— Hg (U ) olmak iizere

U (=5 ¥ (t)w, (3.14)
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yazilsm. Burada d (t) (0<t<T, k=1,...,m) katsayilar

dr(0)=(g,w,) (k=1,...,m) (3.15)
(up W, )+ BJuy, wst]=(fw, ) (0<t<T, k=1..,m) (3.16)
denklemini saglar.

Teorem 3.2.1.1. (Yaklasik Coziimlerin Olusturulmasi)
Her m=12,.. i¢in (3.15) ve (3.16) y1 saglayan (3.14) formunda tek bir u_

fonksiyonu vardir.

Ispat. u_ in (3.14) yapisina sahip oldugu kabul edilsin ve (3.13) kullanilarak

(ur, (1), w ) =dx' (1) (3.17)

olur. Ayrica e (t)= B[w,w,;t] (k,I =1,...,m) i¢in

Blu,,w,;t] = Ze (t)d! () (3.18)

dir. Ayrica f(t)=(f(t),w) (k=1..,m) dr. Sonug olarak (3.16) denklemi, (3.15)

baslangi¢ sartlarina bagl olarak

4 (t)+> e (), (1) = £ (t) (k=L...m) (3.19)

lineer adi diferansiyel denklemine doniisiir. Adi diferansiyel denklemlerdeki standart teoriye

gore hemen hemen her yerde 0<t<T igin (3.15) ve (3.19) u saglayan bir tek

1

d,, (t)=(d} (t),...d (t)) siirekli fonksiyonu vardir. O zaman hemen hemen her yerde

0<t<T i¢in (3.14) ile tanimlanan u_, (3.16) y1 ¢ozer.

3.2.2. Enerji Kestirimleri

Bu kisimda, ama¢ m yi sonsuza gondermek ve (3.15) ve (3.16) yaklasik

problemlerinin u_ c¢oziimlerinin bir alt dizisinin (3.11) zayif ¢6ziimiine yakinsadigi

gostermektir. Bunun i¢in diizgiin kestirimlere ihtiya¢ duyulacaktir.
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Teorem 3.2.2.1 (Enerji kestirimleri)

m=12,... i¢in

maxu, (1)

) Flua j

LZOTH LZOT Hy (u))

ol ol 620

olacak sekilde, sadece U, T ve L nin katsayilarina bagh bir C sabiti vardir.
ispat. 1. Adim: (3.16) denklemi d; (t) ile arpihp, k =1...,m igin toplanir ve (3.14)
kullanilirsa, hemen hemen her 0 <t <T i¢in
(up Uy )+ Bluy, uyst]=(fu,) (3.21)

denklemi elde edilir. 3> 0,~v >0 olacak sekilde tim 0<t<T , m=12,... i¢in

<B[Up Upit]+7|u, || (3.22)

olur. Ayrica her 0<t <T igin |(f,um)|§%||f||i2 2l (U0,)= [|| S ]dir.

(3.21) denklemi hemen hemen her 0 <t <T ve uygun C, ve C, sabitleri igin

d
il o FCIFIE, (3.23)
esitsizligini saglar.
2. Adim: Simdi
2
0(t)=uy (1) 2, (3.24)
ve
2
) =]F0)]-,, (3.25)
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alinsm. O zaman (3.23) den hemen hemen her 0<t<T i¢in n'(t) <Cn(t)+C,&(t) olur.

Boylece Gronwall esitsizliginin diferansiyel formu

n(t)<est [n(o)+czj;‘g(s)ds] (0<t<T) (3.26)

kestirimini verir. (3.15) den 7(0) = |u,, (0)

2 -
o < ol ) ©ldugundan ve (3.24)-(3.26) dan

max |u,, (t)

0<t<T

2 2 2
ey <€ (“g”LZ(U) +If ”LZ(OvT?LZ(U)))

kestirimi elde edilir.
3. Adim: (3.23) esitsizligine bir daha donerek, 0 dan T ye integre edilsin ve

yukaridaki esitsizlik kullanilsin, 0 zaman

2 T 2 2
”um”ﬁ(o,T;Hé(u)) - j; ”um”Hg(u) dt<C (||g||L2(U) +||f||iz(0,T;L2(U)))

esitsizligi elde edilir.

o0

k=0

olmak iizere ||V||H$<U)§l almp v=Vv'+Vv® yazilsm. {w,} fonksiyonlar1 Hy(U) da

ortogonal oldugundan Hv1

HiU) §||V||H3<U) <1 olur. (3.16) denklemi kullanilarak her 0 <t <T
icin

(up V) + Blug, vt = (fv?)
oldugu goriiliir. (3.14) den

(uf vy = (up,v) = (up,v') = (fv') = B[u,,, viit]

olur. Hvl

ML) <1 oldugu goz 6niine alinirsa

(U < C([Flz +lnlh

esitsizligi elde edilir. Boylece
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Jurl ) <C(IFlzy +lnlhe

dir ve bu yiizden

}
Jo ul

2 L
H(U) dt < Cj; ”f”LZ(U) +”um

2 2 2
s A =C ol +1F o
olur.

3.2.3. Varhk ve Teklik

(3.11) baslangig¢ sinir deger probleminin bir zayif ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in m — oo

iken limitlere gegilecektir.
Teorem 3.2.3.1 (Zayif Coziimiin Varligr)
(3.11) bir zay1f ¢oziime sahiptir.
ispat. 1. Adim: (3.20) enerji kestirimine gore {u,}"  dizisi L*(0,T;H;(U)) de ve

u/ 1 diziside L*(0,T;H*(U)) de smirhdur.
m=1

Bundan dolay1, bir {UmI }:C{Um}:—

=1

alt dizisi vardir ve ueL*(0,T;H;(U)) ile
u'€’(0,T;H*(U)) dir. Oyle ki
L*(0,T;Hg(U)) de u,, — uyazayif yakinsar

(3.27)
L2 (O,T; H (U )) de ur/nl — u’ ne zayif yakinsar

olur.

2. Adim: Bir N tamsayist1 belirlensin ve {d X }:j:l diizgiin fonksiyonlar olmak iizere

v(t):;d" (t)w, (3.28)

formunda bir v €(C*[0,T];H;(U)) fonksiyonu segilsin. m>N segilir, (3.16) k =1,...,N

igin d*(t) ile carpilir ve daha sonra t ye gore integral alinirsa
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j;T<ufn,v>+B[um,v;t]dt:LT (fv)dt (3.29)

denklemi elde edilir. m=m, almip (3.27) dikkate alinirsa limit durumunda

fOT<“'1V>+ B[u,vit]= fOT (f.v)dt (3.30)

bulunur. Bu esitlik v e L? (O,T; H; (U )> fonksiyonlari i¢in saglanir. Cilinkii (3.28) formundaki

fonksiyonlar bu uzayda yogundurlar. Bundan dolay: 8zellikle her bir v Hg(U) ve hemen

hemen her yerdeki 0<t<T igin
(u'v)+Buv;t]=(f,v) (3.31)
olur. Ayrica u EC([O,T]; L2 (U )) dir.
3. Adim: u(0)=g oldugunu ispatlamak igin, ilk olarak (3.30) dan her bir
veC'([0,T];Hy(U)) igin v(T)=0 olmak iizere
[T vy +Bluvitjdt= [ (fv)dt+(u(0),v(0) (3.32)
0 ' T 0 ' ’ '
bulunur. Benzer sekilde, (3.29) dan
[T —(v\u,)+Blu, vitldt= [ (Fv)dt+(u, (0).v(0)) (3.33)
0 Mm mi¥s 0 ’ m J :

gikar. m=m, alnir ve (3.27) tekrar kullanilirsa L* (U ) de u,, (0)— g oldugundan

[ —(v\u)+Bluvitjdt= [ (fv)dt +(g.v(0) (3.34)

esitligi elde edilir. Vv(0) keyfi oldugundan (3.32) ve (3.34) esitlikleri karsilastirilarak

u (O) =@ esitligi elde edilir.
Teorem 3.2.3.2. (Zayif Coziimiin Tekligi)

(3.11) in zay1if ¢oziimil tektir.

Ispat. Sadece (3.11) in zayif ¢oziimiiniin f =g =0 ile
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u

0 (3.35)

oldugunu goéstermek yeterlidir. Bunu i¢inde (3.31) 6zdesliginde v=u alinarak (f =0 igin)

d(1l
a[g”“

iz<u)]+8[u,u;t]:<u’,u>+B[u,u;t]:O (3.36)
elde edilir.

Blu,uit]> 3|u

2Hg(u) - 7||u||i2(u) = _7”U”i2(u)

oldugundan Gronwall esitsizligi ve (3.36) denkleminden (3.35) 6zdesligi olusur.
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4. BOLUM

LINEER OLMAYAN PSEUDO-PARABOLIK DENKLEM iCiN CAUCHY
PROBLEMININ GLOBAL VARLIGI

4.1.Giris

Bu boliimde asagidaki lineer olmayan pseudo-parabolik denklem igin Cauchy

problemi ele alinacaktir [12].

Vt _O[Vxxt _mxx +’7Vx + f(v)x :(Jp(vx)x +g(v)_ag(v)xx’ Xe R' t > O (41)
V(X,0) =V, (x), XeR 4.2)

Burada v(x,t) bilinmeyen bir fonksiyon, «, 3 >0 sabitler, y bir reel say1, f(S), ©(S), g(s)
verilen lineer olmayan fonksiyonlar ve v,(x) verilen baslangic deger fonksiyonudur. x ve t

alt simgeleri de kismi tiirevleri gostermektedir.

Ayrica

V, —aV,,, — OV, = g (V) —ag(V),,, XER, t>0 (4.3
V(X,0) = v, (x), XeR (4.4)

seklindeki Cauchy problemi calisilmustir [12]. Burada «, f,9(s) ve v,(x) (4.1) ve (4.2)
probleminde verildigi gibidir.
(4.1) denklemi bir ¢ok model igerir. Ornegin v=0, 3=1 ve f(s)=g(s)=0 ise

model
Vt _avxn - Vxx + g(V) + F(V) (45)

denklemine indirgenir. Burada F(v) = —a[g”(v)vf + g’(v)vxx] ile verilmis lineer olmayan bir

2
fonksiyon, o= r—z h latis uzayidir ve

u/n

VvV ye gore tiirev belirtir. Aslinda ¢alistiklar1 yeni

model
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Vn,t = A2Vn + F (Vn) (46)

Vn+l B 2Vn +V,
hZ

uzamsal kesikli sistemlerin modellenmesinde Padé yaklagimlarinin temeli ve onlarin etkililigi

idi. Burada n latis bolgesini isaret etmekte ve A,v. = "1 dir. (4.5) denklemi,

tizerine kurulmus bir silirekli modeldir. Bu durum bir-bilesenli (kesikli) reaksiyon-
diftizyonlarina karsilik gelir. Padé metodunu kullanarak (4.5) seklindeki en genel formu elde
ettiler. [19] da matematik¢iler niimerik metotlar kullanarak (4.5) denklemini ¢6ziip sonuglari
orijinal kesikli (4.6) problemi ile karsilastirdilar. Fakat [19] da (4.5) denkleminin belirli
problemleri i¢in herhangi bir tartigma yoktur.

Eger ¢(s)=g(s)=0ise, (4.1) denklemi

Vt _avxxt_ﬁ\/xx+’yvx+ f(v)x :O (47)

seklindeki genellestirilmis diizgiin uzun-dalga Burgers denklemine doniistir. [6] da

matematikgiler f(s) verilmis lineer olmayan bir fonksiyon ve y >0 bir sabit iken t sinirsiz
olarak biiyiidiigiinde (4.7) denkleminin Cauchy problemi i¢in sonlu enerji ile baslayan
¢Ozlimlerin sifira azaldigini géstermiglerdir.

Eger 5=~v=0, f(s)=9(s)=0 ve g(v)=0, ancak g(v), =0 ise (4.1) denklemi

a >0 bir sabit ve g(s) verilmis lineer olmayan fonksiyon olmak {izere

V, =V, =g (V) (4.8)

seklindeki akismaz difiizyon denklemine doniisiir. Bu denklem populasyon dinamiklerinde

ortaya ¢ikmigtir. [26] da matematikg¢iler baz1 » >0 i¢in ¢(s) diizgiin fonksiyonu

©(0) = ¢(c0) =0, 0<p(p) <),  Yp>0
sartlarin1 sagladiginda (4.8) denkleminin zayif konulmus problemi i¢in ¢dzliimiin varligini ve
kararligini ispatlamiglardir.
Eger 3=~v=0, f(s)=9(s) =0 ise (4.1) denklemi

Vt _avxxt = Sp(vx)x (49)

seklindeki Sobolev-Galpern tipi denkleme dontisiir. [13] de (4.9) denkleminin baslangi¢ sinir

deger problemi i¢in zay1f ¢ozlimiin global varlik ve tekligi ispatlanmistir.
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(4.1) tipindeki denklemler, 1972’de T.B. Benjamin, J.L. Bona ve J.J. Mahong [4]
tarafindan KdV denkleminin bir gelistirilmisi olan
V, =V, +V, +wW, =0

seklindeki iyi bilinen BBM denklemiyle yakindan ilgilidir [4, 24]. O zamandan beri
genellestirilmis BBM denkleminin ¢esitleri i¢in periyodik sinir deger problemi [4], Cauchy
problemleri [1, 2, 3, 5, 41, 42] ve baslangi¢c smir deger problemi [17] ¢aligiimaktadir. Bu
sonuglar arasinda, en etkilileri ¢esitli genellestirilmis BBM denklemleri i¢in Cauchy
problemlerinin ¢oziimlerinin genis zaman davranislar1 ve belli varsayimlar altinda L? ve L”
un her ikisinde yukarida bahsedilen kurulmus problemlerin ¢éziimlerinin azalmalar1 goz

Oniine almarak yapilir [1, 2, 3, 5, 41, 42]. Ornegin, [3] de matematikgiler

V, =V, —av, +V, +wW, =0, a>0, xeR, t>0 (4.10)

Benjamin-Bona-Mahong-Burgers denkleminin ¢6ziimlerinin azalmasimi ¢alismislardir. Kiigiik

smir deger problemleri i¢in, [1] ve [2] de matematikgiler

V, =V, +V, +VPv, =0, p>4 (4.11)

bir boyutlu genellestirilmis BBM denkleminin ¢dziimlerinin azalmasini ¢alismiglardir.

Bu ¢alismada, (4.1), (4.2) Cauchy problemi igin s>2 iken Cl([O,oo); H 5) de bir tek

genellestirilmis global ¢dziimiiniin ve s>§ iken Cl([O,oo);Hs) de bir tek klasik global

¢Ozlimiiniin oldugu gosterilecektir.

Bu c¢alisma boyunca su notasyonlar kullanilacaktir: L° ||||p :||.||Lp normu ile R

lizerindeki tim L° fonksiyonlarinin genel uzaymi gosterir, ayrica ||||:||||2 dir. H°

[

S
e :H(I —9%)2h|| normu ile R iizerindeki Sobolev uzaymi gosterir, burada s bir reel say1,

0 . ; m, m : .
6X=&, | birim operatér, W™ ||h||m‘p:Zk:0HthHp normu ile R iizerinde Sobolev

uzayni gosterir, burada D = g ve m bir tamsayidir.
X

Bu calismada sirasiyla, once (4.1) ve (4.2) Cauchy problemi igin lokal ¢oziimiin

varlig1 ve tekligi daha sonra ayni problem i¢in klasik global ¢oziimiin ve genellestirilmis
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global ¢oziimiin varlik ve tekligi ispatlanacaktir, son olarak da ¢dziimiin asimptotik davranisi

verilecektir.
4.2. (4.1), (4.2) Problemi i¢in Global Céziimlerin Varlik ve Tekligi

Bu kisimda

v(x,t) = u[i x,tJ (4.12)

N

dontigiimilyle (4.1) ve (4.2) Cauchy problemi asagidaki Cauchy problemine doniisiir.

TR T SNTRRE SR [i _
ut uxxt auxx+\/aux+\/a (u)x \/agp \/aux X+g(u) g(u)xx’ XGR’ t>0’ (413)
u(x,0)=u,(x), xeR (4.14)

Burada u,(x) =V, (J&x) olup, sadece (4.13) ve (4.14) Cauchy problemi i¢in genellestirilmis
global ¢o6ziim, global klasik ¢6ziim ve asimptotik davranis galisilacaktir. Cilinkii (4.12)

dontistimiiyle (4.13) ve (4.14) problemi (4.1) ve (4.2) Cauchy problemi i¢in ayni sonuglari

Verir.

4.2.1. (4.13) ve (4.14) Problemi icin Genellestirilmis Lokal Coziimiin Varhk ve
Tekligi

Simdi, (4.13) ve (4.14) problemi ikinci basamaktan adi diferansiyel denklemlerin
temel ¢oziimleri yardimiyla bir integral denkleme indirgenecektir. Daraltma doniisiimii
prensibiyle genellestirilmis lokal ¢oziimiin varlik ve tekligi ispatlanacak, yani, (4.13) ve (4.14)

probleminin tek bir genellestirilmis lokal ¢6ziime sahip oldugu gosterilecektir.

ueCl([O,T);HS) (s>2) fonksiyonunun (4.13) ve (4.14) probleminin bir

genellestirilmis ¢6ziimii oldugu kabul edilsin. (4.13) denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

g g B._ v 1

1 1
Uy +EU—9(U)—[Ut +EU—9(U)]XX _Eu_ﬁux T f(u), +ﬁ90 [ﬁ «| (4.15)

X

(4.15) denklemi yeniden asagidaki gibi yazilabilir.
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B, _ — (] 52 e B 1o
ut+au gu)=(-9y) au Eux _af(u)x+ '_04('0 ,_aux}x
_ *ﬁ v, 1 B
=G au \/aux \/af(u)X+\/E(p aux]x (4.16)

burada u*v

uv() = [u(y)V(x—y)dy

R

d

seklinde tanimlanan U ve V nin konvoliisyonudur ve G(x) = %e

w(X) — %W(x) =0

adi diferansiyel denkleminin temel ¢6ziimiidiir. (4.14) ve (4.16) dan (4.13) ve (4.14) Cauchy

probleminin

u(x,t):uo(x)—ﬁftu(xm)dfntftg(u(x,T))dT
ado 0

—l—fotG*

integral denklemine 6zdes oldugu goriiliir.

éu— if(u)x+ 1

.
_u_ —_—
a da ' a N

(x,7)dr (4.17)

=),

Tanmmm 4.2.1.1. Herhangi bir T >0 icin $>2 olmak iizere u,€H® ve
ue C([O,T]; HS) fonksiyonlar1 (4.17) integral denklemini saglarsa, u(x,t) ye (4.17) integral

denkleminin siirekli ¢oziimii veya (4.13) ve (4.14) probleminin genellestirilmis ¢oziimii denir.

Eger T <oo ise 0 zaman u(x,t) ye (4.13) ve (4.14) probleminin genellestirilmis lokal
¢oziimii denir. Eger T=o0 ise o zaman u(xt) ye (4.13) ve (4.14) probleminin

genellestirilmis global ¢6ziimii denir.
Daraltma doniisiimii prensibi yardimiyla (4.17) integral denklemi i¢in siirekli lokal

¢Oziimiin varlik ve tekligi ispatlanacaktir. Bunun i¢in ilk olarak asagidaki lemmalar verilsin.
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Lemma 4.1. [40] s>0 olmak iizere h(u)eC*(R), h(0)=0,ucH NL> ve
k =[s]+1 olsun. Eger|ju| _ <M, ozaman K(M,) M, abagli bir sabit olmak iizere
[hWlle < KMo)[ul,,

olur.

Lemma 4.2. [20] s>0, h(u)eC*(R) (k=[s]+1) olsun. Eger u,veH*NL~,
Jull. <My, V.. <M, ise 0 zaman
[hW)=h¥)],. < KiMo)[u—v].
dir. Burada K;(M,) M,a bagl bir sabittir.

Lemma 4.3. (Integraller I¢in Minkowski Esitsizligi) [17] 1< p < oo, u(x,t) € L°(R),

J C[0,00) araligi ve hemen hemen her t igin t — ||u(.,t)||p fonksiyonu L'(J) de ise, 0 zaman

Hfa “("t)dth < [ u¢., ot

esitsizligi gegerli olur.

g(0) =0 oldugu kabul edilsin. s >g ve u, € H® igin

Julry = max|uC. b, YueX(T)

0<t<T

normu ile verilen

X(T)={u|uec(oT]:H*)}

Banach uzayi ele alinsin.

Sobolev  gomme teoreminden VYue X(T) igin U, U E C([O,T]; L°°> ve

lull . < Ky [ulle s Juel, <K;full,,. oldugu biliniyor.

Bir S doniisiimii agagidaki gibi tanimlansin:
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Sv(x,t):uo(x)—g Otv(x,r)dr+j;tg(v(x,r))dr
f(v), + 1

AL f"o[%]

g eCH™(R), f eCH(R) ve p cCU(R) ise 0 zamanS: X (T) — X(T) oldugu agiktrr.

(x,7)dr, Ywe X(T) (4.18)

J_ «/_

Simdi, herhangi bir u, € H*® baslangi¢ degeri igin

ollys = M olsun.

QM. T) ={ulueX(M), Jul, o, <M +1}

kiimesi tanimlansim. Q(M,T) her bir M, T >0 igin X (T) nin kapali, konveks, sinirli, bos
olmayan bir alt kiimesidir. Burada ama¢ S in Q(M,T) de tek bir sabit noktaya sahip

oldugunu gostermektir.

Lemma 4.4. s>g, u, € H*, geCl**(R), g(0)=0, feCF(R), ¢<cCF(R)oldugu

kabul edilsin. O zaman S Q(M,T) yi Q(M,T) ye doniistiiriir ve eger T M ye bagliysa
S:Q(M,T) - Q(M,T) kesin biiziilmedir.
Ispat. Ik olarak, yeteri kadar kiigiik T i¢in S in Q(M,T) yi kendi igine déniistiirdiigii

ispatlanacaktir. ve Q(M,T) verilsin. Lemma 4.1 den

(4.19)

oldugu goriilir, burada K(K,M +K,), K nin K,M+K, ye bagh bir sabit oldugunu

gosterir.

1

dg]z

=| [ (1) |((| —ai)lv)A

(4.20)

H s-2

@+l 7 ]2 y
v = V(.
| S o e -

oldugu basit bir hesaplamayla ortaya ¢ikar, burada “” X e gore Fourier doniisiimiinii gosterir.

(4.20) ve Lemma 4.1 kullanilarak



[+, (Ol = [V Oz < VDo
|G+ £ OGOl =1 OGO <[ F OO

<K(K,M + KV,

1

Jo

1

K%

1
@ﬁvx(""]x

KM 4

1

N

K,M +

Ja

<

KZ

K2

oo

[V, GOy

VGOl

H s-1
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

oldugu goriiliir. Boylece (4.18)-(4.23), Lemma 4.1 ve Lemma 4.3 den

H*® < ”uO

..o dT—l—J;tHg<V<X,T))

dr
HS

HS

G« F(v), +—

). i

A

<M +(M +1)

28 | L
5=

bulunur. T yeteri kadar kiigiik segilerek

Zﬁ .

(M +1)|—

]K(KZM +K,)+

bl .

1

Vo «/_

[1+ K(K,M +K,)+

=

elde edilir. Buradan ||Sv]|

Jo

X(T)

J_

i

<M +1olur,yaniS:Q(M,T) — Q(M,T) dir.

K,M +

|

K,M +

Jo

1 Kz]

Jo

=

T<1

(4.24)

(4.25)

Simdi S doniisiimiiniin kesin bir biiziilme oldugu gosterilecektir. T >0 olsun ve

v,V, €Q(M,T) verilsin. O zaman

Sv, (X, t) — Sv, (x,t) =

_gj:[vl(x,T)—VZ(X,T)]dT"‘j:[g

(Vl(X'T)>_g

(VZ(X,T))]dT
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+fotG*|§(V1—V2)—%(le—VZX)—%[f(Vl) F(v,), HJ‘ [Jla ] [% ] }(X,T)dT
(4.26)
olur. Lemma 4.3 kullanilarak
Isv, —sv,,. <2 E [ or) ol a7+ [ o (v () = 0 (v (7)) 0
2 f |G+ (v =V,)( 7 A +—= il f |G * (v v, ), AT
1 t
+ﬁﬁ> [G#[f (), — F(v),] 7). d7
1 1
— | —=V,, T 4,27
[Jalx]x 90[\/5 ]X()H (4.27)
sonucu elde edilir. Lemma 4.2 den
l9 (v 0) =g (%G, <KUKM +K) V(D) =, (D) (4.28)
oldugu goriiliir. (4.20)- (4.23) iin ispatina benzer olarak
IG * (v, —v,) (. 1) e <MD=V, (L E)e (4.29)
|G # (v =V )G D] S WG Vo (1) (4.30)
HG*[f(Vl)x - f(Vz)x](-,t)HHs SHf (v D), — F(v(. 1), et
SHf (Vl('lt))_ f (VZ(’t))‘ Hs1
<K (KM + K v (1) =V, )y (4.31)
1 1 1 1
Gx*|p ﬁle]x ¥ EVZX] (..t) . <|» ﬁle(-’t) X_SO ﬁvu(wt) g

1

¥ %le("t) X_SO ﬁVZX("t) )

IN
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1 1
< Kl[ﬁ K,M +ﬁKZ]”V1x("t)_V2x("t) e
<K [ L vt ]|
<K| KMk
(4.32)
elde edilir. (4.28)-(4.32) (4.27) de yerine konulursa,
26, il 1 1
v, — v, o, < [ \/_]K (M K+ Lk, [\/_K MK, ]T||v1—v2||xm
oldugu sonucuna varilir. (4.25) saglanacak sekilde T yeteri kadar kiigiik se¢ilir ve
25 [ ] |7| [ 1 1 ] 1
1+— K, (K,M +K,)+ KM 4+—=K,|[T<=  (4.33)
T R LR U

alinirsa ||Sv, — Sv, | olur. Diger bir deyisle, S Q(M,T) yi Q(M,T) ye

1
X(T) 2 ”Vl —V, ||X(T)

doniistiiriir ve S kesin biizilmedir. Boylece lemmanin ispat1 tamamlanmais olur.

Teorem 4.2.1.1. s>2, u,cH®, geC™*(R), g(0)=0; f eCY(R), o cCY(R)
oldugu kabul edilsin. O zaman [0,T,) maksimal aralik olmak iizere (4.13) ve (4.14) problemi

tek bir genellestirilmis lokal u e C' <[0,T0); H S) ¢Oziimiine sahiptir. Ayrica, eger

(4.34)

ise 0 zaman T, = oo olur.

Ispat. Lemma 4.4 ve daraltma prensibinden uygun secilmis T >0 igin S déniisiimii

(4.17) integral denkleminin ¢6ziimii olan bir tek u e Q(M,T) sabit noktasina sahiptir. Her bir
T’ >0 igin (4.17) integral denklemi X (T’) ne ait olan en ¢ok bir ¢6ziime sahiptir. Gergekten,

u,,u, € X (T') verilen (4.17) denkleminin iki ¢&ziimii olsun, 0 zaman

ul(x,t)—uz(x,t)_—é [u (X, 7) =, (x,7)] d7+f uy (X, 7)) — g (Uy(x,7))|d7
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ENEEN|

}(X,T)dT
(4.35)

¢ 1 1
+LG*{§(U1_UZ) J/r}i(ulx u2x)_ﬁ[f(ul)x_f(u2)x]+ﬁ

olur. Lemma 4.4 deki metot kullanilarak, (4.35) den

O, <€ [ ()0 (. 7)

elde edilir. Burada C sabiti sup,__ [u,(.1)]| . SUPo_r U, (2D)]|. + SUPGoor Uy, (D) Ve

dr

HS

Jus ()= (-

SUPoit [Up (+1)||. @ baglidir. Gronwall esitsizliginden |ju, —u,|,. =0 ¢ikar. Yani (4.17)

denkleminin X (T') ne ait olan en ¢ok bir ¢6ziimii vardir.

Simdi, [0,T,) ue X(T,) mn maksimal varlik zaman aralig1 olsun. Sadece (4.34) iin
saglandig: gosterilirse T, = oo oldugu goriiliir.

(4.34) iin saglandig1 ve T, < oo oldugu kabul edilsin. Herhangi bir T' €[0,T,) i¢in
_ , _ﬁ t t
w(x,t) =u(x,T") aj;w(x,T)dT+j; g(w(x,7))dr

—}—fG*

integral denklemi ele alinsin.

(4.34) den dolays,

B Lw —L fw), +-2 [1 ] (x,7)dr (4.36)

N N W

T E[O,TO) civarmda diizglin siireklidir, ki bu da her

T’ E[O,TO) icin (4.36) integral denkleminin bir tek we X (T*) ¢Oziimiine sahip olmasini
saglayacak sekilde bir T* € (0,T;) secilmesini saglar. Oyle bir T* n varhgi Lemma 4.4 ve
daraltma doniisiimii prensibinden gosterilir. Ozel olarak (4.25) ve (4.33) den T*m T' € [O,TO)

dan bagimsiz olarak segilebilecegi goriiliir. W(X,t), (4.36) integral denklemine karsilik gelen

*

¢6ziim olmak iizere T/ =T, — — almarak
u(x,t), te[0,T]
G(xt)= *
(xt) w(x,t-T'), te T’,T0+T2 ]

(4.37)
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*

seklindeki l](x,t) fonksiyonu tanimlansin. O(X,t), lO,TO—i—T2

tizerinde (4.17) integral

denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve lokal teklik ile G(X,t) u(X,t) ye genigletilebilir. Bu [O,TO) m
maksimalligini bozar. Boylece eger (4.34) saglanirsa, o zaman T, =oo olur. Béylece teorem

ispatlanmis olur.
4.2.2. (4.13) ve (4.14) Problemi I¢in Global Céziimiin Varlik ve Tekligi

Burada (4.13) ve (4.14) problemi i¢in genellestirilmis global ¢6ziim ve global klasik
¢oziimiin varlik ve tekligi ispatlanacaktir. Bunun igin, ilk olarak asagidaki lemma aktarilsin.

Lemma 4.5. [39] s=m +%+>\, A€ (0,1), meZ, (Z, negatif olmayan tamsayilarmn

kiimesi) oldugu kabul edilsin, 0 zaman H°®(R) C™(R) ye gomiiliir ve herhangi bir

he H*(R) igin
\th(x)\ﬁo (x| —o0), VkeZz,, 0<k<m

elde edilir. Burada C™*(R) Holder uzaymi gosterir ve D = di dir.
X

Teorem 4.2.2.1.

1) s>2,u, e H®,

2) feCl(R),
3)ge C[s”l(R), g(0) =0 ve C, bir sabittir, 6yle ki herhangi bir s € R igin,

d /
—g(s)=g'(s) <C,,
™ g(s)=9'(s) <G,
4) pe C[S](R) ve herhangi bir se€R, ¢(s)s >0 ya dadyle bir C, sabiti vardir Ki,
p'(s) >C, dir

sartlarinin saglandig1 kabul edilsin.

O zaman (4.13) ve (4.14) Cauchy problemi bir tek u e Cl([O,oo); HS) genellestirilmis global

¢cozlimiine sahiptir.
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Ispat. Teorem 4.2.1.1 den dolay:r sadece (4.34) sartinin sagladigmni ispatlamak

yeterlidir. (4.13) iin her iki tarafi u(x,t) ile ¢arpilip R iizerinde X e gore integral alinirsa

By ¢ ot 12
O+l GO |+, o) +ﬁfR

2 dt “ u(x, t)u, (x,t)dx

\/_ff (u(xt)), u(x, t)dx—\/_f (p[ u, (X, t)] u(x,t)dx

= [ g(utxn)utxtix— [ g(u(xb),, u(xtidx (4.38)

elde edilir. Lemma 4.5 den ve kismi integrasyondan

%f u(x,t)u, (x,t)dx = \/_f—u (x,t)dx=0 (4.39)
o IR
[ uext), ux dx=— [ %[ [ A f(s)ds]dx ~0 (4.40)

elde edilir.

Eger herhangi bir s € R igin ¢(s)s >0 ise kismi integrasyonla
© u, (X, t)] u(x,t)dx = gp[ u, (X, t)] u,(x,t)dx >0 (4.41)
SraRdbn J 7

bulunur. Eger ¢/(s) >C, ise ortalama deger teoreminden 0 < 6, <1 igin

1
. sﬁ[ U, (X t)JXU(X Yax=— | [w[ﬁux(x,t)] @(0>]X Juax
(0 1
— fR g0[ a_ux(x,t)]aux(x,t)dx

> S u, (o) (442

oldugu bulunur. Ayrica 0 <6, <1 igin

ng(u(x,t))u(x,t)dx:fR[g(u(x,t))—g(O)]u(x,t)dx
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= [ g D)W (DX <CoJu(. O (4.43)

elde edilir.

- fR g(u(x.t), u(x,tydx= fR g’ (U0 ) )uZ(x, t)dx < Cy u, (. O (4.44)

olur. (4.39)-(4.41), (4.43) ve (4.44), (4.38) de yerine yazilir ya da (4.39), (4.40) ve (4.42)-
(4.44), (4.38) de yazilirsa

1d C
—a[nu(-,t)llz+||ux<-,t>||2]glcollluc,t)llz+[|co|+% Ju, .0
olur. Gronwall esitsizliginden
sup Ju(.. ). <C,(T) (4.45)
0<t<T

olur. Sobolev gomme teoreminden [u(.,t)[| _ <C,(T) olur.

(4.17) den

y dr+f0t||g (uc.,

H® S”U

ﬁ t
olliys +af0||u(.,7)

(,7)|| dT (4.46)

HS

1
*|— f(u),+— 90[ ]
P A I e
oldugu goriiliir. Lemma 4.4 deki ayn1 metot ile (4.45) kullanilarak, (4.46) dan

t
a0l <ol + o™ f; .- a7

bulunur. Gronwall esitsizligi (4.34) i verir. T, =00 oldugu teorem 4.2.1.1 den goriiliir. Bu,

teorem 4.2.2.1 nin ispatini tamamlar.
4.3. (4.2) ve (4.3) icin Céziimiin Asimptotik Davramisi

Teorem 4.3.1. u(x,t), (4.2) ve (4.3) problemi igin global Klasik ¢6ziim veya

genellestirilmis global ¢6ziim olsun. Eger uoeHl, fGCl(R), gECZ(R>, g(O):O ve



o1

VseR, g'(s)<C,<0; ¢(s)s>0 veya p€C'(R) ise VseR i¢in ¢(s)>C, olacak

sekilde bir C, >—4 sabiti vardir ve u(x,t)

Ju (O o O < (Juoll +luo ] e, t>0 (4.47)

esitsizligini saglar.

Ispat. (4.38)-(4.44) den Vs€R igin (s)s>0 yada C, >—03 dan

u ()

o+ (O <224 o0 +

olur. (4.47) yukaridaki esitsizlikten saglanir. Boylece teorem 4.3.1 ispatlanir.



52

5.BOLUM

DORDUNCU MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN PSEUDO-PARABOLIK
DENKLEM iCiN CAUCHY PROBLEMINIiN GLOBAL VARLIGI

5.1. Giris

Bu bolimde

ut_uxx_uxxt+uxxxx:g(u>xx’ xeR, t>0, (51)

u(x,0)=¢(x) (5.2)

seklindeki lineer olmayan parabolik denklem i¢in Cauchy problemini ¢alisacagiz. Bu Cauchy
probleminin global ¢oziimiiniin varligini, tekligini ve verilere siirekli bagimliligmni

ispatlayarak iyi konulmus bir problem oldugunu gésterecegiz.

Burada ¢(X) verilmis baslangi¢ fonksiyonunu ve g, g(0)=0 olacak sekilde reel

degerli lineer olmayan bir fonksiyonu gosterir.
5.2. Lineerlestirilmis Denklem I¢in Cauchy Problemi

Bu kisimda (5.1) ve (5.2) Cauchy probleminin lineer versiyonu tanimlanacak ve ¢6ziim

icin gerekli olacak kestirim ispatlanacaktir.

Teorem 5.2.1. s€R olsun. Herhangi bir T>0 i¢in € H® ve he '([0,T];H?)

oldugunu kabul edelim. O zaman Cauchy problemi
U —U, —Ug + U =(h(xt)) ,  X€ER, t>0 (5.3)

u(x,0)=p(x) (5.4)

lineer denklemi i¢in bir tek ue€ C <[O,T]; H 5) ¢oziimiine sahiptir ve

sdf], 0<t<T (5.5)

Ju(t) ot L),

<l

kestirimi gegerlidir.



53

Ispat. (5.3) denklemine x e gore Fourier doniisiimiinii uygularsak

(L+€)0 -+ (1 €7) =€ ((61)

denklemini elde ederiz. Bu denklemin her iki tarafini (1+ £2> ile bolersek problem

h(&t) (5.6)

G(£,0)=¢(¢) (5.7)

seklini alir. Kismi diferansiyel denklemin ¢ parametresine goére homojen olmayan adi

diferansiyel denkleme donistiigiinii goriiriiz. Bu adi diferansiyel denklemin ¢dzimiinii

bulmak i¢in denklemin her iki tarafi et integral ¢carpani ile ¢arpilirsa denklem

d /e et
gl aEn) == (e

seklinde tam diferansiyel formuna doniisiir. Daha sonra sirasiyla asagidaki islemleri yaparak

denklemin ¢6ziimiinii buluruz.

fOIE<e§2TU(§,7))dT:— otf:i: ﬁ(&,T)dT

, t €208
eftlj(g,t)—ﬁ(f,O):—[J; f_f€2 h(f,T)dT] (5.8)

(5.8) denklemine baslangi¢ kosulunu uygularsak

u(&t)= e‘fzt@(f) et

t £2e8 .

[ Se R ,T)dT] (5.9)
014¢&

esitligini elde ederiz.

u(x,t) nin H® deki normu ile ilgili kestirim elde etmek igin

2

= )b+

[w

Lot

W(g) de
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seklindeki Fourier doniistimiiyle ilgili normu kullanacagiz.

! g T
2:_1; 14 ¢ h(é T)dT
alinarak u =V, +V, seklinde yazilirsa
[ulls < Ml +Ivalle (5.10)

olur. Bundan dolay1 her terim igin ayr1 kestirim elde etmemiz gerekir.
[k terim igin

A 2 _ye2

p(¢) e g

affy = J (+€)

< [ ([1+&)]a(9)

[ de

olup

s < el

—2¢%

elde ederiz. Burada t >0 i¢in e <1 esitsizligini kullandik.

Ikinci terimi de benzer sekilde buluruz.

2,-(t-1)
., H Jref e e rar

integraller i¢in Minkowski esitsizliginden

[Vl <

¢ s g2n-E(t-T)
ey E——i(er)

1 e dT:fOHJ (7’)Hd7'

elde edilir. Yukaridakine benzer olarak

—282(t—)

P = [ ey S

(1+€) .
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<e® [ (1+¢) (e )| de

54

buluruz. Burada t>0 icin e %" <1,
[L+¢)

<1 ve 0<7<t oldugundan t—7<t

2

esitsizliklerini kullandik.

Boylece

@<l

oldugunu elde ettik. Buradan da

H® = j:”h(T)

bulunur. Bu kestirimleri (5.10) da yerine yazarsak

\&

L A7

Jut) o+ oI,

. S[Ilso s df] (5.11)

oldugunu elde ederiz.
5.3. Lineer Olmayan Problem I¢in Lokal Varhk ve Teklik

Bu kisimda (5.1) ve (5.2) Cauchy problemi igin lokal varlik ve teklik ispatlanacaktir.
Lokal varlik ile kastedilen kii¢iik zaman araliginda ¢6ziimiin var olmasidir. Bunun i¢in ilk

olarak uygun uzay tanimlayalim.
1 s ..
S>§,g0€H ve T >0 icin

X (T)={uluec(oT]:H*)}
seklindeki Banach uzaymni ele alalim. Bu uzayda norm

[ull i, = max|u t)],,

ile verilir. Sobolev gomme teoreminden R de s > 5 iein H® C L™ olup d pozitif sabiti i¢in

|.I. <d].|,,. dir. Boylece ue X (T) igin u€ C([0,T];L™) ve Ju(t)] <d]u(t)],. olur.

HS
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Simdi herhangi bir ¢ € H® igin [o],. =a olsun. A> 0 olacak sekilde

V(AT)={ue X (T)[Ju(],, <A}

seklindeki X (T) nin kapali bir alt kiimesini tanimlayalim. Burada A a nm cinsindendir.

weY (AT) igin

ut _uxx _uxxt + ux><>(x =9 (W>xx (512)
u(x,0)=¢(x) (5.13)

probleminin g (W(X,t)) =h(x,t) ile (5.3) ve (5.4) problemine indirgenecegi goriiliir. Boylece
Teorem 5.2.1 uygulanabilir. u(x,t), (5.12) ve (5.13) probleminin tek ¢dziimii olmak iizere,
S(w)=u(xt) alaim. Burada S, w yi (5.12) ve (5.13) iin tek ¢dziimiine gétiiren
doniisiimdiir. Amacimiz A ya baglh uygun segilen T i¢in S nin Y (AT) de bir tek sabit

noktaya sahip oldugunu gostermektir.

Lemma 5.1. s>%, pcH® ve g EC[S]”(R) oldugunu kabul edelim. O zaman yeteri

kadar kiigiik T i¢in S, Y (AT) den kendi igine bir daraltma doniisiimiidiir.

Ispat. weY (A T) olsun. O zaman t €[0,T] igin

[w(t)l, <dw(t)

H

<apw(],, <a(4)

olur. Sobolev gomme teoreminden ve Lemma 4.1 den

o (w(o))],. =.(d(A)w(®)

HS

olup, burada K (d(A)) d yeve A ya bagli bir sabittir.

|5 (Wl = maxu )],

0<t<T

ot [ o (w(r)

<[l 7]



<

e +T(max

0<t<T

<|¢

<a+TK, (dA)A

elde edilir. a—|—TK1(dA) A < A olacak sekilde T yeterince kiiciik segilirse S (W)X

Bundan dolay1 S:Y (A T)—Y (AT) bir doniisiimdiir.

o(w)),

o T (d (A ()],
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< A olur.

Simdi S doniisiimiiniin kesin biiziilme oldufunu ispatlayacagiz. W,WeY (AT) ve

u=3S(w),0=S(W) olsun. V=u—0, W=w—W alalim. O zaman V

Vt _Vxx _Vxxt +Vxxxx = (g (W)_ g (W>>xx
V(x,0)=0
saglar. Lemma 4.2 nin kullanilmasiyla

V@), < [ o (w(r)—g (W(r))],.dr

dr

< [, (@A) w(r)— (7).
= Ji ke (amlw (1

<TK, (dA)max W ()]

0<t<T H*

L a7

bulunur. Boylece

V (O <TK: (@A) W ()],

(5.14)

(5.15)

elde edilir. Burada T yeteri kadar kiigiik secilirse TK, (dA)S% olur. S bir daraltmadir.

Boylece lemma ispatlanmis olur.
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Teorem 5.3.1. s> % ¢ e H*,geC™(R) oldugunu kabul edelim. O zaman (5.1) ve

(5.2) probleminin [O,To) maksimal zaman araliginda tanimlanan bir  tek
u(x,t)eC ([O,TO); H 5) ¢oziimii vardir. Ayrica

limsup|ju(t)] . <oo (5.16)

t1To H

ise 0 zaman T, = oo olur.
Ispat. Lemma 5.1 ve daraltma doniisiimii prensibinden, uygun secilen T >0 icin S

(5.1) ve (5.2) probleminin ¢dziimii olan bir tek u(x,t) €Y (A,T) sabit noktasma sahiptir. Her
bir T’ >0 i¢in X (T') ne ait ¢ézliimiin tekligini ispat etmek zor degildir.

uy,u, € X (T') (5.1) ve (5.2) nin iki ¢dziimii olsun. u=u, —u, olsun. O zaman

Uy — Uy — Uy +uxxxx = (g (ul)_ g (UZ))

XX

elde ederiz. Yukaridaki denkleme A™® operatoriinii uygulayalm. Burada A?,

—0,? operatoriidiir. Denklem

AU +u+u —u, =—(g(u)—g(u,))

sekline doniisiir. Bu denklemin her iki tarafin1 U ile ¢arpip R {izerinde X e gore integre

edelim. (,) L? uzayimnda i¢ ¢arpimi gostersin, yani (f,g)= fR fg dx dir. O zaman denklem

(A, +u+u, —u, +(g(w)—g(u,)).u)=0

seklinde yazilabilir. Buradan da

(A0, A7)+ (u, )+ (U, U) = (U, u) +((9 (u) — 9 (u,)),u) =0

elde edilir. Denklem son olarak

1d LR ) ) )
Ea“‘/\ "+ }+||Ux|| +ul ==/ (9(u)—g(u,))udx (5.17)
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halini alir. X (T' ) tanimindan, S >% ve Sobolev gdmme teoreminden 0<t<T’<T icin

Ju; ()], <C,(T") i=12 dir, burada C,(T') T’ ne bagl bir sabittir. Boylece, Cauchy

esitsizliginden

S (a(u)-g(u.))uad <o (u)— g v, Jul, <C. (T")Jul, ul,

elde edilir. Burada C, (T’), C,(T’) ne bagl bir sabittir. Bundan dolay1

S St P P+l <. (Tl
ve buradan
a7l +Julf | <20, (T) [ ol 0
esitsizligi elde edilir ki
Ju? <2¢, ( f Julf? dr (5.18)

oldugu asikardir. Gronwall esitsizligi (5.18) e uygulanirsa, ||u||2:O bulunur. Boylece

0<t<T’ i¢cin u=u,—u,=0 olur. Yani (5.1) ve (5.2) problemi X (T’) igin en gok bir
¢Ozlime sahiptir.
Simdi, [0,T,), ue€X(T,) i¢cin maksimal varlik arahigi olmak iizere, eger (5.16)

saglanirsa T, = oo oldugunu gdstermek istiyoruz.

(5.16) nin saglandigmi ve T, < oo oldugunu kabul edelim. Her bir T’ €[0,T,) i¢in
g g 0 g 0

Vt _Vxx _Vxxt +Vxxxx =g (V)xx (519)
v(x,0)=u(xT') (5.20)

Cauchy problemini goz oniine alalim. (5.16) dan

Juf.t)l,. <k
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olur. Burada K, T’E[O,TO) dan bagimsiz pozitif bir sabittir. Her T’E[O,TO) icin (5.19) ve
(5.20) problemi bir tek v(x,t)e X (T,) ¢dziimiine sahip olacak sekilde bir T, €(0,T,) sabiti
vardir. T'=T,-T,/2 alalim ve

u(x,t),  tel[oT],

uixt)= v(x,t=T'), te[T'T,+T,/2|

olarak tanimlayalim. O zaman l](x,t), (5.1) ve (5.2) probleminin [O,TO +T,/ 2] araligindaki
bir ¢oziimiidiir ve teklikten, u, u ya genisler ki bu da [O,TO) mn maksimalligini bozar. Bu

ylizden eger (5.16) saglanirsa T, = oo olur. Béylece Teorem 5.2 ispatlanmus olur.

5.4. Lineer Olmayan Problem I¢in Global Varlik ve Teklik
Bu kisimda (5.1) ve (5.2) Cauchy probleminin global varlig1 ispatlanacaktir.

Teorem 5.4.1. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.
1) s>2, peH?;

2) ¢ EC[SH(R), g(0)=0 ve C, bir sabittir, dyle ki herhangi bir S€R i¢in
g9’(s)>C, olur.
O zaman (5.1) ve (5.2) Cauchy probleminin tek bir u € C* ([O,oo); H 5) global ¢6ziimii vardr.

Ispat. Teorem 5.3.1 den dolay1, sadece (5.16) nin saglandigini gostermek yeterlidir.

(5.1) denkleminin her iki tarafin1 u(t) ile carpip R tizerinde X e gore integral alalim.

1 d
Sl +

O )+ o+ = f g (w), u(t)ox .21

elde edilir. Denklemin sag tarafini

u (0 (5.22)

ng(u)XXu(t)dx:—ng’(u(t))uf(t)dngO

olarak yazabiliriz. Buradan da

u, (0 (5.23)

U, (t)||2) < CO

1d
ga(”“ o +

buluruz. Yukaridaki esitsizlik
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1d

SO+ OF ) <lCol o O +u (5.24)

seklinde yazilabilir. Buradan da

5t IO+l (OF ) <l (OF +Juof

esitsizligini elde ederiz. Burada C, =max{C,,1} dir. Ayrica Hu (t) il = Hu (t)H2 +|u, (t)”2 dir.
Buradan
2 2
Ju(®)f, <bells +2(Col +Du )],
cikar. Bu esitsizlige Gronwall esitsizligini uygularsak
sup u(t)],. <C,(T)<oo (5.25)
0<t<T

oldugunu buluruz. Sobolev gomme teoreminden ||u (t)”oo < C,(T) elde edilir.

5.5. Verilere Siirekli Bagimhhk

Simdi (5.1) ve (5.2) nin ¢6zlimiiniin baslangi¢ verilerine siirekli bagimli oldugunu
gosterecegiz. Boylelikle problemin iyi konulmus oldugunu goriiriiz. Bunun i¢in (5.1) in bazi

[0,T] arahiginda tammlanan ¢, ve ¢, baslangig verileriyle verilen u, Ve u, ¢dziimlerini ele

alalim.

v=u, —u, olsun. O zaman v

Vt _Vxx _Vxxt +Vxxxx = (g (ul)_ g (UZ))XX

V(x,0) =@ (X) =2 (X)

problemini saglar. Teorem 5.1 den

el <[l e+, To )~ (), o7
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oldugu ayrica Sobolev gomme teoreminden u, ve u, nin L™ uzaymda oldugu bilinmektedir.

M = max {Ju,]_.|u,[.} olsun. Lemma 4.2 den

t
HS +K1(M)j; ||u1—u2

Ju, —u,

e dT]

olur. Yukaridaki esitsizlige Gronwall esitsizligininin integral formunu uygularsak tiim

<[la-v,

te[0,T] icin,

" >eKl(M)t

”ul — Uyl < <||§01 — ¥,

esitsizligini elde ederiz. Cozliim, baslangic kosullarinin farkina bagl siirekli bir fonksiyon

tarafindan smirl oldugundan verilen baslangic verilerine siirekli bagimlidir.
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TARTISMA VE SONUCLAR

Bu ¢alismada lineer olmayan parabolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢ziimlerinin
matematiksel davranis1 iizerinde durduk. Ozellikle son ii¢ boliimde parabolik denklem igeren
problemleri ele aldik.

Tezin iiclincii bolimiinde, ikinci mertebeden lineer parabolik denklem iceren bir

baslangi¢ smir deger probleminin zayif ¢oziimleri Galerkin metodu kullanilarak verildi. Bu

amacla alman u (t) yaklagik ¢Oziimii i¢in enerji kestirimleri olusturuldu. Daha sonra bu

yaklagik ¢Oziimiin u (t) zayif ¢ozlimiine yakmsadigi ve son olarak da bu ¢oziimiin varlik ve

tekligi ispatlanda.

Dordiincii boliimde ise damping terimli ii¢iincii mertebeden lineer olmayan pseudo-
parabolik denklem i¢in bir Cauchy problemi ¢alisildi. Bu problemin ¢oziimiiniin lokal ve
global varlik ve tekligi ayrica asimptotik davranisi incelendi. Bu amacla calisilan Cauchy
problemine ©6zdes bir integral denklem olusturuldu. Daha sonra daraltma doniistimi

prensibiyle lokal ve global varlig1 ispatlandi. Problemin belli kosullar altinda s>2 i¢in ve
[0,T,) maksimal aralik olmak iizere tek bir lokal u € C* ([O,To); H S) ¢oziimiine sahip oldugu

gosterildi. Daha sonra yine belli sartlar altinda ve

ItiTrT?sup”u(.,t) e <00

ise 0 zaman T,=oc oldugu ispatlanarak Cauchy probleminin bir tek u EC1<[O,OO);HS>

global ¢ozlimiine genisletilebildigi gosterildi. Son olarak da yine verilmis belli kosullar
altinda ayn1 problemin asimptotik davranisi incelendi.

Son boliim olan besinci boliim orjinal ¢alismamiz olup
ut_uxx_uxxt+uxxxx:g(u>XX! XxeR, t>0,

u(x,0)=¢(x)

seklindeki damping terimli dordiincii mertebeden lineer olmayan parabolik denklem ig¢in
Cauchy problemininin lokal ve global varlik ve tekligini ve verilere siirekli bagimliligini
inceledik. Bilindigi gibi lineer olmayan denklemlerin ¢oziimleri lineerlere gore, yiiksek

mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri de daha diisiikk mertebeden kismi
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diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine gore daha zordur [16]. Coziimlerin matematiksel
davranislar1 i¢cinde benzer zorluklar gegerlidir.
Dordiincli bolimdeki metottan farkli olarak lineerlestirilmis problemimizi Fourier

doniisiim metoduyla adi diferansiyel denklem iceren bir probleme indirgedik. Indirgenen

problemimizin tam ¢ozimiini bulduktan sonra sS€eR, T>0 igin @eH® ve

hel' ( [O,T ]; H S) oldugunu kabul ederek ve Fourier doniisiimiiyle ilgili normu kullanarak

oo, <{lelh + In(r)

HsdT], 0<t<T

kestirimini elde ettik. Problemimizin s > % p€eH® ve T >0 igin elde ettigimiz bu kestirim,

Sobolev gomme teoremi ve daraltma donilisiimii yardimiyla bir tek u € C([O,TO); H S) lokal

¢Oziimiine sahip oldugunu ispatladik. Ayrica

ItiTrT?sup”u(t) e <00

ise 0 zaman T, = oo oldugu ispatlayarak s>2, ¢ € H*® ve verilen diger kosullar altinda (5.1)
ve (5.2) Cauchy problemimizin tek bir uec C1<[0,oo); Hs) global  ¢oziimiine

genisletilebildigini gosterdik. Son olarak da (5.1) ve (5.2) nin ¢6ziimiiniin baslangi¢ verilerine
stirekli bagimli oldugunu gostererek problemimizin iyi konulmus bir problem oldugunu
ispatladik.

Ayrica bu problem i¢inde dordiincii bolimde yapildigr gibi integral denklem
olusturularak matematiksel davranis incelenebilir, bunlarin disinda problemimizin asimptotik
davranis1 ve global yoklugu (blow up) da caligilabilir. Ele aldigimiz denklem smirli bolgede
ve farkli smnir kosullariyla da verilebilir. Elbette yukarida yapilanlarin denklemin n boyutlu
durumuna da genisletilebilmesi yerinde olacaktir.

Bu c¢alismalarimiz lineer olmayan parabolik denklem igeren problemler i¢indi. Lineer
olmayan hiperbolik denklem igeren problemler i¢in lokal varlik ve teklik, global varlik ve
teklik, asimptotik davranis ve ayrica ¢oziimlerin global yoklugu (blow up) icin [27, 28, 29] a
bakilabilir.
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