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AMAC

Bu ¢aligmanin temel amaci dogrusal olmayan hiperbolik tipten bazi kismi diferansiyel
denklemlerin ¢éziimlerinin matematiksel davranisini incelemektir. Bu amagla zayif ¢6ziimler
ve gliclii coziimlerin lokal ve global varliklar1 ile asimptotik davraniglar tizerinde durduk.

Ayrica, daha 6nce bu anlamda yapilmamis damping terimli altinci mertebeden bir
Cauchy probleminin lokal ve global varlik ve tekligi, verilere stirekli bagimlilig1 ve asimptotik

davranisi incelenmistir.
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OZET

Bu tezde dogrusal olmayan hiperbolik tipten bazi kismi diferansiyel denklemlerin
¢coziimlerinin matematiksel davranist incelenmistir.

Ik boliimde, hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerle ilgili giiniimiize kadar
yapilmis calismalar tarihi gelisimi ile kisaca ele alinmustir.

Ikinci béliimde, tezin sonraki béliimleri icin gerekli olan temel bilgiler verilmistir.

Uciincii  boliimde, ikinci mertebeden hiperbolik denklemlerin zayif ¢dziimleri
tanimlanmustir.

Dordiincii boliimde, dordiincii mertebeden dispersive ve dissipative terimli bir dalga
denkleminin asimptotik davranisi incelenmistir.

Besinci boliimde, damping terimli altinci mertebeden bir Cauchy probleminin lokal ve

global varligi, baslangi¢ verilerine siirekli bagimlilig1 ve asimptotik davranisi ispatlanmistir.



vil

SUMMARY

In this thesis, mathematical behavior of solutions of some partial differential equations
which are hyperbolic type is investigated.

In the first chapter, the historical development of studies related to partial differential
equations up to now is shortly discussed.

In the second chapter, some fundamental definitions and notations which are necessary
for the following chapters are given.

In the third chapter, weak solutions of the second order hyperbolic equations are
defined.

In the fourth chapter, asymptotic behavior of a forth order wave equations with
dissipative and dispersive terms is investigated.

In the last chapter, local and global existence, continuous dependence on initial data

and asymptotic behavior of a sixth order Cauchy problem with damping is proved.



1. BOLUM
GIRIS

Bu boliimde dogrusal olmayan hiperbolik tipten bazi kismi diferansiyel denklemler
icin lokal ve global varlik ile ¢oziimlerin asimptotik davranisi ile ilgili gliniimiize kadar

yapilan ¢aligmalara kisaca deginecegiz.

Scott Russell’in 1834 teki tek dalgalarla ilgili ¢alismalari, akiskanlar, plazmalar,
elastik ortamlar gibi dalga olaylarinin modellenmesinde ortaya g¢ikan lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin gelisimini saglamistir [21].

Hiperbolik denklemlerin 6zel bir hali olan Boussinesq denklemi, 1872 yilinda si1g
sularin yiizeylerindeki kii¢iik genlikli dalgalarin yayilimimi tanimlamak i¢in Boussinesq
tarafindan ortaya konulmustur [17, 21]. Bu tek dalgalarin varhigiyla ilgili ilk bilimsel

tanimlamaydi. Boussinesq denklemlerinin iki temel formu

Uy +auxxxx —Uy = ﬁ(uz)xx (11)
Ve

Uy — Uy — Uy = ﬁ(uz)xx (12)

seklindedir. Burada u (X,t) akiskanin serbest yiizeyindeki egimi ifade etmekte olup, o ve [

sabitleri de akiskanin derinligine ve uzun dalgalarin karakteristik hizina baghdir. Klasik
Boussinesq denklemini farkli agilardan ele alan kapsamli c¢aligmalar yapilmistir. (1.1)
denkleminin baglangi¢-sinir deger problemi ve Cauchy problemi [16-18] de ¢alisilmistir. (1.2)
nin baslangi¢-sinir deger problemi ve Cauchy problemi [5, 17] de ¢alisilmugtir.

Wang ve Chen [35]

Uy — Uy — Uy +uxxxx —al,, =( (U)

XX

damping terimli Cauchy probleminin lokal ¢6ziim, global ¢6ziim ve patlamasin

gerceklestirdiler.



Aassila ve Guesmia [1]

u” +k A% +k,A’u’+Ag(Au)=0

lineer olmayan damping terimli denkleminin asimptotik davranisin1 gergeklestirdiler.

Yadong [38]
U, —Au—Au, —Au, = f (u)
denkleminin global varlik ve tekligini gostermistir.
Polat ve Ertas [23]
Uy — AU —Au, +A’u—KAu, = A( f(u))

damping terimli genellestirilmis ¢ok boyutlu Boussinesq denkleminin Cauchy problemi i¢in

lokal ve global ¢oziimlerin varligini ve ¢oziimlerin patlamasini gergeklestirdiler.
Polat ve Kaya [24]
Uy —Uy — Uy — )\uxxt +tu= U(ux)x

dispersive ve dissipative terimli dogrusal olmayan dalga denklemi i¢in ¢éziimlerin lokal ve

global varligini, asimptotik davranigini ve patlamasini gergeklestirdiler.

Schneider ve Eugene ylizey gerilimli su dalgalarini incelemek i¢in, bu dalgalar

modelleyen asagidaki gibi bir Boussinesq denklemini ele almiglardir [29].

B 2
Uy = Uy Uy T MUsoe — U (U )xx

Xtu€eER ve u(x,t)eR dir
Duruk, Erkip ve Erbay [9, 10]
Uy — Uy — Uy + 6uxxxxtt =4 <u)xx

yiiksek mertebeli Boussinesq (HBq) denkleminin lokal ¢6ziim, global ¢éziim ve verilere

stirekli bagimliligini gergeklestirdiler.



2. BOLUM

ON BILGILER

Bu boéliimde, sonraki bdoliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar, teoremler ve

esitsizlikler verilecektir [2, 6, 7, 8, 19, 21, 27, 31].

2.1. Temel Tanimlar

Tamm 2.1.1. Calisilan alanlarda karsilasilan problemler i¢in matematiksel modeller
olusturmak, bilimin hemen her dalinin teorik acidan gelismesinde 6nem tasir. Bazi bilim
dallarinda bir problemin ¢oziimii, problemin 6zelliklerini tagiyan bir matematiksel baginti
(veya matematiksel model) kurulmasini gerektirir. Boyle bir baginti, ¢ogunlukla bir
bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun tlirevlerini ihtiva eden bir denklem olarak karsimiza
cikar. Bir fonksiyonu ve onun mubhtelif tiirevlerini iceren matematiksel denklemler

diferansiyel denklemler olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.2. Tek bir bagimsiz degiskene gore tiirev igeren diferansiyel denklemlere
adi diferansiyel denklemler denir. Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen
en yliksek mertebeden tiirevin mertebesidir. n . mertebeden adi bir diferansiyel denklem genel

olarak

F(x,9,9,..,3")=0 2.1)

kapali formunda gosterilebilir. Bir a < x <b araliginda taniml1 bir ¢ fonksiyonu a <x <b

araliginda bulunan her x icin tanimh ve ilk 7 . mertebeden tiireve sahip fonksiyonu
Flx,®(x),®'(x),...2" (x)]=0 (2.2)

ise ¢ fonksiyonu (2.1) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklemin genel
¢cOziimii, diferansiyel denklemin mertebesi kadar sabit degeri parametre olarak kabul eden bir
egri ailesi olarak ortaya ¢ikar. Coziim fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik

bulunan ¢oziime de 6zel ¢oziim denir.



Tanm 2.1.3. u =u(x, y,z,t) fonksiyonu, x,y,z ve t bagimsiz degiskenleriyle bir 2

bolgesinde tanimli bir fonksiyon olsun. u fonksiyonunun x bagimsiz degiskenine gore kismi

tlrevi,
%:limu(x—’_h)yazat)_u(xay,Zat) (23)
Ox =0 h
2
limiti ile tanimlidur. Ou =u Ou =u ou =u,, ... gibi gosterimler de kullamlabilir. I¢inde

ox oy U oor
kismi tirev bulunan denklemlere Fkismi tiirevii diferansiyel denklem denir. Yukarida
tanimladigimiz u# fonksiyonunun x,y,z,¢ degiskenlerine goére kismi tiirevlerini iceren m.

mertebeden bir kismi diferansiyel denklem genel olarak,

F(x,y, 2,60, U U U Uy UG U U U U u

w2 Tz S i xy 2ttt ttt“.t)

=0 (2.4)

m—tane

seklinde gosterilir. Bir kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerine

gore birinci dereceden ise lineer kismi diferansiyel denklem denir. Ornegin,
xu, + yu, = 0,
xX’u, — yzuy =(x—yu

denklemleri lineerdir. Bir kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek

mertebeden tiirevlerine gore lineer ise bu denkleme yar: lineer denklem denir. Ornegin,
3 _
uu, —2xuu,, =y

denklemi yar1 lineer bir denklemdir.
Bazen yar lineer bir denklemde, en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilar1 sadece
bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olur. Boyle bir yari lineer denkleme hemen hemen

lineer denklem denir.

u, +tu, —vwu, =t+2



denklemi hemen hemen lineer bir denklemdir.
Bu tanimlara gore, hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklem smifinin lineer
denklem sinifini; yar1 lineer denklem sinifinin ise hemen hemen lineer denklem sinifimi

icerdigi agiktir.
Tamm 2.1.4. Bir kismi diferansiyel denklem
Lu(x)= f(x) (2.5)

seklinde operator formunda yazilabilir. Eger L_ bir lineer operator ise u ve v herhangi iki

fonksiyon, a ve b herhangi iki sabit olmak iizere

L (au+bv)=al u+bLyv

ozelligini saglar. (2.5) denkleminde eger L_ bir lineer operator ise denklem de lineerdir. Ve

f(x) =0 ise denkleme homojen lineer denklem aksi halde homojen olmayan lineer denklem

denir.

Bir kismi diferansiyel denklem eger lineer degilse lineer olmayan denklem adini alir.
(u,)’ +u ,=0

denklemi lineer olmayan homojen bir denklemdir.

Bir kismi diferansiyel denklemdeki bagimsiz degisken sayisinin, denklemin
mertebesinin ¢6ziim {izerinde 6nemli etkileri olacagi agiktir. Bu ylizden kismi diferansiyel
denklemlerde ¢6ziim kavraminin tanim ve izahi, sadece bir bagimsiz degisken iceren adi

diferansiyel denklemlerdeki ¢6ziim kavrami kadar basit degildir.

Tamm 2.1.5. Bir kismi diferansiyel denklemdeki degiskenler I' sinirina sahip bir Q

acik bolgesinde tanimlanir. € bdlgesi ile I smirimin birlesim kiimesine € bdlgesinin

kapanig1 denir ve Q seklinde gosterilir. # zaman degiskeni olmak {izere #, <¢ <¢, araliginda
ve Q bolgesindeki (x, y,z) noktasinda ( fonksiyonu ve m. mertebeye kadar tiirevleri siirekli
ise yani, (€ C"() smifindan ise ¢ =((x,y,z,t) fonksiyonuna m. mertebeden kismi

diferansiyel denklemin ¢éziimiidiir denir. Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii,
denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyon icerir. Bu nedenle, adi diferansiyel denklemlere

kiyasla kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak daha zordur. Baslangigta



modellenen probleme uygun ¢Ozliimiin bulunabilmesi i¢in problem olusturulurken bazi
yardimci sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak iki baslik altinda toplanabilir.
(i) Stmr Sartlari: Smir sartlar1 kismi diferansiyel denklemin saglandigi € bolgesinin

I' smir1 boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarinin ii¢ farkli sekli o, ve g
fonksiyonlar1 I' iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak tizere 6zel isimleriyle su sekildedir:
Dirichlet sarti: u|F =g

Neumann sarti: 6_u =g
r

@
on

(ii) Bagslangi¢ Sartlari: Baslangic sartlart sistemin baglangicinda 2 bolgesi boyunca

Karigik (mixed) veya Robin sartt: au+p—=g

saglanmasi gereken sartlardir. Genel olarak, baslangi¢ sartlar1 fonksiyonun ve zamana gore
tiirevin kombinasyonu seklindedir.

Baslangi¢ sartlariyla birlikte verilmis kismi diferansiyel denkleme ‘Cauchy Problemi’

denir. Ornegin, R" de ¢ >0 ve baslangig sartlar1 icin
u, = a’Vu
u(x,0) = f(x), u,(x,0) = g(x)

ikinci mertebeden bir Cauchy problemidir.

Tamm 2.1.6. ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel

denklem

Au —i—BuW —I—Cuyy +Du_ +Euy +Fu+G=0 (2.6)

genel sekliyle verilebilir. Burada A4, B, C, D, E, F katsay1 fonksiyonlar1 ve G fonksiyonu da

sabit veya degisken iceren fonksiyondur. (2.6) denklemi, A= B’>—44C diskrimantinin

isaretine gore siiflandirilir. Bu simiflandirma

Diskrimant Denklem Tipi
A>0 Hiperbolik
A=0 Parabolik

A<0 Eliptik



seklinde yapilabilmektedir. Kismi diferansiyel denklemlerin eliptik, parabolik ve hiperbolik
tiplerinin genel denklemleri sirasiyla Laplace (A), 1s1 ve dalga operatdriinii icermektedir.
Herhangi bir kismi diferansiyel denklem, uygun birebir bir degisken doniistimii yardimiyla

kendi siifinin genel operatoriine dontisebilir.

Matematiksel Nicelik Isimlendirme Fiziksel Isim Stniflandirma
A, Laplacian Potansiyel operatorii  Eliptik
% -A, Ist Diflizyon operatorii ~ Parabolik
82
P A, D’ Alembert Dalga operatorii Hiperbolik

2.2. Adi Diferansiyel Denklemler i¢in Varhk ve Teklik Teoremleri

Teorem 2.2.1. (Varlik Teoremi)
Y=/ (x6)s vix)=n 2.7)
baslangi¢ deger problemi verilmis olsun. Eger f (x, y)

|x—x0|<a,

Y= <b (2.8)

ile tamml R dikdortgensel bolgesinin her bir (x,y) noktasinda siirekli ve ‘ f (x,y)‘gK

olacak sekilde sinirli ise o taktirde (2.7) probleminin en az bir y (x) ¢Oziimii mevcuttur.

Teorem 2.2.2. (Teklik Teoremi)

f(x,y) ve g—f; R bolgesinin her bir (x,y) noktasinda siirekli ve R deki biitiin (x,y) ler
v

i¢in

4

K, —|<M 2.
1/l ol S (2.9)

olacak sekilde smirli ise, o taktirde (2.7) baslangi¢ deger probleminin en fazla bir y(x)

¢Oziimii vardir.



Sonug olarak Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 sartlarin1 saglayan her baslangic deger

probleminin yalniz ve yalniz bir ¢6ziimii vardir.
2.3. Iyi Konulmus Problemler ve Klasik Coziimler

Bir diferansiyel denklem asagidaki ii¢ sart1 sagliyorsa iyi konulmus olarak adlandirilir:

(i) Varhik: Problem gercekte bir ¢oziime sahip olmali,

(ii) Teklik: Bu ¢oziim tek olmali,

(iii) Stirekli Bagimlilik: Coziim problemde verilen verilere siirekli bagimli olmalidir.

Son kosul 6zel olarak fiziksel uygulamalarda ortaya ¢ikan problemler i¢in dnemlidir.
Problemi belirleyen verilerdeki kiigiik bir degisiklik, ¢oziimde (tek ¢oziimde) de kiiciik
degisikliklere neden olmalidir (Diger taraftan, bircok problem igin tek ¢6ziim olmasi
beklenmemektedir. Bu durumda matematiksel olarak ¢Oziimleri siniflandirma ve karakterize

etme 6nemlidir.). Ornek olarak Hadamard problemini ele alalim. Soyle ki

u_+u =0 (2.10)

xx Yy

Laplace denklemini n >0 olmak {izere

u(0,) =0, u,(0,y)=—sinny (2.11)
n

Cauchy verileriyle goz oniine alalim. Bu problemin degiskenlerine ayirma yontemi ile elde

edilen ¢6zimii
1 . .
u,(x,y) = —sinh nxsinny (2.12)
n

seklindedir. Baslangi¢ verileri u(0,y)=0 ve u _(0,y)=0 iken problemin ¢dziimii u, =0

asikar ¢dziimiidiir. Iki baslangic verisi arasindaki fark n — oo iken

lim‘n’1 sin ny‘ =0

olur. Yani, baslangi¢c verisinde c¢ok kiiciik bir degisiklik olmustur. Bu baslangi¢c verisine

karsilik gelen ¢oziimler farkinin y :% noktasinda, n tek pozitif say1 olmak iizere n — oo

iken limit degerine bakalim;



s T N .oet—e™
u,(x,—) —u,(x,—)| = lim—sinhnx = lim ———=o00
2 2 n—oo p n—o0 2n

lim
n—oQ

olur, yani; baslangi¢ verilerinde yapilan kiiciik bir degisiklik ¢coziimde biiyiik bir degisiklige
yol agmistir. Boylece (2.10) ve (2.11) Cauchy probleminin iyi konulmus olmadig1 sonucuna
varilir.

Bir kismi diferansiyel denklem c¢oziiliirken yukaridaki {i¢ sartin saglanmasi istenen
durumdur. Fakat hala ‘¢6ziim’ ile kastedilenin ne oldugu tanimlanmadi. Ornegin, bir ¢dziim
reel analitik veya sonsuz mertebeden tiirevlenebilir mi olmalidir? Bu arzu edilendir fakat belki
daha fazlasii soruyoruz. Belki de, k-inc1 mertebeden bir kismi diferansiyel denklemin
¢cozlimiinlin en azindan k-defa siirekli tlirevlere sahip olmasini istemek daha akillica olur. O
zaman yiiksek mertebeden tilirevlerin var olmamasina ragmen, en azindan kismi diferansiyel
denklemde goriilen tiim tiirevlerin var olmasi ve siirekli olmasi gerekir. Sezgisel olarak, boyle
diizglin bir ¢6ziimii kismi diferansiyel denklemin klasik ¢6ziimii olarak adlandiralim. Bu
kesinlikle ¢6zlimiin en acik ifadesidir.

Boylece bir kismi diferansiyel denklemi klasik anlamda ¢6zmek demek, eger
miimkiinse yukaridaki ii¢ kosulu saglayan bir klasik ¢6ziimii formiile etmek veya en azindan

boyle bir ¢oziimiin var oldugunu ve bu ¢oziimiin ¢esitli 6zelliklerini ¢ikarmak demektir.
2.4. Zayif Coziimler ve Diizgiinliik

Belli kismi diferansiyel denklemler (Laplace denklemi gibi) klasik anlamda ¢dziilebilir
ancak diger birgogu ¢oziilemez. Ornegin, skaler korunum kanununu goz dniine alalim. Yani,
u +F (u)V =0
denklemini ele alalim. Bu kismi diferansiyel denklem akiskanlar dinamigi, sok dalgalarinin

yayilmasi gibi bir¢ok tek boyutlu olayin modellenmesinde ortaya cikar. Bir sok dalgasi,

u(x,t) ¢oziimiiniin siireksizlik egrisidir ve eger korunum kanunlarini ¢aligmak istiyorsak,

stirekli tiirevlere ve hatta siirekli bile olmayan ¢oziimlere izin vermek durumundayiz. Genel
olarak, korunum kanunlar1 klasik ¢oziimlere sahip degillerdir, fakat dogru tanimlanmis
‘genellestirilmis veya zayif ¢oziimler’ kabul edilirse korunum kanunlar iyi konulmustur.

Ele aldigimiz problemin yapist diizgiin, klasik ¢oziimler aramamizi engelleyebilir.

Bunun yerine, yukaridaki {i¢ kosulu saglayan daha genis ¢6ziim siniflar1 arayabiliriz. Aslinda
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klasik olarak ¢oziilebilen kismi diferansiyel denklemler ic¢in bile baslangicta uygun zayif
¢ozlim aramak daha faydali olabilir.

Eger baslangigtan itibaren diizgiin, yani k-defa siirekli tiirevlenebilen, c¢oziimler
istiyorsak o zaman onlar1 bulmakta gercekten zorlaniriz, ¢iinkii daha sonra ispatlarimiz,
kuracagimiz fonksiyonlar yeterince diizgiin olacagindan, muhtemelen karmasik gosterimler
icerecektir. Daha mantikl1 bir yol, varlik ve diizgilinliik problemlerini ayr1 olarak diisiinmektir.
Verilmis bir kismi diferansiyel denklem i¢in olduk¢a genis bir zayif ¢6ziim kavrami
tanimlarsak, bu zayif ¢oziimiin diizgiinliigii yoluyla ¢ok fazla sey sorma beklentimiz
olmadigindan varlik, teklik ve verilere siirekli bagimliligi kurmak daha kolay olacaktir.
Boylece, bazi uygun zayif veya genellestirilmis ¢6ziim siniflarinda iyi konulmuslugu
gostermek uygun olacaktir.

Yukarida bahsedildigi gibi c¢esitli kismi  diferansiyel denklemlerde bu
yapilabileceklerin en iyisidir. Diger denklemler icin zayif ¢éziimiimiizii yeterince diizgiin
olmasindan sonra klasik ¢6ziim olarak nitelemeyi umabiliriz. Bu zayif ¢oziimlerin diizgiinligi
sorusuna yol acar. Zayif ¢ozlimlerin diizgiinliigii genellikle ¢ok karmagik hesap kestirimlerine
dayanirken, zayif ¢oziimlerin varligi oldukga basit kestirimler ve fonksiyonel analiz

yargilarina baglidir.
2.5. Normlu Uzay, ic Carpim ve Hilbert Uzay1

Tamm 2.5.1. Bir X vektor uzayindan, negatif olmayan sayilara tanimlanan ve her

x,y € X ve her A € R icin asagidaki kosullar1 saglayan || . || fonksiyonuna norm denir.
(i) ] =0 ve [x] =0 x=0
(if) A = Al
(i) [l + ] < ] + [

Bu takdirde (X ,

. ||) ciftine normlu uzay ve ||x|| sayisina da x noktasinin normu denir.

Verilen bir norm araciligiyla
u(x ) ==

olarak tanimlanan u bir uzaklik fonksiyonudur ve bdylece her normlu uzay ayn1 zamanda bir

metrik uzay olur.
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Tanim 2.5.2. {xn}, (X,

) ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in n,m > N

oldugunda (x, —x,

<e olacak sekilde bir N dogal sayisi varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi

denir.

Tamm 2.5.3. {x,}, (X,

. ||) normlu uzayinda bir dizi olsun.

Iim

n—0oQ

X, —x||:O

olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisine yakinsaknr denir ve x, — x ile gosterilir.

Tamm 2.5.4. Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam uzay

denir. (X ,

. ||) uzay1 tam ise bu uzaya Banach uzayt denir.

Tamm 2.5.5. X vektor uzay: iizerinde tanimli iki norm,

||1 ve ||||2 olsun. 4> 0,

B > 0 sabitleri i¢in

Al <o, < B,

esitsizligi X uzayindaki her x noktasi i¢in gecerli ise, ||1 ve || . ||2 normlarina esdeger normlar

denir.

Tanim 2.5.6. K cismi ilizerinde bir X vektor uzay: verildiginde, X x X uzayi tizerinde

taniml1 K degerli
(L) XxX =K

bir fonksiyonun her x,y € X ve a,b € C i¢in asagidaki 6zellikleri varsa, bu fonksiyona i¢
¢arpim denir.

(1) (x,x)ZO, (x,x): 0 x=0

(i1) (x, y) = ( v, x) (burada ¢, ¢ € C nin karmasik eslenigini belirtir)
(ii1) (ax + by, z) =a (x, z) +b (y, Z>

K = R halinde (x,y)=(y,x) oldugu hemen goriiliir.



12

Bir i¢ ¢arpim ile

1
ol = (. x)2

tamimlanan |.|: X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukga kolaydir. Normu

yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢carpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim uzayt denir.

Tamm 2.5.7. Normlu bir uzay olan bir i¢ carpim uzay1 bir Banach uzay1 ise bu uzaya
Hilbert uzayt denir. Baska bir ifadeyle, bir i¢ carpim uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayin

bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tanim 2.5.8. « :(al,...,an) negatif olmayan « lerin n-bilesenlisi ise & ya ¢oklu-

indis denir ve x°, |a|: E _,«, mertebeye sahip olan x"--x" tek terimlisi, yani
=

fen

x* =x"--x," ile tammlanir. Benzer gekilde 1< j <n i¢in D, = 8/ Ox, ise, 0 zaman

D* =D ...D™

(0,...0)

|a|. mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. DV"u =u olur.

Tanim 2.5.9. Eger G C R" ise R" de G nin kapanisi G ile belirtilir. GCQ ve G, R"

in kompakt (kapali ve smirli) altkiimesi ise G CC ) seklinde gosterilir. , G de tanimli bir

fonksiyon ise, u fonksiyonun destegi

suppu = {x eG:u(x)= O}
seklinde tanimlanir. suppu CC (2 ise u fonksiyonu Q da kompakt destege sahiptir denir.

Tanmm 2.5.10. QQ, R" de bir bolge olsun. Negatif olmayan her m tamsayisi igin Q
bolgesinde siirekli biitiin ¢ fonksiyonlar1 ve |a| <m mertebesine kadar biitin D“¢ kismi

tirevleri stirekli olan vektér wuzayr C” (Q) ile gosterilir.  C° (Q)EC (Q) ve

o0

C*(Q)= C"(Q) olur. C,(Q2) ve C;°(Q) alt uzaylari sirasiyla Q bdlgesinde kompakt

m=0

destekli olan C(£2) ve C™({2) uzaylarindaki biitiin bu fonksiyonlardan ibarettir.
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2.6. Lebesque Uzay1 L (Q)

Tamm 2.6.1. 2, R" de bir bolge ve p pozitif gergel sayilar olsun. 2 bolgesinde

tanimli biitiin 6/¢iilebilir u fonksiyonlar sinifina asagidaki kosul altinda
p
£2|u(x)| dx < o0

L,(§2) uzay1 denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p <oo olmak tizere bu uzay

» Vp
il o, ={ fo o e}

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.6.2. () bolgesinde dlgiilebilir bir # fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde

|u(x)| < K olacak sekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen sinirlidir denir.
Boyle K larin en biiyilik alt sinirina da |u| nin ) bolgesindeki esas (essential) supremumu

denir ve ess sup|u(x)| ile gosterilir. €2 bdlgesinde hemen hemen sinirh « fonksiyonlariyla
xeQ

tanimlanan uzaya L_(€2) uzay1 denir. L _(£2) uzay1
il = esssupluco)

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanimm 2.6.3. €2, R" de bir bolge ve 1< p<oo olmak lizere €2 bolgesinin her bir
kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen €2 bdlgesindeki biitiin Olgiilebilir

fonksiyonlar uzayma L _, (£2) uzayi denir.

p.loc

Tanim 2.6.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

(1) X, Y nin bir alt uzayi,

(i) Her x € X i¢cin X den Y ye Ix =x ile tanimlanan / birim operatorii siirekli ise,
X uzay1 Y uzayma gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir.

I birim operatorii dogrusal oldugundan (ii) kosulu
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[, <]

o XE€ X
olacak sekilde bir M > 0 sabitinin varligina denktir.

Tanim 2.6.5. vol(Q2) = lex ve 1< p<g<oo olsun. Eger u €L (§2) ise 0o zaman

ueL, () dir. Ve
Ju, < (vor()"”" " u],

olur. Bu nedenle

L(Q)— L, Q)

gomiilmesi gecerlidir.
Tanim 2.6.6. L,({2) uzay1

(u,v) = j;u(x)@dx
i¢c carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tamm 2.6.7. —oco<a<b<oo olsun. Hf()HX €L, (a,b) kosulunu saglayan (a,b)

den X e tanimlanmus Slgiilebilir f fonksiyonlar1 uzaymna L, (a,b;X ) uzayr denir. L, (a,b;X )

uzayi

ekl o<

L,(a.b;X)

|7

ess sup||f(t)| p =00
t€(a,b)

X’

normu ile bir Banach uzayidir.

Benzer sekilde a <c<d <b olmak luzere her bir ¢, d i¢in f €L, (c,d;X) ise, o

zaman f €L a,b; X ) yazilir ve p =1 icin f lokal integrallenebilirdir denir.

p.loc (
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Tamm 2.6.8. Her ¢ €[0,7] i¢in [0,7] den X e tanimlanmis ve m. mertebeden tiirevleri

stirekli olan u fonksiyonlari uzayma C” ([0, T ];X ) uzayit denir. C" ([O,T ];X ) uzay1

max sup HD u(t)H

0<|of<m , tefo,7]

”u”c”’([o,r];x) -

normu ile bir Banach uzayidir.

2.7. Sobolev Uzayr W™ (Q)

Tanim 2.7.1. u € L, (€2) olsun. Bir a ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C;* (Q) icin

o] .
j;govdx:(—l) j;luD pdx

(€2) fonksiyonuna u fonksiyonunun «. zayif tiirevi denir. v

1,loc

esitligi saglanirsa, ve L,

Joc

fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v= D"u
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D“u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak sekilde
yeterince diizgilin ise, o zaman D“u ayni zamanda u fonksiyonunun zayif kismi tiirevidir.

Elbette Dy klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanmim 2.7.2. 2, R" de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1< p <oo olmak

lizere,

W (Q)={ueL,@):DueL,),0<|a|<m}

seklinde tamimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. W™ (Q) uzay1

p
u” e H I<p<o
|| wmP L Q) ’ — p
0<‘a‘<m
[Z]| —_— = max H =0
|| w Q 0<‘a‘<m L, (Q)
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tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

wr (Q) uzayimnda C;° (Q) uzaymin kapanis1 W;"” (Q) ile gosterilir.
Asikar olarak W*” (Q)= L, () dir ve 1< p <oo olmak iizere C;°(Q2) uzayr L, ()
uzayinda yogun oldugundan W;"* (Q) = L,(2) dir. Herhangi bir m pozitif tamsaysi igin
W (9) = 7 () = 1, @)
gomiilmeleri gegerlidir.

Tamm 2.7.3. Eger p=2 ise W"*(Q)=H"(Q), W,"*(Q)=H; (Q) olur ve H" (1)

uzayinda norm

12
2
L, ()

e =[ 5 |

Og‘a‘gm
ile verilir.

Tamm 2.7.4. H" (Q) uzay

(”’V>H'”(sz): Z (Dau’Dav>

Og‘a‘gm

i¢c carpimu ile bir Hilbert uzayidir. Burada (u,v) = j;) u(x)@dx olup L,(2) uzaymdaki i¢

carpimdir.

Eger  bolgesi sinirl ise, biitiin u € H; (Q) igin

], o) = € (@)|Vu]

L,(Q)

olacak sekilde bir C(Q) sabiti vardir. Bu esitsizlik Poincare esitsizligi olarak bilinmektedir.

H, (Q) uzayl i¢in i¢ ¢arpim

(u,v)Hé(Q):j;Vqudx



17

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

o

5 12
Hy(Q) - (j;(Vu) dx)

olur.

Tammm 2.7.5. Eger ) bolgesi acik ve Lipschitz siirekli sinira sahipse, o zaman
asagidakiler gegerlidir:

(i) 1< p<n ise, p*=np/(n— p)olmak iizere her g €[p, p*] igin

W (@)= L, (Q),

(ii) p=n ise her g €[p,00) i¢in W' (Q)— L (1),

(iii) p>n ise a=(p—n)/p olmak iizere W’ (Q)— L_(Q)NC**(Q).

Ayrica ) bolgesi sinirlt ise, ii) ve iii) gdmmeleri kompakttir. i) gdmmesi g € [ )7 *)
icin kompakttir.

Eger W"” (Q) uzay1, W,” (Q) uzay1 ile degistirilirse, {2 bolgesi lizerinde herhangi bir

kisitlama yapmaksizin yukaridaki gémmeler gegerli olur.
2.8. Fourier Doniisiimii [10]

Fourier donilisimii analizin ¢esitli alanlarinda, kismi diferansiyel denklemlerin
uygulamalarinda ve olasilik teorisinde biiylik bir 6neme sahiptir. Fourier metodunu kullanarak
problem ¢ozmedeki (genellikle kismi veya adi diferansiyel denklem icin) genel fikir asagidaki
ii¢ adimdan ibarettir.

(i) Once orjinal problem Fourier doniisiimii kullamlarak daha basit bir probleme (adi
diferansiyel denkleme veya cebirsel denkleme) dontistiiriiliir,

(i1) Yeni denklem ¢oziiliir,

(ii1) Daha sonra ters Fourier doniisiimiinii kullanilarak orijinal problemin ¢éziimii elde
edilir.

u € L'(R) olsun. RxR— C tammlanan (&,x)— e "u(x) fonksiyonunu ele alalim.

Verilen £eR icin x — e ™u(x) fonksiyonunun mutlak degeri |u| oldugundan R iizerinde

integrallenebilirdir. Ayrica



18

o

i(E) = — 1 f e "y (x)dx

(27)?

integrali ile verilen # : R — C fonksiyonu iyi tanimlidir.

Tamm 2.8.1. # fonksiyonu u# fonksiyonunun Fourier doniigiimii olarak adlandirilir ve

F(u) yada Fu seklinde gosterilir.

Tanim 2.8.2. v € L'(R)icin

o0

v =— [en©de

(27)2

fonksiyonu v fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii olarak adlandirilir. Fourier ve ters
Fourier déniisiimlerinin tanimi u € L*(R) fonksiyonlarma asagidaki teoremler yardimiyla

genisletilebilir.

Teorem 2.8.1. (Plancherel Teoremi) u € L'(R)N L*(R) olsun. O zaman &, u € L’ (R)

ve
u I*(R) - ”ﬁ”ﬁ(m = ||u||L2(R)

olur.

Teorem 2.8.2. u,v € I’(R) olsun. O zaman

(1) f uvdx = f ivd¢, burada 7,z € C nin kompleks eslenigidir.

R R

(i1)) Her « c¢oklu indeksi igin (D“uSGLz(R) olacak sekilde (D“uS(S):(iS)“ﬁ(ﬁ’)

vardir.
1

(iii)) (u*v)=(2m)?uv, burada u*v, u ve v nin konvoliisyonudur (Konvoliisyon

teoremi)

(iv) u = (@)
|| . || » yerine || . || yazarsak H"(R) Sobolev uzay1
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2

2 2 a
[l o =l o = S [0

of<k
seklinde Fourier dontistimiiyle iliskilendirilebilir.

Plancherel teoremi ve Teorem 2.5.2 den

— 2
S|pul =3 |pu

‘(y‘gk ‘a‘gk

A de

=5 [lief”

lal<k &

= Jaera

A de

ZEZJ;ga

‘a‘gk

ﬁ@ﬁd&zji§jéﬂ

‘a‘gk

olur.
Zgza :1_’_52+§4_{_.._+§2k :Pk<§)
olsun
L R©
i (147
ve
RO
(1+&)"

oldugundan dyle c,, c, sabitleri vardirki ¢, >0, ¢, =1 iken
a(1+8) <R <e(1+&)

esitsizligi saglanir. Buradan P, (¢), (1+£2)k ya esittir. Bu esitlik kullanilarak H* igin

asagidaki gibi bir tanim elde edilir.

Teorem 2.8.3. H"*(R) Sobolev uzayi

H"(R)= {u € *(R)

(1+&)2a) e Lz(R)}
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seklinde tanimlanabilir burada £ € R ve 4, u nun Fourier doniisiimiidiir. Bu uzaydaki norm

1

2

()| dt

”u H*(R) -

[a+ey

seklindedir.

k >0 tamsayilar1 yerine tim s > 0 reel sayilar1 icin H°(R) Sobolev uzay1

H'(R) = {u € L’ (R)

(14 )20 e I? (R)} (2.13)

olarak tanimlanabilir. Béylece u € H*(R) olmasi ancak ve ancak u# nun Lebesque Olgiilebilir

Ve

1

i) dz)2 <0

il = [ (1+€2)

olmasi durumunda miimkiindiir.

s <s, 1¢In

H*(R)C H"(R)
siirekli gémiilmesi vardir ve H’(R)= L’(R) dir. (2.13) kullanilarak bu ispatlanabilir. s, < s,

N

ve 1+&*>1 birlikte kullamlarak (1+¢”)" <(1+&°)" oldugu goriiliir. Bu esitsizlik [ii(¢)[

ile carpilip R iizerinde integrallenirse

e <o

H*2
elde edilirr. Bu H™(R)— H"(R) gomilmesinin siirekli oldugu anlamma gelir. =
fonksiyonlarin diizgiinliik derecesi olmak tlizere H*(R) fonksiyonlar1 s artarken daha fazla

tiirevlenebilirdir. Diger taraftan " (R) Lebesque uzayi bu 6zelligi saglamaz. Ciinkii R sinirh

degildir.
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2.9. Sabit Nokta Teoremleri [6]

Bir X kiimesini kendi i¢ine doniistiiren bir f: X — X fonksiyonunu goéz oniine

alahm. Bir x € X noktast f(x )=x bagintisin1 saghyorsa f fonksiyonunun bir sabit

noktas1 adin1 alir.

X bir Banach uzay1 olsun. En basit sabit nokta teoremi asagidaki gibidir.
Teorem 2.9.1. ( Banach Sabit Nokta Teoremi )

4:X->X

lineer olmayan bir doniisiim olsun ve baz1 v <1 sabitleri i¢in

[4() = @] <A u—i] @aex)
oldugunu varsayalim. O zaman A tek bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.9.2. ( Schauder Sabit Nokta Teoremi )

K < X konveks ve kompakt ayrica

A:K > K

stirekli olsun. O zaman 4, K iginde bir sabit noktaya sahiptir.

2.10. Esitsizlikler

Tanim 2.10.1. Cauchy Esitsizligi

Eger ¢ >0, a,bc R' ise, 0 zaman

lab| < Z|af* + =}
2 2e

esitsizligi gecerlidir.
Tamim 2.10.2. Young Esitsizligi

1 1 )
Eger e >0, a,b€R', p>1 ve —+—=1 ise, 0 zaman
P g

|ab| el el
P q
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esitsizligi gecerlidir.

Tanim 2.10.3. Holder Esitsizligi
L (2 L (€2 >1 ! 1—1' L (92) ol
uel,(Q), veL (), p> Ve;-l-;— ise, 0 zaman uv € L, (2) olup

||uv||Ll(Q) < ||u||Lp(Q) ||v||Lq(Q)

esitsizligi gecerlidir. p =1 durumunda, g =00 ve ||v|| L) = €550 sup|v| alinz.

p =q =2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

AyricaueL (Q), p<q<r ve 1_ A—i— 1=A olmak tizere
q P r
e e

ara deger esitsizligi gecerlidir. Bunu gérmek icin a =\Ag ve (8 :(I—A)q almip Holder

esitsizligi uygulanarak z = p/Ag ve y=r/(1—-X)q igin

[l = [l < ([ ] ([

esitsizliginin gegerli oldugu goriiliir.

u

3y 1y
” dx)

Tanim 2.10.4. Minkowski Esitsizligi

u,velL, (Q) ve p >1 olmak lizere

Joe + v”Ll(Q) < ||u||Lp(Q) + ”V”me)
esitsizligi gecerlidir.

Tanim 2.10.5. Sobolev Esitsizligi

n>1 olmak iizere Q C R" agik olsun. n> p, p>1 ve ucW,” (Q) ise, 0 zaman

Wl o <Clod,
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olacak sekilde C =C (n, p) sabiti vardir.

p>n ve () sinirliise, 0 zaman u € C(ﬁ) ve

sup|u| < C|Q
Q

e | u”Lp(SZ)

olur.

Tanim 2.10.6. Nirenberg Esitsizligi [24]
Eger;, uel’, D"uel’ , 1<p,gq<oo ve herhangi bir 0<i<m igin,

1 [ i]l il
—=|l——|—4+——1se,
r m)p mgq

ifm im

HD’ﬂ

) < C||u|| HD’”u

p q

esitsizligi gecerlidir. Burada C, u dan bagimsiz bir sabittir.

Tanim 2.10.7. Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form) [6]
77() negatif olmayan, [O,T ] araliginda kesin stirekli bir fonksiyon olsun. gb(t) ve z/)(t)

negatif olmayan [0, T ] de toplanabilir fonksiyonlar olmak iizere,
0 (1)< o(e)n(6)+4(0) (2.14)

esitsizligini saglasin. Bu durumda tim 0 <¢ <7 ig¢in,

n (t) < ef‘) e (2.15)

n(0)+j;t¢(s)ds

esitsizligi saglanir.

Ispat. (2.14) ten hemen hemen her 0 <¢ < T igin,
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S e_\f;) ‘/’(")drw (S)

olur. Sonug olarak, her 0 <7 <T i¢in
[ o(r)dr o — [ o(r)ar
n(t)e j; Sn(O)—i—J;e f“ Q/J(S)dS

< 77(0)+j; ¢(s)ds
olur. Bu da (2.15) esitsizligini verir.

Tanim 2.10.8. Gronwall Esitsizligi (integral Form) [6]

13 (t) hemen hemen her ¢ i¢in, negatif olmayan, [O,T ] araliginda toplanabilir bir

fonksiyon ve C;, C, > 0 sabitler olmak iizere

g(z)g(:lf(:g(s)czs+c2 (2.16)
ise hemen hemen her 0 <7 <T i¢in,
(1)< G, (14 Cre™) (2.17)

esitsizligi saglanir.
Ispat. (1) = f tf (s)ds olsun. Bu durumda [0,7] de hemen hemen her yerde
0

n' < Cm+ C, olur. Gronwall esitsizliginin diferansiyel formuna gore,

n(t) <e™ <77 (0)+ Czt) = C,te"
yazilabilir. Bu durumda,
S(t) < C177<t) +C, <C, (1+ Clteqt)

elde edilir.
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Tanm 2.10.9. integraller icin Minkowski Esitsizligi [33]
Eger I<p<oo veucl (I,L” (R)) ise burada / C[0,00) dir. Bu durumda

Jur)ar < [ uot)

dt
P
esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2.10.10. Kismi integral Alma Formiilleri

QCR" (0Q€eC' smirmna sahip) bolgesinde tammli A(x)= (Al (x),.... 4, (x)) vektorii
i=1.,n  olmak izere 4 (x)eC(QJNC'(Q)  bilesenleri ile  verilsin.

divA(x) = %—k...%— gA” fonksiyonu Q ( R"uzayinda sinirli bolge) bolgesinde siirekli veya
X, X

n

2 bolgesinde integrallenebilir ise,

QdivA()c)abc = A(x)n(x)dS

o0

olup burada n(x) Q) bolgesine gore disa yonlendirilmis OS2 siirt i¢in birim normal vektor
olup bu formiil Ostrogradskii formiilii olarak bilinmektedir.

u(x)eC*(QNC'(Q), v(x)eC'(Q) ve Au=div(Vu)fonksiyonu € bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAwu =v-div(Vu)=div(vWu)—VuVv, VuVv= u v, +..tu v,

oldugundan Ostrogradskii formiiliine gore

LvAudx:LQv%dS—LVqudx

olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmektedir.
o

elde edilir. Burada Vu- n|852 =
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3. BOLUM

IKINCi MERTEBEDEN HiPERBOLIK DENKLEMLER

Bu boliimde uygun bir sekilde tanimlanmis zayif ¢oziimleri, bu ¢éziimlerin tekligini ve

diger bazi 6zelliklerini inceleyecegiz [6].
3.1. Tammmlar

3.1.1. Hiperbolik Denklemler
U C R" agik sinirli bir bélge, 7> 0 olmak iizere U, =U x(O,T] olsun.

u,+Lu=f (x,t)EUT
u=0 (x,1)€dUx[0,T] (3.1)
u=g,u =h (x,t)GUX{t:O}

seklindeki bagslangig-sinir  deger problemi {izerinde duracagiz. Burada f:U, — R,
g,h:U — R verilmis fonksiyonlar ve u:u(x,t) u:U, — R de tammlanan bilinmeyen

fonksiyondur. L sembolii, her bir # zamani i¢in ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel

operator olmak iizere, bu operatériin a”,b',c (i, j=1.., n) katsayilari i¢in diverjans formu

n

Lu:—Z(a xt ) —|—Zb’ xt . te xt) (3.2)

i,j=1

diverjans olmayan formu

Za” x,t)u Uy, —|—Zb’ x,t)u . te (x,t)u (3.3)

i,j=1

seklindedir.
Tamm 3.1.1. Eger tiim (x,t) eU,, £€R” igin

S (x1)g€, 2 0lef (3.4)

i,j=1
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2
olacak sekilde bir #>0 sabiti var ise %%—L kismi diferansiyel operatoriine (diizgiin)

hiperboliktir denir.
Eger, a’ =6, b =c=f=0 ise, bu durumda L=—-A olur ve KDD dalga

U’

denklemine dontisiir.

3.1.2. Zayif Coziimler
L nin (3.2) diverjans formuna sahip oldugunu kabul edelim ve (3.1) probleminin zayif

¢Oziimii i¢cin uygun bir notasyon bulalim. Bunun i¢in

a’\b',ceC'(U;) (i,j=1,...n) (3.5)
fer(u;) (3.6)
geH,(U), heL’(U) (3.7)

ve a’ =a” (i,j=1,..,n) olsun.

u,ve H é (U ) ve 0 <t <T icin zamana bagl bilineer form

u vt a’ (. . T b’ u v+c t)uvdx (3.8)
=/ > 1)

i,j=1

seklindedir.

3.1.2.1. Zayif Coziimlerin Tanimlarina Giris

u=u(x,t) nin (3.1) in diizgiin ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. x €U, 0 <t <T ve
u:[0,7]— H,(U) olmak iizere [u(r)|(x)=u(x,r) seklindeki doniisimii tanimlayalim.
Benzer sekilde x€U, 0<t<T ve f:[0,7]—I'(U) olmak iizere [f(1)](x)=f(x.7)
fonksiyonunu tanimlayalim.

Simdi ve€ H)(U) herhangi bir fonksiyon olsun, u,+Lu= f kismi diferansiyel

denklemini v ile ¢arpar ve kismi integral alirsak, 0 <7 <T igin

(u”,v) +B[u,v;t] = (f,v) (3.9)
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esitligini elde ederiz. Burada ( , ) , I (U ) deki i¢ carpimu gosterir.

u, +Lu=f kismi diferansiyel denkleminden g’ = f —Zbiux, —cu  ve
i=1
g/ = Za’juxi (j = 1,...,n) igin
i=l1

u,=g"+y gl
=1

olur ki bu da hemen hemen her 0<¢<T igin u'eHn 71(U ) olacak sekilde bir u zayif
¢Oziimii aramamiz gerektigini ve (3.9) un ilk terimini <u”,v> seklinde yeniden

yorumlamamiz gerektigini gosterir. < , > , H™' (U ) ile H, (U ) arasindaki ikilidir.

Tamm 3.1.2.1. Bir uel’(0,T;H,(U)) fonksiyonu, u'er*(0,7:L'(U)),
u”er’(0,7;H' (U)) olmak iizere

(i) Her veH,(U) ve hemen hemen her O0<¢/<T zamam i¢in
<u”,v> +BJu,v;t] = (f,v)

(i) u(0)=g, u'(0)=h

kosullarim1 sagliyorsa (3.1) hiperbolik baslangi¢-sinir deger probleminin bir zayif ¢oziimi

olarak adlandirilir.
3.2. Zayif Coziimlerin Varhg

3.2.1. Galerkin Yaklasimlari

u,+Lu=f (x,0)€ U,
u=0 (x,1)€dUx[0,T] (3.10)
u=g,u =h (x,t)e Ux{tzo}

hiperbolik baslangi¢-sinir deger probleminin zayif ¢oziimiinii 6nce sonlu boyutlu yaklagimi

kurup daha sonra limite gecerek olusturacagiz.
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{w.}._, » Hy(U) nin ortogonal bazi (3.11)
ve

{wk }:il , I (U ) nin ortonormal bazi (3.12)

olacak sekilde w, =w, (x) (k=1...) diizgiin fonksiyonlari segerek Galerkin metodunu

kullanacagiz.

Bir pozitif m sabit tamsayisi alarak
u, (6)=>_d\(1)w, (3.13)
k=1

yazalim. Burada 0<7<T olmak iizere d) (¢) (k =1,...,m)Kkatsayilari

di(0)=(g,w,) (k=1...m) (3.14)
dt'(0)=(hw,) (k=1..,m) (3.15)

Ve
(wyw, )+ Bu,wit]=(Fw,) (0<e<T, k=1,...m) (3.16)

denklemini saglar.

Teorem 3.2.1.1. (Yaklasik Coziimlerin Olusturulmasi)
Her m=1,2,... i¢in (3.13) formunda (3.14)-(3.16) y1 saglayan bir tek u  fonksiyonu
vardir.

Ispat. u, (3.13) teki gibi verilsin (3.12) yi kullanirsak

() (1), w, ) =" (2) (3.17)

olur. ¢ (t):B[w,,wk;t] (k,lzl,...,m) i¢cin
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dir. Ayrica, fk (t) = (f (t), wk) (k =1, ,m) yazabiliriz. Sonug olarak (3.16)

d,’;”(r)+zmje"’(t)d; (6)=f*(t) (0<t<T,k=1,.,m) (3.18)

seklindeki lineer adi diferansiyel denklem sistemine doniisiir. Bununla birlikte (3.14) ve (3.15)
baslangi¢ kosullarin1 saglar. Adi diferansiyel denklemlerdeki standart teoriye gore de
0<t<T i¢in (3.18) denkleminin ¢6ziimii olan, (3.14) ve (3.15) kosullarin1 saglayan bir tek

d, ()= (d; (£),end (t)) fonksiyonu vardr.

3.2.2. Enerji Kestirimleri

Bu kisimda, m — o durumunu ele alacagiz, bunun i¢in m de diizgiin olan bazi

kestirimlere ihtiyacimiz olacaktir.
Teorem 3.2.2.1. (Enerji Kestirimleri)

m=12,... i¢in

u, (1)

+

u,, (1)

max [Hum (t) L2<U)]+‘

0<t<T

() Plorav) <C||f o el Al | G19)

olacak sekilde sadece U, T ve L nin katsayilarina bagl bir C sabiti vardir.

ispat. 1. Adun: Hemen hemen her 0<¢<T igin (3.16) esitligini d* (¢) ile carpar

k=1,...,m i¢in toplar ve (3.13) i kullanirsak

(uy,uy, )+ Blu,,u)st = (f,u),) (3.20)
denklemini elde ederiz. (u,/n/,u,/n) = i[l‘ u,/n 22 ] oldugunu dikkate alirsak
dt\2 ()

n n
., Z ij / Z i / /
B[um’um’t} - j; a um,x,-um,xj dx+ j;/ — b um,x,-um +cumumdx
i=

i,j=1
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=hE 3.21)
olur. 4’ = a” (i,jzl,...,n) oldugundan A[u,v;t] = L/;Zn:ay”xivx,dx (u,veH; (U)) simetrik
i,j=1 ‘
bilineer formu i¢in
d|1 [
1 :E[EA[um,um;t]]_EfU[’jZ_Iatjum°xiumjx/dx (3.22)
olur. (3.22) den
d(1 _ 5
Bz EA[u'"’um”] —Cllu, e (3.23)
olur. Ayrica
Bl<c 2 . 3.24
| 2|— um H(l)(U) + U.m H(IJ(U) ( . )

yazilabilir. Diizgiin hiperboliklik kosulundan gelen
2 . 1
9L|Du| dx < A[u,u,t] (u €H, (U)) (3.25)

esitsizligi kullanilir ve (3.20)-(3.24) teki kestirimler birlestirilirse

d /112 . 17 2 2
i, A<l e +EE
2 2
S C[ u:n LZ(U) + A[un1’urn;t]+||f LZ(U)] (3'26)
elde edilir.
2. Adim: Simdi
2
n(t)=|u’, (¢) s +Afu, (1),u,,(¢)] (3.27)

veE

(3.28)
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alir ve bunlar1 (3.25) teki esitsizlikte kullanirsak 0 <7 <7 ve uygun C, ve C, sabitleri i¢in
n' (1)< Cn(t)+CE(r)
elde ederiz. Gronwall esitsizligi kullanilirsa

n(t)<e™ [n(o)+c2j:5(s)ds] (0<t<T) (3.29)

kestirimi elde edilir.

Bununla beraber (3.14), (3.15) ve |u, (0>HH5 o < le

HA) kestiriminden

+u, (0).u, (0):)< ([l +e

2
o)
dir. Boylece (3.27)-(3.29) dan

2 2

!/
u, (t) LZ(O,T;LZ(U))]

+u, (0.0, (st < el + 1L, + I

()

sinir1 elde edilir. 0 <¢ <T keyfi oldugundan bu kestirim ve (3.26) dan

2

LZ(U)] = C[”g

2

/
2(0,1:2(U))

+]lu,, (7)

iy Az +IE

2
% (i

max
0<t<T

olur.

3. Adim: Herhangi bir vGHé(U) i¢in ||v||H1(U)§1 alip VIESpan{Wk}Zl:l ve

(vz, wk> =0 (k = 1,...,m) olacak sekilde v =1v' +1* yazalim. Ayrica Hvl v) <1 dir. O halde

Hy(

(3.13) ve (3.16) dan
<u” v> = (uz,v) = (u,/n/,vl) = (f,vl)—B[um,vl;t]

m?o

dir. Boylece,

1
v 1
Hy(U

) <1 oldugu g6z 6niine alinirsa
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o)<

}(U) + ||um||H(l)(U))

elde edilir. Sonug olarak

n

m

2
Hy(U)

2 T
H’I(U)dt = Cj:) (
<C(lelr

T
[ o
0

)dt

m

J+ ||h

*U +||f

2(0.7; LZ(U))j

Ho

olur.

3.2.3. Varlk ve Teklik

Simdi Galerkin yaklasimlarinda limite gegecegiz.

Teorem 3.2.3.1. (Zayif Coziimiin Varlig)

(3.1) in bir zayif ¢oziimii vardir.

Ispat. 1. Adim: (3.19) daki enerji kestirimine gore {um };0:1 dizisi L’ (0, T;H, (U)) de,

{u,}” dizisi 2*(0.7: (U)) de ve {uy}”

m=1

dizisi de I* (O, T;H'(U )) de smirhdir.

Sonug olarak bir {um[ }: c{u,}”

m=I

alt dizisi vardir ve uelrl’ <O,T;Hé (U)) ,
w'er (0,1;0(U)), u el (0,1;H7 (U)) dir. Oyle ki
(0 T;H, ( )) de u, —u yazayif yakinsar

(0 T, (U ) um[ —u’ ne zayif yakinsar (3.30)
r (O, T;H™ (U)) de u,/n/l —u” ne zayif yakinsar

2. Adim: Bir N tamsayisi belirleyelim ve {dk }:]:1 diizgiin fonksiyon olmak tizere

v(t)=>_d"(t)w, (3.31)

formunda bir v € C' ([0, T];H, (U)) fonksiyonu segelim. m >N seger (3.16) y1 d“ () ile

carpar k =1,..., N i¢in toplar ve daha sonra ¢ ye gore integral alirsak
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[l )+ Bl vidae = [ (£v)ar (332)

elde edilir. m =m, alip (3.30) dikkate alinirsa limit durumunda

j;r<u",v>+B[u,V;t]dt _ fOT(f,v)dz (333)

bulunur.

Bu esitlik tim v € I (O,T H, (U )) fonksiyonlar1 i¢in saglanir. Zira (3.31) formundaki

fonksiyonlar bu uzayda yogundurlar. (3.33) ten her ve€ H;(U) ve hemen hemen her

0<t<T i¢in
<u”, v> + B[u,v;t]= (f,v)

olur. Ayrica u € C([O,T];L2 (U)) veu e C([O,T];]—F1 (U)) dir.

3. Adim: Simdi
u(0)=g (3.34)
u'(0)=h (3.35)
kosullarmi saglatmaliyiz. Bunun igin herhangi bir ve&C? ([O,T ];Hé (U )) fonksiyonunu

v(T)=V'(T)=0 olacak sekilde secelim. (3.33) e iki defa ¢ ye gore kismi integrasyon
uygularsak

[ (V) + Blu,vie]dr = [ (£.v)d—((0).'(0)+ (0 (0).v(0)  (3.36)
buluruz. Benzer sekilde (3.32) den
I T(V",um )+ Blu,.vidldt = | “(£.v) dt—(u,, (0),v'(0))+ (u;, (0), v(0))

sonucu ¢ikar. m = m, yazar, (3.14), (3.15) ve (3.30) dikkate alinirsa
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T n . [T /
j; (V" u)+ B[, vit]de = j; (F,v)dt —(2.V'(0)) + (1, v(0)) (3.37)
elde edilir.
v(0), V/(O) keyfi oldugundan, (3.36) ve (3.37) dzdesliklerini karsilastirirsak, (3.34)
ve (3.35) esitliklerini elde ederiz. Bu nedenle u (3.1) in bir zayif ¢oziimiidiir.

Not: Teorem 3.2.2.1 deki enerji kestirimleri dikkate alinirsa u e L™ (0, T ;Hé (U )),

u'er=(0,1;0(U)), w’ e’ (0,7;H' (U)) oldugu goriilir.

Teorem 3.2.3.2. (Zayif Coziimiin Tekligi)
(3.1) in zay1f ¢oziimii tektir.
Not: Zayif ¢oziimiin taniminda eger u/(t) nin v nin yerine gecebilecek kadar diizgiin

oldugunu bilseydik asagidaki islem ¢ok kolaylasacakti. Ama dyle degil.

Ispat. 1. Adim: f = g = h =0 olmak iizere sadece (3.1) in zayif ¢dziimiiniin
u=0 (3.38)

oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunu saglamak i¢in, 0 <s <7 aralifinda

V()= fsu(r)dT, 0<t<s
0, s<t<T

olarak alalim. O zaman her 0<¢<T igin V()€ H}(U) olup bu yiizden
fos <u”, V> + B[u,v;t|di =0

dir. u’(0)=v(s)=0 oldugundan yukaridaki esitligin birinci teriminin kismi integrali almirsa
ﬁs—(u/,V')JrB[u,V;t]dt:O (3.39)

elde edilir. Simdi v =—u (0 <t< s) alinirsa



j:<u',u>—B[V’,V;t}dt: 0

olur. Bundan dolay1

S & 3l S #vvi

olur. Burada u,v € Hy(U) igin

dt = —J;SC[u,V;t]JrD[V,V;t]dt

n . 1
Clu,v;t]= fU;b v, u +Ebi,x,”"dx
ve

uvt auv+ buv+cuvdx
fZ,z Z

dir. Buradan da
1 1 s
Euu@)\\;(m +5BV(0).v(0):1] = - | cluvit]+ D[V, vstldi

ve sonug olarak

36

[, HV O, <[ e+l e+ O, | G40
bulunur.
2. Adim: Simdi
= [(u(r)ar (0<e<1)
yazarsak (3.40) m sonucu olarak
)+ (0, < €S IO, s e, | @D
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2 2 2

dt

2(v)

elde edilir. |w (t)— w (s)

< 2Hw(t)

Hy(U) —

—|—2HW (s)

ve Hw(s)

<fs
) —Jo

u(t)

Hy(U) Hy(U)

esitsizlikleri dikkate alinirsa (3.41) den

2

w Hy(U)

Jus)

+(1-25C,)|w (s)

2 )
1 S le
Hy(U) 0

+ ”u”]zf(U) dt

2
()

elde edilir. 7] i

1-21C > L
2

olacak sekilde yeterince kiigilik segelim. Eger, 0 <s <T ise

2 s
1 SCf Pt
Hy(U) 0

u Hy(U)

Ju(s)

iZ(U) T HW(S) iz(u) +w

elde edilir.

Sonu¢ olarak, Gronwall esitsizliginin integral formundan [O,Tl] tizerinde u=0

bulunur.

3. Adim: Ayni arglimanlar [TI,ZTl], [2]"1,3]"1] ,... vb araliklara uygulanirsa sonunda
(3.38) elde edilir.

3.3. Damping Terimli Lineer Olmayan Dalga Denkleminin Bir Simfi i¢in Varhk
ve Teklik Problemi

3.3.1. Giris

Bu kisimda
u, —2bu_, +ou = f(u,),, x€(0,1), >0 (3.42)
dalga denklemi asagidaki baslangi¢ ve sinir kosullartyla

u(0,0)=u(L,1)=0, u_(0,t)=u_(L1)=0, t>0 (3.43)

u(x,0)=p(x), u,(x,0)=1(x), x€[0,] (3.44)
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veya asagidaki baslangi¢ ve sinir kosullariyla

u (0,t)=u (L,t)=0, u, (0,t)=u_ (1,1)=0, t>0 (3.45)

u(x,O)ch(x), u, (x,O):w(x), xE[O,l] (3.46)

ele alacaktir [4]. Burada o >0, b >0 sabit sayilar, u(x,t) bilinmeyen fonksiyondur. Alt
indisler x ve ¢ sirasiyla x ve ¢ ye gore kismi tiirevleri gostermektedir, f(s) verilen lineer
olmayan fonksiyon ve go(x), ¢(x) verilen [O,l] araliginda tanimli baglangic deger

fonksiyonlaridir.

e (1< p<w) ve ||

Bu kisim boyunca, su gosterimleri kullanacagiz: || . e (M

2

dogal sayidir) normlari sirastyla L*[0,1], L”[0,1] ve H"[0,1] normlu uzaylari gdstermektedir.

3.3.2. Global Coziimiin Varhk ve Tekligi
Bu kisimda (3.42)-(3.44) ve (3.42), (3.45), (3.46) problemlerinin global ¢éziimlerinin
varlik ve tekligi Galerkin metodu ve kompaktlik teoremi ile ispatlanacaktir. Ik &nce (3.42)-

(3.44) baslangi¢-sinir deger problemini ele alalim.

3.3.2.1. (3.42)-(3.44) Probleminin Global Genellestirilmis Coziimiiniin Varlik ve
Tekligi

{v.(x)}.

y(0)=y(1)=0 (3.47)

0zdeger probleminde A i(i :1,2,...) ozdegerlerine tekabiil eden dzfonksiyonlarmnin L [O,l]
/

deki ortonormal bazi olsun. Burada = di dir.
X

uy (x,1) = ﬁ:m (1) (x) (3.48)
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(3.42)-(3.44) probleminin Galerkin yaklasitk ¢Oziimii olsun. Burada -, (t) belirsiz

fonksiyonlar ve N bir dogal sayidir. ¢ (x) ve ¥ (x) baslangi¢ deger fonksiyonlarinin

p(x)= iuiy,» (x), ¥(x)= iviyi (x) (3.49)

olarak gosterilebilecegini kabul edelim. Burada 4, ve v, (i=1,2,...) sabit sayilardir. u,, (x,t)
yaklasik ¢oziimiinii (3.42) denkleminde yerine koyup denklemin her iki tarafini y, (x) ile

carptiktan sonra (0,1) aralig1 tizerinde integral alirsak

(uN” —2bu,, —I—C)zuNxm,yS) = (f(uNx)x,ys) , s=12,....N (3.50)

elde ederiz. Burada (.,.) ile L*[0,1] deki i¢ ¢arpimi gdsteriyoruz.

u, (x, t) yaklasik ¢oziimiiniin ve

P (x) = élu’iyi <x> > Yy <x) = éyiyi (x>

baslangi¢ deger fonksiyonlarinin (3.44) baslangi¢ kosullarinda yazilmasiyla

Y (0) =1, ¥ (0)=v,, s=12,..,N (3.51)

elde edilir. Burada 7, (1) = %7 v (2) dir.

(3.42)-(3.44) probleminin global genellestirilmis ¢6ziimiiniin varligini ispatlamak igin

uy (x,) yaklasik ¢dziimii igin bir ok kestirim elde edilecektir.

Lemma 3.3.2.1. Kabul edelim ki pc H’ [0,1] ve el [0,1] (3.43) deki smir
kosullarini saglasm, f ¢ C' (R) ve f '(s) alttan smurl yani Oyle bir C, sabiti vardir ki
herhangi bir s € R i¢in f’ (s) > C, dir. O halde herhangi N i¢in (3.50) ve (3.51) baslangic
deger problemi ~, €C’ [O,T ] (s=l,2,...,N ) global klasik ¢o6ziimiine sahiptir. Ayrica,
asagidaki kestirim saglanir;

HuN (.,t)

ot GO <C(T). refo.T] (3.52)
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burada C,(T) ve C,(T) (i = 2,3,...) sadece T ye bagl sabitlerdir.

Ispat. f,(s)= f(s)—kos— f(0), k, = min{C,,0} (<0) olsun. O zaman

£, =0, £,/ (s)=f"(s)—k, >0

ve f,(s) monoton artan fonksiyondur. Boylece

= |, furxr =0
olur. Agikca (3.42) denklemi
u,—2bu_,+ou_ —ku_ = f, (ux )X (3.53)
denklemine denktir. (3.50) sistemi
(s = by, + 0ty =kt 3, ) = (£ ()5, ) > s=12,..N (3.54)

sistemine denktir.

(3.54) in her iki tarafin1 27, (t) ile carpiktan sonra s =1,2,..., N igin toplar, her iki

tarafa 2(u,,2u,, ) ekler ve x e gdre kismi integral alirsak

(x,1))dx| + 4b |

Uy, (.,t

d
il G o (o

2

(3.55)

< H”N ( ”Nz H”Nm -’

elde ederiz. (3.55) in [0, 7] tizerinde integrali alinirsa

2
uy,, ( .,7')” dr

+2fF (x,1)) dx+4bf\

HuN (.,t) ’ Uy, (.,t uNDr 1

<ol

bulunur. Gronwall esitsizliginden

o) +2

by, (o 4 o (I 4B+l + oo 2] F (o ()
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uNt

<G [||¢||;+||¢||2+z ['F(e. (x))dx], (e[0.1] (3.56)

elde edilir. (3.56) dan (3.52) elde edilir.
Larey-Schauder sabit nokta teoremi uygulanirsa (3.50) ve (3.51) baslangic deger
probleminin bir v, € C’ [0, T] , (S =12,.., N) ¢Ozimii bulunur.

Lemma 3.3.2.2. Kabul edelim ki Lemma 3.3.2.1 deki kosullar saglansin. Eger
fec? (R) , o€ H* [O,l] ve Yy e H’ [0,1] ise, 0 zaman (3.42)-(3.44) {in yaklasik ¢6ziimii i¢in

e+l ()

s ),

Ao J(T), 0<t<T (3.57)

kestirimi gecerlidir.

ispat. (3.50) nin her iki tarafini 2/\37%, (t) ile carpip, s =1,2,..., N kadar toplar, x e

gore kismi integral alir, (3.52) yi ve H’ [O,l] in C' [0,1] uzayima gomiildiigiinii g6z oniinde

bulundurursak
d
E(‘uNXZf( )+4b‘ Nxt )2
= 2]: f(”Nx)x”dex
(Hf” Nx Nxv +Hf Nv )+b‘ Nxt ) ?
O’u,, .
bulunur. Burada u , = Ty dir. Boylece
d 2
5(‘%2,( ) +afu,. )< oA (Hum ‘) ) (3.58)

bulunur. Gagliardo-Nirenberg interpolasyon teoremi, (3.52) ve Cauchy esitsizliginden

2

<G

,
O e G2

<Gy

e, (1) j

Z'tNxx (" s
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‘2

<G o

()|

HuNxxx "

sonuclarina ulasiriz. Yukaridaki bu iki esitsizligi (3.58) de yazarsak

d
_(‘u
dt

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin integralini alirsak ve Gronwall esitsizligini

‘2

‘ )< Cio )+H”Nx4 (-2)

Nx%t (

kullanirsak

e

O < (0)(le e 1), €fo.7] (3.59)

2
HuNxzt (.,t)

*

elde ederiz. Benzer sekilde, (3.50) nin her iki tarafim v, (¢) ile ¢arpip s=1,2,...,N igin

toplar, Cauchy esitsizligini ve (3.59) da Sobolev gdmme teoremini kullanirsak

<C,(T),0<t<T (3.60)

buluruz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.2.1. (3.43) deki smir kosullar1 saglanacak sekilde o< H* [0,1] ve
Y€ H?[0,1] alahm. f € C?(R) ve f'(s) alttan sinirli olsun yani dyle bir C, sabiti vardir ki

herhangi bir s€R i¢cin f '(S)ZCO dir. O halde (3.42)-(3.44) probleminin tek global

genellestirilmis ¢ozimii
ueC([0,7];1*[0,1])nC" ([0.7]: H*[0,1])n C* ([0.T]; * [0.1]) (3.61)

olup burada u(x,t) genellestirilmis anlamda (3.43) deki sinir kosullarim1 ve klasik anlamda

(3.44) teki baslangic kosullarini saglar.
Ispat. (3.57) den

uy € C([0.7]:1*[0,1]) . uy, € C([0,T];H[0.1]), uy, € C([0.T]:L*[0,1])

oldugunu biliyoruz. Sobolev gdmme teoremini kullanirsak
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u,, €C([0,T]x[0,1]), 0<s<3

u,, €C([0,7]x[0,1]), 0< s <1

Nx’t

elde ederiz. Bu iki bagmtidan ve Ascoli-Arzela teoreminden burada bir u(x, ) fonksiyonu ve
yine fu, (x.0)} ile gosterilen, bir [, (y,/)} alt dizisi vardir ki N— oo iken {y, (x./)}
dizisi [0,T]x[0,1] iizerinde u(x,z) ye diizgiin yakinsar. Buna karsilik gelen {u,, (x,7)} alt
diziside [0,7]x[0,1] iizerinde u, (x,f) e diizgiin yakinsar. Kompaktlik teoreminden
{u ()} (0<s<4), {u,, (x.0)} (0<s5<2) ve {uy, (x.2)} alt dizileri 27 ([0,7]x[0,1]) de
sirastyla u, (x,¢) (0<s<4), u, (x,t) (0<5<2) ve u,(x,t) dizilerine zayif yakinsaktirlar.
Buradan u(x,7), (3.61) i saglar.

Ayrica, u(x,t) genel anlamda (3.43) siir deger sartlarint ve klasik anlamda (3.44)

baslangi¢ deger sartlarin1 sagladigindan u(x,t), (3.42)-(3.44) probleminin genel ¢oziimiidiir.

(3.42)-(3.44) probleminin ¢oziimiiniin tekligini ispatlamak kolaydir. Bu teoremin ispatini

tamamlar.
3.3.2.2. (3.42)-(3.44) Probleminin Global Klasik Coziimiiniin Varlik ve Tekligi

Lemma 3.3.2.3. Kabul edelim ki Lemma 3.3.2.2 deki kosullar saglansin. Eger
peH'[0,1], veH’[0,]] ve feC’(R) ise o zaman (3.42)-(3.44) probleminin yaklasik

¢Oziimii u, (x,7) asagidaki kestirimini saglar.

[ <Cy(T). tel0T]  (3.62)

23 + HuNm ("t)

s+l (1)

e (1)

HuN (.,t)

Ispat. (3.50) nin her iki tarafim —2X’v,,, (¢) ile ¢arpip s =1,2,..,N igin toplar, x e
gore kismi integral alir, Holder ve Cauchy esitsizliklerini kullanirsak

i(‘
dt

‘2

‘2 +ozHuNx7 (..1)

\2)+ 4l (1)

- (f (uNX >x ’uNx10t>

Uy, (.,t)

: +b Hlxlef,[ (" t)

‘2

< ()] (),
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< Cps () (.,t)r +0| \2

uNx(‘t <’t>

‘2 +bHuNx6t (1) ‘2 +C, (T)

=G (T)H”Nﬂ ()

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin integralini alir ve Gronwall esitsizligini

kullanirsak

[ <G (el +lue +1). e €[o.T] (3.63)

[ (1)

HuNx7 (.,t)

elde ederiz. (3.50) nin her iki tarafim —2X\’y,, (¢) ile ¢arpip s=1,2,...,N i¢in toplar, x e

gore kismi integral alir ve Cauchy esitsizligini kullanirsak

‘uNx3tt ("t> ‘2 = (2buNxxt —au, .. + f(”Nx)x’zuNxs”)

< ol ) i (00 ) i, 0 59
buluruz. (3.63) i kullanarak ve (3.64) ten
[ty O < Coo (7). £ €[0.7] (3.65)

buluruz. (3.50) nin ¢ ye gore tiirevini alip her iki tarafimi —2\ .. (t) ile carpar ve

s=12,...,N icin toplarsak, benzer sekilde

elde ederiz. (3.52), (3.57), (3.63), (3.65) ve (3.66) kestirimlerinden (3.62) kestirimi elde edilir.

F<c, (7). tfo.T] (3.66)

u, s (.,t)

Boylece ispat tamamlanmis olur.
Lemma 3.3.2.3 i kullanir ve Teorem 3.3.2.1 in ispatindaki ayni islemleri uygularsak

asagidaki teoremi elde ederiz.
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Teorem 3.3.2.2. (3.43) sinir kosullarini saglayacak sekilde ¢ € H’ [0,1] , YEH’ [0,1]
alalm ve f€C’ (R)Ve f! (s) alttan sinirli olsun yani herhangi bir s € R i¢in f /<S) >C,

olacak sekilde bir C; sabiti vardir. O halde (3.42)-(3.44) probleminin tek global klasik

¢Ozimu

ueC([0,7];c*[0.1])nC'([0,7];C?[0.1])nC? ([0.T]:C[0,1]) (3.67)

olur.

3.3.2.3. (3.42), (3.45), (3.46) Probleminin Global Coziimiiniin Varlik ve Tekligi

Bu kisimda, (3.42), (3.45), (3.46) baslangi¢-sinir deger problemini Galerkin metodu ve

tamlik teoremi yoluyla ele aldik.

{yi (x)}, I [0,1] de A, (i: 1, 2,...) 0zdegerlerine karsilik gelen

V' +Ay=0, x€(0,1)

y(0)=»(1)=0 (3.68)
0zdeger probleminin 6zfonksiyonlarindan olusan ortonormal baz olsun.

Kisim 3.3.2.1 ve 3.3.2.2 deki yontemle asagidaki teoremleri ispatlayabiliriz.

Teorem 3.3.2.3. (3.45) siur kosullar1 saglanacak sekilde ¢ € H*[0,1], € H”[0,]]
alalim ve f € C?(R) ve f'(s) alttan simirli olsun yani dyle bir C, sabiti vardir ki herhangi

bir s€R i¢in f'(s)>C, dir. Bu durumda (3.42), (3.45), (3.46) probleminin tek global

genellestirilmis ¢oziimii
ueC([0,7];H*[0,1])nC ([0, 7]; 2 [0,1])nC* ([0.7]; 22 [0,1])  (3.69)

dir. Burada u(x,t) genellestirilmis anlamda (3.45) deki sinir kosullarin1 ve klasik anlamda

(3.44) teki baslangi¢ deger kosullarini saglar.
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Teorem 3.3.2.4. (3.45) smir kosullar1 saglanacak sekilde ¢ € H’ [0,1] , veH’ [0,1]
olsun, f €C’ (R) ve f ’(s) alttan smnurli olsun yani 6yle bir C, sabiti vardir ki herhangi bir

SER icin f '(s)zCo dir. O halde (3.42), (3.45), (3.46) probleminin tek global klasik

¢Ozumu
ue C([0,7];c*0,1])nC' ([0,7]:C?[0.1])nC* ([0.T];C[0,1]) (3.70)

dir.
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4. BOLUM

DORDUNCU MERTEBEDEN DiSPERSIVE VE DiSSIPATIVE TERIMLI BiR
DALGA DENKLEMININ ASIMPTOTIiK DAVRANISI

4.1. Giris

Yadong [38] de

u, —Au—Au, —Au, = f(u), xe, t>0 (4.1)
u(x,0)=u,(x),u (x,0)=u,(x), xeQ 4.2)
ul,,=0,t>0 4.3)

baglangi¢ smir deger problemini g¢alismistir. n=1,2,3, feC' ve f'(u) istten siurh

oldugunu kabul edelim

(H,) ‘f’(u)‘§A|u|p—|—B,0< p<oo eger N=2 ise; 0< p< eger n=3 ise,

U, (X) cH? (Q)ﬂ H, (Q) (i = 0,1) kosullarini saglasin. (4.1)-(4.3) probleminin VT >0 i¢in
bir tek U €W >* (O,T; H? (Q) NH, (Q)) global giiclii ¢oziimiinii kabul ettigi ispatlamistir.
[39] da Yacheng, (4.1)-(4.3) problemi n>1 i¢in tekrar ¢ahsilmistir. f €C', f'(u)

iistten sinirh ve ' (u) nun

eger n>3 ise,

(H)) ‘f’(u)‘§A|u|p+B,0< p<oo eger N=2 ise; 0< p§n4

U (X)€ H*(Q)NHy () (i=0,1) kosullarimn: sagladig: kabul edilerek, (4.1)-(4.3) probleminin
YT >0 igin bir tek global ueW™(0,T;H*(Q)NH;(Q)) giigli goziimiiniin oldugu

ispatlanmistir. Boylece [38] deki sonuglar daha kapsamli bir duruma genellestirildi.
(Coziimlerin global 6zellikleri anlagildiktan sonra, ¢ozlimiin asimptotik davraniglariyla

daha fazla ilgilenecegiz. Bu boliimiin amaci (4.1)-(4.3) probleminin ¢6ziimlerinin asimptotik

davraniglarini agiklamaktir. Bunun i¢in (4.1)-(4.3) probleminin t— oo iken global giiglii

¢Oziimlerinin iistel olarak sifira gittigini iistel carpan metodu ile belirtmektir.
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Bu bolim boyunca | .| ile standart L"(Q) normunu gdsterecegiz.

p ” : ”L"(Q)
Gosterimin basit olmasi i¢in 6zellikle || . ||2 nin yerine || . || gosterimini ve (u,v) =/, uvdx

gosterimlerini kullanacagiz, burada 2 C R" uygun diizgiin sinirli bir bolgedir.
4.2. Coziimiin Asimptotik Davranisi

Teorem 4.2.1. Kabul edelim ki f (u) asagidaki sartlar1 saglasin
(H) 0>F@)> f(uu, YueR, F(u):fo” f (s)ds

O halde, (4.1)-(4.3) probleminin global giiclii ¢6ziimii i¢in dyle C ve A pozitif sabitleri

olusur ki
E(t)<CE(0)e ™, 0<t<oo (4.4)
burada
E(t) = Jull + 5|l + S Ivulf - [ Fuex
olur.

Ispat. u(x,t), (4.1)-(4.3) probleminin global gii¢lii ¢oziimii olsun. (4.1) denklemini

U, ile carpar ve €} iizerinde integral alirsak

d
= (O)+[Vul =0 (4.5)

denklemini elde ederiz. § > 0 igin (4.5) denklemini e” ile garparsak

%(eﬁ E(t)+e"|[Vu,[ =de"E(t) (4.6)

denklemini elde ederiz. (4.6) denkleminin t ye gore 0 dan t ye kadar integralini alirsak

‘dr =E(0)+6 [ ¢ E(r)dr

eétE(t)—i—J;te&

Vu,
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u

T

"+ |Vu,

:E(0)+gf0te‘”(

2)dT

+6 C [%MVU”2 -/ ZF(u)dx]dT 4.7)

elde edilir. Dikkat edersek —F(U)>0 ve 0<t<oo durumunda E(t)>0 buluruz.

—F(@u) <—f(u)u ve (4.1) denkleminden
1 1
5||Vu||2 —fQ F(u)dx §E||Vu||2 —j; f (u)udx
1
= E||Vu||2 —(uy — Au—Au, — Aug,u)
1 2 2 1d 2
Ll 9l — ) (T )L
1d
<) (Vv Lo e
bulunur. Buradan

o1 s 1 d
K [Enwnz_ I F(u)dx]drg—a K [(UW,U)—i—(VuW,Vu)—i-EE”Vu”z]dT (4.9)

elde ederiz. Kismi integral alirsak

—fote‘% (u,,u)dr =—e" (ut,u)+(u],uo)+6fote‘sf (uT,u)dT+f0te"* u [dr
1 1
<-e" (Jue +||U||2)+5(||U1||2 +Juol)
1
0 foe (o +uf Jor + [[e u,[Far (4.10)
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—fote“ (Vu_,Vu)dr =—e" (Vu,Vu)+(Vu,,Vu,)

dr

+5j;te‘5T (VuT,Vu)deLfoteéT

Vu_

| 1

<€ (IVulf +Ivul )+ S (1vul +vu)
1 t T t T

+56fo e’ (VuT ’ +||Vu||2)dr+j; e |[Vu_[Pdr (4.11)

Ve
1 et d SN R 2 1 I L 2
—Ej;e E”Vu” dT__Ee IV +§||Vu0|| +Ej;e Vul'dr

1 (S t § 2

§—||Vu0||+5f0eT vu['dr 4.12)

elde ederiz. (4.10)-(4.12) yi (4.9) ve (4.7) de yerine yazip, Poincare esitsizligini kullanirsak,

V" <\ [VV[, W e H(Q), burada A, pozitif bir sabittir, buradan C,, C, ve C,

yani;

pozitif sabitleri vardir ki

VUT”sz

e‘S‘E(t)+j:e57

vu,[fdr +Coe"Et) +C.6° [ eTE(r)dr (4.13)

3 b
gCOE(O)+E(1+>\O)6J; e

olur. Burada 6 y1 0 <6 <min {L #} olacak sekilde alirsak.

2C,"3(1+ )

Bu durumda (4.13) denkleminden
e"E (t) < 2C,E(0) +2C,5° [ eE(r)ir
— 0 2 0
esitsizligini elde ederiz. Gronwall esitsizligini kullanirsak

e"E (t) <2C,E(0)e*™", 0<t< oo



51

ve

~[(6-2¢,87)t

E(t) < 2C,E(0)e , 0<t<oo

ayrica 6 y1, 0 < < min ! , 2 , ! olacak sekilde alirsak bu durumda (4.4) elde
2C, "3(14),) 2C,
edilir, burada A =§—2C,6* >0, C =2C, dir.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.1 deki kosullar altinda (4.1)-(4.3) probleminin global giiclii

¢Oziimi igin
Ju " +|Vu | +[Vul <2CE@©)e™, 0<t <o (4.14)
elde ederiz. (4.1) denkleminde f (u) = —|u/* ' u alirsak, temel denklem modelini ele alirsak
Uy — AU —Au, — Au, =—u]" " u

bulunur. Bu durumda f'(u) = — p|u|p_1 <0, —F(u)= ﬁ|u|p+l bulunur. Buradan

0<—Fu) <|u”™ =—f(uu
bulunur. Bu ylizden asagidaki sonucu elde ederiz:

Sonug 4.2.2. Kabul edelim ki f(u)= —|u|p71 u ve p, <H1> deki kosullar1 saglasin,
U, (X) cH? (Q)ﬂ H, (Q) (i = 0,1). O zaman (4.1)-(4.3) probleminin tek global gii¢clii ¢6ziimii

uecW> <0,T; H*(Q)NH, (Q)), VT > 0 icin (4.4) ve (4.14) denklemlerini saglar.
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5. BOLUM

DAMPING TERIMLI ALTINCI MERTEBEDEN BIiR CAUCHY PROBLEMININ
COZUMLERININ DAVRANISI

5.1. Giris

Bu boélimde damping terimli lineer olmayan altinct mertebeden bir Cauchy
probleminin lokal ve global varlik ve tekligini ve verilere siirekli bagimliligin1 inceleyip
problemin iyi konulmus oldugunu gosterecegiz. Ayrica daha sonra problemin asimptotik

davranigini inceleyecegiz.

Uy — Uy, +uxxxxtt — Usoox _auxn = f(“)xx’ Xe R’ t>0 (51)

u(x,0)=p(x), u,(x,0)=1(x) (5.2)
burada a sabit, ¢(X) ve 1(X) verilmis baslangi¢ deger fonksiyonlaridir. f(u) ise dogrusal
olmayan bir fonksiyondur.

5.2. Lokal Coziimiin Varhk ve Tekligi

Bu kisimda, daraltma doniisiimii yardimiyla (5.1) ve (5.2) probleminin lokal
¢cozlimiiniin varlik ve tekligini ispatlayacagiz. (5.1) ve (5.2) probleminin ¢dziimii lineer dalga
denklemlerinin Cauchy problemleriyle baglantili olarak ‘¢coziim operatdriiniin’ sabit noktasi

seklinde kurulur.

Lemma 5.2.1. ScRve baz1 T >0 icin p€ H®, v € H*' ve h€L1<[O,T];HH)

oldugunu kabul edelim.

Ut — Uy  Unooat — Usoooor = (h(X,t))XX » X€E R, t>0 (53)

u(x,0)=p(x), u, (x,0)=1(x) (5.4)

O zaman lineer denklem icin Cauchy problemi (5.2) deki baslangi¢ kosuluyla bir tek
uecC ([O,T], H s)ﬂC1 ([O,T], H H) ¢dziimiine sahip olur ve
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t
Ju ()], +[u ). <40 +T)[||90||Hs + ] o +f0 Ih(7),.... dT] (5.5)
kestirimi gecerlidir.
Ispat. (5.3) denklemine x e gore Fourier doniisiimii uygulanirsa,
A 2.4 52 -
un+£u:—l+§4h(£,t) (5.6)
0(£,0)=3(¢), 6,(£,0)=4(¢) (5.7)

elde edilir. Boylece kismi diferansiyel denklem £ parametresiyle homojen olmayan bir adi

diferansiyel denkleme dontisiir. Bu adi diferansiyel denklemin ¢oziimii
0(&:1) = Uy (&:8) + U (E:1)
seklindedir. Burada
Opom (&:1) =, (&) c0s (t€) 4, (¢)sin (t€)

homojen denklemin ¢dziimiinii belirtir. (5.6) nin U, Ozel ¢dziimil i¢in parametrelerin

degisimi metodu kullanilirsa
U (6:1) =10, (€)cos(t&)+ 0, (&)sin(tE)
olarak bulunur. t ye gére tiirev alinirsa
(Gpue ), = =€ i (1)1, + cos (t€)d, + cos (t¢)(d, ), +sin (t¢)(4, ),
olur. Bu metotta
cos (t€)(d, ), +sin(t¢)(d,). =0

olarak alinir ve bu 6zel ¢6ziim (5.6) da kullanilirsa
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~€sin(1)(0,), + €eos(t€)(0.), =~ h(E )

oldugu goriiliir. Bu denklemler ¢oziiliirse

(8), =sin(te) <Al )

Ve

bulunur ve bunlar [O,t] araliginda integre edilirse

6= ‘m@g)ﬁﬁ(g;)m

ve

0, = - [ cos(r6)- f§4 h(e.r)dr

elde edilir. Bunlarin tiimii birlestirilirse

Gy (61) == v h(&7)dr
olur. Boylece

tfsin((t—T)S)

6(&:t) = ¢ (€)cos(t¢) +c, (¢)sin(te) - [ T h(¢,r)dr
olarak bulunur. (5.7) baslangi¢ kosullarmin kullamilmasiyla ¢, (£)=¢(&), ¢, ({):@
olarak bulunur ve ¢6ziim

a(g,t):@(g)cos(tm@sm(tg)- [ il (G 9 Y

0 1+¢&*
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olur. u (X,t) nin H® deki normu i¢in gerekli kestirimi, Fourier doniistimiiyle baglantili

2

N | »

(1+€ )2 w(¢) W(e) de

= J e

2
Wil =

seklindeki normu kullanarak bulabiliriz.

olacak sekilde alinir ve U=V, +V, +V, yazilirsa o zaman

[ulls <Ml + vl + a1 (59)

elde edilir. Simdi buradaki terimleri ayr1 ayr1 elde edelim. Ilk terim i¢in

halls = f(1+€)

B(&) cos’ (te)de < [ (1+€) |p(e)f de =L,

sin(t¢)]  |¢t]

<— =1 esitsizligini kullandigimizda £ kaybolacagindan

¢
sin (t)

bulunur. ikinci terim icin

bu kestirimimizi etkileyecektir.

§é esitsizligini gbz onilinde bulundurursak £ =0 da

bir tekillik meydana gelecektir. Bunlar1 dikkate alinca integrali iki parg¢aya bélmemiz gerekir.

~——

.. :fR(1+€z)s sinzz(tf
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<t [, (vveTfef ae [, ve) Hotef o
|§| <1 igin (1 + 52) <2 ve |§| >1 igin g%g 1 olur. Bu nedenle
helfy <26 [ (1+€)7 o) de+2f (1+€) " [ie) de

¢]<1

<aft+0) (1) [o(ef de=2{1+

bulunur. (5.8) deki liglincii terimin H® normunu benzer olarak hesaplayalim

. H [+ i Cals DRV

14¢*

Minkowski esitsizliginin integral formundan

§s1n t 7')£>A
S e

e dr = [ (7

bulunur. Simdi

- s Esin’ ((t=7)¢) . 2
P = (1+€) e fi(e7) de

J\s & sin? ((t—7)§> . )
+f5>1(1+£ ) <1+£4>2 ‘h(g’T)‘ dg

dir. Daha 6nceki benzer tartismalar

2 2\S e 2 52-52 o 2
DO =, o+ ) E s of o
2 52 " 2
+fm21(1 ) _|h(e, 7)) de
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(1+¢) ere)
oldugunu gosterir. |§| <1 igcin ———<1, |§| >1 icin <1l ve 0<7<t i¢in
1+

(t— 7')2 <t* gecerli oldugundan

[ <2(+¢) [ (1+€) [Ren)| de
olur. Bu nedenle
0. <V2(1+1) [} p(r)],.dr
bulunur. Buldugumuz kestirimleri (5.9) da yazarsak
O, <lelh: #5204l +¥2040 [ ()0 S10
esitsizligini elde ederiz. Simdi U, i¢in bir kestirim bulalim. (5.8) de t ye gore tiirev alinirsa

0, (&,t) = —gsin(tgm(g)+cos(tg)1;<5)_j;‘cos((t_T>€)1§€4 h(¢,r)dr (5.11)

1

olur. Simdi, u, nin H*" normunu g6z 6niine alalim. Yukarida yaptiklarimiza benzer olarak

s—1 2

H+e)7 esniilote

= [(1+&) ¢ sin’ (te)lp(e)f d¢

< [(+&)]p(e)f de=lel.
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J(+e) ot (te)ief de< [ (1+6) b () ae=[uf.

1
1

szﬁ@+gf2m@JWdﬁz

fR(1+€2)“cos2((t—7)§)[ & J‘ﬁ(fn’)rdg

14¢*

= [l

oldugundan

Juc O <lels +llhe + [0 o7 (5.12)

elde ederiz. Boylece (5.5) kestirimi saglanir.

Lemma 5.2.2. [34, 35]. f(u)eC*(R), f(0)=0, ueH*NL*, h=[s]+1, s>0

olsun. Eger ||u||oc <M ise o zaman
[ @), <Ki(M)Jul,.
olur. Burada K, (M ), M ye bagl bir sabittir.

Lemma 5.2.3. [34,35]. f(u)eC*(R), uveH*NL>, k=[s]+1 s>0 olsun. Eger

Jull, =M.

V||oo <M ise o zaman

[t ()=t <Ko (M)Ju =,

olur. Burada K, (M), M ye bagl bir sabittir.

Asagida f(0)=0 oldugunu kabul edecegiz. Aksi taktirde f(u) fonksiyonunu

f(u)— f(0) ile degistirebiliriz. s> %, p€H® ve p € H igin

X(T)={uec([o,T],H*)nC' ([0,T],H*")| u(x,0)=(x), u (x,0)=(x)}

seklindeki Banach uzayini goz oniine alalim.
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Bu uzaydaki norm

HS +Hut <t>

)

Jull ey = max (Ju )

ile verilsin.

Sobolev gomme teoreminden, eger u € X (T) ise u€C ([O,T], L°O> ve ||u||oc < Cllu

HS

olur. a= ||gp

v

yer Ve

Y (T)={ue X (T)|Jul,, <A}

olarak alalim. Burada Y (T) nin T >0 i¢in X (T) nin kapali konveks bir altkiimesi oldugu

agiktir. weY (T) igin

utt - uxx + uxxxxtt _uxxxxxx = [OéWt + f (W)] (513)

XX

seklindeki lineer denklemi ele alalim ve S, w yi (5.13) ve (5.2) probleminin tek ¢oziimiine

gotiiren bir doniislim olsun. Yani S(W) = u(x,t) olsun. Burada amacimiz S nin uygun

secilmis T lericin Y (T) de bir tek sabit noktasinin oldugunu gostermektir.

Lemma 5.2.4. s >%, peH®, YeH"" ve f ECH“(R) olsun. O zaman S, A ya

bagli yeterince kiigiik T ler i¢in, Y (T) den kendi igine bir daraltma déniisiimiidir.
Ispat. Ilk olarak S nin yeterince kiigiik T ler i¢in Y (T) yi kendi i¢ine doniistiirdiigiinii

ispatlayacagiz. weY (T ) verilmis olsun. h(x,t) yi
h(xt)=aw, + f (w)

seklinde tanimlayalim. Lemma 5.2.3 kullanilarak ve K, (A) , A yabagl bir sabit olmak iizere

Hh(t)HHH S ||ONVI||HH +Hf (W(t))HHS 2

< o |w

He! +Hf (W<t))

HS
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<lallwlys o + K (A)w(b)],,

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten h(X,t) el ([O,T]; H 5’2) sonucuna varilir. Lemma 5.2.1
den (5.13), (5.2) probleminin u=S (W) ¢Oziimiiniin C ([O,T], H 5)0 c! ([O,T], H H) ye ait

oldugu aciktir. Ayrica

Ol s 0 <30 4Tl 4+ [ 07

<40+l + ol + (ol + 6, (A, o

W’T

gecerlidir. Bu nedenle

5, , = mas (ol +lle ) <80+T)(a+(K, (A)+a)aT)

te[0,T]
olup

4(1+T)(a+(K,(A)+a)AT)< A (5.14)

olacak sekilde T yi yeterince kiigiik segilirse ||SW||X - < A elde edilir. Bundan dolay1

S (Y(T)) CY(T) bulunur.

Simdi, yeterince kiiclik T ler i¢cin S nin Y(T) de bir daraltma doniistimii oldugunu
ispatlayacagiz. w,WeY (T) olsun. O zaman (5.13) ve (5.2) probleminin W ve W ya karsilik
gelen ¢oziimleri U=Sw ve U=SW olur.

U=u—-0T, W=w-—w alalim. O zaman U,

U,—U,+U U ooore = [aW, + F (W)= f (W)] , (x,t)€Rx(0,T) (5.15)

tt XOOKEE = XXKKXX

U (x,0)=U,(x,0)=0 (5.16)

problemini saglar. Lemma 5.2.1 ve Lemma 5.2.3 den

W+ () 1 (), Jar

o @], +u. @), <40+7) [ [a




61

<4(14T)[aT W, (V). +W (O],
Moo + K (AT W (1)
<4(14T)[a+K, (AT W],

§4(1+T)[aT”\Nt (t

HS}

elde edilir. Boylece
[Ulry <40+ T) o+ K (AT Wy
olur. (5.14) ile birlikte T yi
4(14T)[a+ K, (AT <1
olacak sekilde yeterince kiigiik segersek

”U ”x(T) S"\N”x(T) (5-17)

elde edilir. Boylece S, Y(T) yi Y(T) ye doniistiriir ve S kesin daraltmadir. Bu da
Lemmanin ispatini tamamlar.

Teorem 5.2.1. s >%, peEH®, peH" ve fecChk (R) olsun. O zaman (5.1) ve

(5.2) problemi, [O,TO) en biiyik zaman aralift olmak {zere, bir tek

ueC ([O,TO), H* ) NncC! ([O,T0 ),H H) lokal ¢oziimiine sahiptir. Ayrica, eger

+u. ()

sup [Hu ] <0 (5.18)

s—1
tefo.Ty) H

ise 0 zaman T, = oo olur.
Ispat. Lemma 5.2.4 ten ve daralma doniisiimii prensibinden, uygun secilmis T > 0 igin

H, (5.1)-(5.2) probleminin gii¢lii ¢6ziimii olan bir tek u(x,t)€Y (AT) sabit noktasina sahip
olur. Her T' >0 igin X (T’) ye ait olan ¢ozlimiin tekligini ispatlayalim.
u,u, e X ( ) (5.1) ve (5.2) probleminin iki ¢oziimii olsun. U=u, —u, olarak

alalim. O zaman

U — U T Usoat — Yoo — Wiy = [f (ul) — f (uz)]xx
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olur. Yukaridaki denklemi (—8X2 )_lut ile ¢arpar ve elde ettigimiz carpimi X e gore

integrallersek

2
b+ +

li[”(—a)f)l Y +|a|”ut”2 = j;[f(ul)_ f (Uz)]uth (5.19)

1 ; .
buluruz. X (T') uzaymin tanimindan, S > 5y olmasindan ve Sobolev gdmme teoreminden

C,(T"), T’ ne bagh bir sabit olmak iizere, i=1,2 ve 0 <t <T'<T igin Hui (t)”Oc <C, (T ')

olur. Boylece Cauchy esitsizliginden

U;[ f(u)—f(u,)] utdx‘ < ” fu)—f (U2)||2 ||ut||2 <G, (T ,>||u||2 ||ut ”2

elde edilir. Burada C,(T'), C,(T’) ye bagli bir sabittir. Young esitsizliginden

-1 2 t t
-0y w4 el el |+ 20 f o o= 0) o+l e
bulunur. Yukaridaki esitsizlikten
2 2 / 2 2
o+ < [C. (77)+ 2o o + .o+ (5.20)

elde eldir. Gronwall esitsizligi yardimiyla, (5.20) dan 0<t<T’ igin |u| +|u | =0
oldugu bulunur. Buradan da 0 <t <T' igin u=0 olur. Yani, (5.1) ve (5.2) problemi X (T')

de en fazla bir ¢6zlime sahiptir.

Simdi, [0,T,), ue X (T,) i¢in maksimal varhk arahfi olmak iizere, eger (5.18)
saglanirsa T, = oo oldugunu gostermek istiyoruz.

(5.20) nin saglandigini ve T, < co oldugunu kabul edelim. Her bir T’ €[0,T,) i¢in

Vtt - Vxx + Vxxxxtt - Vxxxxxx = [ f (U) + aut] (521)

V(%,0)=u(xT'), v (x0)=u,(xT') (5.22)

Cauchy problemini goz 6niine alalim. (5.18) den
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Jul O <K (5.23)

olur. Burada K, T' € [O,TO) dan bagimsiz pozitif bir sabittir. Her T’ ¢ [O,TO) icin (5.21) ve
(5.22) problemi bir tek v(x,t)€ X (T,) ¢dziimiine sahip olacak sekilde bir T, €(0,T,) sabiti

vardir. T' =T, —T, /2 alalim ve

u(xt),  tefo,T’],

H(xt) =
a0et) v(x,t=T'), te[T,T,+T,/2],

olarak tanimlayalim. O zaman U(X,t), (5.1) ve (5.2) probleminin [0,T, +T, /2| araligindaki
bir ¢oziimiidiir ve teklikten, U, U ya genisler ki bu da [O,TO) m maksimalligini bozar. Bu

yiizden eger (5.18) saglanirsa, T, = oo olur. Boylece Teorem 5.2.1 ispatlanmus olur.

5.3. Global Coziim

I 2 1 —1 2
Lemma 5.3.1. f(u)eC(R), F(u)= [ f(s)ds, peH’, geH', A'pel’ ve
F(¢)e L' oldugunu kabul edelim. O zaman, ¢éziimiin oldugu her t>0 igin (5.1) ve (5.2)

probleminin U (X,t) ¢Oziimiiniin enerji 6zdesligi

E ()= A u ] +Julf +ul’ +ual +20

uT

Tdr+2 [ F(u)dx=E(0) (5.24)

seklindedir.

Burada F Fourier, F~' de ters Fourier doniisiimiinii gostermektedir ve

A w=F"' “§ |7a FW] seklinde tanimlanmaktadir.

Ispat. (5.1) denklemini kullanarak basit bir hesaplamayla

%E(t):z(Alun,Alut)+2(u,ut)+2(uxt,um)+2(uxx,um)+2a(ut,ut)+2(f (u),u,)

— 2(/\*2un +Uu—u,, +u,_ +au, + f (u),ut)

= 2(utt — Uy + Ut — Usoooox — Ol — f (U) > A_zut) =0 (525)

XX
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buluruz. Burada (,) L* uzayindaki i¢ carpimi gosterir. (5.25) esitligini [O,t] araliginda t ye

gore integrallersek (5.24) i elde ederiz.

Teorem 5.3.2. s>2, peH, peH™, A Wel®, F(p)el, feCP™(R) ve
F(u)>0 oldugunu kabul edelim. f’(u) alttan sinirli yani her s€ R i¢in f'(s)> A olacak
sekilde bir A, sabiti var olsun. O halde (5.1) ve (5.2) problemi bir tek
ueC ([0,00), H s)ﬂ c! ([O,oo), H H) global ¢6ziime sahiptir.

Ispat. Oncelikle s =2 igin ispatlayalim.
Eger F(u)>0 ise, 0 zaman (5.24) ten

A7 u ]+ ol + s + < E(0) “d7
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten ve Gronwall esitsizliginden
[A7 ]+l + o ol < E(0)e™T <C,(T), vte[oT) (5.26)

olur.

Eger f’(u) alttan smurli ise, k, =min{A),0} (<0) olmak iizere f,(u)= f (u)—ku
olsun. O zaman f,(0)=0, f,/(u)=f'(u)—k,>0 olup f’(u) monoton artan bir

fonksiyondur. Ayrica F, 0 f f ds >0 dir. Ayrica

ff ds_f[f s)+k,s|d F(u)+%u2

olur. (5.24) ten ve Young esitsizliginin kullanilmasiyla

Il ol o 42 (u () o

_2a J:HUT () dr =k, Julf

() dr =k ol — 2k, [ (wu,)dr
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<E(O) =kl + [ |(2lal+1)]u. () +K2 .

2 } dr
bulunur. Yukaridaki esitsizlikten ve Gronwall esitsizliginden

, Vtel0,T)  (5.27)

) 2af+1+k3 T

A o+ ol + o < (€ 0) ko ol )

bulunur. ||u

4o Ve ”ut”H' kestirimlerine ihtiyacimiz vardir.
(5.26) ve (5.27) den

||uxt||2 <C,(T) ve ||uxx||2 < C,(T) mevcuttur. Sobolev-Poincare esitsizliginden d, € R ve

d, €R" i¢in

Ju " <d gl <Ci(T) <o, vieloT) (5.28)
Ve

Ju” <d,u,]" <C)(T) <00, Vtel0,T) (5.29)

kestirimleri gegerlidir.

(5.27)-(5.29) esitsizlikleri birlikte degerlendirilirse
Juli: +luff <00, vee[o,T) (5.30)

elde edilir.
Teorem 5.2.1 den aciktir ki u EC([O,oo),Hz)ﬂCl([O,oo),Hl) tek global ¢oziimii

vardir ve ayrica A~'u, € L” dur.

Simdi s > 2 durumu i¢in ispatlayalim. (5.5) kestiriminden

o0l + (- <40+ bl Holho + [ ow, (1) + £ (0], o)

t
<404l + e+l [ o, (O, 07

+J, el (o, 07) 531
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elde edilir. (5.30) dan Hu (t)”w <00 ve Hut (t)”w < oo oldugu dikkate alinirsa (5.31) den

)], +[u (0)],.. <o

elde edilir.
Sonug olarak u € C([O,oo), HS)ﬂC1 ([0,00), HH) tek global ¢oziimii mevcuttur ve

ayrica A~'u, € L dir.

5.4. Baslangi¢ Verilerine Siirekli Bagimhihik

Simdi (5.1) ve (5.2) probleminin baslangi¢ verilerine siirekli bagimli oldugunu ve

bdylece problemin iyi konulmus oldugunu ispatlayacagiz. Bu amagcla, (5.1) denkleminin [O,T]
araliginda sirasiyla (gpl,@bl) ve (gpz,z/)z) baslangic verileriyle verilmis u, u, gibi iki

¢Ozlimiinii alalim. Ve v =u, —u, olsun. Bu durumda v

Vtt - Vxx + Vxxxxtt - Vxxxxxx - avxxt = < f (ul ) —f (uz )>xx

V(%0)= ¢ (X) =2 (x), Vi (%.0)=1 (%)= (x)

problemini saglar. Lemma 5.2.1 den

t
Juy —u ], < 4<1+T)[“9"1 ~@ollye 1 =] +f0 Hf (u)—f (u2>HHH dT]

§4<1+T>[”901 _902||Hs +||¢1 _%”Hs +f0tHf (ul)— f <u2>HH5 dT]

oldugu goriiliir. Ayrica Sobolev gomme teoreminden, U, ve U, nin L™ uzaymda oldugu

bilinmektedir. M = max {|u,|

o u2||oc} olsun. Lemma 5.2.3 ten

t
Ju, _uans §4(1+T)[”901 _902||Hs +[ _wZHHS +K, (M )j; Ju, _uans dr

elde edilir. Gronwall esitsizliginin integral formundan

I, e < 40Tl =l 4 — ], )T, teforT]
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bulunur. Bdylece ¢oziim, baslangic verilerinin farkinin bir fonksiyonu tarafindan sinirh

oldugundan, baslangi¢ verilerine siirekli bagimlidir.
5.5. Asimptotik Davranis
Uy — Uy +Upr — Uoe — Qe = T(U),,, XER, t>0 (5.32)
u(x,0)=¢(x), U (x,0)=1v(x) (5.33)
denkleminde U = w, doéniisiimiinii uygularsak,
Wy — Wy + W, — Woor — W, = F(W,),, XER, t>0 (5.34)

W, (X,0) = ¢(x), W, (x,0)=1(x) (5.35)

problemini elde ederiz.
Bu kisimda, (5.34) ve (5.35) probleminin ¢oziimiiniin asimptotik davranigini

inceleyecegiz. Bu amagla enerji denklemini
1
E <t) - E(HWt ”2 + ”Wx ”2 + ”Wxxt ”2 - ”Wxxx ”2) + f F (WX>dX (5.36)
seklinde tanimlayacagiz. Burada F (s)= j; i (y)dy dir.

Teorem 5.5.1. >0, 1< p < oo olsun ve

(i) C, bir sabit olmak tizere f(s)s>0 veya f'(s)>C,, seR
(i) E(0)>0

(iii) b > 0 bir sabit olmak iizere F (S) < bf (S)S, seR

oldugunu kabul edelim. O zaman (5.1) ve (5.2) probleminin global ¢6ziimii i¢in
i o [+ e[ = |+ 2 [ F () dx < ME(0)e ™, t>0  (5.37)

olacak sekilde bir §, >0 ve M >0 vardir. Burada we C ([0,00), H s+1)ﬁC1 ([O,oo), H S) dir.
Ispat. w(x,t), (5.34) ve (5.35) probleminin global ¢dziimii olsun. (5.34) denkleminin

L* de w, ile i¢ ¢arpimi alinirsa
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;th (O)+alw] =0, t>0 (5.38)

elde edilir. (5.38) denklemi e” ile garpilirsa

gt(e“E )+ e |w, | = de"E(t), t>0 (5.39)

bulunur. (5.39) denklemi (0,t) araliginda integrallenirse
6T t 6T
—|—ch6 ‘ dr=E )+6j;e E(T)dT

O)Jrgfote”(wT2 2)dT

+6f0te57 [%||wx||2 Wl + [ F (w, dX]dT t>0(5.40)

XT

XXT

elde edilir.
Eger f(s)s>0, seR ise F(s)>0 dir. Bdylece teoremdeki (iii) kabuliinden

0 < F(s)<bf(s)s olur. Bu bagntiy1 ve (5.34) denklemini kullanirsak

Jie [%IIWXIIQ ~ el + [ F (Wx)dx]dr
<bf eéf(

t
_ 6T
= b, j; e (W, W, + W, —aWw

XXT

W, [ — W | +ff de)

)dr
t
= _bl j:) e” ((W’ W ) + (W’ Wiorr ) o (W’ AW, - )> dr

0
:fRWWTTdX:j;E ww

<W’ WXXXXTT ) = fR WWXXXXTT dX

(W, aw,,. ) fWaW dx—af

2

dx = —(w,w_)—

0
87’<
o d

a(ww )—(w, )de

aX xx><7—7— - x x><7—7—>+ or xx VVxxr XXT
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= _bl

e (090) - )+ S| (0.0 + () + S

W

T

S 6 [ e | (wow, ) (o w,, )+

-J|

elde ederiz. Young esitsizligi kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

Sblj;te&(

w [+,

XT

b
Yot 2 g+ ol + o+ o+ )

b
R (i T T i T et A
b t o
58

< 2b1f0t e’

o

WT

o fw, o

WXXT

dr+(14+a)be E(t)
+(1+0)be"E(0)+(1+a)bs [ e E(r)dr, t>0 (5.41)

bulunur. Burada b, = max {%,b} dir.

(5.41) esitsizligini (5.42) da yerine koyarsak

W, (7‘)”2 dr

ot ! ot
e E(t)+aj;e

<(1+(1+0)b6)E(0)+(1+20)6 [ & w, (7) dr

+(1+a)boe E(t)+(1+a)be* [ e E(r)dr (5.42)

bulunur.

dy10<é< min{ olacak sekilde secersek, (5.42) denkleminden

o} 1
14+2b " (1+a)b,

e“E(t)g%E(o)wéfoteéfE(T)dT (5.43)
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sonucu c¢ikar. Burada M:M ve GZM dir. (5.43) esitsizligine
2 1-(l+a)bs 1-(14+a)bé

Gronwall esitsizligi uygulanirsa

[l 4w+ [ = Wl +2 [ F (w)dx < ME(0)e™™, t>0  (5.44)

elde ederiz. Burada 6, =(1—60)6 > 0 dur.
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TARTISMA VE SONUCLAR

Tezin {i¢iincii boliimiinde, ikinci mertebeden hiperbolik denklemlerin zayif ¢oziimleri

Galerkin Metodu yardimu ile verildi. Bu amagla, ele alman u,, (t) yaklasik ¢6zliimii i¢in enerji

kestirimleri olusturuldu. Daha sonra bu yaklagik ¢éziimiin u (t) zay1f ¢ozlimiine yakinsadigi

ve bu ¢oziimiin varlik ve tekligi ispatlandi. Ayrica damping terimli lineer olmayan dalga

denkleminin bir sinifi i¢in zayif ¢6ziim Galerkin Metodu kullanilarak verildi.
Dordiincii boliimde, dordiincti mertebeden dispersive ve dissipative terimli
u, —Au—Au, —Au, = f(u), xe, t>0
dalga denkleminin asimptotik davranisi iistel carpan metodu kullanilarak verildi.
Besinci boliim ise orijinal ¢alismamiz olup burada

Ug — Uy, +uxxxxn U — Wy = f (u)xx’ Xe R’ t>0

u(%.0) = o(x). 1, (x.0)=1(x)

seklindeki damping terimli lineer olmayan altinct mertebeden bir Cauchy problemi i¢in
¢cozlimiin lokal ve global varlik ve tekligini ve verilere stirekli bagimliligini ispatladik. Ayrica
¢Oziimiin asimptotik davranigini inceledik.

Bilindigi gibi lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimleri lineer denklemlere gore, yiiksek
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri de daha diisiikk mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerine gore daha zordur [6]. Coéziimlerin matematiksel
davraniglari i¢in de benzer zorluklar gecerlidir.

Fiziksel olarak gergek siireclerde damping ve dispersive terimler lineer olmamaktan
kaynaklanan enerji biiylimelerinde 6nemli rol oynarlar ve bu terimlerin lineer olmayan
terimlerle etkilesimleri yigilma, denge ve enerjinin yayilimina eslik eder [24]. Boussinesq
denklemlerinde, lineer olmama ve dispersion etkileri dikkate alinirken bir¢ok ger¢ek durumda
damping etkileri lineer olmama ve dispersive etkilerle karsilastirilir [22]. Bu nedenle

denklemimizin damping terimli olmas1 dnemlidir.
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Kisim 5.2 de, once denklemin lineerlestirilmis hali i¢in Fourier doniisiimiinii

kullanarak norm altinda kestirimler elde ettik. Daha sonra daraltma doniisiimii yardimiyla

s> % peH*, peH" ve f eCl™(R) icin lokal ¢oziimiin varlik ve tekligini ispatladik.

Kisim 53 te, s>2, peH®, ¢pecH™', A'yel? F(gp)e L', f GCMH(R),
F(u)>0 ve f’(u) alttan siurh olacak sekilde tamimlanan f(u) igin problemin
ueC ([O,OO), H 5)ﬂC1 ([O,oo), H H) global ¢dziimiine sahip oldugunu gésterdik. Bunu 6nce

S =2 durumu i¢in daha sonra da S > 2 durumu igin ispatladik.
Kisim 5.4 te, problemin baslangi¢ verilerine siirekli bagimli oldugunu gosterdik.
Boylece ele aldigimiz problemin iyi konulmus oldugunu ispatladik.

Kisim 5.5 te, E(0)>0 pozitif baslangi¢c enerjisi ve diger kosullar ile problemin

¢Oziimiiniin asimptotik davranigini iistel ¢arpan metodunu kullanarak inceledik. Ayrica
[ | W~ [ [ +2 [ F () dx < ME (0)e ™, t>0

oldugunu gostererek ¢oziimiin kararli oldugunu ispatladik.

Besinci boliimde ele aldigimiz problemin lokal ¢6ziimii integral denklemlerden
faydalanilarak da gosterilebilir. Asimptotik davranmig iistel c¢arpan metodu kullanilarak
gosterildi ancak farkli metodlar da kullanilabilir. Ayrica problemin global olmayan ¢éziimii
gibi diger baz1 davranislar1 da caligilabilir.

Ele aldigimiz denklem sinirli bolgede ve farkli sinir kosullariyla da verilebilir.

Elbette yukarida yapilanlarin denklemin n-boyutlu durumuna da genisletilebilmesi

yerinde olacaktir.
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