T.C.
DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SOBOLEV UZAYLARININ TEMEL OZELLIKLERI VE
GEOMETRIK YORUMLARI

Faruk SURMUS

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIiM DALI

DiYARBAKIR
EKIiM 2009



T.C.
DICLE UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

SOBOLEV UZAYLARININ TEMEL OZELLIKLERI VE
GEOMETRIK YORUMLARI

Faruk SURMUS

YUKSEK LiSANS TEZI

DANISMAN: Prof. Dr. Sezai OGRAS

MATEMATIK ANABILIM DALI

DiYARBAKIR
EKiM 2009



T.C
DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGU
DIYARBAKIR

Faruk SURMUS tarafindan yapilan bu calisma, jiirimiz tarafindan MATEMATIK
Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS tezi olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyesinin

Unvani Adi Sovadi

Baskan : Prof. Dr. Sezai OGRAS
Uye : Prof. Dr. Ali YILMAZ
Uye : Yrd. Dog. Dr. Bilal CEKIC

Tez Savunma Sinav Tarihi
20/10/2009

Yukaridaki bilgilerin dogrulugunu onaylarim.

..... [ooiid cviiniin.

ENSTITU MUDURU




ICINDEKILER

ICINDEKILER ...ttt s s e s s s sesesenaes i
AV A C . 111
O T ... e, v
ABSTRAGCT ..., v
IR S .. Vi
1. BOLUM: TEMEL TANIM VE TEOREMLER...............coooiiiiiiiiiiiii 1
L1 L, Uzaylari.......oooooiiii 1
1.2 Holder ve Minkowski EsitsizliKIeri.............ooiiii i 2
1.3 Holder Kosulu ve HOlder Uzayl.........ooviiniiiiiiiiiiiiiii e 2
1.4  Siirekli Fonksiyon Uzaylart...........ccoiiiiiiiiiiii i 3
1.5 Kompakt Destek Kavrami ve C; Uzayl...........ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin. 5
1.6 R OKklit Uzayinda BOIGEler. ... .....c.oiueiiiii i, 6
1.7 Molifier fonKSTYONU ....oviintiti et e e 8
2. BOLUM: ZAYIF VE GUCLU TUREV KAVRAMLARI............ccccoooiiiinn, 14
3. BOLUM: SOBOLEV UZAYLARL............coooiiiiiiiiiiiiiie e, 22
4. BOLUM: SOBOLEYV UZAYLARI VE FOURIER TRANSFORM ................. 38
5. BOLUM: GENISLEME TEOREMI...........oioiiiiiiiii i 41



6. BOLUM: SOBOLEYV ESITSIZLIKLERIi VE GOMULME TEOREMLERI......45

7. BOLUM: KOMPAKTLIK TEOREMI . ..., 58
8. BOLUM: 1Z TEOREMI ..o 68
KAYNAKL AR . ..o, 75
SIM GELE R . ... e, 77
DN o, 78
OZGE CMIS . .o 79

ii



AMAC

Sobolev Uzaylar1 ve Zayif Tirev kavramlarimin ortaya atilmasi ile Kismi
Diferansiyel Denklemler alani iizerine yapilan ¢alisma ve uygulamalarda biiyiik ilerleme
elde edilmis, bu yiizden lisansiistii egitimde mutlaka zaman ayrilmasi1 gereken bir alan
olmustur.

Diferansiyel Denklemler’ in klasik ¢oziim yontemleri ile Matematiksel Fizik de
bir¢cok problemin ¢oziimii miimkiin degildir. Bu gibi problemlerin ¢oziilebilmesi i¢in
Zay1f Tiirev ve Sobolev Uzay1 kavramlarinin iy1 bilinmesi gerekir.

Bu calismadaki esas amacimiz Sobolev Uzaylari’ nin 6nemli ve temel
ozelliklerini miimkiin oldugunca agik ve sade bir yolla, Kismi Diferansiyel Denklem’ ler
konusuna girmeden incelemektir. Bu sayede Sobolev Uzaylarina ait elemanlarin hangi

durumlarda ne gibi davranislar sergiledikleri daha iyi anlasilacaktir.
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OZET

Bu ¢alisma sekiz boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, sobolev uzaylarini tanimlamak icin kullanilacak olan temel

gosterim kavram ve teoremler verilmektedir.

Ikinci béliimde, Sobolev uzaylarmi karakterize etmekte kullanilan en ¢nemli

araglardan biri olan zayif tiirev kavramindan bahsedilmektedir.

Uciincii béliimde, fonksiyonel analizde kullanilan ¢ok onemli bir ara¢ olan
Sobolev uzaylarinin tanimlar1 ve Ozellikleri ile birlikte bazi temel sonuglar ifade

edilmektedir.

Dérdiincii béliimde, Sobolev uzaylariin bir karakterizasyonu Fourier Transform

yardimi ile ifade edilmektedir.

Besinci béliimde, Sobolev uzaylarinin Kismi Diferansiyel Denklemler de sinir

kosullarinin ¢ziimiinde kullanim alan1 olan iz teoreminden bahsedilmektedir.
Altinct béliimde, Sobolev uzaylarinin matematiksel 6zelliklerini anlamada ¢ok
Oonemli bir uygulama alan1 olan GOmiilme teoremleri ve Sobolev esitsizlikleri ortaya

konulmaktadir.

Yedinci béliimde, bir onceki kisimda verilen gomiilme teoremlerinin bazi

durumlarda nigin kompakt olmasi gerektigi ele alinmaktadir.

Son olarak sekizinci béliimde, Sobolev uzaylarinda tanimli fonksiyonlarin verilen

bolgenin sinirina kisitlamasinin ne anlama geldigi anlatilmaktadir.
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ABSTRACT
This study consists of eight chapters.
In the first chapter, in order to discuss the theory of Sobolev spaces we shall start
with some simple basic notions that are necessary for introducing and studying these

spaces.

In the second chapter, we introduce the concept of weak derivative that is a main

tool to define the Sobolev spaces.

In the third chapter, we review definitions and properties of Sobolev spaces,

which are indispensable for the functional analysis.

In the fourth chapter, we give a Characterization of Sobolev spaces via the

Fourier transform.

In the fifth chapter, some results are easier to prove over the whole of R"; to

prove them for Q extend the setting from Q to R", then restrict it back again to €.

In the sixth chapter, it is given the embedding theorems and Sobolev inequalities which

are important areas to understand the mathematical properties of Sobolev spaces.

In the seventh chapter; even better, some of the inclusions of Sobolev spaces into

other spaces are compact (in the functional analysis sense).

Finally in the eigth chapter, It is important to understand what is meant by

restricting a Sobolev function to the boundary of the domain.



GIRIS

Matematigin aksine Fonksiyonel Analiz Teorisi heniiz 20. yiizyilin baglarinda
olusmaya baglamis ¢ok yeni bir bilim dalhdir ve olgunlasma siireci halen devam
etmektedir.  Kiimeler teorisi, Topoloji ve Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisi
fonksiyonel analizin gelisim siireci i¢in olduk¢a uygun kosullar olusturmaktadir.
Fonksiyonel Analiz 6zellikle Kismi Diferansiyel Denklemler Teorisi olmak iizere teorik
matematik konularinda karsilagilan bir¢ok problem i¢in uygun cevaplar icermektedir.

Kismi Diferansiyel Denklemler teorisinde karsilagilan g¢esitli problemlerin
¢oziimiinde fonksiyonel analizden yararlanilmasi1 S. L. Sobolev’ den oncede oldukca
basvurulan bir yontemdi. Bu baglamda verilebilecek en iyi 6rnek {inlii matematik¢i D.
Hilbert’ dir. Hilbert Ozellikle Laplace Denklemleri ve Dirichlet Prensibi iizerine
arastirmalar yapmaktaydi.

S. L. Sobolev’ in 1930 lu yillarda yaptig1 ¢aligmalar Fonksiyonel Analiz,
Matematiksel Fizik, Diferansiyel Geometri, Kismi Diferansiyel Denklemler ve
Matematigin diger alanlarin gelismesinde ¢ok giiclii bir etki yaratmis ve mevcut ¢ok
sayidaki problemin ¢6ziimiinde evrensel ¢oziim yontemleri elde edilmesini saglamistir.
1930’larin ortasinda, S. L. Sobolev, kismi diferansiyel denklemlerin gelismesinde ¢ok
onemli olan bazi fonksiyon uzaylarini ve kavramlarini tanimladi. Bu konudaki en biiyiik
basarist hi¢ sliphesiz Genellestirilmis Tiirevli Fonksiyonlar Teorisin’i yani bilinen adiyla
Sobolev Uzaylar1 ‘nm1 fonksiyonel analize kazandirmakla elde etti. Bunu yaparken
LERAY"n yaptigi gibi zayif tiirevleri kullandi. Ardindan FICHERA ve FRIEDRICHS
gibi bilim adamlar1 da benzer uzaylar1 tanimlamaya basladilar. Yine benzer bir diisiince

NAVIER-STOKES denkleminin zayif ¢oziimlerinde kullanildi.
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1938 yilinda ilk esitsizligin (Gomiilme Teoreminin) S.L Sobolev tarafindan
orijinal ad1 “On A Theorem of Functional Analysis” olan kitapta yaymlanmas: Kismi
Diferansiyel Denklemler ve Matematiksel Fizik gibi matematigin bir¢cok alaninda ¢ok
genis yanki uyandirdi ve biiylik ilerleme saglamasina neden oldu.

Bugiin hala Sobolev esitsizliklerinin ¢ok cesitli versiyonlar1 ortaya atilmakta ve
oldukca genis kullanim alanlar1 bulmaktadir. Ciinkii Sobolev uzaylarinin ifade ettigi
esitsizlikler ve teoremler matematigin sayisiz alanindaki bircok problemin ¢6ziimiiniin

elde edilmesine olanak saglamaktadir.
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1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 L, Uzaylari

1< p <o olmak tizere L, (Q) uzay1r R" oklit uzayinin bir alt kiimesi olan Q

kiimesindeki tiim Lebesgue Olgiilebilir ve

(s

kosulunu saglayan u:Q — C fonksiyonlarindan olusur. Yukarida verilen integral

LP(Q))p = Ig‘u(x)‘pdx <o

Lebesgue Integrali olup, || || L©) sembolil uel, (Q) fonksiyonunun Q
bolgesindeki normunu gosterir.

Eger L, (Q) uzayida bulunan u ve v gibi iki fonksiyon i¢in ||u —v|| L@ = 0
oluyorsa bu halde u ve v fonksiyonlarina édzdes fonksiyondurlar denir. Boyle bir
durumda xeQ\A4 igin u(x)=v(x) olacak sekilde Olglisii sifir olan bir AcQ
kiimesi vardir denir ve buradan hareketle de hemen hemen her yerde (hhh)
u (x) = v(x) oldugu soylenir.

p=o i¢in L (Q) uzay1l, hemen hemen her yerde sinirli bir g fonksiyonuna
esit olan u : QQ — C fonksiyonlarindan olusur ve esdeger olarak

[t =suplu(x) <€

olacak sekilde u fonksiyonuna bagli bir C sabiti ve 6l¢iisii sifir bir 4 kiimesi vardir.



1.2 Holder ve Minkowski Esitsizlikleri

1< p<oo olmak lizere p' sayisi aralarinda l+i’:1 bagintis1 olan p
p p

sayisinin Eslenik Ussii olsun. Eger feL, (Q) ve gelL, (Q) oluyor ise, bu

durumda fg e L (Q) olmakta ve ayni zamanda

1/p'

7 )< (] 7 Gl (], (ol )

seklindeki Holder Esitsizligi saglanmaktadir. Bu ifade daha basit olarak

||fg||Ll(Q) < ”f L,(Q) ”g

L,(9)
seklinde de yazilabilir.

Yine 1< p <o olmak iizere feL, (Q) ile geL,(Q) ve (f+g)eL,(Q)
olsun. Bu durumda Minkowski Esitsizligi

|7+ &l ) <171, 00 + gl 0

seklinde verilir.
1.3 Holder Kosulu ve Hélder Uzayt

Q c R” bir bolge ve £ >0 olsun. C ve o negatif olmayan iki reel sabit say1
ve u, R" Oklit uzayinda tanimli reel veya kompleks degerli bir fonksiyon olmak

uzere eger,

a
3

Vx,y igin ‘u(x)—u(y)‘s C|x—y
oluyor ise, bu durumda « sabiti Holder Ussii’nii gostermek iizere u fonksiyonuna

Holder siireklidir veya Holder Kosulunu sagliyor denir. Bu kosul herhangi iki

metrik uzay icin genellestirilebilir.



Eger a =1 ise bu durumda u fonksiyonu Lipschit; Kosulunu saglar. Eger

a =0 ise o zaman u fonksiyona Stnirlidir denir.

O<a<l, C* (Q_l) sembolii ile gosterilen Hélder Uzayi, 0 < |a| <k ve C

bir sabit olmak iizere C* (ﬁ) uzayinda taniml

a
5

‘D“u(x)—D“u(y)‘ < C|x—y

seklindeki Holder kosulunu saglayan u  fonksiyonlarinin olusturdugu uzaydir.

cH (§_2) Holder uzayi

‘D“u (x) - D“u(y)‘
="

, x,yeQ

||u + max sup

— = \|U|| /=
Ck.a(Q) || CA(Q) ‘Ot‘ﬁk X#y

normu ile bir Banach uzaydir.
1.4 Siirekli Fonksiyon Uzaylari

Q sembolii R" oklit uzayinda bos olmayan bir acik kiimeyi gostersin. K

kiimesi Q acik kiimesinde bir kompakt kiime olsun. « = (al,az,%,...,an) eZ! ¢ok
indislisi i¢in |o|=a, + @, + @; +...+ @, olarak ifade edilsin. Eger x =(x,,...,x,) € R"
ise bu durumda x“ = x{".x3%...x." ve

Ay

= =Du.D%u...Du
0“x,.0”x,...0"x,

D%u

olarak yazilir.

Q) kiimesinde taniml tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi C (Q) ile gosterilir.
C (Q) kiimesi

||u||C(Q) = igg‘u (x)‘



normu ile birlikte bir normlu uzaydir.
Benzer olarak C* (Q) , Q bolgesinde k. mertebeye kadar tiim D“u tiirevleri
var ve siirekli olan fonksiyonlarin kiimesidir. Burada C°(Q)=C(Q) olarak ifade

edilir. Bu uzayda norm

Jiesioy = 2 sup|Du ()

‘ a‘é k X€Q
seklinde tanimlanmaktadir.

Yine C* (5) , Q da |a|£k icin D”u tiirevleri sinirh ve diizgiin siirekli

olan ueC*(Q) fonsiyonlarindan olusur. Bu uzay

[y = 2. sup|D“u ()

‘a‘gk xeQ
normu ile bir Banach uzaydir.

Keza C” (Q) kiimesi ise, her mertebeden tiirevleri var ve sitirekli olan
fonksiyonlarin uzayidir. Yani C* (Q) = ﬂ c* (Q) olarak gosterilebilir.
k=0

Benzer olarak C, (Q) , C (Q) da ki sinirl fonksiyonlardan olusan uzaydir. Bu
uzay "sup" normu ile bir Banach uzaydir.

Ayni sekilde C, (§_2) ; C (5) da ki sinirh fonksiyonlardan olusan uzaydir. Bu

uzay "sup" normu ile bir Banach uzaydir. Eger Q siurli ise bu uzay C(Q) uzay ile

cakigiktir.

Yine Cy(Q), C,(Q) da bulunan ve k mertebeye kadar tirevleri yine

C,(Q) daolan fonksiyonlarin kiimesidir.



kiimesi

”“ ci@) igg‘D“u(x)‘

|oj<k
normu ile birlikte bir Banach uzay olur.

Son olarak Cj (5) kimesi hem Cj;(Q) hem de C* (5) bulunan

fonksiyonlardan olusur. Bu kiime yine

e @) = iug‘Da“(x)‘

|oj<k
normu ile bir Banach uzaydir. Eger Q sinirh ise bu uzay C* (ﬁ) uzay1 ile cakisir.

1.5 Kompakt Destek Kavrami ve C; Uzay

Bir u:Q— C fonksiyonu tanimlansin ve K, QcR" acik kiimesinin

kompakt bir alt kiimesi olsun. Eger Vx e Q\K i¢in u(x)=0 oluyor ise, bu duruma

u fonksiyonuna Kompakt Desteklidir denir. Yukaridaki gibi taniml tiim kompakt
K kiimelerinin arakesitine u fonksiyonun Destegi denir. Ayrica bu arakesit kiimesi

sembolik olarak supp u bigiminde gosterilir. Daha matematiksel bir ifade ile
supp u :{x: u(x);tO}
seklinde yazilir.

C (Q) siirekli fonksiyonlar uzayindaki kompakt destekli fonksiyonlarin
olusturdugu kiime sembolik olarak C, (Q) ifadesi ile gosterilir. Dogal olarak Cj (Q)

ifadesi C* (Q) uzayindaki kompakt destekli fonksiyonlardan olusan kiimeyi gosterir.



Son olarak C, (Q)kiimesi kompakt destekli ve her mertebeden tiirevleri var ve

stirekli olan fonksiyonlarin uzaydir.
1.6 R" Oklit Uzayinda Bélgeler

Q cR" acik ve baglantili bir kiime olsun. Bu durumda Q kiimesi n-boyutlu
R" 6klit uzayinda bir bélge olarak adlandirilir.  Sobolev uzaylarmin ozellikleri
incelenirken aksi belirtilmedik¢e € kiimesi bir bolge kabul edilir. Ancak bazi
durumlarda Sobolev uzaylar1 i¢in ifade edilen bir kisim 6zelliklerin saglamasi ancak
verilen QQ < R" bolgelerinin 0Q sinirlarinin diizglin olmasiyla miimkiindiir. Bu
yiizden bolge kavrami i¢in birkag farkli siniflandirma yapilmistir. Bu boliimde sinirl
bolgeler iizerinde yogunlagsmak suretiyle yapilan siniflandirmalarin 6zellikleri ifade
edilmeye ¢aligilmistir.

Asagida en ¢ok kullanilan {i¢ 6zellik ifade edilmektedir.
Koni Kosulu

Q bir bolge ve « ile h pozitif sabitler olsun. Eger Vx € Q i¢in 4 yiiksekligi
ve a acikligl ile V, < Q olacak sekilde bir V_ kiiresel konisi varsa Q bolgesi Koni
ozelligini saglar denir.
Lipschitz Kosulu

Q bir bolge olsun. Q bdlgesinin sinirindaki her x noktast igin a(Ux mQ)
smur1 Lipschitz siirekli olacak sekilde bir U agik yuvari varsa Q bolgesi Lipschitz
kosulunu saglar denir.
C* simifi Ozelligi

B sembolii merkezi orjinde olan bir birim yuvar1 gostersin ve Q bir bolge

olsun. Eger 0Q, smirli Q. acik kiimeleri ile ortiilebiliyor ise ve



) v, (Q,n0Q)=BNeR]

ii) v, (Q,NnQ)=BNR"

i) v, eC*(Q,)vey," eC*(B)
olacak sekilde . : Q, — B déniisiimleri var ise, bu durumda Q bélgesi C* mn bir
stnifidir denir.
Not 1.6.1

ii1) ifadesinden y, doniisiimlerinin & sayisina esit ve daha kiigiik mertebeli

tiim tiirevlerinin var oldugu ve ;" ters doniisiimlerinin smirli oldugu anlagilir.

Not 1.6.2
Q bir bolge olmak iizere yukarida verilen 6zellikler arasindaki iliski asagidaki
gibidir.

C* sumifiozelligi saglar =
Lipschitz kosulunu saglar =

Koni kosulunu saglar

Sekil-1. Diizgiin bolgeler.



& U

Sekil-2. Lipschitz kosulunu saglayan bolgeler.

s 4

Sekil-3. Koni kosulunu saglayan bolgeler.

Sekil-4. Lipschitz kosulunu saglamayan bolge.




1.7 Molifier fonksiyonu

Tamim 1.7.1 peC; (R") fonksiyonu
i) suppp B, (0)
ii) jQp(x)dx =1

i) p(x)=0
kosullarini saglasin.

& > 0 olmak tizere

seklinde taniml1 J,u fonksiyonuna u fonksiyonunun Molifieri denir.

Eger u fonksiyonu Q) da lokal integrallenebilir ve K kiimesi, € bdlgesinin
kompakt bir alt kiimesi ise dist(K,0Q) >0 olmak iizere J u molifieri, C” (K )
kiimesinin bir elemanidir.

L,,.(Q) kiimesinde tammli biru fonksiyonu igin yukaridaki ifadeden

hareketle

Jau(x)=—], P ()ulx=ey)dy,

bulunur ve p >1 olmak iizere 1 + 1 =1 seklinde ise
p q

1

Jgu(x)‘ = BI(O)p(y)E p(y)% ‘u(x - gy)‘dy

S[JBI(O)(p(y);j"dyJi [ IB@)(P(WI’\“(Xey)\j”dy}’]’,

ifadesi elde edilir. Boylece
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‘Jgu(x)‘p < J.Bl(o)p(y)‘u(x - gy)‘p dy,

olur. p=1 i¢in ifade aciktir. Esitsizligin her iki tarafinin K iizerinden integrali alinir

ise, bu durumda

Ju (x)‘pdx < J.Bl(o)p(y)J.K‘u (x - gy)‘p dxdy
= J‘Bl(o)p(y).[K‘u(x)‘p dxdy

<
K(J

bulunur. K sembolii € bolgesinin kompakt bir alt kiimesi olmakla birlikte, ayni

u(x)‘p dx,

zamanda K c ig(KO) ve dist(K,0K,) >0 seklindedir. Sonug olarak

Jgu(x)HLp @S Hu(x)HLp(Q) : (1.7.1)
bulunur.
Yardunct teorem 1.7.2

uel,, (Q) ve K, Q bolgesinin kompakt bir alt kiimesini gostersin. O
zaman

£>0 iken |Ju—uf, o —0, (1.7.2)

ifadesi yazilabilir.
Ispat

K,, € bolgesinin kompakt bir alt kiimesi ve K c ig'(KO) olmak {iizere

dist(K,0K,)>0 olsun.

Jgu—u”Lp(Q) <6 olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 ve

weCy (R") fonksiyonun var oldugunu kabul edelim. Yukarida verilen (1.7.1)

ifadesine u—w uygulanirsa
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Ju—Jw

<5, (1.7.3)

L,(Q)

bulunur. Ancak
Jw(x)-w(x)= Bl(())p(y)(w(x - gy) - w(x))dy ,

seklinde olup K kiimesinde & — 0 iken bu ifade sifira diizglin yakinsar. Bundan

dolay1 eger £ >0 sayisi yeterince kiiciik secilirse

ng—wL(Q)<5, (1.7.4)
bulunur. Boylece (1.7.3) ve (1.7.4) den
Jw—w L) < ||w—u Loy T Ju—Jw Ly t Jw—w L)
<30,

elde edilir ve o sayisi keyfi secildigi i¢in

e —0 iken

J.u _u”L[,(Q) -0,

sonucuna varilir.

Teorem 1.7.3

uel,, (Q) olmak izere,
VneC, ve VxeQicin J-Qu(x)n(x) =0,
oluyor ise, bu durumda u(x)=0 olur.

ispat

i) 11k 5nce kompakt destekli ve suppn < G olanher Vne L, (Q) icin

Lzu(x)n(x)dx:O , (1.7.6)
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oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in GcQ ve G QcR" olacak sekildeki siirh

G bolgesi i¢in suppn < G oldugu kabul edelim. Bu durumda
dist{G;@G} =2p,>p = n,eCy (Q) ,

olur. Simdi G, = {x cdist{x;G} < ,00} alalim ve

I, xeG
;L/ — Po ,
0, diger

olacak sekilde bir y, fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda

Lo > P IQu(x)n(x)dx =0 , (1.7.7)

¢ikar. Ayrica ne L (Q) oldugundan
p — 0 iken an - UHLI(Q) -0,
bulunur. Buradan
VxeQ igin k — 0 iken 77, (x) —>7(x),
olacak sekilde bir {,} ., p, =0, p, < p, dizisi vardir. Dogal olarak Vx € Q igin
ke — oo iken 1, (x)u(x)—>n(x)u(x),

olur. Diger taraftan

(1], <l )

ozelliginden hareketle,
HH(X)ﬂpk (X)HLOO(Q) < Zpk (X)‘M(X)H‘U(X)HLOO(Q) ’

elde edilir. Lebesgue teoreminden
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k — oo iken IQu(x)npk (x)dx —)J-Qu (x)n(x)dx ,
bulunur ve bu ifadenin sag kismu sifira esit olacagindan
_[Qu(x)n(x)dx =0,
sonucu ¢ikar.

ii) Teoremin asil ifadesinin ispat1 i¢in GcQ ve G QcR" olacak sekilde

bir G kapal1 bolgesini ele alalim. Ardindan
u(x)
n(x)=1u(x)

0o , diger

, xereu(x);tO

2

fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman

, xeG

0 ,xeQ/G

olur. 7 (x) fonksiyonu L (Q) uzayinda kompakt destekli olmakla birlikte, bu destek

G c Q seklindeki G kiimesinin bir alt kiimesidir. O zaman ispatin ilk kismindan

hareketle
0= _[Qu(x)n(x)dx = Ig‘u(x))dx ,
bulunur. Vx € G igin u(x) =0 olur. Son olarak G bdlgesi GcQ ve GEQcR”

olacak sekilde keyfi ve sinirh secildiginden
Vx e icin u(x) =0,

ifadesi elde edilir.
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2. BOLUM

ZAYIF VE GUCLU TUREV KAVRAMLARI

Tanim 2.1

u,vel,, (Q) olsun. Eger Q bélgesinin kompakt her K alt kiimesi igin
L,(K) kiimesinde
¢, > u ve D@ —v
olacak sekilde bir (¢m) eC" (K ) dizisi mevcut ise v fonksiyonu u fonksiyonunun

a mertebeden giiglii manada tiirevidir denir.

Simdi ueC" (Q) ve bir neCy (Q) fonksiyonu verilsin. Pargali integral

formiliinden

J‘Qu(x)%n(x)dx =— Q%u(x)?](x)dx, i=12,..,n (2.1)

yazilabilir. Bu ifade i¢in sinir kosullari mevcut olmaz ¢iinkii 7 fonksiyonu kompakt
destekli olup 0Q2 smirinda sifira esit degerler alir. Daha genel bir ifade ile £ bir
pozitif tamsay1 , u e C*(Q) ve a=(a,a,,...a,)€Z’, bir ¢ok-indisli olmak iizere
k=a, +a,+..+a, seklinde ise o zaman

J-Qu(x)D“n(x)dx = —L}D“u(x)n(x)dx ,

esitligi yazilabilir. Ciinki

Dflu B dal daz dan
- cee P
dx" dxy?  dx
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olup, (2.1) formiiliine |0:| defa uygulanabilir.
Tanim 2.2
a bir ¢ok-indisli olsun. Q < R”bir bolge olmak iizere L, (Q) kiimesinde

tanimli u ile v fonksiyonlari i¢in
[Lu(x)Dn(x)dx=(-1)"[ Du(x)n(x)dx, n(x)eCi(Q) @2
oluyorsa D”’u(x) fonksiyonu, u fonksiyonunc. mertebeden zayif manada

tiirevidir denir ve sembolik olarak v = D“u seklinde gosterilir. Eger u fonksiyonu

D“u seklindeki stirekli tiirevine sahip olacak kadar diizgiin ise (2.2) ifadesi
[Lu(x)Dn(x)dx = (-1)" Du(x)n(x)dx, n(x)eC;(Q).
seklinde yazilabilir.

Tanim 2.3 (Bagska bir zayif tiirev tanimi)

meN ve a bir ¢ok-indisli olsun. |a| <k ve u,eC"(Q) olmak iizere
L,.(Q) uzaynda
u, > u iken Du, —v

olacak sekilde u,ve L, (Q) fonksiyonlar: tanimli olsun. O zaman v fonksiyonu u
fonksiyonun zayif manada tiirevidir denir.

Ornek 2.4

n=1ve Q=(0,2) olmak iizere, asagidaki gibi

x ,xe(O,l]

u(x)= ve v(x)z{

1 ,xe[1,2) 0,xe(L2)
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u ve v fonksiyonlarini tanimlansin. v fonksiyonunun u fonksiyonunun zayif tiirevi

oldugunu gosterelim.

Coziim

Bunun i¢in u'(x)=v olmak iizere

j)‘u(x)Dﬂ(x)dxz—jv(x)n(x)dx 7n(x)eCy (Q),

0

oldugu gosterilmelidir. Sol kistmdan hareketle

_(z[u(x)Dﬂ(x)dx = i‘an(x)dx +j‘D77(x)dx

=—£77(X)dX+f7(1)—77(1)

:—Iv(x)n(x)dx,

0

bulunur. Bdylece
2

j)‘u(x)Dﬂ(x)dx = —Jv(x)n(x)dx ,

0

oldugu goriiliir.

Ornek 2.5

n=1ve Q=(0,2) olmak iizere,

fonksiyonu tanimlansin. u fonksiyonu igin Du=velL . (Q) olacak sekilde bir

zay1f tlirevin mevcut olmadigini gosterelim.
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Coziim
J:”(X)DU(X)G'X = —j:v(x)n(x)dx,

olacak sekilde bir v fonksiyonunun bulunmadigi gosterilmelidir. Esitligin sol

kismindan

2

—Iv(x)n(x)dx = Jz-u(x)Dn(x)dx

0

= jan(x)dx+2j77(x)dx
=—j-D77(x)dx—77(1),

0

bulunur. Buradan

2 1
n(1) = [v(x) (x)dx = [ ().
0 0
seklindedir. Simdi 0<7, <1, 7, (1)=1 ve Vx=1 i¢in 7, (x)— 0 olacak sekilde

sirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardan olusan bir (7, ) fonksiyon dizisini alalim.

Yukaridaki islemde 7 fonksiyonu yerine (nm) fonksiyon dizisini yazilir ve

m — oo i¢in limit alinirsa o0 zaman

m—o0 m—0

1=lim77m —hm j‘v x)dx _[77
0

celiskisi bulunur. Yani zayif tiirev mevcut degildir.
Not 2.6
i) D“uzayif tiirevini tanimlamak igin, klasik tiirev taniminin aksine, daha

kiigiik dereceli tiirevlerin var olmasi gerekli degildir.
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i) Zayif tirev L, (Q) kiimesinin bir eleman: olarak tanimlandigi i¢in

oOl¢iisti sifir kiimeler tizerinde degistirilebilir.
Teorem 2.7 (Zayif Tiirevin Ozellikleri)

1) Zayif Tiirev Var Ise Tektir.

ispat

Aksine ueL, (Q) fonksiyonunun velL ,h (Q) ve wel, (Q) gibi iki
zayif tiirevi mevcut olsun. Zayif tlirev tanimindan
Ig(v(x)—w(x))n(x)dxzo Vel (Q)
olup, Teorem 1.7.3 den hareketle
VxeR, v(x)=w(x)
oldugu goriiliir.
2) Zayf Tiirev Lineerdir. Yani  w,u,€l,, (Q) fonksiyonlar1 i¢in
v, =D €L, (Q) ve vy=D" €L, (Q) scklinde zayif tiirevleri var ise, bu
durumda
D* (cu, + cyuy ) = ¢, D“u, + ¢,Du, , ¢,c,eC
olacak sekilde bir D (c,u, +c,u,) zayif tiirev vardir.
ispat
I (cu, + c,u, ) Dndx = ¢, _[Q u,Dndx + c, _[Q u,Dndx .
3) G cQ olsun. Q bolgesi i¢in v =D“u esitligi var ise o zaman G kiimesi i¢inde
de v=D"u esitligi mevcuttur.

ispat

Acik.
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4 Du=v ve D°v=w zayif tirevler olsunlar. Bu durumda D*“u=w

seklindeki ifade dogrudur.

ispat
yeCy (Q) ve @ e D’y fonksiyonlar1 tammlansin zayif tiirev tanimindan
hareketle
a+f _(_ ||
IQuD wdx =(-1) IQ(/)vdx

= (—1)‘“‘ J‘Q vDyrdx

= (—1)‘“‘% J-Q wwdx,
bulunur.
Teorem 2.8

L,.(Q) kimesinde u, —>u olacak sekilde bir (u,)eL,, (Q) fonksiyon

dizisi tammlansin ve bu fonksiyon dizisi i¢in Z, ,, (Q) kiimesinde
D%u, —>v

olacak sekilde D“u,, € L, (Q) zayif tiirevi meveut olsun. O zaman D“u =v esitligi
yazilir. Yani D operatorii kapalidir.
ispat

Zayif tiirev tanimindan D“u, i¢in

J‘Q u, D“ndx :(—I)M _[QD“umndx Vel (Q)

olup m — oo igin ifadenin limiti alinir ise, bu durumda

J‘Q uD®ndx :(—I)M J‘QD“vndx Vel (Q)

ifadesi elde edilir. Sonug olarak D“u = v oldugu goriiliir.
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Teorem 2.9
u,velL,, (Q) olmak iizere Du=v zayif anlamda tiirevdir ancak ve ancak

D =v giiclii anlamda tiirevdir.
ispat

D% =v, L, anlamda gigclii tiirevi gostersin ve ¢eC; (Q) ve K =suppg

olsun. £>0, ||1// - u||L](Q) <g ve HD“(// - VHL @ < ¢ olacak sekilde y e cl (K)

, 1 1 ,
fonksiyonu tanimlansin. O zaman —+— =1 olmak {izere
P 9

UK uD” pdx — (—1)‘“‘ J‘K v¢dx‘ < UK w D gdx — (—I)M _[K wdx
[ (e=w) g = (1) ], (v- D) g

<], |00 Lol

<

bulunur. ¢sayist keyfi secildigi icin sag kisim sifir olmak zorundadir. O yilizden

Lp(Q)‘ Q) + HV -D%y

Ly( L,(Q)

o o)

D%¢

D =v zayif anlamda tiirevdir.

Ispatin aksi yonii icin D“ =v zayif anlamda tirev ve K, Q bdlgesinin

kompakt bir alt kiimesi olsun. Eger dist{K;@Q}<g oluyorsa, bu durumda

JueC”(K) olurve VxeK igin

Da(x) = [0 p 2 Jul)ay
o[ ul)ay

£

:ginfgp(x_y]V(y)dy

g
:ng(x),




ifadesi elde edilir. Ama Yardimci teorem 1.7.2 den

& —> 0 iken ||Jgu—u -0,

L,(K)
ve

s, -

ng—v”Lp(Q) — 0,

bulunur. Yani D“ =v giiglii anlamda tiirevdir.

21
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3. BOLUM

SOBOLEYV UZAYLARI

Bu kisimda Sobolev uzaylarmin tanimlar ve bazi temel ozellikleri ifade
edilmektedir. ~ Ayrica s6z konusu bu uzaylarin ¢esitli geometrik Ozellikleri
vurgulanmakta ve verilen farkli Sobolev uzaylarinin birbirleri ile olan iliskileri

hakkinda cesitli sonuglar ortaya konulmaktadir.

Tanim 3.1 (Tamsayr Mertebeli Sobolev Uzaylari)

QcR" bir bolge ve «a, a|£k seklinde bir ¢ok indisli olsun. W*” (Q)

Sobolev uzayi asagidaki gibi ifade edilir.

whr(Q)={uel,(Q):DuecL,(Q),Va,|a|<k keZ

whr (Q) Sobolev Uzayi tizerindeki Standart Norm

1/p
a 1P
_ [;(HD u Ll’(Q)J , 1<p<oo,

‘Dau

”u whr(Q)

max

P
la|<k (@)’

olup, Standart Yar1 Norm

1/p
P
<
me)] , Isp<e,

Sl

o=k

”u whr(Q)

max HD“u

P
o=k L, (%)’

seklinde tanimlidir.
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Dogal sonucg 3.2

Yerel Sobolev uzay olarak bilinen W;"” (Q) uzayl,

loc

wir(Q)={uel,, (Q):DueL,,, (Q),Va,

.
e e o|<k keZ,

seklinde ifade edilir.

Teorem 3.3

W) standart normu ile #*” (Q) Sobolev uzay1 bir normlu uzaydir.

ispat
Norm olmanin ilk iki kosulu,

|44

W‘vﬂ(Q):|/1|”u|W‘vﬂ(Q) ve Hu(x) =0 < u(x)=0,

WP (Q)
seklindedir. Son kosul olan iiggen esitsizligi asagida gosterilmektedir.

W*? (Q) Sobolev uzayindaki iki u ve v fonksiyonlarii¢in 1< p <o olmak

tizere Minkovski esitsizliginden hareketle,

et + v

1
Du+ D% ’
Wk.p(Q) - 0;{ u-+ \% L‘U(Q)

"\
« 1P o P
<[£§‘D u LP(Q)+‘D Y, }

1

P
| | 2
2(Q) |oj<k

< [Z ‘ D% D% L
|of<k
- ||u| whe(Q) + ||V| whe(Q)?

bulunur.
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Teorem 3.4

whr (Q) Sobolev uzayi bir Banach uzaydir.
ispat

(u,), W (Q) uzaynda bir Cauchy dizisi olsun. Buradan dogal olarak
(D“um) dizisi de L, (Q) uzaymnda bir Cauchy dizisi olur. L,(Q) uzay: bir tam
uzaydir. Yani bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaktir. Dogal olarak D“u, — u,,
olacak sekilde bir (u,) dizisi ve ayrica u, - u olacak sekilde bir ue L, (Q)
fonksiyonu vardir. Simdi zay1f tiirev tanimindan hareketle |0:| <k olmak lizere,

LZ uDndx = LE?JQ u, D“ndx

= lim (—1)‘“‘ IQD“umndx

- (—1)‘0{‘ IQ u,ndx,
olur. Buradan
IQ uD“ndx =(—1)‘a‘ IQ u ndx,
ifadesi elde edilir. Sonug olarak D“u =u, bulunur ve Sobolev uzaymin tanimi
geregi u e W"? (Q) oldugu goriiliir.

Teorem 3.5

whr (Q) Sobolev uzayi bir ayrilabilir uzaydir.
ispat

yhr (Q) uzay1 vektor-degerli fonksiyonlardan olusan,

Ver(Q) = {v v=(v, )‘a‘gk ve v, €L, (Q),

a|$k},

seklinde bir lineer uzay olsun. Bu uzayda norm
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|

vEr(Q) - Z ”v

=

seklinde olsun. 1< p<oo igin L, (Q) uzay1 ayrilabilir bir Banach uzaydir. Ayrica

yhr (Q) uzayl tammi geregi L, (Q) uzaymin sonlu sayida elemanindan olusan bir

yapidir. Dogal olarak V'** (Q) uzay1 da ayrilabilir bir Banach uzaydir.

W ?(Q) uzaymdan V*“" (Q) uzayma bir J transformasyonu tanimli olsun.
JWE(Q) >V (Q)  , Ju= (D“u)‘a‘gk

olarak tanimlanan s6z konusu operatdr normu korur yani

||Ju

Ve () - ||u||Lp(Q) >
seklindedir. Ayrica terslenebilirdir. O halde J bir lineer operatordiir. Ayn1 zamanda
bir izometridir. J operatdriiniin goriintii kiimesi olan RanJ = 7 (Q) uzayi,

Ve (Q) uzaymda bulunan ve v=(v,) v,eL,(Q) seklinde ifade edilen

laj<k
vektor-degerli fonksiyonlarin olusturdugu bir lineer uzaydir. Dogal olarak 7 (Q)

k : . ~k.p i
uzayr V°* (Q) uzayinin kapali bir alt uzayidir. Boylece V (Q) uzayr V' (Q)

uzayi ile birlikte ayrilabilirdir, ¢iinkii ayrilabilir bir uzayin herhangi bir altuzay: da
ayrilabilirdir.

J operatdrii izometrik oldugundan W*7(Q) uzayt V"7 (Q) uzay ile

tanimlanabilir. Buradan W*” (Q) uzay1 1< p < oo i¢in ayrilabilirdir.
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Tanim 3.6

p =2 olsun. Bu durumda W*” (Q) ve whr (Q) Sobolev uzaylari

loc

W (Q)=H"(Q)
W' (Q)=Hi (Q)

loc

olarak ifade edilirler. Daha 6zel olarak p=2 ve k=0 almrsa L,(Q)=H"(Q)

olarak gdsterilir. Ayrica sdz konusu H*(Q) Sobolev uzay:

(u,v)Hk(Q) :J.Q ZD“u(x)Dav(x)dx, u,ve H (Q),

‘a‘Sk
i¢ carpimi ile bir Hilbert uzaydir.

Tanim 3.7

wor (Q) uzay1 C; (Q) uzaymin W*” (Q) normuna gdre kapanisidir. Dogal
olarak W, (Q) uzayr W*? (Q)uzaymm bir alt uzayidir. Bu ifadeyi daha agik bir
sekilde ifade etmek gerekirse; W,"” (Q) uzay1, W*” (Q) uzayinda bulunan ve

|a|£k—1 olacak sekildeki her « sayisi i¢in 0€2 sinirinda D“u(x):O kosulunu
saglayan fonksiyonlarin kiimesidir.
Bir onceki tamimda verildigi gibi k=0 igin W"” (Q) =L, (Q) ve
W (Q) =L, (Q) seklindedir ve Vk i¢in
Wi (@)W (@)L, (@)

olmaktadir.
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Tanim 3.8 (Reel Say1 Mertebeli Sobolev Uzaylari)

QcR", k>0 bir tamsay1 ve o € (0,1) olmak iizere s =k+ o olsun. Bu

taktirde Reel Say1 Mertebeli W7 (Q) Sobolev uzay1 asagidaki gibi tanimlanur.

0{|k},

1/p
D“u(x)—D“u(y)p
g (Q)+Z J.QXQ‘ ‘dXdy ’

wk.p ” op+n
x=y

” Dau(x)—D“u(y)‘

o+nlp

eL,(QxQ),Va,

|1

Bu uzayda Standart Norm

wr(Q) - {”u

seklinde olup, 7°* () Sobolev uzay1 bu norm ile bir Banach uzaydur.

ud

Ayrica pe(l,oo) icin bu uzay yansimalidir. Yine p=2 icin

H*(Q)=w** (Q) uzayi

J, (D“u(x)—Dau(J/))(Dav(x)_Dav(y))dxdy,

’ S _ , . + +n
(u v)H @ (” V)H () o ||x—y||20

iccarpimi ile bir hilbert uzaydir.

Tanim 3.9

s >0 olmak iizere reel mertebeli W, (Q) Sobolev uzayi, C;(Q) uzaymn

——— standart normuna gore kapanisidir.

w;r (Q) Sobolev uzaymin tanimlanmasi ile negatif say1 mertebeli Sobolev

uzayi elde edilebilmektedir.
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Tanim 3.10

s>0 ve l+L,:1 olsun. Bu durumda W " (Q) uzayr W, (Q) Sobolev
p P

uzaymin dual uzayr olmaktadir. Yine 6zel olarak H™ (Q) w2 (Q) ifadesi

yazilabilmektedir.

Ileriki kisimlarda H ’I(Q) Sobolev uzayr H, (Q) uzaymin duali olarak

alinmaktadir. Boylece H™' (Q) uzayinin elemanlar1 H, (Q) uzayinda tanimli birer

siirli lineer fonksiyoneldir. Buradan

Vu e Hy(Q) igin ()< M |u

9

esitsizligi yazilabilir. Ayrica ¢ fonksiyonunun normu

V4
e = 50—V

ueHy(Q) ”M

9

Hy(Q)
olarak tanimlidir.

Dogal olarak L, (Q) uzaymin her f elemant
VueHy(Q) icin (f.u)=]_ fud,
bagintist ile ayn1 zamanda H ' (Q) uzayinmn da bir elemanidir.
Bazi durumlarda 6megin f e H'(Q)/L,(Q) oldugunda; L, (Q) ve Hy(Q)
dual uzaylari arasmnda
(ﬁ@:kﬂ@,

iccarpimi yazilabilmektedir.

Eger feH '(Q) olursa, bu durumda L, (Q) uzayinda
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d
VueH, (Q) icin ((u)= IQ[EOM + Zﬁiuxi }dx ,
i=1
olacak sekilde /,/,,...,¢, fonksiyonlar vardir. Sonug olarak

d
=0, %,
i=1 ij

bulunur. Buradan da L, (Q) fonksiyonlarinin differansiyellerinden f e H™' (Q)

fonksiyonlar1 elde edilir.

Tanim 3.11 (Bir Bolgenin Stmirinda Tanimli Sobolev Uzaylari)
k>0 bir tamsayl, o€ (0,1) , PDE [l,oo) ve se€ [O,k + a] olsun. Bir Q
bolgesinin siniriin yerel bir gosterimi V i =1,2,...,/ i¢in
QN B(x,,r)= {x eB(x,r):x, =g, (xl,xz,...,xd_l)} ,
seklinde tanimlansin.
Burada i=1,2,..,/ igin D,cR"" bolgeleri g, fonksiyonlarmin tanim

kiimeleri oldugu kabul olmak iizere, 0Q2 sinirinin her noktasi yukaridaki gibi tanimh

yerel gosterimlerin en az birinde bulunmaktadir. Her i=1,2,...,/ indisi igin
g eCH (Dl.) olsun. Burada 0Q smirinin sonlu sayida g, (Dl.) alt bolgeye

ayristmina “yol sistemi”’ denmektedir.

Son olarak s <k + a olmak tlizere W*” (8Q) Sobolev uzayi

wep (GQ):{ueLz (8(2): uog, eW™” (D ), i:1,2,...,l},

i
olarak tanimlanir. Bu uzayda standart norm
el oy = max e e &l

olarak ifade edilmektedir.
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Ayrica p =2 oldugu taktirde
W (0Q)=H"(09Q),
olarak yazilmaktadir. Burada H* (8(2) bir Hilbert uzaydir.

Tanim 3.12

Bir diger Sobolev uzayr H"”(Q) seklinde gosterilir. H*“”(Q) Sobolev
uzayl

C (@) ={u e €t [l < |-

C . ~k.p
biciminde gosterilen C (Q) uzayiin ||

wir() hOrmuna gore tamlanigidir.

—~k,p

(Cy (Q) uzayr C (Q) uzayinin bir alt uzayidir). H"” (Q) Sobolev uzay: giiglii
tiirev kavramindan yararlanilarak

uel, (Q): Duel, (Q),

H" (Q) ={

a| <k, vel, (Q) uzayinda }

D®u,, — D®u seklinde (u,)e c’ (Q) dizisi var dir ’

seklinde ifade edilmektedir. Bu tanimda verilen D“ tiirevi gii¢lii manada tlirevdir.

Not 3.13

H*? (Q) uzayinin geometrik 6zelliklerinin daha iyi anlasilabilmesi igin

H" (Q)=C"(Q)nW""(Q)

\%

Hy? (Q)=C7 (Q)n W " (Q)

gosterimlerinin bilinmesi oldukga faydali olmaktadir.
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Yukarida verilen bilgilerden H*” (Q) cwhr (Q) oldugu aciktir. Gergekte
H"" (Q)=w*"(Q) seklindedir, ancak su an i¢in bu esitlik agik degildir. Ciinkii
H""(Q) uzaymn elemanlan igin L, (Q) topolojisine gére D“u, — D“u olacak
sekilde fonksiyonlar bulunabilirken giiclii tiirev tammindan dolayr W*? (Q) uzayl1
igin bu sekildeki limit ancak L, (Q) topolojisinde meveuttur. H*” (Q) =W"*" (Q)

oldugunu ispatindan 6nce Birimin par¢alanisi kavrami ifade edilmelidir.
Yardimci teorem 3.14 (Birimin parcalanisy)

EcR"ve G,U agik kiimelerinin bir ailesi olmak lizere E c (UU :Ue G)

olsun. O zaman negatif olmayan O0< f (x)Sl seklindeki f e C; (Q)

fonksiyonlarindan olusan ve asagidaki kosullar1 saglayan bir F kiimesi vardir.

i) Vf eF ic¢in suppf — U olacak sekilde bir U € G vardir.
i) K c E kompakt ise o zaman sonlu sayida f e F fonksiyonu icin

suppf N K kiimesi bostan farklidir.

iiij) VxeE igin ) f(x)=0 du.

feF

iv)  Q, ler simmirlh ve Q cE olsun. Eger G= {Qsza---} seklinde ise

F= { fis fz,...} ve suppf, < Q, olacak sekildeki F kiimesi olusturulabilir.

Yukarida belirtilen F kiimesi G ortiisiine birimin pargalanigt olarak

adlandirilir.
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ispat

N
E kiimesi kompakt olsun. O zaman U, c G olmak iizere i¢in E C UUi

i=1

N
olacak sekilde pozitif bir N tamsayist vardir. Simdi E cUEi olacak seckilde

i=1

E, cU, kimeleri secilsin ve g, =J yE, i¢in suppg, cU, olacak kadar kiiciik

g >0 sayilar almsin. O zaman g, € C; (U ) olup E; nin komsulugunda g, >0

1

N N
olur. g=Yg ve S=suppg | JU, olarak gosterilsin. Eger dist(E,08)> ¢

i=1 i=1

ise, bu durumda E  kimesin de  k=J_ xS  ifadesi sifira esittir ve

h=g+keC” (R") seklindedir. Ayrica R" de A2>0 ve E de h=g olur.

Buradan F = { fiifi= %} olmasi yeterlidir. E agik bir kiime olarak segilirse

L

N
bi¢iminde yazilir. Boylece E, kompaktve E cUEi oldugu goriiliir. G, ifadest,

i=1

E, :Emgm{x:dist(x,aE)Z

~ | —

UeG ve E,=E =0 olmak iizere Uﬂ(ig(EM)—EH) formundaki acik
kiimelerin bir koleksiyonunu gostersin. G, kiimesinin elemanlan E, —i¢(E,_,)

kompakt kiimesi i¢in birer agik oOrtiidiirler, o yilizden sonlu sayida eleman ile F,

birimin parcalaniglarina sahiptirler.

(1)=3 T ().

gek;
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alinir ise, bu durumda; sadece sonlu sayida kosulun var oldugu ve £ de s >0 oldugu
goruliir.

Eger F kiimesi

U
f)=1s0)
0 ,xekE

seklindeki fonksiyonlarin bir kiimesi olarak secilirse ve eger E bir agik kiime degil
ise, bu durumda U  kiimelerinin bilesimleri olan her birimin parcalanisi ayni
zamanda E ig¢inde bir birimin pargalanigidir.
Tanim 3.15 (Meyers ve Serrin)

H* (Q)=Ww""(Q).
ispat

H*” (Q)c whr (Q) oldugu H*” (Q) tammindan agiktir. Vu e whr (Q) ve

Ve>0 igin

|a| <k, HD“W - D%

<g,
L,(Q)

olacak sekilde bir we c"’ (Q) fonksiyonu bulunabilir ise, bu durumda
whr(Q) e H (Q),
oldugu gosterilir. m >1 igin

Q, = {x eQ: ||x||m, dist (x,00Q) > i} )
m

ve Q,=Q, =3 olsun. {y, }, Yardimei Teorem 3.3 iin iv) nolu maddesindeki gibi,

{Q —Qm} oOrtiistine altordinati olsun. Her wuy, k-defa diferansiyellenebilir ve

m+2
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Q.- Q. bolgesinde destekli olsun. Teorem 2.9 un ters yonlii ispatinda oldugu gibi

oyle kiigik &> Osayisi bulunabilir ki w, =J_ (uwy,) fonksiyonu Q) ., —Qn,

kiimesinde desteklidir ve

whr(Q) < om’

| | Wm - ul//m

Ifadesi meveuttur. Bu durumda w=)"w, olur. Bu fonksiyon C*(Q) smifindadir

m=1

ciinkii her Q . —Q, kiimesinde

m+2

w=w, _,+w

m—1

+ Wm + Wm+1 + Wm+2 °

vardir. Ayrica

|pw-D7u, = ;Da(wm —wy,) "
<3|D% (w, —uw, )|
m=l1 LP(Q
= &
szz;z_’"
=£&.

Not 3.16

Teoremin ispatindan asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir.
i) c"’ (Q)nc” (Q) kesigimi W*” (Q) kiimesinde yogundur.
ii) C o (Q) NC” (Q) kesisim kiimesinin elemanlarinin 0Q simirinda ya da

0Q) sinirina yakin yerde siirekli olmasina gerek yoktur.
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Tanim 3.17
Asagidaki kosullar1 Q saglayan kiimesi Parca ozelligini saglar denir.
i) VxeoQ i¢in x merkezli bir U agik yuvari vardir.

ii) 0<t<l, zeQANU ise ozaman z+1y € Q olacak sekilde bir y vektorii

vardir.

Teorem 3.18
Q) kiimesi Parga Ozelligini saglasin. O zaman C” (Q) kiimesindeki
fonksiyonlarin Q kiimesine kisitlanmigt W7 (Q) Sobolev uzayinda yogundur.

Teorem 3.19 (Degisken degistirme ve zincir kurali)
Vile Q, R" de iki bolge olmak tizere, 7:V — Q seklindeki doniisiim
terslenebilir olsun. 7 ve T~ doniisiimleri siirekli olsunlar. Ayni1 zamanda k pozitif

tamsaymdan kiigiik ve esit mertebeli smurli tiirevlere sahip olsunlar.  Eger

ueW"” (Q) ise 0 zaman v=uoT e W*" (V) olacak sekilde bir v fonksiyonu vardir

ve bu v fonksiyonunun tiirevi zincir kurali ile verilmektedir.
ispat

y sembolii ile Q bolgesindeki koordinatlar1 ve x sembolii ile V' bolgesindeki
koordinatlar1 gosterelim. Yani y=T (x) olsun. Eger fel, (Q) ise 0 zaman
foTelL, (V) olur. Ciinkii J sembolii 7' doniisiimiiniin jakobiyen matrisini
gostermek lizere

p p
L|foT| dx:jg|f| Jdy
P
< b
< sabzt._[g|f| dy,

ifadesi yazilabilir.
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Eger ueW" (Q) ise, bu durumda (u,) fonksiyon dizisi , "’ (Q)
kiimesinde ueW"?(Q) fonksiyonuna yakinsayan ve v, =u,oT seklinde

tanimlanan bir dizi olsun. Zincir kuralindan hareketle ve |a|£k igin R, ,, Tile

tiirevlerinin siir kosullarini icerdigi kabul edilir ise, bu durumda
a B
Dv, =3 (Dlu,)TR

)m

a,p?

olur. Ama | ﬂ| <k i¢in R, , sl oldugundan

DlueclL (Q)= (Dfu) oTeL, (V)
= (Dlu)oTR, €L, (V),

oldugu goriiliir. (3. 1) den

D, =Y., (Dlu)eTR,,

Hzﬂ< (Du, = Du)°TR,, L)
= Zﬁ'éa L,(Q)
< sabit.zﬂgaH(Dl,}u - Dfu) o

Y m

(D’u, - Dlu)-1R,,

L(Q)

< Sabit.zﬁgaH(Dyﬁum - Dfu)

L)

sonucu elde edilir.

Not 3.20
) C(Q)c c'’ (Q) oldugu i¢in W,"” (Q) = W"”(Q) seklindedir.
ii) uew’r (Q) oldugunu sdylemek, u fonksiyonun ve tiirevlerinin 0Q

sinirinda sifira esit oldugunu sdylemekle ayn1 manadadir.
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iii) Cr(Q) Wy (Q) seklindedir. Ciinkii u e Cy (Q) olduu zaman
yeterince kiicik £€>0 sayisi igin ||u||WA,,,(Q) normuna goére JueC; (Q) ve

J ,u — u olmaktadir.
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4. BOLUM

SOBOLEYV UZAYLARI VE FOURIER TRANSFORM

Q=R" olarak alindig1 taktirde H* (R") Sobolev uzayi, Fourier Transform

kullanilarak tanimlanabilir. Bu bélimde kullanilan tiim fonksiyonlar kompleks

degerlidir.

Tanim 4.1
uel, (R") icin F(u)(y) Fourier Transformu

1

ve F! (u)(y) Ters Fourier Transformu

F(u)(y)= Joeu(xx,

P (u)(r) = s [ e (s,

olarak tanimlanir.

Asagida Fourier Transform igin ¢ok 6nemli iki teorem verilmektedir.

Teorem 4.2 (Fourier Palancheral Teorem)

uel, (R” ) NL, (R") olsun. Bu durumda Fu,F'uelL, (]R") ve

||Fu

n(e) = |7 71“HLZ(W) =

LZ(R") ’

olur.
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Bu teoremin ifade ettigi esitlik ve L, (R")(\LZ (R") kesisiminin L, (R")
uzaymda yogun oldugu gercegi kullanilarak, yukarida ifade edilen Fourier ve Ters
Fourier Transform ifadeleri L, (]R") uzayindaki fonksiyonlar icinde genisletilebilir.

Teorem 4.3

u,v e L,(R") olsun. Bu taktirde
D[ Fu(y)Fv(y)y =] u(y)v(y);
ii) DueL,(R") = F(Du)(y)=(iv)" Fu(y);
iii) Fu=v < F'v=u;
olur.

Simdi asagidaki ¢ok dnemli teorem verilebilir.

Teorem 4.4

uel, (R") olsun. Bu durumda
uer(]R”) = (1+|y|k)FueL2(R") ,

olur ve buna ek olarak Vu e H* (R") i¢in

o O B

olacak sekilde c,,c, > 0 sayilar1 vardir.

Yukaridaki teorem Hl +( y)k Fu ifadesinin H* (R") Sobolev uzay1 igin

L(R")

bir norm oldugunu ifade etmektedir. Yani Hl +( y)k Fu‘

L(R") hormu ” ”Hk(Rn) dogal
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normuna denktir. Buradan itibaren H* (R") Sobolev uzayr asagidaki esdeger
tanimin verilmesi oldukca anlamli olmaktadir.

H" (R") = {u el, (R"): (1+|y|k)Fu el, (R")},
H* (]R") Sobolev uzaymin yukarida verilen esdeger tanimi i¢in & mertebesi pozitif

tamsay1 olarak secilmesi zorunlulugu yoktur. Yani s>0 herhangi bir pozitif reel

say1 olmak lizere H’® (]R”) Sobolev uzayi

H(®)=fue 1 (R): (1] ) Fue L (R)]

seklinde olup, bu uzay iizerinde tanimli norm ve i¢ ¢arpim sirasi ile asagidaki

verilmektedirler.

L — Hl +(») Fu

L(r)’

(03,00 = [ (14D ) P o (o).

Ozel durumda eger s =0 almirsa dogal olarak H° (R”) =L, (R") olur.
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5. BOLUM

GENISLEME TEOREMI

Sobolev uzaylar1 igin bazi oOzelliklerin R"yerine QcR" bolgesinde

gosterilmesi daha kolaydir. Bu bolimde W*”(€Q) Sobolev uzaymm elemanlarini

kendisinden daha biiyiik olan W*” (]R") Sobolev uzaymin birer eleman olarak ifade

edilmesini saglayan genisleme operatoriiniin varlig1r arastirilacak ve bu sayede

gomiilme teoremleri veya iz teoremi gibi konular yardimiyla W*” (Q) uzay1 iin elde

uygun sonuglarm W*? (R") uzayi i¢inde gosterilmesi saglanacaktir.

Onerme 5.1

veR" ve uel, (R") fonksiyonlart i¢in
ug (x)=u(x+5v)
olsun. Bu durumda L, (R") kiimesinde limug =u seklinde yazilir.

ispat

&>0 ve <1 olmak ilizere C; (R”) kiimesinde taniml1 ¢ fonksiyonu i¢in
||u - ¢||Lp @ <¢ oluyorsa bu durumda ¢; fonksiyonun tiim desteklerini igeren yeteri
kadar biiylik bir yuvarda ¢; fonksiyonu ¢ fonksiyonuna diizglin yakinsar ve
||¢— ¢5||Lp @ <¢ olacak sekilde ¢ok kiiciik bir & > 0 sayis1 vardir.

Bu durumda
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R AP

<3¢,

e 1=l ) 0 = 05],

esitsizligi elde edilebilir. Yani

||u—u§ <3eg,

L,(Q)
oldugu goriiliir.
Onerme 5.2

R’ = {x eR":x, > O} seklinde olsun.

c” (]R'i) ~C" (]R'l) kiimesi W*” (RZ) Sobolev uzayinda yogundur.

ispat

&>0 saysi igin ueW"? (R’i) ve ¢eC” (Ri) ~C"” (RZ) fonksiyonlar

olmak tizere ‘v’|a| <k i¢in

olsun. Buradan L, (R’i) kiimesinde secilen bir “ fonksiyonu

D%¢— D%u

<&,

L (R)

v { 7

0 ,x <0

olarak tanimlansin. Her 6 >0 sayis1i¢in

g eC" (RN C™ (R2),
oldugu kabul edilirse, bu durumda bir 6nceki yardimer teoremden hareketle ‘v’|0:| <k
i¢in

o
H‘/’ s Y HL,,(R';) <&
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olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabilir. Bu durumda

HD“!//(? - D% <eg,

‘LP(RZ)
oldugu goriiliir. Boylece

|Dg; - Du

L,(R?) < HDQ% 4 LE) " “Da¢_Da“

LP(R’;)

<2e¢,
esitsizligi elde edilir.
Yardimci Teorem 5.3
R”  kiimesinde Eu=u olacak sekilde bir E,:W"” (R’i) —>Wwhr (R")
lineer doniisiimii var olmakla birlikte, bu dontisiim i¢in

[z <

W‘” W“’

olacak sekilde yalnizca n ve p ye bagh bir C sabiti vardir.
ispat

c” (]RZ) kiimesinden alman u fonksiyonu

u(x) ,x 20

E =< k+l
0 5
ZCU xl’x2’ X n-1>" xn) ’xn<0

olarak tanimlansin. Burada c, sabitlerinin Eu e C* (R") olacak sekilde segildigine

dikkat edilmelidir. Yani

k+1

de(-r)"=1 ,m=012,.k

seklindedir. Buradan

|D“Ed| . <C|Du (5.1)

L(r") "~

L[,(Rj) i
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olacak sekilde yalmizca n ve p ye bagli bir C sabiti vardir. Eger u e W*? (R’i) ise

bu durumda W** (RZ) uzayinda u  fonksiyonuna yakinsayan  bir

~k,
u,eC” (R’i)mC p(Rﬁ) fonksiyon dizisi alinsin. Bu durumda u, bir Cauchy

dizisidir ve (5.1) den E u_ operatdrii de W*” (]R") uzayinda bir Cauchy dizisi olur.

Teorem 5.4

Q smirl1 bir bolge olsun. Eger Q bolgesi C* nim bir smifi ise

E:W (Q)—> W (R")

olacak sekilde sinirli ve lineer bir genigleme operatorii vardir.
Not 5.5

Teorem 5.4 de ifade edilen genisleme teoremi igin birka¢ yoldan iyilestirme
yapilabilir.

i) Eger 0Q smurl ise, bu durumda € bolgesinin kendisi sinirli olmak
zorunda degildir.

ii) Q bolgesi, C' yerine C*" in bir smifi olabilir. Yani

v, fonksiyonlarinin mertebeli tiirevleri Lipschitz siireklidir.
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6. BOLUM

SOBOLEYV ESITSIZLIKLERI VE GOMULME TEOREMLERI

Gomme teoremleri farkli fonksiyon uzaylari arasinda iliski kurulmasini
saglayan matematiksel araglardir. Gomme teoremleri kullanilarak fonksiyon uzaylari
hakkinda bazi fikirler elde edilebilir. S6z gelimi bir fonksiyon uzaymin matematiksel
bir 6zellige sahip olup olmadigi ya da hangi durumlarda s6z konusu 6zellige sahip
oldugu gbmme teoremleri sayesinde rahatlikla goriilebilir.

Tanim 6.1

A ve B iki Banach uzay olsun. 4 — B olmak lizere Vx € Aigin

<]
el = €

n
olacak sekilde bir C sabiti var ise, bu durumda; 4 kiimesi B kiimesinde siirekli
gomiiliir denir ve A — B biciminde gosterilir.
Teorem 6.2

QcR", hyiksekligi ve «acgikligi ile Koni kosulunu saglayan bir bolge

olsun. Eger p>1 ve kp>n ise
WE(Q) e C,y(Q),

olur ve Yu e W*” (Q) i¢in

sup|u| < C||u

Wk.p(Q) b

olacak sekilde yalnizca « ,h,n ve p ye bagl bir C sabiti vardir.
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ispat

ue CA,’k v (Q) olmak tlizere

1, t<1/2
g(t):{o, t>1

seklindeki geC” (]R") fonksiyonunu tanimlayalim. x ) olmak iizere (r, 9)

ikilisi x merkezli kutupsal koordinatlar1 géstersin. Burada 0=(01,92,...,0 ) acisal

n—1

koordinatlar1 gostersin ve ayrica tepe noktasi x olan Koniyi kutupsal koordinatlarda

V,={(r.0):0<r<h,0 € 4},

biciminde gosterelim. Eger (k - 1) defa kismi integral alinirsa

ifadesi elde edilir. Ardindan dS, agisal uzunluguna bagl integrali alinirsa

CH =g (r/h)u(r,0)}drds,
_CJ‘ I r——tg(r/h) (r,@)}r"’ldrng

k
= CJ‘VX P %{g(r/h)u(r,@)}dlf,

olur. Her iki tarafa Holder Esitsizligi uygulanirsa, bu durumda

u(x) < sabit.”rk’"

L ts(rimutr0))

r

Ly(V:)

L,(Q)

< sabit.”r’“"” ||u
L,(V:)

Wk.p(Q) s



47

bulunur. Fakat ¢= (Llj ve kp>n olmasi1 durumunda eger
p —

n—1+(k—n)q>—1 ise 0 zaman

olur. Buradan sup|u| < C||u

W) ifadesi elde edilir. Eger elde edilen bu sonucun

keyfi bir ueW"”(Q)fonksiyonu i¢in saglanmasi isteniyorsa bu durumda

~k,p

ueC ( da || || o) NOrMuna gore u ya yakinsayan fonksiyonlardan olusan bir

whr(
(u,, ) dizisi alinmalidir. O zaman (u,,) dizisinin C,(Q) da bir Cauchy dizisi oldugu
gosterilirse

9

_ < _
sup‘u_]. “m‘—CH“_/’ Uy

bulunur. Bdylece u fonksiyonu C, (Q) uzayinin bir elemanidir ve

suplu |< Cllu |

whr(
ifadesinin her iki tarafinin limitinin alinmasi ile esitliginin saglandigi goriiliir.

Sonuc 6.3
Qc R", h yiiksekligi ve o acikligr ile Koni kosulunu saglayan bir bolge
olsun. Eger p > 1, (k - m)p > n ise 0 zaman
wer(Q) e Gy (Q),
olur ve Yu e W*? (Q) i¢in

sup‘D u‘ < C||u

whr(Q

olacak sekilde yalnizca a,h,n ve p ye bagli bir C sabiti bulunabilir.



48

ispat
Bir 6nceki teoremin ispatina benzer olarak |a|£k durumunda D%y igin

uygulanirsa ispat yapilir.

Teorem 6.4
QcR" bir bolge olsun. Eger p>n ve a=1- (ﬁj ise 0 zaman
p
w7 (Q)c " (Q)
olur ve Vu € W, (Q) igin
u(x)-u(y) _ 3
R

el

olacak sekilde yalnizca a,h,n ve p ye bagli bir C sabiti bulunabilir.
ispat

ueCy (Q) olsun. Ayn1 zamanda u e C; (R”) olarak da alinabilir. Simdi

d= ||x -y, S.=B,(y) ve S=85.n S, oldugunu kabul edelim. O zaman

‘u(x)—u(y)‘vol(S):IS‘u(x)—u(y)‘dz
< _[S(‘u(x)—u(z)‘dz+‘u(z)—u(y)‘)dz
< ‘[Sx‘u(x)—u(z)‘dz+J‘Sx‘u(z)—u(y)‘dz,

olur. Eger (r,H) ikilisi koordinat diizleminde xmerkezli z noktasinin kutupsal

koordinatlari ise

‘u(x)—u(y)‘ﬁ!

flan
T
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p

olur. Buradan ¢ = icin

Hu(x)—u(y)‘dzﬁjzj;

SX

S—Z}dpr“drng

dd

1%}

i
d" ¢ t|ou

il

Sd" J‘j‘pl—n ou p"_ldpng

}d pr'"'drdS,

<

< d_ pl—n au dZ

bulunur. Kiiciik bir hesaplama ile

o
=sabitd 7,

lein L,(S,)

oldugu gosterilebilir. Buradan sonra

ou

op

_ Sabit.;||aiu||Lp(Q),

Lq(sx)
oldugunu goérmek zor degildir.
Ayrica  vol(S)=sabit.d" ve S flizerinde alinan integral farkli bir yoldan

hesaplanabilir.

1" n
‘uf _”m‘ <Cd pZ”ai“”Lp(V,) :
i=1

Bu esitsizlik tam olarak elde edilmek istenen sonugtur. Ek olarak
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WE(Q) = Cy (Q),
teoreminin R” 06klit uzayina uygulanmasindan

suplu| < Clu| .

bulunur. Bu ifade ile yukarida elde edilen sonucun birlestirilmesinden u € C; (R")

i¢in

Ju

c(Q) < C”””WW(Q) >

bulunur.

Eger ueWw"” (Q) olursa ve C; (Q) uzayinda || || normuna gore u ya

whr(Q)
yakinsayan fonksiyonlarin bir (”m) dizisi varsa o zaman s6z konusu bu fonksiyonlar
dizisi C** (5) uzaymda yakinsaktir. Boylece u € C*“ (5_2) olur. Son olarak limit

isleminin uygulanmasinin ardindan verilen u fonksiyonun teoremde verilen
esitsizligi sagladig goriiliir.

Teorem 6.5

Q c R" herhangi bir bolge olsun. Eger p<n ve g = ise
n—p
W' (Q)eL,(Q)
olur ve Vu e Wy” (Q) i¢in
el e = €2 NP, 0
i=1

olacak sekilde yalnizca n ve p ye bagli bir C sabiti bulunabilir.
ispat

[lk olarak Hélder esitsizliginin genellestirilmis bir hali olan
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1 1 1 1
—+t—+—+...+—=1

b D, Ds D,

olmak lizere

. |U
L(@) ")

; (6.1)

jg|u1.u2.u3....un|dx S”u1

@ 13

L(9Q)
esitsizligini verelim.
Teoremin ispati igin u € C, (]R")durumunu gosterilmesi yeterlidir. Ilk olarak

p =1 durumu ele alahm. VieZ" igin

seklindedir. Bu sekildeki n —tane integrali taraf tarafa toplar ve ardindan (n —1)

mertebeden koki alinirsa

1

< ( j 0,u(x J (6.2)

1

bulunur.
j |Dl.u|dxl. integrali x, ye bagh degil iken, kalan (n—l) tane degiskene

baglhdir. (6.2) ifadesinin her iki tarafinin x, degiskenine bagli olarak integralini alip

genellestirilmis Holder esitsizligini uygularsak p, =m=n-1 icin

o0

[u(x) dxl_£j|Du|dx1] TH@DWXJ’ dx,

—o0 —0 i=2 —o0

(“Du|dx1] 2“ “Du|dxdx1]11,

—00 —00
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olur. Bu ifade hala x, nin (n - 1) tane fonksiyonundan olugmaktadir, o yiizden her iki

tarafin bu kez x, ye bagl integralini alir ve tekrar (6.1) ifadesinde p, =m=n-1

uygulanirsa son olarak

L

J.R" ‘u (x)‘ﬁ dx < (ILIUD’M (x)‘]n_l ,
bulunur. Bu ifade geometrik olarak
1
. <[ TTf o]
ve aritmetik olarak
1 n
||u||Ln(Q) = ;1;[ _[Rn |Dyufx,

seklindedir. Buraya kadar p =1 durumu igin ispat yapildu.

Simdi p >1 durumunu ele alalim.

:1+(p—1)n olsun.  Cinki o>1 ve ueCé(]R”) ise

olur. |u|§ durumu i¢in p =1 alirsak
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(p=l)n "\ p-1
JRn[|u j a| |,

S
—~
S
|

S
~
T

olur ve boylece

n—1
n,

p T (n—l)p <
() 5

ifadesi elde edilir. Ayni sonug acik olarak u e Wok P (Q) icinde elde edilebilir, bunun

i¢in sadece C, (R") uzayinda u ya yakinsayan bir fonksiyonlar dizisi alinmalidir.

Not 6.6

icin W7 (Q)< L (Q) oldugu onceki teoremde gdsterilmisti.

Ama W' (Q) cL, (Q) oldugu zaten agiktir. O ylizden simdi verilecek onermede

p<q<r seklindeki uygun tim ¢ degerleri igin W, (Q)CLP (Q) oldugu
gosterilmektedir. Eger Q siirli ise s6z konusu ifade bu kez 1<¢g<r seklindeki

uygun tiim ¢ degerleri i¢in saglanir.
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Yardimci teorem 6.7

Eger s<g<r ve ®eL (Q)NL (Q)ise ®eL (Q) olurve

igin

|

e <Ol o) 10
esitsizligi elde edilir.
ispat

Bu Onemenin ispat1 igin |d)|q ifadesinin integraline Holder esitsizligi

uygulanmali ve |(D|(H)qeL . (Q) icin |(D|MELL(Q) oldugu gercegi

(1-2)q Aq

kullanilmalidir.

Sonucg 6.8
R" deki her Q bdlgesi i¢in yalnizca n ve p ye bagli bir C sabiti vardir ki
i) Egerkp<n ise

Wit (@)L, (Q)

n—-p

olur ve Yu e W," (Q) i¢in

||u||Li(Q) < C”u wkr(Q)?
n-p

olacak sekilde bir C sabiti vardir.

i) Eger kp>n ise 0<k—m-— "l vea=k-m-2 kosullarin1 saglayan
p p

k tamsayis1 igin
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Wi (Q)c (@),

olur ve Vu € W;” (Q) i¢in

2] < C

Wok"p(g) ’
olacak sekilde bir C sabiti vardir.
ispat

np
n—p

i¢in

i) Eger |ﬂ|£k—1 ve ue W, " (Q) ise DueW,”(Q) olur. r=

W, (Q)= L, (Q) oldugu da dnceki teoremde gdsterilmisti. Buradan hareketle

1 P

Wy (Q) W, "7(Q) olur. Bu siireg bir kez daha ilerletilirse

L,

wir W, 2 (Q) ifadesi elde edilir. Ayni iterasyon k -defa yapilirsa en sonunda

k-2, P
Wy? <W, "% (Q) sonucu elde edilir.

ii) (k —m-— 1) <n oldugu i¢in 1) durumu

Wy (Q)e L

np
n—(k-m-1)p l-a

oldugunu gosterir. Boylece eger u e W*” (Q) ve |ﬂ| <m+1 ise D uew, """ (Q)

olur. Bundan dolay1 W,"” (Q)c C"* (5) bulunur. Fakat buradan anlasilmaktadir ki

n

eger ueWok”’(Q) ve |ﬂ|£m ise, bu durumda; D’BMEWOLQ(Q) olur. Aynm
zamanda ;" (Q)c C* (§_2) oldugu da gosterilmisti.  Sonug itibariyle

WP (Q)c Cme (5) olur.
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Not 6.9
Bir ka¢ 6zel durum asagida ispat verilmeden yazilmistir. Bunlarin her biri
birbirinden bagimsiz ispatlar gerektirmektedir.
i) kp=n ve p>1 ise p<qg<oo kosulunu saglayan tim ¢ degerleri i¢in
asagidaki ifade gecerlidir.
(@)L, (@)
ii) kp=n ve p=1 ise (k=1 oldugundan) asagidaki ifade gegerlidir.

Wi (Q)c C, (ﬁ)

iii) kp>n, p>1 ve 2 ifadesi bir tamsay1 ise p < g <o kosulunu saglayan
p

tim ¢ degerleri i¢in asagidaki ifade gecerlidir.

ivy kp>n, p=1 ise (ki o zaman 7 pir tamsayidir) asagidaki ifade

gecerlidir.
i (Q)c Cy (Q)
Yukarida gosterilen 6zel durumlar uygun normlarla verilen birer esitsizlige

sahiptirler.

Sonug 6.10
Eger Q, R’ de sl bir C' bolgesi ise (ya da icinde

E:whr (Q) —>whr (R") seklinde siirli Genisleme operatorii var olan herhangi bir



57

bolge ise ) bu durumda Sonug 6.8 ve Not 6.9 dan W,"” (Q) uzayi i¢in sdylenenler
W*?(Q) uzay: igin de gegerlidir. C sabiti verilen uzaya gdre degisir.

Not 6.11
Not 5.7 incelendiginde Genisleme operatoriinlin Lipschitz bolgeleri ve hatta

Koni kosulunu kesin olarak saglayan bolgeler i¢in var oldugu goriliir.



58

7. BOLUM

KOMPAKTLIK TEOREMIi

Baz1 durumlarda verilen gomiilmenin kompakt olmasi tercih edilen bir
durumdur.
Tanim 7.1

A B gomilmesini ele alalim. Eger A kiimesinde bulunan her siirh
dizinin B kiimesinde yakinsak bir alt dizisi varsa A kiimesi B kiimesin de kompakt
olarak gomiiliir denir.

Ave Biki Banach uzay ve M :A— Bbir smirli lineer doniisim olsun.
Auzayinda alinan her sinirli kiimeye karsilik B kiimesinde sinirli bir kiime dizisi
varsa M : A— B doniisiimii kompakttir denir.

A, Bve C Banach uzaylar ve M : 4— Bile P:B— C lineer doniigiimleri
sinirhi olsun. 4 veya B uzaylarindan herhangi biri kompakt ise, bu durumda;
PM doniisiimii de kompakttir. Sonug olarak su ¢ok onemli sonug elde edilir; eger
A B veya B> C gomiilmelerinden herhangi biri kompakt ise o0 zaman A+ C
gomiilmesi de kompakttir.

Yardimci teorem 7.2

Q siirli bir bolge olmak {izere eger

i) 0<A<1 ise C™ (5) kiimesi C" (5) kiimesinde kompakt olarak
gOmiiliir.

i) 0<v<A<l ise C™ (5) kiimesi C™” (5) kiimesinde kompakt olarak

gomiiliir.
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ispat
Ispatin m =0 durumu igin gdsterilmesi yeterli olacaktir. Bu yapildiktan sonra

elde edilen sonu¢ fonksiyonlarin tlirevlerine uygulanabilir ve m degerleri icin

genellestirebilir. (u,), C** (5) kiimesinde ””,

(@) <M olacak sekilde bir dizi

olsun. Buradan
A
‘”,- (x) —Y (y)‘ <M ||x - y” (@)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik s6z konusu dizinin sinirli oldugunu ve es siirekli

fonksiyonlardan olustugunu ifade eder. Arzela-Ascoli  teoreminden C (5)
kiimesinde yakinsak bir (ul.k) alt dizisinin oldugu gériiliir. Buradan C** (5) kiimesi
C (f_l) kiimesinde kompakt olarak gdmiiliir denir.

S6z konusu (ul.k) alt dizisinin C* (5) kiimesinde de yakinsak oldugunu

gosterilebilir. Bunun i¢in y € C*" (5) oldugu kabul edilir ise, bu durumda;

v

=supt—————
(B

(@)

v (x)-w ()
||

v

- Sup[M]ﬁ (%) —W(y)\l_%
el

v

Y

<92 (”,/, o (Q))l (max|y]) 7,

bulunur. Buifade f, (x)- fi (») icin diizenlenirse

I

S )= 1, (D oy <1 (%)

<2M,

(@) @) T | () (@)

olur. Buradan
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<2007 (maks|f, ()~ £, ()

bulunur. Boylece s6z konusu alt dizi C*" (5) da bir Cauchy dizisidir. (Ciinkii C(€2)

£ (x)= £, ()

(@)

da yakinsaktir). Bundan dolay alt dizi C*” (5) da yakinsaktir.

Sonug 7.3

Eger Q smurh, kp>n, ﬂ<k-m-E ve 0<k-m-—<1 ise bu taktirde
p p

whr (Q) kiimesi cm’ (5) kiimesinde kompakt olarak gomiiliir.

ispat
ﬂ=k—m—E olsun. O zaman W** (Q) cc™® (5) c C* (5) ikinci gdmiilmesi
p
kompakttir.
Sonuc 7.4

Q smurh bir C' bélgesi (ya da iginde seklindeki smirli genisleme operatorii

olan bagka bir bolge) olmak ilizere kp >n ve 0<k-m-2<1 olsun. Eger ﬂ<k—m—E
p

ise W*” (Q)kiimesi C"* (ﬁ) kiimesinde kompakt olarak gomiiliir.
ispat

peCy (]R”) fonksiyonu Q da ¢=1 seklinde tanimli olsun. Ayrica
peCy (R”) fonksiyonunun tiim destekleri Q bdlgesinde bir B yuvarinda olsun.
Buradan ¢E(f)=¢E(f) olacak sekilde bir

E: WY (Q)>w' (R")
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donilisiimi tanimlansin.  Sonug 7.3 de WO"”’ (Q) kiimesinin C*” (Q_l) kiimesinde

kompakt olarak gomiildiigii sdylenmisti. Bundan dolayr W' (B) kiimesi C** (5)

kiimesinde kompakt olarak gomdiliir.
Bu sonu¢ genel kdegerleri igin genisletilebilir. Bunun i¢in fonksiyonlarin
tiirevlerinin alinmasi gerekir.

Not 7.5

Sonu¢ 7.3 ve Sonu¢ 7.4 sunulan ifadeler 0<k-m-2<1 yerine
p

0<k-m-2<1 alinmas durumunda bile gecerlidir. Yani n sayisinin bir tamsayi
p p

degeri almasi durumu da ilave edilebilir.
Tanim 7.6
Bir metrik uzaym bir Ealt kiimesi Ve >0 i¢in eger E kiimesi ¢ yaricaplt
yuvarlarla kesin olarak ortiilebiliyorsa E tam sinirhidir denir.
Teorem 7.7
E , tam bir X metrik uzayinin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
i) E kompakttir.
ii) E deki her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.
iii) E tam smirhidir.
ifadeleri esdegerdir.
Bu teorem kompakt doniisiimler ve gomiilmeler icin ¢ok yarali iki

karakterizasyonu ifade eder.
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Teorem 7.8

Q sinirlt bir bolge ve p <n olsun. Bu durumda ¢ < P olacak sekildeki
n—p

Vq igin W (Q) uzayr L, (Q) uzayinda kompakt olarak gomiiliir.
ispat
[k olarak g=1 olsun. A kiimesi W, (R") Sobolev uzayinda smirli bir

kiime olsun. A kiimesinin elemanlarmi Q bolgesindeki destekleri ile beraber

W, (R") Sobolev uzaymnin elemanlari olarak kabul edilebilir. 4, ={J,u:u e 4}

olsun. Bu durumda

|Jhu| Sh"jgp(xzzj‘u(z)‘dz

<" (max p)[ull, o
bulunur ve
‘Dijhu (x)‘ <p! L Dip(x ; Zj‘u (Z)‘dz
<h™" (maX|D1-P|)””“LI(Q)
olur.

Q sinirli oldugu igin
||u||Ll(Q) < sabit. ||u||Lp(Q) ’
seklindedir. Yukaridaki esitsizligin anlatmak istedigi 4, kiimesinin C (5) siifinda

bulunan sinirli ve essiirekli fonksiyonlarin bir kiimesi oldugudur. Arzela -Ascoli

teoreminden 4, kiimesindeki her dizi C (5) siifinda yakinsak bir alt diziye sahiptir.
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Bu tiirden alt dizilerin L, (Q) uzayinda da yakinsak oldugu aciktir, o yiizden 4,,

L (Q) uzaymnda tam siurhdir. Eger u € 4, ise, bu durumda;

u(x)—Ju (x): J‘ p(z)(u(x)—u(x—hz))dz

‘z‘sl

T 2o
<1 0 dr ”Z”
D.u (x - riJ}dlﬁdz
[l

olur. Her iki tarafin x degiskenine bagl integrali alinir ise, bu durumda;

Du(x r— J}dxdrdz
|-

h(z)
= J- p(z) j- ZIQ Diu(x—rﬁdedrdz
i=1 z
h(z) n =z
= [r(x) [ 2], Diu[x—rﬂjdxdrdz 9.1
i=1 z

bulunur. Buradan

h(z

-0 [ 20 |

‘z‘<1

i=1

h(z) n

[ u(x) =7, (= [ o) [ 2]

‘z‘él 0 =1

|2|<1 0
< h;jﬂ‘Du
<hB,

olur. Bu ifade de B sembolii, I, (Q) uzayinda 4 kiimesinin elemanlarmnin sinirina
bagli bir sabiti temsil etmektedir. Ciinkii sinirli bir bolgede || ”Ll(fz) normu || ||Lp(Q)

normundan daha zayiftir.

Simdi ¢€>0 olsun. 4, kiimesi, L, (Q) uzaymda tam simirli oldugundan,

sonlu sayida /2 yarigapli B, yuvari ile ortiilebilir. 4 :% olsun. (9.1) den eger

J,u e B, ise u fonksiyonu ¢ yaricapli merkezi B; yuvarinin merkezi ile ¢akisik olan
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bir yuvar igindedir. Bdylece 4 kiimesi sonlu sayida & yarigapli yuvar ile
ortiilebilirdir yani A kiimesi L, (Q) uzaymda tam simrhdir. Buradan W"° (Q) uzay1
L (Q) uzayida kompakt olarak gomiiliidiir.

w eW,”(Q) oldugu kabul edilir ise, bu durumda; yeL, (Q) olur.

n-p

np
n—p

Teorem 6.5 ve Yardimci Teorem 6.7 den hareketle s=1 ve r=

ise, bu

durumda;

I, 10 < W0l 1.,

. -4
<Cllf, (;HD’”’HLP(Q)) ’

ifadesi elde edilir. W,”(Q) Sobolev uzaymnda ||um|| Loy S M olacak sekilde smirl bir
(um) dizisi alinsin. W, (Q) uzay1 L, (Q) uzayinda kompakt olarak gémiildiigii i¢in
L (Q) uzaymda yakinsak bir (um) alt dizisi bulunabilir. Yukaridaki esitsizlik
(”m,, ) - (umk ) icin diizenlenirse

<2M,

L(Q)

(s, ) = (1)

bulunur ve buradan hareketle

o)~ (o ),

bulunur. Bu ifade (“m,.) dizisinin L, (Q) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu

A

< sabit. H(um ) - (”mk )

L(Q) ’

gosterir. Bundan dolay1 (un

T

) dizisi L, (Q) uzayinda yakmsaktir ve W, (Q) uzayl1

L,(€) uzaynda kompakt olarak gdmiiliir.
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Sonug 7.9

Eger Q sinirth ve kp<n ise o zaman ¢ < npk igin W;* (Q) kiimesi
n—=Kp

L, (Q) kiimesinde kompakt olarak gdomiiliir.

ispat

1,—2
Wi (Q)  kiimesinin - W "7 (Q)  kiimesinde siirekli olarak gomili

oldugu gosterilmisti. Teorem 7.8 den ¢ < npk icin Ww*” (Q) kiimesi lﬁ(Q

kiimesinde kompakt olarak gomiiliir.

Sonuc 7.10

Yukaridaki kompaktlik sonucu Qsmirli bir C' bélgesi (yada icinde

seklindeki sinirli genisleme operatorii olan bagka bir bolge) olmasi durumunda
Wy 7 () Sobolev uzayi iginde gegerlidir.

ispat
Sonug 7.5 in ispatina benzer yoldan gosterilebilir.

Not 7.11

Onceki sonuglarda kp = n olmas1 durumu gésterilmedi. Ama Q smirli olmak
lizereVr < p igin W*?(Q) uzayr W*"(Q)uzayinda siirekli gdmiildiigii i¢in Sonug
7.10 dan Vg <oo igin W*? (Q) uzayl L, (Q) uzayinda kompakt olarak gomiiliir.

Ayni durum W*? (Q) uzayi i¢inde gegerlidir.
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Teorem 7.12

QcR"de smirli bir C' bolgesi olsun. Eger p>n,1<g<ow,0<r<k ve

k—r-2+2>0 oluyorsa bu durumda
P 9

whr(Q) e w1 (Q),

ifadesi yazilabilir ve eger k-r-2+250 seklinde ise, bu durumda s6z konusu
p 9

gdmiilme kompakttir.

ispat

s=k—r olsun. 1-2+- >0 ve q;,21, q,=p ve g, =q olacak sekilde
qi qj+l

99-4,----q, sayilar alalim. 1-24+2>0 oldugu icin bu sekildeki sayilarin varlig
P 9

kesindir. Eger k—r—£+£:O ise 0 zaman je{O,l,...,s} igin 1—£+L:O

P q 4 4.

esitliginden dolay1 ¢,,q,,...q, sayilarin tekligi sz konusudur. Eger 0 =5 “2ilso
p 9

oluyorsa q,,q,,...q, sayilari yine vardir ancak teklik yoktur. Onceki teoremlerden
hareketle w(Q) - L » (Q) oldugu  goriilebilir. Buradan
W (Q) s W (Q) olur. Gergekten u e W (Q) olur ise, bu durumda;
|a| <k-j-1 i¢in De wh (Q) olmaktadir. Yine |a| <k-j—-1 igin
W (Q) L, . () oldugundan  D“u zayif tiirevi L. (Q) wuzaymin bir

elemanidir. Aynt zamanda |a| <k - j—1 seklindeki Ve« icin
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HD“u

\ <(, HDau

a) <C, HD“u

Lg; k—j.qi
Ly, (@ W W (@)

olmaktadir. Eger u € W (Q) ise, bu durumda;

o o) < Clu

Wk—j—l.q,url( Wk*f,'Zj (Q) s

[fadesi yazilir. Buradan siirekli J, gdmiilme operatdrii
J W Q) > W (Q) L, j=0,1,2,,5 -1

seklinde gosterilir. Buradan
ki Jo Ji J3 o
W (Q) =W e (Q) W (Q) ST (Q) > T (Q) = (Q)
olup, J =J_,...J,J, formunda gosterilen bir

J W (Q) > W (Q)

operatorii vardir ve iistelik bu operator siireklidir. Eger € >0 ise J, ler den en az biri

kompakttir (en az ;j indeksi i¢in -2+ 2 5o seklindedir). Bu ylizden J nin
qi qj+1

kendisi de kompakttir.
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8. BOLUM

iZ TEOREMI

Sobolev uzaylar1 Kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin arandigi dogal
uzaylardir. Fakat bu tiir denklemler genelde sinir kosullari ile birlikte verilmektedir.
Bu yiizden Sobolev uzaylarindan segilmis bir u fonksiyonunun verilen bir Q
bolgesinin 0Q sinirina kisitlanmasindan ne anlasildig1 ve yine ayni fonksiyonun s6z
konusu Q bdlgesinin sinirinda nasil davrandigi 6nemlidir. € bdlgesinde tanimli bir
u fonksiyonun OQ kisitlamasina o fonksiyonun Izi denir. Iz teoremin temel amaci

s0z konusu kisitlamaya bir anlam kazandirmaktir.

Eger u fonksiyonu L, (Q) uzaymnda tanimli ise, bu durumda u
fonksiyonunun izi yeteri kadar iyi-tanimli olmaz; ¢linkii 0Q2 sinirinin dl¢timi sifirdir.
Fakat kp>n olmak iizere Q kiimesinin R” &klit uzayinda bir C' sinifi olmasi
durumunda ise u fonksiyonun iyi-tanimli sinirli bir ize sahip olmasi gerekir. Ciinki
whr (Q) uzayindaki fonksiyonlar Q bolgesinde siireklidirler. O yiizden bu boliimde
asil kritik kosul olan kp < n durumu iizerinde durulmaktadir.

Bu kisimda R” 6klit uzayindaki bir x vektdri x=(x,x,) olarak

tamimlanmakta ve x' € R"" oldugu kabul edilmektedir.

Yardimct Teorem 8.1

Eger uew"! (R") ise, bu durumda; V¢ € R igin v(x)=u(x",x,) fonksiyonu
L (R""l) kiimesinin bir elemanidir ve

I ey <0, ey + 1P
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esitsizligi s6z konusudur.
Not 8.2

Oncelikle esdeger siniflarda tanimli fonksiyonlarin izlerinden bahsedilirken

dikkatli olunmalidir. Ayrica u e Cy (]R") fonksiyonlar1 i¢in iz fonksiyonun varlig

kesindir. ueW“(]R") fonksiyonlar1 i¢in ise Cj (]R") siifinda s6z konusu u

fonksiyonuna yakinsayan bir fonksiyon dizisi vardir. Yardimci Teoremde 8.1 de

verilen norm esitsizligi s6z konusu uzayda tanimli fonksiyonlarin izlerinden olusan

dizilerin Ll(]R”‘l) kiimesinde yakinsak olduklarini iddia etmektedir. Yani u

fonksiyonu L, (R""l) kiimesinde bir ize sahiptir.
ispat

ueC; (R") olmak tizere ueCy (R") fonksiyonu i¢in ¢ =0 durumunu

gostermek yeterlidir. Integraller icin ortalama deger teoreminden o e [0,1] olmak

uzere

[ o ueioic

0 R
oldugu goriiliir. Fakat

‘u (x', 0)‘ =|u (x’, G) — TDnu (x’, t)dt
0

o

< ‘u (x', 0')‘ - HDnu (x', t)‘dt,
0

seklindedir. R"" {izerinden integral alinirsa
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||v||L1(R,,,l)S I‘u(x',a))dx# J. Hu(x',a)‘dtdx'

n—-1 Rn—l 0

R
=j. I ‘u(x',a)}dx'dﬂr I Jl"Dnu(x',G)‘dtdx',
0 R0

Rn—l
olur.

Yardimct Teorem 8.3

Eger p<n ve ueW" (]R") ise bu durumda; V¢ e R igin

(n—l)p i n(p—l)

r= =1+ ,
n—p n—-p

olmak iizere v(x')=u(x",¢) fonksiyonu L, (]R’H) kiimesinin bir elemanidir ve

7, ey < €I
(=)

Wl,p(Rn) s
olacak sekilde yalnizca n ve p ye bagl bir C sabiti vardir.

ispat

p=1 durumu Yardmer Teorem 8.1 de gosterilmisi. — p>1 igin
ue W' (R") olmas: durumunda ise w=|u| € W" (R") ve
[l e < sabit ], (8.1)
[Dw, (w) < sabit.”Du”LP(R,.), (8.2)
olduklar: gbsterilirse ispat biter.

Bu sonucun u € C; (]R”) fonksiyonu i¢in gosterilmesi yeterlidir. ¢ £

p—1

olmak tizere Teorem 6.5 deki gomiilme

olsun. O zaman (r—1)g=

(n-p)

teoreminden
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np
r=1||7 P
< sabit.|Du L)

u

esitsizligi bulunur. Bu ifadeye Holder esitsizligi uygulanirsa

L,(R")

il e = o s
= Jlul"
S U

—1
< ||u '

u

L,(r")

L{®)

< sabit [Du, .,

seklindeki (8.1) esitsizligi elde edilir. D,w = i|u|"1 Du oldugundan

r—1

u

A T

< sabit.”Du

.,
L, (]R" ) 4

seklindeki (8.2) esitsizligi elde edilir. Son olarak Yardimci teorem 8.1 den hareketle

1
F
L[](RH)

LP(R")J

[l ey = st Dl ] ) +0

L
-

1
< sabit. ||Du ) ||u||’L[(R) + ||Du

L, (]R
< sabit (Jul, o+ 1Dl .. )

sonucu elde edilir.

Yardimcit Teorem 8.4

-1 .
kp<n ve ueWk’p(R”) ise rz(n )p olmak iizere V{ eR igin

v(x")=u(x',¢) fonksiyonu L, (]R”_l) kiimesinin bir elemanidir ve

b, oy <l

Wk.p(]Rn) )
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olacak sekilde yalnizca n,k ve p ye bagl C sabiti vardir.

ispat
Teorem 6.5 deki gomiilme ueW"” (R") fonksiyonun birinci tlirevine

k (n-1)p

uygulanirsa ueW " (R”) fonksiyonu elde edilir ve Yardimci teorem 3.3 e

uygulanarak ispat yapilir.

Not 8.6 (Parametrelendirilmis Yiizey Integralleri)
Eger X (u)=(ox, (u,1,),%, (1, ), %, (uy,u,)) ifadesi R® de ki bir S diizgiin

yiizeyinin bir parametrizasyonu olsun. = sembolii X uzayinda bir bolgeyi

gostermek lizere

2

| =

n 8(x1,x2,K,xk,K,xn)
e 0 (uy,uy,K,u,)

K(u)z

i¢in
Lf(x)dS = ”foX(u)K(u)dulduz,
bulunur.

Burada x; gosterimi x, terimlerinin goriilmedigi anlamina gelir.

Teorem 8.7

(n-1)p
n—kp

Q smirll bir C' simifi olsun. kp<n ve r= olmak tiizere

uew*r (R”) ise u fonksiyonunun 0Qya v kisitlamasi L (6Q) kiimesindedir ve

M, 0y = €l

Wk,[l(g) 9
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olacak sekilde yalnizca n,k ve p ye bagl C sabiti vardir.

Not 8.8

Cy (]R”) uzayindaki fonksiyonlarm € ya kisitlamast W*”(Q) uzayinda

yogundur. Ciinkii E: W (Q)— w*? (R”) genisleme operatorii vardir.
ispat

E:-W" (Q)—>whr (R") genisleme operatérii  olsun.  VueW*’(Q)
fonksiyonu igin bir EueW*? (R”) ifadesi vardir. ~ Buradan  Cj (R”)

fonksiyonlariin 0Q smirindaki iz fonksiyonlari {izerinde ¢alisilabilir.

Q. ve v, birer C* smifi olsunlar. 6Q kompakt oldugu i¢in 1< j < N olmak

lizere 0Q smurmi Orten sonlu sayida y, bolgesi vardir. 1< j< N olmak iizere &,
0Q icin bir birimin parcalanist olsun. Eger u € C;/ (R") ise (qu)ow;l € Cé‘ (B) olur
ve ayni zamanda (Gju)owjfl fonksiyonu C} (R”) kiimesinin bir elemani olacak

sekilde sifirla genisletilebilir. Yardimeir teorem 8.4 den hareketle (0}14)01//;1

fonksiyonunun w; izii¢in P:y, =0 hiperdiizlemi iizerinde

HW/‘HLP(p) = CH(HJM)OI//JI 3) <C)fu

Wi who ()

esitsizligini saglayacak sekilde yalnizca n, p ve k£ ya bagl bir C sabiti bulunabilir.

Burada C; sabitleri u fonksiyonundan bagimsizdirlar.

X.i (y):l///_l (ylﬂKvyn_pO)
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ifadesi S, = (0Q)NQ, hiperyiizeyinin parametrizasyonudur. R, = maks (K /.) olmak

luzere

[y, () ds = [ |w, (x)] &, (»)dy

PNB

<R, J. ‘Wj (x)r dy,

PnB

J

parametrizasyonu kullanilarak @ fonksiyonunun v, =woy; izi S,=(6Q)NQ;,

hiperylizeyi tizerinden hesaplanabilir. Bundan Onceki esitsizlik ile karsilagtirildiginda

SM./””

Hv_,. HL,.(sj) whr (")
olacak sekilde u fonksiyonundan bagimsiz M ; sabitlerinin var oldugu goriilir.

v=Zvj oldugundan v fonksiyonu iginde benzer esitsizlik gosterilebilir.

Son olarak bulunan sonucun keyfi bir ueW"” (Q) fonksiyonu i¢inde saglandigi
goriiliir.
Problem 8.9

Yardimcr Teorem 8.1 de eger ueW"” (Q) almir ise, bu durumda; V¢{ e R

icin v(x")=u(x",¢) fonksiyonu L, (R""l) kiimesinin bir elemanidir ve

b, oy <Kl

L, (R

» W].p(]RH) s

olacak sekilde yalnizca nve p ye bagl bir K sabiti vardir.

Problem 8.10

Problem 8.9 ve Yardimci Teorem 8.3 den hareketle p < g <r olacak sekildeki
her g fonksiyonu i¢in Yardimer Teorem 8.3 deki v fonksiyonun L, (R”’l) uzayinin

bir eleman1 oldugu gortiliir.
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