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AMAC

Son zamanlarda matematik, geometri ve fizik alanlarinda, ayrica sivi katt madde
mekaniginin baz1 problemlerinde mevcut diisiince sistemleri yetersiz kalmistir. Dolayisiyla
yeni diislince sistemleri ortaya ¢ikmistir. Bu diisiince sistemleri fizik parametrelerini ani
olarak 1000 kata kadar degistirebilmektedir. Onceki yaklagimlarda bu sistemleri ¢6zmenin
ve incelemenin imkénsiz oldugu diisiiniilmekteydi ancak bugiinlerde boyle sistemlere
merak artmistir. Fakat bu sistemler tam bir teori haline doniisememistir. Bu acidan,
literatiirde Harnack Egsitsizligi olarak gecen temel bir teorinin bilgileri ve yontemleri biiyiik
onem tagimaktadir. Ik olarak Laplace denkleminin bir dzelligi gibi dersliklere giren bu
esitsizlik, fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsakligi, bir fonksiyonun daha genis kiimeye
devam ettirilebilmesi gibi uygulamalarda yer bulmus olsa da, bugiin ad1 gecen esitsizlik

kismi tiirevli diferansiyel denklemler teorisinin ana hattimi teskil etmektedir.

Glintimiizde Harnack Esitsizligi lizerinde ¢alismalar devam etmektedir. Lineer
denklemler icin yeni simif katsayilar1 goz Oniinde bulunduruldugunda bu alanin daha
¢cOziilmemis pek ¢ok probleminin oldugu goriilmektedir. Lineer olmayan denklemlere
gelince  klasik olmayan biiyiime kosullu denklemler hala goz  Oniinde
bulundurulamamaktadir. Eliptik ve parabolik denklemler disinda Harnack Esitsizligi ile
ilgili arastirmalarin az olmasina dayanarak bu alanda daha ¢ok calisma yapilabilecegini
soyleyebiliriz. Bu tez Harnack Esitsizligine genel bir bakis gibi degerlendirilebilir. Fakat
bununla beraber diverjans olmayan formdaki denklemler hakkinda tam teoriyi anlatmada
basarili olabildigimizi diisiinmekteyiz. Ayrica, tezin son boliimiinde bu alanda yapilan son

calismalan kapsayacak sekilde birka¢ makaleyi inceleyebilmis durumdayiz.



OZET

Bu tez Kismi Diferansiyel Denklemler teorisinde énemli bir yer tutan, Diverjans
olmayan formda Eliptik Denklemler i¢in Harnack Esitsizligi ile ilgilidir. Tez 4 boliimden

ve referans listesinden olusmaktadir.

Birinci boliimde Harnack Esitsizligi’nin gelisim basamaklar1 ve kullanim alanlar
ele almmistir. Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilan temel tanimlar ve 6n
bilgiler verilmis ve sinirlt bir bélgede Dirichlet Problemi’nin ¢6ziimiiniin tekligi iizerinde
durulmustur. Ugiincii boliimde harmonik fonksiyonlar i¢in Harnack Esitsizligi incelenip,
bilinen yontemler uygulanarak, Harnack Esitsizligi’nin ispati yapilmistir. Son boliimde
konu ile ilgili olan, Dirichlet Probleminin ¢6ziimiiniin tekligini géstermede ¢ok énemli bir
yer tutan, zayif ve giicli maksimum prensipleri incelenmistir. Gii¢li maksimum
prensibinin ispati icin Normal Tiirev Lemmas1 ve Aleksandrov tipli maksimum prensibi
tartisilarak, Harnack Esitsizligi’ni anlamamizda c¢ok yararli olan “s-kapasite” ve “Artis
Lemmas1” konularima deginilmistir. Ayrica, Artis Lemmasti’nin bu alandaki ©Onemi
anlatilmaya caligilmis ve lemmanin diverjans olmayan formdaki denklemler icin genel
formunun, Krylov ve Safanov tarafindan onerilen ispati incelenmistir. Tezin son kismi

Harnack Esitsizligi ile ilgili baz1 giincel makalelere ait ana teoremlerden olusmaktadir.



SUMMARY

This thesis deals with Harnack Inequality for Non-divergence Elliptic Type Partial
Differential Equations (PDEs) which takes an important part in the theory of PDEs. The

thesis consists of four chapters and the reference list.

In the first chapter, the progress and the usage area of Harnack Inequality have been
discussed. In the second chapter, the fundamental definition used in other chapters and
related information have been given and the uniqueness solution of Dirichlet Problem in a
bounded domain has been viewed. In the third chapter, by examining the Harnack
Inequality for harmonic functions and applying known methods, Harnack Inequality has
been proved. In the last chapter, weak and strong maximum principles which take an
important place to show the eniqueness solution of Dirichlet problem, related to subject,
have been examined. Disputing the Normal Derivative Lemma for the proof of strong
maximum problem and Aleksandrov type maximum principle, “s-capacity”, “Growth
lemma” which are very useful to understand Harnack Inequality have been discussed.
Furthermore, it has been tried to explain the importance of the growth lemma for this area
and the proof of the general form of the growth lemma for non-divergence PDEs which
was suggested by Krylov and Safanov has been prospected. The last part of the thesis

consists of some main theorems of current articles.



1.BOLUM
GiRiS

Bu boliimde Maksimum prensibi ile Harnack esitsizliklerinin, Matematik ve Fizik

uygulamalarinda hangi alanlarda kullanildig: tizerinde duracagiz.

Maksimum prensibini kullanarak sinirli bir bolgede Dirichlet probleminin

¢Oziimiiniin tekligini elde edebiliriz.

Harnack esitsizlikleri lineer olmayan, yari-lineer ve lineer denklemlerin genis bir
boliimiinde ¢oziimlerin i¢ ve sinir diizgiinliigiinii ¢calismak icin diizenli olarak calisilmis
esitsizliklerdir. Bu esitsizlikler eliptik ve parabolik diferansiyel denklemlerin teorisinde, bu
denklemlerin uygulamalarinda 6nemli rol oynamakta; ilgili ¢6ziimlerin sinir davranislarini,
dejenere olan eliptik ve parabolik denklemlerin tekil ¢coziimlerini incelemede temel teskil
etmektedir. Ayrica Harnack esitsizlikleri Laplace operatorii i¢in Dirichlet probleminin
¢Oziimiiniin Perron metodunda da gereklidir. Bugiin bu alan Literatiir’de engel problemi,
akigkanlik c¢oziimleri diye gec¢mektedir. Boylece zengin bir gelenekten gelen Harnack
esitsizlikleri analizde ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde modern gelismelerin

onemli bir arac1 olmustur.

Harnack esitsizlikleri yan lineer, tekil ve dejenere olmus parabolik denklemlerin
genel bir smifi i¢in de kurulmustur. Ik parabolik Harnack tipi esitsizlik bagimsiz bir
sekilde Hadamard ve Pini tarafindan ele alinmistir. Daha sonra Moser[13], aym parabolik
Harnack esitsizligini diverjans formda lineer parabolik denklemlerin negatif olmayan zayif
¢Oziimleri i¢in ele almistir. Harnack esitsizligi yine selfadjoint bir denklem icin keyfi
Olciilebilir katsayilarla Moser[13] tarafindan ispat edilmistir. Diverjans olmayan formda

Harnack esitsizliginin daha genel formu ise J. Serrin[13] tarafindan ispat edilmistir.

Baz1 geometrik akislar icin Harnack esitsizligine LYH (Li- Yau- Hamilton)
esitsizligi de denilmektedir Ciinkii bu esitsizlik ilkin sayisal 1s1 akist i¢in Li ve Yau[21]
tarafindan belirlenmigtir. Daha sonra Hamilton sayisal 1s1 akiginda Matris Harnack
esitsizligini elde etmistir[21]. Hamilton aym1 zamanda tiim boyutlar i¢in Ricci akisinda ve
ortalama egrilik akisinda da yiizey iizerinde boyle bir esitsizlige sahip olmustur.[21]. Chow

buna benzer bir esitsizligi Gauss egrilik akis1 ve Yamabe akisi icin elde etmistir.



Son zamanlarda difiizyon yar1 gruplarinda serbest boyutlu Harnack esitsizligi ¢ok
Onem tasimaya baglamistir. Riemannian yiizeyleri iizerinde difiizyon fonksiyonlar1 i¢in bu
esitsizlik ilk olarak Wang[14] tarafindan sunulmustur. Daha sonra Harnack esitsizliginin
sonsuz boyutlusu bulunmustur. Son zamanlarda ise serbest boyutlu Harnack esitsizligi,

stokastik gozenekli ortam ile stokastik hiz difiizyon denklemleri i¢in kurulmustur.



2. BOLUM

ON BILGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi notasyonlar ve tanimlar

verilecektir.
Notasyonlar.

R", n boyutlu Euclid uzay1
Q;O , R" de R yarigapli x” merkezli bir agik yuvar
S Kiire yiizeyi (‘x— x(" =R)

Qj‘;:’ P ‘x— x(" <R, esitsizligiyle tanim kiiresel katman
O, orijin
Qy, orijin merkezli R yarigapli bir yuvar
E , E kiimesinin kapanisi
oE , E kiimesinin sinir1
L’ (Q), Q bolgesinde p dereceden integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
L,,.(), AcQ olan A bolgesinde I’ den olan fonksiyonlar uzay
C(Q), Q bolgesinde siirekli fonksiyonlar uzay1
C*(Q), Q bolgesinde iki kez siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar uzay.
Bg(x,), x, merkezli ve R yarigaph yuvar.
2.1. Tammmlar

Tanmm 2.1.1. ue L, . (Q), & ¢oklu indisi i¢in pe C; (Q) alindiginda

[@vde==0"[uD dx
Q Q

3



esitligi saglaniyorsa o zaman ve L, ;. (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun ¢. zayif tiirevi

denir. v fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve
v=D"
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D“u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak
sekilde yeterince diizgiin ise, bu durumda D“u, u fonksiyonunun zayif kismi tiirevi olur.

Agik¢a D“u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanm 2.1.2.Q, R" de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1< p < oo olmak

lizere

W (Q)={ue L, (Q): Due L (Q), 0<a<m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. W™”(Q) uzay1

IIM

I/p
p
= D%u 1 < p<oo
wnre =| 2| ’
(@) (OSqu L, (@)

D =

||u||Wm’°°(Q) - Orsl‘lgf‘lsxm Loo (Q)
tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

W™ (Q) uzaymda C; () uzayimn kapanist W,"”(Q) ile gosterilir.

Acik olarak W*”(Q) = L,(Q) dir. 1< p <o olmak iizere Cj () uzayr L, (L)

uzayinda yogun oldugundan W,"* (Q) = L, () dir. [1]

Tamm 2.1.3. W™”(Q) sobolev uzayinda 6zel olarak p=2 olarak alinirsa

W™(Q) = H"(Q) olup, W,*(Q) = H]' (Q) seklinde gosterilir. H" (Q) uzaymnda norm

1/2

D
o<

_‘Ot‘Sm L@



seklindedir. [1]

Tamm 2.1.4. H"(Q) uzayi

(V) iy = 2. (D*u, D)

0<|e<m

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzayidir. Burada

(u,v) = Jgu(x) v(x) dx
olup L,(Q) uzayindaki i¢ ¢arpimdir.

Q sinirl bir bolge olmak iizere, biitiin ue H é (Q) icin, C(Q) bir sabit olarak

alindiginda

], 0 < CIVu], g,

”12@)
esitsizligine Sobolev esitsizligi ad1 verilir.

H}(Q) uzayinda i¢ ¢arpim
() 0 :IQVqudx

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

12

”“”Hém) = (Lz(v”)z dx)

seklinde gosterilir. [1]

Tamm 2.1.5. Eger Q bolgesinde Au=0 ise o zaman ue C*(Q) fonksiyonu bu
bolgede harmoniktir. [9]

2.2. Ortalama Deger Ozelligi

Q bolgesinin R"de baglantili bolge oldugunu varsayalim ve ue C(Q) olarak

secelim.

(1) Eger herhangi B,(x) c Q i¢in



u=—— [ u(yas,
a

n 9By (x)
ise o zaman u fonksiyonu birinci ortalama deger dzelligini saglar.
(i1) Eger herhangi B (x)cQ ic¢in, @,, R" de birim kiirenin yiizey alanin1 gostermek

uzere

u(x)=—" [ u(ydy

n
n By (x)

ise o zaman u fonksiyonu ikinci ortalama deger 6zelligini saglar. Bu iki tanim birbirine

esdegerdir. Gercekten (i) esitligini

u(x)r"_lzi I u(y)ds,

n 0B, (x)

seklinde yazar her iki tarafi integre edersek (ii) esitligini elde ederiz.

Eger (i) esitligini

u() " === [ u(y)dy

n B, (x)
seklinde yazip her iki tarafin r ye gore kismi tiirevini alirsak bu kez de (i) esitligini elde

ederiz.
Onerme 2.2.1. Eger ue C(Q) fonksiyonu, Q bélgesinde ortalama deger izelligini

saglarsa o zaman u fonksiyonu sabit olmadigi siirece maksimum ve minimum degerini

yalnizea 0Q iizerinde alir.

Ispat. Yalmizca maksimum icin ispatlayalim.

Z={xe Q; u(x)=M =m%xu}c§2

olarak alalim. Aciktir ki Z kapalidir. Gergekten u(x,) =M olarak alindiginda x, — x,
gittiginde u(x) stirekli bir fonksiyon oldugundan u(x,)=M olur. Yani Z kapalidir.
Simdi de Z nin acik oldugunu gosterelim. Herhangi x, € Z icin B,(x,)cQ, (r>0)

yuvarini ele alalim. Ortalama deger 6zelliginden



M:u(xo):in I u(y)dySMLn j dy=M
,

n By (xy) n By (xy)

yazabiliriz. Bu da, B,(x,) yuvarinda u =M oldugunu gosterir. Bu nedenle Z, Q da

hem acik hem de kapalidir. Bu yiizden ya z: @ yada z: Q dir.

Teorem 2.2.1. ue C*(Q) fonksiyonu Q bolgesinde harmonik olsun. Bu halde u

fonksiyonu Q bolgesinde ortalama deger dzelligini saglar.

Ispat. Herhangi B,(x) = Q yuvarim ele alahm. pe (0,r) i¢in B,(x) yuvarinda

diverjans teoremini uygulayalim. Bu durumda

u

| dutndy=[ Sas=pm | 5

(x+pwdS, = p"* 9 [ uGx+pwias, @1
B,(x) 3B, v op

|wj=1 |wj=1

elde ederiz. Dolayisiyla # harmonik fonksiyonu ve herhangi pe (0,7) icin

% [ uCx+pwyds, =0

W=t
esitligini yazabiliriz. Bunu 0 dan r ye kadar integre edersek

I u(x+rw)dsS, = J u(x)dS, =u(x),

‘w‘:l ‘w‘:l
esitligini ya da
1
u(x)=— | u(x+rw)dsS, = — u(y)ds,
a)n ‘w‘:l a)nr 9B, (x) ’

esitligini elde ederiz.

Teorem 2.2.2. Eger ue C(Q) fonksiyonu Q bolgesinde Ortalama Deger Ozelligine
sahipse o zaman u fonksiyonu Q bolgesinde diizgiin ve harmonik olur.
ispat. j @(x) dx =1 olmak iizere pe C; (B,(0)) ve ¢(x)=y(|x|) olarak alalim.
B/(0)

Bu durumda



1
o, [ry(rdr=1
0

yazilir ve &€ >0 igin

1
gﬂ

0. (1) =— ()
E

olarak tanimlayalim.

Simdi herhangi xe Q igin € <dist(x,0Q) sayisin1 goz 6niinde bulunduralim. Bu

halde ortalama deger 6zelligiyle beraber

1
Q

‘y‘<8

= I u(x+ y)p(y)dy = Iolr"_ldr J. u(x+em)p(ro)ds,,
lyl<1 9B, (0)

= J.(: w(r)yr'dr J u(x+erw)ds, =u(x)w, Lj w(r)r"'dr =u(x)
[wi=1
cikar ki, buradan da herhangi xe Q,={ye Q; d(y,0Q)>¢€} i¢in u(x)=(@, *u)(x)
olarak elde ederiz. Dolayisiyla u diizgiindiir. Ustelik teorem 2.2.1 de kullamlan (2.1)

bagintis1 ve ortalama deger 6zelliginden herhangi B, (x) €  igin

2
— 2 — n-1 7 —
oy du=r S uGrsds, = S (@u(x) =0

yazilabilir. Bu da Q bdlgesinde Au =0 oldugunu gosterir.

2.3. Dirichlet Probleminin Coziimiiniin Tekligi

Uyar 2.3.1. Harmonik fonksiyonlar diizgiindiir ve ortalama deger 6zelligini saglar.
Bu nedenle harmonik fonksiyonlar maksimum prensibine uyarlar. Bunun sonucunda sinirlt
bir bolgede Dirichlet probleminin ¢oziimiiniin tekligine ulasirnz. Sinirh bir bolgede
Dirichlet probleminin ¢6ziimiiniin tekligini asagidaki 6rnekle gosterebiliriz. Sinirli bir D

bolgesini ve bu bolgede



Au=0 ve u|aD=(0

olacak sekilde bir u# fonksiyonunu goz Oniine alalm ve @=u, —u, olacak sekilde @

fonksiyonunu ele alalm. Ay, =0 ve Au, =0 oldugundan
Ao=A(u,—u,)=0

olur. Ayrica

olup

choAcodxzo

oldugu goriiliir. Green formiiliinden

n 2 n = n
[ a)(z 3;;’} de=| wzl: , cos(N,x )ds le [ @ ax=0 (2.2)

i=1 i

cikar ki buradan da
leDaf dx=0 (2.3)
elde edilir. Sobolev esitsizliginden yararlanarak
jD @ dx<C(D) ZL’ @’ dx
esitsizligini yazabiliriz. Sonug olarak
[ @ dx=0

elde edilir. Boylece hemen hemen her yerde w=0 elde ederiz. Buradan limite gecerek
o fonksiyonunun her yerde sifir oldugunu soyleyebiliriz. Boylece sinirli bir bolgede
Dirichlet probleminin ¢oziimiiniin tek oldugunu ispatlamis olduk. Genelde teklik sinirsiz

bolgelerde gerceklesmez. Siirsiz Q bolgesinde



{Au:O ; Q bolgesinde

u=0 ; 0Q sinir iizerinde

Dirichlet problemini goz 6niinde bulunduralim.

[k olarak

Q ={xe R" : |x| > 1}
durumunu goz 6niinde bulunduralim n =2 igin

u(x)=log |x|
bir ¢6zlimdiir. |x| — oo iken u —> oo olur. n =3 icin
u(x)= |x|2_” -1

bir ¢6ztimdiir. Limit durumunda |x| — oo iken u — —1 olur. Bu nedenle # sinirlidir. Sonra

Q ={xe R"; x, > 0}
ist yarim uzayin1 géz 6niinde bulunduralim. O zaman

u(x)=x,

asikar olmayan bir ¢6ziim olur. Bu ise sinirsizdir.

Simirsiz bir bolgede Dirichlet probleminin ¢dziimiiniin tek olmadigini bir 6rnekle

gosterelim

{Au:O ; Q bolgesinde

u=0 ; 0Q sinir iizerinde
Dirichlet problemi icin

u(x,y)=e"siny, u(x,y): Q >R, Q:={(x,y): -co<x<oove 0<y <7}

fonksiyonunu goz oOniinde bulunduralim. Aciktir ki u(x,y)=e".siny fonksiyonu Q

bolgesinde

10



u_+u_=0

xx »

denkleminin bir ¢oziimiidiir. Ayrica u(x,y)=0 fonksiyonu da ayni bolgede Laplace
denkleminin bir coziimiidiir. Boylece smirsiz €  bolgesinde Dirichlet probleminin
¢Oziimiiniin tek olmadigr goriiliir. Sekil 1 de goriildigii gibi € bdlgesinin smirlart
y=0 ve y=x dogrulandir ve u(x,y)=e".siny fonksiyonu smirlarda sifir degerini alir.
Yani u(x,y)=e".siny fonksiyonu € bolgesinde Dirichlet probleminin ¢oziimiidiir.
Ancak x degerlerini x=a ve x=>b gibi iki degerle smrlandirirsak elde edilecek
Q':{(x,y): a<x<bh VeOSySﬂ'} sinirli bolgesinin tiim smirinda  u(x,y)=e".siny
fonksiyonu sifir degerini almaz. Boylece bu fonksiyon simirli bir bolgede Dirichlet

probleminin ¢6ziimii olamaz. Bu ornekten de anlasildigi gibi Dirichlet probleminin

¢Oziimii sinirh bir bolgede tektir fakat sinirsiz bolgede tek degildir.

Sekil 1
2.4. Temel Coziimler

u harmonik bir fonksiyon yani Au =0 olsun. R" de bu harmonik fonksiyon sabit

a€ R" lerigin yalnizca r = |x—a| ya baghdir. v(r) =u(x) olarak kuralim. Buradan

n—1

r

v'"+ v'=0

11



yazilabilir ki bunun da ¢dziimii ¢, ler sabit olmak iizere

¢ tc,logr, n=2
V(r) = n-2

cte,r", n23
seklindedir.

Biz bir fonksiyonun herhangi r > 0 i¢in

ou
.[aBr gds =1

olacak sekilde tekilligiyle ilgilenmekteyiz. Bu nedenle herhangi a€ R" i¢in

I'(a,x)= L10g|a - x|, n=2 icin
2z

I'(a,x)= ;|a —x|2_" , n>3icin

®,(2—n)

esitliklerini kuralim. Ozetle sunu soyleyebiliriz. a€ R" sabiti icin x#a noktasinda
I'(a,x) fonksiyonu harmoniktir. Yani herhangi x#a icin A I'(a,x)=0 yazlabilir ve

x = a noktasinda I'(a, x) fonksiyonunun tekilligi vardir. Ustelik herhangi r >0 icin

or
.[aB,m)@(a’ x)dS, =1

esitligini saglar.

Teorem 2.4.1. Q R" de sinirli bir bolge ve ue C'(Q)NC*(Q) olsun. Bu halde

herhangi ae Q i¢in

u(a)=[T(a,x) Au(x)dx~ | (r(a,x)a—“uoc)—u(x>§—r(a,x)Jde
5 n

2Q al’l x X

esitligi yazilabilir. [9]

Bu teoremin ispati icin asagidaki uyariya ihtiyac vardur.

12



Uyar1 2.4.1.

(i) Herhangi ae Q i¢in I'(a,.), Q bolgesinde tekillige sahip olmasina ragmen

integrallenebilirdir.

(i) ae Q icin

u(a) = IF(a,x)Au(x)dx— I (F(a,x)a—uu(x) —u(x)g—r(a,x)Jde
o n

aQ anx X

esitliginin sag tarafindaki ifade sifirdir.

(iii) # =1 alindiginda herhangi a€ Q i¢in
j a—r(a,x)de =1
oQ anx

esitligini yazabiliriz.
Teorem 2.4.1. in ispati. Green formiiliinii Q\B,.(a) bolgesinde r>0 i¢in u

fonksiyonuna ve I'(a,.) ya uygulayalim. Bu durumda

(FAu—uAT)dx = | (Fa—”—ua—rstx— | (Fa—”—ua—rjdsx
Q\B, (a) J0 on on 5w on on

esitsizligini elde ederiz. Q\B (a) da AI' =0 oldugundan

I(Fa—u—ua—rjd&(—lim | (Fa_u_ua_r S
o\ on  on "0 @ on on

j TAudx =
Q

esitligini yazabiliriz. n >3 i¢in I min tammmindan r — o iken

Ju 1 Ju r
r—dS|=|———r*" —dS| < su |Du| -0
aB:[u) on 2-na, aB:[u) on - aB,(E))
ve r — o iken
J ua—rdS = ln_l J udS — u(a)
0B, (a) an a)n r 0B, (a)

13



olur. n =2 i¢in de ayn sonucu benzer bir sekilde elde edebiliriz.

Sonu¢ 2.4.1. Q bolgesinin, R" de smrli bir bolge ve ue C'(Q)NC*(Q)

oldugunu varsayalim. Herhangi xe Q icin Teorem 2.4.1 e dayanarak

3 or
u(x) = jr(x,y)Au(y)dy—j (F(x,y)a—”u(y)—u(y)a—(x,y)JdSy
Q oQ n n

y y

esitligini yazabiliriz. Eger u fonksiyonu f € C(Q) ve pe C(0Q) i¢in

{Au = f; Q bolgesinde .4)

u=@ ; JdQ s iizerinde

Dirichlet sinir deger problemini ¢ézerse o zaman u fonksiyonu, bir tane bilinmeyen

terimle, f ve ¢ tarafindan ifade edilebilir. Bu bilinmeyen terimi I' y1 ayarlayarak

ortadan kaldiralim. Herhangi belirli xe Q, Q bdlgesinde AyCI)(x, y) =0 ile birlikte

®(x,.)e C*(Q) igin

y(x,y)=T(x.y)+®(x.y)
fonksiyonunu goz 6niinde bulunduralim. <I>(x, y) harmonik oldugundan herhangi xe Q
icin Teorem 2.4.1.

)= [ (5 ) M)y - | (y(x,y)aa—“u@)—u(wg—ﬂx,y>st,,
Q a0 n n,

y Y

seklinde ifade edilebilir. Simdi @ yi uygun secerek, Green fonksiyonununun 6nemli bir

kavramina ulasiriz. Her bir belirli xe Q i¢in

A®(x,y)=0 ; yeQ icin
®(x,y)=T(x,y) ; yedQicin

olacak sekilde ®(x,.)e C'(Q)NC*(Q) segelim. Sonugta olusan y(x,y) fonksiyonunu
G(x,y) ile belirtelim. G(x,y), Green fonksiyonu olarak adlandirilir. Eger boyle bir

G (x,y) mevcutsa o zaman (2.4) Drichlet probleminin ¢oziimii olan u fonksiyonu

14



a—G(x,y)dS
on

y

y

u(x)=JG(X,Y)f(Y)dY+I o(y)
Q 2Q

seklinde ifade edilebilir. [9]

Onerme 2.4.1. B, (0) yuvari i¢in Green fonksiyonunu

(i) n=3 icin

2-n
R W R U
G =G| Y "R
(i) n=2 icin
= [ oale vl—toel B o1
G(x,y)—zﬂ(log|x y| log |x|x RyJ

seklindedir.

Ispat. |x|<R ile x#0 1 sabitleyelim. |X||x|=R’ ile birlikte X € R"\B, yi gbz

2

R .. .
oniinde bulunduralim ve X =— x olarak alalim. Burada X ve x, 0B, kiiresinin yiizeyine
X

gore birbirinin yansimasi ve x — X doniisiimii konformal bir doniisiimdiir. Yani ag1iy1

A A
korumaktadir. Eger |y| =R ise sekil 2 deki oxy ve oyX iiggenlerinin benzerliginden

[+

R _|y—+

Rx]ly-x]

elde edilir. Buradan da herhangi ye€ 0B, i¢in |y| =R iken L |x| esitligi cikar.

ly-X| Rlx—)

Green fonksiyonu tanima gore

1 1
2-nw, . xX—=y

G(x,y)= +D(x,y)

n-2

seklinde tammlanir. Eger B,(0) i¢cinde harmonik olan ®(x,y) fonksiyonunu ¢, y den

bagimsiz bir sabit olmak iizere
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1 o

® =— .
(x, ) 2-na, y-X

n-2

seklinde ararsak o halde

1 1 o
G(x’ )’) = n—-2 - n-2
Q2-no,| |x—y ly-X

fonksiyonunun, Green fonksiyonu tanimina gore, |y| =R kiire yiizeyi iizerinde sifira esit

olmasi sartindan ¢ sabitini buluruz. Bu yiizden sifir sinir degerini bulmak adina n >3 i¢in

n-2
X| a
n-2 J = ()
X—y

1 1 o 1 1
G(X, y) = -2 n-2 = n-2 n-2
Q-no,| |x-y |y—X QC-na,| |x—vy R

x|

=R iken =
b X ]

oldugundan

n-2
elde edilir. Bu durumda

esitligi yazilabilir ki buradan o = |n_2

1 1 R"?
G(x’ )’) = n-2 - n-2 n-2
2-nwo, |x—y X y—X

__ 1 v (Wl =x[)”
R i )
2-n
— 1 [|x._‘y2n __lfl);_”lz.x }
2-n)o, R™ |y

esitligini elde ederiz. n =2 durumu da buna benzerdir.
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Sekil 2

Sonu¢ 2.4.2. G fonksiyonunun B,(0) yuvarinda Green fonksiyonu oldugunu

varsayalim. O zaman herhangi x€ B, ve y€ 0B, icin

R —|af
91 y) =2 h 23

- a)nR|x— y|n

esitligi mevcut olur.

2
Ispat. Sadece n >3 durumunu goz 6niinde bulunduralim. X = R—zx oldugunu

x
animsayarak xe B, ve y€ dB, i¢in
1 1 RY"
G(x,y)= —— = |y-x["
2-ma, | |x-y |+
esitligini yazalim. Bu nedenle bdyle x ve y ler icin
1 x-y, (R)T Xx,- R*—|xf
D,ViG(x’ y) = : yln _(_j : i yil = yi 2 n
o\ |x—y" ) [x-y")] @R |x-y

Vi

esitligini yazabiliriz. Onerme 2.4.1. in ispatinda (2.5) e dayanarak | y| =R i¢in n, :E ile

birlikte
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R? —|x

n

oG :
—(x,y)=) nD G(x,y)=—-.
an( y) ?:1 D, G(x,y) Ok ey

o

esitligini elde ederiz. xe Q, yedQ icin (2.5) teki fonksiyonunu K(x,y)

,Rlx=»[
ile belirtelim. Bu fonksiyona Poisson ¢ekirdegi denir ve bu fonksiyon asagidaki 6zellikleri

saglar.

(1) x#y icin K(x,y) diizglindiir.
(i) |x| < R igin K(x,y)>0 dur.
(iii) Herhangi |x| <R icin

j K(x,y)dS, =1

=R

dir.
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3.BOLUM
HARMONIK FONKSIYONLAR iCiN HARNACK ESITSIZLiGi

Teorem 3.1. g C(9B,(0)) igin

J K(x.y)o(y)ds, ; |x|<R
u(x) =+ B0
o(x) X[ =R
seklinde tamimlanan u fonksiyonu ue C(Q) N C~(Q) yi saglar ve,

Au=0; Q bolgesinde
u=¢@ ; 0Q s iizerinde

olur. [9]

Uyar1 3.1. Poisson Integral formiiliinde x=0 alinarak

1) = —— 5 [, POVS,

a)an—l
esitligi elde edilir. Bu da ortalama deger 6zelligidir. [9]

Lemma 3.1. u fonksiyonunun B,(x,) da harmonik ve u =0 oldugunu

varysayalim. O zaman r = |x - x0| < R olmak iizere

n-2 n—-2
R R—r R R+r
ulx )<u(x) < u(x
(R+rj R+r (%) < u(x) (R—r} R-r x,)

esitsizligi mevcut olur.

Ispat. x,=0 ve ue C(B,) oldugunu varsayabiliriz. u(x) poisson integral

formiiliinden alinmak iizere

2

R2—|x

u(x)= u(y)ds,

n

b

[x—y

R—|x|S|y—x|SR+|x|
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oldugundan |y| =R i¢in

1 R-( 1 )" 1 R+ 1 )"
w,,R‘R+|x|(R+|x|j jaBRumdsysbt(x)swnR.R_'x' FRN Jo, 1S,

esitsizligini yazabiliriz. Ortalama deger 6zelligine gore

u(0)=

s,

esitligi yazilabilir ki bu da ispati tamamlamaktadir.

Diizlemde bir harmonik fonksiyon icin Harnack esitsizligini inceleyelim.

x*+y><R? diskinde negatif olmayan u(x,y) harmonik fonksiyonunu goz oniinde

bulunduralim. Disk i¢inde herhangi bir (x, y) noktasi igin r* = x* + y* olmak iizere

R=T 10.0) <utx,y) < 11:”14(0,0)
—r

R+r

esitsizligini yazabiliriz. Belirli durumlarda eger r < R/2 ise o zaman
1
514(0, 0) <u(x,y) <3u(0,0)

esitsizligi elde edilir. Bunu sekil 3 te gorebiliriz. Sonug olarak eger u fonksiyonu , Q, da

harmonik olup pozitifse ve R/2 yarigaph Q,(;/z diski Q, diskinin i¢indeyse o zaman

supu/i%f u<9 3.1)
0, Crp

esitsizligi gerceklesir.
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Sekil 3

Eger icteki ve distaki disklerin yaricaplar orani degisirse o zaman (3.1)
esitsizligindeki sabit de degisir. Daha yiiksek boyutta bir uzay icin boyuta bagh bir sabitle

benzer bir esitsizlik elde edilir. Ornegin n =3 icin

R(R- r) R(R+7r)
u(0) Su(x) < ———u(0)
(R+r)’ (R—r)’
bulunur. Bu nedenle n =3 icin
supu/mf u<27

oy, e

olur. n boyutlu durumda eger u(x) harmonik fonksiyonu Q) diskinde negatif degilse o

zaman r<R i¢in C; r/R oranina ve uzayin boyutuna bagli olmak iizere

supu/lnf uscC 3.2)
Qr Qr

esitsizligi mevcut olur.

Lemma 3.2. Belirli sinirlt bir bolgenin kapanisinda siirekli ve bu bolgenin ic
kisminda harmonik olan bir fonksiyon dizisi verilsin. Eger bu fonksiyon dizisi bu bolgenin
smrt tizerinde diizgiin yakinsak ise o zaman bu fonksiyon dizisi bu bolgenin kapanisinda

da diizgiin yakinsak olur.
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Ispat. u,....,u,,.... lemmada bahsedilen fonksiyon dizisi olsun. f,, G bolgesinin

I' sin iizerinde u, degerlerini belirtsin. Varsayima dayanarak f; dizisi I' iizerinde

fo=tu

olacak sekilde n,m> N i saglayan bir N mevcuttur. Bu n ve m icin G min tiimiinde

diizgiin yakinsaktir. Cauchy kriterinden verilen € >0 sayis1 i¢in I' iizerinde <&

u,—u,|<& yazlabilir. Cauchy kriterinin yeterliliginden u,,.....,u,,.... dizisi G da

diizgiin yakinsak olur.

Teorem 3.2. u, (x,y) (k=1,2,.....) sonlu bir G bolgesinin icinde harmonik ve G da

siirekli olan bir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger bu dizi bolgenin simirinda diizgiin
yakinsaksa o zaman bu dizi G bolgesinin icinde harmonik olan bir limit fonksiyonuna G

bolgesinin iginde de diizgiin yakinsar.

Ispat. Lemma 3.2. ye gore u,(x,y) fonksiyonlar dizisi G bolgesinin icinde diizgiin

yakinsaktir. Geriye limit fonksiyonunun G bolgesinin iginde harmonik oldugunu

gostermek kaliyor. Bu amagla G bolgesinin iginde G bolgesinin keyfi bir i¢ noktas1t Q
merkezli bir K dairesi se¢elim Simdi K dairesinin i¢ine u, fonksiyonlarinin her birini bir
poisson integrali olarak sunalim. Boylece f (), R yaricaphh K dairesinin cevresi

lizerindeki u, degerlerini belirtmek lizere

1

gy 5, w)

R - p?
R*+ p> —2Rpcos(¢p—y

u,(x,y)= ] dy (3.3)

esitligi yazilabilir. f, (y) fonksiyonlar dizisinin ve K dairesinin keyfi (x, y) i¢ noktasinda
u, fonksiyonlar dizisinin yakinsakligina gore (3.3) denkleminin her iki tarafinda limiti
inceleyebiliriz. Limit fonksiyonlar: sirastyla u, (x,y) = u(x,y) ve f,(¥)— f(¥) olmak
tizere

R - p*
R*+p*—2Rpcos(¢p—y)

ue == [rw) dy

esitligini elde ederiz ki bu da K dairesinde u(x,y) fonksiyonunun harmonikligini ifade

eder.
Teorem 3.3. G bolgesinin icinde harmonik olup negatif olmayan
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u, (x,y) fonksiyon serisi G bélgesinin bir A i¢ noktasinda diizgiin yakinsak olsun. Bu

durumda bu seri G bolgesinin tiimiinde bir harmonik fonksiyona yakinsar ve yakinsaklik G
bélgesinin icindeki her kapali sinirli bolgede diizgiindiir.

Ispat. ilkin bu serinin A merkezli R yarigapli her K, dairesinde diizgiin yakinsak
oldugunu gosterelim. K, in I?l kapanist G tarafindan kapsansin. Bu amacla R+&
yarigapl ve K, ile es merkezli olan bir K~ dairesi segelim. Burada &; K" dairesi, G

bolgesinin icinde kalacak sekilde yeterince kiigiiktiir. K~ dairesi iginde u,
fonksiyonlarmin her birini
2 2
(R+e) —p

0, (p.9) === [, (R + £y) ——— dy (4
270 (R+€) +p*=2(R+¢€)pcos(p—y)

poisson integrali olarak ifade edelim.—1< cos(¢—y) <+1 oldugundan

R+e-p (R+e) - p’ R+e+p
< <

P (3.5)
R+e+p (R+ée) +p*-2(R+&)pcos(p—y) R+e-p

bagintisin1 yazabiliriz. u, (R+¢&,) =0, (3.4) ve (3.5) e dayanarak

R+8 v dw<un(p ¢)<—w "

1 R+e-p
'[() 2 R+€ p 0 n(R+8’W)dl//

27Z'R+8+p

esitsizligini yazabiliriz. Ortalama Deger Teoremine dayanarak

1 ¢2r7
s L (R+&,y)dy =u,(0,y) =u,(A)

olarak bulunur. Sonug olarak

REEZP (M) <u,(p.g)<otEXP

u,(A)
R+e+p R+e-p

esitsizligi elde edilir.
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4. BOLUM

DIVERJANS OLMAYAN FORMDA IKINCi MERTEBEDEN GENEL ELIiPTIiK
DENKLEMLER

n
Eger z a, &&, kuadratik formu pozitif tanimli ise o zaman
=

n

az n a
b= ik=l () 0x,0x, " ;bi () a_xl +e(), x=(x,...X%) 4.1)

lineer ikinci mertebeden diferansiyel operatoriine eliptiktir denir. Daima a, =a,;
oldugunu varsayariz. Eger,

7 |§|2 < i‘, aikégié:k < }“|§|2 4.2)

i,k=1

olacak sekilde pozitif 4 sayis1 mevcutsa, b, ve ¢ katsayilart sinirli olmak sartiyla tim &

ve x€ D ig¢in (4.1) operatoriine D bolgesinde diizgiin eliptiktir denir.
Lu=0 (4.3)

denkleminin ¢6ziimiinden klasik ¢6ziim kastedilmektedir. Yani ¢oziim fonksiyonu iki kez
siirekli kismi tiirevlere sahip ve (4.3) denklemini saglar. Benzer sekilde Lu <0 ya da
Lu >0 esitsizliklerin ¢oziimiinden siirekli iki kez diferensiyellenebilir ve bunlara karsilik

gelen esitsizlikleri saglayan bir fonksiyon kastedilmektedir.

Bir u fonksiyonu eger Lu <0 esitsizliginin bir ¢oziimii ise bu fonksiyona

supereliptik eger Lu >0 esitsizliginin ¢oziimii ise bu fonksiyona subeliptiktir denir.
Diizgiin eliptiklik sart1 (4.2) yerine genellikle ona denk olan

Zn:aikéfk 2 a|52,

ik=1

S, (0 <M (4.4)

esitsizlikleri kullaniriz. Burada & keyfi segilir. a>0, M>0 sabitlerine de eliptiklik

sabitleri denir. L operatoriindeki diisiik terimleri ihmal edelim. Yani L operatorii

denilince
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L= a2 4.5)

by 0x,0x,

operatoriinii dikkate alalim. Bu tiir operatorlerde yalnizca a ve M sabitlerinin orani
onemlidir. Yani tiim sabitlerin kendi baslarina bir 6nemi yoktur. L operatdriiniin eliptiklik

sabitini 'e' ile gosterip

Z a;(x)
e= sup !

xeD,‘f‘zl i a, (x)égk

ik=1

seklinde ifade ederiz. Eliptiklik sabiti, herhangi xe D igin ||ai,k (x)” matrisinin tiim

0zdegerler toplaminin en kiigiik 6zdegere oraninin supremumu demektir. e >n dir. Eger
e=n olursa o zaman L operatorii bazi pozitif fonksiyonlarla carpilarak Laplace

operatdriine doniisir.
4.1. Klasik Maksimum Prensibi

Teorem 4.1.1. D c R" sumrli bir bolge ve L, D bolgesinde

n 82
L= .
i,kZZI () 0x,0x,

eliptik operatorii olsun. Eger u fonksiyonu D bolgesinde supereliptik(subeliptik) stirekli

bir fonksiyon ise, o zaman

u(x)>2minu (u(x)<maxu)
D D

olur. u fonksiyonunun supereliptik durumunu goz oniinde bulundurmak yeterlidir. Bunun

icin asagidaki lemmaya ihtiyac vardir. [13]

Lemma 4.1.1. Eger D bélgesinde Lu <0 ise o zaman u fonksiyonu, D bdlgesinin

herhangi bir i¢ bolgesinde minimum degerine ulasmaz.

Ispat. u fonksiyonunun D bdlgesinin herhangi bir x° i¢ noktasinda minimum

degere ulastigim1 varsayalim. L operatdriiniin x° noktasinda kanonik forma biiriinmesi

altinda x <> y degisken doniisiimiinii yaparak
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u ’u
0
0= a, (x7)
ik=1 axl.axk

" 9%u
i=1 ayiz

Lu|

X=X
X:XO

y=ylea”
elde edilir. Bu da Lu <0 ile ¢elismektedir.

Teorem 4.1.1. in ispatu.

a,; >0 oldugunu eliptik operatdrden dolay: soyleyebiliriz.
Ve =u—£€x;, €>0
yardime1 fonksiyonunu g6z dniinde bulunduralim
Lv,=Lu-2é&a,, <0
oldugundan lemma 4.1.1. den

Ve(x) 2 nalll)n Ve(x)

yazabiliriz. Yine
u(x)2v,(x)ve € -0 iken v.(x) = u(x)
oldugundan

u(x) 2 rrallj)nu(x)

bulunur ki bu da teoremi ispatlar.
4.2. Giicliit Maksimum Prensibi

Teorem 4.2.1. L operatorii bir D bolgesinde tamumli (4.5) operatorii olsun.
u(x) bir subeliptik(supereliptik) fonksiyon olmak iizere eger u(x) maksimum(minimum)

degerini D bélgesinin herhangi bir i¢c noktasinda alirsa o zaman u fonksiyonu sabit

olur.[13]
Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki lemmalara ihtiyagc duyulmaktadir.

Lemma 4.2.1. L, bir D bdlgesinde, e, eliptiklik sabitiyle tanumli bir diizgiin eliptik

operator olsun.
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esitsizligini saglayan her s icin

onksiyonu, x in bir fonksiyonu olarak, herhangi x° € R" icin D\(x") bolgesinde
¢

subeliptiktir.

_ 0
Ispat. ‘x—xo‘ =r, NN o i=1,2, ,n olarak alalim. Bu durumda

az 1 1 . . .
0x,0x, (_j=S(S+2)F%7/k , 1#k igin

rS

7 (1 1 1
— | — = +2 - Y ——
ax2 (rsj S(S ) rs+2 7/12 S rx+2

i

esitliklerini yazabiliriz ve buradan da

n n S lll a. f
L(rij = iz {(s+2)z a, vy, —Za,,} ZM[@+2)—€]
i=1

5
r i k=1

s

cikar. Sonug olarak s=>e—2 icin son esitsizlik negatif olamayacagindan L( !
’

j >0 olur.

Dolayisiyla

fonksiyonu subeliptik olur.

N

X—X

Uyari 4.2.1. (4.5) operatorii yerine (4.1) operatoriinii goz 6niinde bulundurursak,

1 . o
— fonksiyonuna (4.1) operatdriinii etki ettirerek
r

rs rs+2 rs+ r

5

L(LJZ Szaik%7k[(s+2)_e]+zbi17i L £
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esitsizligini elde ederiz Dolayisiyla s >e—2 ve yeterince kii¢iik r i¢in (r <7, burada 7,

s ye ve L operatoriine baglidir) fonksiyonu D bolgesi operator bolgesini

X—X

gostermek iizere (DN Qj(‘)o) \(x") bolgesinde subeliptik olur.

Lemma 4.2.2. L, Q, yuvarinda (4.1) ile verilen operatir ve u(x) de subeliptik
(supereliptik) bir fonksiyon olsun. u(x) fonksiyonu QE da siirekli olmak iizere tiim x e Qp

icin x" € Sy ve
u(x) <u(x®)  (ux)>u(x")

. . u . .
oldugunu varsayalim. Bu halde eger x° noktasinda > ic normal tiirevi varsa o zaman

n
ou <0, (a—u
x=x° on

n

>O)

olur.

Ispat. u(x) in subeliptik oldugunu varsayalim. e, L operatoriiniin eliptiklik sabiti

olsun. u(x") = m olarak alalim. Bu durumda

maxu(x)=m—a, a>0,
[xj=R/2

olur. Simdi

E 1
MTHF

v(x)=m-—
yardimc1 fonksiyonunu goz 6niine alalim. Burada £ > 0,
|x| =R/2
icin
v(x)>m—a

olacak sekilde yeterince kiigiik se¢ilmelidir. u(x) ve v(x) fonksiyonlar
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Qux ={R/2< x< R}
kiiresel katmaninda tanimli olmak tizere

Lv<o, "|an 2 ”|aQ%

oldugunu lemma 4.2.1. e dayanarak sdyleyebiliriz. Yine

Xe QZ/ZR icin v(x) = u(x)oldugunu teorem 4.1.1. den yazabiliriz. Boylece

v(x”) = u(x") oldugundan

ou

du < ov
on

T on

x=x° x=x°

olur

Teorem 4.2.1 in ispati. u(x) subeliptik bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki u(x)

D bolgesinin herhangi bir i¢ noktasinda maksimum M degerine ulagsin.
E:{x| u(x):M}
seviye kiimesi D bolgesinde kapalidir. Eger F ile D cakismiyorsa o zaman
0< p(x',E)< p(x',0D)

olacak sekilde bir x'e D\E noktas1 vardir. Burada p(x,A), xe R" den A c R" kiimesine

olan uzaklig1 tanimlar.
pP(xLE)=p

olarak alalim. O zaman Q;' yuvart D\E de bulunur. Ustelik S;' niin siurt ve E kiimesi

aym x’noktasina sahipler. Oyle ki
X€ Q;," icin u(x) <u(x’)

olur. Diger taraftan
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ou

— <0
on|,_.

oldugunu lemma 4.5.1. den soyleyebiliriz. ki bu da imkansizdir. Ciinkii x° noktasi u

fonksiyonunun maksimum noktasiydi. Bu nedenle E = D dir. Yani u(x) = M seklindedir.

Lemma 4.2.3. G C R" koni sartuu saglayan sinirlt bir bélge olsun. G da siirekli
olan ve sabit olmayan supereliptik(subeliptik) u(x) fonksiyonunu goz Ooniinde

bulunduralim. Eger her x€ G i¢in

x'e G ve u(x)2ux") (u(x)<u(x))

) ou ( du . . .
ise, 0 zaman — 5 ) v vektoriiniin dogrultusunda u fonksiyonun alt(iist) tiirevlerini
v

Jdv

gostermek iizere x' noktasuun herhangi Qe dG komsulugunda

olacak sekilde bir x"e€ oG noktast vardir. [12]
Bu lemmanin ispati asagida agiklayacagimiz fonksiyon teorisi lemmasina baglhidur.

Lemma 4.2.4. f(x) ve g(x), tim xe (0,0) icin f(0)=0, f(x)>0 olacak sekilde
[0, ,B] araliginda fonksiyonlar f(x), [0, ,B] araliginda alt yarisiirekli ve f in orjindeki alt

sag tiirevi sifir ve C'[0, B] deki g(x) tiim xe [0, B] i¢in g(0)=0, g'(x)> >0
olsun. O zaman (0, ) araligindah(g(x)) < f(x) ve tiim xe (0, g(f)) i¢in
h(x)20 , h'x)>0 , h'"(x)=0

olacak sekilde bu aralik iizerinde iki kez diferansiyellenebilir olup (0,g(f)) araligi

lizerinde tanmimly siirekli bir h(x) fonksiyonu mevcuttur. Ayrica
m—> o iken x —0

olacak sekilde bir x, € (0, B) dizisi icin
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h(g(x,) = f(x,)
dir. [12]
Lemma 4.2.3.iin ispatu.
Ispat1 6 adimda inceleyecegiz.
1.adimm. u, supereliptik bir fonksiyon ve u(x") =0 olsun.
E:{xe G: u(x)zO}
olarak alalim. Maksimum prensibinden x€ G i¢in E c dG, u(x)>0 yazabiliriz.
Qj(‘)‘) NE+J
olacak sekilde Qrﬁ’ yuvarimn var oldugunu gosterelim. Oyle ki
(xo —xl,v(xl)) >0
sartini saglayan
NEQNENS,

mevcut olsun. Lemmanin varsayimina dayanarak tepesi diginda tamamen G bdlgesinin

icinde kalan ve ekseni v(x') boyunca yonlendirilen x' tepesi ve H yiiksekligiyle bir koni
vardir. Bu koniyi K ile belirtelim. Koninin tepe agisinin 3I1/4 ten daha biiyiik oldugunu
varsayabiliriz. (Eger gerekli goriiliirse lineer bir doniisiim yapilip daha kiiciik bir H

secilebilir.)
IGNG cQ
olacak sekilde r'> 0 1 yeterince kii¢iik secelim. v vektor alaninin siirekliliginden tiim
xe dGN Q%
i¢in v(x) ve v(x') arasindaki ag1 I1/8 den az olacak sekilde

"

r" , O<r'<r
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mevcuttur. Herhangi

yuvarini segelim.

kiimesine dokunacak sekilde K konisinin ekseni boyunca bu yuvart cevirelim. Sonugta

olusan yuvar acikca arzu edilen 6zellige sahiptir.
2.Adim.
r, =min(r, /2,1)
olarak alalim. Qj;“ yuvarinda x, merkezi ve x, noktasiyla baglantili bir yarigap goz
oniinde bulunduralim. Bu yaricap iizerinde x, den r, uzaklikta bulunan bir x, noktas: ele

alalim. O zaman S;;z kiire yiizeyi E ile yalmz x, noktasinda kesisirken Qéz acik yuvari

E den ayrik olur. Ustelik
(x, —x,,v(x))>0
dir.
3.Adim. Eger
0% N0}
kesisimi dG den higbir nokta icermeyecek sekilde bir € >0 mevcutsa o zaman
0> NQ; cG

olur ve x, smir noktasina yeterince kiiclik bir yuvar tarafindan bdlgenin iginden

dokunulabilir. Boylece lemma 4.2.2. ye dayanarak

a—u >0
ov

— lx=x
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yazabiliriz. Simdi de herhangi bir £ >0 icin

0> NQO;' NIG
kiimesinin bos olmadigin1 varsayalim.
4.Adim.

-
A(é) = Sr2_§ NJdG
olarak alalim. [0, n/ 2] araligi iizerinde A(&) bos degilken

f(r,/2)= )glin u(x), f(&=min u(x), &£el0,1,/2)

Srz/sz XEA(f)

olarak kurarak f(&) fonksiyonunu tanimlayalim. Diger tiim noktalarda
f(x)=maxu
olarak kuralim. A(£)= < oldugunda & kiimesi agik oldugundan f (&) alt yar siireklidir.

5. Adm. f,'(0)=0 oldugunu varsayalim. Yeterince bilyiik s icin x in bir fonksiyonu

olarak

-5

o=y
fonksiyonu
0< |x - y| <1
icin subeliptiktir. Boyle bir s yi belirleyelim.

1 1

(5_ n )S y

g(&)=

olarak kuralim. f ve g fonksiyonlari Lemma 4.2.4.iin sartlarim saglar. Buna karsilik

gelen £ fonksiyonunu ve

¢n =0, &, >0, h(g(&,))=r(,)
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dizisini bulalim. O zaman

Z, € Qéz NJG ,

z,—x|—>0 iken h(z,-x[ -n")=u(z,)
olacak sekilde bir z,, dizisi mevcuttur.
h(|x - x2|_s -n")
fonksiyonu da ayn1 zamanda subeliptiktir. Maksimum prensibine dayanarak
GN(Q2\07)
nin i¢inde
h(|x - x2|_s -1, ") <u(x)

esitsizligini yazabiliriz. x, in komsulugunda

i(|x —x2|_s -1, ") >u(x)

ov

dir. Bu nedenle m, ile baslayan tiim m ler i¢in

™ . >0
yazilabilir.
6.Adim.
f0)=8>0
olsun. Bu durumda
GN(Q.\Q,%)

nin iginde

e(lx—x,["—n")<u
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olacak sekilde bir £>0 sayis1 segebiliriz.

—(x=x| -7 >0
X:XI
iken
i >0
av

X:Xl
olur. Boylece Lemma 4.2.3. ispatlanmig oldu.

4.3. A.D. Aleksandrov Tipli Maksimum Prensibi

Teorem 4.3.1. L operatoriinde c(x)<0 ve u(x), G sumrlt bolgesinde Lu= f
denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu ¢oziim G da siirekli ve u(x)|a . =0 sarti saglasin. O
zaman C; n, M , G bolgesinin capt ve (4.2) deki diizgiin eliptiklik sabitlerine bagli olmak

lizere

m(;;lx|u(x)| <C|r

L'(G)

olur.

Ispat. Teoremin ispatini b,(x)=c(x) =0 durumunda verelim. Genel durumda ispat

esas olarak ayni fakat teknik birtakim degisiklikler gerektirmektedir. R, G bolgesinin ¢ap1

olmakla birlikte
max - |u(x)| = |u(x0)| =M, x,€G

olsun. Genelleme 6zelligini kaybetmeksizin u(x,) <0 oldugunu varsayabiliriz. u(x) <0

olacak sekilde x € G noktalar kiimesini E ile belirtelim.

Ip|<M/R (4.6)
ile birlikte her pe R" i¢in n+1 boyutlu (x,....... ,x,,2) uzayinda n boyutlu
z=(px)+C
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hiper diizlemi goz 6niinde bulunduralim. Bu z = u(x) fonksiyonunun grafigini alttan

destekler. (4.6) kosuluna gore x'e E noktalarmin H kiimesi
u(x" :(p,x')+C

icin bog degildir. Bu noktalarin her birinde ikinci mertebeden diferansiyel negatif taniml

degildir. Bu kiime iizerinde
x— gradu(x) =p

gradyant doniisiimiinii g6z oniinde bulunduralim. Bu doniisiim altinda H kiimesinin

goriintusii
lp|<M/R

yuvarini icermektedir. Bu doniisiimiin jakobiyeni

tarafindan verilir.

Hessian

negatif tanimli olmadig: gercegi hesaba katilarak, Q _, birim yuvarin hacmi olmak iizere

[ detfu,, (0]dx =@, (MR)

esitsizligini elde ederiz.

lul('x)’ """ ’lu"(x); ||aik||' ux[xA
matrisinin 6zdegerleri olmak iizere
det .det|a, det Jla,
[ detf,, cofaxc] b el o dep, Ol ob,
H i H det”aik (x)|| H det”aik (x)” 4.7)

< [, detClay | o pax =2 ], T 0o

u
ity

36



esitsizligini yazabiliriz. Burada

Hy (X, 1, (), .

u
XX,

matrisinin 6zdegerleridir. ||aik || matrisi pozitif tanimh ve H”w H kesinlikle negatif
olmadigindan
M.(x) =0, i=1,...,n

dir. (Aslinda ||al.k || matrisinin kesinlikle pozitif olmasindan iki matris te aynm anda kdsegen

forma indirgenebilir.) 4 (x) in negatif olmayisindan

n 1/n n
(’1_11 m (x)) <n w0 =1/nSp(la, )| Ju,, ) =1/n Y a0, u,, = F0)/n (@48)
i=1 i,k=1

yazilabilir. (4.7) ve (4.8) esitsizliklerine dayanarak
A (n) [ |F ool dx=(n)' [ |£] dx=Q, (M/R) (4.9)
esitsizligi ya da

AR

n(e,)"

M < (4.10)

J

LVl

esitsizligi yazilabilir.
4.4. s-Kapasite

s pozitif bir say1, E ve T kiimeleri R" de Borel kiimeleri olsun. E kiimesi iizerinde
tim olas1 g Ol¢tiimlerini yani B kiimelerini ve E kiimesinin alt kiimelerini iceren, o -
cebiri lizerinde tamimli tamamen toplanabilir negatif olmayan fonksiyonlar1 géz niinde

bulunduralim. Eger xe T i¢in

jd”—(yzg (4.11)
E|x_y

olursa u ol¢iimiine kabul edilebilir bir 6l¢iim denir.
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sup uE =C! (E)

olarak kuralim. Burada supremum tiim kabul edilebilir dl¢iimler iizerinden alinir. C! (E)
sayisina E kiimesinin T kiimesine gore baglantili s- kapasitesi denir. E kiimesinin
tiimleyenine gore baglantili kapasitesine kisaca s kapasite denir ve C,(E) ile gosterilir.

Boylece
K E(E)=C,(E)
olarak gosterilir. s- kapasitenin bazi 6zelliklerini inceleyelim.
Teorem4.4.1. E c E, ve T, 2T, olsun. O zaman
CIH(E)SCP(Ey)
olur. Ozel durumda
E CE, icin C (E)<C, (E)) dir[13]

Teorem 4.4.2. Eger E=UE; ise o zaman:

C(E)<Y CT(E)

i=1
olur.

Ispat. u, E iizerinde kabul edilebilir bir 6l¢iim olsun. O zaman 4 ayni zamanda

E, iizerinde de kabul edilebilir bir 6l¢iim olur. Olgiimlerin dzelliginden dolay1

ﬂESiEi

i=1
esitsizligini yazabiliriz.

Teorem 4.4.3. k katsayili benzerlik doniisiimii altinda s kapasitesi k° ile

carpilir.[13]

Teorem 4.4.4. Q;O yuvarmn s kapasitesi R’ den az degildir.
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Ispat. Bir u 6lciimii yuvarin merkezinde yogunlassin ve R' ye esit olsun. Boyle

bir 6l¢iim kabul edilebilirdir ve £(Q2 )= R’ dir. Yani C (Q} )> R’ dir.

Teorem 4.4.5. s>1ve Q

p.h

n—1
lef" <p’,0<x,<hve p<ih

i=1
sartlariyla tamimli bir silindir olsun. O zaman c; s ye bagl pozitif bir sabit olmak tizere
C,(Q,,)2 chp'™
olur.

Ispat. Bir u olgiimii x, ekseninin [p,h—p] pargasi iizerinde yogunlassin. Bu u
Ol¢iimiiniin [p,h—p] parcast iizerinde v lineer yogunluguyla diizgiin dagitildigini

varsayalim. Oyle ki x silindire ait olmazsa o zaman

j " dg <1 (4.12)

[Z" l)c2 +(x, — ZT/Z

esitsizligi mevcut olur. Bu durumda

C.(Q,) 2 v(h-2p)2 (4.13)

esitsizligini yazabiliriz.

(4.12) deki integral icin kestirimde bulunuruz. Bir x noktasi silindirin yanal yiizeyi
izerinde bulunsun. x, ekseninin [p,h—p] parcasindan [xn —-p,x,+ p] parcasini
cikaralim. Kalan kiimeyi H ile belirtelim.(Kalan kisim tiim [ p.h— p] kismiyla

cakisabilir.)

1

s—1

0

e L MLl

St ol e e PO

)

2
-

yazabiliriz.
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Ip dé 1_2 (4.15)
X,—p [Zn -2 tx, —é:) :| P’ ,05—1

oldugundan silindirin yanal yiizeyindeki bir x noktasi i¢in

J'h_” | d 72 < 2S1 1—1 (4.16)
[z" xz +(x, — 2 } s—=1p
esitsizligini yazabiliriz. Eger x silindirin tabaninda bulunursa o zaman
[ do j (4.17)
p P s —1 p

(e -]

esitsizligi mevcut olur. Eger yardimc1 fonksiyonu

v = S _1 ps_l
2s

seklinde kurarsak o zaman (4.12) esitsizligi mevcut olur ve (4.13) esitsizligine dayanarak

s—1 N
¢ =—— olmak iizere
S

C,(Q,,)2 chp’™
yazilabilir.

measE

Teorem 4.4.6. s<n olsun. C (E)= olacak sekilde herhangi E c Q, ’

kiimesi icin s ve n ye bagl pozitif bir K sayisi mevcuttur. Burada measE, E kiimesinin

Lebesgue olciimiinii belirtmektedir.

Ispat. K = J olarak kuralim. O zaman

_dy dy
_I oo K ij'o

olur. Sekil 4 ten goriilebilecegi gibi
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d d d
J.Qf“ _y . SJ.Q; |x_yy|s SJQP yA

dir. Sonug olarak

meask

dy 1 _
le y|< e

olur

Sekil-4

4.5. Artis lemmasi

Lemma 4.5.1. Qj[; yuvarinda bir D bolgesi ele alalim. Bu yuvarin Sf[; yiizeyi
iizerinde limit noktalart olsun ve bu D bolgesi Q;O yuvaryla kesigsin. D bolgesinin

tiimleyeni ile Q;O kesisimini H ile belirtelim. D bolgesinin Q::e icinde konumlanan simr
parcasini da U ile belirtelim. Bunlari sekil 5 te gormek miimkiindiir. D bolgesinde taniml
diizgiin eliptik L operatoriinii goz oniinde bulunduralim. u(x), Lu >0 esitsizliginin bir
coziimii olsun ve bu ¢oziim D bilgesinde pozitif, D da siirekli, T iizerinde de sifir olsun.
Eger s>0 icin s- kapasitesi L operatorii icin iist ise (yani s>=e—2, burada e, L

operatériiniin eliptiklik sabiti) o zaman& >0, s ye bagh bir sabit olmak iizere
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supu(x) = (1+ ¢ CSIEH)j sup u(x) (4.18)

s
0
xeb xeDAQF

olur.

Sekil 5

Ispat. Benzerlik doniisiimii altinda operatdr benzerlik katsayisinin karesi ile
carpilabildiginden eliptiklik sabiti korunur. Baska bir deyisle boyle bir doniisiim altinda bir
kiimenin kapasitesi benzerlik katsayisinin baz1 kuvvetleri ile ¢arpilabilir. Bunu teorem
4.4.3. ten soyleyebiliriz. Bu yiizden R=1 durumunu goz 6niinde bulundurmak yeterlidir.

R=1, x*=0 oldugunu varsayabiliriz. C.(H)=0 olmast durumunda (4.18) esitsizligi

maksimum prensibine gore gerceklesir. C,(H) >0 olmasi durumunda keyfi bir £ sayisini,

0<e<C.(H), U(x)zjﬂfw—(yfg, xe H
x—y

icin, #H > C (H)— € olacak sekilde bir x¢ Olciimii ele alalhm.

supu(x)=M

xeD

olarak belirtelim.
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vix)=M {I—U(x)+%}

olarak alalim. H 1n disinda LU =0 oldugundan D bdlgesinin i¢cinde Lv <0 yazabiliriz.

Ayrica D bolgesinin siiri iizerinde v fonksiyonu u fonksiyonundan az degildir.

Gergekten simr T y1 ve S kiiresi iizerinde bulunan noktalari igerdiginden
u|r =0, v|r >0, u|s0 <M
2|1 0 S0 - Ly S

Sf" - . | 35 33‘
1nfxe so XY
ye@!

yazilabilir. Bu ylizden D bolgesinde u <v dir. Ag¢ikcast v|F >0 yazmayabiliriz. (Her ne

C,(H)

s

kadar D de v>

>0 oldugu bilinse de) Ciinkii xe D, I" ya meyilli iken U(x) in
limitinin var olup olmadigini bilmiyoruz. Bununla beraber herhangi bir durumda

lim v(x)>0

xeD,x—T"

esitsizliginin var oldugunu sodyleyebiliriz. Bu maksimum prensibinin uygulamalar1 i¢in

yeterlidir. Boylece u <v dir.

sup u(x)< sup v(x)SM|1- ! SJ.d,u+C5(H) SM{l—(i—ijC}(Hﬂ-%}

xeDNQP xeDNQY superlo |x— y 3¢ 28 3¢
0
yeQ

sonucuna ulasiriz. € keyfi oldugundan lemmanin ispati tamamlanir.
Uyar1 4.5.1. Eger Lemma 4.5.1. in varsayimlarinda s <n ve R <1 ise o zaman

C(H)> measH

esitsizligini kullanarak (Bu teoerem 4.4.6. dan gecerlidir.)
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supu(x)2(1+%me;:s j sup  u(x) (4.19)

S
0
D xe DNQR

esitsizligini elde ederiz. Bununla beraber R <1 kosulu arzu edilmeyen bir kosuldur. Ayrica

(4.19) esitsizliginde R’ yerine R" yazilarak bu esitsizlik gelistirilebilir.

Lemma 4.5.2. Eger lemma 4.5.1. in varsayimlarinda s<n ise o zaman n>0;

s ve n ye bagh bir sabit olmak iizere

supu(x) > (1 +7 me}‘;SH j sup u(x) (4.20)

n 0
xeD xeDNQ;

olur.

Ispat. Tlkin Q;f; 1 Qf] a doniistiiren benzerlik doniisiimiinii yapalim. Daha 6nce

bahsedildigi gibi operator yalnizca bir pozitif sayiyla carpiliyor. Bu doniisiim altinda

H, H' ne gitsin. O zaman

measH ' = measH
Rn
olur. Sonug olarak
C.(H)> measH

n

elde edilir. Bu da lemmanin ispatin1 tamamlamaktadir.

Asagida anlatacagimiz artis lemmasindan Holder normunun Priori kestirimlerini ve
Harnack esitsizligini elde edebiliriz.( Keyfi katsayili diverjans olmayan formdaki
denklemler i¢in bunlar ilkin N.V.Krylov ve M.Safanov [1979,1980] [12] tarafindan ispat

edilmistir.)

Lemma 4.5.3. Lemma 4.5.1. de Artis lemmasini kapasiteye bagl olarak ifade ettik.
Simdi ise Artis lemmasin olgiime bagl olarak ifade edecegiz. Bu lemma uygulamalar icin
cok kullamisgly bir lemmadir. D acik kiimesinin Q)% yuvar: tarafindan kapsandigini
varsayalim.(0< R <1/4) Oyle ki bu kiimenin Q;° ile kesisimi bos olmasin. Lu=0

denkleminin bir ¢oziimii D bolgesinde tamimlit ve iistelik c(x)<0 olsun. Eger u
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X0

fonksiyonu D da siirekli, D de pozitif ve Q% tarafindan kapsanan 0D parcasinda u =0

ise o zaman giiclii maksimum prensibine dayanarak

maxu > max u
D DﬁQ};O

esitsizligini yazabiliriz.

maxu/maxu=nh
D DmQ;O

kestiriminde bulunmay: deneyelim. Bunu yapmak icin bolgenin yapisina bazi simirlamalar

getirilmeli.
H =0y \D

olsun. O zaman H kiimesinin olgiimiiniin Q' n olgiimiine orani ne kadar biiyiikse h da

o kadar biiyiik olur.

DcQ® , 0<R< 1/4
H=0Q\D,T=dDNQ%

notasyonlarim kullanalim. u(x), Lu=0 denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu ¢éziim D
bolgesinde pozitif ve T simrt iizerinde sifir olsun. O zaman &, operatoriin eliptiklik

sabitlerine bagh pozitif bir fonksiyon olmak iizere

maxu2[1+§(meaSHD max_u
D

Rll X
xeDNQR°

olur.

Ispat. Kendimizi b(x)=c(x)=0 durumuyla swmrlandiralim. Diisiik dereceli

terimlerin varligi gerekli olmayan bir zorluk ortaya cikarir. Bu nedenle bunlari ihmal

edecegiz. Ispat1 3 adimda inceleyelim

In

1. Adim. H, Q/f yuvarini igersin. Burada p, (measH)"" ile aym biiyiikliiktedir.

1/|x—x'|s
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fonksiyonunu g6z oniinde bulunduralim. Bu fonksiyon Lu =0 denkleminin sub ¢oziimii

olacak sekilde s sayisi secilebilir.
M =max,u

olsun.

v=m|l-—L 4+ P_
|x—x' (3R)

olarak kuralim. D bolgesinde V >u oldugunu goriiriiz. Bu yiizden

-+

olmak tizere

px px
ul, oy <M|1- +
i ( (2RY (3R)“J

olur. Bu da lemmay1 bu durumda ispatlar.

2., Adim. Simdi de D bolgesinin kiigiik olctimlii durumunu goz 6niinde bulunduralim.

Yani eger
measD | measQy <0

olacak sekilde A ve n ye bagl bir § >0 sayisi varsa o zaman

max u > 2 max u
D D(\Q;l

olur. a,(x) fonksiyonlarmn siirekli diferensiyellenebilir oldugunu varsayacagiz. d nin

sadece 4 ve n ye bagh oldugu ortaya ¢ikacak yani o denklemin katsayilarinin
tiirevlerinin biiyiikliigiine baghh olmayacak. Basit bir limit islemi katsayilarin diizgiinliigii

tizerindeki tim simirlamalart kaldirmamiza izin verir.
measI’ =0

oldugunu varsayabiliriz. Aksi durumda keyfi kiiciik £ i¢in D bolgesinin yerine
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D'={xe O}, u(x)>¢}, £>0
bolgesini ve u(x) in yerine
u'(x)=u(x)—¢
fonksiyonunu g6z oniinde bulundurabilmeliyiz. Eger

measI' =0

1se 0 zaman

D c D, ve measD,/measQy <&
olacak sekilde agik bir D, kiimesi mevcuttur.

-nA
f(x)=18R’
0 ; xe QR\D,

; xe D iken

olacak sekilde C” dan olan bir f(x) fonksiyonu insa edelim.
xe (Qg NDy)\D
icin

-nA

n
8R*

0> f(x)2

Xo

olsun. Q}; yuvarinda

Lv=f , V| =0

Xo
Sir

Dirichlet problemini ¢6zelim. Bu problemin ¢6ziimleri i¢in katsayilarin diizgiinliigii

gereklidir.(Miranda[ 1970]) . Teorem 4.3.1. e dayanarak
|v| <Cc o

esitsizligi yazilabilir.

47



maxBu:M

olsun.

(x_xo)2

a(x)= M[ (4R)2

+v(x)+1/ 4}
olarak kuralim. D bolgesinde
nA
Lox)SM|—+f(x)|<0
(x) (8 e f( )j
oldugunu kolayca gorebiliriz. Lemmanin durumu simdi D bolgesinde w—u fonksiyonuna
maksimum prensibini uygulamayla davam edecek.
3. Adim. S$imdi de genel duruma dogru ilerleyelim.

X0

measH , measQy),

ten kiiciik keyfi bir say1 olsun. Benzerlik doniisiimii ile iizerinde diisiiniilen denklem ayni
A eliptik sabitli bir denkleme doniisiir ve bu yiizden R=1/4 durumunu goz Oniinde

bulundurmak yeterlidir. & sayisi
meas(H N Qyfy )= (measH)/2, v, =1-u/max ;u
esitlikleri mevcut olacak sekilde secilsin.

in

v, 20
DNQf,
esitsizligi var olacak sekilde

o =0(measH)

varligini ispatlamaliy1z. H = H, olsun.

measH, = (measH,)/2
olacak sekilde
Ojiy " H, = H)
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olarak kuralim. x, H, kiimesinin yogunluk noktasi olsun ve r,
meas(Q\H,) < or"

olacak sekilde A 1 asmayan en biiyiik say1 olsun. Burada &, 2. adimdan bir sabittir. iki

durum meydana gelebilir.

I) .<h ve 2) r,=h

Ikinci durumda 2. adimdan

v1|Q;; >1/2

ve sonra 1. adimdan o, A ve h abagh yani A ve measH abagli olmak iizere

v, |DﬁQlA/.g >0

esitsizlikleri elde edilir. Boylece lemma ispatlanmis oldu.

Uyan 4.5.2. Lemma 4.5.3. iin ispatinda 3. adimda bahsedilen 2 durumdan her

xe H, noktalar igin birinci durum gerceklegsin. O zaman
meas(Q; \H,) = dr 4.21)

olur. H 1n tiim kiimeleri Q;; yuvari tarafindan kapsanir. Herhangi x e H| igin (4.21)

esitligi gerceklesir. Banach siirecini uygulamay1 secelim. Ya sonlu ya da sayilabilir sayida

ikili ayrik yuvarlarin 6l¢iimleri toplami
meas H [5" = meas Hl/(2.5" )

Olctimler toplamindan daha biiyiiktiir. Bu yuvarlar

olsun. 2. adimdan

Vi |Q1\H1
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yazabiliriz.
measH, > measH, (1+8/(2.5")) = measH (1+ /(2.5"))
olacak sekilde
v,=2v, , D,={xeD:v,<1} ve H,=0}\D,

olarak kuralim. Simdi de v, D, ve H, yerine sirasiyla v,, D, ve H, yerlestirerek aym

goriisii tekrarlayalim.
measH , > measH (1+ 6/(2.5” ))2
olacak sekilde
v, =2v,=2’u, D,={xe D:v,<1} ve H;=Q},\D,

bulacagiz. Eger birinci durum ya da ikinci durumdan biri gerceklesirse lemma

ispatlanacak. Bu islemi devam ettirerek

v, =2"v,, D, ={xe D:v, <1}, H, =0Q}\D,
measH, > measH (1+ 5/(2.5"))](_1

olacak sekilde v,, D, ve H, elde ederiz. Fakat H, c Q;), oldugundan bu islem sonlu £,

adimindan sonra sonlanmali. Bu durum &, measH ve h a bagh yani measH, 4 ve n ye

baglidir. Diger taraftan
meas (QJZ\Hk ) =0
olmadan once de bu islem sonlanmaz. Boylece

v ‘ >1
ko Qf/((}‘mD

esitsizligi ya da
Wlgnnp >1/2"

1/4
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esitsizligi elde edilir. Yani o = 1/ 2% olur ve lemma ispatlanmis olur.
4.6. Harnack Esitsizligi

Teorem 4.6.1. Eger u(x) G c R" bélgesinde Lu =0 denkleminin bir ¢oziimii ise o

zaman G bolgesine kompakt bir sekilde gomiilen herhangi G' alt bolgesi ve

timx,ye G', x#y igin

LSS0 P

L2
[x =] G

olacak sekilde 0G den G' ne olan uzakliga bagli C >0 sayist ve A, nve i ye bagl

a >0 sayist mevcuttur. Bu teorem asagidaki salinim teoreminin kesin bir sonucudur. [12]

Uyari 4.6.1.Teorem 4.6.1. deki ¢ sabitinin keyfi bir sekilde kiiciik secilebilecegini
1987 de M. Safanov gostermistir. [12]

Teorem 4.6.2. Lu =0 denkleminin bir ¢oziimii Q' (R<R,) iizerinde tanimlansin.

ozaman 1 >0; A,M,n veR, abagl olmak iizere

oscu>(1+n)oscu
Ok Or/4

olur. Eger b,=c=0 olursa o zaman R<R, simrlamast kaldinlabilir. Bu durumda 1 ;

yalnizca A ve n ye bagl olur.

Ispat. b, =c =0 oldugunu varsayalim.
SUP u—me;/u u=d, v=u-d/2
olarak alalim. Ayrica
E* :{xe o vZO} ve E° :{xe o vSO}

olsun. E* ya da E™ kiimelerinden en az biri

measE*" > (meas o )/2
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sartim1 saglar. Bu sarti saglayan kiime E~ kiimesi olsun. O zaman lemma 4.5.3. e

dayanarak
sup,, v>(1+&)d/2
esitsizligi ya da
0sC U > (1+£&72)d
esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.6.3. Lu=0 denkleminin pozitif bir ¢oziimii Qg (R<R,) iizerinde

tamimlansin.

supu /inf u < C
Orne | Crne

olacak sekilde A, M, nve R, a bagl bir C >0 sabiti mevcuttur. Eger b, =c =0 olursa o

zaman R<R smmirlamasi gerekli degildir. [12]

Ispat. Artis lemmasindan Harnack esitsizliginin - elde edilis siirecini

detaylandiralim.

b(x)=c(x)=0

oldugunu varsayalim. Bu durumda R" iizerine benzerlik dontigiimiinii uygulayabilir ve
ayn1 zamanda c¢Oziimii, baz1 sabitler ekleyerek degistirebiliriz. R=16 oldugunu

varsayalim. Uygun olmasi i¢in yuvarin merkezi orjinde olsun. Boylece

Ul > 0
olur. Coziimii bir sabitle ¢arparak
Supg, U= 2
olarak ele alabiliriz. O zaman
inf, u>o

olacak sekilde A ve n ye bagli bir & >0 sabitinin varligini gostermek gerekir.
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Ispat1 4 adimda inceleyelim.

1.Adim. Artis lemmasi agagidaki gibi degistirilebilir. Eger u(x)

DNQy, #D ,u

DO =0, Doy

bolgesinde denklemin pozitif bir ¢éziimii ve
measD < g,measQy (4.22)
olacak sekilde herhangi A >1 i¢in bir £, >0 sayis1 mevcutsa o zaman

sup, u > ASUpoQ;‘OM u

olur. Aslinda ¢, lemma 4.5.3.te 2. adimindan bir sabit ve N
2V > A
olacak sekilde en kii¢iik dogal say1 olsun.
Qx'\Qr)s
katmanint S, es merkezli kiirelerle 3R/4N kalinlikta N katmana bolelim.

u(x;) =max, ¢ u

olacak sekilde x, €S, noktasin1 gbz Oniinde bulunduralim. Lemma 4.5.3 iin 2. adim

Qyivan » 0316y yuvarlarina ve DN Q,,,,, € uygulandifinda arzu edilen durum elde edilir.

Sonradan belirlenmis A ve n gibi A da yukarida ki gibi segilecek. Bu nedenle bunun

verildigini varsayip buna tekabiil eden &, 1 bulalim.

G={xe0): u>1}
notasyonunu kullanalim.
2. Adim.

measG = £,Q,

53



olsun. Burada Q, birim yuvarin hacmidir. Lemma 4.5.3. te

&= é:((measfo_g0 )/4”) , v=l-u+é&
olarak alalim.
D :{xe O v(x)> 0}
olarak belirleyelim. O zaman (4.22) den
meas (Qf / D) > meang_ &
esitsizligi yazilabilir. Eger x, € Qf noktasinda u(x,) <& ise o zaman

>
SUP ) op V2 1

olur. Boylece Lemma 4.5.3. e dayanarak
SUD o V > 14¢&

yazilabilir. Yani

1 <
memQ{},u <0

elde edip bir celiskiyle karsilasiriz. Bu yiizden ¢ y1 & olarak segebiliriz. Bu durumda

esitsizlik ispatlanir. Bundan boyle

measG < £,Q,

oldugunu varsayalim

3.Adim.

oldugunu varsayalim. O zaman

u,(x)21
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olacak sekilde S, kiiresi iizerinde bir x, noktasi mevcuttur. x, noktasini igeren
{xe0): u (x>0}
kiimesinin bilesenini G, ile belirtelim. Yeterince kiiciik p icin
meas (Gl nQo; ) > g,measQ;)!
olur. p=1 i¢in
meas (G1 N, ) < g,measQ,°
olur. Bu ylizden p da meas (G1 no, ) Ol¢iimiiniin siirekliliginden
meas (Gl NnQ, ) = gmeasQ;)
olacak sekilde p, mevcuttur. G, NQ;', kesisimini D, ile belirtelim. O zaman
supp, u>A
elde edilir. B =A/2 olarak kuralim. Ilkin
.

—_ po X,
b > 1=B" , measD, > gmeasQ,

0

yazabiliriz. Ikinci olarak u,(x,)>2B olacak sekilde S}, "

kiiresi iizerinde bir x, noktasi

vardir. u, =u, — B olarak kuralim. x, noktasini igeren
{xe Q) uy(x)> 0}
kiimesinin bilesenini G, ile belirtelim. S6zii gegen goriisii tekrarlayarak
meas (G2 no, ) = gmeasQ,;’
olacak sekilde p, bulabiliriz. Eger D, =G, nQ,;, olarak kurarsak o zaman

1 Xy
ul, > B, measD, > g measQ,’
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olur. Bu islemi devam ettirelim. O zaman

x, €8, ul, >B"™" , measD, > £,0;

1+4p+...+4p, D

i

olacak sekilde

dizilerini elde ederiz. k,

olacak sekilde en kiiciik indis olsun.(Boyle bir k mevcuttur ¢linkii u(x,), 1 ile sinirh

olmadan artar). Bu yiizden

olacak sekilde i, <k mevcuttur. Boylece

1 .
0 L ip—1
D, cQy ,measD; > £,Q, 1o Ulp, >B

olur.

4.Adim Artis lemmasini kullanarak
fo = 5(1_1/4”)

sabiti bulabiliriz. B=1/&, olsun. Dolayisiyla A=2/&, olur. Boylece €,, sadece A ve nye
baghdir.

s =6(1-¢) ,v=u(l-g)

olarak kuralim.1. adim da ki goriisii kullanarak
ig— ip=1
u|sz0 > leO = ‘):1 (1/50)
o

elde ederiz. Bu nedenle aym goriisii
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v=u(1-£(4/£)"")

fonksiyonuna uygulayarak

ulg >EEBY =68 (1/6)"
4piy

elde ederiz. Aym goriisii Q:";’p. , Q:;Op_ yuvarlarina vs. ardigik olarak uygulayarak
0 0

u

ig—i-1
o 7 && (1/6,)°
-Piy

ap

esitsizligini elde ederiz.

X xio 0 o
Q4’ P = 4Ly4(1/2)0 20, 1< iy/2+43

olacak sekilde bir | mevcuttur. Bu yiizden

(V&) &8 <1

ya da

1 1
i, <In|In— /In— |+4
’ ( 51/ é)]

olur. Dolayisiyla i,, 4 ve n ye baglidir. Boylece
measD, > &

yani

measG > &

olur. Burada & >0; A ven ye baghdir. Oyle ki 1. adimdaki goriis su sonuca varmamiza

1zin verir.

inf, v>o0,
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olacak sekilde A ve n ye baglt o, >0 mevcuttur. Boylece Harnack esitsizligi ispatlanmig

oldu.

Uyar1 4.6.2. Artis lemmasinin ispati ve bunun sonucunda Hoélder normunun bir

kestirimi ve Harnack Esitsizligi Lu =0 denkleminin ¢6ziimleri i¢in daha sonra Novruzov

[1983][12] tarafindan degisik metotlar kullanilarak sunulmustur. Novruzov |x|

cekirdegiyle potansiyelleri yapilandirip sinir fonksiyonlarim1 kullanmistir. Burada s>0

yeterince kiiciiktiir. Orjinal denklem yerine

o’u
ox?

n+l

Lu+ =0

denklemi goz oniinde bulundurulmus ve u(x,,........ XX ) S UK e ,x ) dir. |x|_s

fonksiyonu yeterince kii¢iik s > 0 i¢in yeni denklemin bir siiper ¢oziimiidiir.

Tamm 4.6.1.

n 2

> - aax (a,, (X)u) =0 (4.23)

i=1 OX;

denkleminin ¢6ziimiinden D bolgesinde siirekli bir u#(x) fonksiyonu kastedilmektedir.

Oyle ki herhangi @& C'(D)NC* (D) test fonksiyonu igin

= Z ai,k(x)a—gom, =0
oD k=l ox

k

dg
¢|3D =0, E

ile birlikte

2

4 0
> [utx) 4,0 o~ a(fc dx=0 (4.24)

ik=1p 9%

integral 6zdesligi gecerlidir. [16]
Burada C* (D), D bélgesinde s kere siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayini ve

0 R .
3, dis normal tiirevi belirtmektedir.
%
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Teorem 4.6.4. u(x),suurl bir D bolgesinde (4.24) manasinda (4.23) denkleminin
pozitif bir ¢éziimii olsun. O zaman herhangi D', D' c D alt bolgesi icin c¢ sabiti yalmzca

D,D',\A,K ve n ye bagl olmak iizere
<
mgx u(x)<c min u(x)
esitsizligi mevcuttur. [16]
Not: Burada K sabiti (4.23) teki a,, (x) katsayilarinin Dini- siireklilik sartindan gelir.
Vxe D ve Vye D igin |ai,k (x)-a,, (y)| < o(|x—|) mevcuttur. Burada @(r) fonksiyonu

ro()
(0)=0; TdtSK . d = max

x,yeD
0

x—y|

olacak sekilde [0,oc] araliginda tanimli monoton, pozitif, siirekli bir fonksiyondur.
4.7. Harnack Esitsizligi ile Tlgili Giincel Calismalar
Teorem4.7.1. 1< p<oo, wme A, ve
DivA(x,u,Vu)=0
denkleminin

A(x&mnzem", A(x.¢-n)=-Ax&mn)

sartlarmm saglayan suurly pozitif bir ¢oziimii ue W;W(Q;O) fonksiyonu, Qp da tamiml

olsun. O zaman

supu(x) ir}% u(x)<C
o k2

olacak sekilde n,p,A ve A, yebagli bir C >0 sabiti mevcuttur. [15]

Not: Burada @we A, olmasiicin
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p-1
1 1 1—p
sup | — |wdx || — | w ”dx} =A <oo
s fe :
1

Q€ R" keyfi bir yuvar, |Q| onun Lebesgue Ol¢iimii, 1 < p <o ve l+—’ =1,
p p

p=cicin p'=1, p'=ooiginp =1 sartlarim1 saglamasi gerekir.

W;Q(Q) ise Q bolgesinde tanimli agirlikli Sobolev uzayidir

Tanm 4.7.1. Q da herhangi lokal integrallenebilir V fonksiyonu ve ¢ € Rigin

1 4R s
||V||0',Q - ;gp o I |V(y)| I mdsw(y)dy

0<r<2R {yeQ:‘x—ykr} ‘x—y‘
normu sinirli ise V fonksiyonuna M (Q,®) sinifindandir denir. [6]
Teorem 4.7.2. @, B, < yuvarinda

31>0: V' < a(0EE < danx)|E

diizgiin eliptiklik sartim saglayan

b.Y ¢ (dY
b,e R\\0t, | | ,—, | =1,
€ RO} (wj @ (wj
olmak iizere

X;
¥ i

denkleminin negatif olmayan zayif bir siiper ¢oziimii olsun.

B;, yuvarinda @< M olacak sekilde M >0 bir sabit olsun. O zaman

g

olacak sekilde n,M ,A ve @ nin A, sabitine bagl c¢ sayisi mevcuttur.[6]

n

g + r”z

0,B;, i=1

o' (B,,) '[ w @ dx < c{minw+r°
B,

By, 0.B;,
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