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OZET

TOPOLOJIK TOPLAMLAR; AYRIK BIRLESIM TOPOLOJISI VE OZEL DURUMLARI;
TOPOLOJIK TOPLAMIN ACIK-KAPALI ALT KUMELERI; TOPOLOJIK TOPLAMIN BIiR ALT
KUMESININ iCI-KAPANISI, TOPOLOJIK TOPLAMLAR UZERINDE TABAN, SUREKLI
DONUSUMLER VE AYIRMA AKSIYOMLARI ADLI KONU BASLIKLARI UZERINDE
ARASTIRMALAR

YUKSEK LISANS TEZI
Arife ATAY

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2010

Bu c¢alismada, topolojik uzaylarin bos olmayan ayrik bir ailesinin serbest bilesimi ve ayrik bilesim
topolojisi lizerine arastirmalar yer almaktadir.

Genel bilgiler verilip topolojik uzaylar tanitildiktan sonra, serbest bilesim igin iki yonlii

yaklagimdan bahsedilmistir. ilk olarak; verilen bir (X , 2') topolojik uzayin {( X,,T, )}/1 , altuzaylari

ele alinmis ve bu alt uzaylarin belirli kosullari saglamasi durumunda alinan topolojik uzaymn alt

uzaylarmin serbest bilesimi olusu anlatilmistir. ikinci olarak; {(X T /1)}/1 N topolojik uzaylarin bos

olmayan ayrik bir ailesi igin X = U X, uzaymin, ileride bahsedilecek olan ayrik birlesim topoloji ile
AeA

verilen ailenin serbest bilesimi olacagi anlatilmistir.

Caligmanin devaminda yukarida bahsedilen yaklasimlardan ikincisi ele alinarak arastirmalar
siirdiiriilmiistiir. Oncelikle ayrik birlesim topolojisinin 6zel durumlarindan, sonrasinda serbest bilesimin
acik ve kapali alt kiimeleri tanimlanarak i¢ ve kapanis kavramlarindan bahsedilmistir. Arastirmanin
ilerleyen boliimlerinde ise topolojik toplamlar {izerinde taban, siirekli doniisiimler ve ayirma aksiyomlari

ile ilgili elde edilen sonuglar ispatlariyla birlikte verilmistir.

Bu arastirma ile, tanidigimiz {( X7, )}A N topolojik uzaylari igin bilinen tanim ve teoremlerden
€

yararlanilarak (X ,T ) topolojik toplami i¢in tanimlar, teoremler ve beraberinde bir takim sonuglar elde
edilmistir

Anahtar Kelimeler: Topolojik toplamlar, ayrik birlesim (topoloji), serbest birlesim
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ABSTRACT

RESEARCH ON THE TOPOLOGICAL SUMMED; DISJOINT UNION TOPOLOGY AND IT’S
SPECIAL CONDITIONS; OPEN-CLOSED SUBSETS OF TOPOLOGICAL SUMMED; INTERIOR-
CLOSURE OF ANY SUBSET OF TOPOLOGICAL SUMMED; BASES, CONTINUOUS
TRANSFORMATIONS AND SEPARATION AXIOMS ON THE TOPOLOGICAL SUMMED

MASTER THESIS
Arife ATAY

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE
2010

This study includes free union of a disjoint non-empty family of topological spaces and research
on the discrete union topology.

After general information of topology were given and topological spaces were introduced, the

release of two comprehensive approaches to free union are discussed. Firstly, {( X7, )}), N subspaces
€

of a given(X,Z') topological space are considered, and topological spaces taken in case of certain
conditions are provided by these subspaces are described by the free union. Secondly, it has been told

that for a {( X,,T, )}/1 , family of disjoint non-empty topological space, the X = U X, topological
AeA

space with the discrete topology that will be discussed future, will be free union of the given family.

The continuation of the study, research was conducted by taking the second directional approach
mentioned above. Primarily, the special case of disjoint union topology has been alluded, then open and
closed subsets of free union have been defined, and inner and closing conceptions have been discussed.
The part of the research in progress, the results related with base on the topological sum, continuous

transformations and separation axioms are provided with their proofs.

With this research, definitions, theorems and some results for (X ,T ) topological sum have been

obtained by using the known definitions and theorems for the {( X,,T, )}/1 N topological spaces.

Keywords: Topological sum, disceret union (topology), free union
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KISALTMA VE SIMGELER

Mantik

= : Esittir

# : Farkhdir

= : Ise, Gerektirir, I¢cin gerek sart

< : Ancak, I¢in yeter sart

<& Ancak ve ancak, Igin gerek ve yeter sart
Niceleyeciler

YV : Her, Biitiin

3 : Vardir, En az bir

3! : Yalnizca bir tane vardir, Vardir tek tiirli
Kiimeler

€ : Elemanidir

¢ : Eleman degildir

C : Altkiimesidir

D: Kapsar
U : Birlesim
M : Kesisim

A\ B : A kiimesinin B kiimesinden fark1
U : Coklu birlesim

N : Coklu kesisim

x: Kartezyen carpim

® : Bos aile



Baz1 Ozel Kiimeler ve Siniflar

(X ) =2% :Bir X kiimesinin kuvvet kiimesi (biitiin alt kiimelerini igeren smnif)

N :{1,2,3,...} : Dogal sayilar kiimesi (Bu tezde dogal sayilarmn 1'den basladigi kabul

edilmektedir).
7. : Tamsayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

R : Gergel sayilar kiimesi

R" : Pozitif gergel sayilar kiimesi
R™ : Negatif gergel sayilar kiimesi

(X , 2') : X kiimesi ve 7 topolojisinden olusan topolojik uzay

D X, : ( X7, ) topolojik uzaylarinin topolojik toplami
AeA

{( X,.7T, )}ze/\ : (X,,7,) topolojik uzaylarmin bir ailesi
7,: X ilzerindeki 7 topolojisinin Ac X alt kiimesine indirgenmis alt uzay topolojisi
7, : Sonlu tiimleyenler topolojisi

tso *

T, Sayilabilir timleyenler topolojisi

n ( X) : X noktasinin biitiin komsuluklar ailesi

N, : X noktasinin bir komsulugu

A° : A’nin tiimleyeni

VI



A’ . A’ninici
A : A’nin kapanist

A : A’nin y1gilma noktalar: kiimesi

A’: A’nm degme noktalarinin kiimesi

7, : Zorgenfrey topolojisi

X =Y : X ile Y uzaylart homeomorftur

Parantez Benzeri Isaretlerin Kullanim
(a,b) : a,b uclu agik araligs

[a,b),(a.b] : a,b uglu yar agik aralig
{a,b} : Elemanlar1 a ve b olan kiime

Fonksiyonlar

f:X —>Y : f,X kiimesinden Y kiimesine bir fonksiyondur.

f
X+> Y : X elemanmin f altindaki resmi Yy dir.

f7':Y > X : f:X =Y fonksiyonunun tersi (genellikle bir bagmtidir).
fog : f veg fonksiyonlarinm bileskesi
I, : X kiimesinin 6zdeslik dontisiimii

flasA>Y: f: X Y fonksiyonunun Ac X alt kiimesine kisitlanmigt

VI
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1.BOLUM
Giris

Topolojik toplamlara yaklagimimizda topolojik uzaylar, taban kavrami, siirekli
doniistimler ve ayirma aksiyomlar: siklikla 6nemli rol oynar. Bu anlamda, ise,
bahsedilen konulara genel bir bakisla baslamak en dogaldir. Burada igerikleri
belirtilmeyen bu konu bagliklari; alt uzaylar, agik-kapali kiimeler, topolojik uzaylarda
verilen bir kiimenin i¢i-kapanisi, gdmme doniisiimleri, homeomorfizmalar gibi temel
kavramlar1 barindirir. Bu boliimiin ikinci ana amaci, topolojik uzaylara agik bir giris
yaparak, asil anlatilmak istenen topolojik toplamlar kavramini net olarak

benimsemektir.

Ayrica bu boliimde taban kavramu, siirekli doniisiimler ve ayirma aksiyomlart ile
ilgili temel tanimlara yer verilecektir. Gerekli tanimlardan bagka bu kavramlarla ilgili
temel bazi sonuglar ve ispatlar verilecektir. Burada hazirlanan kavramlar, bundan
sonraki kavramlar1 ve diger boliimleri okumaya devam edebilmek icin yeterli olsa bile
genel topoloji hakkindaki ders kitaplarindan ve 6zellikle kaynak ozetleri boliimiinde

belirtilen kaynaklardan daha fazla bilgi edinilebilir.

1.1 Gosterimler
p ve q Onermeler veya formiiller olsun. Eger p,q yu gerektiriyorsa p=(,
ayni zamanda = p oluyorsa p < ( yazilr.
A ve B birer kiime olmak iizere A nin B den farki,

A\B={xe A:x¢B}

seklinde tanimlanir ve gosterilir. Ozel olarak Ac X alt kiimesinin X ten farki A nimn
tiimleyeni olarak adlandirilir ve A°® ile gosterilir.
{X ﬂ} .on» bos olmayan kiimelerin bos olmayan bir ailesi olsun bu ailenin

birlesimi U X, 1ile gosterilir.

AeA

X in elemanlarint Y nin elemanlarina karsilik getiren bir f:X —Y kural

asagidaki iki 6zelligi sagliyorsa fonksiyon adini alir.



1. Giris

(i) Vxe X igin f(x)=yeY (kapalilik)
(i)  x,X,€X olmakiizere X, =X, = f(x)=f(x,) (iyi tanimlilik).
f fonksiyonu
VX, X, € X igin f (x)=f (%)= x =X,
kosulunu sagliyorsa “birebir”;
VyeY iginIxe X : f(x)=y
kosulunu sagliyorsa “orten”dir denir.

f fonksiyonu birebir ve Orten ise tersi de bir fonksiyon olur ve asagidaki gibi

tanimlanir:
fY 5> X, y=f(x)>x

f:X >Y,g9:Y'>Z gibi iki fonksiyonun bileskesini &zel olarak Y =Y''

(13 2

kosuluyla bir “o” islemi anlaminda asagidaki gibi tanimlayacagiz:
gof:X>Z, x> (gof)(x)=g(f(x)).

Bu tanima gére bire-bir ve drten bir f fonksiyonuigin fo f~' vef "o f bileske
bagintilar1 vardir ve Ozel olarak birim (6zdeslik) doniisiimii olarak adlandirilir.
fof'=1=f"of seklinde gosterilir. Ayrica f:X —Y fonksiyonunun Ac X alt

kiimesine kisitlanmisi  f|,: A—>Y seklinde gosterilir ve fl A A —f)(y seklinde
a—T(a

tanimlidir.
Bunlarin diginda iki cebirsel yapi arasinda sira koruyan fonksiyona

homomorfizama, bire-bir homomorfizmaya bir gémme ve bire-bir Orten bir

homomorfizmaya da bir izomorfizma denir

! gof igin Y =Y’ olmasi sart degildir. 9o T nin varhg: icin,
YNY' =@ veVxeX igindyeY nY':y=f(x),g(y)=z<(ge f)(x)=2=g(f(x))

olusu yeterlidir.
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(X,7) ve (X',7") iki topolojik uzay ve f : X — X' bir fonksiyon olmak iizere;

(@) f fonksiyonuna, agik kiimeleri agik kiimelere resmediyorsa ag¢tk
doniisiim,

(b) f fonksiyonuna, kapali kiimeleri kapali kiimelere resmediyorsa
kapali doniigiim,
denir.

Bos kiimeden farkli bir X kiimesi ile X kiimesinin alt kiimelerinden olusan ve
ilerde deginecegimiz bazi kosullar1 saglayan 7 ailesinin olusturdugu ikiliye bir
topolojik uzay denilir ve (X , z') ile gosterilir. Bos kiime, gercel sayilar kiimesi ve gergel
sayilar kiimesi {izerinde bilinen adi topoloji sirasiyla J,R ve a simgeleri ile gosterilir.
Negatif gercel sayilar, pozitif gercel sayilar; bunlar iizerine kondurulmus alt uzay
topolojileri ile birlikte sirasiyla (R‘,a_) ve (R+,a+) ile gosterilir. Kiimelerin bir
ailesi i¢in ﬂ ,  ailesinin biitiin elemanlarinin kesisimini; U ise  ailesinin biitiin
elemanlarinin birlesimini gosterir.

Bos kiimeden farkli bir X kiimesi iizerindeki ayrik (discrete) topoloji, 2* veya

(X) ile; ayrik olmayan (indiscrete) topoloji 7, ile gosterilecektir. Ayrica herhangi bir
X kiimesi ayrik topoloji ile birlikte ayrik uzay olarak adlandirilacaktir.

X kiimesi tizerindeki sonlu tiimleyenler topolojisi = ile, sayilabilir

tso

tiimleyenler topolojisi 7, ile gosterilecektir.

Bir 7 topolojisinin bir A kiimesine kisitlanmisi 7, ile gosterilir.
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2. BOLUM

Kaynak Ozetleri

LIPSCHUTZ, S. 1965. Schaum’s QOutline of Theory and Problems of General
Topology:
Isimli kitap; genel topolojiyi konu almustir. Topolojiyi tanitma amaciyla

oncelikle on hazirlik olarak kiimeler ve fonksiyonlardan bahsetmistir. Daha sonra reel

sayilar iizerinde durarak say1 dogrusu ve agik kiimeleri ele almistir.

Bu 6n hazirliktan sonra topoloji tanimi verilerek topolojik uzaylar ve ilgili

konular verilmistir.

MC CARTY, G. 1967. TOPOLOGY An Introduction With Application to Topological
Groups:

Isimli kitap; genel olarak topolojik gruplarla ilgilenmesine karsin ilgili konunun
anlasilabilmesi i¢in topolojik uzaylara da yer vermistir. Biz de caligmalarimiz i¢in

kitabin “topolojik uzaylar” baslikli boliimii ile ilgilendik.
GURKANLI, A.T. 1993. Genel Topoloji:

Isimli kitap; metrik uzaylar, topolojik uzaylar ve benzeri 6zel uzaylar ele
almistir. Caligmamizda yer alan bir¢cok tanim i¢in kullanilmis olan bu kitap kolay

anlasilabilir olusu ile 6grenciler tarafindan da tercih edilir.
TUTALAR, H.I. 2004. Topolojiye Giris Ders Notlari:

Isimli kitap; topolojik uzaylar ile ilgili birgok ayrintiyr ele alarak topolojik
toplamlardan temel anlamda bahseder. Kitap ayni zamanda topolojik toplamlara giris

icin bizim ilham kaynagimiz olup, ders notlar1 olarak 6grenciler i¢in ¢aligma kaynagidir.

Kitaplar disinda kaynaklar bolimiinde yer alan internet ¢iktilari da topolojik

toplamlar1 tanitip incelemede yol gosterici olmustur.
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3.BOLUM

Materyal ve Metot
3.1 Materyal

Bu Yiikseklisans Tez Caligmast temelde topolojik toplamlar iizerine
kurulmustur. Topolojik toplam tanimi verilecek ve sonrasinda topolojik uzaylar igin
bilinen temel bazi kavramlar topolojik toplamlar i¢in uyarlanarak bazi sonuglar

verilecektir.

Materyal olarak kullandigimiz “topolojik toplamlar” kavramu ile ilgili olarak
cesitli kaynaklar arastirilmig, genel bir tanimi1 yaninda topolojik toplamin olusturulusuna
iliskin baz1 6rneklere rastlansa da kapanis, i¢, kenar vbg. kavramlar ile yakinsaklik ve
stireklilik iligkileri bakimindan yapilmis c¢alismalara rastlanmamistir. Ayirma

aksiyomlar1 bakimindan herhangi bir arastirma da yapilmamistir, diyebiliriz.

Temelde ne oldugu hakkinda fikir sahibi olduktan sonra elde ettigimiz sonuglar

acik bir dille anlatilmistir.

3.2 Metot
Topolojik toplamlarin anlagilabilmesi adina 6n hazirlik olarak topolojik uzaylar
tanitilmustir.

Topolojik uzaylarin en bilinen tanimi ve bilinmesi gereken ana bagliklar

anlatilarak topolojik toplamlara ge¢is i¢in temel olusturulmustur.

Simdi topolojik uzaylara bir giris yapilacaktir.

3.2.1 Topolojik Uzaylar

Ozellikle 19. yiizyilin sonlarma dogru Henri POINCARE nin calismalariyla
kesin temellerine oturtulan, 1950°1i yillarda altin donemini yasayan ve 20. yiizyilda

Felix HAUSDORFF tarafindan gelistirilen topoloji, geometrik sekillerin biikme,



3. Materyal ve Metot

germe, uzatma ya da sikistirma yoluyla deformasyonundan sonra degismeden kalan
ozelliklerini inceleyen matematik dalidir. Geometri sekillerini klasik geometri gibi kati
birer cisim olarak almak yerine onu lastik gibi kullanabildikleri i¢cin matematikg¢iler
arasinda lastik geometride denilir. Yunanca’da yer, ylizey veya uzay anlamina gelen
topos ve bilim anlamina gelen logos sozciiklerinden tiiretilmistir. Topoloji biliminin
kurulus asamalarinda yani 19. yiizyilin ortalarinda, bu sozciik yerine bir siire ayni1 dal

ifade eden Latince analysis situs (konumun analizi) deyimi kullanilmistir [6].

Son yillarda c¢ok gelisme gosteren ve diger iilkelerdeki gelismelere paralel
olarak iilkemizde de pek ¢ok arastirmacinin kullanir oldugu topoloji, topolojik
degismezleri agik bir deyimle bire-bir, orten ve iki yonlii siirekli fonksiyonlar altinda
degismeyen oOzellikler olarak inceleyen bir bilim dali olarak daha genel bir sekilde
tanimlanabilir. Yukarida da bahsedildigi gibi, topolojinin analizden geometriye kadar
cok genig bir uygulama alanmi vardir. Bir egri, bir yiizey, bir egriler ailesi veya bir

fonksiyonlar kiimesi birer topolojik uzay olabilirler.

Topoloji s6zcligli, 6zel anlamiyla, bir topolojik uzay1 tanimlamak icin insa edilen
ve belli kosullar1 saglayan kiimeler ailesi i¢in kullanilmaktadir. Asagidaki matematiksel
tanimda bu kosullar siralanmistir. Topolojik yapi, geometri baglaminda bir kiimenin
iizerine konabilecek en basit yap1 olarak goriilebilir. Bagka bir deyisle, topoloji,

geometri yapmak i¢in atilan ilk adimdir [6].

Topolojik uzaylar, matematigin topoloji dalinin baglica ugras konusudur ve bos
olmayan bir X kiimesi ile birlikte bu kiimenin alt kiimelerinin bir kismini igeren ve

asagidaki varsayimlari saglayan bir 7 ailesinden olusur [1]:

1] 9. Xer
[7,] Her sonlu {U,,U,,Us,..,U,} = 7 altailesi i¢in hUi €T
i1
[T3] Her {UI,UZ,U3,...} c 7 alt ailesi i¢in UUi €T
Burada iiglincli kosulda yer alan ailenin (sayilabilir) sonsuz sayida eleman

icerebilecegine ancak ikinci kosulda so6zii edilen altkiimelerin sayisinin sonlu olduguna

dikkat etmek gereklidir. Ote yandan birinci varsayim, her ne kadar ikinci ve iigiincii



Arife ATAY

varsayimlarin bir sonucu olsa da, uygulamalardan kaynaklanan uyaricit bir nedenle

eklenmistir.

Bu durumda 7 ailesine X de bir topoloji, (X ,z') ikilisine topolojik uzay ve t
ailesinin elemanlarina da X in a¢itk kiimeleri denir [1].

Bir [(X ,r)] topolojik uzaymin bir (4c X) altkiimesi iizerinde, uzaym

topolojisi sayesinde bir topoloji kurulabilir. X 'te acik herhangi bir kiimenin A ile
kesisimine A 'da acik diyerek olusturulan topolojiye altuzay topolojisi (kondurulan

topoloji) denir.

Simdi asagida bazt ézel topolojiler tanimlayacagiz:
Tanim 3.2.1.1:

Bir X #O kiimesi i¢in 7, = {@,X } ailesi bir topolojidir. Bu topolojiye ayrik
olmayan (indescrete) topoloji denir [2].
Tanim 3.2.1.2:

Bir X # & kiimesi igin 7=2" = (X) ailesi (X in kuvvet kiimesi) X de bir
topolojidir. Bu topolojiye X in ayrik (descrete) topolojisi denir [2].
Tanim 3.2.1.3:

X bir sonsuz kiime olsun.

{UgX:U“ =X\U sonludur}u{@}

ailesi bir topolojidir. Bu aile 7, ile gosterilecektir. Bu topolojiye X in sonlu

titmleyenler topolojisi denir. Zariski topolojisi de denilmektedir [4].
Tanim 3.2.1.4:

X bir sonsuz kiime olsun.
{Uc X:U°=X\U sayilabilir} U{@}

ailesi bir topolojidir. Bu topolojiye X in sayilabilir tiitmleyenler topolojisi ad1 verilir ve

7, sembolil ile gosterilir [4].



3. Materyal ve Metot

Tanim 3.2.1.5:

R kiimesinde
7 = (DR} U{(a,0):a R}
ve
7, ={@.R}U{(-»,a):a e R}
aileleri birer topolojidir [4].

Buradan bir X kiimesi iizerinde ayni1 anda birden ¢ok topoloji tanimlanabilecegi
asikardir. Bu nedenle bir topolojik uzaymn agik kiimelerinden s6z ederken gerekli ise

7 -ac¢tk terimi kullanilir.
Bazi topolojik uzay ornekleri verilerek topolojik uzay kavrami pekistirilecektir.

Ornek 1

Bir X ={a,b,c} kiimesini diisiinelim.
r={@,X,{a},{a,b}},
n={@,X.{b}{a,b},{b.c}},
o ={2.X,{c}.{a.c}.{b.c}]

aileleri birer topolojidir.

Ug elemanl kiimeler {izerinde daha bir¢ok topoloji yazilabilecegi gibi dort ve

daha fazla elemanli kiimeler i¢in de topolojiler yazilabilir.
Tanim 3.2.1.6:

X #Q bir kime 7 ve . X ilizerinde iki topoloji olsun. Eger 7 =7 ise 7 ya

dan daha kaba topoloji veya 1 ya r dan daha ince topoloji ad1 verilir.

Bir X kiimesi iizerindeki topolojilerin iginde ayrik topoloji diger biitiin
topolojilerden daha ince; ayrik olmayan topoloji ise hepsinden daha kaba topolojidir.

Dolayistyla, 2% en ince topoloji , ise en kaba topoloji adim alir [4].
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Teorem 3.2.1.1

X iizerinde keyfi sayida topolojinin arakesiti X {iizerinde bir topoloji oldugu

halde bilesimi genel olarak topoloji olmaz.
ispat:
X tzerindeki keyfi sayidaki topolojilerin ailesi 7 = {Tl,rz,...} olsun. Bu ailenin

arakesitine 7 diyelim, yani 7 = ﬂrl. olsun. O zaman,

1

[7;] Her i i¢in &, X e, oldugundan &, X eﬂri ve boylece J, X €7 ¢ikar.

[T,] Bir sonlu {U,,U,,U,,..,U, } ct alt ailesini diisiinelim. Bu durumda, her
i=1,2,3,... i¢in {UI,UZ,U3,...,U,}QT,. olur. 7, ler topoloji olduklarindan her i igin

ﬂU ; €7, olmahdir. Tamim geregince ﬂU ; €7 cikar.
j J

[T3] Bir {Ul,Uz,U3,...}gz' alt ailesi verilsin. O zaman, her i=1,2,3,... icin
{UI,UZ,U3,...}gz'i olacaktir. 7, ler topoloji olduklarindan 3. aksiyom geregince

UU ; €7, olmahdir. Tammindan UU ; €7 ¢ikar.
j j

topolojileri

sol

Teoremin ikinci iddiasina gelince, daha dnce tanimlanan 7, ve 7,

igin 7, U7, R de bir topoloji olmaz [4]. ¢

sol ?
Tanum 3.2.1.7:
(X,7) bir topolojik uzay, Bc X bir kilme olsun. Eger B nin B =X\B

timleyeni agik (yani B e7r ) ise B kiimesine bu uzayda kapali kiime veya kisaca

kapalidir denir [1].

Buna gore her acik kiimenin tiimleyeni kapali; her kapali kiimenin tiimleyeni ise

acik olmaktadir.

(X , r) topolojik uzayinda K = {VJ jed } , kapal1 kiimeler ailesi olsun. O zaman

kolayca ispatlanabilecegi gibi,

11
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1) T, X ek,

(2) Her sonlu {V,7;,...,V,,} = K altailesi igin | |V, e KC,

k=1

(3)Her J' < J ve {Vj :jeJ'}g/C alt ailesi i¢in ﬂVj ek

jeJ'
olur [4].
Teorem 3.2.1.2
X # O bir kiime ve X in alt kiimelerinin bir £ ailesi igin,
(i) 9,XelC,
(ii) /C nin her sonlu alt ailesinin birlesimi /C da,
(iii) /C nin her alt ailesinin arakesiti /C da,
olsun. O zaman

r:{V:EIFeIC:V:F"}

ailesi X de bir topolojidir (Buna X de kapali kiimeler topolojisi denilmektedir ).
ispat:

[T|PeK=2X=0"=>Xer; XeK=>T=X= D er bulunur.

[T,] {V,,Vs.....V,} =7 sonlu alt ailesini diisiinelim. O zaman her i=1,2,...,n

icin ¥V, =F olacak sekilde F, e kiimeleri vardir. K nm tanimindan UE ek

1

olmaktadir. Buna gore,

yazilir. F'= UE. dersek, ﬂK = F°,F €K, olmaktadir. 7 nun tanimindan ﬂVi €T

i=1 i=1 i=1

cikar.
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[T] {V.V,.V;,..} =7 olsun. O zaman her i=1,2,3... i¢in V,=F olacak

1

sekilde F, € K kiimeleri vardir. K nin tanim geregince F' = ﬂE. € K olmaktadir.

Buna gore,

LIJV" :LZ.JF;C :(UFJ —F¢

yazilabilmektedir. 7 nun tanimindan UVi € r olacaktir [4]. ¢

1

Tanim 3.2.1.8:

(X,7) bir topolojik uzay, xe X olsun. Bir 4c X alt kiimesi verilsin. Eger

x e U c 4 saglanacak sekilde U e ¢ varsa A kiimesine x noktasinin bir komsulugu

denir. Bir M < X kiimesi i¢in, bir V' < X kiimesi M nin her noktasinin bir komsulugu

oluyorsa, V' kiimesine M kiimesinin bir komsulugu denir. 77(x) ile, x noktasimmn
biitiin komsuluklar ailesini ve N_ ile x noktasinin bir komsulugunu gosterecegiz [4].
Tanim 3.2.1.9:

(X,7) bir topolojik uzay, x€ X bir nokta ve A< X bir alt kiime olsun. Eger

x noktasimin her komsulugunun A4 ile arakesiti bos degilse, bu x noktasina A

kiimesinin bir degme noktast denir. Degme noktalar1 kiimesi A ile gosterilir.

Teorem 3.2.1.3
(X,7) bir topolojik uzay, 4 < X , bir alt kiime olsun. Bu durumda,
Aet < Vxe A4 igin A,x in bir komgulugudur

yazilir [4].
ispat:
Aer ve xe A olsun. xe Ac A ve Aer yazilabildiginden A4, x noktasinin

bir komsulugu olur.

13
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Tersine; 4 her noktasinin bir komsulugu ise xeU, < A kosulunu saglayan U _er

vardir. Buradan

a=UlgeUv,eJa=4

xeAd xed xeAd

olur. Yani 4 kiimesi U acik kiimelerinin bir bilesimi olur. O halde 4 aciktir [4]. 4
Tanim 3.2.1.10:
(X,7) bir topolojik uzay, A< X bir kiime olsun. 4 kiimesini kapsayan
tiim kapal1 kiimelerin arakesitine 4 kiimesinin kapanigt denir ve A ile gosterilir.
Buna gore A kiimesi A4 kiimesini kapsayan en kiiciik kapali kiimedir.

A= ﬂ K yazilisindan A kapali ve her K o A4 kapalilari igin 4 K olmaktadir [4].

KoA
Ker

Teorem 3.2.1.4

Topolojik uzaylarda kapanis, asagidaki 6zelliklere sahiptir.

[y

. A kapal1 bir kiimedir,

2. Akapahdir & A= 4,

3. Ac A,

6. A=4,
7. AcB= AcB
Ispat:
[k dért 6zellik kapanis tanimindan hemen elde edilebilir.

5. Ugiincii 6zellikten Ac A, B B olup AUB< AUB yazilir. AU B kapali

kiime oldugu i¢in
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olacaktir. Diger yandan, A < AU B ve B < AU B olusundan yine 3. 6zellik geregince

Ac AUBveBc AUB

olacaktir. Buradan da

yazabiliriz.

6. ikinci 6zellikten gormek kolaydir: A gj ve A kapali oldugundan A=14

olmalidir.

7. Ac B ise B=AUB ve buradan B=AUB=AUB olur ki A< B olmak
zorundadir [4]. ¢
Tanim 3.2.1.11:

(X ,r) bir topolojik uzay ve A onun bir alt kiimesi ve x € 4 olsun. Eger x in

uygun bir komsulugu 4 nin iginde kaliyorsa bu x noktasina 4 nin bir i¢ noktas: denir.

A nin tim i¢ noktalarinin kiimesine 4 nin i¢i denilir ve i(;(A) veya A" ile

gosterilir [4]:
A :{xeA:EINen(x):NgA}
Teorem 3.2.1.5
(X,7) bir topolojik uzay ve 4,B < X iki kiime olsun.
1. 4°, A nin kapsadigi en biiyiik agik kiimedir,

2. Aaciktir< A" =4,

3. A°=X\(X—\A):(F)C,
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1. A" kiimesinin tanimimndan A° < 4 olur. 4" nin agik oldugunu gosterelim. Her
xe 4’ i¢in tammmdan xe N < A yazariz. Genelligi bozmayacagl i¢cin x in N,
komsulugunu agik alabiliriz. O halde, her y € N_ noktas1 i¢cin N_ kiimesi y nin bir
komsulugudur, yani y noktasi i¢ noktasidir. Dolayisiyla, N, < 4" olur. Boylece her
x € A" noktas1 4" kiimesine N komsulugu ile aittir. Bu kosul ise kiimenin a¢ik olmasi
icin gerek ve yeterdir.

Simdi 4" kiimesinin 4 da kapsanan en biiyiik agik kiime oldugunu gdsterelim.
Eger Uer ve A"cUc A ise her yeU icgin U kiimesi y nin bir komsulugu ve
yelU c A oldugundan y e 4" olur ve buradan U < A° elde edilir. Yani boyle bir

U e 7 kiumesi olsa olsa 4" nin ta kendisidir.

2. A acik ise bir xe 4 i¢in x€ A< A yazilisindan x € 4°, yani 4° = A olur.

Tersine A° = A ise 1. den A" acik oldugu icin esiti olan 4 da agik olur.

3. Her xe A"c A igin x¢ A° olur. x¢ A° oldugunu gosterebiliriz: Aksine
x € A° olsun. O zaman her N_ komsulugu ile 4° nin arakesiti bos degildir. O halde x

in hi¢bir komsulugu A4 kiimesine ait olamaz, yani x, 4 nin i¢ noktasi olamaz. Bu

celiski x ¢ A oldugunu gosterir. O halde x e (E)C olurve 4" (A“ )C elde edilir.

Tersine, her x € (E)L icin x %Z olur, yani x noktast A kiimesinin bir degme
noktast degildir. O halde, x noktasinin N " A° = kosulunu saglayan en az bir N,

komsulugu vardir. Buradan xe N, € 4 olur, yani xe€ 4" olur. Buradan (A" )c c A’

bulunur. Boylece A° = (Z)L cikar.

4. ve 5. Kolayca gosterilebilir. Bunlar 2. nin birer sonucudur.

6. (ANB) cAnBc 4; (AnB) cAnBCB
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yazilabileceginden
(ANB) c 4’ (ANB) c B,
buradan ise
1) (AmB)° cANB
bulunur. Diger yandan, 4° < 4 ve B° < B olusundan da
ANB cANnB
yazilir. Buradan da ilgili tanimin bir sonucu olarak
Q) A NB c(4nB)
elde edilir. (1) ve (2) den istenen ¢ikar.
7. Ac B olsun. x € 4" alalim. O zaman
xeN cA4

olacak sekilde bir N, en(x) vardir. Ac B den xe N, c B de yazilir. Bu ise xe B’
demektir [4]. ¢

Tanim 3.2.1.12:

(X, r) bir topolojik uzay, 4 < X bir kiime ve x € X bir nokta olsun.

(a) Eger xe 4\ {x} ise x noktasina A nim bir yigilma noktast; A nin tim yi1gilma

noktalarinin kiimesine A4 min tiirev (kiimes)i denir. Bu kiime A ile gosterilir. Buna

gore,

Az{xeX:xeA\{x}}

yazilir.

(b) Eger x in, A ile arakesiti sadece x noktasindan olusan, bir komsulugu varsa, x

noktasina A i¢in bir ayrik nokta veya A min bir ayrik noktas: denir [4].
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Teorem 3.2.1.6

Bir (X,7) topolojik uzaymn iki 4,B < X kiimesi igin asagidakiler dogrudur.
@) A=Aud
) AcB=AcB

() (4uB)=AUB

@  Uar=U4

ispat:

(a) xed olsun. xed ise xe AUA olacagi acik. x¢ A varsayalim. O

zaman A=A\{x} ve er=A\{x} ve tammdan xe A, yani xe AUA bulunur.

Tersine xe AU A ise xe A veya x € A olur. xe 4 ise Ac 4 olusundan x e A ¢ikar.

Eger x¢ A ise xe A dan xeA\{x}=Z cikar.

() AcB olsun. xed alalm. O zaman xe A\ {x} olur. Ac B den

A\{x}gB\{x} ve A\{x}gB\{x} ve xeA\{x} den xeB\{x}, yani xeB
bulunur.

(c) ve (d) yi gormek zor olmayacaktir [4]. ¢

3.2.2 Topolojik Uzaylarda Taban

Tanim 3.2.2.1:

(X,7) bir topolojik uzay, B <z bir alt aile olsun. Eger X in her agik kiimesi

B nin bir takim elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, ‘B ailesine 7

topolojisinin bir tabani denir[3].
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Bos olmayan bir X kiimesi i¢in 2% topolojisini diisiinelim. X in tek nokta

kiimelerinden olusan B = {{ p} peX } ailesi 2% topolojisinin, yani X {izerindeki

ayrik topolojinin bir tabanidir. Ciinkii bir 42" icin

A=U{a}, {a}e‘B

acA

her zaman yazilabilir. Diger yandan bu B ailesini kapsayan her aile de 2% icin bir

tabandir, yani B < B’ ise B’ ailesi B’ < 2" kosulu ile bir tabandr.

Diger yandan X lizerinde ayrik olmayan 7, topolojisini diisiinelim.
sB:{X } c 7, alt ailesi 7, i¢in bir tabandir: ® ‘B bos ailesinin birlesimi & kiimeyi

Verir.

Gergel sayilar kiimesinde bilinen adi topoloji ile (R,a) topolojik uzayini

diistinelim.
B={(a,b):a,beR}ca
ailesi a topolojisi i¢in bir tabandir.
B={[a,b):a,beR}ca

ailesi R nin alt limit topolojisi i¢in bir tabandir. R nin iist limit topolojisi i¢in bir taban

ise

B = {(a,b] ta,be R} ca
seklinde olacaktir [4].

Teorem 3.2.2.1

(X,7) bir topolojik uzay olsun ve bir B < 7 alt ailesi verilsin.

(a) B,7 igin bir tabandir< VG er ve VxeGiginIB e B:xe B <G
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(b) B,7 i¢in bir taban olsun. O zaman her B,,B, B ve herxe B,N B, i¢in

X € Bi]. cB NB ! olacak sekilde bir Bl.j e ‘B bulunabilir.
ispat:
a) ‘B,7 i¢in bir taban, Ger ve xe G olsun. Varsayimdan G :UBk olacak
k

sekilde bir takim B, €8 o6geleri bulunabilir. x € G oldugundan x e UBk ve buradan
k

x € B < G olacak sekilde bir B_ €8 elemaninin varhig: agiktir.

Tersine; her Ger ve her xeG i¢in xe B, c G olacak sekilde en az bir B €‘B

kiimesinin bulunabildigini varsayalim. Buna gore,

6=Utd=Us =6

xeG xeG

ve dolayisiyla G = U B_ yazabiliriz. Tanim 15181nda B ailesi 7 icin bir tabandir.

xeG

b) B,B,€B, xe B NB, olsun. B "B, er ve B taban oldugundan dyle bir

takim B, € B kiimeleri bulunabilir ki

&m@:Q@
yazilir. x€ B, N B, :erBk =3B, eB:xeB; < BN B, ¢ikar [4]. ¢
k

Teorem 3.2.2.2

Bos olmayan bir X kiimesi ile onun alt kiimelerinden olusan bir B ailesi

verilmis olsun. Eger B’ < B sayilabilir alt ailesi igin,
@ X =%

(b) Her B NB,eBveherB,NB, icinpeB; c B,nB, olacak sekilde bir

B,y € B vardr,

denilebiliyorsa, / sayilabilir bir indis kiimesi olmak iizere,
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r={UBi:1gN}

iel

ailesi X de bir topolojidir ve B ailesi bu topolojinin bir tabanidir.

ispat:
& ve X kiimelerinin 7 da olduklar aciktir:

@=J®, 2B

ve (a) sikkindan X in kendisi 7 da olacaktir.

kel N olmak ilizere U, € r alalm. 7 nun tanimindan her bir £ i¢in /, c N

olmak tlizere

U, = U By

iel;
ve buradan

UUk:U(UBﬂ«J: B,
kel kel \ iel, il

k

yazilis1 geregi

UUker

kel

bulunur. Béylece [7;] aksiyomu saglanmus olur.

U,V et alalim. O zaman J c N olmak tlizere

U=|JB veV=JB,

iel jeJ

yazariz. Buna gore,
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AT

iel jeJ

-U(8n35)
= U(U Bkj; (b) den (K =N)

i,j \keK

=3, . A=IUJUK

AeA

buluruz. 7 nin tammlanisindan U NV e 7 olacaktir. Bu ise [7, ] aksiyomu demektir. B

ailesinin taban oldugunu gdstermek zor olmaz [4]. ¢

Ornek 2

R gergel sayilar kiimesinde B = {[x,r) xeR,re Q} ailesi Teorem 3.2.2.2 de
verilen ve taban olmanin gerekli kosullar1 olan (a) ve (b) kosullarini saglar. Bu ailenin
taban oldugu topolojiye Zorgenfrey topolojisi denir ve 7, ile gosterilir. (R, z'Z) uzayina

Zorgenfrey dogrusu denilmektedir.

@  R={J[-nn)

neN

(b) B‘=[xi,r.),Bl=[x. rl)veaeBimBj olsun. x,x,eRver,r,eQ

J J20J

oldugundan x = maks {xl.,xj} ver= min{rl.,rj} alirve B, = [x,r) dersek

X5 X,

Sx<rsn,r,
olacagi i¢in
B :[x,r)S[xi,r.)m[xj,rj)zBi N B,

ij i

elde edilir. Bu durumda,

T, :{U[xi,ri):xl. eR,r, eQ,IgN}

iel

olacaktir [4].
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Ornek 3

X sonsuz bir kiime, x,€X onun bir noktasi olsun. X izerindeki 7

topolojisini soyle tanimlayalim:
T= {G cX:x,¢G veyaG* sonlu}
Bu durumda,
‘Bz{{x} gX:x;txO}u{X\F:FgX sonlu}

ailesi 7 topolojisi i¢in bir tabandir.
Ayrica bu topolojik uzayda,

(@)  {x,} kapal kiimedir,

(b)  x#ux, i¢in {x} agik ve kapal kiimedir,

(©) A sonluise 4=A; A sonsuzise A=AU {xo} olur,

(d) XNA sonluise A" =A4; X N A° sonsuzise 4" = Au{xo} olur,

(e) Her sonsuz 6geli ve kapali 4, B kiimeleri i¢in AN B #J olur,
ozellikleri saglanir [4].

Oncelikle 7 gergekten bir topolojidir: x, & dogru oldugu igin e r; X =

sonlu oldugundan da X ez olup [7;] saglamr. G,H et iken GNH er olacagm

gorelim:
G et olduguna gore x,¢ G veya G° sonlu olmaldir. Diger yandan H er

olusu geregi x, ¢ H veya H® sonlu olacaktir. Bu durumda, asagidaki durumlardan en az

biri gegerlidir.
(1) xoeGvex, ¢ H ;ozaman x, ¢GNH=GNHer

(i) x,¢GveHsonlu ;ozaman x,eGNH=GNHer
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(i) x,e¢H ve G sonlu ;ozaman x,eGNH=>GNHer

(iv) G° ve H® sonlu s (GNH) =G°UH® sonlu=>GH et
goriildiigii olasi her durumda G N H e 7 olmaktadir. Boylece [7, ]| saglanur.

Simdi G,,G,,G;,...€ r verilmis olsun. UGI. € r oldugunu gorelim.

1

O zaman,

(1) Her i=1,2,3,...i¢cinx, ¢ G,; 0 zaman x, eEUG,.:>UGi eT

(2) Jdi=1,2,3,...i¢in G sonlu ; 0 zaman [U Gij =G’ sonlu:T>UG,. €T

1

halleri gegerlidir ki, griildiigii gibi bu iki durumda da | G, € 7 olmaktadir. Yani [T]

beliti de saglanir. O halde 7 bir topolojidir.

Sonra, B nin Teorem 3.2.2.2 deki taban olma kosullarini sagladigini ve B nin

verilen 7 i¢in taban olacagini gosterelim.

Verilen topolojiye gore, X \J =X ve & sonlu oldugundan X €8 olmaktadir.
Buna gore, ilgili teoremin (a) kosulu i¢in sozii edilen B, kiimelerinden birini X in

kendisi segebiliriz. Diger yandan, B,, B, € B i¢in ti¢ durum gegerlidir:
() B.B e{{x}:x=x};
PEB, ={p}gBl.ﬁBj :{p} veB, B

yazilir.

(I) B e{{x}:x#x,} ve B, e{X\F:F sonlu}

p# X, B, ={p} olusundan, en az bir sonlu F, c X i¢inB,=X\F, ve p¢F,

olur. Bu durumda

peB,=B c BB, ={p}\F ={p}
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olacaktir.{p} = B, € B bulunmus olur.
()  B,B, e{X\F:F sonlu}
peB,=BNB cBNB =X\(F,UF,)veB,=X\(FUF,)eB

bulunmus olur.

Simdi ‘B nin r i¢in taban oldugunu goéstermeliyiz. (8 nin X izerinde bir
topoloji icin taban olacagimi biliyoruz, ama o topoloji bize verilen topoloji olmak

zorunda degildir). Bunun i¢in G ez alalim. G nin, B nin baz1 6geleri olarak
yazilabilecegini gostermeliyiz. G € ¢ olduguna gore x, ¢ G veya G° sonludur.
Eger x,¢G ise G nin her g 6gesi i¢in g #x, olup {g}eB olacaktir. Bu

durumda,

G=|J{g} {g}eB

geCG

yazilabilecegi aciktir. Eger G° sonlu ise F = G° alirsak F sonlu oldugundan

X\Fe®B, yani G=X\G°=X\F nin kendisi B ailesinde olacagindan durum
aciktir. Taban tanimina gore gercekten, ‘B ailesi bize verilen, tanimlanan topolojinin

tabanidir.

Verilen 6zelliklerin saglandigini gérmek zor olmaz:

@  {x} :({xo}c )c sonlu oldugundan {x,}° €z olur. Timleyeni agik olan kiime

kapalidir, yani {xo} kapalidir.

(b) X # X, 1se {x} B cr olusundan {x} FAC {x} aciktir. (a) da tanimlanan

sekliyle {x} kapalidir.

(c) A sonsuz ise A nin x, dan baska yigilma noktas: yoktur, yani A= {xo} dir.

Gergekten x #x, isex ¢ A\{x} olur. Aksi halde, yani xe A\{x} olsa, xe{x} ve

{x} 7 oldugundan (4\{x})"{x}=@ olusu ile gelisir. x, € 4\{x,} oldufu agiktr.
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Bu durumda, 4=A4UA bagmtismdan 4 =A4U{x,} bulunur. Diger yandan, 4 sonlu
ise X\ 4eB vedolayisiyla, X\ Ae7,yani 4 kapali ve buradan 4 = 4 ¢ikar.

(d) ve (e) siklarii gergeklemek zor olmayacaktir [4]. ¢

3.2.3 Siirekli Doniisiimler ve Homeomorfizmalar

Homeomorfizma [veya topolojik esyapr (topolojik izomorfizm)],
matematiksel alanda topolojinin inceledigi temel konulardan biridir ve iki uzaydan

birinin digerine stirekli doniisiimlerini inceler.

Uzerinde topoloji bulunan iki kiimenin karsilastirilmasi, ancak topolojileri
dikkate alan ve siirekli doniisiimlerle olasidir. Kabaca, bu tiir doniisiimler topolojik
nesneleri siirekli anlamda bir bagka nesneye dontistiiriir. Bu nedenle iki topolojik uzaymn
denkligi, aralarinda, topolojiyi koruyan ve siirekli bir doniisiimiin [topolojik esyapimin]

varligtyla olanaklidir.

Bir homeomorfizmaya 6rnek olarak, bir tiggenin (i¢i bos) bir gembere ya da bir
cay bardaginin, ¢ay tabagina doniigiimii verilebilir. Bunu geometrik olarak gérmek ¢ok
kolaydir. Gergekten ¢ay bardagi ya da tabagindan birinin kauguktan yapildigini
diisiiniirsek, o cismi yirtmadan, kesip koparmadan sadece ¢ekip uzatarak ve egip
biikerek diger cisme doniistiirebilecegimizi goriiriiz. Benzer sekilde kulplu bardak ve

simidin birbirlerine ayn1 yontemle doniistiiriilebilecegini de gorebiliriz.

Aralarinda homeomorfizma olan iki cisim homeomorfik olarak adlandirilir.

Topolojik agidan bunlar aynidir.

Tanim 3.2.3.1

(X,z') ve (Y,z") iki topolojik uzay; f : X — Y bir fonksiyon ve x, € X olsun.

(a) eger y,=f (xo) noktasinn her 7, komsulugu i¢in f (UXO ) c V,, olacak
sekilde, x, noktasmin en az bir U, komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda

stireklidir denir.
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(b) eger [ fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise f* fonksiyonuna X

de siireklidir denir [4].
Teorem 3.2.3.1

(X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay; f: X — Y bir fonksiyon ve x, € X
olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(a) f:X - Y fonksiyonu siireklidir.

(b) herVer igin f7(V)er olur.

() Y nin tabaninin her elemaninin ters goriintiisiic X de agiktir.

(d xeX ve y=f(x)eY olsun. O zaman, dyle 7(x) ve 7'(y)
komsuluklar ailesi bulunabilir ki, her ¥ e#'(y) i¢in f(U)<V kosulunu saglayan en

az bir U e (x) vardur.

(¢) Y ninherkapali B kiimesi i¢in f/~'(B), X de kapaldur.

() Her A< X igin f(Z)gf(A) olur.

(g) Her BcY igin f7(B)c f’l(E) olur.

(h)y Her BCY igin ' (B) < f7'(B) olur [4].
Teorem 3.2.3.2

(X,7),(X",7") ve (X",z") topolojik uzaylar olsun. Eger f:X — X' ve
g: X' — X" fonksiyonlari siirekli ise go f: X — X' bileske fonksiyonu da siireklidir.
ispat:

W etr" keyfi bir a¢ik kiime olsun. Bileske fonksiyonun siirekli oldugunu

gostermek i¢in (go f )_1 (W) kiimesinin X de agik oldugunu géstermemiz gerekir.

(gof) (W)=r"(g" (7))
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yazabilecegimizi biliyoruz. O halde, g siirekli oldugu i¢in g™ (W)e ' olur. f siirekli

oldugu i¢in de 1~ ( g (W)) et ¢ikar. Yani go f stireklidir [4]. ¢

Teorem 3.2.3.3
(X,7) ve (X',7") iki topolojik uzay olsun ve bir f:X — X' fonksiyonu
tanimlansm. O zaman

f siireklidir < £ (7') = 7
Ispat:
f:X —> X' siirekli olsun. O zaman her V ez’ igin f _I(V)er oldugundan
f7(7") =t gikar.
Tersine; eger /' (7)< ise her Vet i¢in /' (V)e 7' (7)), dolayisiyla da

/7 (V)er olacaktir. Tanimu geregince f : X — X' siireklidir [4]. ¢

Verilen bilgiler 1s18inda homeomorfizma, iki uzay arasinda tanimlanan birebir,
orten, siirekli ve tersi de siirekli bir fonksiyondur. Ayrica iki uzay arasinda bir
homeomorfizma tanimli ise bu iki uzaya homeomorf uzaylar (homeomorfiktir) denir.
Homeomorf olma bir denklik bagintis1 oldugundan (gergekten yansima, simetri ve
gecisme Ozelliklerini  sagladigini  gérmek kolaydir) uzaylart denklik siniflaria
ayirabiliriz ve birbirine denk olan uzaylarin ayni 6zellikleri gosterdigini gorebiliriz.
Bagka bir deyisle X ve Y uzaylar1 homeomorfik ise X ile ¥ ayni topolojik 6zelliklere
sahiptir.

3.2.4 Alt Uzaylar

Teorem 3.2.4.1

(X,7) bir topolojik uzay, 4 < X bir alt kiime olsun. O zaman,

rA:{TﬁA:Ter}
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ailesi A4 alt kiimesi iizerinde bir topolojidir.

Ispat:

(@) U(TmA){L/JTJ]mA

J

b)) (TnA)N(L,NnA)=(T,nT,)N4

esitlikleri geregince 7, ailesi 4 lizerinde topoloji olabilmek icin gerekli aksiyomlari
saglamis olacagindan istenen ¢ikar [4]. ¢

Yukarida tanimlanan 7, igin (A4,7,) topolojik uzayma (X,7) topolojik
uzaymn bir alt uzayr; 7, topolojisine de alt uzay topolojisi denir. i,(x)=x ile
tanimlanan i, : 4 - X fonksiyonuna ise gomme fonksiyonu veya kapsama doniisiimii

denilmektedir. Ayni zamnda, i, (T)=T N A e, oldugu igin i, fonksiyonu siireklidir.

(X',z') bir diger topolojik uzay olmak tizere f:X —>X',g:X'—> 4

fonksiyonlart verilsin. f|,: 4 — X' diyelim. f|,= f i, oldugu agiktir. Bu gdsterimler

15181nda,
Teorem 3.2.4.2
(a) f strekliise f oi, fonksiyonu da siireklidir.

(b) g stireklidir< i, o g fonksiyonu siireklidir.
ispat:
Yukarida bir f: X — X' fonksiyonunun bir (4,7,) alt uzay1 i¢in f|,:4—> X’

kisitlanmisindan s6z ettik. Simdi, bir Bc X' alt kiimesi igin (B,z';) alt uzaymi

diistinelim. Bu durumda,
fe:f(B)—>B

fonksiyonuna, f nin B alt uzayina daraltilmisi (kisitlanmust) diyecegiz. Buna gore,

L c B i¢in
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S (L)=17(L)
fo(An s (B))=f(Anf(B))=f(4)NB

oldugundan f siirekli, kapali ve acik oluyorsa, f, de siirekli, kapali ve acik fonksiyon

olur [4]. 4

3.2.5 Aywrma Aksiyomlar

Burada 7;,7},7, - uzaylarinin ve bazi 6zel uzaylarin tanimi verilecektir.
(X,7) bir topolojik uzay olsun.

Tanim 3.2.5.1

T,uzay: x#y olmak iizere herx,ye X i¢in birini igeren, digerini

icermeyen bir agik kiime vardir.

Tuzay: x# y olmak iizere her x,y € X 1i¢in x 1igeren y yi igermeyen bir

acik kiime ve y yi igeren x i igermeyen bir acik kiime vardir.

T, uzay: x # yolmak lizere her x,ye X ¢iftiicin xeU,yeV ve UNV =0
olacak sekilde X de U,V acik kiimeleri vardir [3].

T’ kosulunu saglayan bir topolojik uzay, T, —uzayr (i=0,L...,5) olarak

1

isimlendirilir. Ozel olarak T, —uzay1, Hausdorf uzay olarak da bilinmektedir.

Teorem 3.2.5.1

X in bir Hausdorf uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her tek nokta

kiimesinin kapali olmasidir.
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Ispat:
Teoremin ispati icin xe X olmak ilizere X \{x} kiimesinin a¢ik oldugunu

gostermek yeterlidir. Herhangi bir y e X \{x} alalim. x# y ve X bir Hausdorf uzay
oldugundan U NV =@ olacak sekilde xeU ve yeV aciklar1 vardir. Ote yandan

x ¢V oldugundan V < X \{x} dolayisiyla X \{x} , ¥ nin bir komsulugu olur. O halde
X \{x} her noktasiin bir komsulugu olur. Bu nedenle X \{x} agik (Teorem 3.2.1.3)

yani {x} kapalidir [3]. ¢

Tanim 3.2.5.2

Eger X uzaymin her agik Ortiisiiniin bir sonlu alt Ortiisii varsa X uzayina

kompakt uzay denir [3].
Tanim 3.2.5.3
p,X topolojik uzaymin herhangi bir noktast ve B, de p noktasi kapsayan

acik kiimelerin sayilabilir bir ailesi olsun. Eger p noktasini kapsayan her U agik alt
kimesi i¢in B, cU olacak sekilde bir B, €8, bulunabilirse (X ,z') ya birinci
sayilabilir uzay denir [3].
Tanim 3.2.5.4

Eger (X,7) topolojik uzayin sayilabilir bir tabani varsa bu uzaya ikinci sayilabilir

uzay denir [3].

Tanim 3.2.5.5
(X , r) topolojik uzayinda X ve & kiimelerinden baska hem ag¢ik hem de kapali

hicbir alt kiime yoksa bu (X , z') topolojik uzayina baglantilidir denir. Eger bir topolojik

uzay baglantili degilse bu uzaya baglantili olmayan topolojik uzay denir [3].

31



3. Materyal ve Metot

3.2.6 Diziler ve Yakinsaklik

Tanim 3.2.6.1

X #& bir kime, N dogal sayilar kiimesi olmak tlizere f:N — X gseklindeki
bir fonksiyona X de bir dizi veya X in bir dizisi denir. f fonksiyonu neN i¢in

f(x)=x, kurali ile tammlanmus ise soz konusu f* dizisi (x,)  ile gosterilir. Cogu

neN

kez (x,) yazilir [3].
Tanim 3.2.6.2

(xl,xz,...) , X topolojik uzayindaki noktalardan olusan bir dizi ve b € X olsun.
b yiigeren her G agigi igin n>n, iken x, € G olacak sekilde n, e N varsa (x,), b

noktasina yakinsar veya b, (xn) dizisinin limitidir denir ve x, — b ile gosterilir. Yani

eger G dizinin hemen hemen her terimini (sonlu tanesi hari¢ hepsini) iceriyorsa b,

(x,) dizisinin limiti olur [1].
Ornek 4:

(X , TO) ayrik  olmayan topolojik uzaymin elemanlarindan  olusan
(x,)=(x,x,,...) dizisini disinelim. Herhangi bir b€ X elemamm igeren tek agik
kiime X oldugundan ve X, (x,) dizisinin her terimini igerdiginden (x,) dizisi X in
her elemanina yakinsar.

Ornek 5:

(X , (X)) ayrik topolojik uzaymin elemanlarindan olusan (x,) dizisini
diisiinelim. Her » € X noktasi i¢in {b} tek nokta kiimesi b yi igeren bir agik kiimedir.
Dolayisiyla eger x, —b ise o zaman {b} dizinin tiim terimlerini igermelidir. O halde

(xn) dizisinin bir b€ X noktasina yakinsamasi icin gerekli ve yeterli kosul

(x,)= ()cl,xz,...xn0 ,b,b, ) seklinde olmasidir.
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Ornek 6:

X sonsuz bir kiime ve sayilabilir tiimleyenler topolojisine sahip olsun. Iddia
ediyoruz ki, X deki bir (xn) dizisinin bir b € X noktasina yakinsamasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul dizinin (x, )= (xl,xz,...xno,b,b,...) formunda olmasidir. Yani (x, ) dizisinin

b den farkh terimlerini kapsayan A kiimesi sonludur. Dolayisiyla x, — b oldugunu

gostermek icin 4 nin sonlu oldugunu gdstermemiz yeterli olacaktir. 4 sayilabilir
oldugundan A° b yi igeren acik bir kiimedir. Bu nedenle eger x, — b ise o zaman A4°,

dizinin terimlerinin sonlu tanesi hari¢ hepsini kapsar ve dolayisiyla 4 sonludur.
Teorem 3.2.6.1
X bir Hausdorff uzay olsun. Eger (xn) X de yakinsak bir dizi ise limit noktast
tektir [3].
Ispat:
(x,) dizisinin a ve b gibi iki farkl limit noktasi olsun. X Hausdorff ve a#b

oldugundan U NV = olacak sekilde ¢ nin bir U komsulugu ve b nm bir V

komgulugu vardir. Komsuluk tanimindan ae AcU vebe BV olacak sekilde

Ave B agiklan vardir. (x,) dizisi a noktasma yakinsadigindan n>n, iken x, € 4
olacak sekilde n, e N sayisi ve (x,) dizisi b noktasina yakinsadigindan n>m, iken
x, € B olacak sekilde m, eN sayisi vardir. Eger p, = maks{n,,m,} olarak segilirse
n>p, iken x, e Avex, € B yani x, c ANBcUNV olur ki buda UnV =0 ile

celisir. 4
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4.BOLUM

Arastirma Bulgular

4.1 Topolojik Toplamlar

(X,7) bir topolojik uzay; {(X T, )}ieA ailesi de X = | J X, kosulunu saglayan

AeA

alt uzaylar ailesi olsun. Alt uzay topolojisi tanimi 1s18inda her A€ A ve her Tc X

acik (veya kapal1) kiimesi i¢in 7" X, kiimesi X, da agik (veya kapal1) olur.

Yukaridaki gosterimler 15181nda,

Ter(veyaT er)<>her AeAiginTNX, ez, [Veya (IT'nX,) erJ
oluyorsa, X uzayma (X,,7,) uzaylarmin serbest bilesimi denir.

AC X alt kiimesi agik veya kapah ise (4,7,) alt uzayl, (ANX,,7, ) alt
uzaylarinin serbest bilesimi olacaktir [4].

Simdi konu ile ilgili temel teoremi verelim.

Teorem 4.1.1

(X,7) bir topolojik uzay; (X,7,) alt uzaylar ve X = J X, olsun. Eger

AeA

her A€ A i¢in X, alt kiimesi X de agik,
veya

her A€ A i¢in X,, X de kapali ve {(X/I’Tﬂ)}ze,\ yerel sonlu
oluyorsa X uzayi {(X /I’T/I)}ZEA ailesinin serbest bilesimi olur.

ispat:
Once, her A€ A igin X, nin X de agik oldugunu kabul edelim. Tanim geregi

X, alt uzayi i¢in agik olan her kiimenin X de agik oldugu goriiliir. Buna gore, 7 < X
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olmak iizere TNX, ez, kimelerinin {TNX,} ., ailesi X in agik kiimeleri ailesi

eA

olup [7;] geregi,

UTnx,)=TnlJX,=Tnx=T

AeA AeA

kiimesi X de acik olacaktir. T ez ise her A€ A i¢cin T X, nin X, da agik olacag:

agiktir. O halde X, {(X,,z, )}M\ ailesinin serbest bilegimidir.

Simdi {(X T, )}leA ,her AeA i¢in X,, X de kapali olmak tizere yerel sonlu
bir aile olsun. Bu durumda, X, i¢in kapali olan her kiime X i¢in de kapalidir. Bunun
icin X, nm bir kapali kiimesi "X, olsun. Her A€ A icin FNX,, X, uzayinda
kapali oldugundan F'n X, kiimeleri X uzayinda da kapali ve {F NX ﬂ} ailesi yerel

sonludur. Buradan

UFnx,)=FnlJX,=FnXx=F

AeA AeA

ve X de kapali kiimelerin (sonlu) bilesimi kapali oldugundan F, X de kapalidir [4]. 4

{(X ﬂ,rﬂ)}le/\ bir topolojik uzaylar ailesi ve X = J X, olsun. X iizerinde sdz

AeA

konusu topoloji, 7,

T < X agiktir & her A€ Aicin TN X, kiimesi X, da agiktir

ifadesiyle tamimlanmis olsun. (X,7)  topolojik uzayi igin, (X,,7,) topolojik
uzaylarmim alt uzay olmasi gerekmez. Eger her bir (X,,7,) topolojik uzayr (X,7)

uzayinin birer alt uzay1 oluyorsa, bu kosullar altinda s6zii edilen ailenin serbest bilesimi

olur.
Eger her 4,4, €A i¢in X, NX, kiumesi, X, ve X, uzaylarinda agik (veya
kapal1) oluyorsa X uzay1 verilen ailenin serbest bilesimi oldugu gibi her bir X, kiimesi

de X de agik veya kapali olur.
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Bir diger diisiintisle, verilen aile ayrik aile ise X = U X, uzay: ailenin yine
AeA

serbest bilesimi olacaktir [4].

Tanim 4.1.1
Topolojik uzaylarin {(X T, )}ﬂeA ailesi ayrik ise (yukarida sozii edilen topoloji

ile) X = UX , uzayr bu ailenin serbest bilesimi olup X wuzayma X, uzaylarinin
AeA

topolojik toplami denir ve bu durumu anlatmak iizere X = @X, yazilir. Daha agik bir
AeA

dille, bir(X ,z') topolojik uzayi, ikiser ikiser ayrik ve acik X, kiimelerinin bilesimi

oluyorsa X =@X, olur [3]. X =46_3\ X, topolojik toplaminin sahip oldugu =

AeA

topolojisi ayrik bilesim topolojisi olarak adlandirilmaktadir.

4.1.1 Acik Kiimeler

ayrik ailesi icin X = U X, uzayi iizerinde

AeA

Topolojik uzaylarm {(X,,7, )}

AeA

TereoherieAiginTNX, er,

seklinde tanimlanan 7 ailesi asagida kanitlanacag iizere [Tl]—[T3] ozelliklerini saglar.
Dolayisiyla (X ,r) ikilisi bir topolojik uzay olur. Ozel olarak bu X uzay: tammlanan 7

topoloji ile {(X m%)}k,\ ailesinin serbest bilesimi olacaktir.

Onerme 4.1.1.1

Tammlanan 7 ailesi [7;]—[7;] 6zelliklerini saglar.
ispat:
[T]]: her e AiginFNX, =Ber,=>Der
herAeAigmnXNX,=X,er,=>Xer

[T;]: hersonlu {T,,T,,..,T,} =t alt ailesi igin;
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VleA,(hﬂijﬂ =h(T,, nX,)
i=1

i=l1

ifadesinde 7, €7 oldugundan VA€ A i¢in 7, X, ez, olur. Her A € A igin (X,7,)

topolojik uzay oldugundan ()(7; n.X,) e, olur.

i=1

[T]: her {T,,T,,T;,...} = = alt ailesi igin;

29d35eee

v/?,eA,(LiJTiiji =LIJ(7} NX,)er, :[UZJET

elde edilir. ¢
Tanim 4.1.1.1

X uzayma X, uzaylarmm topolojik toplami denir ve X =@X, yazilr.
AeA

7 ailesinin elemanlarina da X in a¢ik kiimeleri denir.

O halde X 1n aciklari, her bir X, ile arakesiti X, da agik olan kiimelerdir.
Sonuc 4.1.1.1

Her A€ A i¢in 7, — 7 olur.
Ispat:
Aet, > Ac X, ,AnX,=Aez, ve Az A icinANX, =D ez, >VieAANnX, eg;}Aer ¢
Ornek 7:

X ={a,b,c,d,e}, X, ={a,b,c}, X, ={d,e} kiimeleri ve X, X, kiimelerine ait

topolojilerz, = {@,Xl,{a},{a,b},{a,c}}, T, = {@,Xz,{d}} seklinde verilmis olsun.

2
(X,,7,) ve (X,,7,) ayrik topolojik uzaylar ve X =|JX, scklindedir. Simdi

A=1
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X :ﬁ)ZX , topolojik toplami topolojik uzay yapacak r topolojisini bulalim.
Yukarnidaki sonugtan 7, c 7, 7, < 7 olur. Ayrica

dA € A i¢in 7, € 7, olmak lizere UY: €T

iel

oldugunu gérmek kolaydir. Buna gore;

T ={@,X,Xl,Xz,{a},{d}{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,d},{a,c,d},{a,d,e},{a,b,c,d},{a,b,d,e},{a,c,d,e}}

ailesi ile (X, z') bir topolojik uzay ve X, {(X T, )}ﬂ L ailesinin topolojik toplami olur.

Ornek 8:
X, =R",X,=R",X,={0},X =R kiimeleri ile R" ve R iizerinde adi

topolojiden indirgenen a,,a  alt uzay topolojilerini diistinelim.z, =a,,7,=0a_,

49

3
ailesi i¢in X = UXi

A=1

(A ={@,{0}} diyelim. Topolojik uzaylarin ayrik {(X T, )}

A=1,2,3

oldugu agiktir. Simdi (X,r) topolojik uzay olacak sekilde 7 topolojisini bulalm. Ilk

ornekte yapilan yolu izlersek

rz{Uz; :31=1,2,3, T, erﬂ}

iel
seklinde bulunur. Ancak bu topoloji R de bilinen adi topolojiden (a ) farklidir. Ciinkii
{0} e 7 iken {0} ¢ a olacaktir.

Ornek 9:

Bir X#O kiimesi, {(X Z,Tﬂ)}k/\ topolojik uzaylarin ayrik ailesi igin
X = ® X, olsun. Ayrica herbir 7, ayrik olmayan topoloji olsun. Onceki 6rneklerde

AeeA

de soz edildigi gibi

Tz{U];:EI/leA,ﬂeri}

iel
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seklinde olacagindan hi¢ olmazsa her A € A i¢in X, e 7 olacak ve dolayisiyla A = {1}

durumu disinda 7 ayrik olmayan topoloji olmaz.
Sonuc¢ 4.1.1.2
{(X T, )}lEA topolojik uzaylarin ayrik ailesi ve X =f2\ X, olsun 7,X in

bahsedilen topolojisi olmak tizere A ={l} durumunun disinda z ayrk olmayan
topolojiden daima farklidir.
Ispat:

Ispati i¢in 6. 6rnegi incelemek yeterlidir. ¢
Sonuc¢ 4.1.1.3

{(X 1T, )}ﬂeA topolojik uzaylarin ayrik ailesi ve X = E—)A X, olmak iizere (X ,r)
topolojik uzayi icin;

r ayrik topolojidir < VA € A i¢in 7, ayrik topolojidir.

ispat:

7 ayrik topoloji ise her xe X i¢in {x} er olur. O halde her A€ A igin
{x} NX, er, dir. Ayrica X, lar ayrik olduklarindan x e X eleman: sadece bir X,
kiimesinde kapsanir. Yani xe X, ise 1# A’ i¢in {x} X, =@ ve {x}nX, ={x}er,
olur. Bu durumda her bir 4 € A i¢in 7, lar biitiin tek nokta kiimelerini kapsar. Yani 7,

larin her biri ayrik topolojidir.

Tersine; 7, larmn her biri ayrik topoloji ise 7, — 7 oldugundan 7 ayrik topoloji

olacaktir. ¢
Ornek 10:

Sonlu tiimleyenler topolojik uzaylarinin ayrik bilesimi sonlu tiimleyenler

topolojisine sahip olmayabilir. R",R™ kiimeleri tizerinde sonlu tiimleyenler topolojisini
ve {O} kiimesi i¢in de ayrik topolojiyi (ki buda sonlu tiimleyenler topolojisidir)

disinelim. R=R™U{0} UR" seklinde olacaktir ve 6rnek 6 dikkate alinirsa (R,7)
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topolojik toplami i¢in {0} € 7 ancak { O}C =R- { O} sonlu olmadigindan (ki boylece {0}

kapali degildir) 7 topolojisi sonlu tiimleyenler topolojisi degildir.

4.1.2 Kapali Kiimeler

Tanim 4.1.2.1

X = ® X, olmak iizere, (X,7) topolojik uzay1 i¢in B X bir kiime olsun.

AeA
Eger B nin B° = X\B tiimleyeni X de acik (yani B €7 ) ise B kiimesine bu uzayda

kapali kiime veya kisaca kapalidir denir.

Teorem 4.1.2.1

Bir M c @X, kiimesinin kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir

AeA

M N X, kiimesinin X, uzayinda kapali olmasidur.
ispat:

Bc @ X, =X, X uzayinda kapali ise her bir BN X, kiimesinin X, uzayinda

AeA

kapal1 olacag alt uzay tanimindan agiktir. Simdi her bir B X, kiimesi X, uzayinda

kapali olsun. B kiimesinin kapal1 olmas1 i¢in X ,\ B kiimesinin agik olmasi gerekir.
AeA

H@Xﬂj\B}le =X,\(BNX,)

AeA

BN X, kapah oldugundan X,\(BNJX,) kimesi agiktir. Dolayisiyla B kiimesi

kapalidir [4]. ¢

Bu durumda bir sonug olarak, her bir X, uzayi, @X, uzayinda hem agik ve
AeA

hem de kapali kiimedir. Diger yandan, her X, uzayr @X, topolojik toplaminin bir alt

AeA

uzayidir.
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Sonuc 4.1.2.1

Her X, uzayi, X = /1®A X, topolojik toplaminin bir alt uzayidir.
fspat:

X :UX , oldugundan X, c X oldugu agiktir. Ayrica her 1A€A igin

AeA

t'={X, NT:T ez} olmak iizere 7, =7’ oldugunu gostermeliyiz.

Ver

Ter'=IVer:T=X,nNV=>X,nVer,=>Ter,

T,CT UcX,

Uer,=>Uer =>U=UnX,,Uer=>UeT’

o halde 7, =7’ olur. ¢

4.1.3 Komsuluk

Tanim 4.1.3.1

X = 1@1\ X, olmak tizere (X,r) topolojik uzay1 i¢in bir x€ X 6gesi ve A X

alt kiimesi verilsin. Eger xeU < 4 olacak sekilde U er varsa A kiimesine x
noktasinin bir komsulugu denir. Eger M < X olmak lizere M V' < A olacak sekilde

V et bulunabilirse A ya M nin bir komsulugu denir. x € X noktasmin X deki

komsuluklarinin ailesi 7, (x) ile gosterilirse;
(@) ={NUA:Nen, ().4< X|

olur. Burada 7, (x), x 6gesinin (X mfz) uzayindaki komsuluklari ailesidir.

O halde x e X elemaninin X, daki komsuluklarini incelemek yeterli olacaktir.
xe€ X, elemanmin X, alt kiimesinde X, dan farkli higbir komsulugu yoksa X
kiimesinde de X, dan ve X den farkli hi¢cbir komsulugu olmayacaktir. Gergekten

xeX, ogesinin X de N #X, veya N # X olacak sekildeki N_ komsuluklarinin
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varsa en kiiciigli ve X in onu kapsayan her alt kiimesi x € X, 6gesinin X, kiimesinde

bir komsulugu olur (VA € A i¢in 7, < r oldugundan). Bu ise varsayim ile ¢elisir.

Sonuc 4.1.3.1

X = 16-2\ X,, xe€eAcX  olsun. Buna gore xeX, olmak iizere

AN X, ={x} ve {x} ¢, ise 4, x in komsulugu olamaz.
Ispat:

ieA ic¢in, X, kiimeleri ayrik oldugundan x € X, olacak sekilde X, alt kiimesi
tektir. 4, AN X, ={x} ve {x} &7, olacak sekilde x in bir komsulugu olsa, bu durumda
xeU c A olacak sekilde U er vardir. O zaman her Ae A i¢cin UNnX, e7,, yani
ieA igin UN X, ={x}er, olur. Bu ise varsaymmimzla gelisir. ¢

Sonu¢ 4.1.3.2

A c X kiimesinin agik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 4 nin her noktasinin

bir komsulugu olmasidir.
ispat:

Aer ve xe€A olsun. xe Ac A yazlabildiginden 4,x noktasinin bir

komsulugu olur.

Tersine A her noktasinin bir komsulugu ise x U, € 4 kosulunu saglayan bir

U, e r vardir. Buradan

a=UlyeUv,eJa=4

xeAd xeAd xed

ve dolayistyla A kiimesi U, acik kiimelerinin bir bilesimi ve boylece 4 agik olur. 4

Sonug 4.1.3.3

xeX,cX alalm xedc X ve 4# X, kosullu bir 4 kiimesinin x in X
de bir komsulugu olmasi, 4n.X, kiimesinin x in X, da bir komsulugu olmasi icin

gerekli ve yeterlidir.
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Ispat:
Soylendigi gibi 4 x elemaninin X de bir komsulugu olsun. Bu durumda
xeU c 4 olacak sekilde bir Uer vardir. Ote yandan xeUNX, cANnX, ve

UnNX, er, olacagindan AN X,, X, da x in bir komsulugu olur.

AnX,, X, da x in bir komsulugu ise xeU < AN X, olacak sekilde bir
Uer, vardir. 7, c 7 geregince U ez ve ayrica U c AN X, c A gergeginden 4, x

elemaninin X de bir komsulugu olur. ¢

4.1.4 Kapanis

Tanim 4.1.4.1
X = @ X, topolojik toplam igin (X,7) uzaymn bir 4 alt kiimesi verilsin. 4
eA

kiimesini kapsayan tiim kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanist denir ve A

ile gosterilir. Buna gore A kiimesi, 4 kiimesini kapsayan en kii¢iik kapali kiimedir.

A=K
KoA
Ker

yazilisindan 4 kapali ve biitiin K © A kapalilar i¢in 4 < K olmaktadr.
Sonuc¢ 4.1.4.1

X, (X7, )}AeA ailesinin topolojik toplami ve 4 = X olsun. Bu durumda;

Z=UA(\XA

AeA

seklindedir.

ispat:

er:VK;A(K"ez‘) icinxe K
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—3leAignxeKNX, ;)AmXA[(Kle)" erJ

:erAmXZ

AeA

Tersine,

xelJAnX, =3leAi¢sinxednX,

AeA

= AN X, c A oldugundan x € 4 ¢

4.1.5 I¢ Nokta ve I¢

Tanim 4.1.5.1
X, {(X T, )}lEA ailesinin topolojik toplami olsun. (X ,z') topolojik uzay1 i¢in,

Ac X alt kiimesini ve x € A 6gesini diisiinelim. Eger x in uygun bir komsulugu A4
nin i¢inde kaliyorsa bu x noktasina 4 mnin bir i¢ noktast denir. A nin tim ig

noktalarinin kiimesine 4 nun igi denilir ve ig:(A) veya A" ile gosterilir:

A":{xeA:EINen(x):NgA}

Sonuc¢ 4.1.5.1

X, {(X T, )}lEA ailesinin topolojik toplami ve 4 < X olsun. Bu durumda;

A=JUAnx,)

AeA
olur.
ispat:

xeA°:>EIGgA(GET) icinxe G

=3J1leA,IGcAdiginxeGN X,
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=>xeGNX,cAnX,,GNnX, er,

:er(Ar\Xﬂ)o

AeA

=>AcJAdnx,)

AeA

Tersine,

xelJ(AnX,) =3leAisinxe(dnX,)

AeA

= ANX, < A oldugundan x € 4

=J(dnX,)y ca ¢

AeA

4.1.6 Taban

Daha once topolojik uzaylar icin verdigimiz taban tanimina benzer olarak; X,

{(X T, )}J,EA ailesinin topolojik toplam olmak tizere (X,7) topolojik uzaymda B c 7

alt ailesi icin eger X in her acgik kiimesi B nin bir takim elemanlarinin birlesimi

seklinde yazilabiliyorsa, B ailesine 7 topolojisinin bir tabani diyecegiz.

Teorem 4.1.6.1

(X , r) bir topolojik uzay olsun ve bir B c 7 ailesi verilsin.
a) B,7 i¢in bir tabandir< VG er ve Vxe GigindB € B:xe B G

b) B,7 igin bir taban olsun. O zaman her B,B,€®B ve her

x € B, N B, i¢in dyle bir B; € B bulunabilir ki, x € B, < B, N B, saglanir.
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Ispat:
a) B,7 icin bir taban, Ge 7 ve x € G olsun. Varsayimdan dyle bir takim

B, €8 ogeleri bulunabilir ki G=UBk yazariz. x€ G den erBk ve buradan
k k

x € B, c G olacak sekilde bir B, €8 elemanimnin varlig1 agiktir.

Tersine; her Ger ve her xeG i¢in 3B €B:xe B <G yazabildigimizi

varsayalim. Buna gore,

G= {x}gUBng

ve dolayisiyla G = U B_ yazabiliriz. Tanim 15181nda B ailesi 7 icin bir tabandir.

xeG
b) B,B,€B,xeB NB, olsun. BNB,er olusundan ve B taban

oldugundan Oyle bir takim B, ‘B kiimeleri bulunabilir ki

amq=g@
yazilir. x€ B, N B, :erBk =3B, €B:xe B, < BN B, ¢ikar [4]. ¢
k

Sonu¢ 4.1.6.1

X, {(X /1,7/1)}1EA ailesinin  topolojik toplam1  olsun. Bu durumda

B={TcX:31eA,Ter,} ailesi, (X,r) topolojik uzay1 i¢in bir taban olur.

ispat:
i) VieAiginX, er, ve | J X, =X oldugu biliniyor.
AeA
i) B,,B, € B olsun. Bu durumda en az bir i, j€ A i¢in B, €7,,B; €7, olur.
i#j igin B,NB,=C& olacagindan durum agik. i=jveB NB, #J olsun.

Topolojinin ~ 6zelliginden B,B; ez, ise B NB,er, oldugunu biliyoruz. O
halde B, = B, M B, olarak alimirsa her xe B, N B, i¢in, x € B, < B, N B, olacak sekilde

Bij B bulunabilir. ¢
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Sonu¢c 4 1.6.2

X, {(X ﬂ’Tﬂ)}zeA ailesinin topolojik toplami ve 9B, aileleri X, topolojik
uzaylarmin bir tabani olsunlar. Bu durumda %={T A1l e AT EBA} ailesi, (X ,r)
topolojik uzayi i¢in bir taban olur.
ispat:

i) B, aileleri X, topolojik uzaylarinin bir tabani olduklarindan U T=X

TeB,

oldugu agiktir.
i) B, ailelerinin  ayrik olduklari aciktir: 7, €%B,7, B, ve
vei=jicin ;NT, #< olsun. B,, X, icin bir taban oldufundan her xe7,NT, igin

1

oyle bir 7; € B, bulunabilirki x e 7, =T, N T, saglanir. ¢

4.2 Siirekli Doniigiimler

X, {(X ﬂ’Tﬂ)}aeA ailesinin topolojik toplami olsun. (X,7) topolojik uzay: igin,
9, X, > X, x> (x,/”t) seklinde tanimli gémme doniisiimii siireklidir. Gergekten;
Uc X agik alt kiimesi i¢in ¢ nin tanimi geregi ¢, (U ) =X, U oldugunu gormek
kolaydir:

xep, (U)=p,(x)eU=(x,4)eU
ve ayni zamanda
o:X, > X, x{A}, x> (x,1)

seklinde tanimlanan o donisiimii bir izomorfizma oldugundan
xeX,=>IleA:x=(x,A)e X, x{A} olarak disinilebilir yani X, =X, x{1}
seklindedir. Buradan (x, /1) e X, olur. Yani (x,/l) e X, NU bulunur. Tersine;

yeX,NnU=yeX, nyeU=(y.A)eX, rnp,(y)=(y.4)eU=yep, " (U)
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Uer oldugundan UNX, ez, olur. Yani ¢, (U) agiktir. Ayrica topolojik
toplamin topolojisi r (ki buna ayrik bilesim topolojisi diyecegiz), ¢, doniisiimlerini
stirekli yapan en kii¢iik topolojidir.

Teorem 4.2.1

Bir (Y , r’) topolojik uzay1 verilmis olsun. f: ,1(3 X, =Y fonksiyonunun siirekli
olmas i¢in gerek ve yeterli kosul her A € A i¢in fogp, : X, =Y doniisiimiiniin siirekli
olmasidir.
ispat:

f:® X, > Y siirekli bir fonksiyon ve OcY agik olsun. O zaman f~'(0),

AeA

ﬂ@a\ X, kiimesinde agik olur ve boylece ¢, lar siirekli olduklarindan her 1€ A i¢in,

v, (f_l (0)) = (foqo)f1 (O) , X, kiimesinde ag¢ik olur. Buradan, fogp,: X, >Y
stireklidir.
Tersine fogp,: X, »Y her A€ A igin siirekli ve OcY agik olsun. Buradan,
.. -1 —1 _ o -1 < -1
her AeA igin ¢, (f (0)) =(f°p) (0) acik oldugundan f~'(0), X,

kiimesinde agiktir. Yani f* stireklidir [5]. ¢

Teorem 4.2.2
(X7, )}leA , ¥,:X,—>X homeomorfizmi ile X,~X olacak sekilde
topolojik uzaylarmn bir ailesi olsun. O zaman /1®A X, , ayrik bilesim topolojisine sahiptir

ve A ayrik uzay olmak tizere ﬂ(—B X, = XxA olur.
eA

Ispat:
n: @ X, > XxA, (x,A) (t//ﬂ (x),/i) déniisiimiinii tanimlayalim. Oncelikle
7 déniisiimiiniin birebir ve drten oldugunu gdsterecegiz. n((x,/i)) = n((x’,ﬂ’)) olsun.

O halde  (y,(x).4)=(v,(x).2)=w,(x)=y,(x) veA=2"  yazlabilir.

A=A"=y, =y, oldugu  acgiktir.  Boylece, 7% birebir  oldugundan
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v, (x)=v,(x')=x=x" olur. Yani n birebirdir. Eger (y,4)eXxA ise o zaman
yeX ve buradan en az bir xeX, i¢in y=y,(x) olur. Boylece
n((x,/I)) = (1/@ (x),/I) =(»,4) yani 5 értendir.

Simdi 7 doniistimiiniin siirekliligini gosterelim. O < Xx A agik olsun. O zaman
O,, X kiimesinde ag¢ik ve O, c A olmak iizere O=0,x0, seklinde olur. Biz

"(0,x0,)=Jw, " (0)x{k} oldugunu gdstermeliyiz. (x,m)e |y, (0,)x{k

)
keO, keO,
olsun. O zaman (x,m)ey,” (0)x{m} ve buradan xey,™(0,), meO, olur.

Boylece, w,(x)e0, ve meO, ise (v, (x),m)e0,x0, bulunur. Buradan
n' ((lﬂm (x),m)) =(x,m)en™(0,x0,) ¢ikar.
Tersine, (x,m)en ™ (0,x0,) olsun. O zaman ﬂ((x,m)) = (l//m (x),m)e0,x0,

ve boylece w,(x)e0, meO,=>xey,”'(0), meO, olur. Tammdan,

(x,m)ey, ™ (0)x{m} = | Jw,” (0,)x{k} bulunur. Buradan kolayca gbriilebilir ki,

keO,

77_1(01 ><02) kiimesi, /1®A X, kiimesindeki agiklarin birlesimi seklindedir yani

77 (0,x0,) agiktir. O halde 7 siirekli bir déniisiimdiir. Benzer diisiinceyle, 7 agik bir

doniisiimdiir. O halde ispat tamamlanmis olur [5]. ¢

Ayrica agik¢a goriilebilir ki dogal doniisiim hem kapali ve hem de agiktir.

4.3 Ayrik Bilesim Topolojisi I¢in Ayirma Aksiyomlart

Teorem 4.3.1

{(X i’Tﬂ)}zeA T, (Kolmogorov) uzaylarin bos olmayan bir ailesi olsun. O

zaman 1@2\ X, , ayrik bilesim topolojisi 7 ile bir 7 uzay olur.
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Ispat:

(x,4),(y.4") € 1(3 X, birbirlerinden farkli elemanlar olsunlar. Eger 1= A’ ise
X, x{A} ve X, x{A'} kendilerinin ayrik komsuluklaridir. Eger A=2' ise 0 zaman
x,y € X, elemanlar1 birbirlerinden farkli olmak zorundadir. Diger taraftan X,, T

uzay oldugundan x elemaninin, y¢U_ olacak sekilde bir U_ komsulugu vardir.

Buradan (x,/i)eUxx{/i} olur ve gercekten Uxx{ﬂ} acik ve (y,/l)EUXX{ﬂ}

seklindedir. O halde (R Xl,r), T, uzaydir [5]. N

Teorem 4.3.2

{(X 1T, )}EEA 1, uzaylari bos olmayan bir ailesi olsun. O zaman /163 X, , ayrik
bilesim topolojisi 7 ile bir 7, uzay olur.
ispat:

(x,ﬂ),( y,ﬂ') IS g\ X, birbirlerinden farkli elemanlar olsunlar. Eger 4 # 4" ise
X lx{/i} ve X l,x{/i’} kiimeleri sirasiyla x ve y elemanlarimin komsuluklaridir ve
xe X, x{A"}, ye X, x{A} seklindedir. 2# A’ olmasin, bu durumda x,y € X, ayrktir
ve boylece kabulden x in y yi icermeyen bir U_ komsulugu ve y nin de x 1
igermeyen bir U, komsulugu vardir. O halde kolayca soylenebilir ki, Uxx{/i} ve
U,x{A} kiimeleri sirasiyla, (x,4) elemanmnmn (y,4) y1 icermeyen ve (y,A)

elemamnin da (x, 4) y1 igermeyen komsuluklaridir [5]. ¢

Teorem 4.3.3
{(X T, )}leA T, (Hausdorff) uzaylarm bos olmayan bir ailesi olsun. O zaman

AC_BA X, , ayrik bilesim topolojisi 7 ile 7, uzay olur.
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Ispat:

(x,4),(y.4") € feDA X, birbirlerinden farkli elemanlar olsunlar. Eger 4= A" ise o
zaman N =X, x{i} ve N, =X,x{A} kiimeleri swasiyla (x,4) ve (y,4)
elemanlarinin  komsuluklaridir ve . N NN =@ seklindedir. A=1" oldugunu

varsayalim o zaman x,ye X, elemanlar: birbirlerinden farklidir. X, lar Hausdorff

uzaylar olduklarindan x ve y elemanlarinin sirayla U, ve U, komsuluklari vardir ki
U nU,=@. O halde U, x{A} ve U x{A} ayrik kiimeleri sirastyla (x,1),(y,4')

elemanlarinin komsuluklari olurlar [5]. ¢

Teorem 4.3.4

{(X 15T, )}ZeA birinci sayilabilir uzaylarin bos olmayan bir ailesi olsun. O zaman

/1®A X, , ayrik bilesim topolojisi 7 ile birinci sayilabilir uzay olur.

ispat:

(x.k)e DX, ve {B,} . birinci sayilabilir X, uzaymmn xe X, deki bilinen
sayilabilir tabami olsun. B, :{Bx{ J} :Be{Bn}neN} ailesini tanimlayalim. ‘B
ailesinin, @ X, de agik oldugu agikardir. B, in, (x,k) da bir taban oldugunu
gosterelim, N, (x,k) elemaninin, ® X, kiimesindeki komsulugu olsun. Buradan,

AeA

¢, (N), x in X, daki bir komsulugudur. Boylece baz1 B, €{B,} _ kiimeleri vardir ki
xeB c@ '(N) scklindedir. O halde, (x,k)eBx{k}cN ve Bx{k}eB,

oldugundan ispat tamamlanir [5]. ¢

Teorem 4.3.5

{(X i’Ti)}aeA ikinci sayilabilir uzaylarin bos olmayan bir ailesi olsun. Bu

durumda, eger A kiimesi sayilabilir ise (1®A X 1,1) uzay1 da ikinci sayilabilir uzay olur.
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Ispat:
Her bir X, mn saylabilir tabanlanmn {B,} = ailesi ve

D, = {B x{A}:BeB ﬂ} olmak flizere B = U ©, olsun. B sayilabilir kiimelerin

AeA
sayilabilir bilesimi oldugundan sayilabilirdir ve elemanlarmin her biri agiktir. Bu

bilgiler 151¢1nda, B bir tabandir:

(x,k)eg\ X, keyfi bir eleman ve N onun bir komsulugu olsun. O zaman
o, (N ), xin X, daki bir komsulugu olur. Béylece, xe BC ¢, (N ) olacak sekilde
B eB bulabiliriz. Buradan, (x,k)c Bx{k}< N olur. Bx{k}e®B oldugundan ispat
biter [5]. ¢
Teorem 4.3.6

X,,X,,....,X, sonlu topolojik uzaylar olsunlar. O zaman 53 X, kompakt olmasi
i¢in gerek ve yeterli kosul 4 =1,2,...,n i¢in X, nin kompakt olmasidir.
Ispat:

Oncelikle A =1,2,....n icin X , kompakt ve Q, E—é X, i¢in bir agik Ortii olsun.
O zaman {go,fl(a)),a)eﬂ} , X, i¢in bir agik ortii olur ve bdylece kabulden X,

{gok'l (@), (0, )} sonlu alt értiisiine sahip olur. Buradan, eger A, ={a,,...,®,}

oo @,
ise A, , X, x{k} y1orter ve dolayisiyla A, U...UA, , Q nin sonlu alt Srtiisiidiir.

Tersini gostermek i¢in ¢, : X, > é X, donilisimiiniin orten oldugunu
hatirlayalim. Dolayisiyla sadece X, x{k} nin kompakthgini gostermeliyiz. Bunu icin
(X f x{k})', tim X, x{/},/#k kiimelerinin birlesimi olduguna dikkat edelim.

., ' X;l#k . . ' . .
o | (X, x{k}) |= S seklinde oldugundan (X, x{k}) kiimesinin agik

oldugunu gérmek kolaydir. O halde X, x{k}, kapaldir. Boylece, X, x{k} kiimesi

53



4. Arastirma Bulgular

kompakt uzaym kapali alt uzayidir ve buradan X, x{k} kompakt olur. Yani X,

kompakttir [5]. ¢
Teorem 4.3.7

{(X i’Tﬂ)}zeA bos olmayan topolojik uzaylar olsunlar. O zaman, /1(?/\ X,
baglantili degildir.
Ispat:

_ X l=k
@ 1(ka{k})={®k.l¢k

oldugundan @G X, x{k} & @ X, agiktir. Ayrica kapalidir giinkil

X;l#k

o (ot )=

seklindedir [5]. ¢

4.4 Ayrik Bilesim Topolojisi I¢in Yakinsaklik
Tanim 4.4.1

X = /162\ X, olmak iizere (X ,z') bir topolojik uzay, (xn )neN , X de bir dizi ve
be X olsun. Eger bir tek AeA, her TV €T, (beT(k)) icin n>N, oldugunda

x, € T olacak sekilde bir N, € N sayisi varsa bu (x, ),y dizinin limiti b veya dizi b
noktasina yakinstyor denir ve bu tanim sembolik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

(x,)>beIAeA, v eri(beT(k)) icin AN, eN:n> N, = x, e
Uyari: m< N, iken x, € X, olmas1 gerekmez.

Sonuc 4.4.1

X, nin yakinsak dizileri X de de yakinsaktir.
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Ispat:
(x,), X, da be X, noktasina yakinsayan bir dizi olsun. X, € X oldugundan
(xn ) ayni zamanda X in de bir dizisi olur. Yakinsakligin tanimindan
vT* erﬂ(beTl) igin 3n; eN:n>nl = x, T’
yazilabilir. Diger taraftan VT e (beT) i¢in T=T" veya T ©T" oldugundan n, = n,

olarak almirsa n>n, iken x, € T olur. Yani (x,) dizisi X de yakimsaktr. ¢

Uyari: X de yakinsak dizilerin, herhangi bir X, da yakinsak olmasi gerekmez.

Ornek 11:

X, ={1,2,3}, X,={a,b}, X,={x,y,z} olmak iizere (X,7,), (X,,7,) ve
(X,,7y) ayrik topolojik uzaylar olsunlar. X = DX, A= {1,2,3} olmak iizere (X,7)
uzay1 da ayrik topolojik uzay olur (teorem ). Simdi X in bir (x,)=(La,x,y,7,¥,...)
dizisini diisiinelim. Bu dizi y € X noktasina yakinsar ancak (x,) dizisi ne X, ne X,
ne de X, iin dizisidir. Dolayisiyla bu kiimelerdeki yakinsakligindan da bahsedilemez.

Simdi (X,7) bir topolojik uzay, (x,), X in bir dizisi ve Gerz igin

Z,={neN:x, ¢ G} seklinde bir kiime tammlanarak, maks Z,, yardimiyla yakinsaklhk

icin farkli bir yaklasimdan bahsedilecektir. Burada Z, =& ise maksZ; =1 olarak

alinacaktir.

Teorem 4.4.3
X in bir (xn) dizisinin X in bir b € X noktasina yakinsamasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her G € 7(b € G) ig¢in maks Z; nin var olmasidur.
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Ispat:
N, =maks{n :n, =maksZ,, Gez, (beG)} seilirse (x,), Tamm 4.4.1 de

verilen anlamda yakinsak olur. Tanim 4.4.1 de verilen anlamda yakinsak iken teoremde

ifade edilen anlamda da olacag1 agiktir. ¢
Ornek 12:

X #{p} olmak izere (X,7) topolojik uzayinda tammh
(x,)=(p,p,p,...) sabit dizisini diisiinelim. p e X ogesi i¢in, Z, =& yani, maks Z,
var ve 1 dir. Ayrica VG e 7(p eG) igin Z, =&, maks Z;=1 oldugundan X in verilen
dizisi p e X 0Ogesine yakinsar. Dikkat edilirse X tizerindeki topoloji ne olursa olsun
(xn)=( D, p,p,...) sabit dizisi p € X noktasina yakinsar. Ancak ayni dizi i¢in bir
qe X(q # p) 0gesinin varligim diisliniirsek VG € z'(q € G) icin pegG iken Z. =N
olacagindan maksZ; yok, ama VGer(qeG) i¢in peG iken Z; = olup tanim
geregince maks Z.=1 olacagindan X {izerindeki topolojiye gore sabit dizi bir g # p
noktasina da yakinsayabilecektir.

Ornek 13:
(X,z,) ayrik olmayan topolojik uzayinda bir (x,) dizisi i¢in X in her

noktasinin bu dizinin limit noktasi oldugundan bahsetmistik. X 2169 X, topolojik
eA

toplamin sahip oldugu topoloji A= {1} durumunun disinda daima ayrik olmayan

topolojiden farkli oldugundan (sonug¢ 4.1.1.2) topolojik toplamlar i¢in bu durum séz

konusu degildir. Zaten bir topolojik toplamda A,p1e A (A#p) be X,, b'e X, olmak

lizere b ve b’ gibi iki noktaya yakinsama séz konusu degildir. Asagida verecegimiz

sonu¢ bunu gostermektedir.

Sonug 4.4.4

beX,, b'eX,,(x,) dizisinin birer limit noktas ise A= g diir.
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Ispat:

Tersine A#p olsun. A#u ise X,nX,=@ olur. (x,)—>b oldugundan
n>n, olmak iizere x, € X, olacak sekilde n, €N vardir. Diger taraftan (x,)—> b’
oldugundan n>m, olmak tlizere x,e€X, olacak sekilde m;eN vardwr.
p, =maks{n,,m,} olarak alinirsa n> p, i¢in x, € X, NX, olurkibuda X, "X =90

ile celisir. 4
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5.BOLUM

Tartisma ve Sonuc

Calismada, topolojik uzaylar i¢in genel anlamda bilinenler topolojik toplamlara
uyarlandi. Bu amag¢ dogrultusunda elde edilen birgok sonug, ispatlari ile birlikte

“Arastirma Bulgular1” béliimiinde verildi.

Bu calismanin devaminda topolojik toplamsal wuzaylarin kompaktligi,
baglantililigi yaninda ayirma aksiyomlar1 bakimindan 6zellikleri incelenebilir. Ayrica
yakinsaklik ve stireklilik ve ilgili diger kavramlar daha ayrintili arastirilabilir. Topolojik
uzaylarla 1ilgili olarak ortaya atilmis daha bir¢ok bilgi topolojik toplamlar igin

diisiiniilebilir veya yeniden yorumlanabilir.
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Closed-property
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67



Domain

E-F

Embedding

Empty set
Equivalence relation
Euclidean space
Finite

First countable space
Free union

Function

G-H

General topology
Half open interval
Heavy topology
Homeomorphic spaces
Homeomorphism
Homomorphic
Homomorphism

1

Identity function
Inclusion

Indiscrete (topology)
Infinite

Injective

Interior

Interior point
Intersection

Interval

Inverse

Isomorphic
Isomorphism

L

Local

INGILIZCE-TURKCE

68

Tanim kiimesi

GOmme

Bos kiime

Denklik bagintisi
Oklit uzay

Sonlu

Birinci sayilabilir uzay
Serbest birlesim

Fonksiyon

Genel Topoloji

Yar ac¢ik aralik

Kaba topoloji

Homeomorfik uzaylar
Homeomorfizm(Topolojik esyap1 doniisiimii)
Benzerdoniistimlii

Benzerdoniisiim

Birim (6zdeslik) fonksiyonu
Kapsama

Ayrik olmayan topoloji
Sonsuz

Bire-bir

I¢i (bir kiimenin)

I¢ nokta

Kesigim

Aralik

Ters

Esdoniisiimlii

Esdoniisiim

Yerel



Local finite

M-N

Mapping

Member

Monifold

Negative reel number
Neighborhood

o

Onto

Open

Ordinary (usual) topology
P-R

Point of contact
Positive reel number
Power set

Proff

Proper

Proposition
Reduction

Reel number
Relative topology
Remark, corollary
Representation
Restriction

S

Singleton

Secand countable space
Separation axioms
Set

Space

Subclass

Subspace

Subset

INGILIZCE-TURKCE

e Yerel sonlu

e Doniisiim

e Eleman (0ge)

e Monifold

e Negatif gercel sayilar
o Komsuluk

e Uzerine
e Acik
e Adi (Bilinen) topoloji

e Degme noktasi

e Porzitif gercel sayilar
e Kuvvet kiimesi

e Ispat

e Has

e Onerme

e Indirgeme

e Gergel sayilar

e Alt uzay topolojisi
e Sonug

e Gosterim (temsili)

e Kisitlama

e Tek nokta kiimesi

e Ikinci sayilabilir uzay
e Ayirma aksiyomlari
e Kiime

e Uzay

e Alt aile

e Altuzay

e Alt kiime

69



Surjective
Symbol

T

Theorem

Thin topology
Topological space
Topological sum
Topology
Triangle

Trivial

U-V-w
Uncountable
Union

Variable
Well-defined

INGILIZCE-TURKCE

70

Orten
Sembol

Teorem

Ince topoloji
Topolojik uzay
Topolojik toplam
Topoloji

Uggen

Asikar

Sayilamaz
Birlesim
Degisken

Iyi tanimlilik



DIZIN

Acik doniigiim; 3
Actk kiime
Topolojik uzayda~;8
Topolojik toplam igin~; 36
Alt uzay, 29
Alt uzay topolojisi; 9, 29
Aywrma aksiyomlari; 30
Ayrik
~topoloji; 9
~olmayan topoloji; 9
~nokta; 17
Ayrik bilesim
~topolojisi; 3, 46
~topolojisi i¢in ayirma aksiyomlari; 48

~topolojisi i¢in yakinsaklik; 54

Baglantili
~uzay, 31
~olmayan uzay; 31
Bileske, 2
Bire-bir; 2
Birim (0zdeslik) doniigiimii; 2

Birinci sayilabilir uzay; 31
D-F
Degme noktasi; 13

Dizi; 31
Fark; 1

71



Fonksiyon; 2

G-H

Gomme fonksiyonu, 3, 29
Hausdorf uzay; 30
Homeomorfizma, 28
Homeomorfuzay, 28

Homomorfizma, 2

I¢
Topolojik uzayda~; 15
Topolojik toplam igin~; 43
I¢ nokta
Topolojik uzayda~; 15
Topolojik toplam igin~; 43
Ikinci sayilabilir uzay; 31
Ince topoloji; 10

Izomorfizma, 2

K

Kaba topoloji; 10
Kapali doniisiim, 3
Kapall kiime
Topolojik uzayda~; 11
Topolojik toplam igin~; 39
~ler topolojisi; 12
Kapanis
Topolojik uzayda~; 14
Topolojik toplam igin~; 42
Kapsama doniigiimii; 29

Kisitlanmug fonksiyon, 2

72



Kompakt uzay, 30
Komsuluk
Topolojik uzayda~;13
Topolojik toplam icin~; 40

Orten; 2

Sayilabilir tiimleyenler topolojisi; 9
Serbest bilesim; 33

Sonlu tiimleyenler topolojisi; 9
Stirekli doniistimler; 25, 46
Stireklilik; 26

Taban
Topolojik uzayda~; 18
Topolojik toplam icin~; 44
Ters fonksiyon; 2
Topoloji; 8
Topolojik toplam; 35
Topolojik uzay, 8
Tiimleyen; 1
Tiirev (kiimes)i; 17
1) -uzay; 30
1, -uzay; 30
1) -uzay; 30

T

sag ?

T, 9 10

sol

73



Y-Z

Yigilma noktasi; 17
Yakinsaklik; 32

Zariski topolojisi; 9
Zorgenfrey dogrusu, 22
Zorgenfrey topolojisi; 22

74



OZGECMIS

1982 yilinda Diyarbakir da dogdum. Ilkokul, ortaokul ve lise grenimimi Diyarbakir da
tamamladim. 2000 yilinda Dicle Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandim ve
2004 yilinda mezun oldum. 2004 yilinda Birey Dershanesinde matematikgi olarak baslayip bir
yil gorev yaptim. Halen gorev yerim olan Dicle iiniversitesi Fen Fakiltesi Matematik
Boliimiinde 2007 yilinda Arastirma Gorevlisi olarak goreve bagladim. 2007 yilinda Dicle

iiniversitesi Fen Bilimleri Enstitiisiinde yiiksek lisans yapmaya hak kazandim.

Arife ATAY

75



	kapak.pdf
	: Boş aile


