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ÖZET 

 

 

    Bu tez çalıĢmasında değiĢken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylarında varyasyonel 

yaklaĢımla Nehari Manifold metodu, Mountain Pass Teoremi ve 2Z Simetrik Mountain Pass 

Teoremini kullanılarak )(xp Laplace tipindeki denklemlerin çözümlerinin varlığı 

araĢtırılmıĢtır. 

 

DOKTORA TEZĠ 

     

Zehra YÜCEDAĞ 

    

DĠCLE ÜNĠVERSĠTESĠ 

FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ 

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

2010 

 

               Bu tezde, standart olmayan büyüme koĢuluna sahip iki farklı denklemin çözümleri 

değiĢken üstlü Lebesgue ve sobolev uzaylarında elde edilmiĢtir. 

 

        Birinci bölümde, değiĢken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylarının tarihi geliĢiminden ve 

standart olmayan büyüme koĢullu diferansiyel denklemlerin uygulamaları hakkında bilgi 

verilmiĢtir. Daha sonra, standart olmayan büyüme koĢullu diferansiyel denklemlerle ilgili 

Ģimdiye kadar yapılan çalıĢma ve elde edilen sonuçlar hakkında kısa bilgi verilmiĢtir. 

 

    Ġkinci bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanacağımız temel bilgiler ve Lebesgue-

Sobolev uzayları hakkında bilgi verilmiĢtir. 

 

    Üçüncü bölümde, standart ve standart olmayan büyüme koĢullu denklemlerin çözümlerinin 

varlığı için kullanılan temel tanımlar, temel teoremler ve varyasyonel yaklaĢım hakkında bilgi 

verilmiĢtir. Ayrıca, bu teoremlerin kullanıldığı belli baĢlı çalıĢmalardan bahsedilmiĢtir. 

 

    Dördüncü bölümde, standart olmayan büyüme koĢullu Dirichlet sınır değer koĢullarına 

sahip yarılineer bir elliptik problem için varyasyonel bir yaklaĢımla Nehari Manifold metodu 

kullanarak problemin en az iki pozitif çözümün varlığı değiĢken üstlü Sobolev uzayında elde 

edilmiĢtir. 

     

    BeĢinci bölümde, )(xp Laplace tipindeki düzgün olmayan eliptik denklem için Mountain 

Pass ve Simetrik Mountain Pass Teoremini kullanarak denklemin çözümlerinin varlığı ve 

çokluğu değiĢken üstlü Sobolev uzayında elde edilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

 

 

 

    In this thesis, using variational approach and applying Nehari Manifold method, Mountain 

Pass theorem and 2Z Symmetric Mountain Pass theorem the existence of the solutions of 

the )(xp Laplacian type equations were investigated in the variable exponent Lebesgue and 

Sobolev spaces. 
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      In the present thesis, solutions of two different equations which have non-standard growth 

condition were obtained in variable exponent Lebesque and Sobolev spaces. 

     

    In the first part, some information was given about the historical progress of variable 

exponent Lebesgue --Sobolev spaces and about the applications of differential equations with 

non-standard growth condition.Then, some account was also added about the studies carried 

out so far and the results obtained with regard to differential eqations with non-standard 

growth condition. 

     

    In the second part, some other information was given about the Lebesque Sobolev spaces as 

well as the basic kowledge that we would use in the following parts. 

     

    In the third part, some account was given about the basic theorems, basic definitions and 

variational approach used for the existence of solutions of equations with standard and non- 

standard growth conditions. In addition, some major studies, in which these theorems were 

used, were referred to. 

 

    In the fourth part, for a semilinear elliptic problem that possesses the Dirichlet boundary 

value conditions with non- Standard growth condition, at least the existence of two positive 

solutions was obtained in variable exponent Sobolev space by using the Nehari Manifold 

Method through a variational approach. 

     

    In the fifth part, the existence and multiplicity of the the solutions were obtained in variable 

exponent Sobolev space for the nonuniform elliptic )(xp Laplacian equation by using the 

Mountain Pass theorem and Symetric Mountain Pass theorem. 

     



1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Son y¬llarda, standart olmayan büyüme koşullu (p(x) büyüme koşullu) k¬smi
diferansiyel denklemlere ve varyasyonel integrallere olan ilgi artm¬̧st¬r. Bu ilgi,
onlar¬n uygulama alanlar¬nda rol alan elastik mekanik, ak¬̧skanlar dinami¼gi,
varyasyonel hesaplamalar ve Non-Newtonian ak¬̧skanlar¬n matematiksel model-
leri olan Electrorheological ak¬̧skanlar üzerine yo¼gunlaşm¬̧st¬r[1; 7; 13; 16; 28; 29; 30; 42].
Özellikle; standart ve standart olmayan büyüme koşullu varyasyonel problemler
ve varyasyonel integralin minimizelerinin regülerli¼gi üzerinde çal¬̧smalar olmuş-
tur. ·Ilk olarak; Zhikov (1986),Z




�
1 + jru(x)j2

��(x)
dx

şeklindeki varyasyonel integralini çal¬̧sm¬̧st¬r ve �(x)�Hölder sürekli ise regüler
olmayan minimizelerinin olmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir [64]. Marcellini (1989,1991) iseZ




F (ru(x)) dx

varyasyonel integralleri için regulerlik problemlerini

c1 j�jp � F (�) � c2 (1 + j�j)q ; � 2 RN (1.1.1)

ve p < q koşulu alt¬nda incelemi̧stir [36; 37]. Ayr¬ca, p = q durumunda bu
tip promlemlerin ele al¬nmas¬nda Sobolev uzaylar teorisi (Wm; p(
)) do¼gal ve
etkili bir yoldur [21]. Bu yüzden, birçok materyal ve problem klasik Lebesgue
ve Sobolev uzaylar¬n¬kullan¬larak yeterli do¼grulukla matematiksel olarak mod-
ellenebilir. Ancak, (1.1.1) koşulunda p ve q sabitleri yerine p(x) ve q(x) şeklinde
birer reel fonksiyon olarak al¬n¬rlarsa bu durumda varyasyonel integralin min-
imizeleri hangi uzayda kalacaklar sorunu ortaya ç¬kar. De¼gi̧sken üstlü uzay
araşt¬rmalar¬n inanc¬ de¼gi̧sken üstlü Sobolev uzaylar¬nda (Wm; p(x)(
), p(x)
bir reel fonksiyon, m negatif olmayan herhangi bir tam say¬) olacakt¬r. Bu-
rada, (1.1.1) koşulunun genelleştirilmesinin temel amac¬homojen olmayan (Elec-
trorheological ak¬̧skanlar) baz¬materyaller için klasik Lebesgue ve Sobolev uza-
ylar¬n¬n yeterli olmamas¬d¬r. Bu yüzden p üstünün de¼gi̧sken olmas¬gerekir. Bu
son durum çal¬̧smalar¬n de¼gi̧sken üstlü Lebesgue (Lp(x)) ve Sobolev (Wm; p(x))
uzaylar¬na yönlendirilmesine sebep olmuştur. Ancak, bu uzaylarda çal¬̧smak
her zaman için avantajl¬olmayabilir. Çünkü; birçok klasik sonuçlar bu uzay-
larda sa¼glanmaz. Örne¼gin; öteleme operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬, Young eşitsizli¼gini,
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Hardy eşitsizli¼gi, kritik üste sahip Sobolev gömme Teoremi ve Lagrange Multi-
plier Theoremi gibi önemli özellikler p(x) de¼gi̧sken üstüne b¬rak¬lan baz¬koşullar
alt¬nda sa¼glan¬r [5; 15]. Ayr¬ca, çok önemli özelliklerden biri olan enerji fonksiy-
onelinin Coercive�lik özelli¼ginin standart olmayan büyüme koşullu denklemler
için ispatlanmas¬oldukça zor olmaktad¬r.
Electrorheological (ER) ak¬̧skanlara karş¬l¬k gelen matematiksel modeller,

standart olmayan büyüme koşullu denklem türündendir. Non-Newtonian ak¬̧skan
olarak da bilinen ER ak¬̧skanlar, standart olmayan büyüme koşullu denklemlerle
ilgili çal¬̧smalar içerisinde ayr¬bir öneme sahiptir.
Bu ER ak¬̧skanlar teorisi ile ilgili ilk önemli çal¬̧sma 1949�da Winslow taraf¬n-

dan yap¬lm¬̧st¬r [66]. Bu ak¬̧skanlar çok ilginç özelliklere sahiptir şöyle ki, kendi
içlerindeki ba¼g¬l devinime gösterdikleri direnme özelli¼gi (viscosity), ak¬̧skana
uygulanan elektrik alan¬na ba¼gl¬d¬r. Winslow fark etmi̧stir ki bu şekildeki
ak¬̧skanlarda, örne¼gin lithium polymetachrylate, bir elektrik alan¬ndaki viscos-
ity, alan¬n kuvveti ile ters orant¬l¬d¬r. Bu alan, alana paralel olan ak¬̧skanda
şeride benzer formlar oluşmas¬na neden olur. Bunlar viscosity�nin yaklaş¬k beş
kat¬na kadar büyümesini sa¼glayabilirler. Bu olay Winslow etkisi olarak bilinir.
ER ak¬̧skanlar¬n �zi¼ginin matematiksel modelinin oluşturulmas¬nda birkaç

farkl¬yöntemi mevcuttur. Bunlar içersinde son zamanlarda Rajagopal ve Ruz-
icka (2001) taraf¬ndan elde edilen ve daha sonra Ruzicka�n¬n (2000) daha da
geli̧stirdi¼gi matematiksel model öne ç¬kmaktad¬r [52; 53]. Bu model, elektro-
manyetik alanlar ile hareketli ak¬̧skanlar aras¬ndaki hassas etkileşimi heseba kat-
maktad¬r. Buna göre, ER ak¬̧skanlar¬n hareketine karş¬l¬k gelen temel matem-
atiksel model aşa¼g¬daki gibidir;

@

@t
u+ divS (u) + (u:r)u+r� = f (1.1.2)

burada u : R3+1 ! R3; ak¬̧skan¬n h¬z¬n¬veren fonksiyonu; r = (@1; @2; @3)
gradient operatörünü; u : R3+1 ! R bas¬nç fonksiyonunu; f : R3+1 ! R3,
harici kuvvetleri temsil eden fonksiyonunu ve S : W 1;1

loc ! R3x3 fonksiyonu da
ekstra stres tensörünü göstermekte olup, bu tensör aşa¼g¬daki gibi verilir.

S (u) (x) = �(x)
�
1 + jru(x)j2

� p(x)�2
2 ru(x) (1.1.3)

burada Du : 1
2 (ru+ru

r) ; u fonksiyonunun gradientinin simetrik k¬sm¬d¬r.
Dikkat edilirse (1.1.3)�de, p(x) = 2 iken (1.1.2) denklemi boyutland¬r¬lmam¬̧s
Navier-Stokes denklemine dönüşür. Bununla birlikte, (1.1.2) denklemi, bilinen
Laplace denklemlerinden daha karmaş¬k olmas¬na ra¼gmen, en yüksek mertebe-
den türeve sahip terim için, � = 1 iken

div
�
�+ jru(x)j2

� p(x)�2
2 ru(x); (1.1.4)

Laplace denklemlerine oldukça benzerdir. Nitekim dejenere durumda, yani
� = 0 iken, (1.1.4) ifadesi p(x) -Laplace operatörüne dönüşür. p(x) -Laplace
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operatörü,

��p(x)u = �div
�
jrujp(x)�2ru

�
�p(x)u =

nX
i=1

@

@xi

0@�( @u
@x1

)2 + :::+ (
@u

@xn
)2
� p(x)�2

2 @u

@xi

1A : (1.1.5)

ER ak¬̧skanlar belirli bir manyetik alanla karş¬laşt¬klar¬nda bu ak¬̧skanlar¬n
parçac¬klar¬hareket esnas¬nda belli bir miktar kütle kayb¬na u¼gramaktad¬rlar.
Kaybolan bu kütle miktar¬n¬p kuvveti sabit iken x 2 RN�nin farkl¬eksenlerdeki
hareketleri boyunca eşit kabul etmek zorunlulu¼gu ortaya ç¬kmakta ve dolay¬s¬yla
bu farkl¬kütle kay¬plar¬hesaba kat¬lamamaktad¬r. Kaybolan bu kütle miktar¬n¬
bu şekilde eşit kabul etmek ise baz¬�zik, mekanik ve özellikle ER ak¬̧skanlarla
ilgili problemlere karş¬l¬k gelen matematiksel modellerin yeterli do¼grulukta oluş-
turulamamas¬na sebep olmaktad¬r. Ancak; p kuvveti p(x) şeklinde ölçülebilir
pozitif reel de¼gerli bir fonksiyon şeklinde seçilirse, o zaman x 2 RN�nin farkl¬
eksenlerdeki hareketleri boyunca ortaya ç¬kan farkl¬kütle kay¬plar¬hesaba kat¬la-
bilmekte bu da matematiksel modellerin yeterli do¼grulukta oluşturulabilmesine
imkân vermektedir. Dolay¬s¬yla, ER ak¬̧skanlar teorisinden kaynaklanan stan-
dart olmayan büyüme koşullu lineer olmayan eliptik denklemlere karş¬l¬k gelen
matematiksel modeller ancak de¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬nda
oluşturulabilirler ve incelenebilirler.
ER ak¬̧skanlar teorisinden kaynaklanan standart olmayan büyüme koşullu

lineer olmayan eliptik denklemler için model teşkil edebilecek temel denklemler-
den biri, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, � 2 R ve f belli koşullara sahip bir fonksiyon
olmak üzere,

� ��p(x)u = �div
�
jrujp(x)�2ru

�
= �f(x; u); x 2 


u = 0, x 2 @

(1.1.6)

tipindeki denklemlerin, lineer olmayan k¬sm¬n¬ oluşturan f(x) fonksiyonunun
sa¼glad¬¼g¬ standart olmayan büyüme koşullar¬na göre �zikte farkl¬ durumlara

karş¬l¬k gelirler. Şöyle ki, F (x; u) =

sZ
0

f (x; t) dt ve c > 0 tamsay¬olmak üzere,

f(x; u) fonksiyonunun sa¼glad¬¼g¬standart olmayan büyüme koşulu

jF (x; u)j � c
�
1 + jujr(x)

�
şeklinde verilsin. Buna göre,

i) p(x) > r (x) ise Sublineer durum (Parçac¬¼g¬n kütle kayb¬süreci yavaş)
ii) p(x) < r (x) ise Superlineer durum (Parçac¬¼g¬n kütle kayb¬süreci h¬zl¬)
iii) p(x) = r (x) ise Rezonans durum (Parçac¬¼g¬n kütle kayb¬miktar¬fazla

veya kütlenin tamamen kaybolmas¬) şeklinde verilir.
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Rezonans durumu matematiksel olarak şöyle ifade edilir; f (x; u) fonksiy-
onu standart olmayan büyüme koşullu bir denklemin lineer olmayan k¬sm¬ve
lim

juj!1
f(x;u)

jujp(x)�2u sonlu olmak üzere, e¼ger
f(x;u)

jujp(x)�2u+�1 terimi �1özde¼gerine karş¬l¬k

gelirse o zaman verilen standart olmayan büyüme koşullu denklem (sonsuzda)
Rezonance durumuna sahiptir denir. Dikkat edilirse Rezonans probleminin
incelenebilmesi için öncelikle denklemin birinci özde¼gerinin yani �1�in bilin-
mesi gerekir. Rezonans durumu �zikte çok önemli bir yere sahip olmakla bir-
likte, standart büyüme koşullu denklemlerde f(x; u) fonksiyonuna b¬rak¬lan özel
koşullar alt¬nda incelenmi̧stir. Ancak, standart olmayan büyüme koşullu den-
klemler için henüz incelenmemi̧stir. Bunun en önemli nedeni:

inf � = inf
u2W 1;p(x)

0
u 6=0

Z



jrujp(x) dx

Z



jujp(x) dx
(1.1.7)

oran¬düşünüldü¼günde şu belirsizlikler ortaya ç¬kmaktad¬r:
i) p�büyüme koşulu denklem için daima inf � = �1 > 0 iken, p(x)�büyüme

koşullu denklemler için bu durum genel olarak gerçekleşmez ve (genel olarak )
inf � = 0 olur. Ancak inf � > 0 olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul Poincaré
eşitsizli¼ginin modüler versiyonu olarak bilinen, c > 0 sabit say¬s¬içinZ




jujp(x) dx � c

Z



jrujp(x) dx (1.1.8)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r, ancak bu eşitsizlik de¼gi̧sken üstlü Lebesgue-Sobolev
uzaylar¬nda genel olarak sa¼glanmaz.
ii) (1.1.7)�deki orana göre �1(birinci özde¼ger), bu şekildeki özde¼gerlerin in-

�mumu olmal¬d¬r, p(x)�büyüme koşullu denklemlerde �1�in varl¬¼g¬hakk¬nda,
(1.1.8) eşitsizli¼gi sa¼glansa dahi, kesin birşey söylenmedi¼gi gibi �1�in var olmas¬
durumunda bile bunun, p(x)�büyüme koşullu denklem için bir özde¼ger olmas¬
gerekmez.
iii) p(x)�büyüme koşullu denklemler için �1�in varl¬¼g¬kesin olsa bile �1�e

sadece bir tek �1 öz fonksiyonun karş¬l¬k gelece¼gi hakk¬nda kesin birşey söylene-
mez. Oysaki, p�büyüme koşulu denklemlerde �1özde¼gerine sadece �1 öz fonksiy-
onu (veya �1�in katl¬l¬klar¬) karş¬l¬k gelmektedir.
Fan, Zhang ve Zhao (2005) çal¬̧smalar¬nda, (1.1.6)�daki problemde f(x; u) =

jujq (x) �2 u, p(x) = q(x) ve p(x)�in monoton fonksiyon olmas¬ durumunda
(1.1.6) problemini özde¼gerlerinin sonsuz tane oldu¼gu ve inf � = �1 > 0 ve
sup� = +1 koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧sler [27].
Günümüzde ER ak¬̧skanlar¬n kullan¬m ve uygulama alanlar¬ile ilgili birçok

yenilik söz konusudur, bunlar¬baz¬lar¬: ABD ordusunda �gelece¼gin savaş gücü�
ad¬nda bir proje planlanmaktad¬r. Bu projeye göre, ER ak¬̧skanlar¬n kumaş¬n
içine derinlemesine i̧sleme ve kumaş¬n normal durumundan çok daha kat¬(dayan¬kl¬)
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hale dönüşmesini çok h¬zl¬bir şekilde sa¼glayabilme özelliklerinden faydalanarak
şuankinden çok daha ha�f olan kurşun geçirmez yelekler üretilmesi amaçlanmak-
tad¬r. Bununla birlikte, yine ABD�de NASA laboratuarlar¬nda ER ak¬̧skanlar¬n
robot ve uzay teknolojisinde kullan¬m¬yla ilgili deneysel çal¬̧smalar yap¬lmak-
tad¬r. Ayr¬ca; ER ak¬̧skanlar¬n, sar¬labilir/döndürülebilir ekranlar ve keypadler
ile birlikte kullan¬larak ihtiyaç duyuldu¼gunda kat¬hale getirilebilen, ihtiyaç ol-
mamas¬durumunda ise esnekleşerek sar¬labilir/döndürülebilir hale getirilebilen
�esnek elektronik cihazlar�üretimi için de kullan¬labilece¼gi öngörülmektedir. Bu
amaçla ünlü mobil telefon üreticisi Motorola, 2006 y¬l¬nda bahsedilen özellikte
mobil telefon üretimi için tescil hakk¬alm¬̧st¬r.
Yukar¬da bahsedilen durumlar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue

ve Sobolev uzaylar¬nda çal¬̧smak gerek teorik gerekse uygulama alanlar¬düşü-
nüldü¼günde birçok avantaj sa¼glamaktad¬r. Aşa¼g¬da, bu uzaylar¬n ortaya ç¬k¬̧s¬n-
dan günümüze kadar meydana gelen çal¬̧smalardan k¬saca bahsedilmi̧stir.
De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬ literatürde ilk defa, 1931 y¬l¬nda Orlicz

taraf¬ndan yaz¬lan makalede ortaya konmuştur [50]. Bu makalede, şu soru göz
önüne al¬nm¬̧st¬r: (pi) (pi > 1) ve (xi) dizileri

X
xpii yak¬nsak olacak şekilde

reel say¬lar¬n bir dizisi olsun. Bu durumda,
X

xiyi ifadesinin yak¬nsak olmas¬
için (yi) üzerindeki gerek ve yeter koşullar nelerdir? Bu soruya yan¬t, en az bir
� > 0 ve p0i =

pi
pi�1 için

X
(�yi)

p0i serisinin yak¬nsak olmas¬gerekti¼gi ortaya
ç¬kmaktad¬r. Orlicz ayn¬zamanda, reel aral¬kta degi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬n¬
de¼gerlendirmi̧stir ve bu uzayda Hölder eşitsizli¼gini ispatlam¬̧st¬r. Bu makaleden
sonra Orlicz de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda çal¬̧smay¬b¬rak¬p, kendi ismi ile
an¬lan Orlicz fonksiyon uzaylar teorisi üzerinde yo¼gunlaşm¬̧st¬r. Orlicz uzaylar
teorisi (L'); u : 
! [0;1) ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere en az bir � > 0
ve belirli koşullar¬sa¼glayan ' fonksiyonu için

� (�u) =

Z



' (� ju(x)j) dx <1

olacak şekildeki fonksiyonlardan oluşan uzayd¬r. E¼ger, ' fonksiyonu x de¼gi̧ske-
nine de ba¼gl¬ise bu durumda genelleştirilmi̧s Orlicz uzaylar¬veya Musielak-
Orlicz uzaylar¬ ad¬verilen daha genel uzaylar elde edilir. Ek olarak, ' fonksiy-
onu baz¬koşullar¬ sa¼glarsa böyle uzaylara da modüler uzaylar ad¬verilir. Bu
uzaylar ilk kez sistematik olarak Nakano (1950 ve 1951) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s
ve Nakano kitab¬nda de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬n¬n daha genel uzaylar¬n
bir örne¼gi oldu¼gunu düşünmüştür [46; 47]. Nakano�nun çal¬̧smalar¬ndan sonra
modüler uzaylar üzerinde birçok araşt¬rmac¬çal¬̧sm¬̧st¬r. Daha sonra, özellikle
Hudzik [31; 32; 33], Kam¬nska [34] ve Musielak [45] taraf¬ndan modüler fonksiyon
uzaylar¬incelenmi̧stir.
Reel aral¬kta de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬, ba¼g¬ms¬z olarak Rus araşt¬r-

mac¬lardan özellikle de Sharapudinov (1978) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir [56]. Bu
araşt¬rmac¬lar¬n orjin noktas¬ 1961 y¬ll¬nda Tsenov (1961) taraf¬ndan üretilen
ve Sharapudinov taraf¬ndan cevaplanan u sabit bir fonksiyon ve v; Lp(x) ([a; b])
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uzay¬nn¬n sonlu boyutlu alt uzay¬nda de¼gi̧smek üzere

bZ
a

ju(x)� v(x)jp(x) dx

ifadesinin minimize problemine dayan¬r [56; 59]. Ayr¬ca, Sharapudinov Lebesgue
uzaylar¬için Luxemburg normunu tan¬mlam¬̧s ve e¼ger p(x) de¼gi̧skeni 1 < p� �
p+ < 1 koşulunu sa¼glarsa bu uzay¬n yans¬mal¬ uzay oldu¼gunu göstermi̧stir.
1980 �li y¬llar¬n ortas¬nda Zhikov deki̧sken üstlü uzaylar¬n çal¬̧smalar¬ile yak¬n-
dan ili̧skili olan standart olmayan büyüme koşullu varyasyonel integralleri göz
önüne alarak araşt¬rmalar için yeni bir çizgi oluşturmuştur [64].

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda bir son-
raki büyük ad¬m 90�l¬y¬llar¬n başlar¬nda Kovacik ve Rakosnik (1991) taraf¬ndan
at¬lm¬̧st¬r. Bu makalede, RN �de de¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n
birçok temel özelli¼gi ortaya konmuştur. Kovacik ve Rakosnik, de¼gerlerini [1;1]
aral¬¼g¬nda alan p fonksiyonu için de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬n¬n tan¬m¬n¬
geni̧sletmi̧sler dir [35].
Bu tan¬ma göre 
, RN �de aç¬k bir bölge ve 
1 ={x 2 
 : p (x) = 1}

olmak üzere,

� (u) =

Z

n
1

ju (x)jp(x) dx+ ess sup
x2
1

ju (x)j

ve
jujp(x) = inf {� > 0 : � (u=�) � 1}

olarak al¬ns¬n. En az bir � > 0 için � (�u) <1 olacak şekilde tüm fonksiyonlar¬n
s¬n¬f¬na de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬ad¬verilir. Ayr¬ca, de¼gi̧sken üstlü
Lebesgue uzay¬nda sobolev gömme teoremini ¬spatlam¬̧slard¬r.
Bu makaleden sonra uzun bir süre herhangi bir çal¬̧sma yap¬lmam¬̧st¬r. Daha

sonra, bu konu birçok matematikçi taraf¬ndan yeniden ele al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca,
Edmunds ve Rakosnik (2000) benzer bir çal¬̧sma yaparak, 
 � RN Lipschitz
s¬n¬ra sahip iken Sobolev gömme teoremini vermi̧slerdir [21].

Ayr¬ca Samko (2005), Rus bilim adamlar¬n¬n çal¬̧smalar¬na dayal¬ olarak
de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda Konvolüsyon ve Young eşitsizli¼ginin geçerli
olmad¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r [54] .

Son y¬llarda, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n standart ol-
mayan büyüme koşullu p(x)�Laplace operatörünü içeren s¬n¬�ar¬n çözümleri
üzerinde çal¬̧smalar yo¼gunlaşm¬̧st¬r. Bu alanda yap¬lan belli başl¬ca çal¬̧smalar ;

Fan ve Zhao (2001), standart olmayan büyüme koşullu eliptik denklemler
ve varyasyonel problemlerin temel özelliklerinden yaralanarak de¼gi̧sken üstlü
Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n özelliklerini incelemi̧sler. Ayr¬ca, s¬n¬rl¬bölgede
Sobolev gömme teoremini göstermi̧sler. Ayr¬ca, C1 (
) uzay¬n¬n de¼gi̧sken üstlü
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Sobolev ve Lebesgue uzaylar¬nda yo¼gunlu¼gunu göstermi̧sler [23] :Daha sonra Fan
ve arkadaşlar¬ (2001); 
; RN�de (N � 2) koni özelli¼gine sahip aç¬k bir bölge
ve p(x) fonksiyonu 
 �da Lipschitz sürekli bir fonksiyon olmak üzere de¼gi̧sken
üstlü Sobolev ve Lebesgue uzaylar¬nda

�
W 1;p(x) (
)

�
Sobolev gömme teoremini

ispatlam¬̧slard¬r [22].

Fan ve Han (2004), p(x)�Laplace operatörünü içeren, Dirichlet s¬n¬r koşullar¬-
na sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧slar. Bu çal¬̧smada; Am-
brosetti ve Rabinowitz koşulu alt¬nda varyasyonel yaklaş¬mla Fountain ve Dual
Fountain teoremleri kullan¬larak, denklemin Sublineer durumunu inceleyerek,
denklemin çözümlerin varl¬¼g¬ve katl¬l¬¼g¬gösterilmi̧s-dir [25].

Fan ve Zhang (2003), RN �de p(x)�Laplace operatörünü içeren, standart ol-
mayan büyüme koşullu lineer olmayan elliptik denklemini ele alm¬̧slard¬r.Yazarlar;
Ambrosetti ve Rabinowitz koşulu alt¬nda varyasyonel yaklaş¬mla Fountain ve
Dual Fountain teoremleri kullan¬larak, denklemin Sublineer ve Superlineer du-
rumlar¬n¬inceleyerek, denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ve katl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir.
[24]

Mih¼ailescu ve R¼adulescu (2006), standart olmayan büyüme koşullu denklemi
ele alm¬̧slar. Yazarlar; varyasyonel yaklaş¬mla Kritik nokta teorisini ve Moun-
tain Pass teoremini kullanarak, denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, den-
klemin çözümlerinin varl¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir [39].

Fan (2005), p(x)�Laplace operatörünü içeren, standart olmayan büyüme
koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer olmayan eliptik denklemini
ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasyonel yaklaş¬mla Kritik nokta teorisini, Fountain
ve Dual Fountain teoremlerini kullanarak, denklemin Sublineer ve Superlineer
durumlar¬n¬birlikte inceleyerek, denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ve katl¬l¬¼g¬n¬
göstermi̧stir [26].

Mih¼ailescu (2006), standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşul-
lar¬na sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasyonel
yaklaş¬mla Mountain Pass teoremini ve Ekeland Varyasyonel prensibini kulla-
narak, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin s¬f¬rdan farkl¬
en az bir çözümünün oldu¼gunu göstermi̧stir [40].

Mih¼ailescu (2008), standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşul-
lar¬na sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasy-
onel yaklaş¬mla Kritik nokta teorisini, Fountain, Dual Fountain ve Z2�Simetrik
Mountain Pass teoremlerini kullanarak, denklemin Superlineer durumunu in-
celeyerek, denklemin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün oldu¼gunu göstermi̧stir
[43].

Ogras ve arkadaşlar¬ (2008), standart olmayan büyüme koşullu lineer ol-
mayan eliptik denklem sistemini ele alm¬̧slar. Yazarlar; varyasyonel yaklaş¬mla
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Mountain Pass teoremini ve Cerami koşulunu kullanarak, denklemin Sublineer
ve Superlineer durumlar¬n¬birlikte inceleyerek, denklemin s¬f¬rdan farkl¬en az
bir çözümünün oldu¼gunu göstermi̧slerdir [49].

Zang (2008), standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na
sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasyonel yak-
laş¬mla Fountain teoremini, Cerami koşulunu ve Ambrosetti-Rabinovitz tip koşul-
lar¬kullanarak, denklemin Superlineer durumu inceleyerek, denklemin çözüm-
lerinin varl¬¼g¬n¬göstermi̧stir [62].

Boureanu (2006), standart olmayan büyüme koşullu lineer olmayan eliptik
denklemini ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasyonel yaklaş¬mla Mountain Pass teoremini
kullanarak, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlar¬n¬birlikte inceleyerek,
denkleminin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün oldu¼gununu göstermi̧stir [8].

Calota (2008), standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na
sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasyonel yak-
laş¬mla Mountain Pass teoremini ve Ekeland prensibini kullanarak, denklemin
Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün
oldu¼gunu göstermi̧stir [14].

Alves ve Souto (2005), standart olmayan büyüme koşullu lineer olmayan
eliptik denklemi incelemi̧sler. Yazarlar; varyasyonel yaklaş¬mla Mountain Pass
teoremini kullanarak, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin
çözümlerinin varl¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir [5].

Bütün bu çal¬̧smalarla birlikle p�Laplace operatörünü içeren denklemler için
çeşitli çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. Bu denklemlerin çözümleri araşt¬r¬l¬rken yukar¬da
bahsedilen varyasyonel yaklaş¬mlardan kullan¬lan teoremlerin d¬̧s¬nda Nehari
Manifoldu ve Fibrering metodu kullan¬lm¬̧st¬r [4; 9; 10]. Özellikle vurgulamak
gerekir ki; Nehari Manifold yaklaş¬m¬kullan¬larak, standart olmayan büyüme
koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer olmayan eliptik denklemlerin
çözümleri çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r.

Wu (2007), p�Laplace operatörünü içeren Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip
eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Yazar; varyasyonel yaklaş¬mla Nehari Manifold
yöntemini kullanarak, denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, denklemin
en az iki pozitif çözümü oldu¼gunu göstermi̧stir [68].

Brown ve Wu (2003), standart büyüme koşullu sahip ve Dirichlet s¬n¬r koşul-
lar¬na sahip yar¬ lineer eliptik denklemini ele alm¬̧slar. Yazarlar; varyasyonel
yaklaş¬mla Fibrering metodunu kullanarak, denklemin Sublineer durumunu in-
celeyerek, denklemin en az iki pozitif çözümü oldu¼gunu göstermi̧slerdir [9].

Afrouzi ve arkadaşlar¬ (2007), p�Laplace operatörünü içeren ve Dirichlet
s¬n¬r koşullar¬na sahip yar¬ lineer eliptik denklemini ele alm¬̧slar. Yazarlar;
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varyasyonel yaklaş¬mla denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, Nehari Man-
ifold metodunu ve Fibrering metodu aras¬ndaki ili̧skiden yararlanarak pozitif
çözümlerinin olup olmad¬¼g¬göstermi̧slerdir [4].
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2. BÖLÜM

ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde; öncelikle daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak temel tan¬m ve
teoremler hakk¬nda bilgi verilecektir. Daha sonra, çal¬̧smam¬zda kullanaca¼g¬m¬z
uzaylar hakk¬nda bilgi verilecektir.

2.1. Normlu Uzay ve ·Iç Çarp¬m Uzay¬

Tan¬m 2.1.1. Bir X vektör uzay¬nda
k:k : X ! R+ [ f0g

x! kxk şek-
linde tan¬mlanan fonksiyon her x; y 2 X ve her � 2 R için
i)kxk � 0 ve kxk = 0, x = 0
ii)k�xk = j�j kxk
iii)kx+ yk � kxk+kyk özel-

liklerini sa¼gl¬yorsa, k:k fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X; k:k) ikilisine
normlu uzay denir. Bundan sonra bir x 2 X eleman¬n normu kxk şeklinde ve
X uzay¬nda tan¬mlanan norm k:kX şeklinde gösterilecektir.

n�boyutlu RN reel Euclid uzay¬nda bir x = (x1; :::; xn) 2 RN vek-
törünün normu

kxk =

0@ nX
j=1

x2j

1A
1
2

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.1.2. (xn); (X; k:kX) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her " > 0
için n;m � n" oldu¼gunda kxn � xmkX < " olacak şekilde " �a ba¼gl¬bir n" do¼gal
say¬s¬varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.3. Aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur.
i) Normlu uzaydaki yak¬nsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
ii) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi s¬n¬rl¬d¬r.
iii) Bir (X; k:kX) normlu uzayda (xn) bir Cauchy dizisi x 2 X noktas¬na

yak¬nsak bir (xnk) alt dizisine sahip ise (xn) dizisi de x �e yak¬nsakt¬r.
iv) Bir (X; k:kX) normlu uzay¬nda (xn) ve (yn) iki Cauchy dizisi ise, (xn+

yn) dizisi de bir Cauchy dizisidir [44].

Tan¬m 2.1.4. Bir (X; k:kX) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak
ise bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay¬ad¬verilir.
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Tan¬m 2.1.5. Bir X vektör uzay¬nda tan¬ml¬ skaler de¼gerli fonksiyona
fonksiyonel denir.

E¼ger, f fonksiyoneli her x; y 2 X ve her �; � 2 C için

f (�x+ �y) = �f(x) + �f (y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa, bu durumda f fonksiyoneli lineer olur.

Tan¬m 2.1.6. (X; k:kX) normlu uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ bütün lineer ve
sürekli fonksiyonellerden oluşan uzaya X vektör uzay¬n¬n dual uzay¬denir ve
X� ile gösterilir.

Bu uzay

(u+ v) (x) = u(x) + v(x) ve (cu) (x) = cu(x); u; v 2 X� ; x 2 X; c 2 C

şeklinde tan¬mlanan noktasal toplam ve çarp¬m alt¬nda bir vektör uzay¬d¬r. Bu
uzayda bir u 2 X� eleman¬n normu

kukX� = sup
x2X
x6=0

ju(x)j
kxkX

şeklinde tan¬mlan¬r. X� uzay¬k:kX� normu ile bir Banach uzay olur. Ayr¬ca,
X vektör uzay¬n¬n duali de normlu vektör uzay¬oldu¼gundan dolay¬bu uzay¬n
da dual uzay¬tan¬mlanabilir.

Tan¬m 2.1.7. X� normlu uzay¬n¬n duali olarak tan¬mlanan X�� = (X� )
�

vektör uzay¬na X uzay¬n¬n ikinci duali denir. X�� ikinci dual uzay¬ da bir
Banach uzay olur.
Sabit bir x 2 X eleman¬ve u 2 X� için

g : X� �! R (veya C)
u �! gx (u) = u(x)

olacak şekilde bir gx fonksiyoneli oldu¼gunu varsayal¬m. Her x 2 X için bir tek
s¬n¬rl¬lineer fonksiyonel karş¬l¬k gelece¼ginden, bu durumda

T : X �! X��

x �! T (x) = gx (u)

şeklinde bir dönüşüm tan¬mlanabilir. Bu dönüşüme kanonik dönüşüm denir.
E¼ger, bu dönüşüm üzerine ise bu durumda X uzay¬na yans¬mal¬ uzay ad¬
verilir. X yans¬mal¬bir uzay ise X = X�� olur.

Teorem 2.1.8. Yans¬mal¬bir (X; k:kX) Banach uzay¬n¬n her alt uzay¬da
yans¬mal¬d¬r [44].

Tan¬m 2.1.9. (X; k:kX) normlu bir uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun.
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E¼ger, (xn) 2 X dizisi için

lim
n!1

kxn � x0kX = 0

olacak şekilde bir x0 2 X eleman¬varsa (xn) dizisine x0 �a güçlü yak¬ns¬yor
denir ve xn ! x0 ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.10. (X; k:kX) normlu bir uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun.
E¼ger, her f 2 X� için

lim
n!1

f(xn) = f (x0)

olacak şekilde bir x0 2 X eleman¬varsa (xn) dizisine x0�a zay¬f yak¬ns¬yor
denir ve xn * x0 ile gösterilir.

Teorem 2.1.11. Normlu bir (X; k:kX) uzay¬nda bir (xn) dizisi ve x0 2 X
eleman¬verilsin:Bu durumda,
i) xn * x0 ise x0 eleman¬tektir;
ii) xn * x0 ise kxnkX dizisi s¬n¬rl¬d¬r;
iii) xn * x0 ise (xn) dizisinin her alt dizisi x0�a zay¬f yak¬nsakt¬r;
iv) xn ! x0 ise xn * x0 olur. Bunun tersi genel olarak do¼gru de¼gildir
v) BoyX <1 ise xn ! x0() xn * x0 olur. Yani, sonlu boyutlu uzaylarda

zay¬f ile güçlü yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬çak¬̧s¬r [44].

Teorem 2.1.12. Yans¬mal¬bir (X; k:kX) Banach uzay¬nda s¬n¬rl¬bir dizi
ayn¬zamanda X�de zay¬f yak¬nsak bir alt diziye sahiptir [65].

Tan¬m 2.1.13. k:k1 ve k:k2 ; X normlu uzay¬üzerinde tan¬ml¬ farkl¬ iki
norm olsun. Her x 2 X için

c1 kxk1 � kxk2 � c2 kxk1

olacak şekilde c1 > 0 ve c2 > 0 sabitleri varsa k:k1 ve k:k2 normlar¬na denk
normlar denir.
Bir sonlu boyutlu vektör uzay¬nda tan¬ml¬normlar denk oldu¼gundan dolay¬,

o uzay üzerinde ayn¬ topolojiyi tan¬mlar. Yani, k:k1 ve k:k2 normlar¬ denk
normlar ise X içinde k:k1 (k:k2) normuna göre yak¬nsak, s¬n¬rl¬ve Cauchy dizisi
ise k:k2 (k:k1) normuna göre de yak¬nsak, s¬n¬rl¬d¬r ve Cauchy dizisidir. Ayr¬ca,
(X; k:k1) (veya (X; k:k2)) bir Banach uzay ise (X; k:k2) (veya (X; k:k1)) uzay¬
da bir Banach uzay olur.

Tan¬m 2.1.14. (X; k:kX) normlu bir uzay veX �in bir E (E � X) alt kümesi
verilsin. E¼ger, E�nin elemanlar¬ndan oluşan herbir (xn) dizinin yak¬nsad¬¼g¬de¼ger
X uzay¬n¬n bir eleman¬oluyorsa E kümesine X uzay¬nda yo¼gundur denir.

Tan¬m 2.1.15. Bir (X; k:kX) normlu uzay¬n¬n say¬labilir yo¼gun bir alt
kümesi varsa (X; k:kX) normlu uzay¬na ayr¬labilir uzay denir.
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Teorem 2.1.16. (X; k:kX) ayr¬labilir yans¬mal¬bir Banach uzay ve (xn),
X� uzay¬nda s¬n¬rl¬bir dizi ise o zaman bu dizi X� uzay¬nda zay¬f yak¬nsak bir
alt diziye sahiptir [65].

Teorem 2.1.17. (X; k:kX) normlu bir uzay¬olsun. X uzay¬n¬n yans¬mal¬
olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul X� uzay¬n¬n yans¬mal¬ olmas¬d¬r. E¼ger X
uzay¬ayr¬labilir ise, X� uzay¬da ayr¬labilirdir. Bu durumda, X ayr¬labilir ve
yans¬mal¬bir uzay ise X� ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir uzay olur [2].

Tan¬m 2.1.18. X, K (K = R veya C) cismi üzerinde bir vektör uzay¬
olsun. E¼ger,

h:; :i : X�X ! K fonksiy-
onu her x; y 2 X ve � 2 K için
i) hx; xi � 0 ve hx; xi = 0, x = 0
ii) hx; yi = hy; xi (c; c 2 C�nin karmaş¬k eşlene¼gidir)
iii) h�x; yi = � hx; yi
iv)hx+ y; zi = hx; zi+hy; zi özel-

liklerini sa¼gl¬yorsa h:; :i�ye X üzerinde bir iç çarp¬m ve (X; h:; :i) ikilisine de iç
çarp¬m uzay¬denir. K = R olmas¬ durumunda ii) özelli¼gi h x; yi = hy; xi
şeklinde olur.
(X; h:; :i) iç çarp¬m uzay¬nda bir x vektörünün normu,

kxkX = hx; xi
1
2

olarak tan¬mlan¬r.
n� buyutlu RN reel Euclid uzay¬ndaki x = (x1;:::;xn) ve y = (y1;:::;yn)

vektörlerinin iç çarp¬m¬

hx; yi =
nX
j=1

xjyj

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.1.19. (X; h:; :i) iç çarp¬m uzay¬ bir Banach uzay ise, bu uzaya
Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 2.1.20. X birK cismi üzerinde bir vektör uzay¬ve x1; x2; :::; xn 2 X
olsun. �1; a2; :::; an 2 K olmak üzere

a1x1 + a2x2 + :::+ anxn

şeklindeki bir toplama x1; x2; :::; xn nin lineer birleşimi denir. M 6= ? � X ise
M den al¬nan her sonlu say¬daki vektörün lineer birleşimlerinin kümesineM nin
gereni (span) denir ve SpanM olarak gösterilir. SpanM; X�in bir alt uzay¬d¬r.
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2.2. Süreklilik ve Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬

Tan¬m 2.2.1. 
;RN�de aç¬k bir bölge ve u : 
 ! RN de tan¬ml¬ bir
fonksiyon olarak verilsin. E¼ger, herhangi " > 0 say¬s¬ve x; x0 2 
 elemanlar¬
için jx� x0j < � oldu¼gunda ju(x)� u (x0)j < " olacak şekilde yaln¬z "�a ba¼gl¬bir
� pozitif say¬s¬bulunabiliyorsa u(x) fonksiyonuna x = x0 noktas¬nda süreklidir
denir.


�da tan¬ml¬bütün sürekli fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümeye de sürekli
fonksiyonlar uzay¬denir ve C0 (
) ile gösterilir.

Tan¬m 2.2.2. � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j �lerin n� bileşenlisi ise

��ya çoklu indis denir ve j�j =
nP
j=1

�j şeklinde yaz¬labilir.

Buna göre 1 � j � n için Dj =
@
@xj

ise, o zaman D� = D�1
1 :::D�n

n ifadesi
j�j : mertebeden bir diferansiyel operatör belirtir. Bu ifade

D�u =
@j�ju

@x�11 @x�22 :::@x�nn

şeklinde de yaz¬labilir. Ayr¬ca bir u fonksiyonunun grandienti

ru =
�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn

�
şeklinde ve u fonksiyonunun grandientinin normu

jruj =
 

nX
i=1

�
@u

@xi

�2! 1
2

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2.3. G;G � RN alt kümesinin kapan¬̧s¬d¬r. RN �de bir 
 bölge
için G � 
 ve G kümesi RN�nin kompakt (kapal¬ve s¬n¬rl¬) bir alt kümesi ise
G �� 
 şeklinde gösterilir. G�de tan¬ml¬bir u fonksiyonun deste¼gi

suppu = fx 2 G : u(x) 6= 0g
şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger suppu �� 
 ise, u fonksiyonu 
�da kompakt deste¼ge
sahiptir denir [2].

Tan¬m 2.2.4. 
; RN �de bir bölge ve m negatif olmayan herhangi bir
tamsay¬ olsun. 
 bölgesinde, j�j � m mertebesine kadar bütün Dau k¬smi
türevleri sürekli olan u fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzay Cm (
) vektör uzay¬d¬r.

C0 (
) � C (
)

ve

C1 (
) =
1\
m=0

Cm (
)
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olarak yaz¬labilir.
C0 (
) ve C10 (
) alt uzaylar¬s¬ras¬yla 
 bölgesinde kompakt destekli olan

C (
) ve C1 (
) uzaylar¬ndaki bütün fonksiyonlardan oluşur. C10 (
) uzay¬n¬n
elemanlar¬na test fonksiyonu denir. 
 aç¬k bir bölge oldu¼gundan dolay¬Cm (
)
daki fonksiyonlar¬n 
 bölgesinde s¬n¬rl¬olmas¬gerekmeyebilir.

Tan¬m 2.2.5. 
; RN �de bir bölge ve m negatif olmayan herhangi bir
tamsay¬s¬olsun. 
 bölgesinde D�u k¬smi türevlerin s¬n¬rl¬oldu¼gu u 2 Cm (
)
fonksiyonlar¬n¬n belirti¼gi uzaya CmB (
) vektör uzay¬ad¬verilir. C

m
B (
) uzay¬

kukCm
B (
)

= max
0�j�j�m

sup
x2


jD�u(x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2.6. E¼ger u 2 C (
) fonksiyonlar¬
 bölgesinde s¬n¬rl¬ve düzgün
sürekli ise 
 bölgesinin kapan¬̧s¬ olan 
 bölgesinde de tek, s¬n¬rl¬ ve sürek-
lidir. 0 � j�j � m için 
 bölgesinde D�u s¬n¬rl¬ ve düzgün sürekli oldu¼gu
u 2 Cm(
) fonksiyonlar¬n belirti¼gi vektör uzay¬Cm

�


�
şeklinde gösterilir .

Cm
�


�
uzay¬, CmB (
) uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬d¬r. C

m
�


�
uzay¬nda tan¬m-

lanan norm
kukCm(
) = max

0�j�j�m
sup
x2


jD�u(x)j

yada

kukCm(
) = kukCm(
) + max
0<j�j�m

sup
x2


jD�u(x)j

şeklinde yaz¬l¬r. Bu norm alt¬nda Cm
�


�
uzay¬bir Banach uzay¬d¬r.

2.3. Normlu Uzaylarda Kompaktl¬k

Tan¬m 2.3.1. (X; k:kX) normlu bir uzayda aç¬k kümelerin bir ailesi D =

(Dj)j2�olsun. E¼ger bir E � X alt kümesi için E �
[
j2�

Dj oluyorsa D ailesine

E kümesinin aç¬k bir örtüsü denir. E¼ger �0 � � sonlu ve E �
[
j2�0

Dj ise

D0 =
[
j2�0

Dj ailesine E kümesinin sonlu alt örtüsü ad¬ verilir. E kümesini

örten D ailesinin her kümesinin çap¬bir " > 0�dan büyük de¼gilse D örtüsüne E
kümesinin " örtüsü denir[44].

Tan¬m 2.3.2. (X; k:kX) normlu uzay¬ve E � X olsun. E¼ger E kümesinin
her aç¬k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa E kümesine X �de kompakt bir
küme ad¬ verilir. E¼ger E kümesinin E kapan¬̧s¬X�de kompakt bir küme ise
E�ye X�de bir ön-kompakt küme denir. X kompakt (ön-kompakt) bir küme
ise (X; k:kX) normlu uzay¬na kompakt (ön-kompakt) normlu uzay ad¬verilir.
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Ön-kompaktl¬k kavram¬(kompaktl¬k kavram¬ndan farkl¬olarak), verilen kü-
menin hangi uzayda incelendi¼gine ba¼gl¬d¬r. Örne¼gin, (0; 1) aç¬k aral¬¼g¬nda yer
alan tüm rasyonel say¬lar kümesi R�de ön-kompakt olmas¬na ra¼gmen Q�da ön-
kompakt de¼gildir. Normlu uzaylarda kompaktl¬k ile ön-kompaktl¬k kavramlar¬
denktir.

Tan¬m 2.3.3. (X; k:kX) normlu uzay¬ve E�de X �in bir alt kümesi olsun.
E¼ger E içindeki her dizinin, limiti E�den olan yak¬nsak bir alt dizisi varsa E
kümesine, X�de dizisel kompakt küme ad¬verilir. E¼ger E�nin E kapan¬̧s¬
X�de dizisel kompakt küme ise E�ye X�de dizisel ön-kompakt bir küme denir.
E¼ger X dizisel kompakt (dizisel ön-kompakt) bir küme ise (X; k:kX) normlu
uzay¬n¬n dizisel kompakt (dizisel ön-kompakt) normlu uzay ad¬verilir.
Bu tan¬ma göre; X�de dizisel kompakt bir E � X alt kümesi içinde al¬nan

herhangi bir (xn) dizisinin bir x 2 E noktas¬na yak¬nsayan bir (xnk) alt dizisi
var olacakt¬r. Bu x 2 E noktas¬ (xn) dizisi için bir limit noktas¬d¬r. Ayr¬ca,
E � X alt kümesi içinde al¬nan herhangi bir (xn) dizisinin bir x 2 E limit
noktas¬ varsa (xn) dizisinin bu "x" noktas¬na yak¬nsayan bir (xnk) alt dizisi
bulunabilir.

Tan¬m 2.3.4. Bir (X; k:kX) normlu uzay¬ve E � X alt kümesi verilsin. E
içindeki her dizinin E �de bir limit noktas¬varsa E kümesine X �de bir dizisel
kompakt küme ad¬verilir.

Teorem 2.3.5. (Heine-Borel teoremi)
R �nin bir E alt kümesinin kompak olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul bu

kümenin kapal¬ve s¬n¬rl¬olmas¬d¬r [65].

Yukar¬daki teoremden, "R içinde her kompakt küme R içinde kapal¬ve s¬n¬r-
l¬d¬r" sonucunu ç¬karabiliriz. Ayr¬ca, R �de bir kümenin kompakt olmas¬ için
gerekli ve yeterli koşul bu kümenin kapal¬ ve s¬n¬rl¬ olmas¬d¬r. Fakat, sonsuz
boyutlu Banach uzaylar¬nda kapal¬l¬k ve s¬n¬rl¬l¬k koşulu kompaktl¬k için gerekli
olmas¬na ra¼gmen yeterli bir koşul de¼gildir.

Lemma 2.3.6. Bir (X; k:kX) normlu uzay ve E � X alt kümesi verilsin.
E¼ger E kümesi X �de kompakt ise bu küme X �de dizisel kompakt bir kümedir
[44].

Tan¬m 2.3.7. (X; k:kX) normlu bir uzay¬, bir x0 2 X noktas¬ve pozitif r
say¬s¬verilsin. O zaman

Br(x0) = fx 2 X : kx� x0kX < rg

kümesine x0 merkezli ve r yar¬çapl¬aç¬k yuvar,

Br(x0) = fx 2 X : kx� x0kX � rg

16



kümesine x0 merkezli ve r yar¬çapl¬kapal¬yuvar ve

�r(x0) = fx 2 X : kx� x0kX = rg

kümesine x0 merkezli ve r yar¬çapl¬yuvar yüzeyi denir.

Tan¬m 2.3.8. Bir (X; k:kX) normlu uzay ve E � X alt kümesi verilsin.
E¼ger her " > 0 say¬s¬ için E kümesinin sonlu say¬da aç¬k yuvarlardan oluşan
"�örtüsü varsa E kümesine X �de tamamen s¬n¬rl¬bir küme ad¬verilir.

Teorem 2.3.9. Bir (X; k:kX) Banach uzay ve E � X alt kümesi verilmi̧s
olsun. E �nin X �de ön-kompakt olmas¬için gerek ve yeter koşul, E �nin X �de
tamamen s¬n¬rl¬olmas¬d¬r [44].

Yukar¬daki teoremden; kapal¬bir kümenin tamamen s¬n¬rl¬bir küme olmas¬
için gerek ve yeter koşul, bu kümenin kompakt bir küme olmas¬d¬r. Böylece,
sonlu boyutlu uzaylarda do¼gru olan "kapal¬l¬k + s¬n¬rl¬l¬k=kompaktl¬k" özelli¼gi
yerine, "kapal¬l¬k + tamamen s¬n¬rl¬l¬k=kompaktl¬k" özelli¼ginin do¼grulu¼gu elde
edilir.

Teorem 2.3.10. Bir (X; k:kX) normlu uzay¬n¬n sonlu boyutlu olmas¬için
gerek ve yeter koşul, bu uzay¬n kapal¬ fx 2 X : kxk � 1g yuvar¬n¬n kompakt
olmas¬d¬r [2; 65].

Tan¬m 2.3.11.(X; k:kX) Banach uzay¬ve tan¬m kümesi E � X olan f :
E ! C fonksiyoneli verilsin. f fonksiyonelinin E üzerinde düzgün sürekli
olmas¬için gerek ve yeter koşul 8" > 0 için 9� = � (") > 0 3 8x; y 2 E için

kx� ykX < � ) jf(x)� f (y)j < "

olmas¬d¬r.

Teorem 2.3.12. u, (X; k:kX) Banach uzay¬n¬n kompakt E alt kümesinde
sürekli reel bir fonksiyonel olsun. Bu durumda, u fonksiyoneli E üzerinde s¬n¬r-
l¬d¬r ve bu küme üzerinde bir en küçük ve bir en büyük de¼gere ulaş¬r [44].

Tan¬m 2.3.13. (X; k:kX) Banach uzay¬ve E � X alt kümesi verilsin. E¼ger
E içindeki her sonsuz (xn) dizisinin bir x 2 E noktas¬na zay¬f yak¬nsayan bir alt
dizisi varsa E kümesine (X; k:kX) �da zay¬f kompakt (veya dizisel zay¬f kompakt)
küme ad¬verilir.

Teorem 2.3.14. (X; k:kX) Banach uzay¬n¬n zay¬f kompakt her kümesi s¬n¬r-
l¬d¬r [66].
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2.4. Operatörler ve Gömmeler

Tan¬m 2.4.1. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki vektör uzay¬ve DT ; X �in
bir alt kümesi olsun. T : DT � X ! Y dönüşümü DT�n¬n herbir elemen¬n¬Y
�nin yaln¬z bir elemana karş¬l¬k getiriyorsa, T �ye DT �den Y �ye bir operatör
ad¬verilir ve DT �ye T operatörünün tan¬m kümesi denir.

fy 2 Y : y = Tx; x 2 DT g

kümesine T operatörünün de¼ger (veya görüntü) kümesi denir.

Tan¬m 2.4.2. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki lineer uzay ve T : DT �
X ! Y bir operatörü olsun. E¼ger T operatörü, her x; y 2 DT ve her �; � 2 K
için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa bu operatöre lineer operatör denir.

Tan¬m 2.4.3. DT � X ve T : X ! Y operatör olmak üzere, her x 2 DT

için

k TxkY � c kxkX (2.4.1)

olacak şekilde bir c > 0 sabit say¬s¬varsa T operatörüne DT üzerinde s¬n¬rl¬d¬r
denir. E¼ger DT = X ise T operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir.
(2:4:1) eşitsizli¼gini sa¼glayan c > 0 say¬lar¬n¬n infumumuna T : X ! Y s¬n¬rl¬

lineer operatörünün normu denir. Buna göre

k Tk = inf fc > 0 : 8x 2 DT için k TxkY � c kxkXg

olur. Ayr¬ca, (2:4:1) eşitsizli¼gi x 6= 0 için

k TxkY
kxkX

� c

yaz¬labilirki bu durumda c�nin en az sol taraftaki ifadenin DT � f0g kümesi
üzerinde al¬nan supremumu kadar olabilece¼gini gösterir. O halde (2:4:1) eşitsi-
zli¼ginde mümkün olan en küçük c�nin söz konusu oldu¼gu supremum de¼gerine T
operatörünün normu denir ve

k Tk = sup
x2DT
x6=0

k TxkY
kxkX
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şeklinde gösterilebilir. Ayr¬ca, X�den Y �ye tan¬mlanan bütün s¬n¬rl¬ve lineer
operatörlerin oluşturdu¼gu uzay L(X;Y ) şeklinde gösterilsin. E¼ger Y bir Banach
uzay ise L(X;Y ) uzay¬da bir Banach uzayd¬r.

Tan¬m 2.4.4. T : X ! Y operatör, (xn) � X dizisi ve x0 2 X eleman¬
verilsin. E¼ger, n!1 iken

kxn � x0kX ! 0 (xn ! x0) oldu¼gunda

kT (xn)� T (x0)kY ! 0 (T (xn)! T (x0))

oluyorsa T operatörüne x0 noktas¬nda süreklidir denir. Lineer operatörler için
s¬n¬rl¬l¬k ve süreklilik kavramlar¬denktir. Lineer olmayan operatörler için bu
ifade geçerli de¼gildir [66] :

Tan¬m 2.4.5. T : X ! Y operatör, X�de xn * x0 olacak şekilde (xn) � X
dizisi ve x0 2 X eleman¬verilsin. E¼ger,
i) n ! 1 iken Y �de T (xn) ! T (x0) sa¼glan¬yorsa T operatörüne x0 nok-

tas¬nda güçlü süreklidir
ii) n ! 1 iken Y �de T (xn) * T (x0) sa¼glan¬yorsa T operatörüne x0 nok-

tas¬nda zay¬f süreklidir denir.
Norma göre güçlü yak¬nsak olan bir T operatörü, ayn¬zamanda zay¬f yak¬n-

sak oldu¼gundan dolay¬, e¼ger T operatörü güçlü sürekli ise ayn¬zaman da sürek-
lidir. Bu yüzden, güçlü süreklilik kavram¬süreklilik�ten daha güçlü bir kavramd¬r.

Teorem 2.4.6. X yans¬mal¬bir Banach uzay¬ve T : X ! Y güçlü sürekli
operatör ise T operatörü kompakt¬r [66].

Tan¬m 2.4.7. f : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyonel ve x0 2 X eleman¬için
xn ! x0 olacak şekilde (xn) � X dizisi verilsin. E¼ger,

f (x0) � lim inf
n!1

f(xn) (2.4.2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, f fonksiyoneline x0 2 X noktas¬nda alttan yar¬-süreklidir
denir. E¼ger (2.4.2) eşitsizli¼gi xn * x0 dizisi için sa¼glan¬yorsa, f fonksiyoneline
x0 2 X noktas¬nda alttan zay¬f yar¬-süreklidir denir.

Tan¬m 2.4.8. f : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyonel ve x0 2 X eleman¬için
xn ! x0 olacak şekilde (xn) � X dizisi verilsin. E¼ger,

f (x0) � lim inf
n!1

f(xn) (2.4.3)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, f fonksiyoneline x0 2 X noktas¬nda üstten yar¬-süreklidir
denir. E¼ger (2.4.3) eşitsizli¼gi xn * x0 dizisi için sa¼glan¬yorsa, f fonksiyoneline
x0 2 X noktas¬nda üstten zay¬f yar¬-süreklidir denir.
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E¼ger f fonksiyoneline x0 2 X noktas¬nda (zay¬f) sürekli ise, o zaman f
fonksiyoneline x0 2 X noktas¬nda (zay¬f) alttan yar¬-sürekli ve (zay¬f) üstten
yar¬-sürekli olur.

Tan¬m 2.4.9. X ve Y iki Banach uzay ve T : X ! Y lineer operatörü
verilsin. E¼ger T operatörü X uzay¬n¬n her s¬n¬rl¬kümesini Y uzay¬n¬n bir ön
kompakt kümesine dönüştürüyorsa, T�ye kompakt lineer operatör (tamamen
sürekli lineer operatör) ad¬verilir. T kompakt lineer operatör ise ayn¬zamanda
tamamen sürekli lineer operatör olur.

Tan¬m 2.4.10. X ve Y iki Banach uzay ve x 2 X olsun. E¼ger, f : X ! Y
şeklinde tan¬mlanan operatör her h 2 X için

lim
t!0

kf (x+ th)� f (x)kY
t

= Tx (h)

olacak şekilde bir T 2 L(X;Y ) varsa f �ye x 2 X noktas¬nda ve h yönünde
Gâteaux di¤eransiyellenebilirdir denir. T operatörüne ise f �in x 2 X
noktas¬ndaki Gâteaux türevi denir. E¼ger, bu durum her x 2 X için do¼gru ise
f operatörü Gâteaux di¤eransiyellenebilirdir denir [55].

Tan¬m 2.4.11. X bir Banach uzay ve x 2 X olsun. E¼ger, f : X ! R
fonksiyoneli X�de Gâteaux di¤eransiyellenebiliyorsa ve bu Gâteaux di¤eran-
siyelli sürekli ise f fonksiyonelinin di¤eransiyeli zay¬f süreklidir denir [19].

Teorem 2.4.12. (Ortalama De¼ger Teoremi)
X bir Banach uzay¬ve x; h 2 X olsun. E¼ger f : X ! R fonksiyoneli Gâteaux

diferansiyellenebilir ise, o zaman

f (x+ h)� f (x) = f 0 (x+ th)h

olacak şekilde bir 0 < t < 1 say¬s¬vard¬r [51].

Tan¬m 2.4.13. X ve Y iki Banach uzay ve x 2 X olsun. E¼ger f : X ! Y
tan¬mlanan operatör her h 2 X için

lim
h!0

kf (x+ h)� f (x)� Tx (h)kY
khkX

= 0

olacak şekilde bir T 2 L(X;Y ) varsa f operatörüne x 2 X noktas¬nda Fréchet
di¤eransiyellenebilir denir. Tx operatörüne ise f �in x 2 X noktas¬ndaki
Fréchet türevi denir. E¼ger, her x 2 X için bu durum do¼gru ise f operatörü
Fréchet di¤eransiyellenebilir denir [51].

Teorem 2.4.14. E¼ger, f : X ! Y operatörü x 2 X �de Fréchet di¤eran-
siyellenebilir ise, o zaman f operatörü x 2 X �de süreklidir [51].
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Teorem 2.4.15. E¼ger, f : X ! Y fonksiyonelinin X �de Gâteaux türevi
sürekli ise bu durumda f fonksiyoneli Fréchet di¤eransiyellenebilirdir ve f 2
C1 (X;Y ) olur [66].
Ayr¬ca bu teoremin tersi her zaman do¼gru de¼gildir.

Tan¬m 2.4.16. X ve Y iki normlu uzay olsun. E¼ger,
i) X, Y �nin bir alt uzay¬
ii) Her x 2 X için X�ten Y �ye I(x) = x ile tan¬mlanan I birim operatörü

sürekli ise X uzay¬Y uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir. I birim
operatörü do¼grusal oldu¼gundan ii) koşulu her x 2 X için

kI(x)kY � c kxkX
olacak şekilde bir c > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir. E¼ger, I birim operatörü kom-
pakt ise X uzay¬Y uzay¬na kompakt gömülür denir ve X ,!,! Y ile gösterilir
[2].

2.5. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyon

Tan¬m 2.5.1. <, RN �in alt kümelerinin bir ailesi olsun. E¼ger < ailesi
i) RN 2 <
ii) E¼ger A 2 < ise Ac =

�
x 2 RN : x =2 A

	
2 <

iii) E¼ger j = 1; 2; ::: için An 2 < ise
1[
j=1

Aj 2 <

koşullar¬n¬
sa¼gl¬yorsa < ailesine RN üzerinde bir �-cebir denir.
i) - iii) özelliklerinin bir sonucu olarak
iv) ? 2 <

v) E¼ger j = 1; 2; :::için Aj 2 < ise
1\
j=1

Aj 2 <

vi) E¼gerA;B 2 < iseA�B = A\Bc 2 <
özellikleri yaz¬labilir. i- iii koşullar¬ile iv - vi koşullar¬birbirine denktir.

Tan¬m 2.5.2. <, RN �in alt kümelerinin bir ailesi ve � : < ! R+ [ f+1g
şeklinde tan¬mlanan bir fonksiyon olsun. E¼ger � fonksiyonu, < ailesindeki ayr¬k
kümelerin bir fAj : j 2 Ng ailesinin say¬labilir her bileşimi için

�

0@ 1[
j=1

Aj

1A =
1X
j=1

� (Aj) ; 8Aj \Ak = ?; j 6= k

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyonuna < üzerinde bir ölçüm denir.

Teorem 2.5.3. � fonksiyonuna < üzerinde bir ölçüm olsun. Bu durumda,
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i) E¼ger A;B 2 < ve A � B ise � (A) � � (B) (monotonluk özelli¼gi)
ii) j = 1; 2; :::için Aj 2 < ve A1 � A2 � ::::(monoton artan) ise

�

0@ 1[
j=1

Aj

1A = lim
j!1

� (Aj) (ölçümün sürekliligi)

ifadeleri yaz¬labilir [2].

Teorem 2.5.4. RN �nin alt kümelerinin < ailesi RN üzerinde bir �-cebir ve
< üzerinde aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir � öçümümü vard¬r

i) RN �de her aç¬k küme <�ya aittir,
ii) E¼ger A � B, B 2 < ve � (B) = 0 ise, o zaman A 2 < ve � (A) = 0 olur,
iii) A =

�
x 2 RN : aj � xj � bj ; j = 1; 2; :::; n

	
ise o zaman A 2 < ve

� (A) =
1Y
j=1

(bj � aj) ;

iv) � ötelemeye göre de¼gi̧smeyen, yani; e¼ger x 2 RN ve A 2 < ise

x+A = fx+ y : y 2 Ag 2 < ve � (x+A) = � (A) :

Bu özelliklere sahip bir < ailesinin elemanlar¬na RN �nin Lebesgue ölçülebilir
alt kümeleri; � fonksiyonuna RN �nin Lebesgue ölçümü ve herhangi bir
A 2 < için � (A) ifadesine A n¬n ölçümü denir [2].

Tan¬m 2.5.5. E¼ger A � B � RN ve � (B) = 0 ise bu durumda A � B
kümesinin her noktas¬nda sa¼glanan bir özellik A kümesinde hemen hemen her
yerde (h:h:h) sa¼glanan bir özellik ad¬n¬al¬r.

Tan¬m 2.5.6. Ölçülebilir bir küme üzerinde tan¬ml¬ve R[f�1g kümesin-
deki de¼gerleri alan bir f fonksiyonu verilsin. E¼ger her k 2 R için

fx : f(x) > kg

kümesi ölçülebilir ise, f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.5.7.
i) f ölçülebilir ise jf jde ölçülebilir.

ii) f ve g ölçülebilir ve reel de¼gerli ise f + g ve fg de ölçülebilir ve reel
de¼gerlidir.

iii) ffng ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi ise sup
n
fn; inf

n
fn, lim sup

n
fn ve

lim inf
n

fn ifadeleri de ölçülebilir.
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iv) f sürekli ve ölçülebilir bir küme de tan¬ml¬ise o zaman f ölçülebilir.

v) f , RN �den R�ye sürekli bir fonksiyon ve g ölçülebilir ve reel de¼gerli
fonksiyon ise (f � g) (x) = f (g(x)) ile tan¬mlanan �f � g �bileşke fonksiyonu
da ölçülebilirdir.

vi) (Lusin�s teoremi): f ölçülebilir ve x 2 Ac için f(x) = 0 (� (A) <1)
ve " > 0 ise bu durumda

sup
x2RN

jg(x)j � sup
x2RN

jf(x)j ve �
�
x 2 RN : f(x) 6= g(x)

	
< 0

olacak şekilde bir g 2 C0 (A) fonksiyonu vard¬r [2].

Teorem 2.5.8. (Fatou�s lemma)
A;RN ölçülebilir bir alt kümesi ve ffng negatif olmayan ölçülebilir fonksiy-

onlar¬n bir dizisi olsun. Bu durumda

Z
A

�
lim inf
n!1

fn(x)
�
dx � lim inf

n!1

Z
A

fn(x)dx

eşitsizli¼gi yaz¬labilir [2]

Tan¬m 2.5.9. E � Rn alt kümesi için

�E(x) =

�
1; x 2 E
0; x =2 E

şeklinde tan¬mlanan �E(x) fonksiyonuna, E �nin karekteristik fonksiyonu
denir.

2.6. Lebesgue Uzay¬(Lp(
))


; RN �nin ölçülebilir bir altkümesi, j
j > 0 ve

S(
) = fu 2 
 : u; 
 da tan¬ml¬ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesig

olsun. Ayr¬ca, S(
) kümesinin elemanlar¬n¬hemen hemen heryerde (h:h:h:) eşit
fonksiyonlar¬n bir eleman¬olarak kabul edelim.
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Tan¬m 2.6.1. 
; RN �de bir bölge ve 1 � p <1 olmak üzereZ



ju(x)jp dx <1

özelli¼gine sahip tüm ölçülebilir fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬na Lp(
) uzay¬ad¬verilir.
Lp(
) uzay¬

L p(
) =

8<:u 2 S(
) :
Z



ju(x)jp dx <1; 1 � p <1

9=;
şeklinde de yaz¬labilir.
E¼ger u 2 Lp(
) ve c 2 C ise cu 2 Lp(
) olur. Ayr¬ca u; v 2 Lp(
) için

ju(x) + v(x)jp � (ju(x)j+ jv(x)j)p � 2p (ju(x)jp + jv(x)jp)

oldu¼gundan u + v 2 Lp(
) yaz¬labilir. Bu durumda, Lp(
) uzay¬bir vektör
uzay¬olur.

Lp(
) uzay¬

kukL p(
) := jujp =

0@Z



ju(x)jp dx

1A 1
p

; 1 � p <1

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.6.2. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen
her yerde ju(x)j � K olacak şekilde bir K � 0 sabit say¬s¬varsa u fonksiyonuna
hemen hemen s¬n¬rl¬d¬r denir. Bu eşitsizli¼gi sa¼glayan K � 0 sabit say¬lar¬n¬n
en büyük alt s¬n¬r¬na da juj �n¬n 
 bölgesindeki esas (essential) supremumu
denir ve ess sup

x2

ju(x)j ile gösterilir. 
 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬u fonksiy-

onlar¬n¬n oluşturdu¼gu uzay L1(
) ile gösterilir.
L1(
) uzay¬

kukL1(
) := juj1 = esssup
x2


ju(x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.6.3. Lp(
) uzay¬nda p = 2 olarak al¬nd¬¼g¬nda L2(
) uzay¬oluşur.
Bu uzay

hu; vi =
Z



u(x)v(x) dx
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iç çarp¬m alt¬nda Hilbert uzay olur.

Tan¬m 2.6.4. 1 < p < 1 iken 1 < p0 < 1 ve 1
p +

1
p0 = 1 veya p0 = p

1�p
say¬s¬na p�nin eşlene¼gi denir.
Bu durumda, 1 < p <1 ve � 2 (Lp(
))0 al¬n¬rsa, her u 2 Lp(
) için

� (u) =

Z



u(x)v(x)dx

olacak şekilde bir v 2 Lp0
 vard¬r. Ayr¬ca

jvjLp0 (
) = j�j(Lp(
))0

oldu¼gundan Lp
0
(
) �= (Lp(
))0 olur. Dolay¬s¬yla elemanlar¬çok farkl¬olmas¬na

ra¼gmen, Banach uzay olmalar¬aç¬s¬ndan bu iki uzay ayn¬kabul edilebilir.

Teorem 2.6.5. j
j =
Z



dx <1 ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq(
)

ise bu durumda u 2 Lp(
) olur ve

jujp � j
j
(1=p)�(1=q)
q jujq

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.Dolay¬s¬yla

Lq(
) ,! Lp(
)

sürekli gömmesi vard¬r [2] :

Teorem 2.6.6. E¼ger 1 � p <1 ise Lp(
) uzay¬ayr¬labilirdir ve C0(
) ile
C10 (
) uzaylar¬L

p(
) uzay¬nda yo¼gun olur [2].

Teorem 2.6.7. E¼ger 1 < p < 1 ise Lp(
) uzay¬ düzgün konveks ve
yans¬mal¬d¬r [2].

2.7. Sobolev Uzay (Wm;p(
))

Tan¬m 2.7.1. 
; RN �de bir bölge ve 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinin
her bir kompakt alt kümesinde p:kuvveti integrallenebilen 
 bölgesindeki bütün
ölçülebilir fonksiyonlar¬n uzay¬na Lploc(
) uzay¬ad¬verilir. Bu uzay p = 1 için
L1loc(
) şeklinde gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyonalar s¬n¬f¬n¬gösterir.

Tan¬m 2.7.2. u 2 L1loc(
) ve � çoklu- indisi verilsin. E¼ger, her ' 2 C10 (
)
için Z




'vdx = (�1)j�j
Z



uD�'dx
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eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, v 2 Lploc(
) fonksiyonuna u fonksiyonunun �: zay¬f türevi
denir. Bu durumda v fonksiyonuna, u fonksiyonun genelleşmi̧s türevi denir
ve v = D�u şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.7.3. 
; RN �de bir bölge,m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬
ve 1 � p � 1 olmak üzere,

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
) : D�u 2 Lp(
); 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Bu uzayda tan¬mlanan norm;

1 � p <1 için

kukWm;p(
) = kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

jD�ujpp

1A1=p

; 1 � p <1;

ve
p =1 için

kukm;1;
 = kukm;1 = max
0�j�j�m

jD�uj1 ; p =1

olur. Wm;p(
) uzay¬normlar¬ile bir Banach uzay¬d¬r. C10 (
) uzay¬n¬nW
m;p(
)

uzay¬ndaki kapan¬̧s¬Wm;p
0 (
) uzay¬olur.

Uzaylar¬n tan¬mlar¬n¬n bir sonucu olarak,W 0;p(
) = Lp(
) yaz¬labilir. Ayr¬ca,
1 � p <1 iken C10 (
) uzay¬L

p(
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan dolay¬W 0;p
0 (
) =

Lp(
) olur. Dolay¬s¬yla, bu uzaylar aras¬nda negatif olmayan herhangi m tam-
say¬s¬için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p(
) ,! Lp(
)

sürekli gömmesi vard¬r.

Teorem 2.7.4. (Sobolev Eşitsizli¼gi)

, RN �de aç¬k bir bölge olsun. E¼ger 1 � p <1, mp < N ve u 2Wm;p

0 (
)
ise, bu durumda p� = Np

N�mp olmak üzere

jujp� � C kukm;p
eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde bir C(n;m; p) sabiti vard¬r [28].
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Tan¬m 2.7.5. p = 2 iken

W 2;p(
) = Hm(
); W 2;p
0 (
) = Hm

0 (
)

olur. Hm(
) uzay¬ndaki norm

kukHm(
) :=

0@ X
0�j�j�m

jD�uj22

1A 1
2

şeklinde verilir.
Hm(
) uzay¬

hu; viHm(
) =
X

0�j�j�m

hD�u;D�vi

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬oluşturur.

Teorem 2.7.6. E¼ger 1 � p <1 ise Wm;p (
) ve Wm;p
0 (
) uzaylar¬ayr¬la-

bilirdir [2].

Teorem 2.7.7. E¼ger 1 < p <1 ise Wm;p (
) ve Wm;p
0 (
) uzaylar¬yans¬-

mal¬ve düzgün konvekstir [2; 18; 66].
Tan¬m 2.7.8. RN �de Br1(x) ve x noktas¬n¬içermiyen Br2 (y) aç¬k yuvar¬n¬

göz önüne alal¬m.

Kx = Br1(x) \ fx+ � (z � x) : z 2 Br2 (y) ; � > 0g

kümesine, tepe noktas¬x olan bir sonlu koni denir. Bir 
 � RN aç¬k kümesinin
her x noktas¬bir Kx � 
 konisinin tepesi ise ve bütün Kx konileri bir K sonlu
konisinden izomor�k ve izometrik dönüşümlerle elde ediliyorsa bu durumda 

bölgesinin koni özelli¼gi vard¬r denir.

Teorem 2.7.9. (Sobolev Gömme Teoremi)

; RN �de koni özelli¼gine sahip aç¬k bir bölge, m � 1 ve j � 0 şeklinde

tamsay¬lar ve 1 � p < 1 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki gömmeler yaz¬labilir.
E¼ger;
i) mp < N ise

W j+m;p(
) ,!W j;q(
) ; p � q � q� =
Np

N �mp
ya da özel olarak

W j+m;p(
) ,! Lq(
); p � q � q� =
Np

N �mp

elde edilir.
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ii) mp = N ise

Wm;p(
) ,! Lq(
); p � q <1

olur.
Ayr¬ca p = 1 olarak al¬n¬rsa

W j+m;1(
) ,! CjB(
)

elde edilir.
iii) mp > N ise

W j+m;p(
) ,! CjB(
)

gömmesi yaz¬labilir [2; 3] :

2.8. Modüler Uzay ve Orlicz Uzay¬

Tan¬m 2.8.1. X bir reel vektör uzay olsun. E¼ger � : X ! [0;1] tan¬ml¬
fonksiyonel her x; y 2 X için

i) � (x) = 0 () x = 0;
ii) � (x) = � (�x) ;
iii) Her �; � � 0; �+� = 1 için � (�x+ �y) � � (x)+� (y)
özelliklerini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyoneline X üzerinde modüler ad¬verilir.
E¼ger iii) özelli¼gi yerine her �; � � 0; �+ � = 1 için

� (�x+ �y) � � � (x) + � � (y) ;

özelli¼gi sa¼glan¬yorsa, � fonksiyoneline X üzerinde bir konveks modüler ad¬
verilir.

Tan¬m 2.8.2. X bir reel vektör uzay ve � : X ! [0;1] fonksiyoneli X
üzerinde bir modüler ise, bu durumda

X� =

�
x 2 X : lim

�!0
� (�x) = 0

�
uzay¬na bir modüler uzay ad¬verilir. X� modüler uzay¬X vektör uzay¬n¬n
bir alt vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.8.3. X bir reel vektör uzay ve � fonksiyoneli X üzerinde konvenks
modüler ise, bu durumda � fonksiyoneli X� üzerinde

juj� = inf
n
� > 0 : �

�u
�

�
� 1
o

biçiminde tan¬mlanan norma Luxemburg normu ad¬verilir.
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Tan¬m 2.8.4. 
; RN �de ölçülebilir bir bölge olsun. E¼ger ' : 
� [0;1)! R
fonksiyonu

i) Her t 2 
 için ' (t; u) azalmayan sürekli bir fonksiyon
ii) ' (t; 0) = 0; u > 0 için ' (t; u) > 0 ve lim

u!1
' (t; u)!1;

iii) Her u � 0 için ' (t; u) ölçülebilir bir fonksiyon
özelliklerine sa¼gl¬yorsa, ' fonksiyonuna � s¬n¬f¬na aittir denir.
E¼ger ' fonksiyonu � s¬n¬f¬na ait ise, her x 2 X için ' (t; jx (t)j) fonksiyonu

ölçülebilir ve

�(x) =

Z



' (t; jx (t)j) dt

ifadesi X �de bir � modülerini tan¬mlar.
E¼ger ' (t; u) fonksiyonu her t 2 
 için u�nun konveks fonksiyonu ise �; X

�de konveks modülerdir. Bu durumda

X� =

8<:x 2 X : lim
�!0+

Z



' (t; � jx (t)j) = 0

9=;
modüler uzay¬na genelleştirilmi̧s Orlicz uzay¬veyaMusielak-Orlicz uzay¬
denir ve L' ile gösterilir. Ayr¬ca,

L'0 =

8<:x 2 X :

Z



' (t; jx (t)j) dt <1

9=;
kümesine genelleştirilmi̧s Orlicz s¬n¬f¬ad¬verilir.

2.9. A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue ve Sobolev Uzaylar¬

Tan¬m 2.9.1. a fonksiyonu hemen hemen her x 2 RN için a(x) > 0 olacak
şekilde RN �de local integrallenebilir olsun. Bu durumda, a fonksiyonuna bir
a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.9.2. 
; RN �de aç¬k bir bölge ve a bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak
üzere Z




a jujp dx <1

özelli¼gine sahip ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesine a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬
denir ve Lpa(
) ile gösterilir. L

p
a(
) uzay¬

jujp;a =

0@Z



a jujp dx

1A 1
p
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normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r [17].

Tan¬m 2.9.3. 
; RN �de aç¬k bir bölge, a bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu, m negatif
olmayan herhangi bir tamsay¬ve 1 � p <1 olmak üzere

Wm;p
a (
) = fu 2 Lpa(
) : D�u 2 Lpa(
); 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya a¼g¬rl¬kl¬ Sobolev uzay¬ ad¬ verilir ve Wm;p
a (
)

şeklinde gösterilir. Wm;p
a (
) uzay¬

kukm;p;a =

0@ pX
j�j�m

jD�ujpp;a

1A 1
p

normu ile ayr¬labilir bir Banach uzay¬d¬r [17].

2.10. De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzay¬
�
L p(x)(
)

�
Tan¬m 2.10.1. Her x 2 
 için p(x) 2 S(
) ve s � 0 olmak üzere

' (x; s) = sp(x)

şeklinde tan¬mlanan ' (x; :) : 
 � [0;1) ! R foksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri
sa¼glayorsa � s¬n¬f¬na ait olur

i) Her x 2 
 için ' (x; :) : 
� [0;1)! R azalmayan sürekli bir fonksiyon
ii) ' (x; 0) = 0 ve s > 0 için ' (x; s) > 0 ve lim

s!1
' (x; s)!1

iii) Her s � 0 için ' (:; s) 2 S(
):
Ayr¬ca, ' (x; :) foksiyonu i-iii özelliklerine sahip oldu¼gundan her x 2 
 için

s�nin bir konveks fonksiyonu olur.

Tan¬m 2.10.2. Her x 2 
 için u 2 S(
) ve ' (x; s) = sp(x) olmak üzere

� p(x) (u) =

Z



' (x; juj) dx =
Z



ju(x)j p(x) dx

şeklinde tan¬mlanan � p(x) (u) : S(
)! [0;1) fonksiyonu
i) � p(x) (u) = 0 () u = 0
ii) � p(x) (u) = � p(x) (�u)
iii)� p(x) (�u+ �v) � �� p(x) (u) + �� p(x) (v) ;8u; v 2 S(
);8�; � > 0; � +

� = 1
özelliklerini sa¼glad¬¼g¬için S(
) kümesi üzerinde bir konveks modüllerdir.
Bu durumda, L p(x)(
) modüller uzay¬

L p(x)(
) =

�
u 2 S(
) : lim

�!0+
�p(x) (�u) = 0

�
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Musielak- Orlicz uzay¬n¬n özel bir çeşiti olup S(
) kümesinin de lineer alt uza-
y¬d¬r.
Genelleştirilmi̧s Orlicz s¬n¬f¬n¬n (L p(x)(
)) bir çeşiti olan

L
p(x)
0 (
) =

n
u 2 S(
) : � p(x) (u) <1

o
uzay¬, L p(x)(
) uzay¬n¬n bir konveks alt uzay¬d¬r. L p(x)

1 (
) uzay¬da

L
p(x)
1 (
) =

n
u 2 S(
) : 8� > 0; � p(x) (�u) <1

o
S(
)�nin L p(x)

0 (
) kümesinde kapsanan en büyük alt vektör uzayd¬r. Bu uzaylar
için genel olarak

L
p(x)
1 (
) � L

p(x)
0 (
) � L p(x)(
)

yaz¬labilir.

Tan¬m 2.10.3. 
; RN �de aç¬k bir bölge olsun. p(x) : 
 ! [1;1)
ölçülebilir bir fonksiyon ve

1 � p� := ess inf
x2


p(x) ve p+ := ess sup
x2


p(x) <1

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

L p(x)(
) :=

�
u 2 S(
) :

Z



juj p(x) <1
�

şeklinde tan¬mlanan uzaya de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬denir.
p�nin sabit (p(x) = p) olmas¬ durumunda de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬,

klasik Lebesgue uzay¬na dönüşür. L1+ (
) uzay¬da

L1+ (
) =

�
h 2 L1(
) : ess inf

x2

h(x) � 1

�
şeklinde tan¬mlan¬r. Aksi belirtmedikçe, p(x) 2 L1+ (
) ve 1 � p� � p+ <1
olarak kabul edilecektir ve
Sobolev kritik

p�(x) =

� Np(x)
N�p(x) ; p(x) < N

1; p(x) � N

olarak al¬nacakt¬r. p(x) 2 L1+ (
) fonksiyonun eşlene¼gini ise p0(x) ile gösterile-
cektir ve 1

p(x) +
1

p0(x) = 1 d¬r.

Teorem 2.10.4. L
p(x)
1 (
) := Lp(x)(
) olmas¬ için gerek ve yeter koşul

p(x) 2 L1+ (
) olmas¬d¬r [23; 35] :
Yukar¬daki teoremin bir sonucu olarak; p(x) 2 L1+ (
) ise

Lp(x)(
) := L
p(x)
0 (
) := L

p(x)
1 (
)
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yaz¬labilir .
p(x) 2 L1+ (
) oldu¼gunda modüler fonksiyon ek olarak aşa¼g¬daki özelliklere

sahip olur.

i) � p(x) (u+ v) � 2p
+
�
� p(x) (u) + � p(x) (v)

�
ii) u 2 Lp(x)(
) için � > 1 ise

� p(x) (u) � �� p(x) (u) � �p
�
� p(x) (u) � � p(x) (�u) � �p

+

� p(x) (u)

0 < � < 1 ise
�p

+

� p(x) (u) � � p(x) (�u) � �p
�
� p(x) (u) � �� p(x) (u) � � p(x) (u)

olur,

iii) u 2 Lp(x)(
)n f0g için � p(x) (�u) fonksiyonu için ��ya göre sürekli kon-
veks çift fonksiyondur ve � 2 [0;1) için artand¬r.

� p(x) (u) modülü konvenks oldu¼gundan dolay¬L
p(x)(
) üzerinde

kukp(x);
 := jujp(x) = inf
n
� > 0 : � p(x)

�u
�

�
� 1
o

Luxemburg normu olarak adland¬r¬lan norm tan¬mlanabilir. Bu norm
alt¬nda Lp(x)(
) uzay¬bir Banach uzay¬olur.
Ayr¬ca; u; v 2 Lp(x)(
) ve h:h:h: ju(x)j � jv(x)j ise jujp(x) � jvjp(x) yaz¬la-

bilir.

Teorem 2.10.5. u 2 Lp(x)(
)n f0g olsun. Bu durumda, jujp(x) = a olmas¬
için gerek ve yeter koşul �p(x)

�
u
a

�
= 1 olmas¬d¬r [23; 35] :

Teorem 2.10.6. E¼ger u 2 Lp(x)(
) ve �p(x) (u) : L
p(x)(
) ! R ise, bu

durumda
i)

jujp(x) < 1 (= 1;> 1), � p(x) (u) < 1 (= 1;> 1)

ii) E¼ger

jujp(x) > 1 ise jujp
�

p(x) � � p(x) (u) � juj
p+

p(x)

iii) E¼ger

juj�(x) < 1 ise jujp
+

p(x) � � p(x) (u) � jujp
�

p(x)

olur [23; 25; 26; 35] :
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Teorem 2.10.7. E¼ger u 2 Lp(x)(
) ve n = 1; 2; ::: için (un) 2 Lp(x)(
) ise,
bu durumda

i) lim
n!1

jun � ujp(x) = 0;
ii) lim

n!1
� p(x)(un � u) = 0;

iii) 
 bölgesindeki ölçüme göre un ! u iken lim
n!1

� p(x)(un) = � p(x) (u) ;

ifadeleri eşde¼gerdir [23; 25; 26; 35] :

Yukar¬daki teoremin bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem yaz¬labilir.

Teorem 2.10.8. 
 üzerinde tan¬ml¬ tüm s¬n¬rl¬ ölçülebilir fonksiyonlar¬n
kümesi (Lp(x)(
); j:jp(x)) uzay¬nda yo¼gundur [23; 66] :

Teorem 2.10.9. E¼ger p+ < 1 ise, o zaman (Lp(x)(
); j:jp(x)) uzay¬ayr¬la-
bilir. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise, o zaman (Lp(x)(
); j:jp(x)) uzay¬ düzgün
konvenks ve dolay¬s¬yla yans¬mal¬bir uzay olur [23; 35; 66] :

Teorem 2.10.10. E¼ger 
 � RN bir bölge ise, o zaman C(
)\ Lp(x)(
)
uzay¬(Lp(x)(
); j:jp(x)) uzay¬nda yo¼gun olur [23; 66] :

Teorem 2.10.11. E¼ger 
 � RN bölgesi aç¬k ise, bu durumda C10 (
) uzay¬
(Lp(x)(
); j:jp(x)) uzay¬nda yo¼gundur [24; 67] :

Teorem 2.10.12. Lp(x)(
) uzay¬n¬n dual uzay¬Lp
0(x)(
) uzay¬d¬r. Yani;

i) Her v 2 Lp0(x)(
) için

� (u) =

Z



u(x)v(x)dx; 8u 2 Lp(x)(
) (2.10.1)

şeklinde tan¬mlanan � fonksiyoneli Lp(x)(
) üzerinde sürekli lineer bir fonksiy-
oneldir,
ii) Lp(x)(
) üzerinde (2.10.1) şeklinde tan¬ml¬her sürekli lineer fonksiyonel

için tek bir v 2 Lp0(x)(
) vard¬r [2] :

Tan¬m 2.10.13. 
; RN�de bir bölge, E kümesi 
 bölgesinin ölçülebilir
bir alt kümesi ve �E(x), E�nin karakteristik fonksiyonu olsun. E¼ger, her u 2
Lp(x)(
) için

lim
jEj!0

ju(x)�E(x)jp(x) = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, o zaman u(x) fonksiyonuna Lp(x)(
) üzerinde tan¬mlanan
j:jp(x) normuna göre mutlak süreklidir denir.
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Teorem 2.10.14. Her u 2 Lp(x)(
) fonksiyonu j:jp(x) normuna göre mutlak
süreklidir [23; 66] :

Teorem 2.10.15. (Hölder Eşitsizli¼gi)
Lp

0(x)(
) uzay¬Lp(x)(
) uzay¬n¬n dual uzay¬ve 1
p(x)+

1
p0(x) = 1 olmak üzere,

her u 2 Lp(x)(
) ve v 2 Lp
0(x)(
) için

������
Z



uvdx

������ �
�
1

p�
+

1

(p�)
0

�
jujp(x) jvjp=(x) � 2 jujp(x) jvjp=(x)

olur [23; 26] :

Teorem 2.10.16. Her u 2 Lp(x)(
), v 2 Lq(x)(
) ve w 2 Lr(x)(
) için
1

p(x) +
1

q(x) +
1

r(x) = 1 ise, o zaman������
Z



uvwdx

������ �
�
1

p�
+
1

q�
+
1

r�

�
jujp(x) jvjq(x) jwjr(x) � 3 jujp(x) jvjq(x) jwjr(x)

olur [25].

Teorem 2.10. 17. 
; RN �de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 < j
j <1 ve p(x); q(x) 2
L1+ (
) olsun. Bu durumda L

q(x)(
) ,! Lp(x)(
) gömmesinin var olmas¬ için
gerek ve yeter koşul h:h:h: x 2 
 için p(x) � q(x) olmas¬d¬r. Ayr¬ca,

jujp(x) � C (1 + j
j) jujq(x)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir [35] :

Teorem 2.10.18. (Lebesgue Dominated Yak¬nsakl¬k Teoremi ) 
;
RN de s¬n¬rl¬bir bölge, ve 
�da (un)1n=1 ve öçülebilir u fonksiyonlar¬için 
�da
h.h.h. un ! u olsun. E¼ger herbir n 2 N için 
�da h.h.h. junj � ' olacak şekilde
bir ' 2 L1(
) varsa o zaman L1(
) uzay¬nda un ! u olur [65] :

2.11. De¼gi̧sken Üstlü Sobolev Uzay¬
�
Wm;p(x)(
)

�
Tan¬m 2.11.1. 
;RN �de bir bölge ve m negatif olmayan herhangi bir tam-

say¬ olsun. j�j � m özellikli her �� çoklu indisi için 
 bölgesinde tan¬ml¬
D�u 2 Lp(x)(
) şeklindeki tüm u fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬na de¼gi̧sken üstlü
Sobolev uzay¬ad¬verilir ve

Wm;p(x)(
) :=
n
u 2 Lp(x)(
) : D�u 2 Lp(x)(
); j�j � m

o
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şeklinde yaz¬labilir. Bu uzayda tan¬mlanan norm

kukWm;p(x)(
) = kukp(x);m;;
 =
X
j�j�m

jD�ujp(x)

şeklinde gösterilir. Bu norm alt¬nda Wm;p(x)(
) uzay¬bir Banach uzay¬olur.
Wm;p(x)(
) uzay¬nda m = 1 olarak al¬n¬rsa,

W 1;p(x)(
) :=
n
u 2 Lp(x)(
) : jruj 2 Lp(x)(
)

o
şeklinde tan¬mlanan W 1;p(x)(
) uzay¬na dönüşür. Bu uzayda tan¬mlanan norm

kukW 1;p(x)(
) = kuk1;p(x) = jujp(x) + jrujp(x)
olur. Bu norm alt¬nda W 1;p(x)(
) uzay¬bir Banach uzay¬olur.

C10 (
) uzay¬n¬n, W
1;p(x)(
) uzay¬ndaki kapan¬̧s¬W 1;p(x)

0 (
) uzay¬olur. Bu
uzayda tan¬mlanan norm

kuk
W

1;p(x)
0 (
)

= kuk = jrujp(x)

şeklindedir. Bu norm alt¬nda W 1;p(x)
0 (
) uzay¬da bir Banach uzay¬olur.

Teorem 2.11.2. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise Wm;p(x)(
), Wm;p(x)

0 (
),
W 1;p(x)(
) ve W 1;p(x)

0 (
) uzaylar¬ayr¬labilir ve yans¬mal¬Banach uzaylar¬d¬r
[66].

Teorem 2.11.3. 
 � RN s¬n¬rl¬ bir bölge ve p(x); q(x) 2 C(
) olarak
kabul edelim. Her x 2 
 için 1 � q(x) < p�(x) ise, o zaman

W 1;p(x)(
) ,! Lq(x)(
) ve W 1;p(x)(
) ,!,! Lq(x)(
)

sürekli ve kompakt gömmesi vard¬r [22; 23; 35] :

Teorem 2.11.4. 
;RN�de (N > 1) s¬n¬rl¬bir bölge ve p(x) fonksiyonu 

bölgesinde sürekli ve her x 2 
 için p(x) < N

m ; (m < N;m 2 N) olsun. Bu
durumda 0 < " < m

N�m için

1 � q(x) � p�(x)� " ; 8x 2 


koşullunu alt¬nda

jujq(x) � c jrujp(x) ; u 2W 1;p(x)
0 (
)
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olacak şekilde c > 0 sabiti vard¬r [35] .
Aşa¼g¬daki teoremde, Edmunds ve Rakosnik (2000) yukar¬daki çal¬̧smay¬m =

1 için ¬spatlam¬̧slar [21].

Teorem 2.11.5. 
;RN�de (N > 1) s¬n¬rl¬bir bölge ve p(x) : 
 ! [1; N)
fonksiyonu sürekli olsun. Ayr¬ca, 0 < " < 1

N�1 ve her x 2 
 için q(x) ölçülebilir
fonksiyonu

1 � q(x) � p�(x)� "

özelli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda

jujq(x) � c jrujp(x) ; u 2 C10 (
)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak bir c > 0 say¬s¬vard¬r [21] :

Tan¬m 2.11.6. X ve Y iki normlu uzay ve f : X ! Y tan¬ml¬ bir
fonksiyonu olsun. E¼ger herhangi x1; x2 2 X için

jf (x1)� f (x2)j � A jx1 � x2j�

olacak şekilde A > 0 ve � 2 (0; 1] say¬lar¬varsa f fonksiyonu X üzerinde Hölder
koşulusunu sa¼glar denir. A ve � say¬lar¬na s¬ras¬yla Hölder katsay¬s¬ve Hölder
üstü denir. E¼ger � = 1 ise

jf (x1)� f (x2)j � L jx1 � x2j

koşuluna Lipschitz koşulu sa¼glar veya Lipschitz süreklidir denir [44]
Teorem 2.11.7. 
;RN�de (N � 2) koni özelli¼gine sahip aç¬k bir bölge, m

pozitif bir say¬ve p(x) : 
! R fonksiyonu

1 < p� � p+ <
N

m
ve mp(x) < N

koşulunu sa¼glayan Lipschitz sürekli bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca, q(x) : 
 ! R
ölçülebilir fonksiyonu hemen hemen her x 2 
 için

p(x) � q(x) � p�(x)

sa¼glans¬n. Bu durumda

Wm;p(x)(
) ,! Lq(x)(
)

sürekli gömmesi vard¬r [22].
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Teorem 2.11.8. 
;RN�de (N � 2) koni özelli¼gine sahip aç¬k bir bölge ve
p(x) : 
! R fonksiyonu

1 < p� � p+ <
N

m
ve mp(x) < N

olacak şekilde düzgün sürekli bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca, 
 �da tan¬ml¬ölçülebilir
q(x) fonksiyonu hemen hemen her x 2 
 için

p(x) � q(x)

ve
ess inf

x2

(p�(x)� q(x)) > 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda

Wm;p(x)(
) ,! Lq(x)(
)

sürekli gömmesi vard¬r [22] :

Teorem 2.11.9. 
;RN�de (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge ve p(x) : 
! R fonksiy-
onu

1 < p� � p+ <
N

m
ve mp(x) < N

olacak şekilde düzgün sürekli bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca, 
 �da tan¬ml¬ölçülebilir
q(x) fonksiyonu hemen hemen her x 2 
 için

p(x) � q(x)

ve
ess inf

x2

(p�(x)� q(x)) > 0

koşulular¬sa¼glans¬n. Bu durumda

Wm;p(x)(
) ,!,! Lq(x)(
)

sürekli kompakt gömmesi vard¬r [22] :
Teorem 2.11.10. 
;RN�de (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge; p(x) ve q(x), 
 da

ölçülebilir fonksiyonlar ve p(x);

1 < p� � p+ <
N

m
ve mp(x) < N

koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger
i) p(x) � q(x) � p�(x); 8x 2 
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ii) q(x) : 
 �! R fonksiyonu Lipschitz sürekli

iii) ess inf
x2


�
q(x)N�1N � p(x)

�
> 0

koşullar¬sa¼glan¬yorsa

W 1;p(x)(
) ,! Lq(x)(
)

sürekli gömmesi vard¬r [22] :

Teorem 2.11.11. 
;RN�de(N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge ve x 2 
 için

sup
x2


q(x)

�
1

p(x)
� 1

N

�
� 1� �; � =

q+ � q�
N� ; N� =

N

N � 1

olacak şekilde 1 � q� � q(x) � q+ < 1 ve 1 � p+ < N olarak al¬ns¬n. Bu
durumda,

C (N; p; q;
) =

�
C (N; p; q) j
j

1
N�

1

p�
+ 1

q+ e¼ger j
j � 1
C (N; p; q) j
j

1
N�

1

p+
+ 1

q� e¼ger j
j � 1

olmak üzere, u 2 C10 (
) için

jujq(x) � C (N; p; q;
) jrujp(x)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde pozitif bir C (N; p; q;
) say¬s¬vard¬r [15] :

Tan¬m 2.11.12. 
;RN�de aç¬k bir bölge ve p(x) : 
 ! [1;1) sürekli bir
fonksiyon olsun. E¼ger her x; y 2 
 için

jp(x)� p (y)j � c

� log jx� yj ; jx� yj < 1

2

eşitsizli¼gini sa¼glayacak bir c > 0 say¬s¬varsa p(x) fonksiyonuna (local olarak)
log-Hölder süreklidir denir [31] :
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Teorem 2.11.13. 
;RN �de Lipschitz s¬n¬r¬na sahip aç¬k s¬n¬rl¬bir bölge,
1 < p� � p+ < N; � = q+�q�

N� , N� = N
N�1 ve p(x) fonksiyonu local olarak

log-Hölder sürekli olsun. Bu durumda en az bir � > 0 için q(x) � p�(x) � �
özelli¼gindeki q fonksiyonu için

W 1;p(x)(
) ,! ,! Lq(x)(
)

kompakt gömmesi vard¬r [16] :

Teorem 2.11.14. (Poincaré Eşitsizli¼gi)

; RN �de düzgün s¬n¬ra sahip bir bölge ve p(x) 2 L1+ (
) olacak şekilde bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her u 2W 1;p(x)
0 (
) için

jujp(x) � c jrujp(x)

eşitsiz¼gini sa¼glayacak c > 0 sabiti vard¬r [35] :

2.12. De¼gi̧sken Üstlü A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue Uzay¬
�
L
p(x)
a(x)(
)

�
Tan¬m 2.12.1. 
; RN �de aç¬k bir bölge ve a bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun.

Bu durumda 1 � p(x) � 1 içinZ



a(x) ju(x)jp(x) dx <1;

özelli¼gine sahip ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesine de¼gi̧sken üstlü
a¼g¬rl¬kl¬lebesgue uzay¬denir ve Lp(x)a(x)(
) ile gösterilir.
Bu uzay¬,

L
p(x)
a(x)(
) =

8<:u 2 S(
) :
Z



a(x) ju(x)jp(x) dx <1; a : 
! R+
9=;

şeklinde de yaz¬labilir. Bu uzay, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬na benzer özel-
likler gösterir.

L
p(x)
a(x)(
) uzay¬

juj
L
p(x)

a(x)

(
) := juja(x);p(x) = inf
(
� > 0 :

Z
a(x)

����u(x)�
����p(x) dx � 1

)
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normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r.
Bu uzayda tan¬mlanan modüler fonksiyon; �a(x);p(x) (u) : L

p(x)
a(x)(
)! R

�a(x);p(x) (u) =

Z



a(x) ju(x)jp(x) dx

şeklinde tan¬mlan¬r.
Teorem 2.12.2. E¼ger u 2 Lp(x)a(x)(
) ve n = 1; 2; ::: için (un) 2 L

p(x)
a(x)(
) ise,

bu durumda
i)

u 6= 0 için juja(x);p(x) = �, �a(x);p(x)(
u

�
) = 1

ii)
juja(x);p(x) < 1(= 1;> 1), �a(x);p(x)(u) < 1(= 1;> 1)

iii) E¼ger

juja(x);p(x) > 1; ise jujp
�

a(x);p(x) � �a(x);p(x)(u) � juj
p+

a(x);p(x)

iv) E¼ger

juja(x);p(x) < 1; ise jujp
+

a(x);p(x) � �a(x);p(x)(u) � juj
p�

a(x);p(x)

v)
lim
n!1

junja(x);p(x) = 0, lim
n!1

�a(x);p(x)(un) = 0

vi)
junja(x);p(x) !1, �a(x);p(x)(un)!1

olur [25] :
Teorem 2.12.3. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise, o zaman Lp(x)a(x)(
) uzay¬

ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir Banach uzay¬olur [27] :

Teorem 2.12.4. p(x) ve q(x) ölçülebilir fonksiyonlar¬her x 2 
 için p(x) 2
L1(
) ve 1 � p(x)q(x) <1 olsun: u 2 Lq(x)(
), u 6= 0 ise o zaman
i)

jujp(x)q(x) � 1 =) jujp
+

p(x)q(x) �
���jujp(x)���

q(x)
� jujp

�

p(x)q(x) ;

ii)
jujp(x)q(x) > 1 =) jujp

�

p(x)q(x) �
���jujp(x)���

q(x)
� jujp

+

p(x)q(x) :

yaz¬labilir. E¼ger p(x) = p şeklinde bir sabit ise

jjujpjq(x) = juj
p
pq(x)

olur [35] :
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Teorem 2.12.5. 
�n¬n s¬n¬r¬koni özelli¼gine sahip s¬n¬rl¬bir bölge ve p(x) 2
C
�


�
olsun. x 2 
 için a(x) > 0; a(x) 2 Lr(x); r(x) 2 C

�


�
ve r� > 1 olarak

kabul edilsin. E¼ger q(x) 2 C
�


�
ve

1 � q(x) <
r(x)� 1
r(x)

p�(x) ; 8x 2
_



ise
W 1;p(x)(
) ,!,! L

q(x)
a(x)(
)

kompakt gömmesi vard¬r [26] :
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3.BÖLÜM

STANDARD VE STANDARD OLMAYAN BÜYÜME KOŞULLU
DENKLEMLER·IN ÇÖZÜMLER·INDE KULLANILAN

TEOREMLER VE YAKLAŞIMLAR

Bu bölümde, standart ve standart olmayan büyüme koşullu diferansiyel ve
k¬smi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin varl¬¼g¬için kullan¬lan teoremler ve
yaklaş¬mlar hakk¬nda bilgi verilecektir.
Üzerinde çal¬̧st¬¼g¬m¬z Lebesgue-Sobolev uzaylar¬yans¬mal¬ve ayr¬labilir bir

Banach uzay olduklar¬ndan dolay¬, bu bölümde X Banach uzay¬denildi¼ginde
yans¬mal¬ve ayr¬labilir bir Banach uzay olarak kabul edilecektir. Bu X uzay¬n¬n
dual uzay¬X� şeklinde gösterilecektir.

3.1. Temel Tan¬mlar

Tan¬m 3.1.1. X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R) s¬n¬f¬nda bir fonksiyonel
olarak verilsin. E¼ger, her v 2 X için

hJ 0 (u) ; vi = 0

eşitli¼gini sa¼glayan herbir u 2 X eleman¬na J fonksiyonelinin kritik noktas¬
denir.

Tan¬m 3.1.2. X bir Banach uzay ve J : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyonel
olarak verilsin. E¼ger, her u 2 X eleman¬için

jJ (u)j � c

olacak şekilde pozitif bir c 2 R say¬s¬varsa J fonksiyoneline s¬n¬rl¬d¬r veya iyi
tan¬ml¬d¬r denir.

Tan¬m 3.1.3. X bir Banach uzay ve J : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyonel
olarak verilsin. E¼ger, her u 2 X için

J (v) � J (u)

olacak şekilde bir v 2 X varsa, bu v fonksiyonuna J fonksiyonelinin bir mini-
mumu veya minimize edici denir ve

inf
u2X

J (u) = J (v)
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olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.1.4. X bir Banach uzay ve J : X ! R tan¬ml¬bir fonksiyonel
olarak verilsin. E¼ger, herbir (un) � X dizisi için

lim
n!1

J(un) = inf
u2X

J (u)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa bu (un) dizisine J fonksiyonelinin minimize dizisi denir.

Tan¬m 3.1.5. X bir Banach uzay, 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge, f :


�R! R sürekli bir fonksiyon ve her (x; t) 2 
�R için F (x; t) =

tZ
0

f (x; s) ds

şeklinde tan¬ml¬bir fonksiyon olmak üzere;

�div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; (3:1:1)

k¬smi diferansiyel denklemini ele alal¬m. Bu denkleme karş¬l¬k gelen

J (u) =

Z



1

p(x)
jrujp(x) dx�

Z



F (x; u) dx; 8u 2 X

J 2 C1(X;R) fonksiyoneline Euler-Lagrange fonksiyoneli (enerji fonksiy-
oneli) denir. Bu J enerji fonksiyonelinin türevi

hJ 0 (u) ; vi =

Z



jrujp(x)�2rurvdx�
Z



f (x; u) vdx;

olarak tan¬mlan¬r.
Ayr¬ca, herbir v 2 C10 için

Z



jrujp(x)�2rurv dx�
Z



f (x; u) vdx = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, bu durumda her u 2 X eleman¬na (3:1:1) denkleminin zay¬f
çözümü denir. Bir denklemin zay¬f çözümleri ayn¬zamanda denklemin kritik
noktalar¬d¬r.

Tan¬m 3.1.6. X bir Banach uzay, f : 
 � R ! R (N � 2) sürekli bir

fonksiyon ve her (x; t) 2 
 � R için F (x; t) =
tZ
0

f (x; s) ds şeklinde tan¬ml¬bir

fonksiyon olarak verilsin. E¼ger her x 2 
 ve jtj �M (9M > 0) t 2 R için
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0 < �F (x; t) � t f (x; t)

olacak şekilde en az bir tane � > p+ say¬s¬varsa, o zaman f fonksiyonu Am-
brosetti - Rabinovitz koşulunu (AR) sa¼glar denir. � > p+ eşitsizli¼gindeki
p+ esnek olan k¬s¬md¬r.
Ambrosetti-Rabinovitz koşulu s¬n¬rl¬ bir dizi bulmak için f fonksiyonuna

b¬rak¬lan önemli koşullardan biridir.
Tan¬m 3.1.7. Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z (3:1:1) denkleminin,

I (u) =

Z



1

p(x)
jrujp(x) dx

k¬sm¬ve bu k¬sm¬n türevi

hI 0 (u) ; vi =
Z



jrujp(x)�2rurvdx

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar

i) I (u) convex fonksiyonel,
ii) I 0 : X ! X� fonksiyoneli sürekli, s¬n¬rl¬ve kesin monotundur,
iii) I 0 : X ! X� fonksiyoneli (S+) tipindedir: e¼ger (un) � X dizisi için X

uzay¬nda un * u iken

lim sup
n!1

hI 0(un)� I 0(u); un � ui � 0

oluyorsa o zaman X uzay¬nda
un ! u

olur,
iv) I 0 : X ! X� fonksiyoneli bir homeomor�zmdir.

Tan¬m 3.1.8. X bir Banach uzay ve f : 
 � R ! R (N � 2) tan¬ml¬bir
fonksiyonel olsun. E¼ger f fonksiyoneli,

i) Hemen hemen her x 2 
 için � ! f (x; �) fonksiyoneli sürekli,
ii)Her � 2 R için x! f (x; �) fonksiyoneli 
�da ölçülebilir,
koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa f fonksiyoneli Carathéodory koşulunu sa¼glar denir.

Tan¬m 3.1.9. X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R) tan¬ml¬bir fonksiyonel
olsun. E¼ger, u 2 X için

kukX !1 iken J (u)!1
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koşulu sa¼glan¬yorsa J fonksiyoneli X üzerinde Coercive fonksiyoneldir denir.

3.2. Varyasyonel Yaklaş¬m

Tan¬m 3.2.1. X bir Banach uzay ve T : X ! X� tan¬ml¬bir operatör
olarak verilsin. E¼ger

T (:) = J 0 (:)

olacak şekilde bir J 2 C1(X;R) fonksiyonel bulunabiliyorsa T operatörüne
varyasyonel operatör ad¬verilir.
E¼ger bir problem

T (:) = 0

şeklinde bir fonksiyonel denklem olarak yaz¬labiliyorsa bu probleme varyasy-
onel problem ad¬ verilir. Bu durumda, T (u) = 0 denklemini sa¼glayan u
fonksiyonlar¬ayn¬zamanda J 0 (u) = 0 enerji fonksiyonelini de sa¼glar. Dolay¬s¬yla,
J (u) enerji fonksiyonelini sa¼glayan u kritik noktalar¬ayn¬zamanda T (u) = 0
probleminin de zay¬f çözümleri olur. Yani, J(u) enerji fonksiyonelini mini-
mize eden bir minimum fonksiyonunu bulmak, varyasyonel yaklaş¬m¬n temel
amac¬d¬r. Daha aç¬k söylemek gerekirse; X bir Banach uzay, 
 � RN (N � 2)
s¬n¬rl¬ bir bölge, F 2 C1 (
� R;R) ve J : X ! R olarak tan¬mlayal¬m.
Varyasyonel yaklaş¬m, verilen bir F (x; u (x) ;ru (x)) = 0 diferansiyel denklemi-
nin çözümlerini (
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge) bulmak için, F (x; u (x) ;ru (x))
karş¬l¬k gelen ve

J(u) =

Z



F (x; u (x) ;ru (x)) dx

şeklinde tan¬mlanan J(u) enerji fonksiyonelinin minimumlar¬( veya kritik nok-
talar¬) olan u = u(x) fonksiyonlar¬n¬bulmak olarak ifade edilebilir. Çünkü J(u)
enerji fonksiyonelinin minimumlar¬, F (x; u (x) ;ru (x)) diferansiyel denklemi-
nin çözümleridir. J(u) enerji fonksiyonelinin kritik noktalara sahip olmas¬için
gerekli koşul J(u) karş¬l¬k gelen Euler-Lagrange denkleminin sa¼glamas¬yani

@F

@u
� d

dx

�
@F

@ (ru)

�
= 0

olmas¬d¬r.

3.3. Varyasyonel Yaklaş¬mda Kullan¬lan Yöntemler

3.3.1. Nehari Manifold Yöntemi


 � RN s¬n¬rl¬ bir bölge ve J 2 C1(X;R), X Banach uzay¬nda tan¬ml¬
probleme karş¬l¬k gelen enerji fonksiyoneli olarak verilsin. E¼ger J , X uzay¬nda
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alttan s¬n¬rl¬ ve bir minimize sahipse o zaman bu minimize de¼geri J�nin bir
kritik noktas¬d¬r. Bu kritik nokta ayn¬zamanda problemin çözümüdür. Birçok
problemde; J enerji fonksiyoneli, X uzay¬n¬n tamam¬nda alttan s¬n¬rl¬olmaz.
Bu durumlarda X uzay¬n¬n uygun bir alt uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu gösterilir
ve e¼ger uygun bir alt uzay¬ varsa problemin çözümleri bu uzayda araşt¬r¬l¬r.
Bütün bunlar için X �in en uygun alt uzay¬Nehari manifoldu�dur. Nehari
Manifoldu (M� (
));

M� (
) = fu 2 X : hJ 0(u); ui = 0g
şeklinde tan¬mlan¬r. h:; :i ; X ve X� aras¬ndaki iç çarp¬md¬r. Nehari Manifoldu
aşa¼g¬da gösterildi¼gi gibi local minimum, local maximum ve dönüm noktalar¬
olarak

M+
� (
) = fu 2M�(
) : hJ 00(u); ui > 0g

M�
� (
) = fu 2M�(
) : hJ 00(u); ui < 0g

M0
�(
) = fu 2M�(
) : hJ 00(u); ui = 0g

şeklinde üç ayr¬kümeye ayr¬l¬r. Bu durumda, J�nin bütün kritik noktalar¬M�

(
) üzerindedir. M� (
) üzerindeki local minimize fonksiyonu, ayn¬zamanda
J�nin kritik noktas¬d¬r. Dolay¬s¬yla bu kritik noktalar problemin çözümleri olur.

Wu (2007);�
��pu = f(x) jujq�2 u+ g(x) jujr�2 u; x 2 

u = 0; x 2 @


şeklindeki elliptik denklemi ele alm¬̧st¬r. Denklemde, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge,
1 < q < p < r < p�( N > p ise p� = Np

N�p ; N � p ise p� = 1); � 2 Rn f0g ve
f; g a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬f� = max f�f; 0g 6= 0 ve g� = max f�g; 0g 6= 0 olarak
tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, varyasyonel yaklaş¬mla Nehari Manifold Yön-
temi kullan¬larak, denklemin Superlineer ve Sublineer durumlar¬ incelenerek,
denklemin en az iki pozitif çözümünün varl¬¼g¬gösterilmi̧stir [68].

3.3.2. Fibrering Yöntemi


 � RN s¬n¬rl¬ bir bölge, J 2 C1(X;R); X Banach uzay¬nda tan¬ml¬
bir probleme karş¬l¬k gelen enerji fonksiyoneli ve M� (
) Nehari Manifold�u
olarak tan¬mlayal¬m. Nehari Manifold�u �u (t) = J (tu) (t > 0) fonksiyonelinin
davran¬̧s¬ile yak¬ndan ili̧skilidir. �u (t) = J (tu) (t > 0) fonksiyonelinin davran¬̧s¬na
Fibrering yaklaş¬m¬olarak adland¬r¬l¬r. Nehari Manifoldu�nun tan¬m¬ndan,

u 2M�(
), �0u (1) = 0

ve daha genel olarak,

�0u (t) = 0, tu 2M�(
)
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yaz¬labilir.
M�(
)�n¬n bütün elemanlar¬, Fibrering yaklaş¬m¬ndaki durgun (stationary

points) noktalara veya J fonksiyonelin kritik noktalar¬na karş¬l¬k gelir. Fibrering
yaklaş¬m¬da Nehari Manifoldu yaklaş¬m¬na benzer olarak aşa¼g¬daki gibi local
minimum

�
M+
� (
)

�
, local maximum

�
M�
� (
)

�
ve dönüm noktalar¬

�
M0
�(
)

�
olarak üç ayr¬kümeye ayr¬l¬r.

M+
� (
) =

�
u 2M�(
) : �

00
u (t) > 0

	
;

M�
� (
) =

�
u 2M�(
) : �

00
u (t) < 0

	
;

M0
�(
) =

�
u 2M�(
) : �

00
u (t) = 0

	
:

E¼ger u; J fonksiyonelinin local minimize ise o zaman �u, t = 1 için bir local
minimum sahiptir. Sonuç olarak, �0u (t) = 0 ise t = t (u) noktas¬J fonksiy-
onelinin bir kritik noktas¬d¬r [4].

3.4. Varyasyonel Yaklaş¬mda Kullan¬lan Teoremler

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda varyasyonel yaklaş¬mda kullan¬lan temel teorem-
ler ve bu teoremlerin kullan¬ld¬¼g¬belli başl¬ca çal¬̧smalar verilecektir.
Teorem 3.4.1. X bir Banach uzay¬ve J 2 C1(X;R) bir fonksiyonel olsun.

E¼ger J fonksiyoneli,
i) J fonksiyoneli X üzerinde coercive
ii) J fonksiyoneliX üzerinde alttan zay¬f yar¬sürekli
koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, o zaman J (u) = inf

v2X
J (v) olacak şekilde bir u 2 X

minimize fonksiyonu vard¬r [66] :
J fonksiyoneli coercive ve alttan zay¬f yar¬ sürekli koşulunu sa¼glad¬¼g¬ za-

man bir minimum noktaya sahip olur. E¼ger, J fonksiyoneli coercive ve alt-
tan zay¬f yar¬sürekli koşulunu sa¼glamad¬¼g¬durumda bu teorem geçerli olmaz.
Bu durumda Kritik Nokta teorisi kullan¬larak bu problem aş¬l¬r. Bu teoriye
göre, fonksiyonelin alttan s¬n¬rl¬ olmad¬¼g¬ durumlarda fonksiyoneli minimize
eden global minimum de¼gerler yerine kritik noktalar (saddle points) bulunur
.

Tan¬m 3.4.2. (Palais-Smale Dizisi) X bir Banach uzay¬ve J 2 C1(X;R)
bir fonksiyonel olsun. E¼ger, herhangi bir (un) � X dizisi için
i)

jJ(un)j � c; c 2 R

ii)
X� uzay¬nda n!1 için J 0(un)! 0

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, o zaman (un) dizisine J enerji fonksiyonelinin bir Palais-
Smale dizisi denir. Palais-Smale dizisi J fonksiyonelini minimize eden bir dizidir.
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Ancak, J 2 C1(X;R) fonksiyonel alttan s¬n¬rl¬ de¼gilse, o zaman J fonksiy-
onelinin Palais-Smale dizisi hakk¬nda kesin birşey söylenemez [25; 67].

Teorem 3.4.3.(Palais-Smale Koşulu) X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R)
bir fonksiyonel olarak verilsin. E¼ger, J�nin her Palais-Smale dizisi güçlü yak¬n-
sak bir alt diziye sahip ise o zaman J enerji fonksiyoneli Palais-Smale koşuluna
sahiptir denir [24; 43; 55; 66].

Tan¬m 3.4.4. X bir Banach uzay¬ve J 2 C1(X;R) bir fonksiyonel olarak
verilsin. E¼ger,
i)

lim
n!1

J(un) = c; c 2 R

ii)
X� uzay¬nda n!1 için J 0(un)! 0

koşullar¬n¬sa¼glanyan bir (un) � X dizisi güçlü yak¬nsak bir alt diziye sahipse,
o zaman J fonksiyoneli c 2 R seviyesinde (PS)c koşulunu sa¼glar denir. E¼ger J
fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glarsa, o zaman her c 2 R için (PS)c koşulunu da
sa¼glar.

J enerji fonksiyoneli Palais-Smale koşulununa sahip oldu¼gunu gösterebilmek
için öncelikle (un) dizisinin X uzay¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gu gösterilecek. S¬n¬rl¬l¬¼g¬n
gösterilmesi durumunda (un) dizisinin X uzay¬nda zay¬f yak¬nsak oldu¼gu göster-
ilmi̧s olur. Çünkü, X yans¬mal¬Banach uzay oldu¼gundan X �deki her s¬n¬rl¬dizi
zay¬f yak¬nsak bir alt diziye sahip olur. Daha sonra, (un) dizisinin X uzay¬nda
güçlü yak¬nsak olup olmad¬¼g¬ gösterilecek. Bunun için de, kompakt gömme
teoremlerinden yaralan¬lacakt¬r. Böylece, J enerji fonksiyoneli Palais-Smale
koşulunu sa¼glar ve alttan s¬n¬rl¬olursa o zaman bu Palais-Smale dizisi J enerji
fonksiyonelini minimize eder. Ayr¬ca; dizinin güçlü yak¬nsad¬¼g¬de¼ger, fonksiy-
onelin bir kritik noktas¬ ve denklemin de çözümü olur. Ancak, Palais-Smale
koşulu sa¼glanmazsa bu ifade yanl¬̧s olur.
Palais-Smale koşulu ve coercive�lik özelli¼gi J fonksiyonelinin in�mumunun

(yani kritik noktas¬n¬n/çözümünün) X uzay¬nda oldu¼gunun ispat¬ için yeterli
koşullard¬r.

Teorem 3.4.5. (Ekeland Varyasyonel Prensibi) X bir Banach uzay
ve J : X ! (�1;1] tan¬ml¬bir fonksiyoneli olsun. E¼ger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬,
ii) J fonksiyoneliX üzerinde alttan zay¬f yar¬sürekli,
koşullar¬n¬sa¼glarsa o zaman her " > 0 için

J(u") < inf
u2X

J (u) + "

J(u") < J (u) + " ku" � ukX ; u" 6= u
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olacak şekilde bir (u") 2 X dizisi vard¬r. Ekeland�s Varyasyonel yaklaş¬m¬
yard¬m¬yla J fonksiyoneli için Palais-Smale dizisi elde edilebilir [41; 66].

Teorem 3.4.6. (Ekeland Varyasyonel Prensibi 2) X bir Banach uzay
ve J : X ! (�1;1] alttan s¬n¬rl¬bir fonksiyonel ise, o zaman her � > 0 için

J (u) < inf
u2X

J (u) + �

X� uzay¬nda jJ 0(un)j � �

olacak şekilde bir u 2 X vard¬r [66].

Teorem 3.4.7. X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R) bir fonksiyonel olsun.
E¼ger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬,
ii) J fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼gl¬yor,
ise bu durumda J (u) = inf

v2X
J (v) olacak şekilde bir u 2 X minimize fonksiy-

onu vard¬r [66].

Teorem 3.4.8. X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R) bir fonksiyonel olsun.
E¼ger J fonksiyoneli,
i) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬,
ii) J fonksiyoneli X üzerinde alttan zay¬f yar¬sürekli,
iii) J fonksiyoneliX üzerinde coercive,
koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu durumda J (u) = inf

v2X
J (v) olacak şekilde bir u 2 X

minimize fonksiyonu vard¬r [66] :
Teorem 3.4.9. X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R) bir fonksiyonel olsun.

E¼ger J fonksiyoneli,
i) J fonksiyoneli X üzerinde coercive,
ii) J fonksiyoneliX üzerinde alttan zay¬f yar¬sürekli,
koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu durumda J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬

ve J (u) = inf
v2X

J (v) olacak şekilde bir u 2 X minimize fonksiyonu vard¬r [66] :

Tan¬m 3.4.10. (Cerami koşulu) X bir Banach uzay ve J 2 C1(X;R)
olsun. E¼ger J fonksiyoneli, herhangi bir (un) � X dizisi için
i)

jJ(un)j � c

ii)
n! +1 iken (1 + kunkX) jJ

0(un)j ! 0

koşullar¬n¬ sa¼glayan yak¬nsak bir alt diziye sahip ise, o zaman J fonksiyoneli
Cerami koşuluna (C) sahiptir. Buradaki (un) dizisine de Cerami dizisi ad¬
verilir [55; 62; 66].
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Teorem 3.4.11. (Mountain Pass Geometrisi)X bir Banach uzay ve J 2
C1(X ;R) fonksiyoneli (PS) koşulunu ve J (0) = 0 şart¬n¬sa¼glas¬n. Farzedelimki
J fonksiyoneli,
i) Her u 2 X fonksiyonu için

kukX = � iken J (u) � � > 0

olacak şekilde � ve � pozitif say¬lar vard¬r,
ii) J (�) < 0 (veya t!1 iken J (t�) < �1) olacak şekilde kvkX > � koşu-

lunu sa¼glayan bir � 2 X fonksiyonu vard¬r şek-
lindeki geometrik koşullar¬sa¼glas¬n. Bu durumda J fonksiyoneli, X uzay¬nda
s¬f¬rdan farkl¬en az bir kritik noktaya sahiptir [14; 42; 48; 60; 66].

J fonksiyonelinin coercive�lik özelli¼ginin yerine Mountain Pass Geometrisi
olarak bilinen teorem de kullan¬labilir. E¼ger J fonksiyoneli, Palais-Smale koşu-
lunu ve Mountain Pass Geometri�sini sa¼glarsa o zaman J fonksiyonelin en az bir
kiritik noktaya sahip olur. Bu kritik nokta denklemin s¬f¬rdan farkl¬en az bir
çözümünün oldu¼gunu gösterir.

Calota (2008),(
��pu = � juj

q(x)�2
u+ juj

p�(x)�2
u; x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip
lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Denklemde; 
 � RN (N � 3)
düzgün s¬n¬ra sahip aç¬k s¬n¬rl¬bir bölge, �pu =div(jruj

p�2
ru); x 2 
 için

q(x) > 1 ve q(x) 2 C
�


�
; 1 < p < N , � > 0 bir sabit ve p� = Np=(N � p)

Sobolev kritik kuvveti olarak al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada; varyasyonel yaklaş¬mla
Mountain Pass teoremi ve Ekeland prensibi kullan¬larak, denklemin Superli-
neer durumu incelenerek, denklemin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün oldu¼gu
gösterilmi̧stir [14].
Teorem 3.4.12. (Genelleştirilmi̧s Mountain Pass Teoremi) X bir

Banach uzay¬, J 2 C1(X ;R) fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glas¬n ve J (0) = 0
olsun. Farzedelimki
i)

kukX > � iken J (u) � J (0) ;

ii)
� = inf fJ (u) : u 2 X; kuk = �g > 0;

olacak şekilde bir � pozitif say¬s¬ve u 2 X olsun. Ayr¬ca G 6= ? olacak şekilde

G = f' 2 C ([0; 1] ; X) : ' (0) = 0; ' (1) = �g

ve

� = inf fmax J (' ([0; 1])) : ' 2 Gg
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kümeleri verilsin. Bu durumda � � � < +1 olmak üzere; �; J �nin kritik
noktas¬d¬r [6; 20; 21; 39; 55; 57].
Bu aç¬klanan yöntemlerle, verilen bir standart olmayan büyüme koşullu li-

neer olmayan eliptik denklemin en az bir çözümünün varl¬¼g¬n¬göstermek için
yeterlidir. Ancak, denklemin sonsuz çözümünün varl¬¼g¬n¬gösterebilmek için baz¬
teoremlerin de ispatlanmas¬gerekecektir. Bunlardan bir tanesi Z2�Symmetric
Mountain Pass Lemma olarak bilinen teoremdir. Di¼ger önemli teorem ise Foun-
tain Teoremi�dir.

Mih¼ailescu ve R¼adulescu (2006),8<: div (a (x;ru)) = �
�
u�1 � u��1

�
; x 2 


u(x) = 0; x 2 @

u(x) � 0; x 2 


şeklindeki dejenere s¬n¬r koşullar¬na sahip standart olmayan büyüme koşullu
denklemi incelemi̧sler. Burada; 
 � RN (N � 3) s¬n¬rl¬bir bölge, � > 0; her
x 2 
 için 1 < � <  < inf

x2

p(x) ve p(x)> 1 olarak al¬nmaktad¬r. Bu çal¬̧smada;

varyasyonel yaklaş¬mla Kritik nokta teorisini ve Genelleştirilmi̧s Mountain Pass
teoremi kullan¬larak, denklemin Sublineer durumu incelenerek, denklemin s¬f¬r-
dan farkl¬en az iki tane zay¬f çözümünün oldu¼gu gösterilmi̧stir [39].

Teorem 3.4.13. (Z2-Symmetric Mountain-Pass Teoremi ) X sonsuz
boyutlu bir Banach uzay¬; J 2 C1(X;R) fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glayan
çift bir fonksiyonel ve J (0) = 0 olsun. Farzedelimki J fonksiyoneli
i) Her u 2 X fonksiyonu için

kukX = � iken J (u) � � > 0;

olacak şekilde � ve � pozitif say¬lar¬vard¬r,
ii) X�in her sonlu boyutlu X1 (X1 � X) alt uzay için

fu 2 X1 : J (u) � 0g
kümesiX �de s¬n¬rl¬d¬r,
koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda J fonksiyoneli, X uzay¬nda s¬n¬rs¬z olan

bir kiritik de¼gerler dizisine sahiptir [43; 48; 57; 66].
Z2-Symmetric Mountain -Pass Teoremi, denklemin sonsuz çözümünün var-

l¬¼g¬n¬göstermek için kullan¬lmaktad¬r.

Mih¼ailescu (2008) ,

(
div
�
jrujp1(x)�2ru

�
+
�
jrujp2(x)�2ru

�
= �(�� jujm(x)�2 u+ juj

q(x)�2
u); x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip
lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r. Burada; 
 � RN (N � 3) düzgün
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s¬n¬ra sahip s¬n¬rl¬bir bölge, her x 2 
 ve i 2 f1; 2g için pi(x) > 1 ve q(x);
pi(x) 2 C

�


�
; � > 0;m(x) = max fp1(x); p2(x)g < q(x) < Nm(x)

N�m(x) olarak
al¬nmaktad¬r. Bu çal¬̧smada; varyasyonel yaklaş¬mla Mountain Pass Geometrisi
kullan¬larak denklemin s¬f¬rdan farkl¬ en az bir çözümünün oldu¼gunu ve Z2-
Simetrik Mountain Pass teoremini kullan¬larak, denklemin sonsuz çözümünün
varl¬¼g¬gösterilmi̧stir [43].

Tan¬m 3.4.14. X yans¬mal¬ve ayr¬labilir bir Banach uzay olsun. N� =
Nn f0g olmak üzere 8n;m 2 N� için

fn (em) = �n;m =

�
1 ; n = m

0 ; n 6= m

ve

X = span fen : n 2 N�g ve X� = span ffn : n 2 N�g

olacak şekilde fengn2N� � X ve ffngn2N� � X� vard¬r.
Bu durumda k 2 N� için

Xk = span fekg ; Yk = �kj=1Xj ; Zk = �1j=kXj

olmak üzere X uzay¬n¬, X = Yk � Zk şeklinde iki uzay¬n toplam¬olarak yaz¬la-
bilir.

Teorem 3.4.15. (Fountain Teorem) X bir Banach uzay, J 2 C1(X;R)
çift bir fonksiyonel ve Xk; Yk ve Zk alt uzaylar¬yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z gibi
birer uzay olsunlar. E¼ger herbir k 2 N� için

i)
k !1 iken inf

u2Zk;kuk=k
J(u)! +1;

ii)
max

u2Yk;kuk=�k
J(u) � 0;

iii) Herbir c > 0 için J fonksiyoneli (PS)c koşulu

koşulunu sa¼glayacak şekilde �k > k > 0 say¬lar¬varsa, o zaman J fonksiy-
oneli X uzay¬nda s¬n¬rs¬z olan ( 1�a yak¬nsayan) bir kritik de¼gerler dizisine
sahiptir [25; 66].
Fan ve Zhang (2003),

�
div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; x 2 


u(x) = 0; x 2 @


şeklindeki p(x)-Laplace operatörünü içeren, standart olmayan büyüme koşullu
ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧slard¬r.

Burada; 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, �p(x)u(x) = div
�
jrujp(x)�2ru

�
; her x 2 
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için p(x) > 1, p(x) 2 C
�


�
ve f (x; u) : 
�R! R baz¬özel koşullar¬(büyüme

koşulu, Carathedory koşulu ve Ambrosetti-Rabinovitz koşulu) sa¼glayan bir fonksiyon
olarak al¬nmaktad¬r. Bu çal¬̧smada; varyasyonel yaklaş¬mla, Ambrosetti-Rabinovitz
koşulu alt¬nda Fountain teoremi kullan¬larak, denklemin Sublineer durumu in-
celenerek, denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve katl¬l¬¼g¬gösterilmi̧stir [24].

Teorem 3.4.16. X bir Banach uzay, J 2 C1(X;R) fonksiyoneli, c 2 R
ve Xk; Yk ve Zk alt uzaylar¬yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z gibi birer uzay olsunlar.
E¼ger herhangi bir (unj ) � X dizisi için
i) ��J(unj )�� < c; unj 2 Yunj
ii)

unj !1 iken
�
J jYunj

�0
(unj )! 0 ,

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, o zaman (unj ) dizisine J enerji fonksiyonelinin bir
�
(PS)

�
c

�
dizisi denir [25; 60; 66].
E¼ger (PS)�c dizisi (güçlü) yak¬nsak bir alt diziye sahip ise o zaman J fonksiy-

oneli
�
(PS)

�
c

�
koşulunu sa¼glar denir.

�
(PS)

�
c

�
dizisi J fonksiyonelinin bir kritik

noktas¬d¬r.

Teorem 3.4.17. (Dual Fountain Teorem) X bir Banach uzay, J 2
C1(X ;R) bir çift fonksiyonel, Xk; Yk ve Zk alt uzaylar¬yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z
gibi birer uzay olsunlar. E¼ger herbir k � k0 için k0 > 0 olacak şekilde k0 var ve

i)
ak := inf

u2Zk;kuk=�k
J(u) � 0;

ii)
bk := max

u2Yk;kuk=k
J(u) < 0;

iii)
dk := inf

u2Zk;kuk��k
J(u)! 0; k !1

iv) Herbir c 2 [dk0 ; 0) için J fonksiyoneli
�
(PS)

�
c

�
koşulu

koşullar¬n¬sa¼glayacak şekilde �k > k > 0 say¬lar¬da varsa, bu durumda J
fonksiyoneli X uzay¬nda 0�a yak¬nsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip
olur [65].

Fan (2005),

(
�div

�
jrujp(x)�2ru

�
= �a1(x)g1 (x; u) + �a2(x)g2 (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @
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şeklindeki p(x)-Laplace operatörünü içeren, standart olmayan büyüme koşullu
lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧slard¬r. Burada; 
 � RN (N � 2)
aç¬k s¬n¬rl¬ bir bölge, p(x) 2 C

�


�
; 1 < p� � p+ < N; �; � 2 R ve i =

1; 2 ve x 2 
 için ai 2 Lri(x); ai(x) 2 C
�


�
; gi(x) : 
 � R ! R baz¬ özel

koşullar¬ (büyüme koşulu ve Carathedory koşulu ) sa¼glayan fonksiyon olarak
al¬nmaktad¬r. Çal¬̧smada; varyasyonel yaklaş¬mla Fountain ve Dual Fountain
teoremleri kullan¬larak, denklemin Superlineer ve Sublineer durumlar¬birlikte
incelenerek, denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve katl¬l¬¼g¬gösterilmi̧stir [26].

Zang (2008),(
��p(x)u(x) = �div

�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki p(x)-Laplace operatörünü içeren, standart olmayan büyüme koşullu
ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele alm¬̧st¬r.
Burada; 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬ bir bölge, f (x; u) : 
 � R ! R baz¬ özel
koşullar¬ (büyüme koşulu, Carathedory koşulu ) sa¼glayan bir fonksiyon, her
x 2 
 için p(x) > 1 ve p(x) 2 C

�


�
olarak al¬nmaktad¬r. Çal¬̧smada; varyasy-

onel yaklaş¬mla Cerami koşulu alt¬nda Fountain teoremi kullan¬larak, denklemin
Superlineer durumu incelenerek, denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve katl¬l¬¼g¬gös-
terilmi̧stir [62].

Yao (2006),(
�div

�
jrujp(x)�2ru

�
+ jujp(x)�2 u = �f (x; u) ; x 2 


jrujp(x)�2 @u@� = � g (x; u) ; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Neumann s¬n¬r koşullar¬na sahip
lineer olmayan denklemi ele alm¬̧st¬r. Burada; 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge,
her x 2 
 için p(x) > 1, p(x) 2 C

�


�
; f ve g baz¬özel koşullar¬(büyüme koşulu,

Carathedory koşulu ve Ambrosetti-Rabinovitz koşulu) sa¼glayan fonksiyonlar ve
�; � 2 R

�
�2 + �2 6= 0

�
olarak al¬nmaktad¬r. Çal¬̧smada; varyasyonel yaklaş¬mla

denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, Mountain Pass Geometrisini kul-
lanarak denklemin s¬f¬rdan farkl¬ en az bir çözümünün oldu¼gunu ve Fountain
ile Dual Fountain teoremleriyle de denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ ve katl¬l¬¼g¬
gösterilmi̧stir [61].
Dai ve Hao (2009),8>><>>:

�M

0@Z



jrujp(x)
p(x) dx

1Adiv �jrujp(x)�2ru� = f (x; u) , x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip Kircho¤problemini incelemi̧sler. Den-
klemde; 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬ bir bölge, her x 2 
 için p(x) 2 C

�


�
ve
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1 < p� � p+ < N; f (x; u) : 
 � R ! R baz¬özel koşullar¬(büyüme koşulu,
Carathedory koşulu) sa¼glayan lineer olmayan bir fonksiyon ve M (t) sürekli bir
fonksiyon olarak al¬nmaktad¬r. Çal¬̧smada, varyasyonel yaklaş¬mla Fountain ve
Dual Fountain teoremleri kullan¬larak denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve katl¬l¬¼g¬
gösterilmi̧stir [18].

Tan¬m 3.4.18. X bir Banach uzay ve '1,
Z
h j'1j

p
= 1 şeklinde norm-

laşt¬r¬lm¬̧s bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca; V ve W

V = span f'1g 6= 0 sonlu boyutlu bir uzay

ve W =

�
w 2 X :

Z
h j'1j

p�2
'1w = 0

�
şeklinde tan¬ml¬birer uzay ve X uzay¬da X = V �W şeklinde V ve W alt uza-
ylar¬n toplam¬olarak yaz¬labilen bir Banach uzay olsun. Bu durumda herhangi
bir u 2 X fonksiyonu

� =

Z
h j'1j

p�2
'1u ve

Z
h j'1j

p�2
'1w = 0

olmak üzere u = �'1 + w toplam¬şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 3.4.19. (Saddle Point Theorem) X bir Banach uzay¬, X; V
ve W alt uzaylar¬ yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z gibi birer uzay olsunlar. E¼ger J
2 C1(X ;R) fonksiyonel Palais-Smale koşulunu ((PS)c) sa¼gl¬yor ve

i) J j@D � � olacak şekilde V uzay¬nda 0�¬n s¬n¬rl¬bir D komşulu¼gu ve bir
� sabiti vard¬r,

ii) J jW � � olacak şekilde � > � sabiti vard¬r,

koşullar¬n¬da sa¼gl¬yorsa, o zaman J fonksiyoneli

� =
�
h 2 C

�
D;E

�
: @D �da h = I(özdeşlik fonksiyonu)

	
için

c = inf
h2�

max
x2D

J (h (u)) � �

olacak şekilde bir kritik de¼gere sahiptir [12].

Buenrostro ve Garza (2005),

��pu(x) = �1h(x) jujp�2 u+ a(x)g (u) + f(x); u 2 W 1;p
�
RN
�
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şeklindeki p-Laplace operatörünü içeren, Rezonans problemini ele alm¬̧slar. Den-
klemde; 2 < p < N; (N � 3) ; her s 2 R için g : R ! R sürekli s¬n¬rl¬
bir fonksiyon (jg (s)j �M) ; f 2 L(p

�)0
�
RN
�
(p� = Np

N�p ve (p
�)
0 ise p� ¬n

dualidir); h(x) = h(jxj) bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu, a 2 L(p
�)0
�
RN
�
\ L1

�
RN
�
ve

�1; W
1;p
�
RN
�
uzay¬nda p-Laplace birinci özde¼geri olarak al¬nmaktad¬r. Çal¬̧s-

mada; varyasyonel yaklaş¬mla Saddle Point Teoremi kullan¬larak, problemin
zay¬f çözümünün varl¬¼g¬n¬gösterilmi̧sler [12].
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4. BÖLÜM

DE¼G·IŞKEN ÜSTLÜ LEBESGUE VE SOBOLEV UZAYLARINDA
p(x)- LAPLACE DENKLEMLER·IN ÇÖZÜMLER·I ·IÇ·IN

NEHAR·I MAN·IFOLD YAKLAŞIMI

Bu bölümde�
��p(x)u(x) = �a(x) jujq(x)�2 u+ b(x) jujh(x)�2 u ; x 2 
;

u(x) = 0 ; x 2 @
; (E�)

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu, Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip bir
elliptik denklemin Nehari manifoldu üzerinde en az iki tane pozitif çözümünün
oldu¼gunu gösterece¼giz.
Denklemde; 
� RN�de (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge, x 2 
 için q(x); p(x); h(x) 2

C
�


�
ve

1 < q(x) < p(x) < h(x) < p�(x)

E¼ger p(x) < N ise p�(x) =
Np(x)

N � p(x) ; e¼ger N � p(x) ise p�(x) =1

1 < p� := inf
x2


p(x) � p(x) � p+ := sup
x2


p(x) <1;

1 < q� � q+ < p� � p+ < h� � h+;

� pozitif bir reel say¬ ve a; b 2 C
�


�
negatif olmayan a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

olarak kabul edilecektir.
(E�) denkleminin en az iki tane pozitif çözümünün oldu¼gunu göstermek

için, öncelikle aşa¼g¬daki teroremlerde (Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2) mevcut
olan gömme ve eşitsizliklerin do¼gru oldu¼gunu gösterece¼giz.

4.1. Kompakt Gömmeler

Teorem 4.1.1. 
�n¬n s¬n¬r¬koni özelli¼gine sahip ve x 2 
 için p(x) 2 C
�


�

olsun. Ayr¬ca; x 2 
 için b(x) 2 L�(x)(
); b(x) > 0 ve �(x) 2 C
�


�
için

��0 � �0(x) � �+0 ; �
� > 1

�
1

�(x) +
1

�0(x)
= 1

�
olarak kabul edelim. E¼ger

h(x) 2 C
�


�
ve

1 < h(x) <
�(x)� 1
�(x)

p�(x); 8x 2 
 (4.1.1)
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yada

1 < �(x) <
Np(x)

Np(x)� h(x) (N � p(x))
ise, o zaman

W 1;p(x)(
) ,!,! L
h(x)
b(x) (
)

kompakt gömmesi veZ



b(x) jujh(x) dx � c5

�
kukh

�

1;p(x) + kuk
h+

1;p(x)

�
(4.1.2)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak bir c5 > 0 sabiti vard¬r.

·Ispat:
W 1;p(x)(
) ,!,! L

h(x)
b(x) (
) kompakt gömmesinin ispat¬yap¬l¬rken, Fan�n¬n

(2005) çal¬̧smas¬ndaki kompakt gömmenin ¬spat¬na benzer ad¬mlar uygulanacak-
t¬r.

u 2 W 1;p(x)(
) ve r(x) = �(x)
�(x)�1h(x) = �0(x)h(x) olsun. Bu durumda,

(4.1.1) eşitsizli¼ginden r(x) < p�(x) olur ve Teorem 2.11.3�den W 1;p(x)(
) ,!,!
Lr(x)(
) gömmesi yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla, u 2 W 1;p(x)(
) için jujh(x) 2 L�0(x)(
)
olur. Ayr¬ca,Teorem 2.10.15�denZ




b(x) jujh(x) dx � c1 jbj�(x)
���jujh(x)���

�0(x)
<1

elde edilirki bu W 1;p(x)(
) � L
h(x)
b(x) (
) oldu¼gunu gösterir.

Di¼ger taraftan, (un) �W 1;p(x)(
) veW 1;p(x)(
) uzay¬nda un * 0 olsun. Bu
durumda, W 1;p(x)(
) ,!,! Lr(x)(
) gömmesinden Lr(x)(
) uzay¬nda un ! 0

oldu¼gundan
���junjh(x)���

�0(x)
! 0 yaz¬labilir. O halde

Z



b(x) junjh(x) dx � c1 jbj�(x)
���junjh(x)���

�0(x)
! 0

olur ve Teorem 2.12.2�den junjh(x);b(x) ! 0 elde edilirki bu W 1;p(x)(
) ,!,!
L
h(x)
b(x) (
) oldu¼gunu gösterir.

Şimdi (4:1:2) eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gunu gösterelim. h� � h(x) � h+ oldu¼gundan

jujh(x) � jujh
�
+ jujh

+

olur [39]. Bu eşitsizlikten,Z



b(x) jujh(x) dx �
Z



b(x) jujh
�
dx+

Z



b(x) jujh
+

dx (4.1.3)
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. (4.1.3) eşitsizli¼ginde, p(x) < h��0(x) � h+�0(x) < p�(x) koşulu
ile birlikte Teorem 2.10.15, 2.10.6, 2.11.3, 2.12.4 uygulan¬rsaZ




b(x) jujh
�
dx � c2 jbj�(x)

���jujh� ���
�0(x)

= c2 jbj�(x) juj
h�

h��0(x)
� c3 kukh

�

1;p(x) (4.1.4)

eşitsizli¼gi elde edilir. Benzer i̧slemlerleZ



b(x) jujh
+

dx � c4 kukh
+

1;p(x) (4.1.5)

eşitsizli¼gi de yaz¬l¬r. O halde; (4.1.3) eşitsizli¼ginde, (4.1.4) ve (4.1.5) eşitsizlikleri
kullan¬l¬rsa Z




b(x) jujh(x) dx � c5

�
kukh

�

1;p(x) + kuk
h+

1;p(x)

�
sonucu elde edilir. �

Teorem 4.1.2. 
�n¬n s¬n¬r¬koni özelli¼gine sahip ve x 2 
 için p(x) 2 C
�


�

olsun. Ayr¬ca; x 2 
 için a(x) 2 L�(x)(
); a(x) > 0 ve �(x) 2 C
�


�
için

��0 � �0(x) � �+0 ; �
� > 1

�
1

�(x) +
1

�0(x)
= 1

�
olarak kabul edelim. E¼ger

q(x) 2 C
�


�
, p(x) < �(x)

�(x)�1q(x) ve

1 < q(x) <
�(x)� 1
�(x)

p�(x); 8x 2 
 (4.1.6)

yada

Np(x)

Np(x)� q(x) (N � p(x)) < �(x) <
p(x)

p(x)� q(x)

ise, o zaman
W 1;p(x)(
) ,!,! L

q(x)
a(x)(
)

kompakt gömmesi veZ



a(x) jujq(x) � c6

�
kukq

�

1;p(x) + kuk
q+

1;p(x)

�
(4.1.7)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak bir c6 > 0 sabiti vard¬r.

·Ispat:
Öncelikle, W 1;p(x)(
) ,!,! L

q(x)
a(x)(
) gömmenin ¬spat¬n¬gösterelim.

59



u 2 W 1;p(x)(
) ve m(x) = �(x)
�(x)�1q(x) = �0(x)q(x) olsun. Bu durumda,

(4.1.6) eşitsizli¼ginden m(x) < p�(x) olur ve Teorem 2.11.3�den W 1;p(x)(
) ,!,!
Lm(x)(
) gömmesi yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla, u 2W 1;p(x)(
) için jujq(x) 2 L�0(x)(
)
olur. Ayr¬ca, Teorem 2.10.15�denZ




a(x) jujq(x) dx � c7 jaj�(x)
���jujq(x)���

�0(x)
<1

elde edilirki bu W 1;p(x)(
) � L
q(x)
a(x)(
) oldu¼gunu gösterir.

Di¼ger taraftan, (un) �W 1;p(x)(
) veW 1;p(x)(
) uzay¬nda un * 0 olsun. Bu
durumda, W 1;p(x)(
) ,!,! Lm(x)(
) gömmesinden Lm(x)(
) uzay¬nda un ! 0

oldu¼gundan
���junjq(x)���

�0(x)
! 0 olur. Dolay¬s¬yla,

Z



a(x) junjq(x) dx � c7 jaj�(x)
���junjq(x)���

�0(x)
! 0

olur ve Teorem 2.12.2�den junjq(x);a(x) ! 0 elde edilirki bu W 1;p(x)(
) ,!,!
L
q(x)
a(x)(
) oldu¼gunu gösterir.

Şimdi (4.1.7) eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gunu gösterelim. Yukar¬da elde edilenZ



a(x) jujq(x) dx � c7 jaj�(x)
���jujq(x)���

�0(x)
<1

eşitsizlikle birlikte p(x) < q��0(x) � q+�0(x) < p�(x) koşulu gözönüne al¬narak
ve Theorem 4.1.1�in ¬spat¬na benzer i̧slemler yap¬l¬rsaZ




a(x) jujq(x) dx � c6

�
kukq

�

1;p(x) + kuk
q+

1;p(x)

�
elde edilir. �

Teorem 4.1.3. Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2�deki koşullar¬n sa¼glad¬¼g¬n¬
kabul edelim. Bu durumda, herbir u 2 W 1;p(x)(
) için aşa¼g¬daki eşitsizlikleri
sa¼glayacak pozitif c8; c9; c10; c11 > 0 sabitleri vard¬r.
i) Z




b(x) jujh(x) dx �
(

c8 kukh
+

1;p(x) ; kuk1;p(x) > 1
c9 kukh

�

1;p(x) ; kuk1;p(x) < 1

ii) Z



a(x) jujq(x) dx �
(

c10 kukq
+

1;p(x) ; kuk1;p(x) > 1
c11 kukq

�

1;p(x) ; kuk1;p(x) < 1
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4.2. Temel Sonuçlar

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda; öncelikle (E�) problemine karş¬l¬k gelen enerji
fonksiyonelini (J�) tan¬mlayaca¼g¬z. Daha sonra, önceki k¬s¬mda ¬spatlad¬¼g¬m¬z
kompakt gömmeler yard¬m¬yla, enerji fonksiyonelinin Nehari manifoldu üzerinde
alttan s¬n¬rl¬ ve coercive oldu¼gunu gösterece¼giz. Son olarak, tekrar kompakt
gömmeler yard¬m¬yla (E�) probleminin Nehari Manifoldu üzerinde en az iki
tane pozitif çözümünün varl¬¼g¬n¬gösterece¼giz.
(E�) problemine karş¬l¬k gelen enerji fonksiyoneli (J�),

J�(u) =

Z



1

p(x)
jrujp(x) dx� �

Z



1

q(x)
a(x) jujq(x) dx�

Z



1

h(x)
b(x) jujh(x) dx:

Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 ve Teorem 2.10.6�dan

J�(u) � 1

p+

Z



jrujp(x) dx� �

q�

Z



a(x) jujq(x) dx� 1

h�

Z



b(x) jujh(x) dx

� 1

p+
kukp

�
� �

q�
c7(kukq

�
+ kukq

+

)� 1

h�
c5(kukh

�
+ kukh

+

)

elde edilir. Bu son eşitsizlikte q+ < p� � p+ < h� � h+ koşulu kulland¬¼g¬nda
J�, X =W

1;p(x)
0 (
) üzerinde alttan s¬n¬rl¬olmaz. Bu durumda J�, X üzerinde

alttan s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬ndan dolay¬Nehari manifoldM� (
) üzerinde alttan s¬n¬rl¬
olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬raca¼g¬z. Nehari manifold�u,

M� (
) =
n
u 2W 1;p(x)

0 (
)n f0g : hJ 0�(u); ui = 0
o
:

Manifoldun tan¬m¬ndan, J� �n¬n tüm kritik noktalar¬n¬n M� (
) üzerinde
olmas¬gerekti¼gi ve M� (
) üzerindeki yerel minimizelerinin (yerel minumum)
J� için do¼gal kritik nokta olaca¼g¬aç¬kt¬r.

M� (
) tan¬m¬nda,
I�(u) := hJ 0�(u); ui =

Z



jrujp(x) dx� �
Z



a(x) jujq(x) dx�
Z



b(x) jujh(x) dx = 0 (4.2.1)

yaz¬labilir.

E¼ger u 2M� (
) ise
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hI 0�(u); ui =

Z



p(x) jrujp(x) dx� �
Z



q(x)a(x) jujq(x) dx

�
Z



h(x)b(x) jujh(x) dx

�
�
p+ � q�

�
�

Z



a(x) jujq(x) dx+
�
p+ � h�

� Z



b(x) jujh(x) dx

eşitsizli¼gi bulunur. Bu son eşitsizlikte, q+ < p� � p+ < h� � h+ koşulu
düşünüldü¼günde bu eşitsizlik için

M+
� = fu 2M�(
) : hI 0�(u); ui > 0g

M�
� = fu 2M�(
) : hI 0�(u); ui < 0g

M0
� = fu 2M�(
) : hI 0�(u); ui = 0g

şek-
linde üç farkl¬durum ortaya ç¬kar. Bu durumda,M� (
) üç ayr¬bölgeye ayr¬lm¬̧s
olur.

Teorem 4.2.1. u0; M�(
) üzerinde J�(
) için local (yerel) maximum yada
local minimum oldu¼gunu varsayal¬m. E¼ger u0 =2M0

� (
) ise u0; J��n¬n bir kritik
noktas¬d¬r.

·Ispat. Bu Teoremin ¬spat¬aşa¼g¬daki iki Lemma�n¬n (özellikle Lemma 4.2.3)
bir sonucudur.

Lemma 4.2.2. J�(
) fonksiyoneli,M�(
) üzerinde coercive ve alttan s¬n¬r-
l¬d¬r.

·Ispat.
u 2 M� (
) ve kuk > 1 olarak kabul edelim. (4.2.1) eşitli¼ginde, Teorem

4.1.3 �deki (ii) özelli¼gi ve Teorem 2.10.6 kullan¬l¬rsa
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J�(u) =

Z



1

p(x)
jrujp(x) dx� �

Z



1

q(x)
a(x) jujq(x) dx�

Z



1

h(x)
b(x) jujh(x) dx

� 1

p+

Z



jrujp(x) dx� �

q�

Z



a(x) jujq(x) dx

� 1

h�

0@Z



jrujp(x) dx� �
Z



a(x) jujq(x) dx

1A
�

�
1

p+
� 1

h�

�Z



jrujp(x) dx+ �
�
1

h�
� 1

q�

�Z



a(x) jujq(x) dx

�
�
h� � p+
h�p+

�
kukp

�
� c10�

�
h� � q�
h�q�

�
kukq

+

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlikte, p� > q+ koşulu kullan¬ld¬¼g¬nda kuk ! 1
iken J� (u) ! 1 olur. O halde; J�, M�(
) üzerinde coercive ve alttan
s¬n¬rl¬d¬r: �

Lemma 4.2.3. Öyle bir �1 > 0 say¬s¬ bulunabilir ki 0 < � < �1 için
M0
�(
) = ? olur.

·Ispat.
Aksine, her � 2 Rn f0g içinM0

�(
) 6= ? olarak kabul edelim. Ayr¬ca, kuk > 1
olacak şekilde u 2 M0

�(
) olsun. Bu durumda, (4:2:1) eşitli¼gi ve M
0
�(
)�n¬n

tan¬m¬kullan¬l¬rsa,

0 = hI 0� (u) ; ui

=

Z



p(x) jrujp(x) � �
Z



q(x)a(x) jujq(x) �
Z



h(x)b(x) jujh(x)

� p�
Z



jrujp(x) � q+
0@Z



jrujp(x) �
Z



b(x) jujh(x)
1A� h+Z




b(x) jujh(x)

�
�
p� � q+

� Z



jrujp(x) dx+
�
q+ � h+

� Z



b(x) jujh(x) dx

eşitsizli¼gi bulunur. Bu eşitsizlikte, Teorem 4.1.3�deki (i) özelli¼gi ve Teorem 2.10.6
bir arada kullan¬l¬rsa

0 �
�
p� � q+

�
kukp

�
+ c8

�
q+ � h+

�
kukh

+
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yaz¬labilir. Bu son eşitsizlikten

kuk � c12

�
p� � q+
h+ � q+

� 1

h+�p�

(4.2.2)

elde edilir. Benzer şekilde, (4:2:1) eşitli¼gini ve M0
�(
)�n¬n tan¬m¬kullan¬l¬rsa

0 = hI 0� (u) ; ui

� p+
Z



jrujp(x) dx � �q�
Z



a(x) jujq(x) dx� h�
Z



b(x) jujh(x) dx

� p+
Z



jrujp(x) � �q�
Z



a(x) jujq(x) � h�
0@Z



jrujp(x) � �
Z



a(x) jujq(x)
1A

�
�
p+ � h�

� Z



jrujp(x) dx+ �
�
h� � q�

� Z



a(x) jujq(x) dx

eşitsizli¼gi bulunur. Bu eşitsizlikte, Teorem 4.1.3�deki (ii) özelli¼gi ve Teorem
2.10.6 bir arada kullan¬l¬rsa

0 �
�
p+ � h�

�
kukp

�
+ �c10

�
h� � q�

�
kukq

+

elde edilir. Bu eşitsizlikten

kuk � c13

�
�
h� � q�
h� � p+

� 1

p��q+

(4.2.3)

yaz¬l¬r. E¼ger � yeterince küçük seçilirse ( � =
�
h��p+
h��q�

��
p��q+
h+�q+

� p��q+
h+�p� ), o

zaman (4:2:2) ve (4:2:3) eşitsizliklerinden kuk < 1 olur. Bu son durum, kuk > 1
varsay¬m¬m¬zla çeli̧sir. Sonuç olarak, M0

�(
) = ? olur. �
0 < � < �1 için Lemma 4.2.3�den M�(
) = M+

� (
) [M
�
� (
) olur. Bu

durumda

�+� = inf
u2M+

� (
)
J�(u) ve ��� = inf

u2M�
� (
)

J�(u)

yaz¬labilir.

Lemma 4.2.4. E¼ger 0 < � < �1 ise u 2M+
� (
) için J�(u) < 0.

·Ispat.
u 2M+

� (
) olsun. J�(u)�n¬n tan¬mdan

J�(u) �
1

p�

Z



jrujp(x) dx� �

q+

Z



a(x) jujq(x) dx� 1

h+

Z



b(x) jujh(x) dx (4.2.4)
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ve u 2M+
� (
) oldu¼gu için

p+
Z



jrujp(x) dx� �q�
Z



a(x) jujq(x) dx� h�
Z



b(x) jujh(x) dx > 0 (4.2.5)

eşitsizlikleri yaz¬labilir. Ayr¬ca, (4:2:1) eşitli¼gini (�q�) ile çarp¬p ve (4:2:5) eşit-
sizli¼gi ile toplan¬l¬rsaZ



b(x) jujh(x) dx < p+ � q�
h� � q�

Z



jrujp(x) dx (4.2.6)

elde edilir. Di¼ger taraftan; (4:2:4) eşitsizli¼ginde, (4:2:1) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

J�(u) �
�
1

p�
� 1

q+

�Z



jrujp(x) dx+
�
1

q+
� 1

h+

�Z



b(x) jujh(x) dx (4.2.7)

eşitsizli¼gi bulunur. Son olarak; (4:2:7) eşitsizli¼ginde, (4:2:6) eşitsizli¼gi ve Teorem
2.10.6 kullan¬l¬rsa

J�(u) < �
(p� � q+) (h+ � p�)

h+p�q+
kukp

�
< 0

olur. Böylece, �+� = inf
u2M+

� (
)
J�(u) < 0 sonucu elde edilir. �

Teorem 4.2.5. E¼ger 0 < � < �1 ise o zaman M
+
� (
) üzerinde J�(
)�n¬n

bir minimize dizisi vard¬r.

·Ispat.
J�; M�(
)

�n¬n üzerinde alttan s¬n¬rl¬oldu¼gu için M+
� (
) üzerinde de alttan

s¬n¬rl¬d¬r. Bu durumda,

lim
n!1

J�(u
+
n ) = inf

u2M+
� (
)

J�(u) = �+� < 0

olacak şekilde (u+n ) �M+
� (
) bir minimize dizisi vard¬r.

J� coercive oldu¼gu için (u+n ) dizisi, X uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r. Bu durumda, X
uzay¬nda u+n * u+0 olur. Di¼ger taraftan, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 �deki
kompakt gömmelerden

L
q(x)
a(x)(
) uzay¬nda u

+
n ! u+0

ve
L
h(x)
b(x) (
) uzay¬nda u

+
n ! u+0

yazabiliriz. yaz¬labilir. Şimdi X uzay¬nda u+n ! u+0 oldu¼gunu gösterelim.
Aksine, X uzay¬nda u+n 9 u+0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumdaZ




��ru+0 ��p(x) dx < lim
n!1

inf

Z



��ru+n ��p(x) dx
65



olur. Ayr¬ca, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 �deki kompakt gömmelerden

Z



a(x)
��u+0 ��q(x) dx = lim

n!1
inf

Z



a(x)
��u+n ��q(x) dx;

Z



b(x)
��u+0 ��h(x) dx = lim

n!1
inf

Z



b(x)
��u+n ��h(x) dx

elde edilir. Di¼ger taraftan, hJ 0�(u+n ); u+n i = 0 ve Teorem 4.1.2 �den

J�(u
+
n ) �

�
1

p+
� 1

h�

�Z



��ru+n ��p(x) dx+ �� 1

h�
� 1

q�

�Z



a(x)
��u+n ��q(x) dx

lim
n!1

J�(u
+
n ) �

�
1

p+
� 1

h�

�
lim
n!1

Z



��ru+n ��p(x) dx
+�

�
1

h�
� 1

q�

�
lim
n!1

Z



a(x)
��u+n ��q(x) dx

�+� = inf
u2M+

�

J�(u)

>

�
1

p+
� 1

h�

�u+0 p� + c6�� 1

h�
� 1

q�

��u+0 q� + u+0 q+�
eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizlikte, p� > q+ koşulu ile birlikte

u+0  >
1 durumu düşünüldü¼günde

�+� = inf
u2M+

�

J�(u) > 0

elde edilirki bu Lemma 4.2.4. ile çeli̧sir
�
u 2M+

� (
) için J�(u) < 0
�
. Dolay¬s¬yla,

X uzay¬nda u+n ! u+0 ve

J�(u
+
0 ) = lim

n!1
J�(u

+
n ) = inf

u2M+
� (
)

J�(u)

olur. Sonuç olarak; u+0 dizisi, M+
� (
) üzerinde J� �n¬n bir minimize dizisi

olur. �

Lemma 4.2.6. E¼ger 0 < � < �1 ise u 2M�
� (
) için J�(u) > 0.

·Ispat.

66



u 2M�(
) olsun. J�(u)�n¬n tan¬mdan ve (4:2:1) eşitli¼ginden

J�(u) �
1

p+

Z



jrujp(x) dx� �

q�

Z



a(x) jujq(x) dx� 1

h�

Z



b(x) jujh(x) dx

ve Z



b(x) jujh(x) dx =
Z



jrujp(x) dx� �
Z



a(x) jujq(x) dx

ifadeleri yaz¬labilir. Yukar¬daki iki ifadeden

J�(u) � 1

p+

Z



jrujp(x) dx� �

q�

Z



a(x) jujq(x) dx

� 1

h�

0@Z



jrujp(x) dx� �
Z



a(x) jujq(x) dx

1A
�

�
1

p+
� 1

h�

�Z



jrujp(x) dx+ �
�
1

h�
� 1

q�

�Z



a(x) jujq(x) dx

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu son eşitsizlikte; Teorem 4.1.3�deki (ii) özelli¼gi, Teorem
2.10.6 ve p� > q+ koşulu kullan¬l¬rsa

J�(u) �
�
1

p+
� 1

h�

�
kukp

�
+ c10�

�
1

h�
� 1

q�

�
kukq+

�
�
h� � p+
p+h�

+ c10�
q� � h�
q�h�

�
kukp

�

bulunur. Bu son eşitsizlikte, � <
q�(h��p+)
c10p+(h��q�) olarak seçilirse J�(u) > 0 olur.

Böylece, Lemma 4.2.3�ten M�(
) = M+
� (
) [ M�

� (
) olarak yaz¬ld¬¼g¬ndan
M+
� (
) \M

�
� (
) = ? olur ve Lemma 4.2.4 �ten u 2M

�
� (
) sonucu ç¬kar: �

Teorem 4.2.7. E¼ger 0 < � < �1 ise, o zaman M
�
� (
) üzerinde J�(
)�n¬n

bir minimize dizisi vard¬r.

·Ispat.
J�; M�(
) üzerinde alttan s¬n¬rl¬ oldu¼gu için M�

� (
) üzerinde de alttan
s¬n¬rl¬d¬r. Bu durumda

lim
n!1

J�(u
�
n ) = inf

u2M�
� (
)

J�(u) = ��� > 0

olacak şekilde (u�n ) �M�
� (
) bir minimize dizisi vard¬r.
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J� coercive oldu¼gu için (u�n ) dizisi, X uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r. Bu durumda, X
uzay¬nda u�n * u�0 olur. Ayr¬ca, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 �deki kompakt
gömmelerden

L
q(x)
a(x)(
) uzay¬nda u�n ! u�0

ve
L
h(x)
b(x) (
) uzay¬nda u�n ! u�0

yaz¬labilir. E¼ger u�0 2M�
� (
) ise, o zaman tu

�
0 2M�

� (
) ve J�(u
�
0 ) � J�(tu

�
0 )

olacak şekilde t > 0 sabiti vard¬r. O halde

I 0�(u) =

Z



p(x) jrujp(x) dx� �
Z



q(x)a(x) jujq(x) dx�
Z



h(x)b(x) jujh(x) dx

eşitli¼ginden

I 0�(tu
�
0 ) =

Z



p(x)
��rtu�0 ��p(x) dx� �Z




q(x)a(x)
��tu�0 ��q(x) dx

�
Z



h(x)b(x)
��tu�0 ��h(x) dx

� tp
+

p+
Z



��ru�0 ��p(x) dx� �tq�q�Z



a(x)
��u�0 ��q(x) dx

�th
�
h�
Z



b(x)
��u�0 ��h(x) dx

yaz¬l¬r. Bu son eşitlikte, q� < p+ < h� koşulu ve a(x) ile b(x) a¼g¬rl¬k fonksiy-
onlar¬n tan¬mlar¬bir arada kullan¬l¬rsa I 0�(tu

�
0 ) < 0 olur. Böylece, M�

� (
)�n¬n
tan¬m¬ndan tu�0 2M�

� (
) elde edilir.
Şimdi X uzay¬nda u+n ! u+0 oldu¼gunu gösterelim. Aksine, X uzay¬nda

u+n 9 u+0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda,Z



��ru�0 ��p(x) dx < lim
n!1

inf

Z



��ru�n ��p(x) dx
olur. Bu eşitsizli¼gin yard¬m¬yla,
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J�(tu
�
0 ) � tp

+

p�

Z



��ru�0 ��p(x) dx� �tq�q+
Z



a(x)
��u�0 ��q(x) dx

� t
h�

h+

Z



b(x)
��u�0 ��h(x) dx

< lim
n!1

2666664
tp
+

p�

Z



jru�n j
p(x)

dx� � tq
�

q+

Z



a(x) ju�n j
q(x)

dx

� th
�

h+

Z



b(x) ju�n j
h(x)

dx

3777775
� lim

n!1
J�(tu

�
n ) � lim

n!1
J�(u

�
n ) = inf

u2M�
� (
)

J�(u) = ���

elde edilirki bu J�(tu
�
0 ) < inf

u2M�
� (
)

J�(u) = ��� oldu¼gunu gösterir. Bu durumda,

bir çeli̧ski elde edilir. Böylece, X uzay¬nda u�n ! u�0 ve

J�(u
�
0 ) = limn!1

J�(u
�
n ) = inf

u2M�
� (
)

J�(u)

olur. Sonuç olarak; u�0 dizisi, M
�
� (
) üzerinde J� �n¬n bir minimize dizisidir. �

Sonuç 4.2.8. Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.7�den J�(u+0 ) = inf
u2M+

� (
)
J�(u) ve

J�(u
�
0 ) = inf

u2M�
� (
)

J�(u) olacak şekilde u
+
0 2 M+

� (
) ve u�0 2 M�
� (
) dizileri

vard¬r. Üstelik; J�(u
�
0 ) = J�(

��u�0 ��) ve ��u�0 �� 2M�
� (
) oldu¼gu için u

�
0 � 0 kabul

edilebilir. Teorem 4.2.1�den; u�0 , X uzay¬nda J� �n¬n kritik noktas¬d¬r ve ayn¬
zamanda (E�)�n¬n zay¬f çözümleridir. Sonuç olarak; Harnack eşitsizli¼ginden
[58; 63], u�0 ayn¬zamanda (E�)�n¬n da pozitif çözümleridir. �
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5. BÖLÜM

p(x)�LAPLACE T·IP·INDEK·I DÜZGÜN OLMAYAN
ELL·IPT·IK DENKLEM SINIFININ ÇÖZÜMLER·IN·IN

VARLI¼GI VE ÇOKLU¼GU

Bu bölümde,

�div (a(x;ru)) = m(x) jujr(x)�2 u+ n(x) jujs(x)�2 u, x 2 
 (P )

problemi için Mountain Pass ve Z2�Simetrik Mountain Pass Teoremini kul-
lanarak denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ ve çoklu¼gunu X = W

1;p(x)
0 uzay¬nda

araşt¬raca¼g¬z.
Denklemde; 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge, her � 2 RN ve h.h.h. x 2 


için ja(x; �)j � c0(h0(x) + j�jp(x)�1); h0(x) 2 Lp0(x)(
) olacak şekilde ölçülebilir
bir fonksiyon, c0 > 0 reel bir sabit ve r(x); p(x); s(x) 2 C

�


�
için

1 < r(x) < p(x) < s(x) < p�(x)

1 < p� := ess inf
x2


p(x) � p(x) � p+ := esssup
x2


p(x) <1

1 < r� � r+ < p� � p+ < s� � s+

ve m, n 2 C
�


�
pozitif birer a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬olarak kabul edilecektir.

a(x; �) : 
�RN ! R dönüşümü, A : 
�RN ! R; A = A(x; �) dönüşümün
��e göre türevi sürekli olan bir dönüşüm olarak kabul edilecektir. Yani;

a(x; �) = r�A(x; �):

div (a(x;ru)) operatörü p(x)�Laplace operatörünün daha genel bir durumudur.
Örne¼gin; p(x) � 2 için A(x; �) = (1=p(x)) j�jp(x) seçilirse a(x; �) =

j�jp(x)�2 � olur. Bu durumda, p(x)�Laplace operatörü

div (a(x;ru)) = div
�
jrujp(x)�2ru

�
= 4p(x)u(x)

olur.
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5.1. Giri̧s

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smam¬z¬oluşturan teoremleri ¬spatlamak için öncelikle gerekli
olan koşullar¬ve (P ) problemine karş¬l¬k gelen, I (u) enerji foonksiyonelini vere-
ce¼giz. Daha sonra, bu koşullar yard¬m¬yla gerekli olan Lemma�lar¬¬spatlaya-
ca¼g¬z.

a(x; �) ve A(x; �) dönüşümleri ile m ve n a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki
koşullar¬sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edece¼giz.

(A1) Her � 2 RN ve h.h.h. x 2 
 için

ja(x; �)j � c0(h0(x) + j�jp(x)�1)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n.

(A2) A(x; �); p(x)-düzgün konveksdir: Her �;  2 RN ve h.h.h. x 2 
 için

A(x;
� +  

2
) � 1

2
A(x; �) +

1

2
A(x;  )� k1 j� �  jp(x)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak k1 > 0 sabiti vard¬r.

(A3) Her � 2 RN ve h.h.h. x 2 
 için

j�jp(x) � a(x; �)� � p(x)A(x; �)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n.

(A4) Her x 2 
 için A(x; 0) = 0:

(A5) Her � 2 RN ve h.h.h. x 2 
 için A(x;��) = A(x; �) .

(M) Her x 2 
 için �(x) 2 C
�


�
ve m(x) 2 L�(x)(
); m(x) > 0 olsun.

Ayr¬ca; �� > 1 ve ��0 � �0(x) � �+0 için
1

�(x) +
1

�0(x)
= 1 ve

Np(x)

Np(x)� r(x) (N � p(x)) < �(x) <
p(x)

p(x)� r(x) .

(N) Her x 2 
 için �(x) 2 C
�


�
ve n(x) 2 L�(x)(
); n(x) > 0 olsun.

Ayr¬ca; �� > 1 ve ��0 � �0(x) � �+0 için
1

�(x) +
1

�0(x)
= 1 ve

p(x)

p(x)� s(x) < �(x) <
Np(x)

Np(x)� s(x) (N � p(x)) :

(P ) problemine karş¬l¬k gelen I (u) : X ! R enerji fonksiyoneli

I (u) =

Z



A(x;ru)dx�
Z



m(x)

r(x)
jujr(x) dx�

Z



n(x)

s(x)
jujs(x) dx
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olarak yaz¬l¬r. Bu fonksiyoneli

� (u) =

Z



A(x;ru)dx

ve

J (u) =

Z



m(x)

r(x)
jujr(x) dx+

Z



n(x)

s(x)
jujs(x) dx

şeklinde iki ayr¬fonksiyonel olarak yazd¬¼g¬m¬zda

I (u) = � (u)� J (u)

olur.
Herbir u; v 2 X için J 2 C1(X;R) ve

hJ 0 (u) ; �i =
Z



m(x) jujr(x)�2 u�dx+
Z



n(x) jujs(x)�2 u�dx

yazabiliriz. E¼ger, her ' 2 X fonksiyonu için

Z



a(x;ru)r'dx�
Z



m(x) jujr(x)�2 u'dx�
Z



n(x) jujs(x)�2 u'dx = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa o zaman u 2 X fonksiyonu (P ) probleminin zay¬f çözümü
olur.

Lemma 5.1.1
i) Her � 2 RN ve h.h.h. x 2 
 için A(x; �) dönüşümü,

jA(x; �)j � c0(h0(x) j�j+ j�jp(x))

büyüme koşulunu sa¼glar.
ii) Her z � 1; � 2 RN ve x 2 
 için A(x; �) dönüşümü,

A (x; z�) � A(x; �)zp(x)

eşitsizli¼gini sa¼glar. Yani, A(x; �); p(x)�homojendir.

·Ispat:
i) Her � 2 RN ve h.h.h. x 2 
 için
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A(x; �) =

1Z
0

d

dt
A (x; t�) dt =

1Z
0

a (x; t�) �dt

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitlikte, (A1) koşulu kullan¬l¬rsa

jA(x; �)j �
1Z
0

ja (x; t�)j j�j dt � c0

1Z
0

(h0(x) + j�jp(x)�1 jtjp(x)�1) j�j dt

� c0

1Z
0

(h0(x) j�j+ j�jp(x) jtjp(x)�1) dt

� c0(h0(x) j�j+ j�jp(x))

elde edilir.
ii) Özel olarak, g (t) = A (x; t�) olarak alal¬m. Bu fonksiyon ve (A3) koşulu

bir arada kullan¬l¬rsa

g0 (t) = a (x; t�) � =
1

t
a (x; t�) t� � p(x)

t
A (x; t�) =

p(x)

t
g (t)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu son eşitsizlikten,

g0 (t)

g (t)
� p(x)

t

yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n (1; z)�e kadar integrali al¬n¬p ve log-
aritma fonksiyonun özellikleri kullan¬l¬rsa

log g (z)� log g (1) � p(x) log z

g (z)

g (1)
� zp(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu son eşitsizlikte, g (t) = A (x; t�) fonksiyonu yerine
yaz¬l¬rsa

A (x; z�) � A(x; �)zp(x)

sonucu elde edilir. �

Lemma 5.1. 2
i) � fonksiyoneli X uzay¬nda iyi tan¬ml¬d¬r.

ii) � 2 C1(X;R) ve � �nin türevi

h�0 (u) ; 'i =
Z



a(x;ru)r'dx; 8u; ' 2 X
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olur.

iii) � fonksiyoneli X uzay¬nda alttan zay¬f yar¬süreklidir.

iv) Her u; v 2 X için

�(
u+ �

2
) � 1

2
� (u) +

1

2
�(�)� k ku� �kp

�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

v) Her u; v 2 X için

� (u)� �(�) � h�0(�); u� �i

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat:
i) Teorem 2.10.15 ve Lemma 5.1.1�deki i) özelli¼ginden

� (u) =

Z



A(x;ru)dx � c0

Z



h0 (x) jruj dx+ c0
Z



jrujp(x) dx

� c0 jh0jp0(x) jrujp(x) + c1 jjujj
p+

� c2 jjujj+ c1 jjujjp
+

<1

eşitsizli¼gi elde edilirki bu � fonksiyoneli X uzay¬nda iyi tan¬ml¬oldu¼gunu gös-
terir.

ii) Herbir x 2 
 için u; ' 2 X ve 0 < jrj < 1 olsun. O zaman Ortalama
De¼ger Teoreminden aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glayacak şekilde v 2 [0; 1] vard¬r

����A (x;ru (x) + rr' (x))�A(x;ru (x))r

����
=

������
1Z
0

a (x;ru (x) + vrr' (x))r'(x)dv

������
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Bu eşitlikte, (A1) koşulu kullan¬l¬rsa����A (x;ru (x) + rr' (x))�A (x;ru (x))r

����
�

1Z
0

c0(h0(x) + jru(x) + vrr'(x)jp(x)�1) jr'(x)j dv

� c0(h0(x) + (jru(x)j+ jr'(x)j)p(x)�1) jr'(x)j

� c0h0(x) jr'(x)j+ c0 jr'(x)j (jru(x)j+ jr'(x)j)p(x)�1

� c0h0(x) jr'(x)j+ c02p
+�1 jr'(x)j (jru(x)jp(x)�1 + jr'(x)jp(x)�1)

� c0h0(x) jr'(x)j+ c02p
+�1 jr'(x)j jru(x)jp(x)�1 + c02p

+�1 jr'(x)jp(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Yukar¬daki eşitsizlikte; h0(x) jr'(x)j, jr'(x)j jru(x)jp(x)�1

ve jr'(x)jp(x) k¬s¬mlar¬na Teorem 2.10.15 uygulan¬rsa, bu k¬s¬mlar 
 üzerinde
integrallenebilir. O halde, eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬
 üzerinde integrallenebilirdir.
Bu durumda, Lebesgue Dominated Yak¬nsakl¬k Teoremi uygulan¬rsa

h�0 (u) ; 'i = lim
r!0

Z



A (x;ru+ rr')�A(x;ru)
r

dx

=

Z



a (x;ru)r'dx

elde edilir. Şimdi �0 fonksiyonelinin X uzay¬nda sürekli oldu¼gunu gösterece¼giz.
X uzay¬nda un ! u olsun ve � (x; u) = a (x;ru) olarak tan¬mlayal¬m. (A1)
koşulunun yard¬m¬yla (Lp

0(x)(
))N uzay¬nda � (x; un) ! � (x; u) olur [25] :Bu
durumda, Teorem 2.10.15 kullan¬l¬rsa

jh�0(un)� �0 (u) ; 'ij � j� (x; un)� � (x; u)jp0(x) jr'jp(x)
olur. Bu eşitsizlikte, n!1 al¬n¬rsa

k�0(un)� �0 (u)k � j� (x; un)� � (x; u)jp0(x) ! 0

elde edilir.

iii) Brezis III.8 (1992)�daki sonucundan � �nin alttan yar¬sürekli oldu¼gunu
göstermek yeterlidir [11]. � konveks oldu¼gundan dolay¬herhangi bir � 2 X için
aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilirZ




A (x;r�) dx �
Z



A(x;ru)dx+
Z



a (x;ru) (r� �ru) dx:
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Bu eşitsizlikte; (A1) koşulu, Teorem 2.10.15, Teorem 2.12.4 kullan¬p ve her

� 2 X için jj� � ujj < � =
�

c5 + c6
(� > 0) olarak seçilirse

Z



A (x;r�) dx

�
Z



A(x;ru)dx�
Z



ja (x;ru)j jr� �ruj dx

�
Z



A(x;ru)dx� c0
Z



h0 (x) jr(� � u)j dx� c0
Z



jr(� � u)j jrujp(x)�1 dx

�
Z



A(x;ru)dx� c3 jh0jp0(x) jr(� � u)jp(x) � c4 jr(� � u)jp(x)
���jrujp(x)�1���

p0(x)

�
Z



A(x;ru)dx� c5 jj� � ujj � c4 jj� � ujj kukp
+�1

�
Z



A(x;ru)dx� c5 jj� � ujj � c6 jj� � ujj

�
Z



A(x;ru)dx� �

elde edelirki bu � fonksiyonelinin X uzay¬nda alttan zay¬f yar¬sürekli oldu¼gunu
gösterir.

iv) Aşa¼g¬daki eşitlikte; (A2) koşulu ve Teorem 2.10.6 kullan¬l¬rsa

�(
u+ �

2
) =

Z



A(x;
ru+r�

2
)dx

� 1

2

Z



A(x;ru)dx+ 1
2

Z



A (x;r�) dx� k1
Z



jru�r�jp(x) dx

� 1

2
� (u) +

1

2
�(�)� k1 ku� �kp

�

elde edilir.

v) � konveks oldu¼gunu için aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glayacak şekilde t 2 (0; 1)

76



vard¬r

� (� + t (u� �))� �(�)
t

=
�((1� t) � + tu)� �(�)

t

� (1� t) � (�) + t� (u)� �(�)
t

= �(u)� �(�):

Bu eşitsizlikte t �! 0 al¬n¬rsa

lim
t!0

� (� + t (u� �))� �(�)
t

= h�0(�); u� �i

olur. Böylece

h�0(�); u� �i � � (u)� �(�)

sonucu elde edilir. �

Lemma 5.1.3 
 �n¬n s¬n¬r¬koni özelli¼gine sahip ve x 2 
 için p(x) 2 C
�


�

olsun. Ayr¬ca; x 2 
 için n(x) 2 L�(x)(
); n(x) > 0 ve �(x) 2 C
�


�
için

��0 � �0(x) � �+0 ; �
� > 1; ( 1

�(x) +
1

�0(x)
= 1) olarak kabul edelim. E¼ger

s(x) 2 C
�


�
ve

1 < s(x) <
�(x)� 1
�(x)

p�(x); 8x 2 
 (5.1.1)

yada

1 < �(x) <
Np(x)

Np(x)� s(x) (N � p(x))
ise, o zaman

W 1;p(x)(
) ,!,! L
s(x)
n(x)(
)

kompakt gömmesi veZ



n(x) jujs(x) dx � c7

�
kuks

�
+ kuks

+
�

(5.1.2)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak bir c7 > 0 sabiti vard¬r [38].

Lemma 5.1.4. 
 �n¬n s¬n¬r¬koni özelli¼gine sahip ve x 2 
 için p(x) 2 C
�


�

olsun. Ayr¬ca; x 2 
 için m(x) 2 L�(x); m(x) > 0 ve �(x) 2 C
�


�
için
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��0 � �0(x) � �+0 ; �
� > 1 ( 1

�(x) +
1

�0(x)
= 1) olarak kabul edelim. E¼ger

r(x) 2 C
�


�
; p(x) < �(x)

�(x)�1r(x) ve

1 < r(x) <
�(x)� 1
�(x)

p�(x); 8x 2 


yada
Np(x)

Np(x)� r(x) (N � p(x)) < �(x) <
p(x)

p(x)� r(x)
ise, o zaman

W 1;p(x)(
) ,!,! L
r(x)
m(x)(
)

kompakt gömmesi veZ



m(x) jujr(x) dx � c8(kukr
�
+ kukr

+

) (5.1.3)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak bir c8 > 0 sabiti vard¬r [38].

5.2. Temel Sonuçlar

Lemma 5.2.1
i) I : X ! R fonksiyoneli alttan zay¬f yar¬süreklidir.

ii) I fonksiyoneli X�de iyi tan¬ml¬d¬r, I 2 C1(X;R) ve herbir u; � 2 X için
türevi

hI 0 (u) ; �i =
Z



a(x;ru)r�dx�
Z



m(x) jujr(x)�1 �dx�
Z



n(x) jujs(x)�1 �dx

olur.

iii) I (0) = 0:

iv) inf fI (u) : u 2 X; kuk = �g > � olacak şekilde � ve � pozitif say¬lar¬
vard¬r.

v) t > 0 olmak üzere t�nin yeterince küçük de¼geri için ' � 0, ' 6= 0 ve
I (t') < 0 olacak şekilde ' 2 X fonksiyonu vard¬r.

vi) I (u) � 0 olacak şekilde kuk > � koşulunu sa¼glayan bir u 2 X fonksiyonu
vard¬r.

vii) G = f' 2 C ([0; 1] ; X) : ' (0) = 0; ' (1) = ug 6= ?:
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viii) I fonksiyoneli, X uzay¬nda (PS)c koşulunu sa¼glar [20; 21].

·Ispat: i) X uzay¬nda un * u olacak şekilde (un) � X bir dizi olsun. �
fonksiyoneli, X uzay¬nda alttan zay¬f yar¬sürekli oldu¼gundan dolay¬

� (u) � lim inf �(un) (5.2.1)

olur. Ayr¬ca,

(a) : X ,!,! L
r(x)
m(x)(
) ve X ,!,! L

s(x)
n(x)(
)

kompakt gömmelerden

(b) : L
r(x)
m(x)(
)�da un ! u ve L

s(x)
n(x)(
)�da un ! u

yaz¬labilir. Bu gömmeler ve (5:2:1) eşitsizli¼ginden

I (u) � lim inf
n!1

I(un)

eşitsizli¼gi bulunur. Böylece, I fonksiyonelinin alttan zay¬f yar¬ sürekli oldu¼gu
sonucu elde edilir.

ii) J fonksiyonelinin özelli¼ginden ve Lemma 5.1.2�deki i- ii özelliklerinin bir
sonucudur.

iii) I fonksiyonelinin tan¬m¬n¬n bir sonucudur.

iv) I fonksiyonelinin tan¬m¬ndan

I (u) �
Z



A(x;ru)dx� 1

r�

Z



m(x) jujr(x) dx� 1

s�

Z



n(x) jujs(x) dx

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte, (A3) koşulu ile birlikte Lemma 5.1.3 ve
Lemma 5.1.4 uygulan¬rsa

I (u) �
Z



jrujp(x)

p(x)
dx� c8

r�

�
jjujjr

�
+ jjujjr

+
�
� c7
s�

�
jjujjs

�
+ jjujjs+

�
� 1

p+
jjujjp

�
� c8
r�

�
jjujjr

�
+ jjujjr

+
�
� c7
s�

�
jjujjs

�
+ jjujjs

+
�

= (
1

p+
� c8
r�

�
jjujjr

��p�
+ jjujjr

+�p�
�
� c7
s�

�
jjujjs

��p�
+ jjujjs

+�p�
�
) jjujj (5.2.2)
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eşitsizli¼gi elde edilir. Şimdi de I (u) � 0 oldu¼gunu gösterebilmek için aşa¼g¬daki
eşitsizli¼gi sa¼glayacak şekilde t0 > 0 oldu¼gunu göstermek yeterlidir

1

p+
� c8
r�

�
tr

��p�
0 + tr

+�p�
0

�
� c7
s�

�
ts
��p�
0 + ts

+�p�
0

�
> 0:

Bunun için

� (t0) =
c8
r�

�
tr

��p�
0 + tr

+�p�
0

�
+
c7
s�

�
ts
��p�
0 + ts

+�p�
0

�
şeklinde bir fonksiyon tan¬mlayal¬m. Bu � fonksiyonu için lim

t0�!1
� (t0) = lim

t0�!0
� (t0) =

1 oldu¼gundan dolay¬� fonksiyonu pozitif bir minimuma sahiptir ve bu mini-
mum noktas¬t0 d¬r. Bu t0 noktas¬, � fonksiyonun minimumu oldu¼gundan dolay¬
�0 (t0) = 0 olur. Yani;

�0 (t0) =
c8
r�
(
�
r� � p�

�
tr

��p��1
0 +

�
r+ � p�

�
tr

+�p��1
0 )

+
c7
s�

��
s� � p�

�
ts
��p��1
0 +

�
s+ � p�

�
ts
+�p��1
0

�
= 0

olur. Özel olarak; r� = r+ ve s� = s+ olarak seçilirse

t0 =

�
(p� � r+) s�
(s+ � p�) r�

� 1

s+�r+

> 0

bulunur. Böylece

1

r�

�
(p� � r+) s�
(s+ � p�) r�

� r+�p�
s+�r+

+
1

s�

�
(p� � r+) s�
(s+ � p�) r�

� s+�p�
s+�r+

<
1

p+

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Buradan da

I (u) � � > 0

sonucu elde edilir.

v) ' 2 C10 (
), ' � 0, ' 6= 0 ve t > 0 yeterince küçük seçelim. Bu durumda,
Lemma 5.1.1�deki ii) özelli¼ginden

I (t') =

Z



A (x; tr') dx�
Z



m(x)

r(x)
jt'jr(x) dx�

Z



n(x)

s(x)
jt'js(x) dx;

ve

I (t') � tp
+

Z



A (x;r') dx� tr
�

r+

Z



m(x) j'jr(x) dx� ts
�

s+

Z



n(x) j'js(x) dx
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yaz¬l¬r. Bu son eşitsizlikte, r� < p+ < s� koşulu kullan¬l¬rsa I (t') < 0 olur:

vi) t > 1 olmak üzere t�nin yeterince büyük de¼geri için ve r� < p+ < s�

koşulu kullan¬l¬rsa o zaman v) ifadesine benzer i̧slemler yap¬l¬rsa arzu edilen
sonuc elde edilir.

vii) E¼ger herbir t 2 [0; 1] için ' (t) = tu ve ' 2 C ([0; 1] ; X) olarak seçersek
o zaman ' 2 G ve G 6= ? olur.

viii) Herhangi bir (un) � X dizisi ve c > 0 sabiti için

jI(un)j < c ve X� uzay¬nda n!1 için I 0(un)! 0; (5.2.3)

koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim.
I fonksiyonelinin, X uzay¬nda (PS)c koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬ göstermek için

(5.2.3) koşullar¬n¬ sa¼glayan (un) � X dizisinin yak¬nsak bir alt diziye sahip
oldu¼gunu göstermek gerekir. Bunun için öncelikle, (un) dizisinin X uzay¬nda
s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterece¼giz. Aksine, (un) dizisi X uzay¬nda s¬n¬rl¬ olmas¬n.
Yani; n ! 1 iken kunk ! 1 olsun. Bunun için, (5:2:3) ifadesini kullan¬p ve
yeterince büyük n için kunk > 1 oldu¼gu düşünülürse

1 + c+ jjunjj

� I(un)�
1

s�
hI 0(un); uni

=

Z



A(x;run)dx�
Z



m(x)

r(x)
junjr(x) dx�

Z



n(x)

s(x)
junjs(x) dx

� 1

s�

Z



a(x;run)rundx+
1

s�

Z



m(x) junjr(x) dx+
1

s�

Z



n(x) junjs(x) dx

�
Z



(A(x;run)�
1

s�
a(x;run)run)dx+ (

1

s�
� 1

r�
)

Z



m(x) junjr(x) dx

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Di¼ger taraftan, (A3) koşulunun yard¬m¬ylaZ



jrunjp(x) dx �
Z



a(x;run)rundx � p+
Z



A(x;run)dx

elde edilir. Bu durumda

1 + c+ jjunjj � (1�
p+

s�
)

Z



A(x;run)dx+ (
1

s�
� 1

r�
)

Z



m(x) junjr(x) dx
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� 1

p+
(1� p+

s�
)

Z



jrunjp(x) dx+ (
1

s�
� 1

r�
)

Z



m(x) junjr(x) dx

olur. Bu eşitsizlikte, (5:1:3) ifadesi kullan¬l¬rsa

1 + c+ jjunjj+ (
1

r�
� 1

s�
) jjunjjr

+

� ( 1
p+

� 1

s�
) jjunjjp

�

elde edilir. E¼ger bu son eşitsizli¼gi jjunjjp
�
bölüp ve n ! 1 için limiti al¬n¬rsa

s� � p+elde edilir. Bu sonuç, s� > p+ koşulu ile çeli̧sir. Böylece (un) dizisi
X üzerinde s¬n¬rl¬olur. Dolay¬s¬yla, (un) dizisi X üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu için X
üzerinde un * u olacak şekilde bir u 2 X alt dizisi vard¬r. Şimdi (un) dizisinin
X üzerinde un ! u olacak şekilde bir u 2 X alt dizisinin oldu¼gunu gösterece¼giz.
Lemma 5.2.1�deki i) özelli¼gin ¬spat¬nda yaz¬lan (a) ve (b) ifadeleri ve (5:2:3)
ifadesi kullan¬l¬rsa

n!1 iken hI 0(un); un � ui ! 0

olur. Di¼ger taraftan,

hI 0(un); un � ui =

Z



a(x;run) (run �ru) dx

�
Z



m(x) junjr(x)�2 un(un � u)dx

�
Z



n(x) junjs(x)�2 un(un � u)dx

yadaZ



a(x;run) (run �ru) dx = hI 0(un); un � ui

+

Z



m(x) junjr(x)�2 un(un � u)dx+
Z



n(x) junjs(x)�2 un(un � u)dx (5.2.4)

elde edilir. Ayr¬ca; (5.2.4) eşitli¼gininZ



m(x) junjr(x)�2 un(un � u)dx

k¬sm¬için Teorem 2.10.16 ( 1
�(x)+

1
�(x)+

1
r(x) = 1) , Teorem 2.11.3, Teorem 2.12.4

ve Lr(x)m(x)(
) uzay¬nda un ! u yak¬nsakl¬¼g¬kullan¬l¬rsa
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������
Z



m(x) junjr(x)�2 un(un � u)dx

������
� c9 jmj�(x)

���junjr(x)�1���
�(x)

jun � ujm(x);r(x)

� c10

���junjr(x)�1���
�0(x)r(x)

jun � ujm(x);r(x)

� c11 junjr
+�1
(r+�1)�0(x)r(x) jun � ujm(x);r(x)

� c12 kunk jun � ujm(x);r(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Teorem 2.12.2�den n ! 1 iken jun � ujm(x);r(x) ! 0
oldu¼gundan dolay¬

lim
n!1

Z



m(x) junjr(x)�2 un(un � u)dx = 0

eşitli¼gi bulunur. Benzer şekilde

lim
n!1

Z



n(x) junjs(x)�2 un(un � u)dx = 0

yaz¬labilir. Bütün bu bilgiler (5.2.4) eşitli¼ginde kullan¬l¬rsaZ



a(x;run) (run �ru) dx = 0

eşitli¼gi elde edilir. Yani;

lim
n!1

h�0(un); un � ui = 0

olur. Yukar¬daki son eşitlikte, Lemma 5.1.2�deki v) özelli¼gi kullan¬l¬rsa

0 = lim
n!1

h�0(un); u� uni � lim
n!1

(� (u)� �(un)) = � (u)� lim
n!1

�(un)

yada

lim
n!1

�(un) � � (u) (5.2.5)

eşitsizli¼gi elde edilir. Lemma 5.1.2�deki iii) özelli¼gi ve (5.2.5) eşitsizli¼gi kul-
lan¬l¬rsa
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lim
n!1

�(un) = � (u) (5.2.6)

sonucu elde edilir.
Şimdi de X uzay¬nda un ! u oldu¼gunu gösterece¼giz. Aksine, X uzay¬nda

(un) dizisi (u)�ya güçlü yak¬nsak olmas¬n. O zaman, "1 > 0 için kunk � uk �
"1 olacak şekilde (un)�nin bir (unk) alt dizisi vard¬r. Di¼ger taraftan, Lemma
5.1.2�deki iv) özelli¼ginden ve (5.2.6) eşitli¼ginden

1

2
� (u) +

1

2
�(unk)� �(

unk + u

2
) � k1 kunk � uk

p� � k1"
p�

1

eşitsizli¼gi elde edilir. E¼ger k !1 al¬n¬rsa

lim sup
n!1

�(
unk + u

2
) � � (u)� k1"p

�

1 (5.2.7)

elde edilir. Ayr¬ca, X uzay¬nda funk + u
2

g * u olur. Lemma 5.1.2�deki iii)
özelli¼ginden

� (u) � lim inf
n!1

�(
unk + u

2
)

elde edilir ve bu ise (5.2.7) ile çeli̧sir. Sonuç olarak; X uzay¬nda un ! u olur.
�

Teorem 5.2.2. E¼ger 1 < r(x) < p(x) < s(x) < p�(x) ve (A1)� (A4), (M)
ve (N) koşullar¬sa¼glan¬yorsa, o zaman (P ) probleminin X�de s¬f¬rdan farkl¬en
az iki tane zay¬f çözümü vard¬r.

·Ispat: Teorem 3.4.12 ve Lemma 5.2.1�den hareketle (P )�nin bir u1 2 X
s¬f¬rdan farkl¬bir zay¬f çözümünün oldu¼gunu elde ederiz. Şimdi u1 6= u2 olacak
şekilde ikinci bir u2 2 X zay¬f çözümün varl¬¼g¬n¬gösterece¼giz.
Lemma 5.2.1�den orjin merkezli ve � yar¬çapl¬bir B� (0) � X yuvar¬ için

aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r,
inf

@B�(0)
I > 0:

Di¼ger taraftan, Lemma 5.2.1�deki v) özelli¼ginden hareketle yeterince küçük tüm
t > 0 de¼gerleri için I (t') < 0 olacak şekilde bir ' 2 X eleman¬vard¬r. Ayr¬ca,
(5:2:2) özelli¼gi tüm u 2 X fonksiyonlar¬için sa¼gland¬¼g¬ndan, yani

I (u) � 1

p+
jjujjp

�
� c8
r�

�
jjujjr

�
+ jjujjr

+
�
� c7
s�

�
jjujjs

�
+ jjujjs

+
�

eşitsizlik sa¼gland¬¼g¬ndan

�1 < c := inf
B�(0)

I < 0

olur. Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki sonuç elde edilir
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0 < " < inf
@B�(0)

I � inf
B�(0)

I:

I : B� (0)! R fonksiyoneli için Ekeland varyasyonel prensibi uygulan¬rsa

I(u") < inf
B�(0)

I + "

ve

I(u") < I (u) + " ku� u"k ; u" 6= u

olacak şekilde bir u" 2 B� (0) bulunabilir. Bununla birlikte

I(u") < inf
B�(0)

I + " < inf
B�(0)

I + " < inf
@B�(0)

I

eşitsizli¼gi hesaba kat¬l¬rsa u" 2 B� (0) oldu¼gu elde edilir. Şimdi � (u) = I (u) +

" ku� u"k olacak şekilde bir � : B� (0) ! R dönüşümü tan¬mlayal¬m. Aç¬kt¬r
ki u" noktas¬� için bir minimun noktas¬d¬r ve bu yüzden, yeterince küçük t > 0
de¼geri ve herhangi � 2 B� (0) için

�(u" + t�)� �(u")
t

� 0

olur:Yukar¬daki ifadeden

I(u" + t�)� I(u")
t

+ " k�k � 0

oldu¼gu elde edilir. Şimdi t! 0 al¬n¬rsa

hI 0(u"); �i+ " k�k > 0

eşitsizli¼gi elde edilirki bu kI 0(u")k � " oldu¼gunu gösterir: Dolay¬s¬yla

I(un)! c ve I 0(un)! 0

olacak şekilde bir (un) � B� (0) dizinin var oldu¼gu anlaş¬l¬r.
I fonksiyonelininX üzerinde Palais-Smale koşulunu sa¼glamas¬ndan hareketle

(un) dizisinin bir u2 2 X eleman¬na güçlü yak¬nsad¬¼g¬anlaş¬l¬r. Dolay¬s¬yla, u2
fonksiyonu (P ) için bir zay¬f çözümdür ve 0 > c = I (u2) oldu¼gu da hesaba
kat¬l¬rsa u2 nin s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gu ortaya ç¬kar.
Bununla birlikte,

I(u1) = c > 0 > c = I(u2)

eşitsizl¼gi hesaba kat¬l¬rsa u1 6= u2 oldu¼gu aç¬kça ortaya ç¬kar. �
Teorem 5.2.3. E¼ger 1 < r(x) < p(x) < s(x) < p�(x) ve (A1)� (A5), (M)

ve (N) koşullar¬ sa¼glan¬yorsa, o zaman (P ) probleminin X�de s¬f¬rdan farkl¬
sonsuz tane zay¬f çözümü vard¬r.
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·Ispat: (A5) koşulundan I fonksiyonelinin çift oldu¼gunun sonucuna varabil-
iriz. Teorem 3.4.13 göstermek için Teorem 3.4.13�deki ii) özelli¼gini göstermek
yeterlidir. Lemma 5.1.1�deki i) özelli¼ginden,

� (u) �
Z



A(x;ru)dx � c2 jjujj+ c1 jjujjp
+

olur. Bu durumda

I(un) � c2 jjunjj+ c1 jjunjjp
+

� 1

s+

Z



n(x) junjs(x) dx

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. O zaman

I(un) � c2 jjunjj+ c1 jjunjjp
+

� 1

s+

Z

=fx2
:ju(x)j<1g

n(x) junjs(x) dx

� c2 jjunjj+ c1 jjunjjp
+

� 1

s+

Z

=fx2
:ju(x)j<1g

n(x) junjs
�
dx

� c2 jjunjj+ c1 jjunjjp
+

� 1

s+

Z



n(x) junjs
�
dx

+
1

s+

Z
fx2
:ju(x)j<1g

n(x) junjs
�
dx:

elde edilir. Di¼ger taraftan, Z
fx2
:ju(x)j<1g

n(x) junjs
�
dx � c13

eşitsizli¼gini sa¼glayacak c13 > 0 sabiti vard¬r. Bu durumda, her u 2 X için

I(un) � c2 jjunjj+ c1 jjunjjp
+

� 1

s+

Z



n(x) junjs
�
dx+ c13

olur.
j�jn(x);s� : X ! R fonksiyonelini şeklinde tan¬mlarsak ve bu fonksiyonelin X

uzay¬ndaki normu

jujn(x);s� =

0@Z



n(x) jujs
�
dx

1A1=s�
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olur. X1 uzay¬X uzay¬n¬n sonlu buyutlu bir alt uzay¬oldu¼gu için j�jn(x);s� ve
k�k normlar¬denktir. Bu durumda

kuk � C jujn(x);s� ; 8u 2 X1

olacak şekilde C = C (X1) > 0 sabiti vard¬r. O zaman her u 2 X1 için

I(un) � c2 jjunjj+ c1 jjunjjp
+

� c14 kunks
�
+ c13;

eşitsizli¼gini sa¼glayacak c14 > 0 sabiti vard¬r. Dolay¬s¬yla, p+ < s� koşulun-
dan fu 2 X1 : I (u) � 0g s¬n¬rl¬oldu¼gu elde edilir. Sonuç olarak; I fonksiyoneli
s¬n¬rs¬z olan bir kritik noktalar dizisine sahiptir. �
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6. BÖLÜM

TARTIŞMA VE SONUÇLAR

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n özünü oluşturan dördüncü bölümde, standart olmayan
büyüme koşullu Dirichlet s¬n¬r de¼ger koşullar¬na sahip,

�
��p(x)u(x) = �a(x) jujq(x)�2 u+ b(x) jujh(x)�2 u ; x 2 
;

u(x) = 0 ; x 2 @
; (E�)

elliptik denkleminin varyasyonel yaklaş¬mla, Nehari Manifold metodu kullan¬larak
en az iki pozitif çözümünün oldu¼gu gösterilmi̧stir.

·Ileri çal¬̧sma olarak, yukar¬daki (E�) denkleminin sonsuz bir çözüm dizisine
sahip oldu¼gu yine Nehari Manifold metodu kullan¬larak gösterilebilir.
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