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OZET

Bu tez ¢alismasinda degisken {istlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda varyasyonel
yaklagimla Nehari Manifold metodu, Mountain Pass Teoremi ve Z, —Simetrik Mountain Pass
Teoremini kullanilarak p(x) — Laplace tipindeki denklemlerin ¢dziimlerinin varligi
arastirilmastir.

DOKTORA TEZI
Zehra YUCEDAG

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2010

Bu tezde, standart olmayan biiyiime kosuluna sahip iki farkli denklemin ¢6ziimleri
degisken tstlii Lebesgue ve sobolev uzaylarinda elde edilmistir.

Birinci boliimde, degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylariin tarihi gelisiminden ve
standart olmayan biiylime kosullu diferansiyel denklemlerin uygulamalar1 hakkinda bilgi
verilmistir. Daha sonra, standart olmayan biiytime kosullu diferansiyel denklemlerle ilgili
simdiye kadar yapilan ¢alisma ve elde edilen sonuglar hakkinda kisa bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel bilgiler ve Lebesgue-
Sobolev uzaylar1 hakkinda bilgi verilmistir.

Ugiincii boliimde, standart ve standart olmayan biiyiime kosullu denklemlerin ¢dziimlerinin
varlig i¢in kullanilan temel tanimlar, temel teoremler ve varyasyonel yaklasim hakkinda bilgi
verilmistir. Ayrica, bu teoremlerin kullanildig: belli bagh ¢calismalardan bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, standart olmayan biiytime kosullu Dirichlet sinir deger kosullarina
sahip yarilineer bir elliptik problem i¢in varyasyonel bir yaklagimla Nehari Manifold metodu
kullanarak problemin en az iki pozitif ¢oziimiin varlig1 degisken iistlii Sobolev uzayinda elde
edilmistir.

Besinci boliimde, p(x) —Laplace tipindeki diizgiin olmayan eliptik denklem i¢in Mountain

Pass ve Simetrik Mountain Pass Teoremini kullanarak denklemin ¢oziimlerinin varligi ve
coklugu degisken iistlii Sobolev uzayinda elde edilmistir.



ABSTRACT

In this thesis, using variational approach and applying Nehari Manifold method, Mountain
Pass theorem and Z, — Symmetric Mountain Pass theorem the existence of the solutions of

the p(x)—Laplacian type equations were investigated in the variable exponent Lebesgue and
Sobolev spaces.
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In the present thesis, solutions of two different equations which have non-standard growth
condition were obtained in variable exponent Lebesque and Sobolev spaces.

In the first part, some information was given about the historical progress of variable
exponent Lebesgue --Sobolev spaces and about the applications of differential equations with
non-standard growth condition. Then, some account was also added about the studies carried
out so far and the results obtained with regard to differential eqations with non-standard
growth condition.

In the second part, some other information was given about the Lebesque Sobolev spaces as
well as the basic kowledge that we would use in the following parts.

In the third part, some account was given about the basic theorems, basic definitions and
variational approach used for the existence of solutions of equations with standard and non-
standard growth conditions. In addition, some major studies, in which these theorems were
used, were referred to.

In the fourth part, for a semilinear elliptic problem that possesses the Dirichlet boundary
value conditions with non- Standard growth condition, at least the existence of two positive
solutions was obtained in variable exponent Sobolev space by using the Nehari Manifold
Method through a variational approach.

In the fifth part, the existence and multiplicity of the the solutions were obtained in variable
exponent Sobolev space for the nonuniform elliptic p(x) — Laplacian equation by using the
Mountain Pass theorem and Symetric Mountain Pass theorem.



1. BOLUM

GIRIS

Son yillarda, standart olmayan biiytime kogullu (p(z) biiyiime kogullu) kismi
diferansiyel denklemlere ve varyasyonel integrallere olan ilgi artmistir. Bu ilgi,
onlarin uygulama alanlarinda rol alan elastik mekanik, akigkanlar dinamigi,
varyasyonel hesaplamalar ve Non-Newtonian akigkanlarin matematiksel model-
leri olan Electrorheological akigkanlar {izerine yogunlagmigtir[1, 7, 13, 16, 28, 29, 30, 42].
Ozellikle; standart ve standart olmayan biiyiime kosullu varyasyonel problemler
ve varyasyonel integralin minimizelerinin regiilerligi tizerinde ¢aligmalar olmug-
tur. Ilk olarak; Zhikov (1986),

/ (1 + |Vu(33)|2)a(m) dx

Q

seklindeki varyasyonel integralini ¢galismigtir ve «(x)—Holder siirekli ise regiiler
olmayan minimizelerinin olmadigini gstermistir [64]. Marcellini (1989,1991) ise

Q/F (Vu(x)) dz

varyasyonel integralleri i¢in regulerlik problemlerini
P <F(€) <eca(14 €))7, €eRY (1.1.1)

ve p < ¢ kosulu altinda incelemistir [36,37]. Ayrica, p = ¢ durumunda bu
tip promlemlerin ele alinmasinda Sobolev uzaylar teorisi (W™ P(Q)) dogal ve
etkili bir yoldur [21]. Bu ylizden, bir¢ok materyal ve problem klasik Lebesgue
ve Sobolev uzaylarim kullanilarak yeterli dogrulukla matematiksel olarak mod-
ellenebilir. Ancak, (1.1.1) kogulunda p ve g sabitleri yerine p(z) ve ¢(z) seklinde
birer reel fonksiyon olarak alinirlarsa bu durumda varyasyonel integralin min-
imizeleri hangi uzayda kalacaklar sorunu ortaya c¢ikar. Degigken iistlii uzay
arastirmalarm inanci degisken iistlii Sobolev uzaylarmda (W™ P()(Q), p(z)
bir reel fonksiyon, m negatif olmayan herhangi bir tam sayi) olacaktir. Bu-
rada, (1.1.1) kogulunun genellegtirilmesinin temel amaci homojen olmayan (Elec-
trorheological akigkanlar) baz1 materyaller i¢in klasik Lebesgue ve Sobolev uza-
ylarin yeterli olmamasidir. Bu yiizden p iistiiniin degisken olmas: gerekir. Bu
son durum calismalarm degigken tistlii Lebesgue (LP(*)) ve Sobolev (W™ P(*))
uzaylarina yonlendirilmesine sebep olmustur. Ancak, bu uzaylarda calismak
her zaman igin avantajli olmayabilir. Ciinkii; bir¢ok klasik sonuclar bu uzay-
larda saglanmaz. Ornegin; 6teleme operatoriiniin sinirliligl, Young esitsizligini,



Hardy esitsizligi, kritik iiste sahip Sobolev gomme Teoremi ve Lagrange Multi-
plier Theoremi gibi 6nemli dzellikler p(x) degigken iistiine birakilan baz1 kogullar
altinda saglanir [5,15]. Ayrica, ¢ok énemli 6zelliklerden biri olan enerji fonksiy-
onelinin Coercive’lik ozelliginin standart olmayan biiytime kosullu denklemler
i¢in ispatlanmasi oldukca zor olmaktadir.

Electrorheological (ER) akigkanlara kargilik gelen matematiksel modeller,
standart olmayan biiyiime kogullu denklem tiirtindendir. Non-Newtonian akigkan
olarak da bilinen ER akigkanlar, standart olmayan biiyiime kogsullu denklemlerle
ilgili caligmalar icerisinde ayr1 bir éneme sahiptir.

Bu ER akigkanlar teorisi ile ilgili ilk snemli galigma 1949’da Winslow tarafin-
dan yapilmigtir [66]. Bu akigkanlar ¢ok ilging 6zelliklere sahiptir soyle ki, kendi
iclerindeki bagil devinime gosterdikleri direnme ozelligi (viscosity), akigkana
uygulanan elektrik alanina baghdir. Winslow fark etmigtir ki bu sekildeki
akigkanlarda, ornegin lithium polymetachrylate, bir elektrik alanindaki viscos-
ity, alanin kuvveti ile ters orantilidir. Bu alan, alana paralel olan akigkanda
seride benzer formlar olusmasina neden olur. Bunlar viscosity’ nin yaklagik beg
katina kadar biiyiimesini saglayabilirler. Bu olay Winslow etkisi olarak bilinir.

ER akigkanlarin fiziginin matematiksel modelinin olugturulmasinda birkag
farkli yontemi mevcuttur. Bunlar igersinde son zamanlarda Rajagopal ve Ruz-
icka (2001) tarafindan elde edilen ve daha sonra Ruzicka'min (2000) daha da
geligtirdigi matematiksel model 6ne gikmaktadir [52,53]. Bu model, elektro-
manyetik alanlar ile hareketli akigkanlar arasindaki hassas etkilegimi heseba kat-
maktadir. Buna gore, ER akigkanlarin hareketine karsilik gelen temel matem-
atiksel model agagidaki gibidir;

%u%—divS(uH—(u.V)u—#V?T:f (1.1.2)

burada u : R3*!1 — R3 akigkanin hizim veren fonksiyonu; V = (9y, 02, 93)
gradient operatoriinii; v : R3*! — R basing fonksiyonunu; f : R3*1 — R3
harici kuvvetleri temsil eden fonksiyonunu ve S : I/Vlloc1 — R3%3 fonksiyonu da
ekstra stres tensoriinii gostermekte olup, bu tensor agsagidaki gibi verilir.

p(z)—2
2

$ (W) (@) = (@) (1+ |Vu(@)P)

burada Du : 5 (Vu+ Vu"), u fonksiyonunun gradientinin simetrik kismidir.
Dikkat edilirse (1.1.3)’de, p(z) = 2 iken (1.1.2) denklemi boyutlandirilmamig
Navier-Stokes denklemine doniisiir. Bununla birlikte, (1.1.2) denklemi, bilinen
Laplace denklemlerinden daha karmagik olmasina ragmen, en yiiksek mertebe-
den tiireve sahip terim i¢in, A = 1 iken

Vu(z) (1.1.3)

N[

p(z)=2
div ()\+ |vu(x)\2) > Vau(z), (1.1.4)
Laplace denklemlerine olduk¢a benzerdir. Nitekim dejenere durumda, yani
A = 0 iken, (1.1.4) ifadesi p(z) -Laplace operatoriine doniigiir. p(x) -Laplace



operatort,

—Apu = —div (|Vu|p(ac)_2 Vu)
p(z)—2
w0 ou ou 5] 2 Ou
Apyu = ;8@ [(axl) +...+(8xn)] o, (1.1.5)

ER akigkanlar belirli bir manyetik alanla kargilagtiklarinda bu akigkanlarin
parcaciklar: hareket esnasinda belli bir miktar kiitle kaybina ugramaktadirlar.
Kaybolan bu kiitle miktarmi p kuvveti sabit iken 2 € R 'nin farkli eksenlerdeki
hareketleri boyunca egit kabul etmek zorunlulugu ortaya ¢ikmakta ve dolayisiyla
bu farkl kiitle kayiplar1 hesaba katilamamaktadir. Kaybolan bu kiitle miktarim
bu sekilde esit kabul etmek ise baz1 fizik, mekanik ve 6zellikle ER, akigkanlarla
ilgili problemlere kargilik gelen matematiksel modellerin yeterli dogrulukta olug-
turulamamasina sebep olmaktadir. Ancak; p kuvveti p(z) seklinde 6lgiilebilir
pozitif reel degerli bir fonksiyon seklinde secilirse, o zaman = € R"'nin farkh
eksenlerdeki hareketleri boyunca ortaya cikan farkl kiitle kayiplar: hesaba katila-
bilmekte bu da matematiksel modellerin yeterli dogrulukta olusturulabilmesine
imkan vermektedir. Dolayisiyla, ER akigkanlar teorisinden kaynaklanan stan-
dart olmayan biiyiime kosullu lineer olmayan eliptik denklemlere karsilik gelen
matematiksel modeller ancak degisken iistliit Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda
olugturulabilirler ve incelenebilirler.

ER akigkanlar teorisinden kaynaklanan standart olmayan biiyiime kosullu
lineer olmayan eliptik denklemler i¢cin model tegkil edebilecek temel denklemler-
den biri, @ ¢ RY smurh bir bolge, A € R ve f belli kosullara sahip bir fonksiyon
olmak tizere,

{ By = —div ([P 200) = A (), ze® -

u =0, x € 00

tipindeki denklemlerin, lineer olmayan kismim olusturan f(z) fonksiyonunun
sagladig1 standart olmayan biiyiime kosullarina gore fizikte farkli durumlara
S

kargihik gelirler. Soyle ki, F(z,u) = /f (z,t)dt ve ¢ > 0 tamsay1 olmak {izere,
0
f(z,u) fonksiyonunun sagladigi standart olmayan biiyiime kogulu
F(a,u)] < e (14 u")

seklinde verilsin. Buna gore,
i) p(x) > r(x) ise Sublineer durum (Parcacigin kiitle kayb siireci yavasg)
ii) p(z) <r(x) ise Superlineer durum (Parcacigin kiitle kaybi siireci hizl)
iii) p(z) = r (z) ise Rezonans durum (Parcacigin kiitle kayb1 miktar fazla
veya kiitlenin tamamen kaybolmasi) geklinde verilir.



Rezonans durumu matematiksel olarak goyle ifade edilir; f (z,u) fonksiy-
onu standart olmayan biiytime kogullu bir denklemin lineer olmayan kismi ve

| llim M];ﬁ“b%)zu sonlu olmak iizere, eger pr(f%—i—)\l terimi A\ 6zdegerine kargilik
u[—o0

gelirse o zaman verilen standart olmayan biiyiime kogullu denklem (sonsuzda)
Rezonance durumuna sahiptir denir. Dikkat edilirse Rezonans probleminin
incelenebilmesi igin 6ncelikle denklemin birinci 6zdegerinin yani A;’in bilin-
mesi gerekir. Rezonans durumu fizikte ¢ok onemli bir yere sahip olmakla bir-
likte, standart biiytime kogullu denklemlerde f(x,u) fonksiyonuna birakilan 6zel
kogullar altinda incelenmigtir. Ancak, standart olmayan biiyiime kogullu den-
klemler i¢in heniiz incelenmemigtir. Bunun en énemli nedeni:

/ (V"™ da
infA=  inf

e (1.1.7)
ueWwy P (z) o
U0 /|u|p dz
Q

orani diigiiniildiigiinde su belirsizlikler ortaya ¢ikmaktadir:

i) p—biiyiime kogulu denklem i¢in daima inf A = A; > 0 iken, p(z)—biiyiime
kogullu denklemler i¢in bu durum genel olarak gerceklesmez ve (genel olarak )
inf A = 0 olur. Ancak inf A > 0 olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul Poincaré
esitsizliginin modiiler versiyonu olarak bilinen, ¢ > 0 sabit sayis1 i¢in

/|u\”<z> dx < c/ |VulP™) d (1.1.8)
Q Q

esitsizliginin saglanmasidir, ancak bu egitsizlik degigken iistlii Lebesgue-Sobolev
uzaylarinda genel olarak saglanmaz.

ii) (1.1.7)’deki orana gore A1 (birinci 6zdeger), bu sekildeki szdegerlerin in-
fimumu olmalidir, p(z)—biiyiime kogullu denklemlerde A;’in varligi hakkinda,
(1.1.8) esgitsizligi saglansa dahi, kesin birgey soylenmedigi gibi A;’in var olmasi
durumunda bile bunun, p(z)—biiyiime kogullu denklem i¢in bir szdeger olmasi
gerekmez.

iii) p(x)—biiytime kogullu denklemler icin A;’in varligi kesin olsa bile A;’e
sadece bir tek @, 6z fonksiyonun karsilik gelecegi hakkinda kesin birgey soylene-
mez. Oysaki, p—biiyiime kosulu denklemlerde \;6zdegerine sadece ®1 6z fonksiy-
onu (veya ®7’in kathiliklar1) kargilik gelmektedir.

Fan, Zhang ve Zhao (2005) galismalarinda, (1.1.6)’daki problemde f(z,u) =
[ul? (@) =2y, p(z) = g(z) ve p(x)’in monoton fonksiyon olmasi durumunda
(1.1.6) problemini 6zdegerlerinin sonsuz tane oldugu ve infA = Ay > 0 ve
sup A = +oo kogullarinin saglandigim gostermigler [27].

Giintimiizde ER akigkanlarin kullamim ve uygulama alanlar ile ilgili birgok
yenilik s6z konusudur, bunlari1 bazilari: ABD ordusunda ‘gelecegin savas giicii’
adinda bir proje planlanmaktadir. Bu projeye gore, ER akigkanlarin kumasgin
i¢ine derinlemesine igleme ve kumagin normal durumundan ¢ok daha kat1 (dayanikl)



hale doniigmesini ¢ok hizli bir sekilde saglayabilme ¢zelliklerinden faydalanarak
suankinden ¢ok daha hafif olan kurgun gegirmez yelekler iiretilmesi amaclanmak-
tadir. Bununla birlikte, yine ABD’ de NASA laboratuarlarinda ER akigkanlarin
robot ve uzay teknolojisinde kullanmimiyla ilgili deneysel galismalar yapilmak-
tadir. Ayrica; ER akigkanlarin, sarilabilir/déndiiriilebilir ekranlar ve keypadler
ile birlikte kullanilarak ihtiya¢ duyuldugunda kati hale getirilebilen, ihtiyag ol-
mamasi durumunda ise esneklegerek sarilabilir/déndiiriilebilir hale getirilebilen
‘esnek elektronik cihazlar’ iiretimi icin de kullanilabilecegi ongoriilmektedir. Bu
amagla iinlii mobil telefon iireticisi Motorola, 2006 yilinda bahsedilen 6zellikte
mobil telefon iiretimi i¢in tescil hakk: almigtar.

Yukarida bahsedilen durumlar goézoniine alindiginda, degisken iistlii Lebesgue
ve Sobolev uzaylarinda caligmak gerek teorik gerekse uygulama alanlar1 diisii-
niildiigiinde bir¢ok avantaj saglamaktadir. Agagida, bu uzaylarin ortaya ¢ikigin-
dan giiniimiize kadar meydana gelen caligmalardan kisaca bahsedilmigtir.

Degisken iistlii Lebesgue uzaylar: literatiirde ilk defa, 1931 yilinda Orlicz
tarafindan yazilan makalede ortaya konmustur [50]. Bu makalede, su soru goz

oniine alinmugtir: (p;) (p; > 1) ve (z;) dizileri Z z¥" yakinsak olacak sekilde

reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda, Z x;y; ifadesinin yakinsak olmasi
i¢in (y;) tizerindeki gerek ve yeter kosullar nelerdir? Bu soruya yamt, en az bir

A>0 vep; =By
gikmaktadir. Orlicz ayni zamanda, reel aralikta degigken iistlii Lebesgue uzayim
degerlendirmigtir ve bu uzayda Holder egitsizligini ispatlamigtir. Bu makaleden
sonra Orlicz degigken iistlii Lebesgue uzayinda galigmay1 birakip, kendi ismi ile
anilan Orlicz fonksiyon uzaylar teorisi iizerinde yogunlagmigtir. Orlicz uzaylar
teorisi (L¥); u : Q — [0, 00) 8lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere en az bir A > 0

ve belirli kogullar1 saglayan ¢ fonksiyonu icin

igin Z(Ayi)pi serisinin yakinsak olmasi gerektigi ortaya

p0) = [¢Oul@))dz < o0
Q

olacak sekildeki fonksiyonlardan olusan uzaydir. Eger, ¢ fonksiyonu x degiske-

nine de bagli ise bu durumda genellestirilmis Orlicz uzaylari veya Musielak-
Orlicz uzaylar:1 adi verilen daha genel uzaylar elde edilir. Ek olarak, ¢ fonksiy-

onu baz kogullar: saglarsa boyle uzaylara da modiiler uzaylar adi verilir. Bu

uzaylar ilk kez sistematik olarak Nakano (1950 ve 1951) tarafindan caligilmig

ve Nakano kitabinda degisken iistlii Lebesgue uzayinin daha genel uzaylarin

bir 6rnegi oldugunu diiglinmiistiir [46,47]. Nakanonun galismalarindan sonra

modiiler uzaylar iizerinde bir¢ok aragtirmaci ¢alismigtir. Daha sonra, 6zellikle

Hudzik [31, 32, 33], Kaminska [34] ve Musielak [45] tarafindan modiiler fonksiyon

uzaylari incelenmigtir.

Reel aralikta degisken {istlii Lebesgue uzaylari, bagimsiz olarak Rus aragtir-
macilardan 6zellikle de Sharapudinov (1978) tarafindan geligtirilmisgtir [56]. Bu
aragtirmacilarin orjin noktasi 1961 yillinda Tsenov (1961) tarafindan {iretilen
ve Sharapudinov tarafindan cevaplanan u sabit bir fonksiyon ve v, LP(®) ([a, b))



uzayinnin sonlu boyutlu alt uzayinda degismek {izere

b
/ lu(z) — v(z) "™ da

ifadesinin minimize problemine dayanir [56, 59]. Ayrica, Sharapudinov Lebesgue
uzaylar i¢gin Luxemburg normunu tanimlamig ve eger p(z) degiskeni 1 < p~ <
pT < oo kosulunu saglarsa bu uzaym yansimali uzay oldugunu gostermistir.
1980 ’li yillarin ortasinda Zhikov dekigken tistlii uzaylarin ¢alismalar: ile yakin-
dan iligkili olan standart olmayan biiyiime kogullu varyasyonel integralleri goz
oniine alarak aragtirmalar i¢in yeni bir ¢izgi olugturmusgtur [64].

Degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin arastirilmasinda bir son-
raki biiyiik adim 90’l yillarin baglarinda Kovacik ve Rakosnik (1991) tarafindan
atilmistir. Bu makalede, R ’de degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin
birgok temel ozelligi ortaya konmugtur. Kovacik ve Rakosnik, degerlerini [1, oo]
araliginda alan p fonksiyonu igin degigken {istlii Lebesgue uzayimn tanimin
genigletmigler dir [35].

Bu tanima gore 2, RV ’de agik bir bolge ve Qo ={z € Q : p(z) = oo}
olmak tizere,

p(u) = / lu (2)[P™) dz + esssup |u (z)|
N, €N

ve
|ulppy =inf{A>0:p(u/A) <1}

olarak almsmn. En az bir A > 0i¢in p (Au) < oo olacak gekilde tiim fonksiyonlarin
smifina degigsken iistlii Lebesgue uzay: adi verilir. Ayrica, degisken iistlii
Lebesgue uzayinda sobolev gémme teoremini ispatlamiglardir.

Bu makaleden sonra uzun bir siire herhangi bir ¢aligma yapilmamigtir. Daha
sonra, bu konu birgok matematikgi tarafindan yeniden ele alinmigtir. Ayrica,
Edmunds ve Rakosnik (2000) benzer bir ¢alisma yaparak, Q C R¥ Lipschitz
siira sahip iken Sobolev gdmme teoremini vermisglerdir [21].

Ayrica Samko (2005), Rus bilim adamlarinin ¢aligmalarina dayali olarak
degisken iistlii Lebesgue uzayinda Konvoliisyon ve Young esitsizliginin gegerli
olmadigim ispatlamigtir [54] .

Son yillarda, degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin standart ol-
mayan biiylime kosullu p(z)—Laplace operatériinii igeren smmflarin ¢oziimleri
iizerinde ¢aligmalar yogunlagmigtir. Bu alanda yapilan belli baglica caligmalar ;

Fan ve Zhao (2001), standart olmayan biiytime kogullu eliptik denklemler
ve varyasyonel problemlerin temel o6zelliklerinden yaralanarak degigken tistlii
Lebesgue ve Sobolev uzaylarin 6zelliklerini incelemigler. Ayrica, sinirhi bolgede
Sobolev gomme teoremini gostermigler. Ayrica, C* (Q) uzayinimn degigken tistlii



Sobolev ve Lebesgue uzaylarinda yogunlugunu gostermisler [23] .Daha sonra Fan
ve arkadaglar1 (2001); ©, RV’de (N > 2) koni 6zelligine sahip acik bir bolge
ve p(x) fonksiyonu  ’da Lipschitz siirekli bir fonksiyon olmak iizere degisken
iistlit Sobolev ve Lebesgue uzaylarinda (Wl’p(z) (22)) Sobolev gémme teoremini
ispatlamiglardir [22].

Fan ve Han (2004), p(x)—Laplace operatoriinii igeren, Dirichlet simir kogullari-
na sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almiglar. Bu ¢aligmada; Am-
brosetti ve Rabinowitz kosulu altinda varyasyonel yaklagimla Fountain ve Dual
Fountain teoremleri kullamlarak, denklemin Sublineer durumunu inceleyerek,
denklemin ¢oziimlerin varligi ve katlihg: gosterilmis-dir [25].

Fan ve Zhang (2003), RY 'de p(z)—Laplace operatoriinii igeren, standart ol-
mayan biiyiime kogullu lineer olmayan elliptik denklemini ele almiglardir. Yazarlar;
Ambrosetti ve Rabinowitz kogulu altinda varyasyonel yaklagimla Fountain ve
Dual Fountain teoremleri kullamlarak, denklemin Sublineer ve Superlineer du-
rumlarini inceleyerek, denklemin ¢oziimlerinin varligini ve kathiligin1 gostermisglerdir.
[24]

Mih4ilescu ve R&dulescu (2006), standart olmayan biiytime kosullu denklemi
ele almiglar. Yazarlar; varyasyonel yaklagimla Kritik nokta teorisini ve Moun-
tain Pass teoremini kullanarak, denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, den-
klemin ¢oziimlerinin varligini gostermiglerdir [39].

Fan (2005), p(z)—Laplace operatériinii igeren, standart olmayan biiyiime
kogullu ve Dirichlet simir kosullarina sahip lineer olmayan eliptik denklemini
ele almigtir. Yazar; varyasyonel yaklagimla Kritik nokta teorisini, Fountain
ve Dual Fountain teoremlerini kullanarak, denklemin Sublineer ve Superlineer
durumlarin birlikte inceleyerek, denklemin ¢oziimlerinin varhgim ve kathiligini
gostermistir [26].

Mihdilescu (2006), standart olmayan biiyiime kogullu ve Dirichlet sinir kogul-
larina sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almigtir. Yazar; varyasyonel
yaklagimla Mountain Pass teoremini ve Ekeland Varyasyonel prensibini kulla-
narak, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin sifirdan farkh
en az bir ¢oziimiiniin oldugunu gostermigtir [40].

Mihdilescu (2008), standart olmayan biiyiime kogullu ve Dirichlet sinir kogul-
larina sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almigtir. Yazar; varyasy-
onel yaklagimla Kritik nokta teorisini, Fountain, Dual Fountain ve Zs—Simetrik
Mountain Pass teoremlerini kullanarak, denklemin Superlineer durumunu in-
celeyerek, denklemin sifirdan farkli en az bir ¢éziimiiniin oldugunu gostermistir
[43].

Ogras ve arkadaglar1 (2008), standart olmayan biiyiime kogullu lineer ol-
mayan eliptik denklem sistemini ele almislar. Yazarlar; varyasyonel yaklagimla



Mountain Pass teoremini ve Cerami kogulunu kullanarak, denklemin Sublineer
ve Superlineer durumlarini birlikte inceleyerek, denklemin sifirdan farkhi en az
bir ¢oziimiiniin oldugunu gostermiglerdir [49].

Zang (2008), standart olmayan biiylime kogullu ve Dirichlet sinir kogullarina
sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almigtir. Yazar; varyasyonel yak-
lagimla Fountain teoremini, Cerami kogulunu ve Ambrosetti-Rabinovitz tip kogul-
lar1 kullanarak, denklemin Superlineer durumu inceleyerek, denklemin ¢oziim-
lerinin varligim gostermigtir [62].

Boureanu (2006), standart olmayan biiyiime kogullu lineer olmayan eliptik
denklemini ele almigtir. Yazar; varyasyonel yaklagimla Mountain Pass teoremini
kullanarak, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlarin birlikte inceleyerek,
denkleminin sifirdan farkl en az bir ¢dziimiiniin oldugununu gostermistir [8].

Calota (2008), standart olmayan biiyiime kogullu ve Dirichlet simir kogullarina
sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almigtir. Yazar; varyasyonel yak-
lagimla Mountain Pass teoremini ve Ekeland prensibini kullanarak, denklemin
Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin sifirdan farkli en az bir ¢oziimiiniin
oldugunu gostermistir [14].

Alves ve Souto (2005), standart olmayan biiytime kogullu lineer olmayan
eliptik denklemi incelemigler. Yazarlar; varyasyonel yaklagimla Mountain Pass
teoremini kullanarak, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin
¢oziimlerinin varligim gostermiglerdir [5].

Biitiin bu caligmalarla birlikle p—Laplace operatoriinii iceren denklemler igin
gesitli galigmalar yapilmigtir. Bu denklemlerin ¢oztimleri aragtirilirken yukarida
bahsedilen varyasyonel yaklagimlardan kullanilan teoremlerin diginda Nehari
Manifoldu ve Fibrering metodu kullamilmistir [4,9,10]. Ozellikle vurgulamak
gerekir ki; Nehari Manifold yaklagimi kullanilarak, standart olmayan biiyiime
kogullu ve Dirichlet sinir kogullarina sahip lineer olmayan eliptik denklemlerin
¢oziimleri ¢caligilmamigtir.

Wu (2007), p—Laplace operatoriinii iceren Dirichlet sinir kogullarina sahip
eliptik denklemini ele almigtir. Yazar; varyasyonel yaklagimla Nehari Manifold
yontemini kullanarak, denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, denklemin
en az iki pozitif ¢dziimii oldugunu gostermistir [68].

Brown ve Wu (2003), standart biiytime kosullu sahip ve Dirichlet simir kogul-
laria sahip yari lineer eliptik denklemini ele almiglar. Yazarlar; varyasyonel
yaklagimla Fibrering metodunu kullanarak, denklemin Sublineer durumunu in-
celeyerek, denklemin en az iki pozitif ¢oziimii oldugunu gostermiglerdir [9].

Afrouzi ve arkadaglar1 (2007), p—Laplace operatoriinii igeren ve Dirichlet
sinir kogullarina sahip yari lineer eliptik denklemini ele almiglar. Yazarlar;



varyasyonel yaklagimla denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, Nehari Man-
ifold metodunu ve Fibrering metodu arasindaki iligkiden yararlanarak pozitif
¢oztimlerinin olup olmadig gostermislerdir [4].



2. BOLUM

ON BILGILER

Bu boliimde; oncelikle daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve
teoremler hakkinda bilgi verilecektir. Daha sonra, caligmamizda kullanacagimiz
uzaylar hakkinda bilgi verilecektir.

2.1. Normlu Uzay ve I¢ Carpim Uzay:

Tanim 2.1.1. Bir X vektor uzayinda
Il : X — RT U {0}
z — |
linde tanimlanan fonksiyon her z,y € X ve her o € R igin
D]z >0ve |z =0 2=0

i) o | = o ]
iii) ||z + yl| < [lz]+]y|
liklerini saglyorsa, ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine

normlu uzay denir. Bundan sonra bir € X elemann normu ||z|| seklinde ve
X uzayinda tanmimlanan norm |||, seklinde gosterilecektir.
n—boyutlu RV reel Euclid uzaymda bir z = (z1,...,2,) € RN vek-

toriniin normu .
3

n
ol = { > a3
j=1

ile tanimlanir.

Tanim 2.1.2. (z,), (X,].||y) normlu uzaymnda bir dizi olsun. Her ¢ > 0
igin n,m > n. oldugunda ||z, — x| x < € olacak sekilde € ’a bagh bir n. dogal
sayis1 varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.3. Asagidaki énermeler dogrudur.

i) Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

ii) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi simirhdir.

iii) Bir (X, |.||x) normlu uzayda (x,) bir Cauchy dizisi z € X noktasina
yakinsak bir (z,,,) alt dizisine sahip ise (x,,) dizisi de x ’e yakinsaktir.

iv) Bir (X, ||.|| y) normlu uzaymda (z,) ve (y,) iki Cauchy dizisi ise, (x, +
yn,) dizisi de bir Cauchy dizisidir [44].

Tanim 2.1.4. Bir (X, |.||y) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak
ise bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi adi verilir.
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Tanim 2.1.5. Bir X vektor uzayinda tamimli skaler degerli fonksiyona
fonksiyonel denir.
Eger, f fonksiyoneli her =,y € X ve her o, 8 € C igin

flax + By) = af(z) + Bf (y)

kosulunu saghyorsa, bu durumda f fonksiyoneli lineer olur.

Tanmim 2.1.6. (X, ||.||y) normlu uzay: tizerinde tanmml biitiin lineer ve
siirekli fonksiyonellerden olugan uzaya X vektor uzayimin dual uzay: denir ve
X* ile gosterilir.

Bu uzay

(u+0) (z) =u(z) +v(z) ve (cu)(z) =cu(z); uwveX*,zeX, ceC

seklinde tanimlanan noktasal toplam ve ¢arpim altinda bir vektor uzayidir. Bu
uzayda bir u € X* elemanin normu

lully. = sup 2
R el

seklinde tamimlamr. X* uzayi ||.||y. normu ile bir Banach uzay olur. Ayrica,
X vektor uzayimnin duali de normlu vektor uzay: oldugundan dolay1r bu uzayin
da dual uzay1 tanimlanabilir.

Tanim 2.1.7. X* normlu uzayinin duali olarak tanimlanan X** = (X*)*
vektor uzayma X uzaymin ikinci duali denir. X** ikinci dual uzay1 da bir
Banach uzay olur.

Sabit bir x € X eleman1 ve u € X* i¢in

g: X* — R(veya C)
u— g (u) = u()
olacak gekilde bir g, fonksiyoneli oldugunu varsayalim. Her x € X igin bir tek
sinirl lineer fonksiyonel kargilik geleceginden, bu durumda
T:X — X**
z— T(z) = go (u)

seklinde bir doniigiim tanimlanabilir. Bu doniigiime kanonik déniisiim denir.
Eger, bu doniigiim iizerine ise bu durumda X uzayma yansimali uzay adi
verilir. X yansimali bir uzay ise X = X** olur.

Teorem 2.1.8. Yansimali bir (X, ||.||y) Banach uzayimm her alt uzay1 da
yansimalidir [44].

Tanim 2.1.9. (X, ||.||y) normlu bir uzay ve (z,) bu uzayda bir dizi olsun.
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Eger, (x,) € X dizisi i¢in
nlingo |zn — 20|l x =0

olacak gekilde bir zo € X elemam varsa (z,,) dizisine z( 'a giiglii yakinsiyor
denir ve z,, — zy ile gosterilir.

Tanim 2.1.10. (X, |.||y) normlu bir uzay ve (z,,) bu uzayda bir dizi olsun.
Eger, her f € X* i¢in
lim f(z,) = f(z0)

n—oo

olacak gekilde bir g € X elemam varsa (x,) dizisine z¢’a zayif yakinsiyor
denir ve x,, — x¢ ile gosterilir.

Teorem 2.1.11. Normlu bir (X, ||.|| ) uzaymnda bir (z,) dizisi ve zg € X
elemani verilsin.Bu durumda,

i) x, = xo ise z¢ eleman tektir;

ii) x, — x¢ ise ||z, ||y dizisi smirhdir;

iii) z,, — x¢ ise (x,,) dizisinin her alt dizisi z¢’a zayif yakinsaktir;

iv) x, — xo ise , — xo olur. Bunun tersi genel olarak dogru degildir

v) BoyX < ooise x,, — xg <= x,, — 2 olur. Yani, sonlu boyutlu uzaylarda
zayif ile giiglii yakinsaklik tanmimlar: gakigir [44].

Teorem 2.1.12. Yansimal bir (X, ||.|| ) Banach uzayinda simrh bir dizi
ayn1 zamanda X’de zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir [65].

Tanim 2.1.13. |.||; ve [|.|l, X normlu uzay: tizerinde tamml farkln iki
norm olsun. Her z € X icin

cr flzlly < llzlly < e fl2lly

olacak gekilde ¢; > 0 ve ¢o > 0 sabitleri varsa ||.||; ve ||.||, normlarima denk
normlar denir.

Bir sonlu boyutlu vektor uzayinda tanimli normlar denk oldugundan dolayi,
o uzay lizerinde ayni topolojiyi tanimlar. Yani, |.|; ve |.||; normlar1 denk
normlar ise X i¢inde ||.||; (||.|ly) normuna gore yakinsak, simirl ve Cauchy dizisi
ise ||.|l5 (||-l;) normuna gore de yakinsak, simirhdir ve Cauchy dizisidir. Ayrica,
(X, |I.1l;) (veya (X,]||.||5)) bir Banach uzay ise (X, ||.||5) (veya (X, ||.||;)) uzay
da bir Banach uzay olur.

Tanim 2.1.14. (X, ||.||y) normlu bir uzay ve X ’in bir £ (E' C X) alt kiimesi
verilsin. Eger, E’nin elemanlarindan olugan herbir (z,,) dizinin yakinsadigi deger
X uzaymin bir elemani oluyorsa E kiimesine X uzayinda yogundur denir.

Tanim 2.1.15. Bir (X, ||.|[y) normlu uzaymin sayilabilir yogun bir alt
kiimesi varsa (X, ||.|| ) normlu uzayma ayrilabilir uzay denir.
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Teorem 2.1.16. (X, ||.||y) ayrilabilir yansimali bir Banach uzay ve (x),
X* uzaymda sirh bir dizi ise o zaman bu dizi X™* uzayinda zayif yakinsak bir
alt diziye sahiptir [65].

Teorem 2.1.17. (X, |.||x) normlu bir uzay: olsun. X uzaymin yansimal
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul X* uzaymnin yansimali olmasidir. Eger X
uzay1 ayrilabilir ise, X* uzayida ayrilabilirdir. Bu durumda, X ayrilabilir ve
yansimali bir uzay ise X* ayrilabilir ve yansimal bir uzay olur [2].

Tamm 2.1.18. X, K (K = R veya C) cismi iizerinde bir vektdr uzayi

olsun. Eger,
() XxX = K

onu her z,y € X ve a € K i¢in

i) (z,z) > 0ve (z,2) =0 2=0

ii) (z,y) = (y,z) (¢, ¢ € Cnin karmagik eslenegidir)

iii) (az,y) = o (z,y)

) (z+y,2) = (z,2)+(y, 2)
liklerini sagliyorsa (.,.)’ye X iizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X, (.,.)) ikilisine de ig
carpim uzayi denir. K = R olmasi durumunda ii) ozelligi ( z,y) = (y,x)
seklinde olur.

(X, {.,.)) i¢ carpim uzayinda bir z vektériiniin normu,

1
2]l x = (z,2)?

olarak tanimlanir.
n— buyutlu RY reel Euclid uzaymdaki @ = (21, z,) ve y = (y1....Yn)
vektorlerinin i¢ ¢arpimi

n
(z,y) = ijyj
j=1
ile tanimlanir.

Tamm 2.1.19. (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 bir Banach uzay ise, bu uzaya
Hilbert uzay1 denir.

Tanim 2.1.20. X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi ve x1, xo, ..., T, € X
olsun. ay,as,...,a, € K olmak iizere

a1x1 +asxs + ... + apxy

seklindeki bir toplama x1, o, ..., z, nin lineer birlegimi denir. M # @ C X ise
M den alinan her sonlu sayidaki vektoriin lineer birlesimlerinin kiimesine M nin
gereni (span) denir ve SpanM olarak gosterilir. SpanM, X’in bir alt uzayidir.
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2.2. Siireklilik ve Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Tanim 2.2.1. Q,R™’de acik bir bolge ve u : © — RY de tanimh bir
fonksiyon olarak verilsin. Eger, herhangi € > 0 sayis1 ve z,z¢ € ) elemanlar:
icin |z — x| < 0 oldugunda |u(z) — u (zo)| < € olacak gekilde yalniz £’a bagh bir
0 pozitif sayisi bulunabiliyorsa u(z) fonksiyonuna x = z( noktasinda siireklidir
denir.

V’da tamiml biitiin siirekli fonksiyonlarin olusturdugu kiimeye de siirekli
fonksiyonlar uzay1 denir ve C° (Q2) ile gosterilir.

Tanmim 2.2.2. a = (a1, ..., o) negatif olmayan «; ’lerin n— bilegenlisi ise
n
a’ya goklu indis denir ve |a] = ) «; seklinde yazilabilir.
j=1

Buna gore 1 < j < nicin D; = % ise, o zaman D® = D{"'...Dg" ifadesi
J
|| . mertebeden bir diferansiyel operatér belirtir. Bu ifade

dlely
= « « Qi
0x{"0z5”...0zy

D%y

seklinde de yazlabilir. Ayrica bir u fonksiyonunun grandienti

Vu:<8u ou 6u>

Ox1 Oxy’ 7 Oxpy

seklinde ve u fonksiyonunun grandientinin normu
o 1
n au 2
v =
v (S ()

Tanim 2.2.3. G,G c RN alt kiimesinin kapamgidir. RY ’de bir Q bolge
icin G € Q ve G kiimesi R" ’nin kompakt (kapali ve smirl) bir alt kiimesi ise
G CC Q geklinde gosterilir. G’de taniml bir « fonksiyonun destegi

seklinde tanimlanir.

suppu = {z € G : u(z) # 0}
seklinde tamimlanir. Eger suppu CC 2 ise, u fonksiyonu 2’da kompakt destege
sahiptir denir [2].

Tanmim 2.2.4. Q, RY ’de bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir
tamsay1 olsun. € bolgesinde, |a| < m mertebesine kadar biitiin D%u kismi
tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlarin olugturdugu uzay C™ () vektor uzayidir.

c’(Q)=C ()

@)= [)Ccm@Q
m=0
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olarak yazilabilir.

Coy () ve C§° () alt uzaylar sirasiyla 2 bolgesinde kompakt destekli olan
C (Q) ve C* (Q) uzaylarindaki biitiin fonksiyonlardan olugur. C§° () uzaymin
elemanlarina test fonksiyonu denir. 2 agik bir bslge oldugundan dolayr C™ ()
daki fonksiyonlarin 2 bolgesinde sinirli olmasi gerekmeyebilir.

Tanim 2.2.5. Q, RY ’de bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir
tamsayist olsun. 2 bolgesinde D®u kismi tiirevlerin simirli oldugu v € C™ (£2)
fonksiyonlarimin belirtigi uzaya C () vektor uzayr adi verilir. CF () uzay:

|l cm() =  Max sup |D%u(x)|

0<|a|<m zeQ

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanmim 2.2.6. Eger u € C (2) fonksiyonlar1  bélgesinde sinirh ve diizgiin
stirekli ise © bolgesinin kapanisi olan  bolgesinde de tek, siirli ve siirek-
lidir. 0 < |a| < m ic¢in Q bolgesinde D*u smurh ve diizgiin siirekli oldugu
u € C™(Q) fonksiyonlarin belirtigi vektoér uzayr C™ (ﬁ) seklinde gosterilir .

cm (ﬁ) uzayl, CF () uzayimmn kapal bir alt uzayidir. C™ (Q) uzaymda tanim-
lanan norm
= . D
[ullem (@) Ogr‘r;alwﬁnggl u(z)|
yada
U e sy = ||| o (s max sup |D%u(zx
[ull ey = Il +, max sup [D°u(o)

seklinde yazilir. Bu norm altinda C™ (ﬁ) uzay1 bir Banach uzayidir.

2.3. Normlu Uzaylarda Kompakthk

Tanim 2.3.1. (X, ||.||y) normlu bir uzayda acik kiimelerin bir ailesi D =
(Dj)jerlsun. Eger bir E C X alt kiimesi igin F C U D; oluyorsa D ailesine

JEA
E kiimesinin agik bir ortiisii denir. Eger Ag C A sonlu ve E C U Dj ise
JEAo
Dy = U D; ailesine E kiimesinin sonlu alt ortiisti adi verilir. E kiimesini

JEAo
orten D ailesinin her kiimesinin ¢ap1 bir € > 0’dan biiyiik degilse D ortiistine F
kiimesinin e 6rtiisii denir[44].

Tanmim 2.3.2. (X, ||.|| ) normlu uzay1 ve E C X olsun. Eger E kiimesinin
her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa E kiimesine X ’de kompakt bir
kiime adi verilir. Eger E kiimesinin F kapamsi X’de kompakt bir kiime ise
E’ye X’de bir 6n-kompakt kiime denir. X kompakt (6n-kompakt) bir kiime
ise (X, ||| x) normlu uzayma kompakt (6n-kompakt) normlu uzay adi verilir.
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On-kompakthik kavrami (kompakthk kavramimdan farkh olarak), verilen kii-
menin hangi uzayda incelendigine baghdir. Ornegin, (0,1) acik araliginda yer
alan tiim rasyonel sayilar kiimesi R’de 6n-kompakt olmasina ragmen Q’da &n-
kompakt degildir. Normlu uzaylarda kompaktlik ile én-kompaktlik kavramlar
denktir.

Tanim 2.3.3. (X, ||.||y) normlu uzay1 ve E’de X ’in bir alt kiimesi olsun.
Eger E icindeki her dizinin, limiti E’den olan yakinsak bir alt dizisi varsa F
kiimesine, X'de dizisel kompakt kiime adi verilir. Eger E’nin E kapanisi
X’de dizisel kompakt kiime ise E’ye X’de dizisel 6n-kompakt bir kiime denir.
Eger X dizisel kompakt (dizisel én-kompakt) bir kiime ise (X, ||.||y) normlu
uzayimin dizisel kompakt (dizisel én-kompakt) normlu uzay adi verilir.

Bu tamima gore; X’de dizisel kompakt bir £ C X alt kiimesi i¢ginde alinan
herhangi bir (x,) dizisinin bir z € F noktasina yakinsayan bir (x,, ) alt dizisi
E C X alt kiimesi i¢inde aliman herhangi bir (z,) dizisinin bir x € E limit
noktasi varsa (z,) dizisinin bu ”2” noktasina yakimsayan bir (z,,) alt dizisi
bulunabilir.

Tamim 2.3.4. Bir (X, ||.|| ;) normlu uzay1 ve E C X alt kiimesi verilsin. E
igindeki her dizinin E ’de bir limit noktasi varsa F kiimesine X ’de bir dizisel
kompakt kiime adi verilir.

Teorem 2.3.5. (Heine-Borel teoremi)
R ’nin bir £ alt kiimesinin kompak olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul bu
kiimenin kapali ve sinirli olmasidir [65].

Yukaridaki teoremden, "R icinde her kompakt kiime R i¢inde kapali ve sinir-
lidir" sonucunu gikarabiliriz. Ayrica, R ’de bir kiimenin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kogul bu kiimenin kapali ve sinirli olmasidir. Fakat, sonsuz
boyutlu Banach uzaylarinda kapalilik ve sinirlilik kogulu kompaktlik i¢in gerekli
olmasina ragmen yeterli bir kosul degildir.

Lemma 2.3.6. Bir (X, |.|y) normlu uzay ve E C X alt kiimesi verilsin.
Eger E kiimesi X 'de kompakt ise bu kiime X ’de dizisel kompakt bir kiimedir
[44].

Tanim 2.3.7. (X, ||.||y) normlu bir uzayi, bir o € X noktasi ve pozitif r
sayis1 verilsin. O zaman

By (zg) ={z e X |z — x|l x <r}
kiimesine zy merkezli ve r yaricapl agik yuvar,

By(zg) ={z € X : ||z —xo|| x <7}
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kiimesine xg merkezli ve r yaricaph kapali yuvar ve
or(zo) ={r e X :||lx —ao||y =7}
kiimesine xg merkezli ve r yaricapli yuvar yiizeyi denir.

Tanim 2.3.8. Bir (X, ||.||y) normlu uzay ve E C X alt kiimesi verilsin.
Eger her ¢ > 0 sayis1 icin E kiimesinin sonlu sayida agik yuvarlardan olugan
e—ortiisii varsa E kiimesine X 'de tamamen sinirli bir kiime adi verilir.

Teorem 2.3.9. Bir (X,|.||y) Banach uzay ve E C X alt kiimesi verilmis
olsun. F ’'nin X ’de 6n-kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, E 'nin X ’de
tamamen siirl olmasidir [44].

Yukaridaki teoremden; kapali bir kiimenin tamamen sinirli bir kiime olmasi
icin gerek ve yeter kogul, bu kiimenin kompakt bir kiime olmasidir. Boylece,
sonlu boyutlu uzaylarda dogru olan "kapalilik + simirhilik=kompaktlik" 6zelligi
yerine, "kapalilik + tamamen sinirlilik=kompaktlik" ¢zelliginin dogrulugu elde
edilir.

Teorem 2.3.10. Bir (X, ||.|| y) normlu uzaymnin sonlu boyutlu olmas i¢in
gerek ve yeter kogul, bu uzaymn kapali {z € X : ||z|| < 1} yuvarinin kompakt
olmasidir [2,65].

Tanim 2.3.11.(X, ||.| ) Banach uzay1 ve tanim kiimesi £ C X olan f :
E — C fonksiyoneli verilsin. f fonksiyonelinin F iizerinde diizgiin siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Ve > 0 i¢in 30 =6 (¢) > 0 3 Va,y € E i¢in

lz—yllx <d=I[f(x) - fy)l<e

olmasidir.

Teorem 2.3.12. u, (X,|.||y) Banach uzaymim kompakt E alt kiimesinde
siirekli reel bir fonksiyonel olsun. Bu durumda, u fonksiyoneli E iizerinde siir-
lidir ve bu kiime iizerinde bir en kiigiik ve bir en biiyiik degere ulagir [44].

Tanmim 2.3.13. (X, |.|| y) Banach uzay1 ve E C X alt kiimesi verilsin. Eger
E igindeki her sonsuz (z,,) dizisinin bir z € E noktasina zayif yakinsayan bir alt
dizisi varsa E kiimesine (X, ||.|| ) 'da zayif kompakt (veya dizisel zayif kompakt)
kiime ad1 verilir.

Teorem 2.3.14. (X, ||.|| y) Banach uzaymin zayif kompakt her kiimesi sinir-
lLidir [66].
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2.4. Operatorler ve Gommeler

Tanim 2.4.1. X ve Y ayni K cismi iizerinde iki vektor uzay1 ve Dy, X ’in
bir alt kiimesi olsun. T : Dy C X — Y doniisiimii D7’nin herbir elemenini Y
‘nin yalniz bir elemana kargilik getiriyorsa, T' 'ye Dp 'den Y ’ye bir operator
adi verilir ve D ’ye T operatoriiniin tanim kiimesi denir.

{lyeY:y=Tzx, x € D}
kiimesine 7" operatériiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir.
Tanim 2.4.2. X ve Y ayni1 K cismi {izerinde iki lineer uzay ve T : Dy C

X — Y bir operatorii olsun. Eger T' operatorii, her z,y € Dy ve her o, 8 € K
icin

T(ax+By) = oT(z)+ BT (y)

kogulunu sagliyorsa bu operatore lineer operator denir.
Tanim 2.4.3. Dy C X ve T : X — Y operator olmak iizere, her x € Dp
icin
| Tzlly < cllzllx (2.4.1)

olacak gekilde bir ¢ > 0 sabit sayis1 varsa T' operatoriine D iizerinde sinirhdir
denir. Eger Dy = X ise T operatoriine sinmirhidir denir.

(2.4.1) esitsizligini saglayan ¢ > 0 sayilarimin infumumuna 7' : X — Y siurh
lineer operatoriiniin normu denir. Buna gore

| T|| =inf{c>0:Vz € Dy i¢in || Tz|y < cllz| }
olur. Ayrica, (2.4.1) esitsizligi © # 0 i¢in
| 7ol
[E15%

yazilabilirki bu durumda ¢'nin en az sol taraftaki ifadenin Dy — {0} kiimesi
tizerinde alinan supremumu kadar olabilecegini gosterir. O halde (2.4.1) esitsi-
zliginde miimkiin olan en kiigiik ¢'nin s6z konusu oldugu supremum degerine T'
operatoriiniin normu denir ve

Tz
17 = sup L2

seng ||
x#0 X
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seklinde gosterilebilir. Ayrica, X’den Y ’ye tanimlanan biitiin sinirli ve lineer
operatorlerin olugturdugu uzay L(X,Y) seklinde gosterilsin. Eger Y bir Banach
uzay ise L(X,Y) uzay1 da bir Banach uzaydir.

Tanim 2.4.4. T : X — Y operator, (z,) C X dizisi ve 2y € X elemam
verilsin. Eger, n — oo iken

lzn — 20|y — 0 (2, — z0) oldugunda
IT(zn) = T (zo)lly  — 0 (T(zn) = T (x0))

oluyorsa T operatoriine xy noktasinda siireklidir denir. Lineer operatorler igin
simirlilik ve siireklilik kavramlar: denktir. Lineer olmayan operatorler igin bu
ifade gegerli degildir [66].

Tanim 2.4.5. T : X — Y operator, X'de z,, — x¢ olacak sekilde (z,,) C X
dizisi ve xg € X elemani verilsin. Eger,

i) n — oo iken Y’de T(x,) — T (x) saglaniyorsa T operatoriine o nok-
tasinda giiclii siireklidir

ii) n — oo iken Y’de T'(x,) — T (x) saglaniyorsa T operatoriine zy nok-
tasinda zayif siireklidir denir.

Norma gore giiclii yakinsak olan bir T" operatérii, ayn1 zamanda zayif yakin-
sak oldugundan dolayi, eger T operatorii giiglii siirekli ise ayn1 zaman da siirek-
lidir. Bu ytizden, giiglii siireklilik kavrami siireklilik’ten daha giiclii bir kavramdir.

Teorem 2.4.6. X yansimali bir Banach uzayi ve T': X — Y giiclii siirekli
operatér ise T’ operatorii kompaktir [66].

Tanim 2.4.7. f: X — R tamuml bir fonksiyonel ve zg € X eleman: i¢in
x, — o olacak sekilde (x,) C X dizisi verilsin. Eger,

f (o) < lim inf f(,) (24.2)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyoneline 2y € X noktasinda alttan yari-siireklidir
denir. Eger (2.4.2) egitsizligi x,, — o dizisi igin saglaniyorsa, f fonksiyoneline
o € X noktasinda alttan zayif yari-siireklidir denir.

Tanim 2.4.8. f: X — R tamimh bir fonksiyonel ve zg € X elemani igin
x, — xo olacak sekilde (x,,) C X dizisi verilsin. Eger,

f(xo) > liminf f(z,) (2.4.3)
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyoneline xy € X noktasinda iistten yari-siireklidir

denir. Eger (2.4.3) esitsizligi x,, — x¢ dizisi i¢in saglaniyorsa, f fonksiyoneline
o € X noktasinda iistten zayif yari-siireklidir denir.
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Eger f fonksiyoneline zy € X noktasinda (zayif) siirekli ise, o zaman f
fonksiyoneline xy € X noktasinda (zayif) alttan yari-siirekli ve (zayif) tistten
yari-siirekli olur.

Tanim 2.4.9. X ve Y iki Banach uzay ve T : X — Y lineer operatorii
verilsin. Eger T operatorii X uzayimin her simirhi kiimesini Y uzayimin bir 6n
kompakt kiimesine déniigtiiriiyorsa, 7°ye kompakt lineer operator (tamamen
stirekli lineer operator) adi verilir. T' kompakt lineer operator ise ayni zamanda
tamamen siirekli lineer operatér olur.

Tanim 2.4.10. X ve Y iki Banach uzay ve x € X olsun. Eger, f: X - Y
seklinde tanimlanan operator her h € X icin

LS G th) = f @)y
t—0 t

= Tm (h)

olacak sekilde bir ' € L(X,Y) varsa f ’ye x € X noktasinda ve h yoniinde
Gateaux differansiyellenebilirdir denir. T operatoriine ise f ’in x € X
noktasindaki Gateaux tiirevi denir. Eger, bu durum her z € X igin dogru ise
f operatoriit Gateaux differansiyellenebilirdir denir [55].

Tanim 2.4.11. X bir Banach uzay ve z € X olsun. Eger, f: X — R
fonksiyoneli X’de Gateaux differansiyellenebiliyorsa ve bu Géateaux differan-
siyelli siirekli ise f fonksiyonelinin differansiyeli zayif siireklidir denir [19].

Teorem 2.4.12. (Ortalama Deger Teoremi)
X bir Banach uzay1 ve z, h € X olsun. Eger f : X — R fonksiyoneli Gateaux
diferansiyellenebilir ise, o zaman

f@+h)—f(@)=f"(x+th)h

olacak sekilde bir 0 < ¢t < 1 sayist vardir [51].

Tanim 2.4.13. X ve Y iki Banach uzay ve x € X olsun. Eger f: X — Y
tanimlanan operator her h € X icin

i @+ = f(2) =T (W)ly

=0
h—0 17| x

olacak gekilde bir T' € L(X,Y) varsa f operatoriine € X noktasinda Fréchet
differansiyellenebilir denir. T, operatoriine ise f ’in x € X noktasindaki
Fréchet tiirevi denir. Eger, her x € X i¢in bu durum dogru ise f operatorii
Fréchet differansiyellenebilir denir [51].

Teorem 2.4.14. Eger, f : X — Y operatorii z € X ’de Fréchet differan-
siyellenebilir ise, o zaman f operatorii € X ’de siireklidir [51].
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Teorem 2.4.15. Eger, f : X — Y fonksiyonelinin X ’de Gateaux tiirevi
siirekli ise bu durumda f fonksiyoneli Fréchet differansiyellenebilirdir ve f €
C' (X,Y) olur [66].

Ayrica bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

Tanim 2.4.16. X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger,

i) X, Y ’nin bir alt uzay:

ii) Her z € X i¢in X’ten Y ’ye I(z) = z ile tamumlanan I birim operatorii
siirekli ise X uzay1 Y uzaymna gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. I birim
operatorii dogrusal oldugundan ii) kogulu her z € X igin

@)y < e llzllx

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabitinin varligina denktir. Eger, I birim operatorii kom-
pakt ise X uzay1 Y uzayina kompakt gomiiliir denir ve X —< Y ile gosterilir
[2].

2.5. Lebesgue Olciimii ve Olgiilebilir Fonksiyon

Tanim 2.5.1. R, RY ’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger R ailesi
i)RY e R
ii) Eger Ac Rise A= {z RV 1z ¢ A} e R

(o)
iil) Bger j = 1,2, ... igin 4, € Rise | J 4, € R

j=1

saglyorsa  ailesine RY iizerinde bir o-cebir denir.
i) - iii) ozelliklerinin bir sonucu olarak
iv) geR
v) Eger j = 1,2, ..igin A; € Rise (| 4, € R
j=1

vi) Eger A, B € Rise A-B = ANB° € R
ozellikleri yazilabilir. i- iii kosullar ile iv - vi kogullar1 birbirine denktir.

Tamim 2.5.2. R, RY ’in alt kiimelerinin bir ailesi ve p: ® — RT U {400}
seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Eger p fonksiyonu, R ailesindeki ayrik
kiimelerin bir {A; : j € N} ailesinin sayilabilir her bilegimi icin

p U4 | = 4y, VA NA =2, j#k
j=1 j=1

esitligini saghyorsa, y fonksiyonuna R iizerinde bir 6lgiim denir.

Teorem 2.5.3. p fonksiyonuna $ {izerinde bir 6lgiim olsun. Bu durumda,
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i) Eger A,B € R ve AC Bise i (A) < u(B) (monotonluk zelligi)
if) j=1,2,..i¢in A; € R ve A; C Ay C ....(monoton artan) ise

I U A; | = lim p(A;) (6lciimiin siirekliligi)
j=1 T
ifadeleri yazilabilir [2].
Teorem 2.5.4. RY 'nin alt kiimelerinin ® ailesi RY iizerinde bir o-cebir ve
R tizerinde agagidaki ozellikleri saglayan bir p 6¢limiimii vardir
i) RY ’de her agik kiime R’ya aittir,

ii) Eger A C B, B € R ve pu(B) =0 ise, o zaman A € R ve p(A) = 0 olur,
iii) A = {xERN:aj <z; <bj, j:1,2,...,n} ise 0 zaman A € R ve

p(A) =TT —ay),
j=1

iv) p otelemeye gore degismeyen, yani; eger z € RY ve A € R ise

z+A={z+y:yeAteRvepu(z+A) =pn(A4).

Bu ozelliklere sahip bir R ailesinin elemanlarina RY 'nin Lebesgue 6lgiilebilir
alt kiimeleri; p fonksiyonuna RY ’nin Lebesgue 6lgiimii ve herhangi bir
A € R igin p (A) ifadesine A nmin dlgiimii denir [2].

Tamim 2.5.5. Eger A C B C RY ve pu(B) = 0 ise bu durumda A — B
kiimesinin her noktasinda saglanan bir 6zellik A kiimesinde hemen hemen her
yerde (h.h.h) saglanan bir 6zellik adim alir.

Tanmim 2.5.6. Olgiilebilir bir kiime tizerinde tanimh ve RU {400} kiimesin-
deki degerleri alan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her k& € R i¢in

{w: f(w) > k}
kiimesi olgiilebilir ise, f fonksiyonuna 6lgiilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.5.7.
i) f olgiilebilir ise |f |de dlgiilebilir.

ii) f ve g olgiilebilir ve reel degerli ise f 4+ g ve fg de olgiilebilir ve reel
degerlidir.

iii) {f,.} olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise sup f,, inf f,, limsup f, ve
liminf f, ifadeleri de &lgiilebilir. ' /
n
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iv) f siirekli ve olgiilebilir bir kiime de tanimh ise o zaman f 6lgtilebilir.

v) f, RY ’den R’ye siirekli bir fonksiyon ve g olgiilebilir ve reel degerli
fonksiyon ise (fog)(z) = f (g(x)) ile tamumlanan “f o g ” bileske fonksiyonu
da olgiilebilirdir.

vi) (Lusin’s teoremi): f olgiilebilir ve x € A igin f(x) =0 (p(4) < 00)

ve € > 0 ise bu durumda

sup [g(z)| < sup |f(x)| ve p{zeRY: f(z) #g(z)} <0
zERN z€RN

olacak gekilde bir g € Cy (A) fonksiyonu vardir [2].
Teorem 2.5.8. (Fatou’s lemma)

A, RY olgiilebilir bir alt kiimesi ve {f,,} negatif olmayan olciilebilir fonksiy-
onlarm bir dizisi olsun. Bu durumda

/(Hminffn(x)) dr < liminf [ f,(z)dz

n—oo n—oo

A A
esitsizligi yazilabilir [2]

Tanim 2.5.9. F C R" alt kiimesi i¢in

1, reFl

we = {0 I

seklinde tamimlanan xg(z) fonksiyonuna, F 'nin karekteristik fonksiyonu
denir.

2.6. Lebesgue Uzay1 (LP(Q2))

Q, RY ’nin olgiilebilir bir altkiimesi, || > 0 ve
S(Q) ={u e Q:u, Qda tammh Slgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi}

olsun. Ayrica, S(f2) kiimesinin elemanlarini hemen hemen heryerde (h.h.h.) esit
fonksiyonlarin bir elemani olarak kabul edelim.
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Tanim 2.6.1. €, RY ’de bir bolge ve 1 < p < 0o olmak iizere
/|u(a:)|p dr < oo
Q

ozelligine sahip tiim olgiilebilir fonksiyonlarin sinifina LP(§2) uzay1 adi verilir.
LP(Q) uzay1

LPQ) = uES(Q):/|u(x)|pdx<oo,1§p<oo
)

seklinde de yazilabilir.
Eger u € LP(Q) ve c € C ise cu € LP(Q) olur. Ayrica u,v € LP(Q) i¢in

u(z) +o(@)[" < (Ju(@)| + [v(@)))" < 2° (Ju@)]” + [v()]")

oldugundan u + v € LP(Q) yazilabilir. Bu durumda, LP() uzay: bir vektor
uzay1 olur.

LP(Q) uzay

=

el @y = lul, = /\U(w)l” | 1<p<oo
Q

normu altinda bir Banach uzayidir.

Tanim 2.6.2. ) bolgesinde olgiilebilir bir w fonksiyonu ic¢in hemen hemen
her yerde |u(z)| < K olacak gekilde bir K > 0 sabit sayisi varsa u fonksiyonuna
hemen hemen sinirhidir denir. Bu esitsizligi saglayan K > 0 sabit sayilarinin
en biilyiik alt sinirmna da |u| ‘nin Q bolgesindeki esas (essential) supremumu

denir ve ess sup |u(z)| ile gosterilir. Q bolgesinde hemen hemen sinirli u fonksiy-
€N
onlarimin olugturdugu uzay L™ (€?) ile gosterilir.
L () uzayi
[ull Lo 0 = [uloe = esssuplu()|
z€Q

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.6.3. LP(Q) uzaymda p = 2 olarak alindiginda L?(2) uzay1 olusur.
Bu uzay

(u,v) = /u(x)v(x) dx

Q
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i¢ carpim altinda Hilbert uzay olur.

Tanim 2.6.4. 1<p<ooiken1<p’<oove%+ﬁzlveyap’zi

1—
sayisina p’nin eslenegi denir. !
Bu durumda, 1 < p < oo ve ¢ € (LP(Q))" almirsa, her u € LP(f) igin

¢ (u) = /u(m)v(x)dm

Q

olacak sekilde bir v € LP'Q vardir. Ayrica
|U|Lp'(Q) = |¢‘(Lp(g))/

oldugundan L' (Q) 2 (LP(Q))" olur. Dolayisiyla elemanlar ¢ok farkh olmasina
ragmen, Banach uzay olmalari agisindan bu iki uzay ayni kabul edilebilir.

Teorem 2.6.5. |Q] = /dx <oovel<p<g<ooolsun. Eger v € L1(Q)

Q
ise bu durumda u € LP(2) olur ve

|U|p < |Q|((11/p)—(1/q) ‘u|q
esitsizligi yazilabilir.Dolayisiyla
L) — LP(Q)

stirekli gommesi vardir [2].

Teorem 2.6.6. Eger 1 < p < oo ise LP(§2) uzay: ayrilabilirdir ve Cy(Q?) ile
C§°(2) uzaylar1 LP(2) uzaynda yogun olur [2].

Teorem 2.6.7. Eger 1 < p < oo ise LP(Q) uzayr diizgiin konveks ve
yansimalidir [2].

2.7. Sobolev Uzay (W™P(Q))

Tanim 2.7.1. Q, RY ’de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere Q bolgesinin
her bir kompakt alt kiimesinde p.kuvveti integrallenebilen 2 bolgesindeki biitiin
olciilebilir fonksiyonlarm uzayma LI () uzay: adi verilir. Bu uzay p = 1 i¢in
L}OC(Q) seklinde gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonalar simifini gosterir.

Tamim 2.7.2. u € L}, (Q) ve a goklu- indisi verilsin. Eger, her ¢ € C§°(Q)
i¢in

/gm}da: = (1)l /uDo‘goda:

Q Q
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esitligi saglamyorsa, v € L} (£2) fonksiyonuna u fonksiyonunun . zayif tiirevi
denir. Bu durumda v fonksiyonuna, v fonksiyonun genellesmis tiirevi denir
ve v = D%u geklinde yazilir.

Tamim 2.7.3. Q, RY "de bir bslge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1
ve 1 < p < oo olmak iizere,

wmP(Q) = {uelP(Q): D e LP(Q),0 < |a| <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Bu uzayda tanimlanan norm,;

1 <p<ooigin

1/p
lllymsiey = Iy = | 3 D% s1<p <o,
0<|a|<m
ve
p = 00 igin
||u||m,oo,ﬂ = ||u||m,oo = OSI‘r(llar}_é?n |Dau‘oo ; p=0x

olur. W™P?(Q) uzay1 normlari ile bir Banach uzayidir. C§° () uzayimnin W™?(Q)
uzaymdaki kapamsg1 Wy () uzay1 olur.

Uzaylarin tanimlarinin bir sonucu olarak, WP (Q) = LP(Q) yazilabilir. Ayrica,
1 < p < oo iken C§° () uzay1 LP(£2) uzayimda yogun oldugundan dolay: Wg’p(Q) =
LP(Q) olur. Dolayisiyla, bu uzaylar arasinda negatif olmayan herhangi m tam-
say1sl i¢in

W™ () = W™P(Q) — LP(Q)

siirekli gommesi vardir.

Teorem 2.7.4. (Sobolev Esitsizligi)
Q, RY “de agik bir bolge olsun. Eger 1 <p < oo, mp < N ve u € Wy"P(Q)

ise, bu durumda p* = =2 - olmak iizere

|U“p* S C ||uHm,p

esitsizligini saglayacak sekilde bir C(n,m, p) sabiti vardir [28].
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Tanim 2.7.5. p =2 iken
WHP(Q) = H™(Q),  W™(Q) = Hi* ()

olur. H™ () uzaymdaki norm

N|=

o 12
[ull grm () == Z |D%uls

0<lal<m

seklinde verilir.
H™(Q) uzay1

(U, V) grm () = Z (D%u, D)

0<o|<m

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzay: olugturur.

Teorem 2.7.6. Eger 1 < p < oo ise WP (Q) ve W;"?(Q) uzaylarn ayrila-
bilirdir [2].

Teorem 2.7.7. Eger 1 < p < oo ise WP (Q) ve W;""(Q) uzaylar yansi-
mal ve diizgiin konvekstir [2, 18, 66].

Tamim 2.7.8. RY ’de B,,(z) ve z noktasini igermiyen B,., (y) agik yuvarmi
gbz Oniine alalim.

K,=B,(@x)N{z+X(z—x):2€ B, (y),A>0}

kiimesine, tepe noktasi = olan bir sonlu koni denir. Bir Q ¢ R" acik kiimesinin
her x noktas1 bir K, C € konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir K sonlu
konisinden izomorfik ve izometrik doniigiimlerle elde ediliyorsa bu durumda €2
bolgesinin koni 6zelligi vardir denir.

Teorem 2.7.9. (Sobolev G6mme Teoremi)

Q, RY ’de koni ozelligine sahip acik bir bolge, m > 1 ve j > 0 seklinde
tamsayilar ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda asagidaki gommeler yazilabilir.
Eger;

i) mp < N ise

g ; Np
Jtmp(Q)) s WHIQO) < g< gt =
W Q) = WwH(Q), PLasd =g o
ya da ozel olarak
. Np
WItmPe(Q) « LI(Q <qg<qf=—rr
() (€), PLesd =g o

elde edilir.
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ii) mp = N ise
Wrr(Q) — LI(%), p<qg<oo

olur.
Ayrica p = 1 olarak alimirsa

WItml(Q) — CH(Q)
elde edilir.
iii) mp > N ise 4 .
W) < Ch(9)

gommesi yazilabilir [2, 3] .

2.8. Modiiler Uzay ve Orlicz Uzay1

Tamm 2.8.1. X bir reel vektor uzay olsun. Eger p : X — [0, 00| tanumh
fonksiyonel her z,y € X i¢in

i)p(z) =0 < z=0,

i) p(2) =p(-2),

iii) Her a, 3 > 0, o+ = 1igin p (ax + By) < p(z)+p (y)

ozelliklerini sagliyorsa, p fonksiyoneline X iizerinde modiiler ad: verilir.

Eger iii) ozelligi yerine her a, 8 > 0, + 8 =1 i¢in

plax+By) <ap(@)+py),

ozelligi saglaniyorsa, p fonksiyoneline X iizerinde bir konveks modiiler adi
verilir.

Tamm 2.8.2. X bir reel vektor uzay ve p : X — [0, 00| fonksiyoneli X
iizerinde bir modiiler ise, bu durumda

X, = {xeX:)l\in})p()\x)—O}

uzayma bir modiiler uzay adi verilir. X, modiiler uzayr X vektor uzayimin
bir alt vektor uzayidir.

Tanim 2.8.3. X bir reel vektor uzay ve p fonksiyoneli X iizerinde konvenks
modiiler ise, bu durumda p fonksiyoneli X, iizerinde

\u|p:inf{/\>0:p(§>§1}

bigiminde tanimlanan norma Luxemburg normu adi verilir.
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Tanim 2.8.4. Q, RY ’de olciilebilir bir bolge olsun. Eger ¢ : Q x [0, 00) — R
fonksiyonu

i) Her t € Q2 i¢in ¢ (¢, u) azalmayan siirekli bir fonksiyon

ii) ¢ (¢,0) =0, u > 0 i¢in ¢ (¢t,u) > 0 ve ulilgow(t,u) — 00,

iii) Her u > 0 igin ¢ (¢, u) dlgiilebilir bir fonksiyon

ozelliklerine sagliyorsa, ¢ fonksiyonuna ® sinifina aittir denir.

Eger ¢ fonksiyonu ® simfina ait ise, her z € X i¢in ¢ (¢, |z (t)]) fonksiyonu
olgiilebilir ve

plx) = [,z (b)) dt
/

ifadesi X ’de bir p modiilerini tanimlar.
Eger ¢ (¢,u) fonksiyonu her ¢ € Q i¢in w’ nun konveks fonksiyonu ise p, X
"de konveks modiilerdir. Bu durumda

X,={zex: lim [oAl@) =0
Q

modiiler uzayina genellestirilmis Orlicz uzay1 veya Musielak-Orlicz uzay1
denir ve L¥ ile gosterilir. Ayrica,

¢ = xeX:/gp(t,|x(t)\)dt<oo
Q

kiimesine genellestirilmis Orlicz sinifi adi verilir.

2.9. Agirlikhh Lebesgue ve Sobolev Uzaylar:

Tamim 2.9.1. a fonksiyonu hemen hemen her z € R igin a(z) > 0 olacak
sekilde RY ’de local integrallenebilir olsun. Bu durumda, a fonksiyonuna bir
agirlik fonksiyonu denir.

Tanmim 2.9.2. Q, RY ’de acik bir bélge ve a bir agirlik fonksiyonu olmak
lizere

/a|u|pdx<oo
Q

ozelligine sahip olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesine agirlikli Lebesgue uzay:
denir ve LP(9) ile gosterilir. LP(§2) uzayi

lul, . = /a |u|” dx

Q

P
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normu altinda bir Banach uzayidir [17].

Tanim 2.9.3. Q, RY ’de acik bir bolge, a bir agirhk fonksiyonu, m negatif
olmayan herhangi bir tamsay1 ve 1 < p < co olmak iizere

wWoP(Q) ={ue LE(Q): D% € LE(Q),0 < |a] < m}

seklinde tanimlanan uzaya agirlikli Sobolev uzayi adi verilir ve WP (Q)
seklinde gosterilir. W™P(Q) uzay1

p p

o = | D2 1D"ulp

|a|]<m

normu ile ayrilabilir bir Banach uzayidir [17].

2.10. Degisken Ustlii Lebesgue Uzay1 (L "(“‘)(Q))
Tamm 2.10.1. Her z € Q igin p(z) € S() ve s > 0 olmak {izere
w(x,8) = sP(®)

seklinde tamimlanan ¢ (x,.) : Q x [0,00) — R foksiyonu agagidaki 6zellikleri
saglayorsa ® sinifina ait olur

i) Her z € Q i¢in ¢ (z,.) : Q x [0,00) — R azalmayan siirekli bir fonksiyon

ii) ¢ (z,0) =0 ve s > 0 igin ¢ (z,s) > 0 ve s&r&@(x,s) — 00

iii) Her s > 0 i¢in ¢ (., s) € S(Q).

Ayrica, ¢ (x,.) foksiyonu i-iii 6zelliklerine sahip oldugundan her x € € igin
s’nin bir konveks fonksiyonu olur.

Tanim 2.10.2. Her z € Q icin u € S(Q2) ve ¢ (z,s) = sP®) olmak {izere

P p(a) <“>=/s0(x, Iul)dw=/|u(x)| @) g
Q

Q

seklinde tammlanan p ) (u) : S(2) — [0, 00) fonksiyonu
i) ppy(w) =0 <= u=0
iii)p ) (Qu + o) < ap i) (W) + Bp po) (v),Vu,v € S(Q),Va, 8> 0, a0+
8=1
ozelliklerini sagladig1 i¢in S(2) kiimesi tizerinde bir konveks modiillerdir.
Bu durumda, L ?(*)(Q) modiiller uzay:

LPE(Q) = {u € S(Q): Aling+ Pp(a) (Au) = 0}
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Musielak- Orlicz uzayimin 6zel bir gesiti olup S(€) kiimesinin de lineer alt uza-
yidir.
Genellestirilmig Orlicz smifinm (L P(*)(Q)) bir cesiti olan

L3 @) = {ue S(9) 1 p o) (w) < o0}
uzay1, L P®)(Q) uzaymm bir konveks alt uzayidir. Llp(z)(Q) uzayida
LM (Q) = {u €5(Q):VA>0, p ) (Mu) < oo}

S(Q)’nin L’ (@) (©) kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzaydir. Bu uzaylar
i¢in genel olarak
LP(Q) ¢ LS (Q) ¢ L 7))

yazilabilir.

Tanim 2.10.3. Q, RY ’de acik bir bolge olsun. p(z) : Q — [1,00)
olciilebilir bir fonksiyon ve

1< p :=essinf p(x) ve p':=esssup p(x) < 00
€ z€Q

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

LP@(Q) = {u € 5(Q): /Q u| P < oo}

seklinde tanimlanan uzaya degigken iistlii Lebesgue uzayi1 denir.
p'nin sabit (p(z) = p) olmasi durumunda degigken iistlii Lebesgue uzayi,
klasik Lebesgue uzayma doniisiir. L°(2) uzay: da

LE(Q) = {h € L>™(Q) : ess Helsfz h(z) > 1}
seklinde tammlanr. Aksi belirtmedikge, p(z) € LY () ve1 < p~ < pt < o0

olarak kabul edilecektir ve
Sobolev kritik

Np(z)
() = {Np(xw pl@) <N
o0, p(z) > N

olarak almacaktir. p(z) € L(2) fonksiyonun eslenegini ise p’(x) ile gosterile-
cektir ve ﬁ + ﬁ =1 dur.

Teorem 2.10.4. L'™(Q) := LP(®)(Q) olmas: icin gerek ve yeter kosul
p(x) € LT (Q) olmasidir [23,35].
Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak; p(x) € LS°() ise

LP@(Q) = LI () = L7 ()
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yazilabilir .
p(x) € LY (Q) oldugunda modiiler fonksiyon ek olarak asagidaki ozelliklere
sahip olur.

i) 0y (04 0) 27 (0 ) (W) + ) ()

ii) u e LP(””)(Q) icin A > 1 ise
- +

0< A< 1ise

n _
olur,

iii) u € LP®)(Q)\ {0} icin p p(z) (Au) fonksiyonu i¢in \'ya gore siirekli kon-
veks ¢ift fonksiyondur ve A € [0, 00) i¢in artandir.

P p(z) (u) modiilii konvenks oldugundan dolay: LP®)(Q) tizerinde

lull 2y 2 = lul,py = inf {/\ >0 9 o (A) < 1}

Luxemburg normu olarak adlandirilan norm tamimlanabilir. Bu norm
altinda LP(®)(Q) uzay1 bir Banach uzay1 olur.

Ayrica; u,v € LP@)(Q) ve h.h.h. |u(z)] < |Jv(z)| ise Ul iy < 10
bilir.

(z) yazﬂa—

Teorem 2.10.5. u € LP®)(Q)\ {0} olsun. Bu durumda, |ul, ;) = a olmasi
igin gerek ve yeter kosul p,,(,) (%) = 1 olmasidir [23,35].

Teorem 2.10.6. Eger u € LP®)(Q) ve Pp(z) (W) Lr@)(Q) — R ise, bu
durumda
i)
Ul <T(=EL>1) S p e (w) <1(=1;>1)
ii) Eger
[ulpay > 1 ise ulliy < p iy () < Jully,
iii) Eger
Jul

ey <1 ise IU|p(x < P op@ (u) < |U|Z(r)

olur [23,25,26,35].
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Teorem 2.10.7. Eger u € LP@)(Q) ve n = 1,2, ... igin (u,) € LP(*)(Q) ise,
bu durumda

i) Im |u, —ul,,) =0,
ii) nh_)n;op p(z)(Un —u) =0,

iii) 2 bolgesindeki dlgiime gore u, — w iken lim p ) (un) = p ) (u),
ifadeleri egdegerdir [23, 25, 26, 35] .
Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak agagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.10.8. ¢ iizerinde tamimh tiim sirh 6lgiilebilir fonksiyonlarin
kiimesi (LP(")(Q), |-lp()) uzaymda yogundur [23,66] .

Teorem 2.10.9. Eger p* < oo ise, o zaman (LP(*) (1), |l p()) nzay1 aynla-
bilir. BEger p~ > 1 ve p* < oo ise, o zaman (LP(*)(Q), || p(z)) uzay1 diizgiin
konvenks ve dolayisiyla yansimali bir uzay olur [23, 35, 66] .

Teorem 2.10.10. Eger Q C RN bir bolge ise, o zaman C(Q)N LP®)(Q)
uzay1 (LP)(Q), |-[p(z)) uzaymda yogun olur [23,66] .

Teorem 2.10.11. Eger Q C R bolgesi agik ise, bu durumda C§°(Q) uzay1
(LP®)(Q), |[p()) uzaymda yogundur [24,67].

Teorem 2.10.12. LP(®)(Q) uzaymn dual uzay1 LP *)(Q) uzayidir. Yani;
i) Her v € LP ®)(Q) i¢in

o(u) = /u(x)v(z)da:, Vu € L@ (Q) (2.10.1)
Q

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyoneli LP(*)(Q) iizerinde siirekli lineer bir fonksiy-
oneldir,

ii) LP(*)(Q) tizerinde (2.10.1) seklinde taniml her siirekli lineer fonksiyonel
icin tek bir v € LP' (*)(Q) vardir [2].

Tanmim 2.10.13. Q, RV’de bir bolge, E kiimesi  bolgesinin 6lciilebilir
bir alt kiimesi ve xp(x), E'nin karakteristik fonksiyonu olsun. Eger, her u €
LP)(Q) igin

L [u(e)Xp()] 0y = 0

esitligi saglaniyorsa, o zaman u(x) fonksiyonuna LP(*) () {izerinde tanimlanan
|- ,() normuna gére mutlak siireklidir denir.
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Teorem 2.10.14. Her u € LP(*)(Q) fonksiyonu |- () nOrmuna gére mutlak
stireklidir [23, 66] .

Teorem 2.10.15. (Hélder Esitsizligi)
LP'(®)(Q) uzay1 LP(®)(Q) uzaymm dual uzay: ve ﬁ +

her u € LP@)(Q) ve v € LP (*)(Q) igin

_1

~— = 1 olmak iizere
p’(z) ’

11
/““dm < ( + /> [l a) [Vlps 2y < 2[tlpa) [0 (2
J p- (p7)

olur [23, 26].

Teorem 2.10.16. Her u € LP(*)(Q), v € LI@)(Q) ve w € L"®)(Q) igin

ﬁ—&—ﬁ—l—ﬁ:lise,omman

1 1 1
/WWZ% < <p + - + T) Ul ) Il gy [0y < 310l Wl (Wl
0

olur [25].

Teorem 2.10. 17. , RY ’de smirh bir boslge, 0 < || < co ve p(z), ¢(z) €
L°(Q) olsun. Bu durumda L9(®)(Q) — LP®)(Q) gommesinin var olmas! icin
gerek ve yeter kogul h.h.h. x € Qigin p(x) < ¢(z) olmasidir. Ayrica,

(ulpy < C 1+ 190) |ulym
esitsizligi yazilabilir [35].
Teorem 2.10.18. (Lebesgue Dominated Yakinsaklik Teoremi ) €,
RY de smirh bir bolge, ve Q’'da (un )22, ve o¢iilebilir w fonksiyonlar igin ©’da

h.h.h. w, — wolsun. Eger herbir n € N i¢in ’da h.h.h. |u,| < ¢ olacak sekilde
bir ¢ € LY(Q) varsa o zaman L*(Q) uzaymda u,, — u olur [65].

2.11. Degisken Ustlii Sobolev Uzay1 (Wmvp(”’)(Q))
Tanim 2.11.1. Q,R" ’de bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir tam-
say1 olsun. |a| < m ozellikli her a— ¢oklu indisi igin © bolgesinde tanimh

Dy € LP®)(Q) geklindeki tiim u fonksiyonlarmin simfina degisken iistlii
Sobolev uzay1 adi verilir ve

W) () = {u € DPO(Q) : Du e LPO(Q),Jo] < m)
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seklinde yazilabilir. Bu uzayda tanimlanan norm

HUHW’"J’(‘T)(Q) = ||u||p($),m,,Q: Z \Dau|p(z)

la|<m

seklinde gosterilir. Bu norm altinda W”‘7P(“")(Q) uzay1 bir Banach uzayi olur.
WmP(#) (Q) uzaymda m = 1 olarak almirsa,

W@ () i= {u € 179)(Q) 1 |Vul € DO(Q) |
seklinde tanimlanan WP(*)(Q) uzayma doniisiir. Bu uzayda tamimlanan norm

||u||wl,p<z)(g) = ||u||1,p(3:) = |U\p(x) + |Vu\p(x)

olur. Bu norm altinda W) (Q) uzay1 bir Banach uzay1 olur.
Cg°(Q) uzaymmn, W) (Q) uzaymdaki kapanis: Wol’p(m)(Q) uzay1 olur. Bu
uzayda tanimlanan norm

lll oy = Il = [Vl

seklindedir. Bu norm altinda Wol’p(m)(Q) uzay1 da bir Banach uzay1 olur.

Teorem 2.11.2. Eger p~ > 1 ve p™ < oo ise W™P@)(Q), W (Q),

WLrE)(Q) ve VVO1 P (I)(Q) uzaylar1 ayrilabilir ve yansimali Banach uzaylaridir
[66].

Teorem 2.11.3. Q C RY smirh bir bolge ve p(z),q(z) € C(Q) olarak
kabul edelim. Her z € Q igin 1 < g(z) < p*(x) ise, o zaman

whr@ Q) — LI®(Q)  ve WhP@)(Q) e LI (Q)

stirekli ve kompakt gémmesi vardir [22, 23, 35] .

Teorem 2.11.4. Q,R¥’de (N > 1) siirh bir bolge ve p(x) fonksiyonu O
bolgesinde siirekli ve her 2 € Q i¢in p(z) < &, (m < N,m € N) olsun. Bu
durumda 0 < e < ™ igin

m

1<q(z)<p'(z)—c, Vo e

kogullunu altinda

ul, ) < |Vl s ue WP (Q)

q(z) p(z)
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olacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardir [35] .
Agagidaki teoremde, Edmunds ve Rakosnik (2000) yukaridaki ¢calismayi m =
1 i¢in 1spatlamiglar [21].

Teorem 2.11.5. Q,RN’de (N > 1) siirh bir bolge ve p(z) : Q — [1,N)

fonksiyonu siirekli olsun. Ayrica, 0 < ¢ < = ve her x € Q i¢gin ¢(z) 6lciilebilir

! N-1
fonksiyonu

1<q(x) <p*(z) —¢

ozelligini saglasin. Bu durumda

ulyy < eIVl e ()

p(z)

esitsizligini saglayacak bir ¢ > 0 sayisi vardir [21].

Tanim 2.11.6. X ve Y iki normlu uzay ve f : X — Y tammh bir
fonksiyonu olsun. Eger herhangi x1, 22 € X i¢in

f (@1) = f (22)] < Alwy — 22

olacak gekilde A > 0 ve a € (0, 1] sayilar1 varsa f fonksiyonu X iizerinde Holder
kogulusunu saglar denir. A ve a sayilarina sirasiyla Holder katsayis1 ve Holder
iistii denir. Eger av =1 ise

|f (21) = f(22)| < L1 — 22

kosuluna Lipschitz kosulu saglar veya Lipschitz siireklidir denir [44]
Teorem 2.11.7. Q,E%N’de (N > 2) koni 6zelligine sahip agik bir bolge, m
pozitif bir say1 ve p(x) : Q — R fonksiyonu

N
1<p_§p+<a ve mp(x) < N

kogulunu saglayan Lipschitz siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, g(z) : @ — R
dlciilebilir fonksiyonu hemen hemen her z € Q2 igin

p(z) < q(z) <p*(x)

saglansin. Bu durumda

Wwmep(@) Q) — La®) (Q)

siirekli gobmmesi vardir [22].
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Teorem 2.11.8. Q,RN’de (N > 2) koni 6zelligine sahip acik bir bolge ve
p(z) : © — R fonksiyonu
_ . N
1<p  <p <E ve mp(x) <N

olacak sekilde diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, €2 ’da tanimh &lgiilebilir
q(z) fonksiyonu hemen hemen her z € 2 icin

p(z) < q(x)
ess inf (p"(z) —q(z)) >0
zeN

kosullarini saglasin. Bu durumda
Wm,p(w)(g) N Lq(w)(Q)

stirekli gommesi vardir [22].

Teorem 2.11.9. Q,R"’de (N > 2) siirh bir bélge ve p(x) : Q — R fonksiy-
onu

N
l<p <pt<— ve mp(x)<N
m

olacak sekilde diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, €2 ’da tanimh &lgiilebilir
q(z) fonksiyonu hemen hemen her 2 € Q igin

p(z) < q(z)

ess inf (p*(x) — g(z)) >0
€N

kogulular: saglansin. Bu durumda
Wmm(ﬂc)(Q) ey Lq(x)(Q)
stirekli kompakt gommesi vardir [22]. o

Teorem 2.11.10. Q,R¥’de (N > 2) sinirh bir bolge; p(z) ve g(x), Q da
olgiilebilir fonksiyonlar ve p(z),

N
1<p_§p+<avemp(x)<N

kosulunu saglasin. Eger -
i) p(z) < q(z) < p*(2), Vo € Q
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ii) ¢(z):Q — R fonksiyonu Lipschitz siirekli

iii) ess inf (g¢(z)%F — p(z)) >0
€N

kosullar:1 saglaniyorsa

lep(w)(Q) N LQ(JC)(Q)

siirekli gobmmesi vardir [22].

Teorem 2.11.11. Q,RY’de(N > 2) siirh bir bolge ve x € € igin

1 1
sup¢() [pw N

olacak gekilde 1 < ¢~ < g(z) < g7 < 00 ve 1 < pT < N olarak alinsin. Bu

durumda,

=+ o
»= eger | <1
Loy
pF g eger |Q>1

B |
C(N,p,q,Q) = {C(N p.q) |2

olmak iizere, u € C§°(2) icin

esitsizligini saglayacak sekilde pozitif bir C (N, p, g, 2) sayist vardir [15].

Tamim 2.11.12. Q,RY’de agik bir bolge ve p(z) : © — [1,00) siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger her z,y € € igin

c 1
_ < - _ Z
p(z) —p(y)| < “loglt — g’ e —yl <5

esitsizligini saglayacak bir ¢ > 0 sayisi varsa p(z) fonksiyonuna (local olarak)

log-Hélder siireklidir denir [31].
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Teorem 2.11.13. Q,RY ’de Lipschitz smirina sahip acik smirh bir bolge,

1<p <pt<N,d= q+]\7*qi, N* = &= ve p(z) fonksiyonu local olarak

log-Holder siirekli olsun. Bu durumda en az bir § > 0 i¢in ¢(x) < p*(x) — 6
ozelligindeki g fonksiyonu igin

Wl,p(w)(m N _)Lq(w)(Q)

kompakt gémmesi vardir [16].

Teorem 2.11.14. (Poincaré Esitsizligi)
Q, RY ’de diizgiin smura sahip bir bolge ve p(z) € LY (Q) olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her u € Wol’p(yc)(Q) i¢in

p(z)

esitsizgini saglayacak ¢ > 0 sabiti vardir [35].

2.12. Degisken Ustlii Agirlikli Lebesgue Uzay: (LZE?;(Q))
Tanmim 2.12.1. ©, RY ’de acik bir bolge ve a bir agirhk fonksiyonu olsun.
Bu durumda 1 < p(z) < oo igin

/a(w) lu(z)["™ da < oo,
o)

ozelligine sahip olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesine degisken iistlii
agirlikli lebesgue uzayi denir ve L? Eg

Bu uzay,

(Q) ile gosterilir.

LZE;Z%(Q) =ueS): /a(m) |u(z)|P(I) dr < ocoja:Q — Rt

Q

seklinde de yazilabilir. Bu uzay, degisken iistlii Lebesgue uzayina benzer 6zel-
likler gosterir.

Ligzg (Q) uzay:

p(z)
|U|L§EZ; () = [uly(4) p(a) = Inf {/\ >0: /a(:c) dx < 1}
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normu altinda bir Banach uzayidir.

Bu uzayda tammlanan modiiler fonksiyon; p, . () (@) : LZEQ(Q) —R

Puterpter (1) = [[ale) Ju()"? do
Q
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.12.2. Eger u € LZE%(Q) ven=1,2,.. igin (u,) € LZEw;(Q) ise,

bu durumda
i)
u# 0 igin [ulge)p@) = A& pa(z),p(x)(%) =1
ii)
[Ula(z)p(z) < L= 1> 1) € popa) pa) (@) < U(=1;>1)
iii) Eger

. - +
[tlaa) pa) > 15 B5€ [ulg) pa) S Paa)pie) (@) < lulg) pa)

iv) Eger
. + -
[tlaa) pa) <15 B5€ [ulg) pay S Pate)p(e) (@) < lulg) b

v)

M funfa@) pe) =06 Tm pye) o) (Un) =0

vi)
Un|a(z)pe) = O € Pa(a) p(z) (Un) — 00
olur [25].
Teorem 2.12.3. Eger p— > 1 ve p™ < oo ise, o zaman LZ%;;(Q) uzay1
ayrilabilir ve yansimali bir Banach uzay: olur [27].

Teorem 2.12.4. p(z) ve g(x) dlgiilebilir fonksiyonlar1 her € Q igin p(x) €
L=(Q) ve 1 < p(z)g(x) < oo olsun. u € LI®)(Q), u # 0 ise o zaman
i)

<1 = ully g < [l

|u < Julh.
a(x)

p(z)q(z) JJ)q ) (x)q(z) >

ii)

|:D(w)

+
p
[Uhyerater > 1 = [l < [l s = @)@ -

yazilabilir. Eger p(z) = p seklinde bir sabit ise
[[ul?|

T
q(z) — ‘u|pq($)

olur [35].
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Teorem 2.12.5. 'min s koni ézelligine sahip sinirh bir bolge ve p(z) €
C (Q) olsun. z € Q icin a(z) > 0, a(z) € L™@, r(z) € C (Q) ve r~ > 1 olarak
kabul edilsin. Eger ¢(z) € C (Q) ve

1<q(z) < Wp*(x) ;o VzeQ

ise
W) < L)

kompakt gémmesi vardir [26] .
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3.BOLUM

STANDARD VE STANDARD OLMAYAN BUYUME KOSULLU
DENKLEMLERIN COZUMLERINDE KULLANILAN
TEOREMLER VE YAKLASIMLAR

Bu boéliimde, standart ve standart olmayan biiyiime kosullu diferansiyel ve
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlig: i¢in kullanilan teoremler ve
yaklagimlar hakkinda bilgi verilecektir.

Uzerinde calistigimiz Lebesgue-Sobolev uzaylar: yansimali ve ayrilabilir bir
Banach uzay olduklarindan dolayi, bu boliimde X Banach uzayi1 denildiginde
yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay olarak kabul edilecektir. Bu X uzayinin
dual uzay1 X* seklinde gosterilecektir.

3.1. Temel Tanimlar

Tanim 3.1.1. X bir Banach uzay ve J € C1(X,R) smifinda bir fonksiyonel
olarak verilsin. Eger, her v € X igin

(J' (u),v) =0

esitligini saglayan herbir v € X elemanina J fonksiyonelinin kritik noktasi
denir.

Tanim 3.1.2. X bir Banach uzay ve J : X — R tanimh bir fonksiyonel
olarak verilsin. Eger, her u € X elemani igin

[T (u)] <c

olacak sekilde pozitif bir ¢ € R sayis1 varsa J fonksiyoneline sinirhdir veya iyi
tanimhdir denir.

Tanim 3.1.3. X bir Banach uzay ve J : X — R tanimh bir fonksiyonel
olarak verilsin. Eger, her u € X i¢in

J () < J (u)

olacak gekilde bir v € X varsa, bu v fonksiyonuna J fonksiyonelinin bir mini-
mumu veya minimize edici denir ve

inf J(u) =J(v)

ueX
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olarak yazilir.

Tanim 3.1.4. X bir Banach uzay ve J : X — R tanimh bir fonksiyonel
olarak verilsin. Eger, herbir (u,) C X dizisi igin

Jim o) = 7 (1)
egitligi saglaniyorsa bu (u,,) dizisine J fonksiyonelinin minimize dizisi denir.
Tanim 3.1.5. X bir Banach uzay, Q@ ¢ RY (N > 2) smirh bir ;bijlge, I
QxR — R siirekli bir fonksiyon ve her (z,¢) € QxR igin F (z,t) = /f (z,s)ds
seklinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere; ’
—div (|Vu|p(gc)_2 Vu) = f(z,u), (3.1.1)

kismi diferansiyel denklemini ele alalm. Bu denkleme kargilik gelen

1
J(u) = /— VP dxf/F z,u) dr, Yue€ X
W = [ (@)

J € CY(X,R) fonksiyoneline Euler-Lagrange fonksiyoneli (enerji fonksiy-
oneli) denir. Bu J enerji fonksiyonelinin tiirevi

(J' (u),v) = / VP2 VuVods — /f (@, u) vdz,
o) )

olarak tanimlanir.
Ayrica, herbir v € C§° i¢in

/|Vu|p(gc)_2 VuVuv dm—/f (x,u)vde = 0
Q Q

esitligi saglanirsa, bu durumda her u € X elemanina (3.1.1) denkleminin zayif
¢Oziimii denir. Bir denklemin zayif ¢oziimleri ayni1 zamanda denklemin kritik
noktalaridir.
Tamim 3.1.6. X bir Banach uzay, f : Q@ x R — R (N > 2) siirekli bir
t
fonksiyon ve her (z,t) € Q x R igin F (x,t) = /f (z, s) ds geklinde tanimli bir

0
fonksiyon olarak verilsin. Eger her x € Q ve |t| > M (IM > 0) t € R i¢in
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0 < OF(z,t) <t f(x,t)

olacak sekilde en az bir tane § > pt sayis1 varsa, o zaman f fonksiyonu Am-
brosetti - Rabinovitz kosulunu (AR) saglar denir. 6 > p* esitsizligindeki
pT esnek olan kisimdir.

Ambrosetti-Rabinovitz kogulu sinirli bir dizi bulmak i¢in f fonksiyonuna
birakilan énemli kogullardan biridir.

Tanim 3.1.7. Yukarida tanimladigimiz (3.1.1) denkleminin,

u) = L ulP® dz
() Q/p(x)m d

kismi ve bu kismin tiirevi

(I' (u) ,v) = / V"™ 2 VuVoda
O

agagidaki kogullar1 saglar

i) I (u) convex fonksiyonel,

ii) I’ : X — X* fonksiyoneli siirekli, sinirh ve kesin monotundur,

iii) I’ : X — X* fonksiyoneli (S4) tipindedir: eger (u,) C X dizisi igin X
uzaymda u, — u iken

limsup (I'(up) — I'(u),un, —u) <0

n—oo
oluyorsa o zaman X uzayimda
Up — U

olur,
iv) I’ : X — X* fonksiyoneli bir homeomorfizmdir.

Tamm 3.1.8. X bir Banach uzay ve f: QxR — R (N > 2) tamumh bir
fonksiyonel olsun. Eger f fonksiyoneli,

i) Hemen hemen her x € Q igin £ — f (x,&) fonksiyoneli siirekli,

ii) Her ¢ € Riginz — f (=, &) fonksiyoneli Q’da slgiilebilir,

kogullarini saghyorsa f fonksiyoneli Carathéodory kosulunu saglar denir.

Tanim 3.1.9. X bir Banach uzay ve J € C'(X,R) tamiml bir fonksiyonel
olsun. Eger, u € X icin

lull y = o0 iken J(u) — oo
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kosulu saglaniyorsa J fonksiyoneli X iizerinde Coercive fonksiyoneldir denir.

3.2. Varyasyonel Yaklagim

Tanim 3.2.1. X bir Banach uzay ve T : X — X™* tamimli bir operator

olarak verilsin. Eger
T()=J()

olacak sekilde bir J € C'(X,R) fonksiyonel bulunabiliyorsa T operatériine
varyasyonel operator adi verilir.
Eger bir problem

T()=0
seklinde bir fonksiyonel denklem olarak yazilabiliyorsa bu probleme varyasy-
onel problem adi verilir. Bu durumda, T (u) = 0 denklemini saglayan u

fonksiyonlar1 ayni1 zamanda J' (u) = 0 enerji fonksiyonelini de saglar. Dolayisiyla,
J (u) enerji fonksiyonelini saglayan v kritik noktalar: ayni zamanda T (u) = 0
probleminin de zayif ¢oziimleri olur. Yani, J(u) enerji fonksiyonelini mini-
mize eden bir minimum fonksiyonunu bulmak, varyasyonel yaklagimin temel
amacidir. Daha acik soylemek gerekirse; X bir Banach uzay, Q@ C RY (N > 2)
sinirh bir bolge, F € C1(QxR,R) ve J : X — R olarak tamimlayalim.
Varyasyonel yaklagim, verilen bir F' (z,u (x), Vu (z)) = 0 diferansiyel denklemi-
nin ¢oziimlerini (Q € RY (N > 2) siirh bir bolge) bulmak igin, F (z,u (x) , Vu (z))
kargilik gelen ve

J(u) = /F (z,u(x),Vu(z)) dz

seklinde tanimlanan J(u) enerji fonksiyonelinin minimumlar: ( veya kritik nok-
talar1) olan u = u(z) fonksiyonlarini bulmak olarak ifade edilebilir. Ciinkii J(w)
enerji fonksiyonelinin minimumlari, F (x,u (z), Vu (z)) diferansiyel denklemi-
nin ¢oziimleridir. J(u) enerji fonksiyonelinin kritik noktalara sahip olmasi i¢in
gerekli kogul J(u) kargilik gelen Euler-Lagrange denkleminin saglamasi yani

oF 4 ( 0P \_,
ou dx \9(Vu))

olmasidir.

3.3. Varyasyonel Yaklasimda Kullanilan Yéntemler
3.3.1. Nehari Manifold Yontemi

Q C RN siurh bir bolge ve J € C'(X,R), X Banach uzayinda tanimh
probleme karsilik gelen enerji fonksiyoneli olarak verilsin. Eger J, X uzaymnda
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alttan simirli ve bir minimize sahipse o zaman bu minimize degeri J’nin bir
kritik noktasidir. Bu kritik nokta ayni zamanda problemin ¢oziimiidiir. Birgok
problemde; J enerji fonksiyoneli, X uzaymin tamaminda alttan sinirli olmaz.
Bu durumlarda X uzayinin uygun bir alt uzay: tizerinde sinirh oldugu gosterilir
ve eger uygun bir alt uzay1 varsa problemin c¢oziimleri bu uzayda aragtirilir.
Biitiin bunlar i¢in X ’in en uygun alt uzayr Nehari manifoldu’dur. Nehari
Manifoldu (M, (2));

My, (Q) ={ue X :{J(u),u) =0}

seklinde tamimlanir. (.,.), X ve X* arasindaki i¢ carpimdir. Nehari Manifoldu
agagida gosterildigi gibi local minimum, local maximum ve déniim noktalar:
olarak

MIQ) = {ue M(Q): (J'(u),u) >0}
My (Q) = {ue My(Q):(J"(u),u) <0}
MR(Q) = {ue MA(Q): (J"(u),u) = 0}

seklinde ii¢ ayr1 kiimeye ayrilir. Bu durumda, J’nin biitiin kritik noktalar1 M)
() tizerindedir. M) () iizerindeki local minimize fonksiyonu, ayni zamanda
J’nin kritik noktasidir. Dolayisiyla bu kritik noktalar problemin ¢éziimleri olur.

W (2007),

—Apu = f(2)|u)" P u+g@)|uPu, ze Q
u =0, x € 0N

seklindeki elliptik denklemi ele almistir. Denklemde,  C RN smirh bir bolge,
1<q<p<7“<p*(N>pisep*zNN—_%;NSpisep*:oo),/\eR\{O}ve
f, g agirlik fonksiyonlar1 fF = max {Ff,0} # 0 ve g7 = max {Fg,0} # 0 olarak
tanimlanmigtir. Bu ¢aligmada, varyasyonel yaklagimla Nehari Manifold Yon-
temi kullanilarak, denklemin Superlineer ve Sublineer durumlar: incelenerek,

denklemin en az iki pozitif ¢dziimiiniin varhig1 gosterilmigtir [68].
3.3.2. Fibrering Yoéntemi

Q c RY smirh bir bolge, J € C*(X,R), X Banach uzaymnda tanimh
bir probleme karsilik gelen enerji fonksiyoneli ve M) (£2) Nehari Manifoldu
olarak tanmimlayalim. Nehari Manifold’u ¢,, (t) = J (tu) (¢ > 0) fonksiyonelinin
davramsgi ile yakindan iligkilidir. ¢, (t) = J (tu) (¢ > 0) fonksiyonelinin davramsina
Fibrering yaklasimi olarak adlandirilir. Nehari Manifoldu'nun tanimindan,

u € My(Q) < ¢, (1) =0

ve daha genel olarak,

¢, (t) =0 < tu € My(Q)
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yazilabilir.

M, (2)’ min biitiin elemanlari, Fibrering yaklagimindaki durgun (stationary
points) noktalara veya J fonksiyonelin kritik noktalarina kargilik gelir. Fibrering
yaklagimi da Nehari Manifoldu yaklagimina benzer olarak asagidaki gibi local
minimum (M (), local maximum (M; (©2)) ve doniim noktalar (M9(Q))
olarak ii¢ ayr1 kiimeye ayrilir.

M (Q) = {ue My(Q): ¢, (t) >0},
My (Q) = {u e My(Q): ¢l (t) <0},

MR(Q) = {u € Mx(Q) : ¢}, (t) =0} .

Eger u, J fonksiyonelinin local minimize ise o zaman ¢,,, ¢ = 1 i¢in bir local
minimum sahiptir. Sonug olarak, ¢, (t) = 0 ise ¢t = ¢ (u) noktas1 J fonksiy-
onelinin bir kritik noktasidir [4].

3.4. Varyasyonel Yaklagimda Kullanilan Teoremler

Calismamizin bu kisminda varyasyonel yaklagimda kullanilan temel teorem-
ler ve bu teoremlerin kullanildigi belli baglica ¢alismalar verilecektir.

Teorem 3.4.1. X bir Banach uzay1 ve J € C'(X,R) bir fonksiyonel olsun.
Eger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X iizerinde coercive

i) J fonksiyoneli X iizerinde alttan zayif yar siirekli

kogullarimi saghyorsa, o zaman J (u) = Ulg}f{ J (v) olacak gekilde bir u € X

minimize fonksiyonu vardir [66] .

J fonksiyoneli coercive ve alttan zayif yar siirekli kogulunu sagladigi za-
man bir minimum noktaya sahip olur. Eger, J fonksiyoneli coercive ve alt-
tan zayif yar siirekli kogulunu saglamadigi durumda bu teorem gecerli olmaz.
Bu durumda Kritik Nokta teorisi kullanilarak bu problem agilir. Bu teoriye
gore, fonksiyonelin alttan smirli olmadigi durumlarda fonksiyoneli minimize
eden global minimum degerler yerine kritik noktalar (saddle points) bulunur

Tamim 3.4.2. (Palais-Smale Dizisi) X bir Banach uzay1 ve J € C'(X,R)
bir fonksiyonel olsun. Eger, herhangi bir (u,) C X dizisi i¢in

i)

) < e, c€R
ii)
X* uzaymda n — oo igin J'(u,) — 0

kogullar1 saglaniyorsa, o zaman (u,,) dizisine J enerji fonksiyonelinin bir Palais-
Smale dizisi denir. Palais-Smale dizisi J fonksiyonelini minimize eden bir dizidir.

47



Ancak, J € C'(X,R) fonksiyonel alttan siirli degilse, o zaman J fonksiy-
onelinin Palais-Smale dizisi hakkinda kesin birgey sdylenemez [25,67].

Teorem 3.4.3.(Palais-Smale Kogulu) X bir Banach uzay ve J € C'(X,R)
bir fonksiyonel olarak verilsin. Eger, J'nin her Palais-Smale dizisi giiglii yakin-
sak bir alt diziye sahip ise o zaman .J enerji fonksiyoneli Palais-Smale kogsuluna
sahiptir denir [24,43, 55, 66).

Tanim 3.4.4. X bir Banach uzay1 ve J € C'(X,R) bir fonksiyonel olarak
verilsin. Eger,
i)
lim J(up,)=¢, ceR

ii)
X* uzaymda n — oo igin J'(u,) — 0
kogullarimi saglanyan bir (u,,) C X dizisi gii¢lii yakinsak bir alt diziye sahipse,
o zaman J fonksiyoneli ¢ € R seviyesinde (PS), kosulunu saglar denir. Eger J
fonksiyoneli (PS) kosulunu saglarsa, o zaman her ¢ € R i¢in (PS)_ kogulunu da
saglar.

J enerji fonksiyoneli Palais-Smale kogulununa sahip oldugunu gésterebilmek
i¢in 6ncelikle (u,,) dizisinin X uzaymda sinirhi oldugu gosterilecek. Simirliligin
gosterilmesi durumunda (u,,) dizisinin X uzaymda zayif yakinsak oldugu goster-
ilmis olur. Ciinkii, X yansimali Banach uzay oldugundan X ’deki her sinirh dizi
zayif yakinsak bir alt diziye sahip olur. Daha sonra, (u,) dizisinin X uzayinda
giiclii yakinsak olup olmadigi gosterilecek. Bunun i¢in de, kompakt gémme
teoremlerinden yaralanilacaktir. Boylece, J enerji fonksiyoneli Palais-Smale
kogulunu saglar ve alttan sinirh olursa o zaman bu Palais-Smale dizisi J enerji
fonksiyonelini minimize eder. Ayrica; dizinin giiclii yakinsadigi deger, fonksiy-
onelin bir kritik noktas1 ve denklemin de ¢oziimii olur. Ancak, Palais-Smale
kogulu saglanmazsa bu ifade yanlg olur.

Palais-Smale kosulu ve coercive’lik ozelligi J fonksiyonelinin infimumunun
(vani kritik noktasinmin/¢ziimiiniin) X uzaymda oldugunun ispat: igin yeterli
kogullardir.

Teorem 3.4.5. (Ekeland Varyasyonel Prensibi) X bir Banach uzay
ve J: X — (—00,00] tamml bir fonksiyoneli olsun. Eger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X iizerinde alttan siirl,

ii) J fonksiyoneli X iizerinde alttan zayif yar siirekli,

kosullarini saglarsa o zaman her € > 0 icin

J(ue) < ulg( J(u) +e

J(ue) < J(u) +ellue —ully , ue #u
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olacak gekilde bir (u.) € X dizisi vardir. Ekeland’s Varyasyonel yaklagimi
yardimiyla J fonksiyoneli i¢in Palais-Smale dizisi elde edilebilir [41, 66].

Teorem 3.4.6. (Ekeland Varyasyonel Prensibi 2) X bir Banach uzay
ve J : X — (—o00,00] alttan sinirh bir fonksiyonel ise, o zaman her € > 0 igin

J(u)<u12§(J(u)+e

X* uzaymda |J'(u,)| <€
olacak gekilde bir v € X vardir [66].

Teorem 3.4.7. X bir Banach uzay ve J € C*(X,R) bir fonksiyonel olsun.
Eger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X iizerinde alttan sinirls,

ii) J fonksiyoneli (PS) kogulunu saghyor,

ise bu durumda J (u) = Ulg)f( J (v) olacak sekilde bir v € X minimize fonksiy-

onu vardir [66].

Teorem 3.4.8. X bir Banach uzay ve J € C'(X,R) bir fonksiyonel olsun.
Eger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X iizerinde alttan sinirl,

ii) J fonksiyoneli X iizerinde alttan zayif yar siirekli,

iii) J fonksiyoneli X iizerinde coercive,

kogullarini sagliyorsa, bu durumda J (u) = l}g)f( J (v) olacak sekilde bir u € X

minimize fonksiyonu vardir [66] .

Teorem 3.4.9. X bir Banach uzay ve J € C'(X,R) bir fonksiyonel olsun.
Eger J fonksiyoneli,

i) J fonksiyoneli X iizerinde coercive,

i) J fonksiyoneli X iizerinde alttan zayif yar siirekli,

kosgullarim sagliyorsa, bu durumda J fonksiyoneli X {izerinde alttan sinirh
ve J (u) = Jg’( J (v) olacak gekilde bir 4 € X minimize fonksiyonu vardir [66].

Tanim 3.4.10. (Cerami kogulu) X bir Banach uzay ve J € C1(X,R)
olsun. Eger J fonksiyoneli, herhangi bir (u,) C X dizisi i¢in
i)
| (un)| < c
ii)
n — +oo iken (14 |junlly) |/ (un)] — 0
kosullarim saglayan yakinsak bir alt diziye sahip ise, o zaman J fonksiyoneli

Cerami kosuluna (C) sahiptir. Buradaki (u,) dizisine de Cerami dizisi adi
verilir [55, 62, 66].
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Teorem 3.4.11. (Mountain Pass Geometrisi) X bir Banach uzay ve J €
C'(X ,R) fonksiyoneli (PS) kosulunu ve J (0) = 0 sartin1 saglasin. Farzedelimki
J fonksiyoneli,

i) Her u € X fonksiyonu i¢in

lully =p iken J(u)>a>0

olacak sekilde a ve p porzitif sayilar vardir,

ii) J (v) < 0 (veyat — oo iken J (tv) < —oo) olacak sekilde ||v||y > p kosu-
lunu saglayan bir v € X fonksiyonu vardir
lindeki geometrik kogullari saglasin. Bu durumda J fonksiyoneli, X uzayinda
sifirdan farkl en az bir kritik noktaya sahiptir [14, 42,48, 60, 66].

J fonksiyonelinin coercive’lik ozelliginin yerine Mountain Pass Geometrisi
olarak bilinen teorem de kullanilabilir. Eger J fonksiyoneli, Palais-Smale kogu-
lunu ve Mountain Pass Geometri’sini saglarsa o zaman J fonksiyonelin en az bir
kiritik noktaya sahip olur. Bu kritik nokta denklemin sifirdan farkli en az bir
¢Oziimiiniin oldugunu gosterir.

Calota (2008),
q(z)—2 p*(x)—2
—Apu = Xyl u+ |ul u, xz€
{ u =0, x € 0N
seklindeki standart olmayan biiyiime kogullu ve Dirichlet sinir kogullarina sahip
lineer olmayan eliptik denklemini ele almigtir. Denklemde; Q C RV (N > 3)
diizgiin smira sahip acitk simirh bir bolge, Apu :div(|Vu|p ’ Vu), z € Q igin
g(z) > 1 ve q(z) € C(Q),1 <p< N, > 0 bir sabit ve p* = Np/(N — p)
Sobolev kritik kuvveti olarak alinmigtir. Bu ¢alismada; varyasyonel yaklagimla
Mountain Pass teoremi ve Ekeland prensibi kullanilarak, denklemin Superli-
neer durumu incelenerek, denklemin sifirdan farkli en az bir ¢oziimiiniin oldugu
gosterilmigtir [14].
Teorem 3.4.12. (Genellestirilmis Mountain Pass Teoremi) X bir
Banach uzay1, J € C1(X ,R) fonksiyoneli (PS) kogulunu saglasin ve J (0) = 0
olsun. Farzedelimki

i)
lullx > p iken J(u) < .J(0),

ii)
a=inf{J(u):ueX, |ul|=p}>0,

olacak gekilde bir p pozitif sayis1 ve u € X olsun. Ayrica G # @ olacak sekilde

G={peC(0,1],X):¢(0) =0,p(1) = v}

B = inf {max J (¢ ([0,1])) : ¢ € G}
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kiimeleri verilsin. Bu durumda o < 8 < 4oo olmak iizere; 8, J ’nin kritik
noktasidir [6, 20, 21, 39, 55, 57].

Bu agiklanan yontemlerle, verilen bir standart olmayan biiyiime kogullu li-
neer olmayan eliptik denklemin en az bir ¢oziimiiniin varligim gostermek icin
yeterlidir. Ancak, denklemin sonsuz ¢oziimiiniin varhigini gosterebilmek igin bazi
teoremlerin de ispatlanmasi gerekecektir. Bunlardan bir tanesi Z;—Symmetric
Mountain Pass Lemma olarak bilinen teoremdir. Diger énemli teorem ise Foun-
tain Teoremi’dir.

Mihéilescu ve Ridulescu (2006),

div(a(z,Vu)) =X (vt =u’), ze€ Q
u(x) =0, x e 0N
u(z) >0, rze

seklindeki dejenere sinir kosullarina sahip standart olmayan biiyiime kosullu
denklemi incelemigler. Burada; @ ¢ RY (N > 3) smurh bir bolge, A > 0, her

r€Qiginl < B < < inf p(z) ve p(x) > 1 olarak ahinmaktadir. Bu caligmada;
e
varyasyonel yaklagimla Kritik nokta teorisini ve Genellegtirilmis Mountain Pass

teoremi kullanilarak, denklemin Sublineer durumu incelenerek, denklemin sifir-
dan farkh en az iki tane zayif ¢oziimiiniin oldugu gosterilmigtir [39].

Teorem 3.4.13. (Z2-Symmetric Mountain-Pass Teoremi ) X sonsuz
boyutlu bir Banach uzay1; J € C*(X,R) fonksiyoneli (PS) kosulunu saglayan
¢ift bir fonksiyonel ve J (0) = 0 olsun. Farzedelimki J fonksiyoneli

i) Her u € X fonksiyonu i¢gin

lull y =p iken J(u)>a >0,

olacak sekilde « ve p pozitif sayilar: vardir,
ii) X’ in her sonlu boyutlu X; (X; C X) alt uzay i¢in

{ueXy:J(u) >0}

kiimesi X ’de sinirhdir,

kogullarim saglasin. Bu durumda J fonksiyoneli, X uzayinda sinirsiz olan
bir kiritik degerler dizisine sahiptir [43, 48, 57, 66].

Zo-Symmetric Mountain -Pass Teoremi, denklemin sonsuz ¢oziimiiniin var-
ligini gostermek i¢in kullanilmaktadir.

Mihdilescu (2008) ,

q(w)—2

div (|Vu|pl(gn)72 Vu) + (|Vu|pz<m)*2 Vu) = (A |u™ @2y 4 |yl u), € Q
u =0, x € 0N
seklindeki standart olmayan biiyiime kogullu ve Dirichlet sinir kogullarina sahip

lineer olmayan eliptik denklemini ele almistir. Burada; © ¢ RY (N > 3) diizgiin
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sinira sahip smirh bir bolge, her z € Q ve i € {1,2} i¢cin p;(z) > 1 ve q(z),
pi(z) € C(Q), A > 0,m(z) = max{pi(z),p2(2)} < q(z) < J\I,V_TZEZ) olarak
alinmaktadir. Bu calismada; varyasyonel yaklagimla Mountain Pass Geometrisi
kullanilarak denklemin sifirdan farkli en az bir ¢oziimiiniin oldugunu ve Zo-
Simetrik Mountain Pass teoremini kullanilarak, denklemin sonsuz ¢oziimiiniin

varligr gosterilmistir [43].

Tanim 3.4.14. X yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay olsun. N* =
N\ {0} olmak iizere Vn,m € N* i¢in

1 ,n=m
fn<em)—5n,m—{0 o

ve

X = span{e, :n € N*} ve X* = span {f, : n € N*}

olacak sekilde {e,}, - € X ve {fn},cn- € X* vardir.
Bu durumda k£ € N* i¢gin
Xy = span{er}, Y, = @§:1Xj, Z = B2, X;

olmak tizere X uzaymi, X = Y @ Zj seklinde iki uzayin toplami olarak yazila-
bilir.

Teorem 3.4.15. (Fountain Teorem) X bir Banach uzay, J € C1(X,R)
¢ift bir fonksiyonel ve X, Yi ve Zi alt uzaylar1 yukarida tanimladigimiz gibi
birer uzay olsunlar. Eger herbir k¥ € N* icin

i)
k — oo iken inf J(u) — 400,
UE Z, |lull="

ii)
max  J(u) <0,
u€Y,|[ull=py

iii) Herbir ¢ > 0 i¢in J fonksiyoneli (P.S), kosulu
kosulunu saglayacak sekilde p, > «, > 0 sayilar1 varsa, o zaman J fonksiy-
oneli X uzayinda simirsiz olan ( oo’a yakinsayan) bir kritik degerler dizisine
sahiptir [25, 66].
Fan ve Zhang (2003),
{ div (\Vu\p(x)_Q Vu) = f(z,u), z€ Q
u(x) =0, x e 0N

seklindeki p(z)-Laplace operatoriinii igeren, standart olmayan biiyiime kogullu
ve Dirichlet sinir kogullarina sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almiglardir.

Burada; Q C RY smirh bir bélge, A, u(z) = div <|Vu|p(w)_2 Vu) ,her z € Q
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icin p(z) > 1, p(z) € C () ve f (z,u) : @ x R — R baz1 6zel kosullar1 (biiyiime
kogulu, Carathedory kogulu ve Ambrosetti-Rabinovitz kogulu) saglayan bir fonksiyon
olarak alinmaktadir. Bu ¢aligmada; varyasyonel yaklagimla, Ambrosetti-Rabinovitz
kosulu altinda Fountain teoremi kullanilarak, denklemin Sublineer durumu in-
celenerek, denklemin ¢oziimlerinin varhg ve kathligi gosterilmistir [24].

Teorem 3.4.16. X bir Banach uzay, J € C'(X,R) fonksiyoneli, ¢ € R
ve X, Y ve Zy alt uzaylar yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olsunlar.
Eger herhangi bir (u,,) C X dizisi icin

i)

| J(un,)| < ¢, un, € Yo,
ii)
/
Uy, — 00 iken <J|Yu ) (Un,) =0,
i

kogullar1 saglaniyorsa, o zaman (u,, ) dizisine .J enerji fonksiyonelinin bir ((PS ):)
dizisi denir [25, 60, 66].

Eger (PS), dizisi (giiclii) yakinsak bir alt diziye sahip ise o zaman J fonksiy-
oneli ((PS)) kosulunu saglar denir. ((PS)?) dizisi J fonksiyonelinin bir kritik
noktasidir.

Teorem 3.4.17. (Dual Fountain Teorem) X bir Banach uzay, J €
C'(X ,R) bir ¢ift fonksiyonel, X}, Y, ve Z, alt uzaylari yukarida tanimladigimiz
gibi birer uzay olsunlar. Eger herbir k > kg i¢in kg > 0 olacak sekilde ko var ve

i)
ayp = inf J(u) >0,
UuEZk, ||ull=py

i)

by := max  J(u) <0,
u€Yy, [Jull=7x

iii)
di, = inf J(u) —0, k— o0
u€Zy [lull<py,

iv) Herbir ¢ € [dy,,0) i¢in J fonksiyoneli ((PS)) kosulu

kosullarmi saglayacak sekilde p, > ~, > 0 sayilar1 da varsa, bu durumda J
fonksiyoneli X uzayinda 0’a yakinsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip
olur [65].

Fan (2005),

—div <|Vu|p(m)_2 Vu) = Xa1(z)g1 (x,u) + paz(z)gz (z,u), =z Q
u=0, e 00
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seklindeki p(z)-Laplace operatoriinii igeren, standart olmayan biiyiime kogullu
lineer olmayan eliptik denklemini ele almiglardir. Burada; @ ¢ RY (N > 2)
agik smurh bir bolge, p(z) € C(2),1 < p~ < p" < N, \,p € Rvei =
1,2 ve z € Qigin a; € L@, a5(z) € C(ﬁ), gi(x) : @ x R — R ban ozel
kogullar1 (biiyiime kogulu ve Carathedory kosulu ) saglayan fonksiyon olarak
alinmaktadir. Caligmada; varyasyonel yaklagimla Fountain ve Dual Fountain
teoremleri kullanilarak, denklemin Superlineer ve Sublineer durumlar: birlikte
incelenerek, denklemin ¢oziimlerinin varligi ve katlihg gosterilmistir [26].

Zang (2008),

—Apyu(r) = —div (|Vu|p(gc)72 Vu) =f(z,u), z€ Q
u = 07 T € 89

seklindeki p(x)-Laplace operatoriinii igeren, standart olmayan biiyiime kogullu
ve Dirichlet sinir kogullarina sahip lineer olmayan eliptik denklemini ele almigtar.
Burada; @ ¢ RY (N >2) smurh bir bolge, f(x,u) : Q@ x R — R baz 6zel
kosullar1 (biiyiime kogulu, Carathedory kosulu ) saglayan bir fonksiyon, her
z € Qigin p(x) > 1 ve p(z) € C () olarak almmaktadir. Calismada; varyasy-
onel yaklagimla Cerami kogulu altinda Fountain teoremi kullanilarak, denklemin
Superlineer durumu incelenerek, denklemin ¢oziimlerinin varlig: ve kathilig: gos-
terilmigtir [62].

Yao (2006),

—div (|Vu|p(w)72 Vu) FuP 2y = M (zu), z€ Q
[Vul" 7 5t = g (), re o9

seklindeki standart olmayan biiyiime kogullu ve Neumann sinir kogullarina sahip
lineer olmayan denklemi ele almistir. Burada; € RY (N > 2) sinirh bir bolge,
her z € Qigin p(z) > 1, p(z) € C (Q), f ve g baz 6zel kosullar (biiytime kosulu,
Carathedory kogulu ve Ambrosetti-Rabinovitz kogulu) saglayan fonksiyonlar ve
ApeR ()\2 +pu? £ 0) olarak alinmaktadir. Calismada; varyasyonel yaklagimla
denklemin Sublineer durumunu inceleyerek, Mountain Pass Geometrisini kul-
lanarak denklemin sifirdan farkli en az bir ¢oziimiiniin oldugunu ve Fountain
ile Dual Fountain teoremleriyle de denklemin ¢oziimlerinin varhigi ve kathlig
gosterilmigtir [61].
Dai ve Hao (2009),

p(x)

—M /|Vu|p(z> daj le (lvu‘P(L)_Q vu) — f (Jj’u) s T € Q

Q
u =0, x € 0N

seklindeki Dirichlet sinir kogullarina sahip Kirchoff problemini incelemisler. Den-
klemde; @ C RY (N > 2) siurh bir bolge, her z € Q i¢in p(z) € C(Q) ve
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1<p <p" <N, f(z,u) : 2 x R — R baz1 6zel kosullar1 (biiyiime kogulu,
Carathedory kogulu) saglayan lineer olmayan bir fonksiyon ve M (t) siirekli bir
fonksiyon olarak alinmaktadir. Calismada, varyasyonel yaklagimla Fountain ve
Dual Fountain teoremleri kullanilarak denklemin ¢éziimlerinin varligi ve katliligi
gosterilmistir [18].

?

Tanim 3.4.18. X bir Banach uzay ve ¢, /h |o1]” = 1 geklinde norm-

lagtirilmig bir fonksiyon olsun. Ayrica; V ve W

V= span{p;} # 0 sonlu boyutlu bir uzay

{w €X: /h|<p1|p_2 prw = O}

seklinde tanimh birer uzay ve X uzayida X =V & W geklinde V' ve W alt uza-
ylarin toplami olarak yazilabilen bir Banach uzay olsun. Bu durumda herhangi
bir u € X fonksiyonu

Q= /h‘¢1|p72 pru ve /M‘Pl‘piz pw =0

ve W

olmak iizere u = ap; + w toplami seklinde tanimlanir.
Teorem 3.4.19. (Saddle Point Theorem) X bir Banach uzayi, X, V
ve W alt uzaylar1 yukarida tanmimladigimiz gibi birer uzay olsunlar. Eger J

€ C'(X ,R) fonksiyonel Palais-Smale kogulunu ((PS),) sagliyor ve

i) J|op < « olacak gekilde V uzayinda 0'in sinirh bir D komsulugu ve bir
« sabiti vardir,

ii) J|w < B olacak sekilde 8 > « sabiti vardir,
kogullarim da saghyorsa, o zaman J fonksiyoneli

I'={heC(D,E): 0D da h = I(6zdeslik fonksiyonu)}

igin

= inf h(u)) >
c ;rérgleagJ( (u) = B

olacak sekilde bir kritik degere sahiptir [12].

Buenrostro ve Garza (2005),

—Apu(z) = Mh(@) [ul’? u+a(@)g (u) + f(z), we WP (RY)
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seklindeki p-Laplace operatoriinii iceren, Rezonans problemini ele almiglar. Den-
klemde; 2 < p < N,(N >3), her s € R i¢gin g : R — R siirekli sinirh
bir fonksiyon (|g(s)| < M), f e L®") (RY) (p* = NN—_’; ve (p*) ise p* m
dualidir), h(z) = h(|z|) bir aguhk fonksiyonu, a € L@’ (RY) N L (RY) ve
Ay, Whe (RN ) uzayinda p-Laplace birinci 6zdegeri olarak alinmaktadir. Calig-
mada; varyasyonel yaklagimla Saddle Point Teoremi kullanilarak, problemin
zayif ¢oziimiiniin varligim gosterilmigler [12].
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4. BOLUM

DEGISKEN USTLU LEBESGUE VE SOBOLEV UZAYLARINDA
p(z)- LAPLACE DENKLEMLERIN COZUMLERI ICIN
NEHARI MANIiFOLD YAKLASIMI

Bu boliimde
—Ap(z)u(a?) _ /\a(x) ‘U|Q(w)_2u + b(x) |u|h(m)—2u req, (E )
(z)=0 .z €09, A

seklindeki standart olmayan biiyiime kogullu, Dirichlet sinir kogullarina sahip bir
elliptik denklemin Nehari manifoldu iizerinde en az iki tane pozitif ¢oziimiiniin

oldugunu gosterecegiz.
Denklemde; Q@ C RN’de (N > 2) sinirh bir bolge, x € Q i¢in q(z), p(x), h(z) €

C (ﬁ) ve

1 <gq(z) <p(z) < h(z) <p*(x)
_Np(z)

N —p(z)’
<

p(z) < pt = supp(z) < oo,
e

Eger p(z) < N ise p*(z) = yeger N < p(x) ise p*(z) = o0

l<p = 1nfp( )

1<q <q"<p <p"<h” <h",
A pozitif bir reel say1 ve a,b € C (ﬁ) negatif olmayan agirhik fonksiyonlari
olarak kabul edilecektir.
(E)) denkleminin en az iki tane pozitif ¢oziimiiniin oldugunu gostermek
i¢in, oncelikle agagidaki teroremlerde (Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2) mevcut
olan gomme ve esitsizliklerin dogru oldugunu gosterecegiz.

4.1. Kompakt Gémmeler

Teorem 4.1.1. € nn sir koni ozelligine sahip ve z € Qicin p(z) € C (Q)
olsun. Ayrica; z € Q i¢in b(z) € LP@(Q), b(z) > 0 ve B(z) € C(Q) icin
By < Bolz) < By, B~ > 1 (ﬁ%—% = 1) olarak kabul edelim. Eger

h(z) € C () ve

1< h(z) < Mp*(x), Ve (4.1.1)



yada
Np(x)

Np(z) = h(z) (N = p())

1< p(z) <

ise, o zaman

W (@) e L))

kompakt gémmesi ve

h(z h~ nt
/ bw) [uf*™ do < e (Jlulll o) + 0l ) (412)
Q

esitsizligini saglayacak bir ¢5 > 0 sabiti vardir.

ispat:
WhrE)(Q) e LZ((;C))(Q) kompakt gémmesinin ispat1 yapilirken, Fan’nin
(2005) galismasindaki kompakt gommenin 1spatina benzer adimlar uygulanacak-

tar.

u € WHPE(Q) ve r(z) = %h(m) = By(z)h(x) olsun. Bu durumda,
(4.1.1) esitsizliginden 7(z) < p*(z) olur ve Teorem 2.11.3’den W1P(®)(Q) <sees
L7®)(Q) gommesi yazilir. Dolayisiyla, u € WP (Q) igin \u|h<$) € L@ (Q)
olur. Ayrica,Teorem 2.10.15’den

/b(x) )@ dz < ¢ bl h(z)

Q

< 0

|ul
Bo ()

elde edilirki bu WP(®)(Q) ¢ LZ((;?))(Q) oldugunu gosterir.

Diger taraftan, (u,) C WP (Q) ve WP*)(Q) uzaymmda u, — 0 olsun. Bu
durumda, WP (Q) s L) (Q) gommesinden L™®)(Q) uzaymda u, — 0

h(z) — 0 yazilabilir. O halde

oldugundan ‘ [t |
Bo(z

h(z) =0

Bo(@)

|y

8@ un P i < bl
Q

olur ve Teorem 2.12.2°den [uy|y(,) () — O elde edilirki bu WhrlE)(Q) e
LZ((f)) () oldugunu gosterir.
Simdi (4.1.2) esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. A~ < h(z) < h™ oldugundan

)@ < [u" + |u"" olur [39]. Bu esitsizlikten,

/b(x) ") g < /b(ac) fuf"” dx+/b(a:) W de (41.3)

Q Q Q
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esitsizligi yazilir. (4.1.3) esitsizliginde, p(z) < h™By(z) < h*By(z) < p*(z) kosulu
ile birlikte Teorem 2.10.15, 2.10.6, 2.11.3, 2.12.4 uygulanirsa

h™ h
J@ " de < calbly [l
. Bo(=)

h- b~
= 2 |blgy) [ulh-p, @) < esllully (4.1.4)
esitsizligi elde edilir. Benzer iglemlerle

hT ht
/b(w) o do < e Jull S, (4.1.5)
Q

esitsizligi de yazalir. O halde; (4.1.3) esitsizliginde, (4.1.4) ve (4.1.5) esitsizlikleri
kullanilirsa
h(z h~ ht
o)l do < s ([l + el o)
Q

sonucu elde edilir. [J

Teorem 4.1.2. Q' nin sinir1 koni ézelligine sahip ve x € Qigin p(x) € C (ﬁ)
olsun. Ayrica; z € Q icin a(z) € L*@(Q), a(z) > 0 ve a(z) € C(Q) igin
oy < ap(z) < aar, a” > 1 (% + 1= 1) olarak kabul edelim. Eger

a(z ag(z)

g(z) € C (Q), pla) < F5525q(x) ve

afz) -1

1<q(z) < () p*(z), Vo € Q (4.1.6)
yada
Np(x) oz p(z)
Np(a) —a(x) (N —p@) ~ = 5w — @)

ise, o zaman

kompakt gommesi ve

- +
/a(m) ul"® < o (Jull ) + el (4.1.7)
Q

esitsizligini saglayacak bir cg > 0 sabiti vardir.

ispat:
Oncelikle, W1P@)(Q) «ses LZ((?) (©) gommenin 1spatin gosterelim.
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u € WHPE)(Q) ve m(x) = a?l()zllq(x) = ap(z)q(x) olsun. Bu durumda,
(4.1.6) esitsizliginden m(x) < p*(z) olur ve Teorem 2.11.3’den W1P(*)(Q) csems
L™(®)(Q) gsmmesi yazihr. Dolayisiyla, u € W1P@)(Q) icin |u[?™) € Loo@)(Q)
olur. Ayrica, Teorem 2.10.15’den

|u|q<w) < 00

ag(x)

Jat@) ") do < erlal,
Q

elde edilirki bu Wr®)(Q) c LZE%(Q) oldugunu gosterir.
Diger taraftan, (u,,) C WHP@)(Q) ve WHP()(Q) uzayinda u,, — 0 olsun. Bu
durumda, W12@) (Q) s L™@)(Q) gommesinden L™®)(Q) uzaymda u, — 0

— 0 olur. Dolayisiyla,

oldugundan ‘ |y, [ 1)
ao(z)

/a(x) |un|q(m) dz < c7lal )
Q

ao(z)

olur ve Teorem 2.12.2'den [up|y(,) o) — O elde edilirki bu WhrE)(Q) e
LZE?)(Q) oldugunu gosterir.
Simdi (4.1.7) egitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. Yukarida elde edilen

|u|Q($)

< 0

Jata) ") do < eral, .
ool

Q

esitsizlikle birlikte p(z) < ¢~ ap(x) < gTap(z) < p*(x) kosulu gozoniine alimarak
ve Theorem 4.1.1°in 1spatina benzer iglemler yapilirsa

N — +
/a(z) |u|7™ da < cq (Hull‘ipm + IIUII‘i,pm)
Q

elde edilir. OJ

Teorem 4.1.3. Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2’deki kogullarin sagladigini
kabul edelim. Bu durumda, herbir v € WP(*)(Q) icin asagidaki esitsizlikleri
saglayacak pozitif cg, cg, €10, c11 > 0 sabitleri vardir.

i)

ht
, > 1
/b(xwh(x) i < { esllul iy > el p)

e
a Co Hu”l,p(r) ’ ||u||1,p($) <1

qt 1
/“(w) u?") da < { €10 [l pay - M1l piay >

J C11 ||u||({,p($) ) HUHLP(I) <1

60



4.2. Temel Sonuglar

Caligmamizin bu kisminda; oncelikle (E)) problemine karsilik gelen enerji
fonksiyonelini (Jy) tanumlayacagiz. Daha sonra, 6nceki kisimda ispatladigimiz
kompakt gobmmeler yardimiyla, enerji fonksiyonelinin Nehari manifoldu iizerinde
alttan siirh ve coercive oldugunu gosterecegiz. Son olarak, tekrar kompakt
gommeler yardimiyla (E)) probleminin Nehari Manifoldu tizerinde en az iki
tane pozitif ¢oziimiiniin varhigini gosterecegiz.

(E) problemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli (J)),

1 p(z) / 1 a(@) 4 / 1 h(x)
= \V4 dz — )\ dx.
Ix(u) /p(x) |Vul T @) a(z) |ul h(a: x) |ul T
Q Q Q

Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 ve Teorem 2.10.6’dan

1
D) = / Val© de - 2 /a<x>|u|q<“dw——h, [o@) " ds
q
Q

A ]_ h~ Kt
> _ I q- q o
s || I = er(lul® + ™ ) = s=es(llull™ +llul™ )

elde edilir. Bu son esitsizlikte g7 < p~ < p* < h™ < b kogulu kullandiginda
I, X = WO1 P (I)(Q) iizerinde alttan sinirh olmaz. Bu durumda Jy, X tizerinde
alttan sinirh olmadigindan dolay1 Nehari manifold M), () iizerinde alttan sinirh
olup olmadigini aragtiracagiz. Nehari manifold’u,

My (9) = {u e Wy @\ {0} : (J3(w),u) = 0}

Manifoldun tanmmimdan, Jy ’nin tiim kritik noktalarim M) (§2) iizerinde
olmas1 gerektigi ve M) () tizerindeki yerel minimizelerinin (yerel minumum)
J) icin dogal kritik nokta olacagi aciktir.

My (Q) taniminda,
Ix(u) = (J\(u),u) =

/ V@ dg — )\/a(x) |7 g — /b(x) W@ dz =0 (4.21)

Q Q Q

yazilabilir.

Eger u € My () ise
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Bl = [ple) Ve do - A/ 2) [l do

2

- / h(@)b() [ul"® da

Q

< (p+—q-)A/<>|u\“>dx+ /b ) [ul"® da

Q Q

esitsizligi bulunur. Bu son esitsizlikte, ¢t < p~ < pT < A~ < hT kosulu
diigiiniildiigiinde bu egitsizlik i¢in

M = {u e M\(Q) : (I{(u),u) > 0}
M = {ue My(Q) : (I(w),u) < 0}
MY = {u € M\(Q) : (I} (u),u) = 0}

linde iig farklh durum ortaya gikar. Bu durumda, M) (£2) iig ayr1 bolgeye ayrilmig
olur.

Teorem 4.2.1. ug, M, (Q) tizerinde Jy () igin local (yerel) maximum yada
local minimum oldugunu varsayalm. Eger ug ¢ MY (Q) ise ug, J) nn bir kritik
noktasidir.

Ispat. Bu Teoremin 1spati1 agagidaki iki Lemma’nin (6zellikle Lemma 4.2.3)
bir sonucudur.

Lemma 4.2.2. J,(Q) fonksiyoneli, M () iizerinde coercive ve alttan sinir-
hdar.

ispat.

u € My () ve ||ul| > 1 olarak kabul edelim. (4.2.1) egitliginde, Teorem
4.1.3 ’deki (ii) 6zelligi ve Teorem 2.10.6 kullanilirsa
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Jx(u)

v

1

= — up(x) xXr — LCLJ? UQ(x) X — L x uh(x) X
‘Q/p@c)V = [ gt i e = | ot

Q

o)
1 / (@) A a()
— [ [Vul""" dz — — [ a(z) |u|"™" dzx
+ —
P 7

—hi_ / (VP da — )\/a(:n) u|?®) da
Q

Q

<pl+ — h1_> /|Vu|p(z) dx + X <h1_ - ql_) /a(x) |u\q(z) dx
Q Q

W —p* - W=\, e
> I S rp R q
> ( Wt ) [ul® = 102 ( g ) I

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte, p~ > g1 kosulu kullanildiginda |Ju|| — oo
iken Jy (u) — oo olur. O halde; Jy, M,(f) iizerinde coercive ve alttan
strhdir. [

Lemma 4.2.3. Opyle bir A; > 0 sayis1 bulunabilir ki 0 < A < \; icin
MY(Q) = @ olur.

ispat.

Aksine, her A € R\ {0} igin M} (2) # @ olarak kabul edelim. Ayrica, ||ul| > 1
olacak sekilde u € MY(Q2) olsun. Bu durumda, (4.2.1) esitligi ve MY(Q)nin
tanimi kullanilirsa,

v

Y

/ pla) [ValP™ — X / g(z)a(z) Ju|™™ — / h(z)b(z) [u]*™

Q Q Q
v 196 =g | [19a = [o@) ul" ) <1t o)
Q Q Q Q

(™ —q*) / \Vul"™ dz + (¢ — ht) /b(x) u|"®) da
Q Q

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte, Teorem 4.1.3’deki (i) 6zelligi ve Teorem 2.10.6
bir arada kullanilirsa

0> (p~ —q") Jul® +es (g —hT) Jul”
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yazilabilir. Bu son egitsizlikten

- _ 5t ht—p—
P —4q >
Jull > c12 <h+ — q+> (4.2.2)

elde edilir. Benzer sekilde, (4.2.1) esitligini ve M9(Q)nin tanimi kullanilirsa

0 = (I\(u),u)
< p+/ |Vu|p(x) dr — /\qf/a(m) |u|q(m) dx — hf/b(m) |u|h(z) dx
Q Q Q
< p+/|vu|17($) _ )\q_/a(a:) |u|Q(I) _h /lvulp(w) _ )\/a(x) |u\q<w)
Q Q Q Q
< (p* —h_)/|Vu\p(z) de+A(h™ —q7) /a(m) [u|?®) da

Q Q

egitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte, Teorem 4.1.3’deki (ii) ozelligi ve Teorem
2.10.6 bir arada kullanilirsa

0< (" —h) [[ull” +Aczo (b~ =g ) fJul®

elde edilir. Bu esitsizlikten

1
h—q \
< A—— 4.2.3
Jull < e (V== ) (12.3)
N
yazilir. Eger \ yeterince kiigiik segilirse ( A = ( ) (=l ), 0

zaman (4.2.2) ve (4.2.3) esitsizliklerinden ||u|| < 1 olur. Bu son durum, |jul| > 1

varsayimimizla geligir. Sonug olarak, M )0\ (Q) =@ olur. O
0 < A < \p igin Lemma 4.2.3'den M, (Q2) = M () UM, () olur. Bu
durumda

af = inf Jy(u) ve ay = inf Jy(u)

wEM;H(Q) uEM; ()
yazilabilir.

Lemma 4.2.4. Eger 0 <\ < )\ ise u € My () igin Jy(u) <O0.

ispat.
u € My () olsun. Jy(u)nm tanimdan

1 p(2) A a(a) 1 e
Ia(u) < pi/ V@ d — qj/a(x) [l do — = [b(a) " do (4.2.4)
Q Q Q
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ve u € My () oldugu igin

p+/ |Vu\p(x) dz — )\q_/a(x) \u|q(x) dx — h_/b(as) |u|h(x) dx >0 (4.2.5)
Q Q Q

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica, (4.2.1) esitligini (—¢~) ile ¢arpip ve (4.2.5) esit-
sizligi ile toplanilirsa

+ _ —
/ b(z) |ul"™ dw < % / IVulP @ dx (4.2.6)
Q Q

elde edilir. Diger taraftan; (4.2.4) esitsizliginde, (4.2.1) esitligi kullamlirsa

L1 p(x) L1 h(x)
Ia(u) < <p — q+> /\Vu\ dx + <q+ - lﬁ) /b(a:) [u]"" dz (4.2.7)
Q Q

esitsizligi bulunur. Son olarak; (4.2.7) esitsizliginde, (4.2.6) esitsizligi ve Teorem
2.10.6 kullanilirsa

(P~ —gH)(h" —p7)

J)\(u) <- h”Lp*q‘L ||u||p_ <0
olur. Boylece, af = inf Jy(u) < 0 sonucu elde edilir. O
ueM;(Q)

Teorem 4.2.5. Eger 0 < A < A; ise o zaman M (Q) iizerinde Jy(Q2)'nin
bir minimize dizisi vardir.

ispat.
Jx, M (Q) nm {izerinde alttan smirh oldugu igin M, (2) tizerinde de alttan
sinirlidir. Bu durumda,
lim Jy(u) = inf Jy(u)=af <0
n—00 uwe M3 (Q)
olacak sekilde (u;}) C M, () bir minimize dizisi vardir.
J coercive oldugu i¢in (u;}) dizisi, X uzayinda simrhdir. Bu durumda, X

uzaymda u,; — uar olur. Diger taraftan, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 ’deki
kompakt gémmelerden

LZ((Z:%(Q) uzaymda u, — ug

ve

LZ((;))(Q) uzaymnda u, — ug

yazabiliriz. yazilabilir. Simdi X uzaymnda u} — ug oldugunu gosterelim.
Aksine, X uzaymda u, - ua' oldugunu kabul edelim. Bu durumda

/‘Vump(x) dr < lim inf/|vu:’p(x) e
“ Q
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olur. Ayrica, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 ’deki kompakt gémmelerden

/a T |u+|q(w) dx lim inf/ |u |q(m dx,
/b g " de = lim inf/b ) [t [ da
elde edilir. Diger taraftan, (J}(u;}),u;}) = 0 ve Teorem 4.1.2 ’den
+ 1 1 +p(x) 11 +1a(=)
Ia(uy) > - - |Vt [ do + A - — a(z) [ut " do
p q A
lim Jy ()

1 1

. + . + p(x)

Jim T (up Z(W‘hL%JW%’dx
Q

af = inf+J>\(u)
u€ My

(= ) +eo (= = ) (1 + )

esitsizligi yazilabilir. Yukaridaki egitsizlikte, p~ > ¢+ kogulu ile birlikte Huo H >
1 durumu diigiiniildiigiinde

af = inf Jy(u) >0
uEM;\"

elde edilirki bu Lemma 4.2.4. ile gelisir (v € My (Q) i¢in Jx(u) < 0). Dolayisiyla,

X uzaymda u — uf ve

Ta(ug) = lim Jy(u)) = ueji\;lf(ﬂ)JA(u)

olur. Sonug olarak; ug dizisi, M; (Q) tizerinde Jy 'min bir minimize dizisi
olur.

Lemma 4.2.6. Eger 0 <\ < Ay ise u € M, () igin Jy(u) > 0.

ispat.
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u € Mx(Q) olsun. Jy(u)nin tamimdan ve (4.2.1) esitliginden

1 p(x) A a() 1 h(a)
Ia(u) > ZF/ |Vu|"" do — = a(z) |u|™ dx — = b(x) Ju|™ dz
Q Q Q

ve

/b(z) |u|"®) d = / VP do — )\/a(x) |u|?®) da
Q Q Q

ifadeleri yazilabilir. Yukaridaki iki ifadeden
1 A
Ia(u) > —/ Vup(m)d:cf—/a:c w7 dg
A(u) erQ| | ) (@) |ul

1 .
- / |Vu|p($) dx — /\/a(x) |u|q(x) dx
Q

Q
1 1 1 1
> _ P(I)d A _ / q(m)d
> (p* h)ﬂ/Wu T + T J a(x) |ul 3:

esitsizligi elde edilir. Bu son egitsizlikte; Teorem 4.1.3’deki (ii) 6zelligi, Teorem
2.10.6 ve p~ > ¢ kosulu kullanilirsa

11 o 11 -
Ji(u) > (p* — h) [lw]” 4+ croA (h - q) [l

~(h— —pt
bulunur. Bu son esitsizlikte, A < %ﬁiqz) olarak secilirse Jy(u) > 0 olur.

Boylece, Lemma 4.2.3'ten M, (Q) = My (Q) U M, () olarak yazildigindan
M ()N M, (9) = @ olur ve Lemma 4.2.4 'ten u € M, (Q) sonucu gikar. [J

Teorem 4.2.7. Eger 0 < A < Ay ise, o zaman M, () tizerinde Jy(£2) nin
bir minimize dizisi vardur.

ispat.
Jx, Mx(Q) tizerinde alttan smirl oldugu icin M, (Q2) tizerinde de alttan
sinirhidir. Bu durumda

lim Jy(u,)= inf Jy(u)=a, >0
n—oo UGM;(Q)

olacak sekilde (u,,) C M, (€2) bir minimize dizisi vardir.
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Jy coercive oldugu igin (u,;) dizisi, X uzayinda siirhdir. Bu durumda, X
uzaymda u,, — u, olur. Ayrica, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 ’deki kompakt
gdommelerden

LZ((?)(Q) uzaymnda u, — ug

ve

LZ((Z)) () uzaymda u, — ug

yazilabilir. Eger u, € M, (Q) ise, o zaman tu, € M, () ve Jx(uy ) > Ja(tug )
olacak gekilde ¢ > 0 sabiti vardir. O halde

I(u) = / p(@) [Vul"™ dz — A / g(z)a(z) u|" dz — / h(@)b(z) [u"® dz

Q Q o
esitliginden
Kiog) = [ote) [ " e = 5 fatwpate) g " e

Q

Q
—/h(x)b(a:) |tu5|h(w) dx
Q

< tp+p+/ |vuo—yp(x) dr — /\tqiq_/a(a:) ‘ua’tI(m) de
Q Q
—th h_/b(x) ’ua‘h(z) dx
Q

yazilir. Bu son esitlikte, ¢~ < p* < h™ kosulu ve a(x) ile b(z) agirlik fonksiy-
onlarin tanimlar: bir arada kullamlirsa I3 (tug ) < 0 olur. Boylece, M, (Q)'nin
tanimindan tu, € M, (Q) elde edilir.

Simdi X uzaymda u} — ug oldugunu gosterelim. Aksine, X uzaymda

u;r - ug oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

/|Vua|1)(w) dr < lim inf/|vu;|p(z) d
¢ Q

olur. Bu esitsizligin yardimiyla,
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Ia(tug) < tiD+/ |Vu7|p(x) dx — )\tq/a(m) |u7|q(ar) du
7T po 0 qt 0
@ Q
th7 @)
- ht /b(x) |Uo | dx
Q
P+ P =
tpf_/ |Vu7—L‘P(x) de — )‘th/a(x) |u7—b‘q(x) de
< lim Q a
n—oo e N
o /b(x) juy | da
Q
< lim Jy(tu,) < lim Jy(u,) = inf  Jy(u) = aj

weM; (Q)
elde edilirki bu Jy(tug ) < inf Jy(u) = a oldugunu gosterir. Bu durumda,
ueM, (Q)

bir geligki elde edilir. Boylece, X uzayinda u, — u, ve

In(ug) =lim Jy(u, ) = inf Jx(u)
n—oo ueM; (9)

olur. Sonug olarak; u, dizisi, M, (Q) tizerinde J) 'nin bir minimize dizisidir. OJ

Sonug 4.2.8. Teorem 4.2.5 ve Teorem 4.2.7°den Jy(ug) = inf Jy(u) ve
ueM;(Q)
Ja(ug) = inf  Jy(u) olacak sekilde ug € My () ve ug € M, () dizileri
ueM; ()

vardir. Ustelik; Jy (uf) = JA(’uoﬂ) ve ‘u(ﬂ € M (Q) oldugu igin ug > 0 kabul
edilebilir. Teorem 4.2.1°den; ug , X uzaymda Jy 'min kritik noktasidir ve ayni
zamanda (F))min zayif ¢oziimleridir. Sonug olarak; Harnack esitsizliginden
[58,63], uT aym zamanda (Ey)’nmn da pozitif ¢oziimleridir. OJ
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5. BOLUM

p(z)~LAPLACE TiPINDEKi DUZGUN OLMAYAN
ELLIiPTiK DENKLEM SINIFININ COZUMLERININ
VARLIGI VE COKLUGU

Bu boéliimde,

— div (a(z, Vu)) = m(z) [u]" 2 u+ n(@) u* D2y, 2€Q (P)

problemi i¢in Mountain Pass ve Zs—Simetrik Mountain Pass Teoremini kul-

lanarak denklemin ¢oziimlerinin varhigi ve g¢oklugunu X = VVO1 P(@) uzayinda
aragtiracagiz.
Denklemde; Q C RY (N > 2) smirh bir bolge, her ¢ € RY ve h.h.h. € Q

iin |a(z,&)| < colho(x) + €771, ho(z) € LP'@)(Q) olacak sekilde olgiilebilir
bir fonksiyon, ¢y > 0 reel bir sabit ve r(x), p(z), s(z) € C (Q) icin

1< r(z) <plx) <s(z) <p*(z)

1 <p :=essinfp(x) < p(x) < p" := esssupp(x) < oo
zeQ zEQ

l<r <rt<p <ph<s <st

vem,neC (ﬁ) pozitif birer agirlik fonksiyonlar: olarak kabul edilecektir.
a(z,€) : @ x RY — R doniigtimii, A: Q x RY — R, A = A(z,¢) doniigiimiin
&’e gore tiirevi siirekli olan bir doniisiim olarak kabul edilecektir. Yani;

a(x,§) = VeA(z,§).
div (a(z, Vu)) operatorii p(z)—Laplace operatoriiniin daha genel bir durumudur.

Ornegin;  p(x) > 2 icin = A(2,€) = (1/p(x)) ] segilirse a(x,£) =

|§|p(z)_2§ olur. Bu durumda, p(z)—Laplace operatorii

div (a(z, Vu)) = div (|Vu|p(l”)72 Vu) = Apzyu(r)

olur.
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5.1. Girisg

Bu kisimda, ¢alismamizi olugturan teoremleri ispatlamak igin éncelikle gerekli
olan kogullar1 ve (P) problemine kargilik gelen, I (u) enerji foonksiyonelini vere-
cegiz. Daha sonra, bu kosullar yardimiyla gerekli olan Lemma’lar1 1spatlaya-
cagiz.

a(z,&) ve A(x,€) dontigiimleri ile m ve n agirhk fonksiyonlar1 agagidaki
kosullar: sagladigimi kabul edecegiz.

(A1) Her ¢ € RY ve h.h.h. z € Q igin
oz, )] < colho(w) + ")
esitsizligi saglansin.
(A2) A(xz,§), p(z)-diizgiin konveksdir: Her &9 € RY ve h.h.h. x € Q icin

A, S2Y) < LA €) + A B) ki g~ pl

esitsizligini saglayacak k; > 0 sabiti vardir.

(A3) Her ¢ € RY ve h.h.h. x € Q icin

€ < alz, )¢ < p(a) Az, ©)
esitsizligi saglansin.
(A4) Her x € Q icin A(z,0) = 0.

(A5) Her ¢ € RY ve h.h.h. x € Q icin A(x, —¢€) = A(z, ) .

(M) Her z € Q icin B(z) € C (Q) ve m(z) € LP@(Q), m(z) > 0 olsun.
Ayrica; B~ > 1 ve By < Bo(z) < B¢ igin % + m =1 ve

Np(z)
Np(x) —r(z) (N — p(z))

(N) Her z € Q icin a(z) € C( ) ve n( ) € La("’”)(ﬂ), n(xz) > 0 olsun.
Ayrica; a” > 1 ve ag < ap(2) < ag icin (55 + =1ve

Np(z)
= Np(@) — s(@) (N — p(@))’

ao(.L)

(P) problemine kargilik gelen I (u) : X — R enerji fonksiyoneli

(u) = /A(x,Vu)dx - /Té;? |u|7'(‘”) dr — /Z((;:)) |u|8(w) dx
Q Q Q
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olarak yazilir. Bu fonksiyoneli

A(u) = /A(m,Vu)dx
Q
ve

u) = m(@) ul"® da @us(aj) x
1w = [T d+9/5(z)| d

Q

seklinde iki ayr1 fonksiyonel olarak yazdigimizda

olur.
Herbir u,v € X igin J € C*(X,R) ve

(J' (u),v) = /m(x) u|" @2 yodz + /n(x) |u)* @2 woda
O o)

yazabiliriz. Eger, her ¢ € X fonksiyonu i¢in

/a(x, Vu)Vedr — /m(m) Ju|" 2 wpda — /n(x) u|* @2 upde =0
) ) Q

esitligi saglaniyorsa o zaman u € X fonksiyonu (P) probleminin zayif ¢oztimii
olur.

Lemma 5.1.1
i) Her ¢ € RY ve h.h.h. x € Q icin A(x, ) doniisiimii,

Az, )| < colho(@) €] + [€[7™))

biiyiime kogulunu saglar.
ii) Her z > 1, ¢ € RN ve x € Q igin A(z, ) doniisiimii,

Az, 2€) < A, €)1
esitsizligini saglar. Yani, A(z, &), p(x)—homojendir.

ispat:
i) Her ¢ € RY ve h.h.h. x € Q icin
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1 1

Az, €) = / %A(w,tf) dt = / o (2, t€) Edt

0 0
egitligi yazilabilir. Bu egitlikte, (A1) kosulu kullanilirsa

1 1

A@,6)] < / la (a16)] [€]dt < co / (ho(2) + 67771 1P [¢] de

0 0
1
< co [ (hole) gl + P 1P

0
< colho(@) €] + €[

elde edilir.
ii) Ozel olarak, g (t) = A (x,t£) olarak alahm. Bu fonksiyon ve (A3) kosulu
bir arada kullanilirsa

J (1) = ae1€)¢ = atw et < "D A1) = Py

esitsizligi elde edilir. Bu son egitsizlikten,
! (t
g9(t)

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafimin (1, z)’e kadar integrali alimip ve log-
aritma fonksiyonun ozellikleri kullanilirsa

Q
~—

_ o)

p(z
t

log g (2) —logg (1) < p(x)log 2

9(2)

g(1)
esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlikte, g (¢) = A (z,t§) fonksiyonu yerine
yazilirsa

< Zp(m)

Az, 28) < Az, {)z”(z)

sonucu elde edilir. [J

Lemma 5.1. 2
i) A fonksiyoneli X uzaymnda iyi tamimlhdir.

ii) A € C1(X,R) ve A "nin tiirevi

(N (u), ) = /a(at:7 Vu)Vedr, Yu,p € X
Q
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olur.
iii) A fonksiyoneli X uzayinda alttan zayif yar1 siireklidir.
iv) Her u,v € X igin

A (w) + M) =k lu— ol

esitsizligi saglanir.
v) Her u,v € X igin
A (u) — A(v) > (N (v),u —v)
esitsizligi saglanir.

ispat:
i) Teorem 2.10.15 ve Lemma 5.1.1°deki i) 6zelliginden

Aw) = /A(ﬂc,Vu)dx < co/ho (z) |Vu|dz + Co/ (VP da
Q Q Q

IN

+
€0 ol () VU py + 1 |[ull”

p(z

N
ez [Jull + ex [Jul]” < oo

IN

esitsizligi elde edilirki bu A fonksiyoneli X uzayinda iyi tamimlh oldugunu gos-
terir.

ii) Herbir z € Q igin u,o € X ve 0 < |r| < 1 olsun. O zaman Ortalama
Deger Teoreminden agagidaki esitsizligi saglayacak sekilde v € [0, 1] vardir

' A(z,Vu(z) +rVe (z)) — A(z, Vu (z))

= /a (z,Vu (z) + vrVe (z)) Ve(z)dv
0
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Bu esitlikte, (A1) kosulu kullanilirsa
‘A (z, Vu () + 1V (2)) — A(z, Vu(z))

= / co(ho(z) + |Vu(z) + vrVe(@) P71 V()| dv
0
< colho(z) + (|Vu(@)] + V() )P [Ve(z))|
< coho(@) V()| + co [Vep(a)] (| Vu(z)| + V()P

< coho(x) [Ve(x)] + o2 ~1 [V ()| (|Vu(@) P! + |Vep(a) P71
< coho(x) V()] + o2 1 V()| [Vul(e) [P~ 4 co20" 1 [Vip(a) [P

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte; ho(z) |V (z)], [V (2)| [Vu(z) ™!
ve |[Vo(z)[? *) kisimlarima Teorem 2.10.15 uygulanirsa, bu kisimlar € tizerinde
integrallenebilir. O halde, esitsizligin sag tarafi €2 iizerinde integrallenebilirdir.
Bu durumda, Lebesgue Dominated Yakimsaklik Teoremi uygulanirsa

N (), ) = lim [AEVurrVe) = A V)

r—0 r
Q

/a (x, Vu) Vodz
Q

dx

elde edilir. Simdi A’ fonksiyonelinin X uzayinda siirekli oldugunu gosterecegiz.
X uzaymda u, — u olsun ve 6 (z,u) = a(z, Vu) olarak tammlayalim. (A1)
kosulunun yardimmiyla (LP (®)(Q))N uzaymnda 0 (z,u,) — 6 (z,u) olur [25].Bu
durumda, Teorem 2.10.15 kullanilirsa

(A (un) = A (w), @) <10 (2, un) = 0 (2,1)] 0y VOl )

olur. Bu esitsizlikte, n — oo alinirsa

A (un) = A" (w)[| <16 (2, un) — 0 (z,u)] () — O
elde edilir.

iii) Brezis I11.8 (1992)’daki sonucundan A ’nin alttan yar siirekli oldugunu
gostermek yeterlidir [11]. A konveks oldugundan dolay1 herhangi bir v € X igin
agagidaki esitsizlik elde edilir

/A (z,Vv)dz > Q/A(a:, Vu)dx + /a (x,Vu) (Vv — Vu) dz.

Q Q
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Bu esitsizlikte; (A1) kogulu, Teorem 2.10.15, Teorem 2.12.4 kullanip ve her
ve X icn |[lv—ul]|<d= ‘
cs5 + cg

5

(e > 0) olarak segilirse

/A (z,Vv)dz

Q

Y

/A(x, Vu)dz — / la (z, Vu)| |Vv — Vu| dz
Q Q

> [ A Ve o o @) 190~ ] de = o [ 1900 = ][0l o
Q Q Q

> /A(x, Vu)dz =3 [holy ) V(0 = )|y = ca V(0 =)l ‘|vu|p(x)—1 p'(x)
!

v

+_
/A(%VU)dﬂf —csllo—ull = eq |lo —ull Jul”
Q

v

/A(x,Vu)dx—c;, [l —ul| — cg ||v — ul|
Q

> /A(z, Vu)dx — €
Q

elde edelirki bu A fonksiyonelinin X uzayinda alttan zayif yar siirekli oldugunu
gosterir.

iv) Asagidaki esitlikte; (A2) kogulu ve Teorem 2.10.6 kullamilirsa

A(u—l—v) _ /A(:m Vu—&—V'U)dx
2 2

Q
1 1 -

< i/A(x,Vu)dm—i— §/A (2, Vv) dz — k1/|Vu—Vv|p("L) dx
) Q )
1 1 .

< QA (u) + §A(U) — k1 |lu — v

elde edilir.

v) A konveks oldugunu igin agagidaki egitsizligi saglayacak sekilde ¢ € (0,1)
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vardir

Aw+t(u—v))—A)

t
_ A((1—=t)v+tu) — Av)
t
(1 —=t)A(v)+tA (u) — A(v)
t
= Au) — A(v).

Bu egitsizlikte t — 0 alinirsa

lim Alv+t(u—v))—Av)
t—0 t

= <A/(U)7u - U>
olur. Boylece
(N (v),u—v) <A(u) — Av)

sonucu elde edilir. [J

Lemma 5.1.3 Q 'nin sinir1 koni ézelligine sahip ve z € Q i¢in p(x) € C (ﬁ)
olsun. Ayrica; z € Q ic¢in n(z) € L*®(Q), n(z) > 0 ve a(z) € C (Q) i¢in
ay < ap(z) < of, o= > 1, (ﬁ + #(z) = 1) olarak kabul edelim. Eger
s(xz) € C(Q) ve

1<s(z) < an*(x), Vz € Q (5.1.1)

yada

ise, 0 zaman

kompakt gbmmesi ve

s(x C st
[n@ 1 do < o (Jul” + ful”) (5.1.2)
Q

esitsizligini saglayacak bir ¢; > 0 sabiti vardir [38].

Lemma 5.1.4. © 'nin siuri koni 6zelligine sahip ve z € Q icin p(z) € C (ﬁ)
olsun. Ayrica; z € Q i¢in m(z) € L@ m(z) > 0 ve B(z) € C(Q) i¢in
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By < Bo(z) < Bd, B~ > 1 (54 + —— = 1) olarak kabul edelim. Eger

Blz) ' Bolx)
r(z) € C(Q), p(z) < ﬁ'g)ﬂ”llr(x) ve
1<r(z) < 5(;()36_1]7*(33), Vz e
yada
Np(x) p(z)
Np(e) () (N~ p(e) ~ O ) — i)
ise, o zaman
WHO(Q) e L1 ()

kompakt gémmesi ve

Jmta) ™ do < cx(lull” + Jul) (5.1.3)

Q

esitsizligini saglayacak bir c¢g > 0 sabiti vardir [38].
5.2. Temel Sonuclar

Lemma 5.2.1
i) I : X — R fonksiyoneli alttan zayif yar1 siireklidir.

ii) I fonksiyoneli X’de iyi tammhdir, I € C*(X,R) ve herbir u,v € X igin
tiirevi

(I' (u) ,v) = /a(x, Vu)Vudz — /m(m) u|" @ vda — /n(x) u* @~ vda
)

Q Q

olur.
iii) 7(0) = 0.

iv) inf{I (u):u € X, |lu|]| =p} > a olacak sekilde a ve p pozitif sayilar:
vardir.

v) t > 0 olmak iizere #'nin yeterince kiigiik degeri igin ¢ > 0, ¢ # 0 ve
I (ty) < 0 olacak gekilde ¢ € X fonksiyonu vardir.

vi) I (u) < 0 olacak gekilde ||u|| > p kogulunu saglayan bir v € X fonksiyonu
vardir.

vil) G={p e C([0,1],X) : p(0) =0,0 (1) = u} # @.
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viii) I fonksiyoneli, X uzayinda (PS). kosulunu saglar [20, 21].

Ispat: i) X uzaymnda u, — u olacak sekilde (u,) C X bir dizi olsun. A
fonksiyoneli, X uzayinda alttan zayif yar siirekli oldugundan dolay1

A (u) <liminf A(uy) (5.2.1)

olur. Ayrica,

(@) : X > L' (Q) ve X —— L") (Q)

kompakt gobmmelerden

() : L' () da up, —u ve L3 Q) dau, —u

m(x) n(z)

yazilabilir. Bu gommeler ve (5.2.1) egitsizliginden

I (u) < liminfl(u,)

n—oo

esitsizligi bulunur. Boylece, I fonksiyonelinin alttan zayif yari siirekli oldugu
sonucu elde edilir.

ii) J fonksiyonelinin 6zelliginden ve Lemma 5.1.2’deki i- ii 6zelliklerinin bir
sonucudur.

iii) I fonksiyonelinin taniminin bir sonucudur.

iv) I fonksiyonelinin tanimindan

I(u)> /A(m, Vu)de — i_/m(x) " g — i_/n(m) ")
r S
Q

Q Q

egitsizligi yazilabilir. Bu egitsizlikte, (A3) kosulu ile birlikte Lemma 5.1.3 ve
Lemma 5.1.4 uygulanirsa

| y u|;n(T) (&3] T rt Cr s~ s+
I > JLE — _ — —_ —
(u) 2> / (@) dz — — (IIUII + [ lul] ) = (IIUII + [l )
Q

1 - - , — X
e e (I I (T
1 (&) rT—p~ rt—p~ Cr s —p~ st—p~
= oy (17 ™77 )= (™™ hall 7 )] (5:2:2
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esitsizligi elde edilir. Simdi de I (u) > 0 oldugunu gosterebilmek igin agagidaki
esitsizligi saglayacak gekilde g > 0 oldugunu gostermek yeterlidir

1 cs - + 7 (s —p— -
E—F(tg Pt p)—;(té Pty p)>0.
Bunun igin

C T —p~ rt—p~ C s —p~ st—p~
olto) == (ty 7 +ty T )+ (6 T+ )
seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Bu ¢ fonksiyonu igin , lim ¢ (tg) = . lim0 o (to) =
0—>00 0—>

oo oldugundan dolay1 ¢ fonksiyonu pozitif bir minimuma sahiptir ve bu mini-
mum noktasi tg dir. Bu tg noktasi, ¢ fonksiyonun minimumu oldugundan dolayi
¢ (to) = 0 olur. Yani;

& (to) = S0 )ty T )t Y

(o) T e ) ) =0

olur. Ozel olarak; r~ =71 ve s~ = sT olarak secilirse
(= — 1) s P o
pT—rt)sT \ T
to=——""— >0
’ <(8+ —p‘)r‘)
bulunur. Boylece
rtop— stop~
1 ((p~—rt)s \F—rF N 1 ((p~—rt)s \+F—F - 1
r~ \ (st —p7)r~ s\ (st —p7)r~ pt
esitsizligi yazilir. Buradan da
I(u)>a>0

sonucu elde edilir.

v) p € C§°(Q), ¢ > 0, p # 0 ve ¢t > 0 yeterince kiigiik segelim. Bu durumda,
Lemma 5.1.1°deki ii) 6zelliginden

f(t¢)=/A(x,tVso) dw—/m(x) |t|"®) dm_/MWp(z) d,
Q

r(z) s(x)
Q Q

ve

+ tT_ r(x ts_ s(x
Hee) <o [ A Voo - T fm(o) o do = £ (o) o' do
Q Q Q
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yazilir. Bu son esitsizlikte, r~ < pt < s~ kogulu kullamlirsa I (tp) < 0 olur.

vi) ¢t > 1 olmak {izere t'nin yeterince biiyiik degeri igin ve 7~ < pt < s~
kogulu kullanilirsa o zaman v) ifadesine benzer iglemler yapilirsa arzu edilen
sonuc elde edilir.

vii) Eger herbir ¢ € [0,1] igin ¢ (t) = tu ve ¢ € C ([0,1], X) olarak segersek
o zaman ¢ € G ve G # @& olur.

viii) Herhangi bir (u,) C X dizisi ve ¢ > 0 sabiti igin

[I(u,)| <c ve X* uzaymda n — oo i¢in I'(u,) — 0, (5.2.3)

kosullarinin saglandigini kabul edelim.

I fonksiyonelinin, X uzayinda (PS). kogulunu sagladigimi gostermek igin
(5.2.3) kogullarim saglayan (u,) C X dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip
oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin 6ncelikle, (u,) dizisinin X uzaynda
sirh oldugunu gosterecegiz. Aksine, (u,) dizisi X uzayinda sinirli olmasin.
Yani; n — oo iken |Ju,| — oo olsun. Bunun igin, (5.2.3) ifadesini kullanip ve
yeterince bilyiik n i¢in ||u,| > 1 oldugu diisiiniiliirse

L+ c+|[lunl|
1
Z I(un) - Si <I/(un); un)
m(x) (z) /”(90) ()

= A — —_ — — 7

/ (z, Vuy,)dz / ) [t dx @) |un | da

Q Q Q

1 1 1
_;/a(:c, V) Vu,dr + ;/m(x) Jun|") da + ;/n(m) | da
Q Q Q
1 11 &)

> (A(z, Vu,) — S—_a(x, Vu,)Vuy,)de + (S—_ — F) m(z) |uny| dx

Q Q

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan, (A3) kosulunun yardimiyla

/ \Vun|p(z) dz < /a(a:, Vup)Vu,de < p+/A(3:, Vuy,)dx
Q Q Q

elde edilir. Bu durumda

+ 11 ,
1+c+|unll > (1 - %)/A(I,Vun)dx + (; - F)/m(a:) ‘unv(z) dx
Q Q

81



1 pt (z) 1 1 / ()
> —(1-— 2P d — - — n d
> 5>Q/|Vu o+ (G = 0 [l o

olur. Bu egitsizlikte, (5.1.3) ifadesi kullanilirsa
1 1

1 t -
" = (= =) [Juall”

1
L+ e+ [|ug|| + ( p

rT s
elde edilir. Eger bu son esitsizligi ||u,||” bolip ve n — oo igin limiti alinirsa
s~ < ptelde edilir. Bu sonug, s~ > p* kogulu ile geligir. Boylece (u,,) dizisi
X {izerinde siirh olur. Dolayisiyla, (u,,) dizisi X tizerinde sinirh oldugu i¢in X
tizerinde u,, — u olacak sekilde bir u € X alt dizisi vardir. Simdi (u,,) dizisinin
X iizerinde u,, — u olacak sekilde bir v € X alt dizisinin oldugunu gosterecegiz.
Lemma 5.2.1°deki i) ozelligin 1spatinda yazilan (a) ve (b) ifadeleri ve (5.2.3)
ifadesi kullanilirsa

n—oo iken {I'(up),up —u) —0

olur. Diger taraftan,

(I'(up),up —u) = /a(m, Vu,) (Vu, — Vu) dz

Q

f/m(:c) |un\r(g”)72 U, (Uy, — u)dx
Q

—/n(a:) |u |€(x)_2 Up (Up, — w)dx
Q

yada

/a(m7 V) (Vu, — Vu)de = (I'(uy), un — u)

o)

—I—/m(m) " %y (u, — w)da + /n(az) un|* 2w (1, — w)dz (5.2.4)
Q Q

elde edilir. Ayrica; (5.2.4) esitliginin

/m(:r) |un|r(m)72 Un (Uy, — u)dx
Q

kismi i¢in Teorem 2.10.16 (%—I— ﬁ—i— ﬁ = 1), Teorem 2.11.3, Teorem 2.12.4

ve L;&?;)(Q) uzayinda u, — u yakinsakhigi kullanilirsa
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/m(w) |un\r(w)_2 Up (Up, — u)dx

Q
< o lmla [lun™ 7|l =l o)
n(x) '
< ¢ ‘ " r(z)—1 Uy — U
10 | | B (@)r(x) | ‘m(z),r(z)

rt—1
< Ul 21y @) [Un = Ul o)

< e Hunll |un - u|m(z),r(m)

esitsizligi elde edilir. Teorem 2.12.2’den n — oo iken |u, — u|m(w) r@ — 0
oldugundan dolay1

im [ m(@) |un|™ 2 wn (uy — w)dz =0
Q
esitligi bulunur. Benzer sekilde

s(z)—2

lim | n(x) |uy,] Un (U, —u)dz =0

n—oo

Q

yazilabilir. Biitiin bu bilgiler (5.2.4) esitliginde kullanilirsa

/a(x, V) (Vu, — Vu)de =0
Q
esitligi elde edilir. Yani;
lim (A (up),un —u) =0

olur. Yukaridaki son egitlikte, Lemma 5.1.2’deki v) ozelligi kullanmilirsa

0= lim (A(up),u—u,) < lim (A (u) — A(uy)) = A (u) — lim A(uy,)

n—oo n—oo n—oo

yada

lim A(u,) < A (u) (5.2.5)

n—oo

esitsizligi elde edilir. Lemma 5.1.2°deki iii) ozelligi ve (5.2.5) esitsizligi kul-
lanilirsa
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lim A(u,) = A (u) (5.2.6)

n—oo
sonucu elde edilir.

Simdi de X uzayinda u, — wu oldugunu gosterecegiz. Aksine, X uzayinda
(up) dizisi (u)’ya giiglii yakinsak olmasm. O zaman, £; > 0 i¢in |Jup, — u| >
€1 olacak sekilde (uy)'nin bir (u,, ) alt dizisi vardir. Diger taraftan, Lemma
5.1.2’deki iv) ozelliginden ve (5.2.6) esitliginden

Up,, + U

1 1 - -
A )+ 5 M) = AT 2 by fun, — a2 et

esitsizligi elde edilir. Eger kK — oo alinirsa

lmsupA(P Y < A () — ke (5.2.7)

n—oo

Up,, + U

elde edilir. Ayrica, X uzaymda { } — w olur. Lemma 5.1.2°deki iii)

ozelliginden
A (u) <lim ian(w

n—oo

)

elde edilir ve bu ise (5.2.7) ile geligir. Sonug olarak; X uzayinda u, — wu olur.
O

Teorem 5.2.2. Eger 1 < r(z) < p(z) < s(z) < p*(z) ve (A1) — (A4), (M)
ve (N) kosullar1 saglaniyorsa, o zaman (P) probleminin X’de sifirdan farkli en
az iki tane zayif ¢oziimii vardir.

ispat: Teorem 3.4.12 ve Lemma 5.2.1’den hareketle (P)nin bir u; € X
sifirdan farkh bir zayif ¢oziimiiniin oldugunu elde ederiz. Simdi u; # uo olacak
sekilde ikinci bir ug € X zayif ¢oziimiin varhigini gosterecegiz.

Lemma 5.2.1’den orjin merkezli ve p yaricaph bir B, (0) C X yuvar icin
agagidaki egitsizlik saglanir,

inf I >0.
9B, (0)
Diger taraftan, Lemma 5.2.1’deki v) 6zelliginden hareketle yeterince kiigiik tiim
t > 0 degerleri i¢in I (t¢) < 0 olacak gekilde bir ¢ € X elemam vardir. Ayrica,
(5.2.2) ozelligi tiim v € X fonksiyonlar i¢in saglandigindan, yani

1

I(u) > o

- Cc8 - + (&4 - +
Il = 2= (™™ + 1l ) = <= (llull*” + Jull””)
T S
esitsizlik saglandigindan

—oco<c:= inf I <0
B,(0)

olur. Dolayisiyla agagidaki sonug elde edilir
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0<e< inf I— inf I.
0B,(0) B, (0)

I: B, (0) — R fonksiyoneli i¢in Ekeland varyasyonel prensibi uygulanirsa

I(ue) < inf I'+¢
B,(0)

ve

Hue) < T(u)+efu—ucl, ue #u
olacak sekilde bir u. € B, (0) bulunabilir. Bununla birlikte

Iue) < inf I+e< inf I+e< inf T
B,(0) B,(0) 0B,(0)

esitsizligi hesaba katilirsa u. € B, (0) oldugu elde edilir. Simdi ® (u) = I (u) +
€ |lu — u.|| olacak sekilde bir ® : B, (0) — R doniigtimii tanimlayalim. Aciktir
ki ue noktast @ igin bir minimun noktasidir ve bu yiizden, yeterince kiigiik ¢ > 0

degeri ve herhangi v € B, (0) i¢in

D(ue + tv) — P(ue) >0
; >
olur.Yukaridaki ifadeden
I(ue + tv) — I(ue)
t

oldugu elde edilir. Simdi ¢ — 0 alinirsa

+efv[ =0

(I'(ug),v) +elv]| >0

esitsizligi elde edilirki bu ||’ (ue)|| < € oldugunu gosterir. Dolayisiyla

I(up) — ¢ ve I'(up)—0

olacak sekilde bir (u,,) C B, (0) dizinin var oldugu anlagilir.

I fonksiyonelinin X iizerinde Palais-Smale kogulunu saglamasindan hareketle
(uy,) dizisinin bir uy € X elemanina giiglii yakinsadigi anlagilir. Dolayisiyla, us
fonksiyonu (P) igin bir zayif ¢oziimdiir ve 0 > ¢ = I (u2) oldugu da hesaba
katilirsa us nin sifirdan farkli oldugu ortaya gikar.

Bununla birlikte,

I(ul):E>0>Q:I(u2)

esitsizlgi hesaba katilirsa u; # uo oldugu acikca ortaya gikar. [

Teorem 5.2.3. Eger 1 < r(z) < p(z) < s(z) < p*(z) ve (A1) — (A5), (M)
ve (N) kogullar1 saglaniyorsa, o zaman (P) probleminin X’de sifirdan farkh
sonsuz tane zayif ¢oziimii vardir.
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Ispat: (A5) kosulundan I fonksiyonelinin ¢ift oldugunun sonucuna varabil-
iriz. Teorem 3.4.13 gostermek igin Teorem 3.4.13’deki ii) 6zelligini gostermek
yeterlidir. Lemma 5.1.1’deki i) 6zelliginden,

A(u) < /A(%V“)dff < co |[ull + e [[ull”"
Q
olur. Bu durumda
pt_ 1 s(x)
I(un) < c2ffunl| + c1 fJunl[” = — [ (@) lun|™ do
Q

esitsizligi yazilabilir. O zaman

+ 1 sz
I(un) < exllunll +erluall” — — () [un|") do
Q/{zeQ:|u(z)|<1}
+ 1 s
< eallunl +enllunl | — () [u,|* da
Q/{ze:|u(z)|<1}
<

+ 1 -
ca lunll + e Junll”" = 2 [(a) o do
Q

1 .
—|—S—+ / n(x) lu,|” dx.

{zeQ:|u(z)|<1}

elde edilir. Diger taraftan,

n(x) |un|si dz < ci3
{zeQ:|u(x)|<1}

esitsizligini saglayacak ci13 > 0 sabiti vardir. Bu durumda, her u € X icin

+ 1 s~
I(un) < ez [[un]] + e [Junl[” —Sj/n(iv) lun|” dz +c13
Q

olur.
Hn( o) X — R fonksiyonelini geklinde tanimlarsak ve bu fonksiyonelin X
uzaymdaki normu

1/s~

oy = | [r@)lul” o

Q
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olur. X; uzayr X uzaymin sonlu buyutlu bir alt uzay1 oldugu igin ||
|I]| normlar1 denktir. Bu durumda

n(x),s~ ve

_, Yu e Xy

n(z),s

olacak gekilde C' = C (X1) > 0 sabiti vardir. O zaman her v € X i¢in

. _
I(u,) < C2||un‘|+cl||un||p _014”“an + c13,

esitsizligini saglayacak ci4 > 0 sabiti vardir. Dolayisiyla, p™ < s~ kosulun-
dan {u € X7 : I (u) > 0} siirh oldugu elde edilir. Sonug olarak; I fonksiyoneli
sinirsiz olan bir kritik noktalar dizisine sahiptir. [J
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6. BOLUM
TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez caligmasinin 6ziinii olugturan dordiincii boliimde, standart olmayan
biiyiime kogullu Dirichlet sinir deger kogullarina sahip,

{ —Bpyule) = dale) "™ Futb@) s e, o
A
u

z)=0 ; x € 082,
elliptik denkleminin varyasyonel yaklagimla, Nehari Manifold metodu kullanilarak
en az iki pozitif ¢éziimiiniin oldugu gosterilmistir.

fleri gahgma olarak, yukaridaki (Ey) denkleminin sonsuz bir ¢oziim dizisine
sahip oldugu yine Nehari Manifold metodu kullanilarak gosterilebilir.
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