
T.C. 
DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 

 

 

 

 

STANDART OLMAYAN BÜYÜME KOŞULLU ELİPTİK 
DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN  

VARYASYONEL YAKLAŞIM  
ALTINDA İNCELENMESİ 

 

 

 

 

Mustafa AVCİ 
 

 

 

 

DOKTORA TEZİ 
 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

 

 

 

Haziran–2011 
 

 

 

 

 

 

 

DİYARBAKIR 
 

 



T.C 


DicLE UNivERSiTESi 


FEN BiLiy!LERi ENSTiTDsD MDDDRLDGO 


DiYARBAKIR 


Mustafa Avei tarafmdan yapllan "STA~DART OLMAYAN BUYUME KO$ULLU 
ELiPT1K DENKLEMLERIN <;6ZUMLER1N1N VARYASYONEL YAKLA$IM ALTINDA 
iNCELENMES1" konulu bu yah~ma, jiirimiz tarafmdan MATEMATIK Anabilim Dalmda 
DOKTORA tezi olarak kabul edilmi~tir. 

Jiiri Dyesinin 


Onvam Adl Soyadl 


Ba~kan: Prof. Dr, Sezai OGRA:;; 

Dye: Prof. Dr. Rabil MA:;;iYEV 

Dye: Prof. Dr. Etibar PENAHLI 

Tez Savunma Smavl Tarihi: 10/06/2011 

Yukarldaki bilgilerin dogrulugunu onaylarlm . 

.. .1.....120 ... 

Prof. Dr. Hamdi TEMEL 

ENSTiTO MDoDRD 

(MDHOR) 



TEŞEKKÜR 

 

 

  Doktora öğrenimim boyunca bilgi ve tecrübelerinden fazlasıyla yararlandığım Hocam 

Sayın Prof. Dr. Sezai OĞRAŞ’a, doktora konusunda beni yetiştiren ve bu tezin 

oluşturulmasında bana en önemli desteği veren Hocam Sayın Prof. Dr. Rabil 

MAŞİYEV’e sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 

 

  Tezin hazırlanmasında ve düzenlenmesinde değerli görüşlerini esirgemeyen Hocam 

Sayın Yrd. Doç. Dr. Bilal ÇEKİÇ’e teşekkür ederim. 

 

  Bu doktora çalışmasına destek sunan Dicle Üniversitesi Bilimsel Araştırma Projeleri 

Koordinatörlüğü’ne (DUAPK–2008–59–74) teşekkür ederim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I 
 



	

	

	

Canımdan	çok	sevdiğim	çocuklarım	DOĞU	ve	DARA’ya…	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

II 
 



	

	

	

İÇİNDEKİLER 

Sayfa

TEŞEKKÜR………………………………………………………………………..…. I 

İÇİNDEKİLER…………………………………………………………….................. III 

ÖZET…………………………………………………………….................................. V 

ABSTRACT……………………………………………………………....................... VI 

1. GİRİŞ…………………………………………………………….................... 1 

2. ÖN BİLGİLER…………………………………………………………....… 9 

2.1. Normlu Uzay, İç Çarpım Uzayı…………………………………………..….. 9 

2.2. Operatörler………………………………………………………………..….. 12 

2.3. Sürekli Fonksiyonlar Uzayı………….............................................................. 14 

2.4. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar Uzayı……................................................. 14 

2.5. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyon………….................................... 16 

2.6. Lebesgue Uzayı…………................................................................................. 18 

2.7. Sobolev Uzayı…………................................................................................... 19 

2.8. Modüler Uzay, Orlicz Uzayı............................................................................. 22 

2.9. Değişken Üstlü Lebesgue Uzayı…………....................................................... 24 

2.10. Değişken Üstlü Sobolev Uzayı…………......................................................... 26 

3. STANDART OLMAYAN BÜYÜME KOŞULLU DENKLEMLER İÇİN 
VARYASYONEL YAKLAŞIM……………………………………..…….. 29 

3.1. Temel Kavramlar……………………………………………………….……. 29 

3.2. Varyasyonel Yaklaşım………………………………………………….…… 33 

3.3. Varyasyonel Yaklaşımda Kullanılan Temel Yöntemler……………….……. 34 

3.3.1. Kritik Nokta Yöntemi………………………………………………....…….. 34 

3.3.2. Lagrange Çarpanı Yöntemi…………………………………………….…….. 35 

3.3.3. Nehari Manifold Yöntemi…………………………………………….….….. 36 

3.3.4. Fibrering Eşleme Yöntemi…………………………………………….…….. 36 

III 
 



3.4. Varyasyonel Yaklaşımda Kullanılan Temel Teoremler………………..……. 37 

3.5. Varyasyonel Yaklaşımın Uygulandığı Bazı Önemli Problemler………….… 40 

3.5.1. Standart Olmayan Büyüme Koşullu Eliptik Denklemlerin Sınıflandırılması.. 41 

3.5.2. Dirichlet ve Neumann Sınır Değer Problemleri………………………….….. 41 

3.5.3. Özdeğer Problemi……………………………………………………….…… 42 

3.5.4. Rezonans Problemi………............................................................................... 43 

3.5.5. Kirchhoff Problemi…………………………………………………………... 44 

4. ELLİPTİK BİR DENKLEM SİSTEMİ İÇİN VARYASYONEL 
ÇÖZÜM……………………………………………….................................. 45 

5. KIRCHHOFF DENKLEMİ İÇİN VARYASYONEL ÇÖZÜM….……... 59 

6. TARTIŞMA VE SONUÇLAR…………………………………………….. 64 

7. KAYNAKLAR…………………………………………………………..….. 65 

ÖZGEÇMİŞ………………………………………………………………………...... 69 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IV 
 



 

ÖZET 
 

STANDART OLMAYAN BÜYÜME KOŞULLU ELİPTİK 
DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN  

VARYASYONEL YAKLAŞIMLA  
ELDE EDİLMESİ 

 
 

DOKTORA TEZİ 
 

Mustafa AVCİ 
 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 
FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

2011 
 
 
 
İlk bölümde üzerinde çalışılan uzayın gelişimi ve literatür hakkında bilgi verilmiştir. 
İkinci bölümde çalışma boyunca ihtiyaç duyulan temel kavram, tanım ve teoremlerden söz 
edilmiş, Lebesgue ve Sobolev uzayları hakkında bilgi verilmiştir. 
Üçüncü bölümde varyasyonel yaklaşım ve varyasyonel yaklaşımla ilgili temel kavram, tanım ve 
teoremlerden söz edilmiş, ayrıca varyasyonel yaklaşımın uygulandığı bazı problem türlerinden 
bahsedilmiştir. 
Dördüncü bölümde eliptik bir denklem sistemi varyasyonel yaklaşımla incelenerek, sıfırdan 
farklı çözümler Mountain-Pass Teoremi ve Cerami koşulu kullanılarak elde edilmiştir. 
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1. G·IR·IŞ

Birçok materyal ve problem klasik Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬kullan¬larak yeterli

do¼grulukla matematiksel olarak modellenebilir. Ancak baz¬nonhomojen materyallerin

altta yatan veya etkin enerjisinin (underlying energy) do¼gru şekilde ifade edilebilmesi

için p üstünün de¼gişken olmas¬gerekir. Bu tür materyallere örnek olarak electrorhe-

ological ak¬̧skanlar (ER ak¬̧skanlar) verilebilir. ER ak¬̧skanlar teorisiyle ilgi ilk önemli

çal¬̧sma Winslow (1949) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. ER ak¬̧skanlar¬n matematiksel modeli

baz¬ yazarlar taraf¬ndan verilmi̧stir [(R°uµziµcka 2000), (Rajagopal ve R°uµziµcka 2001)].

Elektromanyetik alanlar ile hareketli ak¬̧skanlar aras¬ndaki hassas etkileşimi hesaba

katan bu model aşa¼g¬daki gibidir;

@u

@t
+ divS (u) + (u � r)u+r� = f (1:1)

burada u : R3+1 ! R3, ak¬̧skan¬n h¬z¬n¬veren fonksiyonu; r = (@1; @2; @3) gradient

operatörünü; � : R3+1 ! R bas¬nç fonksiyonunu; f : R3+1 ! R3, harici kuvvetleri
temsil eden fonksiyonunu gösterir. S : W 1;1

loc ! R3�3 fonksiyonu ekstra stres tensörü
olup, bu tensör

S (u) (x) = (1 + jDu (x)j2)(p(x)�2)=2Du (x) (1:2)

şeklinde verilir, burada Du = 1
2

�
ru+ruT

�
, u fonksiyonunun gradientinin simetrik

k¬sm¬ve � bir a¼g¬rl¬k fonksiyonudur. Dikkat edilirse yukar¬da verilen stres tensöründe

p üstü, fonksiyon (de¼gi̧sken) olarak al¬nm¬̧st¬r. E¼ger (1:2)�de p (x) = 2 al¬n¬rsa, (1:1)

denklemi boyutland¬r¬lmam¬̧s Navier-Stokes denklemine dönüşür. Bununla birlikte,

(1:1) denklemi bilinen Laplace denklemlerinden daha karmaş¬k olmas¬na ra¼gmen, en

yüksek mertebeden türeve sahip terim için, � = 1 seçildi¼ginde elde edilen

div((�+ jDu (x)j2)(p(x)�2)=2Du (x)) (1:3)

ifadesi p (x)�Laplace denklemine oldukça benzerdir. Gerçekten, dejenere durumda
yani � = 0 iken (1:3), aşa¼g¬da (1:6)�da tan¬mlanan p (x)�Laplace denklemine dünüşür.
ER ak¬̧skanlar, harici bir elektromanyetik alan¬n etkisiyle mekanik özellikleri şid-

detli bir şekilde de¼gi̧stirebilme (kat¬-s¬v¬hale geçi̧s) özelli¼gine sahip ak¬̧skanlard¬r. Bu

tür ak¬̧skanlarda viscosity (akmazl¬k) ölçüsü çok büyük say¬lara kadar ç¬kabilmektedir.

Bu durumda; Du, u h¬z alan¬n¬n gradientinin simetrik k¬sm¬n¬ve p elektrik alan¬na

ba¼gl¬materyal fonksiyonunu göstermek üzere, etkin enerji
Z



jDu (x)jp(x) dx ile verilir.

(1:1) ile verilen model denklemde p sabit iken etkin enerji
Z



jDu (x)jp dx ile ifade

edilir. Bu durumda yukar¬daki stres tensöründe her bir x 2 RN için p üstünün alaca¼g¬
de¼gerler eşit kabul edilir.
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1. G·IR·IŞ

Bu tür model denklemler klasik Lebesgue (Lp) ve Sobolev uzaylar¬ (Wm;p) kul-

lan¬larak yeterli do¼grulukla oluşturulabilmektedir. Ancak; p üstü ölçülebilir pozitif

reel de¼gerli bir fonksiyon olarak seçildi¼ginde, o zaman etkin enerji
Z



jDu (x)jp(x) dx ile

ifade edilerek, stres tensöründe herbir x 2 RN için p üstünün alaca¼g¬de¼gerler farkl¬

olur ki bu nonhomojen materyallerin do¼gal yap¬s¬yla uyumlu bir durum teşkil eder.

Bu durumda klasik Lebesgue-Sobolev uzaylar¬yeterli olmaz. Dolays¬yla de¼gi̧sken üstlü

Lebesgue-Sobolev uzaylar¬na (Lp(x) (
) ve Wm;p(x) (
)) ihtiyaç duyulur. Bu uzaylara

ait detayl¬bilgi sonraki bölümlerde verilecektir.

De¼gi̧sken üstlü uzaya geçi̧sin gereklili¼gi, di¼ger önemli bir uygulama alan¬olan imaj

iyileştirme i̧sleminin matematiksel modellemesinde de ortaya ç¬kmaktad¬r. Buradaki

temel yaklaş¬m şudur; I düzlemdeki bir diktörgensel 
 bölgesi üzerinde tan¬mlanan,

gerçek görüntüden oluşan ancak istenmeyen noktac¬klar (noise) taraf¬ndan bozulmuş,

gri (bulan¬k) alanlar¬temsil eden ve I = T + � (T=orjinal görüntü, �=noise) şeklinde

toplamsal olan bir fonksiyonel olarak tan¬mlans¬n. Buna göre, görüntüdeki bozulmalar¬

ortadan kald¬rmak için veri girişi düzgünleştirme işlemi denen bir i̧slem uygulan¬r. Bu

i̧slem

min

�
J2(u) =

Z



(jru (x)j2 + ju (x)� I (x)j2)dx
�

fonksiyoneli minimize edilerek gerçekleştirilir. Burada
R


jru (x)j dx terimi görün-

tüdeki iyileştirmeyi-düzgünleştirmeyi sa¼glayan terimdir. Ne yaz¬k ki bu i̧slem görün-

tüdeki detaylara zarar verdi¼ginden kullan¬̧sl¬bir yöntem olarak kabul edilmez. ·Imaj

iyileştirmede di¼ger bir yaklaş¬m toplam varyasyon düzgünleştirme işlemidir. Toplam

varyasyon düzgünleştirme i̧slemi

min

�
J1(u) =

Z



(jru (x)j1 + ju (x)� I (x)j2)dx
�

fonksiyoneli minimize edilerek gerçekleştirilir. Bu yöntem görüntüdeki kenarlar¬n-

hatlar¬n korunmas¬-da¼g¬lmamas¬aç¬s¬ndan çok kullan¬̧sl¬bir yöntemdir; ancak bu yön-

tem uyguland¬¼g¬nda orjinal görüntüde daha önce olmayan yeni kenarlar oluşur. Dolays¬yla

bu yöntemin de pek faydal¬oldu¼gu söylenemez.

Chen ve ark. (2006) taraf¬ndan yukar¬daki iki yöntemin zay¬f ve güçlü yanlar¬

birlikte de¼gerlendirilerek, standart olmayan büyüme koşuluna dayal¬ve çok daha kul-

lan¬̧sl¬olan yeni bir yöntem geli̧stirilmi̧stir. Bu yöntem

min

�
J(u) =

Z



(jru (x)jp(x) + ju (x)� I (x)j2)dx
�

şeklindeki fonksiyonelin minimize edilmesine dayan¬r. Burada p, 1 ile 2 aras¬nda

de¼gi̧sen bir fonksiyon olmak üzere, e¼ger görüntüde kenarlar oluşuyorsa p fonksiyonunun

de¼geri 1 say¬s¬na, kenarlar oluşmuyorsa 2 say¬s¬na yaklaş¬r. Bununla birlikte, oluşmas¬
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muhtemel kenarlar¬n yaklaş¬k yerini tespit edebilmek için de veri giri̧si düzgünleştiril-

erek gradientin nerede büyük oldu¼guna bak¬l¬r.


 � RN s¬n¬rl¬bir bölge ve F 2 C1
�

� RN ;R

�
olmak üzere,Z




F (x;ru (x)) dx

integralinde F fonksiyonu; p : 
! (1;1) ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere,

jtjp(x) � F (x; t) � c
�
jtjp(x) + 1

�
(1:4)

olacak şekilde seçilirse, F fonksiyonu standart olmayan büyüme koşuluna veya k¬saca

p (x)�büyüme koşuluna sahiptir denir. Standart olmayan büyüme koşuluna sahip

fonksiyonlar¬içeren denklemlere de standart olmayan büyüme koşullu denklemler denir.

E¼ger F fonksiyonu; p; q : 
 ! (1;1), 1 < p (x) < q (x) özelli¼gindeki ölçülebilir

fonksiyonlar olmak üzere,

jtjp(x) � F (x; t) � c
�
jtjq(x) + 1

�
(1:5)

olacak şekilde seçilirse, F fonksiyonu (p (x) ; q (x))�büyüme koşuluna sahiptir denir
(Marcellini 1991). (1:5) eşitsizli¼gi (1:4) eşitsizli¼gine göre daha esnek bir koşuldur.

jtjp(x)�2 t = jtjp(x)�1sgnt ve p (x) > 1 olmak üzere, p (x)�Laplace operatörü

�p(x)u :=
nX
i=1

@

@xi

 �
(
@u (x)

@x1
)2 + :::+ (

@u (x)

@xn
)2
� p(x)�2

2 @u (x)

@xi

!

şeklinde veya
���@u(x)@xi

��� = h@u(x)@xi
; @u(x)
@xi

i = (
nX
i=1

(@u(x)
@xi

)2)1=2 al¬narak

�p(x)u =
nX
i=1

@

@xi
(

����@u (x)@xi

����p(x)�2 @u (x)@xi
) = div(jru (x)jp(x)�2ru (x))

biçiminde tan¬mlan¬r.R


F (x;ru (x)) dx enerji integrali p (x)�büyüme koşuluna sahip iken, örne¼ginR



jru (x)jp(x) dx olarak seçildi¼ginde

@F (x;ru (x))
@u (x)

� d

dx
(
@F (x;ru (x))
@ (ru (x)) ) = 0

şeklindeki Euler-Lagrange denklemine göre düzenlenirse

�p(x)u = div(jru (x)jp(x)�2ru (x)) = 0 (1:6)
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biçiminde tan¬mlanan ve p (x)�Laplace denklemi olarak adland¬r¬lan denklem elde

edilir. Dikkat edilirse
R


jru (x)jp(x) dx integralinde p (x) = p =sabit olarak seçilirse

�pu = div(jru (x)jp�2ru (x)) = 0 (1:7)

şeklinde tan¬mlanan ve p�Laplace denklemi olarak adland¬r¬lan denklem elde edilir.

Ve yine
R


jru (x)jp(x) dx integralinde p (x) = 2 olarak seçilirse

�u = div (ru (x)) = @2u (x)

@x21
+
@2u (x)

@x22
= 0 (1:8)

şeklindeki 2�boyutlu Laplace denklemi elde edilir.
Belirtmekte yarar vard¬r ki (1:6), (1:7) ve (1:8) denklemleri aras¬nda önemli baz¬

yap¬sal farkl¬l¬klar mevcuttur. Laplace denklemi lineerdir, yani e¼ger u ve v fonksiyon-

lar¬(1:8) denklemi için bir çözümü ise o zaman, � ve � sabit olmak üzere, �u + �v

da bir çözümdür. p�Laplace denklemi ise p 6= 2 durumunda lineer de¼gildir; ancak

scalable�dir, yani genel olarak u + v, (1:7) için bir çözüm de¼gilken �u + � bir çözüm

olabilmektedir. p (x)�Laplace denklemi için lineer olmama durumu p�Laplace den-
klemine göre çok daha güçlüdür, dolays¬yla (1:7) için bir çözüm olan �u+ � nin (1:6)

için bir çözüm olabilmesi için öncelikle � = �1 olmas¬gerekmektedir. Bununla bir-
likte p�Laplace operatörü (p� 1)�homojendir, yani her � > 0 say¬s¬için �p (�u) =

�p�1�pu dur; ancak p (x) 6= sabit iken p (x)�Laplace operatörü homojen de¼gildir.
Bu durum baz¬önemli sonuçlar/zorluklar do¼gurur, örne¼gin Lagrange Çarpanlar teorisi

p (x)�Laplace operatörünü içeren denklemlere uygulanamaz.
De¼gi̧sken üstlü Lebesgue (Lp(x) ) ve Sobolev (Wm;p(x) )(p (x) ölçülebilir pozitif

reel-de¼gerli bir fonksiyon, m pozitif bir tam say¬) uzaylar¬literatürde ilk defa, Orlicz

(1931) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Orlicz bu çal¬̧smas¬nda sonra kendi ismi ile an¬lan Or-

licz fonksiyon uzaylar¬teorisi üzerinde yo¼gunlaşm¬̧st¬r. Orlicz uzaylar¬u;
 bölgesinde

ölçülebilir reel de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere en az bir � > 0 ve koşullar¬bilinen

bir � fonksiyonu için � (�u) =
R


� (� ju (x)j) dx < 1 olacak şekildeki fonksiyonlar-

dan oluşur (Hudzik 1883). Ek olarak, e¼ger � fonksiyonu baz¬koşullar¬sa¼glarsa böyle

uzaylara da modüler uzay ad¬verilir. Bu uzaylar ilk defa sistematik olarak Nakano

(1950,1951) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬daha genel uzay-

lar¬n bir örne¼gi olarak göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra, özellikle Musielak (1983)

taraf¬ndan modüler uzaylar incelenmi̧stir. E¼ger yukar¬daki � fonksiyonu x de¼gi̧skenine

de ba¼gl¬ise bu durumda genelleştirilmi̧s Orlicz uzaylar¬veya Musielak Orlicz uzaylar¬

ad¬verilen daha genel uzaylar elde edilir. Reel aral¬kta de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uza-

ylar¬, ba¼g¬ms¬z olarak Rus araşt¬rmac¬lar özellikle de Tsenov (1961) ve Sharapudinov

(1979) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Sharapudinov u sabit bir fonksiyon; p, 
 bölgesinde

ölçülebilir reel de¼gerli bir fonksiyon ve v; Lp(x) ([a; b])�nin sonlu boyutlu alt uzay¬nda

de¼gi̧smek üzere,
R b
a
ju (x)� v (x)jp(x) dx integralinin minimize problemiyle u¼graşm¬̧st¬r.
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80�li y¬llar¬n ortas¬nda Zhikov (1987) taraf¬ndan de¼gi̧sken üstlü uzaylarla yak¬ndan

ili̧skili olan standart olmayan büyüme koşullu
R


(1 + jru (x)j2)p(x)dx varyasyonel in-

tegralleri göz önüne al¬narak araşt¬rmalar için yeni bir çizgi oluşturmuştur.

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda bir sonraki büyük

ad¬m 90�l¬y¬llar¬n başlar¬nda Kováµcik ve Rákosník (1991) taraf¬ndan at¬lm¬̧st¬r. Bu

makalede RN�de de¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n birçok temel özelli¼gi
ortaya konmuş ve yazarlar de¼gerlerini [1;1] aral¬¼g¬nda alan p fonksiyonu için de¼gi̧sken
üstlü Lebesgue uzay¬n¬n tan¬m¬n¬ geni̧sletmi̧slerdir. Son y¬llarda çeşitli geli̧smeler,

de¼gi̧sken üstlü uzaylar¬n sistematik ve yo¼gun biçimde incelenmesine yol açm¬̧st¬r. Bu

do¼grultuda ilk önce de¼gi̧sken üstlü uzaylarla nonstandart büyüme koşuluna ve coer-

cive�lik özelli¼gine sahip varyasyonel integraller aras¬nada ili̧ski kurulmuş daha sonra

da bu varyasyonel problemlerle ER ak¬̧skanlar¬n matematiksel modellemesi aras¬ndaki

ili̧ski tespit edilmi̧stir. Daha sonra lineer olmayan esneklik teorisi (nonlinear elasticity

theory), gözenekli ortamlarda ak¬̧s (�ow in porous media) gibi farkl¬�ziksel durumlarla

da ba¼glant¬kurulmuştur [(Zhikov (1987), (Antonsev ve Shmarev 2005)].

Son y¬llarda standart olmayan büyüme koşullu diferansiyel denklemlerle ilgili çok

yo¼gun ve yayg¬n çal¬̧smalar yap¬lmaktad¬r öyle ki sadece son on y¬l içersinde 100 den

fazla araşt¬rmac¬taraf¬ndan 300 den fazla çal¬̧sma yay¬mlanm¬̧st¬r (Harjulehto ve ark.

2010). Bu alanda şu ana kadar yay¬mlanm¬̧s olan baz¬önemli çal¬̧smalara aşa¼g¬da yer

verilmi̧stir.

Zang (2008) taraf¬ndan, 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬bir bölge, 8x 2 
 için p (x) > 1,

p 2 C
�


�
olmak üzere,

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; x 2 


u(x) = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer

olmayan eliptik denklem ele al¬nm¬̧s, varyasyonel bir yaklaş¬mla, denklemin s¬f¬rdan

farkl¬çözümlerinin varl¬¼g¬gösterilmi̧stir.

Mih¼ailescu (2006) taraf¬ndan, 
 � RN (N � 2) silindirik simetriye sahip s¬n¬rl¬bir
bölge, 8x 2 
 için p (x) > 1, p 2 C

�


�
ve g (x; u) reel de¼gerli bir fonksiyon olmak

üzere, ���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= g (x; u) ; x 2 


u(x) = 0; x 2 @

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip li-

neer olmayan eliptik denklem ele al¬narak, g (x; u) = h (x) ju (x)jq(x)�2 u ve g (x; u) =
h (x) ju (x)jq(x)�2 u+ f (x; u) özel durumlar¬için varyasyonel bir yaklaş¬mla denklemin
s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün oldu¼gunu gösterilmi̧stir.
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Fan (2005) taraf¬ndan, 
 � RN (N � 2) s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge, 8x 2 
 için p (x) > 1,
p 2 C

�


�
ve �; � 2 R olmak üzere,

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= �a1 (x) g1 (x; u) + �a2 (x) g2 (x; u) ; x 2 


u(x) = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer

olmayan eliptik denklem ele al¬narak, varyasyonel bir yaklaş¬mla denklemin s¬f¬rdan

farkl¬çözümlerinin varl¬¼g¬gösterilmi̧stir.

Boureanu (2006) taraf¬ndan, p : RN ! R (N � 3) Lipschitz-sürekli fonksiyon ve
8x 2 RN için p (x) � 2, b : RN ! R ve f : RN � R! R olmak üzere,

� ��p(x)u+ jujp(x)�2 u = f (x; u) ; x 2 RN

u 2 W 1;p(x)
0 (RN)

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu lineer olmayan eliptik denklem ele al¬-

narak, varyasyonel bir yaklaş¬mla denklemin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

Calota (2008) taraf¬ndan, 
 � RN (N � 3) düzgün s¬n¬ra sahip aç¬k s¬n¬rl¬ bir
bölge, 8x 2 
 için q (x) > 1, q 2 C

�


�
, 0 < � bir sabit, 1 < p < N ve p� =

Np= (N � p) Sobolev kritik kuvveti olmak üzere,

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= � jujq(x)�2 u+ jujp

��2 u; x 2 

u(x) = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer

olmayan eliptik denklem ele al¬narak, varyasyonel bir yaklaş¬mla denklemin s¬f¬rdan

farkl¬en az bir çözümünün oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Ogras ve ark. (2008) taraf¬ndan, 8x 2 RN için 1 < p (x) ; q (x) < N (N � 2),
p; q 2 C

�


�
ve F 2 C1

�
RN � R2

�
olmak üzere,8>>><>>>:

��p(x)u =
@F

@u
(x; u; �) ; x 2 RN

��q(x)� =
@F

@�
(x; u; �) ; x 2 RN

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu lineer olmayan eliptik denklem sistemi

ele al¬narak, varyasyonel bir yaklaş¬mla sistemin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümünün

oldu¼gu gösterilmi̧stir.
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Alves ve Souto (2005) taraf¬ndan, p; q : RN ! R baz¬büyüme koşullar¬n¬sa¼glayan
ölçülebilir fonksiyonlar ve 0 < � bir parametre olmak üzere,�

��p(x)u+ up(x)�1 = �uq(x); x 2 RN
u � 0; u 6= 0; u 2 W 1;p(x) (RN)

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu lineer olmayan eliptik denklem ele al¬-

narak, varyasyonel bir yaklaş¬mla denklemin s¬f¬rdan farkl¬çözümlerinin varl¬¼g¬gös-

terilmi̧stir.

Mashiyev ve ark. (2010) taraf¬ndan, 
 � RN (N � 2) düzgün s¬n¬ra sahip s¬n¬rl¬
bir bölge, 8x 2 
 için 1 < q (x) < p (x) < h (x) < p� (x) = Np(x)

N�p(x) ve q; p; h 2 C
�


�
,

a; b 2 C
�


�
fonksiyonlar¬ negatif olmayan ve 
�da kompakt deste¼ge sahip a¼g¬rl¬k

fonksiyonlar¬olmak üzere,�
��p(x)u = �a(x) jujq(x)�2 u+ b(x) jujh(x)�2 u; x 2 

u(x) = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer

olmayan eliptik denklem ele al¬narak, varyasyonel bir yaklaş¬mla denklemin Nehari

manifold�u üzerinde, s¬f¬rdan farkl¬en az iki çözümünün oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Mashiyev ve ark. (2011) taraf¬ndan, 
 � RN düzgün s¬n¬ra sahip s¬n¬rl¬bir bölge,
8x 2 
 için p 2 C

�


�
, 1 < p (x) < N , M : R+ ! R+ ve f : 
� R! R baz¬büyüme

koşullar¬n¬sa¼glayan sürekli fonksiyonlar olmak üzere,(
�M

�R



1
p(x)

jrujp(x) dx
�
div(jrujp(x)�2ru) = f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki lokal olmayan p (x)�Laplace Dirichlet denklemi (p (x)�Kirchho¤denklemi)
incelenerek, varyasyonel yaklaş¬m ve Krasnoselskii Genus teorisi yard¬m¬yla bu den-

klemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve çoklu¼gu elde edilmi̧stir.

Fan ve ark. (2005) taraf¬ndan, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge; p : 
 ! R, 8x 2 


için p (x) > 1 olacak şekilde sürekli bir fonksiyon olmak üzere,

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= � jujp(x)�2 u; x 2 


u(x) = 0; x 2 @


şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Dirichlet s¬n¬r koşullar¬na sahip lineer

olmayan eliptik denklemin özde¼gerleri incelenerek, N = 1 ve N > 1 durumlar¬ için

denklemin birinci özde¼gerinin s¬f¬rdan farkl¬olmas¬n¬sa¼glayan gerek ve yeter koşullar

verilmi̧stir.
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Fan (2010) taraf¬ndan, A ve B, W 1;p(x)
0 (
) üzerinde tan¬ml¬iki fonksiyonel, a s¬f¬r

noktas¬nda singülerli¼ge sahip olabilen bir fonksiyon ve F (x; t) =
R t
0
f(x; s)ds olmak

üzere (
�A(u)�p(x)u = B (u) f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki lokal olmayan p (x)�Laplace Dirichlet denkleminin varyasyonel olmayan
formu ve (

�a
�R



jrujp(x)
p(x)

dx
�
�p(x)u = b

�R


F (x; u)dx

�
f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @


şeklindeki p (x)�Kirchho¤ denkleminin varyasyonel formu incelenmi̧stir.
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2. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölüm, bu tez kapsam¬nda bilinmesi gerekli olan baz¬temel kavram, tan¬m ve

teoremlerle birlikte üzerinde çal¬̧s¬lan Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬hakk¬ndaki bilgileri

içermektedir.

2.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m Uzay¬

Tan¬m 2.1.1. Bir X vektör uzay¬nda tan¬ml¬skaler de¼gerli fonksiyona fonksiyonel

denir. Bir fonksiyonel,

f (�1x1 + �2x2) = �1f(x1) + �2f (x2) ; x1; x2 2 X ve �1; �2 2 C

koşulu alt¬nda bir lineer dönüşüm olur.

Tan¬m 2.1.2. X, bir vektör uzay¬ olsun. k�k : X ! R fonksiyonu için, her

x; y 2 X ve � 2 C olmak üzere,

i) kxk � 0; kxk = 0 () x = 0,

ii) k�xk = j�j kxk,
iii) kx+ yk � kxk+ kyk
özellikleri sa¼glan¬yorsa, k�k fonksiyonuna X üzerinde bir norm denir. Bu durumda

elde edilen (X; k�k) ikilisine (veya k¬saca X�e) normlu uzay, kxk say¬s¬na da x 2 X

eleman¬n¬n normu denir.

Her k�k normu, d : X �X ! R olmak üzere,

d (x; y) = kx� yk

şeklinde bir uzakl¬k fonksiyonu oldu¼gundan her normlu uzay ayn¬zamanda bir metrik

uzayd¬r. Bununla birlikte, bir metrik uzay¬n normlu uzay olmas¬gerekmez. Bir normlu

uzay, üzerinde tan¬mlanan norm alt¬nda vektör uzay¬belirtir.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe k�kX ile X normlu uzay¬nda tan¬mlanan norm

kastedilecektir.

Tan¬m 2.1.3. X bir normlu uzay, x 2 X ve r 2 R pozitif bir say¬olmak üzere;
Br (x) ={y 2 X : kx� ykX < r} kümesi, x merkezli r yar¬çapl¬bir aç¬k yuvar,

Br (x) ={y 2 X : kx� ykX � r} kümesi, x merkezli r yar¬çapl¬bir kapal¬yuvar

olarak tan¬mlan¬r. A � X olmak üzere, her x 2 A için Br (x) � A olacak şekilde bir

r > 0 say¬s¬varsa A�ya aç¬k küme denir.

Tan¬m 2.1.4. (xn), X normlu uzay¬nda bir dizi olmak üzere, her " > 0 için

n;m > N oldu¼gunda kxn � xmkX < " olacak şekilde bir N pozitif tamsay¬s¬varsa,

yani n;m!1 iken kxn � xmkX ! 0 oluyorsa, (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

9



2. ÖN B·ILG·ILER

Tan¬m 2.1.5. Bir X normlu uzay¬ndaki her Cauchy dizisi X�in bir eleman¬na

yak¬n¬yorsa, X�e tam uzay veya Banach uzay¬denir.

Tan¬m 2.1.6. X normlu uzay¬nda tan¬ml¬tüm sürekli ve lineer fonksiyonellerin

kümesine X normlu uzay¬n¬n duali denir ve X 0 veya X� ile gösterilir. X� uzay¬,

kukX� = sup
x 6=0;x2X

ju (x)j
kxkX

<1

şeklinde tan¬mlanan k�kX� normu ile bir Banach uzay¬oluşturur.

Tan¬m 2.1.7. (xn), X normlu uzay¬nda bir dizi olmak üzere,

lim
n!1

kxn � xkX = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine norma göre yak¬nsak veya güçlü yak¬nsak

dizi denir ve bu yak¬nsama xn ! x şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.1.8. X normlu uzay¬nda tan¬ml¬farkl¬iki norm k�kX;1 ve k�kX;2 olmak
üzere, her x 2 X için

c1 kxkX;2 � kxkX;1 � c2 kxkX;2

olacak şekilde pozitif c1; c2 reel say¬lar¬varsa o zaman k�kX;1 ve k�kX;2 normlar¬na denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektör) uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar denktir.

Dolays¬yla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar o uzay üzerinde

ayn¬topolojiyi tan¬mlarlar; örne¼gin X normlu uzay¬ndaki bir (xn) dizisi k�kX;1(k�kX;2)
normuna göre yak¬nsak, s¬n¬rl¬veya Cauchy ise, k�kX;2(k�kX;1) normuna göre de yak¬n-
sak, s¬n¬rl¬veya Cauchy�dir.

Tan¬m 2.1.9. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere, e¼ger her x 2 X için

kL(x)kY = kxkX

özelli¼gini sa¼glayan, X uzay¬n¬Y uzay¬üzerine dönüştüren bire-bir lineer bir L oper-

atörü varsa X ve Y normlu uzaylar¬na izometrik olarak izomor�zma ve L operatörüne

de X ve Y normlu uzaylar¬aras¬nda izometrik izomor�zma denir.

Bu özelli¼ge sahip uzaylar ayn¬uzaylar olarak kabul edilir ve bu durum X �= Y

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.1.10. X normlu uzay ve A � X olmak üzere, e¼ger A = X oluyorsa, A

kümesi X uzay¬nda yo¼gundur denir. Bununla birlikte A ve B, X normlu uzay¬n¬n iki

alt kümesi olmak üzere, e¼ger her bir x 2 B ve her " > 0 say¬s¬için

kx� ykX < "

olacak şekilde bir y 2 A eleman¬varsa A kümesi B�de yo¼gundur denir.
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Tan¬m 2.1.11. X normlu uzay¬say¬labilir yo¼gun bir alt kümeye sahipse X normlu

uzay¬na ayr¬labilir uzay denir.

Tan¬m 2.1.12. X normlu uzay olmak üzere, (X�)� = X�� şeklinde tan¬mlanan

lineer vektör uzay¬na X�in ikinci duali denir.

Sabit bir x 2 X ve f 2 X� için

'x (u) = f (x)

şeklinde bir 'x fonksiyoneli tan¬mlans¬n. Her x 2 X için bir tek s¬n¬rl¬lineer fonksiyonel

kaŗs¬l¬k gelece¼ginden

C : X ! X��
x 7�!'x

şeklinde bir dönüşüm tan¬mlanabilir. Bu dönüşüme kanonik dönüşüm denir. E¼ger

kanonik dönüşüm üzerine ise, o zaman X uzay¬na yans¬mal¬ (re�eksif) uzay denir. X

uzay¬yans¬mal¬ise X = X�� olur.

Tan¬m 2.1.13. X, K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olmak üzere, h�; �i : X�X !
K şeklinde tan¬mlanan dönüşüm için, her x; y; z 2 X ve a; b 2 K olmak üzere,

i) hx; xi � 0; hx; xi = 0 () x = 0,

ii) hx; yi = hy; xi (K = C iken c; c�nin komplex eşleni¼gi, K = R iken hx; yi = hy; xi
dir),

iii) hax+ by; zi = ahx; zi+ bhy; zi,
özellikleri sa¼glan¬yorsa bu fonksiyona bir iç çarp¬m denir. Bu durumda (X; k�kX)

ikilisi, her x 2 X için

kxkX = hx; xi1=2

şeklinde tan¬mlanan norm alt¬nda bir iç çarp¬m uzay¬ olur.

Tan¬m 2.1.14. Bir X iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy dizisi yine bu uzaydaki

bir elemana yak¬ns¬yorsa X uzay¬na Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 2.1.15. N -boyutlu RN reel Euclid uzay¬ndaki x = (x1; :::; xN), y =

(y1; :::; yN) 2 RN elemanlar¬n¬n iç çarp¬m¬

hx; yi = x � y =
NX
i=1

xiyi

şeklindedir. Bir x 2 RN eleman¬n¬n normu ise

jxj = hx; xi1=2 = (
NX
i=1

x2i )
1=2

ile tan¬mlan¬r. RN uzay¬, ���iç çarp¬m¬alt¬nda bir Hilbert uzay¬olur.
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Tan¬m 2.1.16. X normlu uzay¬üzerindeki zay¬f topoloji (weak topology), X üz-

erindeki en zay¬f topolojidir, öyle kiX� dual uzay¬ndaki her fonksiyon alt¬nda süreklilik

korunur. X sonlu boyutlu olmad¬kça X üzerindeki zay¬f topoloji, norm topolojiden

daha zay¬ft¬r.

Tan¬m 2.1.17. (xn), X normlu uzay¬nda bir dizi ve x 2 X olmak üzere, her f 2
X� için n!1 iken

f (xn)! f (x)

oluyorsa o zaman (xn) dizisine, X normlu uzay¬nda zay¬f yak¬nsak dizi denir ve bu

yak¬nsama xn * x veya xn
z! x şeklinde gösterilir.

Not 2.1.18. (xn), X normlu uzay¬nda bir dizi ve x 2 X olmak üzere,

i) E¼ger xn ! x ise, xn * x dir (uzay sonlu boyutlu olmad¬kça bu önermenin tersi

genel olarak do¼gru de¼gildir),

ii) E¼ger xn * x ise, (kxnkX) dizisi s¬n¬rl¬d¬r.
E¼ger X normlu uzay¬ sonlu boyutlu ise, zay¬f yak¬nsakl¬k ile güçlü yak¬nsakl¬k

tan¬mlar¬çak¬̧s¬r.

Tan¬m 2.1.19. A, X normlu uzay¬n¬n bir alt kümesi olmak üzere, A�daki eleman-

lardan oluşan herhangi bir dizi, X�de yak¬nsak olan (A�daki bir elemana yak¬nsayan)

bir alt diziye sahipse A�ya bir dizisel kompakt küme denir. E¼ger A kümesinin kapan¬̧s¬

A, X�de kompakt ise A�ya X�de önkompakt küme denir. A�daki elemanlardan oluşan

herhangi bir dizi, X�de zay¬f yak¬nsak olan (A�daki bir elemana yak¬nsayan) bir alt

diziye sahipse A�ya zay¬f dizisel kompakt küme denir.

Teorem 2.1.20. Bir X Banach uzay¬n¬n yans¬mal¬ olmas¬ için gerek ve yeter

koşul X�deki bir B1 (0) ={x 2 X : kxkX � 1} kapal¬yuvar¬n¬n zay¬f dizisel kompakt
olmas¬d¬r (Adams 1975).

Teorem 2.1.21. X normlu uzay¬n¬n sonlu boyutlu olmas¬için gerek ve yeter koşul

bu uzayda verilen bir B1 (0) ={x 2 X : kxkX � 1} kapal¬yuvar¬n¬n kompakt olmas¬d¬r
(Musayev ve Alp 2000).

2.2. Operatörler

Tan¬m 2.2.1. X ve Y normlu uzaylar¬verilsin. L : DL � X ! Y dönüşümü her

bir x 2 DL eleman¬n¬

L (x) = Lx = y

olacak şekilde Y uzay¬ndaki bir tek y eleman¬yla eşliyorsa, L�ye X üzerinde tan¬mlan-

m¬̧s bir operatör veya dönüşüm, DL�ye ise L operatörünün tan¬m kümesi denir.

Tan¬m 2.2.2. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere; L : X ! Y operatörü, (xn) �
X dizisi ve x 2 X eleman¬verilsin. n�nin yeterince büyük de¼gerlerinde (n!1 iken)

kxn � xkX ! 0 iken kLxn � LxkY ! 0
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oluyorsa L operatörü x noktas¬nda süreklidir denir. E¼ger L, X�deki her noktada sürekli

ise L�ye sürekli operatör denir.

Tan¬m 2.2.3. X ve Y normlu uzaylar¬ve L : X ! Y operatörü verilsin. A � X

alt kümesi s¬n¬rl¬iken L (A), Y �de s¬n¬rl¬ise L operatörüne s¬n¬rl¬operatör denir. Bir

başka ifadeyle, her x 2 X için

kLxkY � c kxkX (2:2:1)

olacak şekilde pozitif bir c reel say¬s¬varsa L�ye s¬n¬rl¬operatör denir. Bununla birlikte,

(2:2:1) eşitsizli¼gini sa¼glayan c�lerin in�mumuna L operatörünün normu denir ve bu

norm

kLk := sup
x 6=0;x2X

kLxkY
kxkX

= sup
kxkX�1

kLxkY

biçiminde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2.4. X ve Y normlu uzaylar¬, L : X ! Y operatörü ve A � X s¬n¬rl¬

alt kümesi verilsin. E¼ger L (A), Y �de önkompakt ise L operatörüne kompakt operatör

denir. E¼ger L operatörü sürekli ve kompakt ise o zaman L operatörüne tamamen

sürekli operatör denir.

Tan¬m 2.2.5. L : X ! Y operatörü, her x; y 2 X ve �; � 2 C için

L (�x+ �y) = �Lx+ �Ly

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa L�ye lineer operatör denir.

Her kompakt operatör s¬n¬rl¬, her s¬n¬rl¬ lineer operatör sürekli oldu¼gundan her

kompakt lineer operatör tamamen sürekli olur.

Tan¬m 2.2.6. X ve Y normlu uzaylar olsun. E¼ger,

i) X, Y �nin alt uzay¬,
ii) Her x 2 X için X�ten Y �ye Ix = x şeklinde tan¬mlanan I birim operatörü

(gömme operatörü) sürekli ise, X uzay¬Y uzay¬na gömülür ve bu gömülme X ! Y

veya X ,! Y biçiminde gösterilir. I birim operatörü lineer oldu¼gundan (ii) koşulu,

her x 2 X için

kIxkY � c kxkX

olacak şekilde bir c > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir. Bununla birlikte, e¼ger I birim

operatörü kompakt ise, yani I sürekli veX uzay¬ndaki s¬n¬rl¬her (xn) dizisi Y uzay¬nda

yak¬nsak olan bir altdiziye sahipse X uzay¬Y uzay¬na kompakt gömülür.

13
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2.3. Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬

Tan¬m 2.3.1. 
, RN�nin aç¬k bir bölgesi olmak üzere,

C0 (
) := {f : 
! RN ; f fonksiyonu sürekli}

şeklinde tan¬mlanan kümeye sürekli fonksiyonlar uzay¬ denir. Bu uzay; j�j, RN�de
tan¬mlanan norm olmak üzere,

kfkC0(
) = sup
x2


jf (x)j <1

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.3.2. f; 
 � RN bölgesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olmak üzere, her
x; y 2 
 için

jf (x)� f (y)j � L jx� yj

olacak şekilde negatif olmayan bir L = L (f) sabiti varsa, f fonksiyonu Lipschitz

koşulunu sa¼glar veya Lipschitz-süreklidir denir. Lipschitz-sürekli fonksiyonlar¬n oluş-

turdu¼gu fonksiyon s¬n¬f¬C0;1
�


�
ile gösterilir.

2.4. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar Uzay¬

Tan¬m 2.4.1. � = (�1; �2; :::; �n) negatif olmayan �i�lerin n�bileşenlisi olmak
üzere, ��ya çoklu-indis denir ve x�, j�j =

Pn
i=1 �i mertebeye sahip olan x

�1
1 � � � x�nn

olarak tan¬mlan¬r, yani x� = x�11 � � � x�nn olur. Buna göre 1 � i � n için Di =
@

@xi
olmak üzere D� = D�1D�2 � � �D�n olup, D�f (x) = @j�jf(x)

@x
�1
1 ���@x�nn

, ifadesi j�j.mertebeden
bir diferansiyel operatör belirtir.

Tan¬m 2.4.2. Bir G � RN kümesinin kapan¬̧s¬G ve 
, RN�de bir bölge olmak
üzere, G � 
 ve G kümesi RN�in kompakt bir alt kümesi ise bu durum G �� 


şeklinde gösterilir. f; G�de tan¬ml¬bir fonksiyon olmak üzere, f fonksiyonunun deste¼gi

supp f ={x 2 G : f (x) 6= 0} şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger supp f �� 
 ise, f fonksiyonu

�da kompakt deste¼ge sahiptir denir.

Tan¬m 2.4.3. 
, RN�de bir bölge olsun. Negatif olmayan herhangi m tamsay¬s¬

için 
 bölgesinde j�j � m mertebesine kadar tüm D�f k¬smi türevleri sürekli olan

fonksiyonlardan oluşan vektör uzay¬Cm (
) ile gösterilir.

C (
) = C0 (
) ve C1 (
) =
1\
m=0

Cm (
) olmak üzere, C0 (
) ve C1 (
) alt uza-

ylar¬s¬ras¬yla 
 bölgesinde kompakt deste¼ge sahip olan C (
) ve C1 (
) uzaylar¬n-

daki tüm fonksiyonlardan oluşur. C1 (
) uzay¬n¬n elemanlar¬na test fonksiyonu veya

düzgün (smooth) fonksiyon denir. C1 (
) uzay¬n¬n 
 bölgesindeki kompakt deste¼ge

sahip fonksiyonlar¬ndan oluşan uzay ise C10 (
) ile gösterilir.
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Tan¬m 2.4.4. 
, RN�de aç¬k bir bölge oldu¼gunda, Cm (
) uzay¬ndaki fonksiyonlar

 bölgesinde sürekli olmayabilir. Dolays¬yla,

CmB (
) := {f 2 Cm (
) : her x 2 
 için D�f k¬smi türevleri 
�da s¬n¬rl¬, 0 � j�j � m}

fonksiyon uzay¬tan¬mlan¬rsa, elde edilen bu yeni uzay

kfkCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�f (x)j (2:4:1)

normu alt¬nda bir Banach uzay¬olur. Cm
�


�
uzay¬, 
 bölgesinde 0 � j�j � m için

D�f k¬smi türevleri s¬n¬rl¬ve düzgün sürekli olan f 2 Cm (
) fonksiyonlar¬ndan oluşur.
Bununla birlikte; Cm

�


�
, CmB (
) uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬oldu¼gundan C

m
�


�

uzay¬da (2:4:1)�de verilen norma göre bir Banach uzay¬oluşturur.

Tan¬m 2.4.5. (Gâteaux Türevi) X ve Y Banach uzaylar¬ ve f : X ! Y bir

fonksiyon olmak üzere, her h 2 X için

lim
�!0

f (x+ �h)� f (x)

�
= Lh

olacak şekilde bir L s¬n¬rl¬lineer operatörü varsa f�ye x 2 X noktas¬nda ve h yönünde

Gâteaux diferansiyellenebilirdir denir. Bu durumda L operatörüne f fonksiyonunun

x 2 X noktas¬ndaki Gâteaux türevi denir ve f 0 (x) = L şeklinde gösterilir. E¼ger bu

durum her x 2 X için do¼gruysa f fonksiyonu Gâteaux diferansiyellenebilirdir denir.

Teorem 2.4.6. (Ortalama De¼ger Teoremi) X bir Banach uzay¬ve x; h 2 X olmak

üzere, e¼ger ' : X ! R fonksiyoneli Gâteaux diferansiyellenebilir ise

' (x+ h)� ' (x) = '0 (x+ th)h

olacak şekilde bir 0 < t < 1 say¬s¬vard¬r (Siddiqi 2004).

Tan¬m 2.4.7. (Fréchet Türevi) X ve Y Banach uzaylar¬ ve f : X ! Y bir

fonksiyon olmak üzere,

lim
khkX!0

kf (x+ h)� f (x)� LhkY
khkX

= 0

olacak şekilde bir L s¬n¬rl¬ lineer operatörü varsa f�ye x 2 X noktas¬nda Fréchet

diferansiyellenebilirdir denir. Bu durumda L operatörüne f fonksiyonunun x 2 X

noktas¬ndaki Fréchet türevi denir ve f 0 (x) = L şeklinde gösterilir. E¼ger bu durum her

x 2 X için do¼gruysa f fonksiyonu Fréchet diferansiyellenebilirdir denir.

Bununla birlikte,

f : RN ! RN şeklinde tan¬mland¬¼g¬nda f fonksiyonunun x0 noktas¬ndaki Fréchet
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türevi

f 0 (x0) = (
@fi
@xj

jx=x0)

şeklindeki Jacobian matrisi olarak;

f : RN ! R şeklinde tan¬mland¬¼g¬nda ise f fonksiyonunun x0 noktas¬ndaki Fréchet
türevi

f 0 (x0)h = rf (x0) � h

şeklindeki gradient vektörü olarak gösterilir. Burada ���, RN�deki iç çarp¬md¬r.
Yukar¬daki tan¬mdan kolayca görülece¼gi üzere, e¼ger f fonksiyonu Fréchet diferan-

siyellenebilir ise o zaman her h 2 X ve " > 0 için

kf (x+ h)� f (x)� f 0 (x)hkY � " khkX

olacak şekilde bir �" > 0 say¬s¬, khkX � � olmak üzere, bulunabilir.

Teorem 2.4.8. X ve Y Banach uzaylar¬ve f : X ! Y bir fonksiyon olmak üzere,

e¼ger f fonksiyonu x 2 X noktas¬nda Fréchet diferansiyellenebilirse, f fonksiyonu x 2 X
noktas¬nda süreklidir.

Yukar¬daki teorem Gâteaux diferansiyellenebilir fonksiyonlar için (genel olarak)

geçerli de¼gildir (Siddiqi 2004).

Teorem 2.4.9. Bir fonksiyonun bir noktada Fréchet türevi varsa o noktada

Gâteaux türevi de vard¬r ve bu iki türev eşttir (Siddiqi 2004).

Tan¬m 2.4.10. X ve Y Banach uzaylar¬ve f : X ! Y bir fonksiyon olmak üzere,

e¼ger f fonksiyonu x 2 X noktas¬nda Fréchet diferansiyellenebilir ve f 0 Fréchet türevi

x 2 X noktas¬nda sürekli ise, f fonksiyonu x 2 X noktas¬nda sürekli Fréchet difer-

ansiyellenebilirdir denir. E¼ger bu durum X�deki her eleman için gerçekleşiyorsa, bu

durumda f fonksiyonu sürekli Fréchet diferansiyellenebilirdir denir ve f 2 C1 (X;Y )

şeklinde gösterilir (Y = R iken sadece f 2 C1 (X) şeklinde de gösterilebilir).

2.5. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyon

Tan¬m 2.5.1. A, RN�nin altkümelerinin bir s¬n¬f¬olmak üzere,
i) RN 2 A,
ii) A 2 A ise Ac 2 A (Ac, A�n¬n tümleyen kümesi),

iii) Ai 2 A, i = 1; 2; :::, iken
1[
i=1

Ai 2 A

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, A s¬n¬f¬na bir �-cebir ad¬verilir.
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Tan¬m 2.5.2. A �-cebiri üzerinde tan¬mlanan � : A ! R+ [ f+1g fonksiyonu,
A s¬n¬f¬ndaki ayr¬k kümelerin bir fAigi2N toplulu¼gunun say¬labilir her birleşimi için

�(

1[
i=1

Ai) =

1X
i=1

� (Ai) ; 8Ai \ Ak = ?; i 6= k

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyonuna A s¬n¬f¬üzerinde bir ölçüm denir.

Tan¬m 2.5.3. RN�nin altkümelerinin aşa¼g¬da verilen özelliklere sahip �-cebiri olan
bir A s¬n¬f¬n¬n ve bu A s¬n¬f¬üzerinde bir � ölçümünün varl¬¼g¬kolayl¬kla gösterilebilir;
i) RN�deki her aç¬k küme A�ya aittir,
ii) E¼ger A � B, B 2 A ve � (B) = 0 ise, A 2 A ve � (A) = 0 dir,

iii) A ={x 2 RN : ai � xi � bi, i = 1; 2; :::; N} ise, A 2 A ve � (A) =
1Y
i=1

(bi � ai)

dir,

iv) x 2 RN ve A 2 A iken

x+ A = {x+ y : y 2 A} 2 A ve � (x+ A) = � (A)

olur, yani � ölçümü öteleme alt¬nda de¼gi̧smezdir.

Bu özelliklere sahip bir A s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬na RN�nin Lebesgue ölçülebilir al-
tkümeleri, � ölçüm fonksiyonuna RN�de Lebesgue ölçümü ve A 2 A için � (A) gös-

terimine ise A kümesinin ölçümü denir. Bu tez çal¬̧smas¬nda, bir 
 � RN bölgesinin
Lebesgue ölçümü j
j ile gösterilecektir.
Tan¬m 2.5.4. E¼ger B � A � RN ve jBj = 0 ise, A�B kümesinin her noktas¬nda

sa¼glanan bir özellik A kümesinde hemen hemen her (h.h.h.) yerde geçerli bir özellik

olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.5.5. A ölçülebilir bir küme olmak üzere, f : A ! R[{�1} şeklinde
tan¬mlanan bir f fonksiyonu verilsin. E¼ger her a 2 R için

{x 2 A : f (x) > a}

kümesi ölçülebilir ise, f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.5.6. E¼ger f fonksiyonu ölçülebilir ve reel de¼gerli ise, o zaman f fonksiy-
onu her ikisi de ölçülebilir ve negatif olmayan f+ = max{f; 0} ve f� = �min{f; 0}
fonksiyonlar¬cinsinden f = f+�f� şeklinde yaz¬labilir. Bir 
 bölgesi üzerinde tan¬m-
lanan

R


f+ (x) dx ve

R


f� (x) dx integrallerinden en az biri sonlu olmak üzere,Z



f (x) dx =

Z



f+ (x) dx�
Z



f� (x) dx

olarak al¬ns¬n.
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E¼ger iki integral de sonlu ise f fonksiyonuna 
 bölgesinde Lebesgue integrallenebilir

denir. 
 bölgesinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu fonksiyon

s¬n¬f¬L1 (
) ile gösterilir.

2.6. Lebesgue Uzay¬(Lp (
))

Tan¬m 2.6.1. 
, RN�de bir bölge ve 1 � p � 1 olmak üzere,

Lp (
) :=

�
u j u : 
! R ölçülebilir fonksiyon;

Z



ju (x)jp dx <1
�

şeklinde tan¬mlanan fonksiyon uzay¬na Lebesgue uzay¬ad¬verilir.

1 � p <1 iken Lp (
) uzay¬

kukLp(
) := jujp =
�Z




ju (x)jp dx
�1=p

(2:6:1)

normu alt¬nda bir Banach uzay¬olur.

Tan¬m 2.6.2. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için h.h.h. yerde ju (x)j �
M olacak şekilde birM sabiti varsa, u fonksiyonuna hemen hemen s¬n¬rl¬d¬r denir. Bu

şekilde tan¬mlanan M sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬na juj�nun 
 bölgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve esssupx2
 ju (x)j ile gösterilir. 
 bölgesinde hemen

hemen s¬n¬rl¬u fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu uzay L1 (
) olup, bu uzay

kukL1(
) := juj1 = esssup
x2


ju (x)j

normu alt¬nda bir Banach uzay¬olur.

Tan¬m 2.6.3. 1 < p < 1 olmak üzere, 1 < p0 < 1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1 veya p
0 = p

p�1
olacak şekilde elde edilen p0 say¬s¬na p�nin eşleni¼gi (conjugate) denir. Buna göre,

1 < p <1 ve ' 2 (Lp (
))0 al¬n¬rsa bu durumda her u 2 Lp (
) için

' (u) =

Z



u (x) � (x) dx

olacak şekilde bir � 2 Lp0 (
) bulunabilir. Bununla birlikte,

j�jLp0 (
) = j'j(Lp(
))0

şeklinde normlararas¬bir ili̧ski de mevcut olaca¼g¬ndan, Lp
0
(
) �= (Lp (
))0 elde edilir,

yani bu iki uzay izomor�ktir. Dolays¬yla elemanlar¬çok farkl¬olmas¬na ra¼gmen, Ba-

nach uzay¬olmalar¬aç¬s¬ndan bu iki uzay ayn¬kabul edilebilir.
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Teorem 2.6.4. (Hölder Eşitsizli¼gi) E¼ger 1 < p < 1, u 2 Lp (
) ve v 2 Lp
0
(
)

ise, o zaman uv 2 L1 (
) olur veZ



ju (x) � (x)j dx � jujp jvjp0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Adams 1975).

Teorem 2.6.5. j
j =
R


dx < 1 ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lp (
) ise,

bu durumda u 2 Lq (
) olur ve

jujp � j
j
(1=p)�(1=q) jujq

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Dolays¬yla,

Lq (
) ,! Lp (
)

sürekli gömmesi vard¬r (Adams 1975):

Tan¬m 2.6.6. Lp (
) uzay¬nda p = 2 al¬narak elde edilen L2 (
) uzay¬

hu; �i =
Z



u (x) � � (x)dx (2:6:2)

iç çarp¬m¬alt¬nda Hilbert uzay¬olur (���, RN�de tan¬mlanan iç çarp¬md¬r).
Teorem 2.6.7. E¼ger 1 � p � 1 ise herhangi bir 
 bölgesi için Lp (
) � L1loc (
)

(Adams 1975).

Teorem 2.6.8. E¼ger 1 � p � 1 ise Lp (
) uzay¬bir Banach uzay¬olur (Adams

1975).

Teorem 2.6.9. E¼ger 1 � p <1 ise Lp (
) uzay¬ayr¬labilirdir ve C0 (
) ile C10 (
)

uzaylar¬ Lp (
) uzay¬nda yo¼gun olur. Bununla birlikte; Lp (
) uzay¬n¬n yans¬mal¬

olmas¬için gerek ve yeter koşul 1 < p <1 olmas¬d¬r (Adams 1975).

2.7. Sobolev Uzay¬(Wm;p (
))

Tan¬m 2.7.1. 
, RN�de bir bölge ve 1 � p � 1 olmak üzere, 
 bölgesinin her

bir kompakt alt kümesinde p.kuvveti integrallenebilen 
 bölgesindeki bütün ölçülebilir

fonksiyonlar uzay¬Lploc (
) ile gösterilir. Bu uzay p = 1 için L
1
loc (
) şeklinde gösterilen

lokal integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬gösterir.

Tan¬m 2.7.2. u 2 L1loc (
) ve � çoklu-indislisi verilsin. Her ' 2 C10 (
) içinZ



�'dx = (�1)j�j
Z



uD�'dx

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, � 2 L1loc (
) fonksiyonuna u fonksiyonunun �.zay¬f türevi (distri-
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butional derivative) denir. Bununla birlikte � fonksiyonu, u fonksiyonunun genelleştir-

ilmiş türevi olarak da adland¬r¬l¬r ve � = D�u biçiminde gösterilir.

Tan¬m 2.7.3. 
, RN�de bir bölge, m pozitif bir tam say¬ve 1 � p � 1 olmak

üzere,

Wm;p (
) := {u 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � m}

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Wm;p (
) uzay¬

kukWm;p(
) : = kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

jD�ujpp

1A1=p

; 1 � p <1

kukWm;p(
) : = kukm;1 = max
0�j�j�m

jD�uj1 ; p =1

tan¬mlanan normlar alt¬nda bir Banach uzay¬olur.

Tan¬m 2.7.4. 
, RN�de bir bölge, m pozitif bir tam say¬ve 1 � p � 1 olmak

üzere, k�km;p normu ile aşa¼g¬da verilen vektör uzaylar¬tan¬mlanabilir;
i) {u 2 Cm(
) : kukm;p <1} kümesinin tamlan¬̧s¬(completion), Hm;p (
) Sobolev

uzay¬olarak tan¬mlan¬r,

ii) C10 (
) uzay¬n¬n W
m;p (
)�deki kapan¬̧s¬, Wm;p

0 (
) Sobolev uzay¬olarak tan¬m-

lan¬r.

Belirtmekte yarar vard¬rki W 0;p (
) = Lp (
) olup, 1 � p < 1 iken C10 (
) uzay¬

Lp (
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan W 0;p
0 (
) = Lp (
) yaz¬labilir. Bununla birlikte,

bu uzaylar aras¬nda herhangi bir m pozitif tamsay¬s¬için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

sürekli gömmesi de mevcuttur (Adams 1975).

Teorem 2.7.5. E¼ger 1 � p < 1 ise Wm;p (
) uzay¬ayr¬labilirdir. Ayr¬ca, 1 <

p <1 ise Wm;p (
) uzay¬düzgün konveks ve dolays¬yla yans¬mal¬olur (Adams 1996).

Teorem 2.7.6. E¼ger 1 � p <1 ise herhangi bir 
 bölgesi için

Wm;p (
) = Hm;p (
)

olur (Adams 1975).

Teorem 2.7.7. 
, RN�de bir bölge olsun. E¼ger 1 � p < 1, mp < N ve u 2
Wm;p
0 (
) ise

kukp� � C kukm;p

olacak şekilde bir C (N;m; p) sabiti vard¬r (Adams 1975). Burada

p� =

(
Np

N�mp N > mp

+1 N � mp
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şeklinde tan¬mlanan p� say¬s¬na Sobolev kritik kuvveti denir.

Bir 
 � RN bölgesinde tan¬mlanan Sobolev uzaylar¬n¬n özelliklerinin ço¼gu ve özel-
likle bu uzaylarda verilen gömülme özelli¼gi, 
 bölgesinin düzgünlü¼güne (regularity)

ba¼gl¬d¬r. Bu tür özellikler, verilen bölgede sa¼glanan veya sa¼glanmayan geometrik ya

da analitik koşullar türünden ifade edilir. Aşa¼g¬da bu geometrik özelliklerden biri olan

koni özelli¼ginden bahsedilecektir.

Tan¬m 2.7.8. RN�de Br1 (x) ve x noktas¬n¬içermeyen Br2 (y) aç¬k yuvarlar¬n¬göz
önüne alal¬m.

Kx = Br1 (x) \ {x+ �(z � x) : z 2 Br2 (y) ; � > 0}

kümesine tepe noktas¬x olan bir sonlu koni ad¬verilir. 
, RN�de aç¬k bir bölge olmak
üzere, e¼ger 
�n¬n her x noktas¬bir Kx � 
 konisinin tepesi ise ve bütün Kx konileri

bir sonlu K konisinden izomor�k ve izometrik dönşümlerle elde edilebiliyorsa, o zaman


 bölgesi koni özelli¼gini sa¼glar denir.

Teorem 2.7.9. (Sobolev Gömme Teoremi) 
, RN�de koni özeli¼gine sahip aç¬k bir
bölge, 1 � m ve 0 � j şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p <1 olmak üzere;

i) mp < N ise

W j+m;p (
) ,! W j;p (
) ; p � q � q�

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � q�

gömmesi elde edilir.

ii) mp = N ise

W j+m;p (
) ,! W j;p (
) ; p � q <1

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

gömmesi elde edilir. Üstelik p = 1 olarak al¬n¬rsa

W j+n;1 (
) ,! CjB (
)

elde edilir (Adams 2003).

iii) mp > N ise

W j+m;p (
) ,! CjB (
)

gömmesi elde edilir.

Yukar¬daki gömmelerde W yerine W0 uzay¬al¬n¬rsa, 
 bölgesi üzerinde herhangi

bir k¬s¬tlama yap¬lmaks¬z¬n yukar¬daki gömmeler yine geçerli olur.
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Teorem 2.7.10. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömmesi baz¬ p � q de¼gerleri için

kompakt ise, o zaman j
j <1 dur (Adams 1975).

Teorem 2.7.11. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan

baz¬p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 dur (Adams 1975).

Teorem 2.7.12. (Rellich-Kondrachov Teoremi) 
, RN�de koni özeli¼gine sahip
aç¬k bir bölge, 
0 � 
 s¬n¬rl¬bir alt küme, 1 � m ve 0 � j şeklindeki tamsay¬lar ve

1 � p <1 olmak üzere;

i) mp < N ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
0) ; 1 � q < q�

ii) mp = N ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
0) ; 1 � q � 1

iii) mp > N ise

W j+m;p (
) ,! CjB (
)

W j+m;p (
) ,! W j;q (
0) ; 1 � q � 1

gömmeleri kompaktt¬r.

E¼ger 
 bölgesi s¬n¬rl¬ ise, yukar¬daki teoremde 
0 = 
 al¬nabilir ve 
 bölgesi

RN�de key�bir bölge iseW j+m;p (
) yerineW j+m;p
0 (
) konulmas¬koşuluyla yukar¬daki

gömmeler kompakt olur (Adams 2003).

2.8. Modüler Uzay, Orlicz Uzay¬

Tan¬m 2.8.1. X bir reel vektör uzay¬olmak üzere, � : X ! [0;1] fonksiyoneli
her x; y 2 X için

i) � (x) = 0 () x = 0,

ii) � (x) = � (�x),
iii) �; � � 0; �+ � = 1 için � (�x+ �y) � � (x) + � (y)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyoneline X üzerinde bir modüler denir. E¼ger (iii)

özelli¼gi yerine �; � � 0; �+ � = 1 için

� (�x+ �y) � �� (x) + �� (y)

özelli¼gi sa¼glan¬rsa, � fonksiyoneline X üzerinde bir konveks modüler denir.
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Tan¬m 2.8.2. X bir reel vektör uzay¬ve � fonksiyoneli X üzerinde bir modüler

ise

X� =
n
x 2 X : lim

�!0
� (�x) = 0

o
şeklinde tan¬mlanan uzaya modüler uzay denir. X� uzay¬X vektör uzay¬n¬n bir alt

vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.8.3. X bir reel vektör uzay¬ve � fonksiyoneli X üzerinde bir konveks

modüler ise, bu durumda � fonksiyoneli X� üzerinde Luxemburg normu ad¬verilen

juj� = inf {� > 0 : �(u=�) � 1}

biçiminde bir norm tan¬mlar.

Tan¬m 2.8.4. 
, RN üzerinde ölçülebilir bir bölge olmak üzere, ' : 
�[0;1)! R
fonksiyonu

i) Her t 2 
 için ' (t; u) azalmayan sürekli bir fonksiyon,
ii) ' (t; 0) = 0, u > 0 için ' (t; u) > 0 ve lim

u!1
' (t; u) =1,

iii) Her u � 0 için ' (t; u) ölçülebilir fonksiyon
özelliklerine sahipse ' fonksiyonuna � s¬n¬f¬na aittir denir.

Tan¬m 2.8.5. X bir reel vektör uzay¬ve ' fonksiynu � s¬n¬f¬na aitse, her x 2 X
için ' (t; jx (t)j) fonksiyonu ölçülebilir olur ve

� (x) =

Z



' (t; jx (t)j) dt (2:8:1)

ifadesi X�de bir modüler tan¬mlar. Bununla birlikte, ' (t; u) fonksiyonu her t 2 
 için
u�nun bir konveks fonksiyonu ise, (2:8:1) ifadesi X�de bir konveks modüler olur.

Buna göre, elde edilen

X� =

�
x 2 X : lim

�!0+

Z



' (t; � jx (t)j) dt = 0
�

modüler uzay¬na genelleştirilmiş Orlicz uzay¬ veya Orlicz-Musielak uzay¬denir ve L'

ile gösterilir. Ayr¬ca,

L'0 =

�
x 2 X :

Z



' (t; jx (t)j) dt <1
�

şeklinde tan¬mlanan L'0 kümesine, genelleştirilmiş Orlicz s¬n¬f¬denir. L
'
0 , L

' uzay¬n¬n

bir konveks alt uzay¬, L' uzay¬ ise X�in L'0 uzay¬n¬ kapsayan en küçük alt vektör

uzay¬d¬r. Bununla birlikte, e¼ger ' (t; u) = ' (u) ise (', t�den ba¼g¬ms¬z ise) L' ve L'0
uzaylar¬na s¬ras¬yla Orlicz uzay¬ve Orlicz s¬n¬f¬denir.
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2.9. De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzay¬(Lp(x) (
))


, RN�de j
j > 0 olacak şekilde ölçülebilir bir bölge ve p : 
! [1;1) fonksiyonu
esssupx2
 p (x) <1 olacak şekilde ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Buna göre, 
�dakiZ




ju (x)jp(x) dx <1 (2:9:1)

koşulunu sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu fonksiyon s¬n¬f¬na

de¼gişken üstlü Lebesgue uzay¬ veya genelleştirilmiş Lebesgue uzay¬ denir ve Lp(x) (
)

biçiminde gösterilir.

Lp(x) (
) uzay¬üzerindeki norm

jujp(x) = inf {� > 0 :
Z



����u (x)�
����p(x) dx � 1} (2:9:2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Aç¬kt¬r ki p� > 1 iken Lp(x) (
) uzay¬bu norm alt¬nda bir Ba-

nach uzay¬olur. p(x) � p sabit bir fonksiyon oldu¼gunda (2:9:2) normu ile Lp�normu
((2:6:1)�de verilen norm) çak¬̧s¬r.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe p : 
! [1;1) ölçülebilir fonksiyonu için

p� := essinf
x2


p (x) ve p+ := esssup
x2


p (x)

notasyonlar¬kullan¬lacakt¬r.

Teorem 2.9.1. u; un 2 Lp(x) (
), n = 1; 2; ::: olmak üzere, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r

[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)];

i) jujp(x) < 1 (= 1;> 1), �p(x)(u) < 1 (= 1;> 1) ;

ii) min
n
jujp

�

p(x) ; juj
p+

p(x)

o
� �p(x)(u) � max

n
jujp

�

p(x) ; juj
p+

p(x)

o
iii) lim

n!1
junjp(x) = 0 , lim

n!1
�p(x)(un) = 0; lim

n!1
junjp(x) ! 1 , lim

n!1
�p(x)(un) !

1:

Teorem 2.9.2. u; un 2 Lp(x) (
), n = 1; 2; ::: olmak üzere, aşa¼g¬dakiler eşde¼gerdir
[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)];

i) lim
n!1

jun � ujp(x) = 0;
ii) lim

n!1
�p(x)(un � u) = 0;

iii) 
�daki ölçüme göre un ! u iken lim
n!1

�p(x)(un) = �p(x)(u):

Teorem 2.9.3. 
 üzerinde tan¬ml¬tüm s¬n¬rl¬-ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesi,

(Lp(x) (
) ; j�jp(x)) uzay¬nda yo¼gundur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)]:
Teorem 2.9.4. E¼ger p+ < 1 ise (Lp(x) (
) ; j�jp(x)) uzay¬ayr¬labilirdir [(Fan ve

Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)]:

Teorem 2.9.5. 
 � RN aç¬k bir bölge ise, C10 (
) uzay¬(Lp(x) (
) ; j�jp(x)) uza-
y¬nda yo¼gundur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)]:
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Teorem 2.9.6. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise, Lp(x) (
) uzay¬düzgün konveks ve

dolays¬yla yans¬mal¬uzay¬olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)]:

Teorem 2.9.7.
i) Her � 2 Lp0(x) (
) ve u 2 Lp(x) (
) için,

' (u) =

Z



u (x) � (x) dx (2:9:3)

şeklinde tan¬mlanan ' fonksiyoneli, Lp(x) (
) üzerinde sürekli lineer bir fonksiyoneldir,

ii) Lp(x) (
) üzerinde (2:9:3) ile tan¬mlanan her sürekli ' fonksiyoneli için tek bir
� 2 Lp0(x) (
) eleman¬vard¬r [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].
Teorem 2.9.8. Lp(x) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬n¬n Lp0(x) (
) uzay¬olmas¬için gerek

ve yeter koşul p 2 L1 (
) olmas¬d¬r (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991).
Teorem 2.9.9. Her � 2 Lp0(x) (
) ve u 2 Lp(x) (
) için olmak üzere,Z




ju�j dx � ( 1
p�
+

1

(p�)0
) jujp(x) j�jp0(x)

olur (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991):

Tan¬m 2.9.10. 
 � RN bir bölge, A kümesi 
 bölgesinin ölçülebilir bir alt kümesi
ve �A, A�n¬n karakteristik fonksiyonu olmak üzere, u 2 Lp(x) (
) için

lim
jAj!0

ju (x)�Ajp(x) = 0

oluyorsa, u fonksiyonu j�jp(x) normuna göre mutlak süreklidir denir.
Teorem 2.9.11. Her u 2 Lp(x) (
) fonksiyonu Lp(x) (
)�de tan¬mlanan j�jp(x) nor-

muna göre mutlak süreklidir (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 2.9.12. 
, RN�de 0 < j
j < 1 olacak şekilde bir bölge ve p; q : 
 !
[1;1] ölçülebilir fonksiyonlar¬verilsin. Bu durumda Lq(x) (
) ,! Lp(x) (
) gömmesinin

var olmas¬ için gerek ve yeter koşul h.h.h. x 2 
 için p (x) � q (x) olmas¬d¬r. Bu

durumda

jujp(x) � c (1 + j
j) jujq(x)

olacak şekilde bir c > 0 say¬s¬vard¬r (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991):

Teorem 2.9.13. p(x), q(x) fonksiyonlar¬ölçülebilir, p(x) 2 L1(
), h.h.h. x 2 

için 1 � p(x)q(x) � 1 ve u 2 Lq(x)(
), u 6= 0 olsun. Bu durumda

jujp(x)q(x) � 1 =) jujp
+

p(x)q(x) �
���jujp(x)���

q(x)
� jujp

�

p(x)q(x)

jujp(x)q(x) � 1 =) jujp
�

p(x)q(x) �
���jujp(x)���

q(x)
� jujp

+

p(x)q(x)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Özel olarak p(x) = p = sabit ise o zaman
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jjujpjq(x) = juj
p
pq(x)

olur (Edmunds ve Rákosník 2000).

2.10. De¼gi̧sken Üstlü Sobolev Uzay¬(Wm;p(x) (
))

Tan¬m 2.10.1. 
, RN�de bir bölge, m pozitif bir tam say¬, � çoklu indis ve

p : 
! [1;1) ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere,

Wm;p(x) (
) := {u 2 Lp(x) (
) : D�u 2 Lp(x) (
) ; j�j � m}

şeklinde tan¬mlanan kümeye de¼gişken üstlü Sobolev uzay¬veya genelleştirilmiş Sobolev

uzay¬denir. Wm;p(x) (
) uzay¬

kukWm;p(x)(
) := kukm;p(x) =
X
j�j�m

jD�ujp(x) (2:10:1)

normu ile bir Banach uzay¬oluşturur. (2:10:1) normuna göre C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬,

Wm;p(x) (
) uzay¬n¬n alt uzay¬olan Wm;p(x)
0 (
) ile gösterilir.

Teorem 2.10.2. Wm;p(x) (
) ve Wm;p(x)
0 (
) uzaylar¬Banach uzaylard¬r. E¼ger

p 2 L1 (
) ise, Wm;p(x) (
) ve Wm;p(x)
0 (
) uzaylar¬ayr¬labilir ve p� > 1 ve p+ < 1

ise, Wm;p(x) (
) ve Wm;p(x)
0 (
) uzaylar¬yans¬mal¬olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik

ve Rákosník 1991)]:

Teorem 2.10.3. 
, RN�de s¬n¬rl¬bir bölge ve p; q 2 L1+ (
) ={p 2 L1 (
) : p

ölçülebilir, her x 2 
 için essinf p (x) > 1} olsun. E¼ger p (x) � q (x) ise,

Wm;q(x) (
) ,! Wm;p(x) (
)

sürekli gömmesi vard¬r (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 2.10.4. 
, RN�de koni özelli¼gine sahip aç¬k bir bölge olsun. m; mp < N

özelli¼gindeki pozitif bir say¬, p fonksiyonu 
 bölgesinde 1 < p� � p+ < N
m
olacak

şekilde Lipschitz-sürekli bir fonksiyon ve q : 
 ! R fonksiyonu h.h.h. x 2 
 için

p (x) � q (x) � p� (x) = Np(x)
N�mp(x) özelli¼gine sahip olsun. Bu durumda

Wm;p(x) (
) ,! Lq(x) (
)

sürekli gömmesi vard¬r (Fan ve ark. 2001).

Teorem 2.10.5. 
, RN�de koni özelli¼gine sahip aç¬k bir bölge olsun. m, mp < N

özelli¼gindeki pozitif bir say¬, p fonksiyonu
 bölgesinde 1 < p� � p+ < N
m
olacak şekilde

düzgün sürekli bir fonksiyon ve 
 bölgesinde tan¬ml¬q fonksiyonu h.h.h. x 2 
 için
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p (x) � q (x) ve

essinf
x2


(p� (x)� q (x)) > 0

olsun. Bu durumda

Wm;p(x) (
) ,! Lq(x) (
)

sürekli gömmesi vard¬r (Fan ve ark. 2001).

Not 2.10.6. Bundan sonra essinfx2
(p
� (x) � q (x)) > 0 yerine q (x) � p (x)

gösterimi kullan¬lacakt¬r.

Teorem 2.10.7. 
, RN�de koni özelli¼gine sahip s¬n¬rl¬bir bölge, 1 < p� � p+ < N
m

olmak üzere, p 2 C
�


�
ve q fonksiyonu Teorem 2.10.5 deki gibi olsun. Bu durumda

Wm;p(x) (
) ,! Lq(x) (
)

sürekli kompakt gömmesi vard¬r (Fan ve ark. 2001).

Teorem 2.10.8. 
, RN�de s¬n¬rl¬bir bölge; p; q 2 C
�


�
\L1+ (
) olsun. E¼ger her

x 2 
 için mp (x) < N ve q (x) < p� (x) koşullar¬sa¼glan¬yor ise,

Wm;p(x) (
) ,! Lq(x) (
)

sürekli ve kompakt gömmesi vard¬r (Fan ve ark. 2001).

Tan¬m 2.10.9. Wm;p(x) (
) uzay¬nda özel olarak m = 1 al¬nd¬¼g¬nda

W 1;p(x) (
) = {u 2 Lp(x) (
) ; jruj 2 Lp(x) (
) }

uzay¬elde edilir. W 1;p(x) (
) uzay¬üzerindeki norm

kuk1;p(x) = jujp(x) + jrujp(x); 8u 2 W 1;p(x) (
)

olarak verilir. Ayr¬ca, C10 (
) uzay¬n¬n W 1;p(x) (
) uzay¬ndaki kapan¬̧s¬W 1;p(x)
0 (
)

uzay¬olur. W 1;p(x)
0 (
) uzay¬ndaki bir u eleman¬n¬n normunu kukp(x) ile gösterece¼giz.

Teorem 2.10.10. (Poincaré Eşitsizli¼gi) 
, RN�de s¬n¬rl¬ve düzgün bir bölge olmak
üzere, her u 2 W 1;p(x)

0 (
) için

jujp(x) � Cjrujp(x);

olacak şekilde bir C pozitif say¬s¬vard¬r (Fan ve Zhang 2003).

Yukar¬da verilen Poincaré eşitsizli¼ginden hareketle W 1;p(x)
0 (
) üzerinde j � jp(x) ve

k�kp(x) normlar¬denk normlar olur. Dolays¬yla her u 2 W
1;p(x)
0 (
) için

kukp(x) = jrujp(x)

olarak al¬nabilir.
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Teorem 2.10.11. E¼ger 
, RN�de s¬n¬rl¬bir bölge ise; p 2 C
�


�
ve 1 < p(x) < N

iken her x 2 
 için 1 < q (x) < p� (x) koşulunu sa¼glayan her q 2 C
�


�
fonksiyonu için

W 1;p(x) (
) ,! Lq(x) (
)

sürekli gömmesi vard¬r (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 2.10.12. E¼ger 
 = RN ise; p 2 L1+
�
RN
�
, p+ < N ve p : RN ! R

fonksiyonu düzgün sürekli iken q 2 L1+
�
RN
�
fonksiyonu her x 2 RN için

p (x) � q (x)� p� (x)

koşulunu sa¼gl¬yorsa, bu durumda

W 1;p(x)
�
RN
�
,! Lq(x)

�
RN
�

gömmesi süreklidir (Fan ve ark. 2001).
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3. STANDART OLMAYAN BÜYÜME KOŞULLU
DENKLEMLER ·IÇ·IN VARYASYONEL YAKLAŞIM

3.1. Temel Kavramlar

Tan¬m 3.1.1. X bir Banach uzay¬ve J : X ! R, C1 s¬n¬f¬ndan bir fonksiyonel
olmak üzere; 8� 2 X için

hJ 0 (u) ; �i = 0 (3:1:1)

eşitli¼gini sa¼glayan bir u 2 X eleman¬na J fonksiyonelinin bir kritik noktas¬ denir.

Burada h�; �i, Hilbert uzay¬ndaki iç çarp¬md¬r.
Tan¬m 3.1.2. X Banach uzay¬ve A : X ! X� operatörü verilsin. E¼ger

A (�) = J 0 (�)

olacak şekilde bir J 2 C1 (X;R) fonksiyoneli varsa A operatörüne varyasyonel denir.
A bir varyasyonel olmak üzere, bir problem

A (�) = 0

şeklinde bir fonksiyonel denklem biçiminde yaz¬labiliyorsa bu probleme varyasyonel

problem denir.

Tan¬m 3.1.3. X bir Banach uzay¬, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, f : 
� R ! R
sürekli bir fonksiyon ve F (x; u) =

R u
0
f (x; s) ds olmak üzere;

��p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) (E)

şeklinde verilen k¬smi diferansiyel denklemini düşünürsek; bu durumda, J 2 C1 (X;R)
olmak üzere

J (u) =

Z



jrujp(x) dx
p (x)

�
Z



F (x; u)

ifadesine (E) denklemine kaŗs¬l¬k gelen Euler-Lagrange fonksiyoneli veya enerji fonksiy-

oneli denir.

J 2 C1 (X;R) fonksiyonelinin türevi her u; � 2 X için

hJ 0 (u) ; �i =
Z



jrujp(x)�2rur�dx�
Z



f (x; u) �dx

şeklinde tan¬mlan¬r.

Buna göre, her ' 2 C10 (
) test fonksiyonu için,Z



jrujp(x)�2rur'dx�
Z



f (x; u)'dx = 0 (3:1:2)
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eşitli¼gini sa¼glayan u 2 X fonsiyonuna (E) denkleminin bir zay¬f çözümü (weak solu-

tion) veya genelleştirilmiş çözümü denir.

Sonuç 3.1.4. Tan¬m 3.1.1 ve Tan¬m 3.1.3 birlikte de¼gerlendirildi¼ginde kolayca

anlaş¬lca¼g¬ üzere bir fonksiyonelin kritik noktalar¬ ile bu fonksiyonele kaŗs¬l¬k gelen

denklemin zay¬f çözümleri çak¬̧smaktad¬r.

Not 3.1.5. Bir k¬smi diferansiyel denklemde görülen tüm k¬smi sürekli türevlere

sahip çözüme, klasik çözüm denir. Bununla birlikte; bir zay¬f çözüm, denklemdeki baz¬

k¬smi sürekli türevlere sahip olmayabilir.

Tan¬m 3.1.6. X Banach uzay¬ve J : X ! R fonksiyoneli verilsin. E¼ger her

u 2 X için

jJ (u)j �M

olacak şekilde bir pozitif M 2 R de¼geri varsa J fonksiyoneli s¬n¬rl¬d¬r veya iyi tan¬m-
l¬d¬r denir.

Tan¬m 3.1.7. X Banach uzay¬ve J : X ! R fonksiyoneli verilsin. E¼ger her

u 2 X için

J (u�) � J (u)

olacak şekilde bir u� 2 X varsa u� fonksiyonuna J fonksiyonelinin bir minimumu veya

minimize edicisi denir ve

inf
X
J (u) = J (u�)

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 3.1.8. X Banach uzay¬ve J : X ! R fonksiyoneli verilsin. E¼ger her

u 2 X için

inf
X
J (u) = �1; sup

X
J (u) = +1

oluyorsa J fonksiyoneli iyi tan¬ml¬de¼gildir (s¬n¬rs¬zd¬r) denir.

Tan¬m 3.1.9. X Banach uzay¬, J : X ! R fonksiyoneli ve (un) � X dizisi

verilsin.

lim
n!+1

J (un) = inf
u2X

J (u)

eşitli¼gini sa¼glayan (un) dizisine J fonksiyonelinin bir minimize (edici) dizisi denir.

Tan¬m 3.1.10. Daha önce p(x)�Laplace operatorü

��p(x)u = � div(jrujp(x)�2ru)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬. Buna göre p(x)�Laplace operatorüne kaŗs¬l¬k gelen J 2
C1 (X;R) fonksiyoneli

J(u) =

Z



jrujp(x)

p(x)
dx
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şeklinde; bu fonksiyonelin türevi de, L = J 0 : X ! X� olmak üzere,

hL(u); �i =
Z



jrujp(x)�2rur�dx

şeklinde tan¬mlan¬r. Buna göre L için aşa¼g¬daki önermeler denktir (Fan ve Zhang

2003):

i) L : X ! X� operatörü sürekli, s¬n¬rl¬ve kesin monotondur;

ii) L : X ! X� operatörü (S+) koşulunu sa¼glar, yani, e¼ger (un) � X dizisi için

X�de un * u iken

lim
n!1

suphL(un)� L(u); un � ui � 0

oluyor ise o zaman X�de

un ! u

olur;

iii) L : X ! X� operatörü bir homeomor�zmdir.

Tan¬m 3.1.11. X bir Banach uzay¬olmak üzere; bir (un) � X dizisi

i) jJ (un)j � c; c 2 R
ii) J 0 (un)! 0; J 0 : X ! X�

özelliklerini sa¼gl¬yorsa o zaman (un) dizisine J 2 C1 (X;R) fonksiyonelinin Palais-
Smale ((PS)) dizisi denir.

Not 3.1.12. J 2 C1 (X;R) fonksiyonelinin (PS) dizisi bu fonksiyonelin bir mini-
mize dizisidir. Bu diziler e¼ger yak¬nsak bir alt diziye sahipse J için kritik nokta (lar)

üretirler.

Not 3.1.13. E¼ger J 2 C1 (X;R) fonksiyoneli alttan s¬n¬rl¬de¼gilse bu durumda J
fonksiyoneli için bir (PS) dizisinin varl¬¼g¬hakk¬nda kesin bir şey söylenemez; ancak

alttan s¬n¬rl¬ise J fonksiyoneli için bir (PS) dizisi daima elde edilebilir.

Tan¬m 3.1.14. X bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R) olmak üzere; J�nin her (PS)
dizisinin yak¬nsak bir alt dizisi varsa J fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glar denir.

Not 3.1.15. E¼ger bir J fonksiyoneli alttan s¬n¬rl¬ve (PS) koşulunu sa¼gl¬yorsa,
tan¬ml¬oldu¼gu bölgede bir minimuma sahip olur.

Tan¬m 3.1.16. X bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R) olmak üzere;
i) lim

n!1
J (un) = c; c 2 R

ii) J 0 (un)! 0; J 0 : X ! X�

koşullar¬n¬sa¼glayan bir (un) � X dizisi yak¬nsak bir alt diziye sahipse J fonksiyoneli

c 2 R seviyesinde (PS)c koşulunu sa¼glar denir.
Not 3.1.17. E¼ger J fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glarsa her c 2 R için (PS)c

koşulunu da sa¼glar.
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Tan¬m 3.1.18. (X; k�kX) bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R) olmak üzere; bir
(un) � X dizisi

i) jJ (un)j � c; c 2 R
ii) (1 + kunkX) jJ 0 (un)j ! 0; J 0 : X ! X�

özelliklerini sa¼gl¬yorsa o zaman (un) dizisine J 2 C1 (X;R) fonksiyonelinin Cerami
dizisi denir. Ek olarak, e¼ger bu (un) dizisi yak¬nsak bir alt diziye sahipse J fonksiyoneli

Cerami koşulunu sa¼glar denir.

Not 3.1.19. Cerami koşulu, (PS) koşulundan daha zay¬f bir koşuldur. Bu iki

koşul aras¬ndaki temel fark uygulamada ortaya ç¬kar şöyleki; s¬n¬rs¬z bir bölge üz-

erinde çal¬̧s¬l¬rken (PS) koşulunun sa¼glanmad¬¼g¬durumlarda Cerami koşulu sa¼glan-

abilir. Bununla birlikte, e¼ger ilgili J 2 C1 (X;R) fonksiyoneli alttan s¬n¬rl¬ise bu iki
koşul çak¬̧s¬r.

Tan¬m 3.1.20. 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, f : 
� R ! R sürekli bir fonksiyon ve
F (x; u) =

R u
0
f (x; s) ds olmak üzere;

0 < �F (x; u) � f (x; u)u; 8x 2 
; 8u 2 Rn f0g

olacak şekilde bir � > p (p � 2) pozitif say¬s¬varsa f fonksiyonu Ambrosetti-Rabinowitz
koşulunu sa¼glar denir.

Not 3.1.21. Ambrosetti-Rabinowitz koşulu, ilgili J 2 C1 (X;R) fonksiyonelinin
(PS) dizisinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde etmek için kullan¬lan çok önemli bir koşuldur.

Tan¬m 3.1.22. (X; k�kX) bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R) olmak üzere;

kukX !1 iken J (u)! +1

oluyorsa J fonksiyoneline coercive fonksiyonel denir.

Tan¬m 3.1.23. X bir Banach uzay¬, J : X ! R fonksiyoneli ve xn ! x olacak

şekilde (xn) � X dizisi verilsin. Buna göre; bir x 2 X eleman¬için

J (x) � lim
n!1

inf J (xn) (3:1:3)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, J fonksiyoneline x 2 X noktas¬nda alttan yar¬-süreklidir (lower

semi-continuous) denir. E¼ger yukar¬daki eşitsizlik xn * x dizisi için gerçekleşiyorsa,

J fonksiyoneline x 2 X noktas¬nda alttan zay¬f yar¬-süreklidir (weakly lower semi-

continuous) denir.

Tan¬m 3.1.24. 
 � RN aç¬k bir küme ve f : 
� RN ! R[{+1} olmak üzere;
i) h.h.h. x 2 
 için � ! f (x; �) eşlemesi sürekli

ii) her � 2 RN için x! f (x; �) eşlemesi ölçülebilir

oluyorsa f fonksiyonu Carathéodory koşulunu sa¼glar denir.
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Tan¬m 3.1.25. X bir Banach uzay¬ve U s¬n¬f¬, U :={K � Xn{0}: K kapal¬ve

orjine göre simetrik, yani u 2 K iken �u 2 K} şeklinde tan¬mlans¬n.
K 2 U olma üzere, K kümesinin Genusu  (K) ile gösterilir ve

 (K) = min {k � 1; � : K ! Rkn{0} sürekli ve tek olan bir eşleme}

şeklinde tan¬mlan¬r. Herhangi bir k > 0 de¼geri için böyle bir eşleme yoksa  (K) =1
olur. Ve ayr¬ca tan¬mdan aç¬kt¬r ki  (?) = 0 ve e¼ger K sonlu say¬da elemandan

oluşuyorsa  (K) = 1 dir.

Not 3.1.26. A ve B 2 U olmak üzere, e¼ger A ile B homeomor�k iseler o zaman

 (A) =  (B) dir.

3.2. Varyasyonel Yaklaş¬m

Varyasyonel yaklaş¬m, özellikle lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemlerin anal-

izinde kullan¬lan çok etkili bir araçt¬r. Bu yaklaş¬m u bilinmeyen bir fonksiyon ve F (�)
lineer olmayan bir operatör olmak üzere,

F (u) = 0 (3:2:1)

şeklindeki lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemleri çözmek için, fonksiyonel analiz

tekniklerinin kullan¬ld¬¼g¬baz¬varyasyonel hesaplamalara (calculus of variations) dayan¬r.

Halihaz¬rda, (3:2:1) tipindeki denklemlerin çözümünü veren genel bir teorinin mevcut

olmamas¬, varyasyonel yaklaş¬m¬n önemini daha iyi ortaya koymaktad¬r.

Varyasyonel yaklaş¬m, bir diferansiyel denklemi do¼grudan çözmek yerine bu den-

klemin çözümlerini ilgili enerji fonksiyonelinin kritik noktalar¬na veya minimize dizi-

sine kaŗs¬l¬k getirerek bulmay¬amaçlayan bir yaklaş¬md¬r. Varyasyonel yaklaş¬mda iki

temel yöntem kullan¬l¬r.

Birincisi klasik metot olarak adland¬r¬l¬r. Bu metoda göre, (3:2:1) denklemine

kaŗs¬l¬k gelen enerji fonksiyoneli J olmak üzere

F (u) = J 0 (u) (3:2:2)

eşitli¼gi yaz¬labildi¼ginde (3:2:1) denklemi

J 0 (u) = 0 (3:2:3)

haline dönüşür. Bu gösterim sayesinde kolayca görülece¼gi üzere, (3:2:1) denklemini

sa¼glayan u0 bilinmeyen fonksiyonlar¬n¬bulma problemi, (3:2:3) denklemini sa¼glayan

u0 bilinmeyen fonksiyonlar¬n¬bulma problemine dönüşecek ve dolays¬yla J (u) enerji
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fonksiyonelinin kritik noktalar¬, (3:2:1) denkleminin (zay¬f) çözümlerine kaŗs¬l¬k gele-

cektir. Daha aç¬k bir şekilde ifade etmek gerekirse, X bir Banach uzay¬, J : X ! R,

 � RN s¬n¬rl¬bir bölge ve F 2 C1

�

� RN ;R

�
olmak üzere,

J (u) =

Z



F (x; u (x) ;ru (x)) dx

olarak verilen enerji fonksiyonelinin bir düzgün (smooth) minimumu olan u0 fonksiyonu

@F

@u
� d

dx
(
@F

@ (ru)) = 0 (3:2:5)

şeklinde tan¬mlanan ve (3:2:2)�ye kaŗs¬l¬k gelen Euler-Lagrange k¬smi diferansiyel den-

kleminin bir (zay¬f) çözümü olacakt¬r.
·Ikinci metod direkt metod olarak adland¬r¬l¬r. Bu metoda göre, X bir Banach uzay¬

ve (3:2:1) denklemine kaŗs¬l¬k gelen enerji fonksiyoneli J : X ! R olmak üzere

J (un)! inf fJ (u) : u 2 Xg

olacak şekilde bir (un) � X dizisi hesaba kat¬l¬rak

unk ! u0 2 X ve J (u0) = inf
u2X

J (u)

olacak şekilde bir (unk) alt dizisinin varl¬¼g¬gösterilir. Bu durumda (un) dizisi J fonksiy-

onelini minimize eder ve (unk) alt dizisinin yak¬nsad¬¼g¬u0 de¼geri de J fonksiyonelinin

bir minimumu (kritik de¼geri) ve dolays¬yla (3:2:3) denkleminin bir (zay¬f) çözümü olur.

Belirtmekte yarar vard¬r ki yukar¬da bahsedilen yak¬nsaman¬n gerçekleşebilmesi

için bir başka deyi̧sle yak¬nsak bir alt dizinin varl¬¼g¬ndan emin olmak için baz¬kom-

paktl¬k koşullar¬((PS) koşulu, Cerami koşulu) ve nispeten daha zay¬f topolojiler (Dual

uzay üzerinde tan¬ml¬topolojik yap¬lar) kullanma zarureti do¼gabilir.

3.3. Varyasyonel Yaklaş¬mda Kullan¬lan Temel Yöntemler

3.3.1. Kritik Nokta Yöntemi

Modern �zi¼gin tipik özelliklerinden birisi, fenomenleri varyasyonel ilkelere daya-

narak kategorize etmektir. Dolays¬yla birçok problem, uygun bir J enerji fonksiy-

onelinin minimize edilmesi problemi olarak görülebilir. Bu kavray¬̧s, do¼gal olarak, J

fonksiyonelinin kritik noktalar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬n¬gerektirir. Bununla birlikte liner ol-

mayan problemlerin analizinde kullan¬lan varyasyonel metotlar da kritik nokta teori-

sine dayan¬r. Daha önce varyasyonel yaklaş¬m¬n temel amac¬n¬n ilgili fonksiyoneli

minimize etmek oldu¼gu belirtilmi̧sti; ancak ço¼gu problemde söz konusu fonksiyonel
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ne alttan ne de üstten s¬n¬rl¬d¬r, yani fonksiyonel iyi tan¬ml¬de¼gildir. Dolays¬yla bu

fonksiyonelin global minimumundan bahsetmek mümkün olmayacakt¬r. ·I̧ste kritik

nokta yöntemi bu durumda devreye girer ve Minimax teorisinden (Minimax teorisinin

dayand¬¼g¬ birçok farkl¬ yöntem ve argüman mevcuttur; ancak bu tez çal¬̧smas¬n¬n

konusu d¬̧s¬na ç¬kmamak ad¬na bu çal¬̧smada bunlardan biri olan Mountain-Pass Teo-

remi kullan¬lacakt¬r) faydalanarak fonksiyonelin global minimumunlar¬ yerine lokal

minimumunlar¬n¬n veya eyer noktalar¬n¬n elde edilerek söz konusu problemin çözülebile-

ce¼gini öngörür.

3.3.2. Lagrange Çarpan¬Yöntemi

X bir Banach uzay¬, J;� 2 C1 (X;R) ve M ={x 2 X : � (x) = 0} olsun. Farzede-

lim ki J , u 2M�de bir minimuma sahip olsun. E¼ger �0 (u) 6= 0 ise o zaman

J 0 (u) = ��0 (u) (3:3:1)

olacak şekilde bir � 2 R vard¬r. Bu durumda (3:3:1) eşitlini sa¼glayan � 2 R de¼gerine
Lagrange çarpan¬denir.

Baz¬problemlerde ilgili J fonksiyonelini minimize eden u extremum fonksiyonunun

baz¬koşullar/k¬s¬tlamalar alt¬nda bulunmas¬söz konusu olabilir. Bu durumda çözümün

elde edilebilmesi için verilen koşullar/k¬s¬tlamalar fonksiyonelle birlikte de¼gerlendiril-

erek yeni bir fonksiyonel oluşturulmas¬gerekir. Yani, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge olmak
üzere,

J(u) =

Z



F (x; u;ru) dx

fonksiyoneli hesaba kat¬l¬r ve bu fonksiyonelin extremum fonksiyonuZ



G (x; u;ru) dx = k; k 2 R

koşulu alt¬nda istenirse bu durumda yeni fonksiyonel, � 2 R Lagrange çarpan¬olmak
üzere,

I(u) =

Z



(F + �G) dx

olur. Bu durumda I fonksiyonelinin minimumu elde edilerek, istenen extremum fonksiy-

onu, yani J fonksiyonelini minimize eden fonksiyon bulunmuş olur.
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3.3.3. Nehari Manifold Yöntemi

X bir Banach uzay¬, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge ve J 2 C1 (X;R), ilgili denkleme
kaŗs¬l¬k gelen fonksiyonel olmak üzere, ço¼gu problemde J fonksiyoneli X Banach uza-

y¬n¬n tamam¬nda de¼gil, ancak X�in bir alt kümesinde alttan s¬n¬rl¬olabilir. Bu du-

rumda J fonksiyoneli minimumunu (e¼ger varsa) bu alt küme üzerinde al¬r. Bu aç¬dan

de¼gerlendirildi¼ginde ihtiyaç duyulan bu alt kümeyi

M� (
) = {u 2 Xn{0} : hJ 0(u); ui = 0}

biçiminde tan¬mlanan ve Nehari manifold�u denilen küme olarak seçmek isabetli olur.

Tan¬mdan aç¬kça görülece¼gi üzere, J fonksiyonelinin kritik noktalar¬M� (
) üzerindedir

ve haliyle J minimumunu yine M� (
) üzerinde alacakt¬r.

3.3.4. Fibrering Eşleme Yöntemi

X bir Banach uzay¬, 
 � RN s¬n¬rl¬ bir bölge ve J 2 C1 (X;R) olmak üzere,
�u (t) = J (tu) (t > 0) şeklinde tan¬mlanan ve Fibering eşlemesi olarak adland¬r¬lan

dönüşümün (fonksiyonelin) davran¬̧slar¬ ile M� (
) Nehari manifoldu aras¬nda çok

yak¬n bir ili̧ski mevcuttur. Gerçekten de tan¬mlardan kolayl¬kla görülece¼gi üzere u 2
M� (
) olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul �0u (1) = 0 olmas¬d¬r. Daha genel olarak

ifade etmek gerekirse, �0u (t) = 0 olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul tu 2 M� (
)

olmas¬d¬r. Buna göre M� (
) kümesinin elemanlar¬, �u �brering eşlemesinin dur-

gun/kararl¬noktalar¬na (stationary points) veya birbaşka ifadeyle J fonksiyonelinin

kritik noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelir. Dolays¬yla M� (
) Nehari manifoldunu

M+
� = {u 2M� (
) : �

00
u (t) > 0}

M�
� = {u 2M� (
) : �

00
u (t) < 0}

M0
� = {u 2M� (
) : �

00
u (t) = 0}

olacak şekilde s¬ras¬yla (M+
� ) lokal minimum, (M

�
� ) lokal maximum ve (M0

�) dönüm

noktalar¬n¬n kümesi olmak üzere üç farkl¬alt kümeye ay¬rmak mümkündür. Bu du-

rumda aşikard¬r ki e¼ger u, J için bir lokal minimize edici extremum fonksiyonu ise o

zaman �u, t = 1 noktas¬nda bir lokal minimuma sahip olacakt¬r. Sonuç olarak, e¼ger

�00u (t) = 0 ise o zaman t = t (u), J için bir kritik nokta olacakt¬r.

36



Mustafa AVC·I

3.4. Varyasyonel Yaklaş¬mda Kullan¬lan Temel Teoremler

Teorem 3.4.1. (Genelleştirilmi̧s Mountain-Pass Teoremi) (X; k�kX) bir Banach
uzay¬ ve J 2 C1 (X;R) fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glas¬n ve J (0) = 0 olsun.

Farzedelimki

i) kukX > �; J (u) � J (0) = 0,

ii) � = inf{J (u) : u 2 X; kukX = �}> 0, olacak şekilde bir � pozitif say¬s¬ve

u 2 X olsun.

Ayr¬ca G 6= ? olacak şekilde
G ={' 2 C ([0; 1] ; X) : ' (0) = 0; ' (1) = �} ve � = inf{max J (' ([0; 1])) : ' 2 G}

kümeleri verilsin. Bu durumda � � � < +1 olmak üzere; �, J için bir kritik de¼ger

olur (Willem 1996).

Teorem 3.4.2. (Mountain-Pass Geometrisi) (X; k�kX) bir Banach uzay¬ve J 2
C1 (X;R) fonksiyoneli (PS) koşulunu ve J (0) = 0 şart¬n¬sa¼glas¬n. Farzedelimki J

aşa¼g¬daki geometrik koşullar¬sa¼glas¬n:

i) kukX = � olmak üzere her u 2 X için J (u) � � > 0 olacak şekilde � ve � pozitif

say¬lar¬vard¬r,

ii) J (�) < 0 (veya t! +1 iken J (t�) < �1 ) olacak şekilde k�kX > � koşulunu

sa¼glayan bir � 2 X fonksiyonu vard¬r.

Bu durumda J fonksiyonelinin en az bir kritik noktas¬vard¬r (Willem 1996).

Teorem 3.4.3. (Z2-Simetrik Mountain-Pass Teoremi) (X; k�kX) bir Banach uzay¬;
J 2 C1 (X;R), (PS) koşulunu ve J (0) = 0 şart¬n¬sa¼glayan bir çift fonksiyonel olsun.
Farzedelimki J aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

i) kukX = � olmak üzere her u 2 X için J (u) � � > 0 olacak şekilde � ve � pozitif

say¬lar¬vard¬r,

ii) X �in herbir sonlu X1 alt uzay¬için oluşturulan {u 2 X1 : J (u) � 0} kümesi

s¬n¬rl¬d¬r.

Bu durumda J fonksiyoneli s¬n¬rs¬z olan bir kritik de¼gerler dizisine, yani sonsuz

çözüme sahiptir (Willem 1996).

Yard¬mc¬Teorem 3.4.4. (X; k�kX) re�eksif ve ayr¬labilir bir Banach uzay¬olsun.
Bu durumda

X = Span{ejjj 2 N�}, X� = Span{fjjj 2 N�} ve

hfj; eji = �ij

(
i = j; 1

i 6= j; 0
8i; j 2 N� olacak şekilde {ej}j2N� � X ve {fj}j2N� � X�,

N� = Nn{0}, vard¬r.
Bu durumda Xk = Span{ek}, Yk = Span{e1; e2; e3; :::; ek}= �kj=1Xj ve Zk =

�1j=kXj olmak üzere X uzay¬, X = Yk�Zk olacak şekilde iki uzay¬n toplam¬biçiminde
yaz¬labilir (Fan ve Han 2004).

Teorem 3.4.5. (Fountain Teoremi) (X; k�kX) re�eksif ve ayr¬labilir bir Banach
uzay¬, J 2 C1 (X;R) bir çift fonksiyonel, Xk, Yk ve Zk alt uzaylar¬yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬
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gibi olsun. E¼ger herbir k 2 N� de¼geri için
i) inf

u2Zk;kukX=rk
J(u)! +1, k ! +1,

ii) max
u2Yk;kukX=�k

J(u) � 0,

iii) Her c > 0 için J fonksiyoneli (PS)c koşulunu sa¼glayacak şekilde �k > rk >

0 pozitif say¬lar¬bulunabiliyorsa J fonksiyoneli +1�a yak¬nsayan bir kritik de¼gerler
dizisine sahiptir (Fan ve Han 2004).

Tan¬m 3.4.6. (X; k�kX) bir Banach uzay¬, J 2 C1 (X;R), Xk, Yk ve Zk alt uzaylar¬

yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬gibi olsun.
�
unj
�
� X ve unj 2 Ynj olmak üzere,

J
�
unj
�
! c; c 2 R

(J jYnj )
0 �unj�! 0; X��de

koşullar¬n¬sa¼glayan her
�
unj
�
dizisi yak¬nsak bir alt diziye sahipse J fonksiyoneli (PS)�c

koşulunu sa¼glar denir.

Not 3.4.7. E¼ger J fonksiyoneli (PS)�c koşulunu sa¼glarsa her c 2 R için (PS)c
koşulunu da sa¼glar.

Teorem 3.4.8. (Dual Fountain Teoremi) (X; k�kX) re�eksif ve ayr¬labilir bir
Banach uzay¬, J 2 C1 (X;R) bir çift fonksiyonel, Xk, Yk ve Zk alt uzaylar¬yukar¬da

tan¬mlad¬¼g¬gibi olsun. k0 > 0 olmak üzere, herbir k � k0 de¼geri için

i) inf
u2Zk;kukX=�k

J(u) � 0,

ii) bk := max
u2Yk;kukX=rk

J(u) < 0,

iii) dk := inf
u2Zk;kukX��k

J(u)! 0, k ! +1,

iv) Her c 2 [dk0 ; 0) için J fonksiyoneli (PS)
�
c koşulunu sa¼glayacak şekilde �k >

rk > 0 pozitif say¬lar¬bulunabiliyorsa J fonksiyoneli s¬f¬ra yak¬nsayan bir negatif kritik

de¼gerler dizisine sahiptir (Fan ve Han 2004).

Teorem 3.4.9. (Brezis-Nirenberg Teoremi) (X; k�kX) uzay¬, X = X1 � X2 ve

dimX2 <1 olacak şekilde X1 ve X2 alt uzaylar¬n¬n direkt toplam¬şeklinde yaz¬labilen

bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R), (PS) koşulunu ve J (0) = 0 şart¬n¬sa¼glayan bir

fonksiyonel olsun. Farzedelimki J aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

i) R bir pozitif say¬ve kukX � R olmak üzere, her u 2 X1 için J (u) � 0 d¬r,
ii) R bir pozitif say¬ve kukX � R olmak üzere, her u 2 X2 için J (u) � 0 d¬r,

iii) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬ve inf
X
J < 0 d¬r.

Bu durumda J fonksiyoneli s¬f¬rdan farkl¬en az iki kritik noktaya sahiptir (Boure-

anu ve Mihailescu 2008).

Teorem 3.4.10. (Saddle Point Teoremi) (X; k�kX) uzay¬, X = X1 � X2 ve

dimX1 <1 olacak şekilde X1 ve X2 alt uzaylar¬n¬n direkt toplam¬şeklinde yaz¬labilen

bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R), (PS) koşulunu sa¼glayan bir fonksiyonel olsun. E¼ger
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ku1kX = � olmak üzere, her u1 2 X1 için

J (u1) < inf
u22X2

J (u2)

olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa J fonksiyoneli X üzerinde en az bir kritik noktaya

sahiptir (Willem 1996).

Teorem 3.4.11. (Ricceri Kritik Nokta Teoremi) (X; k�kX) bir Banach uzay¬;
� : X ! R, sürekli-Gateaux türevlenebilir ve Gateaux türevinin tersi X� üzerinde

sürekli olan, dizisel alttan zay¬f yar¬-sürekli bir fonksiyonel; 	 : X ! R, sürekli-
Gateaux türevlenebilir ve Gateaux türevi kompakt olan bir fonksiyonel olmak üzere,

farz edelimki aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

i) Her � > 0 için limkukX!1 (� (u) + �	(u)) =1,
ii) � (u0) < r < � (u1) olacak şekilde r 2 R ve u0; u1 2 X vard¬r,

iii) infu2��1((�1;r])	(u) >
(�(u1)�r)	(u0)+(r��(u0))	(u1)

�(u1)��(u0) dir.

Bu durumda öyle bir � � (0;1) aç¬k aral¬¼g¬ve pozitif bir � say¬s¬vard¬r ki herbir
� 2 � için

�0 (u) + �	0 (u) = 0

denkleminin X üzerinde, normlar¬� dan küçük olan, en az üç çözümü vard¬r (Mi-

hailescu 2007).

Teorem 3.4.12. (Ekeland Varyasyonel Prensibi) X bir Banach uzay¬ve J : X !
(�1;1] fonksiyoneli aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:
i) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬d¬r,

ii) J fonksiyoneli X üzerinde alttan zay¬f yar¬-süreklidir.

Bu durumda her " > 0 için

J (u") < inf
u2X

J (u) + "

J (u") < J (u) + "d (u"; u) ; u" 6= u

olacak şekilde bir u" 2 X vard¬r (Ekeland 1974).

Ekeland Varyasyonel Prensibi�nin başka bir versiyonu aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Teorem 3.4.13. (X; k�kX) bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R) fonksiyoneli alttan
s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda her � > 0 de¼geri için

J (u) � inf
X
J + � ve kJ 0 (u)kX� � �

olacak şekilde bir u 2 X vard¬r (Ekeland 1974).
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Teorem 3.4.14. X bir Banach uzay¬; J 2 C1 (X;R), (PS) koşulunu sa¼glayan
bir çift fonksiyonel ve U ile  (�) Tan¬m 3.1.25�te verildi¼gi gibi olsun. Farzedelimki J

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

i) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬d¬r,

ii)  (K) = k ve sup
x2K

J (x) < J (0) olacak şekilde bir K 2 U kompakt kümesi vard¬r.

Bu durumda J fonksiyoneli, kritik de¼gerleri J (0) dan küçük ve birbirinden farkl¬

olan en az k tane kritik noktaya sahiptir (Clarke 1972).

Teorem 3.4.15. (Ljusternik-Schnirelmann Teorisi) J : RN ! R fonksiyoneli C1

s¬n¬f¬ndan olsun. Bu durumda rJ = J 0 nin Sn�1 küresi üzerinde en az 2n tane farkl¬

özfonksiyonu vard¬r (Clarke 1972).

Not 3.4.16. Extremum problemleri içersinde en ilgi çekenlerden biri, verilen bir

operatörün özde¼gerlerinin ve özfonksiyonlar¬n¬n nas¬l bulunaca¼g¬problemidir. Bu aç¬-

dan bak¬ld¬¼g¬nda ve Ljusternik-Schnirelmann teorisi�nin ç¬k¬̧s noktas¬ olan, � 2 R;
x 2 RN ve A = (aij), N -boyutlu bir simetrik matrix olmak üzere,

Ax = �x (3:4:1)

şeklindeki özde¼ger problemi gözönünde tutuldu¼gunda, varyasyonel yöntemlerin potan-

siyel operatörlerle ilgili çal¬̧smalardaki önemi ortaya ç¬kmaktad¬r. Çünkü (3:4:1) prob-

leminin çözümünü elde etmek için uygun bir fonksiyonelin extremumlar¬n¬n incelenmesi

gerekmektedir.

Teorem 3.4.17. X bir Banach uzay¬ve J 2 C1 (X;R) olsun. Farzedelimki J
aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

i) J fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬d¬r,

ii) J fonksiyoneli X üzerinde alttan zay¬f yar¬-süreklidir,

iii) J fonksiyoneli X üzerinde coercive�dir.

Bu durumda J (u0) = inf
u2X

J (u) olacak şekilde bir u0 2 X minimize edici fonksiyonu

vard¬r (Willem 1996).

3.5. Varyasyonel Yaklaş¬m¬n Uyguland¬¼g¬Baz¬Önemli Problemler

Bu k¬s¬mda varyasyonel yaklaş¬m¬n uyguland¬¼g¬başl¬ca eliptik denklem tipleri ve

problemleri, tez konusu ekseninde, k¬saca incelenecektir.
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3.5.1. Standart Olmayan Büyüme Koşullu Eliptik Denklemlerin S¬n¬�and¬r¬l-
mas¬


 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, her x 2 
 için p (x) > 1, p 2 C
�


�
olmak üzere

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; x 2 


u(x) = 0; x 2 @

(P�)

şeklindeki denklemler, F (x; u) =
R u
0
f (x; s) ds olmak üzere, lineer olmayan k¬sm¬oluş-

turan F (x; u) fonksiyonunun sa¼glad¬¼g¬standart olmayan büyüme koşullar¬na göre �zik-

sel aç¬dan farkl¬durumlara kaŗs¬l¬k geldiklerinden farkl¬isimlerle adland¬r¬l¬rlar. Şöyle

ki, F (x; u) =
R u
0
f (x; s) ds ve c > 0 tamsay¬ olmak üzere, F (x; u) fonksiyonunun

sa¼glad¬¼g¬standart olmayan p (x)-büyüme koşulu, her x 2 
 için r (x) > 1, r 2 C
�


�

olmak üzere

jF (x; u)j � c
�
1 + jujr(x)

�
şeklinde verilsin.

Buna göre, (P�) denklemi

i) p (x) > r (x) ise Sublineer problemi

ii) p (x) < r (x) ise Superlineer problemi

iii) p (x) = r (x) ise Rezonans problemi

olarak adland¬r¬l¬r.

Bununla birlikte r (x) ile p� (x), 1 < p (x) < N , aras¬ndaki ili̧skiye göre de (P�)

denklemi farkl¬adlarla verilebilir.

Buna göre, (P�) denklemi

i) r (x) < p� (x)� 1 ise Subcritical problemi

ii) r (x) = p� (x)� 1 ise Crtical problemi

iii) r (x) > p� (x)� 1 ise Rezonans problemi
olarak adland¬r¬l¬r.

Not 3.5.2. E¼ger p (x) � N olursa o zaman (P�) denklemi daima bir Subcritical

problem belirtir.

3.5.2. Dirichlet ve Neumann S¬n¬r De¼ger Problemleri


 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, her x 2 
 için p (x) > 1, p 2 C
�


�
ve f (x; u) : 
�R!

R, baz¬özel koşullar¬(büyüme koşulu, Carathéodory koşulu) sa¼glayan, lineer olmayan
bir fonksiyon olmak üzere, Dirichlet s¬n¬r koşuluna sahip standart olmayan büyüme

koşullu eliptik denklemler için model teşkil edebilecek denklemlerden biri

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; x 2 


u(x) = 0; x 2 @
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şeklinde verilir. Dirichlet s¬n¬r koşuluna sahip bu tip denklemlerle ilgili önemli çal¬̧s-

malara referans olarak [(Fan ve Zhang 2003), (Fan 2005)] çal¬̧smalar¬verilebilir.

Benzer şekilde, Neumann s¬n¬r koşuluna sahip standart olmayan büyüme koşullu

eliptik denklemler için; �, @
 üzerindeki birim vektör olmak üzere,

���p(x)u = � div
�
jrujp(x)�2ru

�
= f (x; u) ; x 2 


@u
@�
= 0; x 2 @


model denklemi verilebilir. Neumann s¬n¬r koşuluna sahip bu tip denklemlerle ilgili

önemli çal¬̧smalara referans olarak [(Boureanu ve Mihailescu 2008), (Mihailescu 2007)]

çal¬̧smalar¬verilebilir.

3.5.3. Özde¼ger Problemi


 � RN s¬n¬rl¬bir bölge ve p (x) > 1 sürekli fonksiyon olmak üzere�
��p(x)u = � jujp(x)�2 u; x 2 


u = 0; x 2 @
 (3:5:1)

biçiminde tan¬mlanan denklem bir lineer olmayan özde¼ger problemidir (Mihailescu

2009). E¼ger (u; �) ikilisi (3:5:1) denkleminin bir çözümü ve u 6= 0 ise bu durumda

� = � (u) =

R


jrujp(x) dxR


jujp(x) dx

(3:5:2)

ve dolays¬yla � > 0 olur.

Bununla birlikte, (3:5:1) denkleminin tüm özde¼gerlerinden oluşan ve

� = �p(x) = {� 2 R : �; (3:5:7) denklemi için bir özde¼ger}

biçiminde tan¬mlanan kümeye Spectrum kümesi denir. E¼ger p (x) fonksiyonu sabit ve

p > 1 ise (3:5:1) denklemi sup� = +1 ve inf � = �1 = �1;p > 0 olacak şekilde bir

özde¼gerler dizisine sahiptir. Burada �1;p, (��p) operatörünün W
1;p
0 (
) uzay¬ndaki

birinci özde¼geri olup

�1;p = inf
u2W 1;p

0 (
)n{0}

R


jrujp dxR


jujp dx (3:5:3)

biçiminde tan¬mlan¬r. (3:5:3) oran¬nda daima inf � > 0 iken (3:5:2) için bu durum

genel olarak gerçekleşmez, yani ço¼gu kez inf � = 0 olmaktad¬r.

�� = ��p(x) = inf �

olmak üzere, Fan ve ark. (2005) taraf¬ndan, N = 1 iken �� > 0 olabilmesi için gerek

ve yeter koşulun p (x)�in monoton olmas¬ oldu¼gu gösterilmi̧s, ayr¬ca U � 
 � RN

olacak şekilde bir aç¬k küme ve her x 2 @U için p (x0) < p (x) (veya p (x0) > p (x))
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olacak şekilde bir x0 2 U eleman¬varsa o zaman key�N boyutlar¬için �� = 0 oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

3.5.4. Rezonans Problemi

Rezonans problemini, 
 � RN s¬n¬rl¬bir bölge, her x 2 
 için p (x) > 1, p 2 C
�


�

ve g (x; s) : 
 � R ! R, baz¬özel koşullar¬(büyüme koşulu, Carathéodory koşulu)
sa¼glayan, lineer olmayan bir fonksiyon olmak üzere�

��pu = � jujp�2 u+ g (x; u) + f (x) ; x 2 

u(x) = 0; x 2 @
 (3:5:4)

model denklemi gözönünde tutulabilir. Buna göre; � 2 R, ��p�nin bir özde¼geri, g

s¬n¬rl¬bir fonksiyon olmak üzere,

lim
juj!�1

� jujp�2 u+ g (x; u)

jujp�2 u
= lim

juj!�1

g (x; u)

jujp�2 u
+ � = � ((3:5:5))

oluyorsa o zaman (3:5:4) ile verilen denklem (sonsuzda) bir rezonans problemi olur.

(3:5:4) denklemi için

i) h.h.h. x 2 
 için jg(x; s)j � c,

ii) h.h.h. x 2 
 için lim
s!�1

g (x; s) = g�1 (x) ve lim
s!+1

g (x; s) = g+1 (x) limitleri

sonlu,

iii) Landesman-Lazer koşulu:R


g+1 (x)� (x) dx <

R


f (x)� (x) dx <

R


g�1 (x)� (x) dx; �, ��ya kaŗs¬l¬k gelen

özfonksiyon,

koşullar¬n¬n varl¬¼g¬kabul edilirse, o zaman rezonans probleminin en az bir çözümünün

oldu¼gu gösterilmi̧stir (Landesman ve Lazer 1970).

3.5.5. Kirchho¤Problemi

Kirchho¤ problemi (lokal olmayan p(x)�Laplace Dirichlet problemi) için, 
 � RN

s¬n¬rl¬bir bölge, her x 2 
 için p (x) > 1, p 2 C
�


�
, f (x; u) : 
 � R ! R, baz¬özel

koşullar¬(büyüme koşulu, Carathéodory koşulu) sa¼glayan, lineer olmayan bir fonksiyon

ve M (t) sürekli bir fonksiyon olmak üzere

(
�M

�R


jrujp(x)
p(x)

dx
�
div(jrujp(x)�2ru) = f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @

(3:5:6)

model denklemi gözönünde tutulabilir. (3:5:6) problemi, Kirchho¤ (1883) taraf¬ndan;

�, P0, h, E ve L sabitler olmak üzere

�
@2u

@t2
� (P0

h
+
E

2L

Z L

0

����@u@x
����2 dx)@2u@x2

= 0; (3:5:7)
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VARYASYONEL YAKLAŞIM

biçiminde ifade edilen denklemin bir modelidir. Asl¬nda (3:5:7) denklemi, D�Alambert�in

dalga denkleminin genelleştirilmi̧s halidir. Fiziksel olarak, (3:5:6) ile verilen Kirchho¤

denklemindeki diverjans¬n lokal olmayan M(
R


jrujp(x)
p(x)

dx) katsay¬s¬, kinetik enerjinin

ortalama de¼gerine ba¼gl¬bir fonksiyondur. Bununla birlikte, (3:5:7) denkleminin dur-

gun (stationary) hali(
�
�
a+ b

R


jruj2 dx

�
�u = f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @


olarak Lions (1978) taraf¬ndan verilmi̧stir.
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4. EL·IPT·IK B·IR DENKLEM S·ISTEM·I ·IÇ·IN
VARYASYONEL ÇÖZÜM

Bu bölümde, her x 2 RN için 1 < p(x); q(x) < N (N � 2) ve F 2 C1
�
RN � R;R

�
olmak üzere 8>>><>>>:

��p(x)u =
@F

@u
(x; u; �) ; x 2 RN

��q(x)� =
@F

@�
(x; u; �) ; x 2 RN

(P;Q)

şeklinde verilen (P;Q) eliptik denklem sisteminin s¬f¬rdan farkl¬çözümlerinin varl¬¼g¬

varyasyonel yaklaş¬mla incelenerek, aşa¼g¬da ifade edilen temel sonuç (Teorem 4.1)

Mountain-Pass Teoremi ve Cerami Koşulu kullan¬larak elde edilecektir (O¼graş ve ark.

2008).

Teorem 4.1. (P;Q) denklem sisteminin s¬f¬rdan farkl¬en az bir (zay¬f) çözümü

vard¬r.

Bundan sonra

Wp(x);q(x) := W
1;p(x)
0

�
RN
�
�W

1;q(x)
0

�
RN
�

şeklinde tan¬mlanan çarp¬m uzay¬ve bu uzay üzerindeki norm

k(u; �)kp(x);q(x) := max { kukp(x) + k�kq(x) }, 8 (u; �) 2 Wp(x);q(x)

olarak al¬nacakt¬r. Burada kukp(x) (kukq(x)), W
1;p(x)
0

�
RN
�
(W 1;q(x)

0

�
RN
�
) uzay¬ndaki

normdur. Ayr¬ca W �
p(x);q(x) uzay¬Wp(x);q(x) uzay¬n¬n duali olup, bu uzay k�k�;p(x);q(x)

normu ile verilecektir.

Bu durumda W�1;p0(x) �RN� (W�1;q0(x) �RN�) uzay¬W 1;p(x)
0

�
RN
�
(W 1;q(x)

0

�
RN
�
)

uzay¬n¬n duali ve k�k�;p(x) (k�k�;q(x)) ise W
1;p(x)
0

�
RN
�
(W 1;q(x)

0

�
RN
�
) uzay¬n¬n normu

olmak üzere

kJ 0(u; �)k�;p(x);q(x) = kD1J(u; �)k�; p(x) + kD2J(u; �)k�; q(x)

olarak al¬nacakt¬r.

Her (u; �), (';  ) 2 Wp(x);q(x) için

F(u; �) =
Z
RN
F (x; u(x); �(x)) dx

olarak tan¬mlans¬n. O zaman

F 0(u; �) (';  ) = D1F(u; �) (') +D2F(u; �) ( )
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olur ki burada

D1F(u; �) (') =
Z
RN

@F

@u
(x; u; �)'dx

ve

D2F(u; �) ( ) =
Z
RN

@F

@�
(x; u; �) dx

dir.

(P;Q) denklem sistemine kaŗs¬l¬k gelen Euler-Lagrange fonksiyoneli J : Wp(x);q(x) !
R,

J(u; �) =

Z
RN

jrujp(x)

p(x)
dx+

Z
RN

jr�jq(x)

q(x)
dx�F(u; �)

olur. Standart argümanlardan J 2 C1
�
Wp(x);q(x);R

�
ve her (u; �) ; (';  ) 2 Wp(x);q(x)

için

J 0(u; �) (';  ) = D1J(u; �) (') +D2J(u; �) ( )

dir. Dolays¬yla J fonksiyonelinin kritik noktalar¬, (P;Q) denklem sisteminnin zay¬f

çözümleri olur. Burada

D1J(u; �) (') =

Z
RN
jrujp(x)�2rur'dx�D1F(u; �) (')

ve

D2J(u; �) ( ) =

Z
RN
jr�jq(x)�2r�r dx�D2F(u; �) ( )

dir.

Her (';  ) 2 Wp(x);q(x) içinZ
RN
jrujp(x)�2rur'dx+

Z
RN
jr�jq(x)�2r�r dx

=

Z
RN

@F

@u
(x; u; �)'dx+

Z
RN

@F

@�
(x; u; �) dx

oluyorsa o zaman (u; �) 2 Wp(x);q(x) ikilisi (P;Q) denklem sisteminin bir zay¬f çözümü

olur.

Yukar¬da ifade edilen (P;Q) denklem sistemi aşa¼g¬daki koşullar alt¬nda incelenecek-

tir:

(F1) : F 2 C1
�
RN � R2;R

�
ve F (x; 0; 0) = 0:

(F2) : Her (u; �) 2 R2 ve h.h.h x 2 RN için
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����@F@u (x; u; �)
���� � a1(x) j(u; �)jp

��1 + a2(x) j(u; �)jp
+�1

����@F@� (x; u; �)
���� � b1(x) j(u; �)jq

��1 + b2(x) j(u; �)jq
+�1

burada

1 < p�; q� � p+; q+ < (p�)�; (q�)�

ai 2 L�(x)
�
RN
�
\ L�(x)

�
RN
�
; bi 2 L(x)

�
RN
�
\ L�(x)

�
RN
�
; i = 1; 2:

�(x) =
p(x)

p(x)� 1 ; (x) =
q(x)

q(x)� 1 ; ep (x) = p�(x)p (x)

p�(x)� p (x)
; eq (x) = q�(x)q (x)

q�(x)� q (x)

�(x) =
p�(x)q�(x)

p�(x)q�(x)� (p�(x) + q�(x))

dir.

(F3) : OF = (@F
@u
; @F
@�
) olmak üzere, her (x; u; �) 2 RN � R2n{(0; 0)} için

(u; �) � OF (x; u; �)� F (x; u; �) � 0:

(F4) :

lim
j(u;�)j!0

sup
p(x)q(x) jF (x; u; �)j

q(x)a(x) jujp(x) + p(x)b(x) j�jq(x)
< �1

< lim
j(u;�)j!+1

inf
p(x)q(x) jF (x; u; �)j

q(x)a(x) jujp(x) + p(x)b(x) j�jq(x)

olacak şekilde a 2 LN=p(x)
�
RN
�
ve b 2 LN=q(x)

�
RN
�
pozitif-s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬vard¬r.

�1, RN�de (
��p(x)u = �a(x) jujp(x)�2 u; x 2 RN

��q(x)� = �b(x) j�jq(x)�2 �; x 2 RN

şeklinde tan¬ml¬lineer olmayan problemin bir özde¼geri olsun. Ayr¬ca �1

�1 = inf

8<:
R
RN (

jrujp(x)
p(x)

+ jr�jq(x)
q(x)

)dxR
RN (

a(x)jujp(x)
p(x)

+ b(x)j�jq(x)
q(x)

)dx
: (u; �) 2 Wp(x);q(x)n{ (0; 0) }

9=;
şeklinde karekterize edilsin (Fan ve ark. 2005). Bundan sonraki i̧slemlerde her (u; �) 2
Wp(x);q(x)n{(0; 0)} için �1�in pozitif bir reel say¬oldu¼gu kabul edilecektir.
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Yard¬mc¬Teorem 4.2. C0;1+
�
RN
�
, RN üzerinde tan¬ml¬Lipschitz-sürekli fonksiyon

uzay¬n¬göstermek üzere, p 2 C0;1+
�
RN
�
ve her u 2 W 1;p(x)

0

�
RN
�
için

jujp�(x) � c kukp(x)

olacak şekilde bir c pozitif say¬s¬vard¬r [(Diening 2004), (Edmunds ve Rákosník 2000)].

Temel sonucun elde edilebilmesi için öncelikle aşa¼g¬daki yard¬mc¬teoremler göster-

ilecektir.

Yard¬mc¬Teorem 4.3. (F1) ve (F2) koşullar¬alt¬nda F fonksiyoneli iyi tan¬ml¬

ve Wp(x);q(x) üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan olur ve türevi her (u; �) ; (!; z) 2 Wp(x);q(x) için

F 0(u; �) (!; z) =

Z
RN

@F

@u
(x; u; �)!dx+

Z
RN

@F

@�
(x; u; �)zdx

şeklindedir.
·Ispat. (F1) ve (F2) koşullar¬alt¬nda her (u; �) 2 Wp(x);q(x) ikilisi için

F (x; u; �) =

Z u

0

@F

@s
(x; s; �)ds+ F (x; 0; �)

=

Z u

0

@F

@s
(x; s; �)ds+

Z �

0

@F

@s
(x; 0; s)ds+ F (x; 0; 0)

ve

F (x; u; �) � c1[a1 (x)
�
jujp

�
+ j�jp

��1 juj
�
+ a2 (x)

�
jujp

+

+ j�jp
+�1 juj

�
+b1 (x) j�jq

�
+ b2 (x) j�jq

+

]

ifadesi elde edilir. Dolays¬yla

Z
RN
F (x; u; �) dx � c2[

Z
RN
a1 (x) jujp

�
dx+

Z
RN
a1 (x) j�jp

��1 juj dx+
Z
RN
a2 (x) jujp

+

dx

+

Z
RN
a2 (x) j�jp

+�1 juj dx+
Z
RN
b1 (x) j�jq

�
dx+

Z
RN
b2 (x) j�jq

+

dx]

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu durumda, p� > 1 olmak üzere e¼ger

W
1;p(x)
0

�
RN
�
,! Lp

�p(x)
�
RN
�
=)

���jujp����
p(x)

= jujp
�

p�p(x) � c kukp
�

p(x)

gömmeleri, Teorem 2.9.9, Teorem 2.9.13, Teorem 4.2 ve ai 2 L�(x)
�
RN
�
\L�(x)

�
RN
�
;

bi 2 L(x)
�
RN
�
oldu¼gu hesaba kat¬l¬rsa
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Z
RN
F (x; u; �) dx � c1(ja1j�(x)

���jujp����
p(x)
+ja1j�(x)

���j�jp��1���
q�(x)

jujp�(x)+ja2j�(x)
���jujp+���

p(x)

+ ja2j�(x)
���j�jp+�1���

q�(x)
jujp�(x) + jb1j(x)

���j�jq����
q(x)

+ jb2j(x)
���j�jq+���

q(x)
)

= c1(ja1j�(x) juj
p�

p�p(x) + ja1j�(x) j�j
p��1
(p��1)q�(x) jujp�(x) + ja2j�(x) juj

p+

p+p(x)

+ ja2j�(x) j�j
p+�1
(p+�1)q�(x) jujp�(x) + jb1j(x) j�j

q�

q�q(x) + jb2j(x) j�j
q+

q+q(x) )

� c3(ja1j�(x) kuk
p�

p(x) + ja1j�(x) k�k
p��1
q(x) kukp(x) + ja2j�(x) kuk

p+

p(x)

+ ja2j�(x) k�k
p+�1
q(x) kukp(x) + jb1j(x) k�k

q�

q(x) + jb2j(x) k�k
q+

q(x)) <1

sonucu elde edilir ki bu F�nin iyi tan¬ml¬oldu¼gunu gösterir. Benzer şekilde F 0�nin

de Wp(x);q(x) uzay¬nda iyi tan¬ml¬oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir: Gerçekten (F2) kul-

lan¬l¬rsa, her (!; z) 2 Wp(x);q(x) için

F 0(u; �) (!; z) =

Z
RN

@F

@u
(x; u; �)!dx+

Z
RN

@F

@�
(x; u; �) zdx

�
Z
RN
(a1(x) j(u; �)jp

��1 + a2(x) j(u; �)jp
+�1) j!j dx

+

Z
RN
(b1(x) j(u; �)jq

��1 + b2(x) j(u; �)jq
+�1) jzj dx

�
Z
RN
a1(x) jujp

��1 j!j dx+
Z
RN
a1(x) j�jp

��1 j!j dx

+

Z
RN
a2(x) jujp

+�1 j!j dx+
Z
RN
a2(x) j�jp

+�1 j!j dx

+

Z
RN
b1(x) jujq

��1 jzj dx+
Z
RN
b1(x) j�jq

��1 jzj dx

+

Z
RN
b2(x) jujq

+�1 jzj dx+
Z
RN
b2(x) j�jq

+�1 jzj dx

olur. Teorem 2.9.9, Teorem 2.9.13, Teorem 4.2 ve ep (x) > p (x), eq (x) > q (x) koşullar¬

hesaba kat¬l¬rsa
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Z
RN

@F

@u
(x; u; �)!dx � ja1j�(x)

���jujp��1���
p�(x)

j!jep(x) + ja1j�(x)
���j�jp��1���

q�(x)
j!jp�(x)

+ ja2j�(x)
���jujp+�1���

p�(x)
j!jep(x) + ja2j�(x)

���j�jp+�1���
q�(x)

j!jp�(x)

� ja1j�(x) juj
p��1
(p��1)p�(x) j!jep(x) + ja1j�(x) j�jp��1(p��1)q�(x) j!jp�(x)

+ ja2j�(x) juj
p+�1
(p+�1)p�(x) j!jep(x) + ja2j�(x) j�jp+�1(p+�1)q�(x) j!jp�(x)

� c4(ja1j�(x) kuk
p��1
p(x) + ja1j�(x) k�k

p��1
q(x) + ja2j�(x) kuk

p+�1
p(x) + ja2j� k�k

p+�1
q(x) ) k!kp(x) <1

ve benzer şekilde

Z
RN

@F

@�
(x; u; �)zdx

� c5(jb1j�(x) kuk
q��1
p(x) + jb1j(x) k�k

q��1
q(x) + jb2j�(x) kuk

q+�1
p(x) + jb2j(x) k�k

q+�1
q(x) ) kzkq(x)

< 1

sonucu elde edilir, yani F 0 iyi tan¬ml¬d¬r.

F�nin Fréchet anlam¬nda türevlenebilir oldu¼gunu ispatlamak için sabit bir (u; �) 2
Wp(x);q(x) ikilisi, herhangi bir " > 0 de¼geri ve (k!kp(x)+ kzkq(x)) � � özelli¼gini sa¼glayan

her (!; z) 2 Wp(x);q(x) için

jF(u+ !; � + z)�F(u; �)�F 0(u; �) (!; z)j � "(k!kp(x) + kzkq(x));

olacak şekilde bir � = ("; u; �) > 0 say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬n gösterilmesi gerekir.

Br, merkezi RN�nin orjininde ve yar¬çap¬r olan bir aç¬k yuvar, B0
r ise B

0
r = RN �

Br olarak tan¬mlans¬n: Ayr¬ca, Fr fonksiyoneli W 1;p(x)
0 (Br) � W

1;q(x)
0 (Br) üzerinde

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n

Fr(u; �) =
Z
B0r

F (x; u(x); �(x)) dx:

Buna göre (F1) ve (F2) koşullar¬hesaba kat¬l¬rsa Fr 2 C1(W 1;p(x)
0 (Br)�W 1;q(x)

0 (Br))

oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir. Ek olarak her (!; z) 2 W 1;p(x)
0 (Br)�W

1;q(x)
0 (Br) için

F 0
r(u; �) (!; z) =

Z
Br

@F

@u
(x; u; �)!dx+

Z
Br

@F

@�
(x; u; �)zdx

oldu¼gu da aç¬kt¬r.

Bunula birlikte, F 0
r : Wp(x);q(x) ! W �

p(x);q(x) eşlemesi kompakt oldu¼gundan [(Fan ve

Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)] her (u; �) ; (!; z) 2 Wp(x);q(x) için
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jF(u+ !; � + z)�F(u; �)�F 0(u; �) (!; z)j
� jFr(u+ !; � + z)�Fr(u; �)�F 0

r(u; �) (!; z)j

+

����Z
B0r

(F (x; u+ !; � + z)� F (x; u; �)� @F

@u
(x; u; �)! � @F

@�
(x; u; �)z)dx

����
ifadesi yaz¬labilir. Ortalama de¼ger teoreminden

F (x; u+ !; � + z)� F (x; u; �) =
@F

@u
(x; u+ �1!; �)! +

@F

@�
(x; u; � + �2z)z

olacak şekilde �1; �2 2 (0; 1) say¬lar¬vard¬r. Dolays¬yla (F2) koşulu hesaba kat¬l¬rsa

����Z
B0r

(
@F

@u
(x; u+ �1!; �)! +

@F

@�
(x; u; � + �2z)z �

@F

@u
(x; u; �)! � @F

@�
(x; u; �)z)dx

����
�
����Z
B0r

(a1(x)(ju+ �1!j
p��1 � jujp

��1) + a2(x)(ju+ �1!j
p+�1 � jujp

+�1)) j!j dx

+

Z
B0r

(b1(x)(j� + �2zj
q��1 � j�jq

��1) + b2(x)(j� + �2zj
q+�1 � j�jq

+�1)) jzj dx
����

elde edilir. ja+ bjs � 2s�1 (jajs + jbjs) eşitsizli¼ginin yard¬m¬yla her a; b 2 RN için

�
�
2p

��1 � 1
�Z

B0r

a1(x) jujp
��1 j!j dx+ (�12)

p��1
Z
B0r

a1(x) j!jp
��1 j!j dx

+
�
2p

+�1 � 1
�Z

B0r

a2(x) jujp
+�1 j!j dx+ (�12)

p+�1
Z
B0r

a2(x) j!jp
+�1 j!j dx

+
�
2q

��1 � 1
�Z

B0r

b1(x) j�jq
��1 jzj dx+ (�22)

q��1
Z
B0r

b1(x) jzjq
��1 jzj dx

+
�
2q

+�1 � 1
�Z

B0r

b2(x) j�jq
+�1 jzj dx+ (�22)

q+�1
Z
B0r

b2(x) jzjq
+�1 jzj dx

olur. Teorem 2.9.9, Teorem 2.9.13 ve Teorem 4.2 uygulan¬rsa

� c6(ja1j�(x)
���jujp��1���

p�(x)
j!jep(x) + ja1j�(x)

��� j!jp��1���
p�(x)

j!jep(x)

+ ja2j�(x)
���jujp+�1���

p�(x)
j!jep(x) + ja2j�(x)

���j!jp+�1���
p�(x)

j!jep(x)
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+ jb1j(x)
���j�jq��1���

q�(x)
jzjeq(x) + jb1j(x)

���jzjq��1���
q�(x)

jzjeq(x)

+ jb2j(x)
���j�jq+�1���

q�(x)
jzjeq(x) + jb2j(x)

���jzjq+�1���
q�(x)

jzjeq(x))

� c7((ja1j�(x) kuk
p��1
p(x) +ja1j�(x) k!k

p��1
p(x) )+(ja2j�(x) kuk

p+�1
p(x) +ja2j�(x) k!k

p+�1
p(x) )) k!kp(x)

+ ((jb1j(x) k�k
q��1
q(x) + jb1j(x) kzk

q��1
q(x) ) + (jb2j(x) k�k

q+�1
q(x) + jb2j(x) kzk

q+�1
q(x) )) kzkq(x)

olur. r !1 iken r�nin yeterince büyük de¼gerleri için, i = 1; 2 olmak üzere

jaijL�(x)(B0r) ! 0 (4:1)

jbijL(x)(B0r) ! 0

olaca¼g¬ndan

����Z
B0r

(F (x; u+ !; � + z)� F (x; u; �)� @F

@u
(x; u; �)! � @F

@�
(x; u; �)z)dx

����
� "(k!kp(x) + kzkq(x))

sonucu elde edilirki bu F�nin Fréchet anlam¬nda türevlenebilir oldu¼gunu gösterir. Son
olarak F 0�nin Wp(x);q(x) üzerinde sürekli oldu¼gunu gösterebilmek için (un; �n)! (u; �)

olacak şekilde (un; �n) ; (u; �) 2 Wp(x);q(x) al¬ns¬n. Buna göre, her (!; z) 2 Wp(x);q(x)

için yaz¬l¬r ve (F2) koşulu kullan¬l¬rsaZ
B0r

a1(x)(junjp
��1 + jujp

��1 + j�njp
��1 + j�jp

��1) j!j dx

+

Z
B0r

a2(x)(junjp
+�1 + jujp

+�1 + j�njp
+�1 + j�jp

+�1) j!j dx (I1)

+

Z
B0r

b1(x)(junjq
��1 + jujq

��1 + j�njq
��1 + j�jq

��1) jzj dx

+

Z
B0r

b2(x)(junjq
+�1 + jujq

+�1 + j�njq
+�1 + j�jq

+�1) jzj dx (I2)

elde edilir. Doays¬yla,
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I1 �
Z
B0r

a1(x) junjp
��1 j!j dx+

Z
B0r

a1(x) jujp
��1 j!j dx

+

Z
B0r

a1(x) j�njp
��1 j!j dx+

Z
B0r

a1(x) j�jp
��1 j!j dx

+

Z
B0r

a2(x) junjp
+�1 j!j dx+

Z
B0r

a2(x) jujp
+�1 j!j dx

+

Z
B0r

a2(x) j�njp
+�1 j!j dx+

Z
B0r

a2(x) j�jp
+�1 j!j dx

� c9(ja1j�(x) kunk
p��1
p(x) +ja1j�(x) kuk

p��1
p(x) +ja1j�(x) k�nk

p��1
q(x) +ja1j�(x) k�k

p��1
q(x)

+ ja2j�(x) kunk
p+�1
p(x) +ja2j�(x) kuk

p+�1
p(x) +ja2j�(x) k�nk

p+�1
q(x) +ja2j�(x) k�k

p+�1
q(x) ) k!kp(x)

ve benzer olarak

I2 � c10(jb1j�(x) kunk
q��1
p(x) +jb1j�(x) kuk

q��1
p(x) +jb1j(x) k�nk

q��1
q(x) +jb1j(x) k�k

q��1
q(x)

+ jb2j�(x) kunk
q+�1
p(x) +jb2j�(x) kuk

q+�1
p(x) +jb2j(x) k�nk

q+�1
q(x) +jb2j(x) k�k

q+�1
q(x) ) kzkq(x)

olur. F 0
r, W

1;p(x)
0 (Br)�W

1;q(x)
0 (Br) üzerinde sürekli oldu¼gundan n!1 iken

jF 0
r (un; �n) (!; z)�F 0

r (u; �) (!; z)j ! 0

olur. Ayr¬ca, (4:1) ifadesi kullan¬l¬p r yeterince büyük al¬n¬rsa I1 ve I2 ifadeleri de s¬f¬r

olur. Dolays¬yla (un; �n)! (u; �) iken

jF 0 (un; �n) (!; z)�F 0 (u; �) (!; z)j ! 0

elde edilir ki bu F 0 nin, Wp(x);q(x) üzerinde sürekli oldu¼gunu gösterir. �
Yard¬mc¬Teorem 4.4. (F1) ve (F2) koşullar¬alt¬ndaF 0 fonksiyoneliWp(x);q(x)�den

W �
p(x);q(x)�ye kompaktt¬r:
·Ispat. (un; �n), Wp(x);q(x) uzay¬nda s¬n¬rl¬bir dizisi olsun. Wp(x);q(x) re�eksif uzay

oldu¼gundan (un; �n) dizisiWp(x);q(x)�de zay¬f yak¬nsak bir alt diziye sahip olur (kolayl¬k

aç¬s¬ndan bu alt dizi de (un; �n) olarak gösterilecektir). Bu durumda, yukar¬daki i̧slem-

lerle benzer ad¬mlar takip edilirse
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jF 0 (un; �n) (!; z)�F 0 (u; �) (!; z)j

� jF 0
r (un; �n) (!; z)�F 0

r (u; �) (!; z)j

+

����Z
B0r

(
@F

@u
(x; un; �n)�

@F

@u
(x; u; �))!dx

����
+

����Z
B0r

(
@F

@�
(x; un; �n)�

@F

@�
(x; u; �))zdx

����
elde edilir. K¬s¬tlama operatörü sürekli olaca¼g¬ndan W

1;p(x)
0 (Br) � W

1;q(x)
0 (Br)�de

(un; �n) * (u; �) olur. F 0
r�nin kompakt oldu¼gu gözönünde tutulur ve n!1 al¬n¬rsa,

eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim s¬f¬ra gider. Ve yine r�nin yeterince büyük de¼ger-

leri için I1 ve I2 ifadelerinin de s¬f¬r oldu¼gu görülür. Bu durumda F 0 fonksiyonelinin

Wp(x);q(x)�den W �
p(x);q(x)�ye kompaktl¬¼g¬elde edilir. �

Yard¬mc¬Teorem 4.5. E¼ger (F1), (F2) ve (F3) koşullar¬sa¼glan¬rsa o zaman J
fonksiyoneli Cerami koşulunu (k¬saca (C) koşulu) sa¼glar, yani

i) jJ (un; �n)j � c;

ii) n! +1 iken (1 + kunkp(x) + k�nkq(x)) kJ 0 (un; �n)k�;p(x);q(x) ! 0;

koşullar¬n¬sa¼galyan her (un; �n) 2 Wp(x);q(x) dizisinin yak¬nsak bir alt dizisi vard¬r.
·Ispat. (ii) koşulundan, her (!; z) 2 Wp(x);q(x) için n!1 iken J 0 (un; �n) (!; z) �

�n ! 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Şimdi (!; z) = (un; �n) olarak al¬n¬rsa

�n � J 0 (un; �n) (un; �n)

� kunkp
�

p(x) + k�nk
q�

q(x) �
Z
RN
(
@F

@u
(x; un; �n)un +

@F

@�
(x; un; �n)�n)dx

yaz¬labilir. Bununla birlikte, (i) koşulundan

c � �J (un; �n) � �
1

p+
kunkp

�

p(x) �
1

q+
k�nkq

�

q(x) +

Z
RN
F (x; un; �n)dx

elde edilir. (F3) koşulu kullan¬l¬rsa
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�n + c � J 0 (un; �n) (un; �n)� J (un; �n)

� (1� 1

p+
) kunkp

�

p(x) + (1�
1

q+
) k�nkq

�

q(x) +

Z
RN
F (x; un; �n)dx

�
Z
RN
(
@F

@u
(x; un; �n)un +

@F

@�
(x; un; �n)�n)dx

� (1� 1

p+
) kunkp

�

p(x) + (1�
1

q+
) k�nkq

�

q(x)

oldu¼gu elde edilir ki bu (un; �n) dizisininWp(x);q(x)�de s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterir. Dolays¬yla,

(un; �n) dizisi Wp(x);q(x)�de zay¬f yak¬nsak bir alt diziye sahip olur (kolayl¬k aç¬s¬ndan

bu alt dizi de (un; �n) olarak gösterilecektir). Şimdi (un; �n) dizisinin bir Cauchy alt

dizisine sahip oldu¼gunun gösterilmesi gerekir.

Buna göre, ���, RN�deki standart iç çarp¬m ve a; b 2 RN olmak üzere

22�p ja� bjp �
�
a jajp�2 � b jbjp�2

�
� (a� b) ; p � 2 ise (4:2)

(p� 1) ja� bj2 (jaj+ jbj)p�2 �
�
a jajp�2 � b jbjp�2

�
� (a� b) ; 1 < p < 2 ise (4:3)

eşitsizlikleri kullan¬lacakt¬r. Bununla birlikte, Up ve Uq kümeleri

Up = {x 2 RN : p (x) � 2}; Vp = {x 2 RN : 1 < p (x) < 2}

Uq = {x 2 RN : q (x) � 2}; Vq = {x 2 RN : 1 < q (x) < 2}

olarak, �n;k ve �n;k ise

�n;k = (jrunjp(x)�2run � jrukjp(x)�2ruk) � (run �ruk) ;

�n;k = (jrunj+ jrukj)2�p(x)

şeklinde al¬nacakt¬r. Buna göre,

p (x) � 2 iken; (4:2) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa
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22�p
+

Z
Up

jrun �rukjp(x) dx

�
Z
Up

((jrunjp(x)�2run � jrukjp(x)�2ruk) � (run �ruk))dx

�
Z
RN
�n;kdx := Tn;k

= (D1J(un; �n)�D1J(uk; �k) +D1F(un; �n)�D1F(uk; �k)) (un � uk)

� (kD1J(un; �n)k�;p(x);q(x) + kD1J(uk; �k)k�;p(x);q(x)) kun � ukkp(x)
+ kD1F(un; �n)�D1F(uk; �k)k�;p(x);q(x) kun � ukkp(x)

elde edilir.

1 < p(x) < 2 iken; (4:3) eşitsizli¼gi ve Teorem 2.9.1 kullan¬l¬rsa

Z
Vp

jrun �rukjp(x) dx

�
Z
Vp

jrun �rukjp(x) (jrunj+ jrukj)
p(x)(p(x)�2)

2 (jrunj+ jrukj)
p(x)(2�p(x))

2 dx

� 2

����jrun �rukjp(x)	� p(x)
2

n;k

����
2

p(x)

�
����	 p(x)

2
n;k

����
2

2�p(x)

� 2max

8<:
�Z

RN
jrun �rukj2	�1n;kdx

� p�
2

;

�Z
RN
jrun �rukj2	�1n;kdx

� p+

2

9=;
�max

8<:
�Z

RN
	

p(x)
2�p(x)
n;k dx

� 2�p�
2

;

�Z
RN
	

p(x)
2�p(x)
n;k dx

� 2�p+
2

9=;
� 2max

��
p� � 1

�� p�
2 T

p�
2

n;k ;
�
p� � 1

�� p+

2 T
p+

2
n;k

�

�max

8<:
�Z

RN
	

p(x)
2�p(x)
n;k dx

� 2�p�
2

;

�Z
RN
	

p(x)
2�p(x)
n;k dx

� 2�p+
2

9=;
elde edilir. Tn;k�n¬n, n ve k�ya göre W

1;p(x)
0

�
RN
�
�de düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gu, m ! +1

iken kJ 0(um; �m)k�;p(x);q(x) ! 0 oldu¼gu, F 0�nin kompaktl¬¼g¬ve Teorem 2.9.2 gözönünde

tutulursa

lim
n;k!+1

Z
RN
jrun �rukjp(x) dx = 0
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sonucu elde edilir. Benzer şekilde

lim
n;k!+1

Z
RN
jr�n �r�kjq(x) dx = 0

olacak şekilde bir (un; �n) alt dizisi bulunabilir. Dolays¬yla, uygun bir alt dizi için,

Teorem 2.9.1�den

lim
n;k!+1

k(un; �n)� (uk; �k)k�;p(x);q(x) = 0

olur. Bu durumda; (un; �n) dizisinin bir Cauchy alt dizisine sahip oldu¼gu ve dolays¬yla

Wp(x);q(x)�de güçlü yak¬nsak bir alt diziye sahip oldu¼gu anlaş¬l¬r. �
Yard¬mc¬Teorem 4.6. (F1) � (F4) koşullar¬alt¬nda J fonksiyoneli aşa¼g¬daki

önermeleri sa¼glar:

i) kukp(x) + k�kq(x) = � olmak üzere her (u; �) 2 Wp(x);q(x) için J (u; �) � � > 0

olacak şekilde � ve � pozitif say¬lar¬vard¬r.

ii) kEkp(x);q(x) > � ve J (E) < 0 olacak şekilde bir E 2 Wp(x);q(x) vard¬r.

·Ispat. (F4) koşulundan kukp(x) + k�kq(x) = � olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬

bulunabilir. Dolays¬yla

F (x; u; �) < �1

 
a (x) jujp(x)

p (x)
+
b (x) j�jq(x)

q (x)

!
Z
RN
F (x; u; �) < �1

Z
RN

 
a (x) jujp(x)

p (x)
+
b (x) j�jq(x)

q (x)

!
dx

yaz¬labilir. �1�in tan¬m¬ndanZ
RN
F (x; u; �) <

Z
RN

 
jrujp(x)

p (x)
+
jr�jq(x)

q (x)

!
dx

0 <

Z
RN

 
jrujp(x)

p (x)
+
jr�jq(x)

q (x)

!
dx�

Z
RN
F (x; u; �) = J (u; �)

oldu¼gu elde edilir. Dolays¬yla J � � > 0 olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

(F4) koşulundan öyle bir pozitif � say¬s¬bulunabilir ki budurumda t�nin yeterince

büyük de¼gerleri için, (� ; �) 2 Wp(x);q(x) olmak üzere

F
�
x; t1=p(x)� ; t1=q(x)�

�
� t (�1 + �)

 
a (x) j� jp(x)

p (x)
+
b (x) j�jq(x)

q (x)

!
olur. Dolays¬yla
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J
�
t1=p(x)� ; t1=q(x)�

�
= t

Z
RN

 
jr� jp(x)

p (x)
+
jr�jq(x)

q (x)

!
dx�

Z
RN
F
�
x; t1=p(x)� ; t1=q(x)�

�
dx

� t

Z
RN
(
jr� jp(x)

p (x)
+
jr�jq(x)

q (x)
)dx� t (�1 + �)

 Z
RN

a (x) j� jp(x)

p (x)
dx+

Z
RN

b (x) j�jq(x)

q (x)
dx

!

elde edilir ki buradan

J
�
t1=p(x)� ; t1=q(x)�

�
� ��t(

�
1

p+

Z
RN
a (x) j� jp(x) dx+ 1

q+

Z
RN
b (x) j�jq(x) dx

�
oldu¼gu ç¬kar. Bu son ifadeden lim

t!+1
J
�
t1=p(x)� ; t1=q(x)�

�
= �1 ve sonuç olarak t�nin

yeterince büyük de¼gerleri için J
�
t1=p(x)� ; t1=q(x)�

�
� 0 oldu¼gu¼g elde edilir: ·Ispat biter.

�
Temel Sonuç 4.7. (Teorem 4.1�in ispat¬)
Yard¬mc¬Teorem 4.5 ve Yard¬mc¬Teorem 4.6�dan hareketle (Mountain-Pass Geometrisi)

J fonksiyonelinin en az bir kritik noktas¬vard¬r. Dolays¬yla, (P;Q) denklem sistem-

inin s¬f¬rdan farkl¬en az bir çözümü vard¬r. Teorem 4.1�in ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

�
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5. KIRCHHOFF DENKLEM·I ·IÇ·IN VARYASYONEL ÇÖZÜM

Doktora çal¬̧smas¬n¬n bu son bölümünde, 
 � RN düzgün ve s¬n¬rl¬bir bölge ve
p 2 C

�


�
, 1 < p (x) < N koşulunu sa¼glayan bir fonksiyon olmak üzere(
�M

�R


jrujp(x)
p(x)

dx
�
div(jrujp(x)�2ru) = f (x; u) ; x 2 


u = 0; x 2 @

(P)

şeklindeki lokal olmayan p(x)�Laplace Dirichlet problemi (p(x)�Kirchho¤ problemi)
incelenerek, varyasyonel yaklaş¬m ve Krasnoselskii Genus teorisi yard¬m¬yla bu den-

klemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve çoklu¼guW 1;p(x)
0 (
) uzay¬nda elde edilecektir (Mashiyev

ve ark. 2011).

(P) denklemine kaŗs¬l¬k gelen Euler-Lagrange fonksiyoneli J : W 1;p(x)
0 ! R,

I (u) = cM  Z



jrujp(x)

p(x)
dx

!
�
Z



F (x; u) dx;

olur. Burada cM (t) =
R t
0
M (s) ds ve F (x; u) =

R u
0
f (x; t) dt dir. Standart argü-

manlardan I 2 C1(W
1;p(x)
0 (
) ;R) dir ve her u; � 2 W

1;p(x)
0 (
) için I fonksiyonelinin

türevi

hI 0 (u) ; �i =M

 Z



jrujp(x)

p(x)
dx

!Z



jrujp(x)�2rur�dx�
Z



f (x; u) �dx;

olur.

(P) Probleminin çözümü için aşa¼g¬daki varsay¬mlar kabul edilecektir:

(M1) M : R+ ! R+ fonksiyonu süreklidir ve her t > 0 reel say¬s¬için aşa¼g¬daki

büyüme koşulunu sa¼glar

m1t
��1 �M(t) � m2t

��1;

Burada m1;m2 reel say¬lar¬için 0 < m1 � m2 olup, � � � > 1 dir.

(f1) f : 
 � R ! R fonksiyonu her t � 0 reel say¬s¬ve x 2 
 için süreklidir ve
aşa¼g¬daki büyüme koşulunu sa¼glar

C1 jtjs(x)�1 � f (x; t) � C2 jtjq(x)�1 :

Burada C1; C2 pozitif tam say¬lar ve s; q 2 C+
�


�
, 1 < s (x) < q (x) < p� (x) dir.

(f2) f fonksiyonu her t 2 R ve x 2 
 için t�ye göre tektir, yani

f (x; t) = �f (x;�t) :
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(P) Problemiyle ilgili temel sonuçlar¬m¬z aşa¼g¬da verilen teoremlerdir:

Teorem 5.1. Farzedelim ki (M1), (f1) ve (f2) koşullar¬sa¼glans¬n. E¼ger her x 2 

için p (x) < q (x) < p� (x) ve q+ < �p� oluyorsa (P) denklemi sonsuz çözüme sahiptir.

Teorem 5.2. Farzedelim ki (M1), (f1) ve (f2) koşullar¬sa¼glans¬n. E¼ger her x 2 

için q (x) < p (x) < p� (x) oluyorsa (P) denklemi I (�uk) < 0 olacak şelilde sonsuz bir
(�uk)1k=1 çözüm dizisine sahiptir.

Teorem 5.1 ve Teorem 5.2�nin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek için Yard¬mc¬Teorem 5.6

ve Yard¬mc¬Teorem 5.7 ispatlanarak, aşa¼g¬daki ((Clarke 1972)�de verilen) yard¬mc¬
teoremlerin sonuçlardan faydalan¬lacakt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 5.3. 
 � RN , aç¬k s¬n¬rl¬simetrik bir küme ve @
 bu kümenin
s¬n¬r¬olmak üzere,  (@
) = N dir.

Yard¬mc¬Teorem 5.4. SN�1, N�1 boyutlu bir küre olmak üzere 
�
SN�1

�
= N

dir.

Yard¬mc¬Teorem 5.5. X bir Banach uzay¬; I 2 C1 (X;R), (PS) koşulunu
sa¼glayan bir fonksiyonel ve U ile  (�) Tan¬m 3.1.25�te verildi¼gi gibi olsun. Farzedelim

ki I aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

i) I fonksiyoneli X üzerinde alttan s¬n¬rl¬d¬r ve çifttir,

ii)  (K) = k ve sup
x2K

I (x) < I (0) olacak şekilde bir K 2 U kompakt kümesi vard¬r.

Bu durumda I fonksiyoneli, kritik de¼gerleri I (0)�dan küçük ve birbirinden farkl¬

olan en az k tane kritik noktaya sahiptir.

Yard¬mc¬Teorem 5.6. E¼ger (M1), (f1) ve q+ < �p� koşullar¬sa¼glan¬yorsa I

fonksiyoneli alttan s¬n¬rl¬d¬r.
·Ispat. (M1) ve (f1) koşullar¬kullan¬l¬rsa

I (u) = cM  Z



jrujp(x)

p(x)
dx

!
�
Z



F (x; u) dx

� m1

R



1
p(x)

jrujp(x)dxZ
0

���1d� � C2
q�

Z



jujq(x) dx

=
m1

�

 Z



jrujp(x)

p(x)
dx

!�
� C2
q�

Z



jujq(x) dx:

ç¬kar.
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Teorem 2.9.1 ve Teorem 2.10.7 yard¬m¬yla, kuk�nin yeterince büyük de¼gerleri için

I(u) � m1

� (p+)�
kuk�p

�
� C2
q�
max

n
jujq

�

q(x) ; juj
q+

q(x)

o
� m1

� (p+)�
kuk�p

�
� C2
q�
max

n
Cq

� kukq
�
; Cq

+ kukq
+
o

� m1

� (p+)�
kuk�p

�
� C2C

q+

q�
kukq

+

: (5:1)

elde edilir. Dolays¬yla I fonksiyoneli alttan s¬n¬rl¬olur. �
Yard¬mc¬Teorem 5.7. E¼ger (M1), (f1) ve q+ < �p� koşullar¬ sa¼glan¬yorsa I

fonksiyoneli (PS) koşulunu sa¼glar.
·Ispat. Farzedelim ki W 1;p(x)

0 (
) �da

I (un)! c ve I 0 (un)! 0 (5:2)

koşullar¬n¬sa¼glayan bir (un) dizisi verilsin (yani (un) bir (PS) dizisi olsun). (5:2)�den

jI (un)j � C4 oldu¼gu aç¬kt¬r. Ek olarak (5:1) de gözönünde bulundurulursa, kunk > 1
için

C4 � I (un) �
m1

� (p+)�
kunk�p

�
� C3
q�
kunkq

+

� C5;

olur. q+ < �p� oldu¼gundan (kunk), W 1;p(x)
0 (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬ olur. Dolays¬yla

(un)�in zay¬f bir yak¬nsak alt dizisi

W
1;p(x)
0 (
)�de un * u,

olacak şekilde vard¬r. Teorem 2.10.7�den

Lq(x) (
)�de un * u ,


�da un * u;

yaz¬labilir. (5:2)�den, hI 0 (un) ; un � ui ! 0 dir. Buna göre,

hI 0 (un) ; un � ui =M

 Z



jrunjp(x)

p(x)
dx

!Z



jrunjp(x)�2run (run �ru) dx

�
Z



f (x; un) (un � u) dx! 0
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olur. (f1) ve Teorem 2.9.9 kullan¬l¬rsa����Z



f (x; un) (un � u) dx

���� � C2

����Z



junjq(x)�2 un (un � u) dx

����
� C6

���junjq(x)�1���
q0(x)

jun � ujq(x)

elde edilir. (un) dizisi Lq(x) (
)�deki bir u eleman¬na güçlü yak¬nsad¬¼g¬ndanZ



f (x; un) (un � u) dx! 0

olur. Dolays¬yla

M

 Z



jrunjp(x)

p(x)
dx

!Z



jrunjp(x)�2run (run �ru) dx! 0

olur. (M1) koşulundan Z



jrunjp(x)�2run (run �ru) dx! 0

ç¬kar. Sonuç olarak, (S+) koşulundan hareketle, fung dizisi W 1;p(x)
0 (
)�deki bir u

eleman¬na güçlü yak¬nsar. ·Ispat biter. �
Temel Sonuç 5.8. (Teorem 5.1�in ispat¬)
U s¬n¬f¬, Tan¬m 3.1.25�te verildi¼gi gibi olsun. Buna göre

Uk= fE � U :  (E) � kg

ck=inf
E2Vk

sup
u2E

I (u) ; k = 1; 2; :::

olarak yaz¬ls¬n. Bu durumda

�1 < c1 � c2 � ::: � ck � ck+1 � :::

olur. Şimdi her k 2 N için ck < 0 oldu¼gunun gösterilmesi gerekir. W 1;p(x)
0 (
) uzay¬

re�eksif ve ayr¬labilir bir Banach uzay¬ oldu¼gundan, herhangi k 2 N eleman¬ için

W
1;p(x)
0 (
)�ninXk � C10 (
) olacak şekilde bir k-boyutlu lineerXk alt uzay¬seçilebilir.

Xk uzay¬nda tan¬mlanan normlar denk olaca¼g¬ndan, bir u 2 Xk eleman¬için kuk � rk

ve jujL1 � � olacak şekilde rk 2 (0; 1) say¬lar¬bulunabilir.
Buna göre, S(k)rk = fu 2 Xk : kuk = rkg kompakt kümesi oluşturulsun. S

(k)
rk �n¬n

kompaktl¬¼g¬ve (f1) koşulu gözönünde bulundurulursa, her u 2 S(k)rk eleman¬içinZ



F (x; u)dx � C1
s+

Z



jujs(x) dx � �k (5:3)

olacak şekilde �k > 0 say¬lar¬bulunabilir.
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u 2 S(k)rk ve t 2 (0; 1) için (M1) ve (f1) koşullar¬uygulan¬rsa

I (tu) = cM  Z



jrtujp(x)

p(x)
dx

!
�
Z



F (x; tu)dx

� m2

 Z



jrtujp(x)

p(x)
dx

!�
� C1
s+

Z



jtujs(x) dx

� m2

� (p�)�
t�p

�
r�p

�

k � ts
+

�k (5:4)

olur. s+ < q� � q+ < �p� � �p� oldu¼gundan, her u 2 S(k)rk eleman¬için

I (tku) � �"k < 0

olacak şekilde tk 2 (0; 1) ve "k > 0 say¬lar¬bulunabilir.
Bu son ifade, her u 2 S(k)tkrk eleman¬için

I (u) � �"k < 0

anlam¬na gelir. Buradan aç¬kt¬r ki (S(k)tkrk) = k ve dolays¬yla ck � �"k < 0. Buna göre,
Yard¬mc¬Teorem 5.6 ve Yard¬mc¬Teorem 5.7�nin sonuçlar¬ndan hareketle Yard¬mc¬

Teorem 5.5 uygulan¬rsa I fonksiyonelinin en az k tane farkl¬ kritik noktas¬ oldu¼gu

anlaş¬l¬r. Bununla birlikte k key� seçildi¼ginden, I fonksiyonelinin sonsuz tane farkl¬

kritik noktaya sahip olur. ·Ispat biter.

Temel Sonuç 5.9. (Teorem 5.2�nin ispat¬)
·Ilk olarak, I fonksiyonelinin coercive oldu¼gunun gösterilmesi gerekir. Yard¬mc¬

Teorem 5.6�daki benzer ad¬mlar takip edilir ve q+ < p� koşulu dikkate al¬n¬rsa I�n¬n

coercive�li¼gi kolayl¬kla ç¬kar. Bununla birlikte I fonksiyoneli alttan zay¬f yar¬-sürekli

oldu¼gundan, I minimumu de¼gerini W 1;p(x)
0 (
) uzay¬nda al¬r, yani (P) denklemi bir

çözüme sahiptir. Ayr¬ca I coercive oldu¼gundan, W 1;p(x)
0 (
) üzerinde (PS) koşu-

lunu sa¼glar. (f2) koşulundan, I fonksiyoneli çifttir. ·Ispat¬n kalan k¬sm¬nda Teorem

5.1�dekine benzer i̧slemler uygulanaca¼g¬ndan, ayr¬nt¬lara yer verilmeden devam edile-

cektir. Buna göre, (5:3) ve (5:4)�deki ad¬mlar takip edilir ve s+ < q� � q+ < p� < �p�

koşulu göz önünde bulundurulursa, her u 2 S(k)tkrk eleman¬için

I (u) � �"k < 0

olacak şekilde tk 2 (0; 1) ve "k > 0 say¬lar¬bulunabilir. Aç¬kt¬r ki, (S(k)tkrk) = k ve

dolays¬yla ck � �"k < 0. Sonuç olarak, Krasnoselskii genus teoremi�nden hareketle

herbir ck, I fonksiyoneli için bir kritik nokta olur. Dolays¬yla I fonksiyoneli, I (�uk) <
0 olacak şelilde sonsuz bir (�uk)1k=1 çözüm dizisine sahiptir. �
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6. TARTIŞMA VE SONUÇLAR

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n özünü oluşturan son iki bölümde standart olmayan büyüme

koşullar¬na sahip lineer olmayan bir elliptik denklem ve Kirchho¤ denklemi ele al¬nm¬̧s

ve baz¬koşullar alt¬nda bu denklemlerin çözümlerinin varl¬¼g¬varyasyonel yöntemler

kullan¬larak gösterilmi̧stir. Bu doktora çal¬̧smas¬n¬n dördüncü bölümünde incelenen

(P;Q) eliptik denklem sistemi bir özde¼ger problemi olup, bu problem türü halihaz¬rda

kesin sonuçlar elde edilememi̧s bir problemdir. Bunun temel sebebi

� = inf

R


jrujp(x) dxR


jujp(x) dx

oran¬n varl¬¼g¬ve karakterizasyonu hakk¬ndaki belirsizlikten, yani bu oran¬n genel olarak

s¬f¬r olmas¬ndan kaynaklanmaktad¬r. Dolays¬yla, (P;Q) denklem sisteminde tan¬m-

lanan �1 özde¼geri için �1 6= 0 koşulunun kabul edilmesiyle �1 hakk¬ndaki belirsizlik or-
tadan kald¬r¬lm¬̧st¬r. Bu aç¬dan de¼gerlendirildi¼ginde (P;Q) denklem sisteminin �1 6= 0
koşulu olmaks¬z¬n incelenmesiyle elde edilecek sonuçlar¬n ilgili literatüre önemli katk¬lar

sa¼glayaca¼g¬düşünülmektedir. Bununla birlikte beşinci bölümde incelenen problemler,

M ve f sürekli fonksiyonlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬farkl¬, nisbeten daha az s¬n¬rlay¬c¬koşullar

alt¬nda veya farkl¬metotlarla tekrar ele al¬nabilir.
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1976 Diyarbak¬r do¼gumluyum. ·Ilk, orta ve lise ö¼grenimimi Diyarbak¬r�da tamam-

lad¬m. 2001 y¬l¬nda Dicle Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümünde lisans,

2007 y¬l¬nda yükseklisans ö¼grenimimi tamamlad¬m. 2001-2010 tarihleri aras¬nda Milli

E¼gitim Bakanl¬¼g¬�na ba¼gl¬ farkl¬ okullarda ö¼gretmenlik yapt¬m. 2010 y¬l¬ndan beri

Dicle Üniversitesi Diyarbak¬r Meslek Yüksekokulu�nda ö¼gretim görevlisi olarak çal¬̧s-

maktay¬m. Evliyim iki çocu¼gum var.

69


	kapak.pdf
	onay.pdf
	önkısım.pdf
	1-7.Bölümler.v6.pdf

