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DIFERANSIYEL TRANSFORM METODU iLE UC KUTLE EKLENTILI
KIiRIiSLERIN TITRESIM ANALIZI

OZET

Kirig-ug kiitle sistemlerinin dinamik analizi robot kollar1 ve manipulatorler gibi
mekanik sistemlerin bagarili bir sekilde tasarlanmasi acgisindan olduk¢a onemlidir.
Literatiirdeki bircok c¢alismada bu sistemlerin serbest titresimini analitik olarak
¢oziimlemek i¢in az sayida degisken kesitli kiris modeli dikkate alinmis, cogunlukla
sabit kesitli kiris modeli kullanilmistir. Ayrica, bir¢cok ¢aligmada ug kiitlenin noktasal,
kiris ve ug¢ kiitle koordinat merkezlerinin de ¢akisik oldugu kabul edilmistir. Bu
calismada burulmaya ve iki farkli diizlemde egilmeye maruz, kiris ve ug kiitle
merkezlerinin ¢akisik olmadigi ve ug kiitlenin {i¢ boyutlu (3B) olarak kabul edildigi
bir sistem ele alinmigtir. Matematiksel modelleme yapilirken Euler-Bernoulli (EB) ve
Timoshenko kirig teorileri kullanilmigtir. Ayrica kirisin malzeme ve geometri
ozelliklerinin degisken, kirisin sol ucunun ankastre (A) veya serbest (S) olabilecegi
dikkate alinmistir. Enerji yaklasimini temel alan Hamilton prensibi ile sistemin hareket
denklemleri ve muhtemel tim smir sartlar1 elde edilmistir. Hareket denklemleri
oncelikle sabit kesitli kiris i¢in analitik olarak ¢Oziilmistiir. Ayn1 kirisin sonlu
elemanlar (SE) yontemi ve deneysel modal analiz ile elde edilen dogal frekans ve mod
sekilleri analitik sonuglarla karsilastirilmistir. Hareket denklemleri yiiksek mertebeden
diferansiyel denklemler icerdiginden bunlarin analitik olarak ¢oziimlenmesi 6zellikle
degisken kesitli kiris i¢in olduk¢a zordur. Bu sebeple bu ¢alismada son yillarda ilgi
¢eken Diferansiyel Transform Metodu (DTM) uygulanmistir. Timoshenko kiris
teorisine gore elden edilen sonuglar yine SE ve deneysel sonuglar ile kargilastirilmistir.
Son olarak, degisken kesitli kiris modelinin serbest titresim analizi igin DTM’nin
yetersiz olmasindan dolay1 diger bir yari-niimerik yontem olan Multi-Step
Diferansiyel Transform Metodu (MDTM) uygulanmistir. Timoshenko kiris teorisine
gore MDTM ile elde edilen sonuglar SE ve deney verilerileriyle dogrulanmistir. Fakat
EB kiris teorisine gore elde edilen sonuglar, bu teoriye uygun boyuttaki degisken
kesitli numunenin hazirlanmasimin zorlugundan dolayi, sadece SE yontemi ile
karsilastirilmistir. Ayrica, kiris uzunlugu, ug kiitle boyutlari, kesit daralma orani (taper
ratio) gibi parametrelerin dogal frekanslar iizerindeki etkisi incelenmistir. Sonug
olarak DTM ve MDTM ile elde edilen sonuglarin SE ve deneysel modal analiz
yontemleriyle uyumlu oldugu gézlenmistir.

Anahtar kelimeler: Euler-Bernoulli, Timoshenko, Diferansiyel Transform Metodu,
Modal Analiz, ANSYS, Dogal frekans ve mod sekli
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VIBRATION ANALYSIS OF BEAMS WITH TIP MASS USING
DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD

SUMMARY

Dynamic analysis of beam-tip mass systems is very important for the successful design
of mechanical systems such as robot arms and manipulators. In the relevant literature,
uniform beams have been mostly considered for the free vibration analysis of these
systems whereas the number of studies using nonuniform beam is limited.
Furthermore, center of tip mas is in general coincided with the attachment point of the
beam and the tip mass is assumed to be a point mass. In this study, beam with a three
dimensional (3D) rigid mass whose center of gravity is not coincided with the
attachment point of the beam and subject to both torsional and flexural deformations
in two orthogonal planes is considered. Euler-Bernoulli and Timoshenko beam models
have been used for the mathematical modelling of the system. In addition, it is assumed
that the material and geometry properties of the beam is variable along the beam and
the left side of the beam is taken account to be clamped or free. Using Hamilton’s
principle based on energy approach, the equations of motion of the system with the
possible boundary conditions are derived. First, equations of motion were solved
analytically for the uniform beam. The natural frequencies and mode shapes of the
uniform beam-tip mass systems were obtained and compared with those by finite
element method (FEM) and experimental modal analysis. The analytical solution of
the beam-tip mass systems is not easy, especially for the non-uniform systems, because
the governing equations consist of high-order differential equations. For this reason,
the Differential Transform Method (DTM) has been applied. DTM results obtained
according to the Timoshenko beam theory were compared with both FEM and
experimantal results. Finally, another new and semi-numerical method called Multi-
Step Differential Transform Method (MDTM) is used for free vibration analysis of
non-uniform beam-tip mass system due to the deficiency of DTM for this system. The
MDTM results of Timoshenko beam theory were verified by the FEM and
experimental results. However, the results obtained accordingly EB beam theory were
only compared with the FEM results because of the difficulty of preparing the non-
uniform test sample at the appropriate length for this theory. Furthermore, the effects
of the tip mass dimensions, beam length and taper ratio on the natural frequencies are
examined for the EB beam theory. Consequently, it is observed that the results
obtained by DTM and MDTM are compatible with FEM and experimental results.

Keywords: Euler-Bernoulli, Timoshenko, Differential Transform Method, Modal
Analysis, ANSYS, Natural frequencies and mode shapes.
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1. GIRIS

Ug kiitle eklentili kirig sistemlerinin egilme ve burulma titresimleri birgok mithendislik
uygulamasinda (robot kollar1, trafik isiklari, manipulatorler, tiirbin kanatlari vb.)
goriilmektedir. Bazi kirislerde egilme ve burulma hareketi baglantilidir. Bunun sebebi
kiris kesitinin kayma merkezi ile geometrik merkezinin ¢akigik olmamasidir. Bagka
bir ifadeyle kiris tek simetri eksenine sahip ya da kiris malzemesi anizotropik ise bu
iki eksen farkli olabilir. Bu durum burulma ekseninin elastik eksenden farkli olmasina
yol agar. Boylece egilme titresimi ile birlikte burulma titresimi de ortaya ¢ikar. Bu
yapilarin  giivenli bir sekilde ¢aligmasi i¢in tasarim asamasinda dinamik
karakteristiklerinin (dogal frekanslari ve mod sekillerinin) dikkate alinmasi ve
bunlarin dogru bir sekilde belirlenmesi ¢ok Onemlidir. Bu amagla, diferansiyel
denklemlerin sayisal veya analitik ¢6ziimii esasina dayali birgok yontem uygulanmis
ve uygulanmaya devam etmektedir. Sonlu Farklar Metodu (SFM) ve SE Metodu gibi
sayisal teknikler de sikca kullanilan araglardandir. Arka planinda bu tiir yontemleri
kullanan paket programlar (ANSYS, ABACUS vs) ile ¢ok serbestlik dereceli modeller

olusturmak ve giivenilir sonuclar elde etmek miimkiindiir.

Teknolojinin ilerlemesiyle hizli islem yapabilen bilgisayarlar gelismis ve buna bagh
olarak karmasik miihendislik problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan sayisal
yontemlerin gelistirilmesinde de bir hareketlilik olmustur. Daha basit algoritmalarla
daha hizli ve daha az hata orani ile kabul edilebilir dogru sonuglara ulasmak i¢in son
yillarda siklikla kullanilan niimerik/yari-analitik olan DTM ve MDTM gelistirilen
yontemlerden bazilaridir. Metod genel olarak Taylor serisi agilimina dayanmakta,
diferansiyel denklemlerin seriye agilmasiyla polinomlar seklinde ¢6ziim 6nermekte ve

boylece diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere doniistiirmektedir.

Kirisler tek boyutlu olarak modellenen yapisal elemanlardir. Gergekte biitiin yapilar
tic boyutlu olup bu yapidaki her bir nokta -eger sinirlandirtlmamis ise- karsilikli
ortogonal ii¢ cksen boyunca hareket eder. EB ve Timoshenko kiris teorileri
problemlere basit ve kabul edilebilir miihendislik yaklagimlar: sagladigindan en ¢ok

kullanilan teorilerdir. Fakat EB kiris teorisi yiiksek modlardaki dogal frekanslar ve



ince olmayan Kkirislerin dogal frekanslar1 i¢in dogru tahminler vermeyebilir.
Timoshenko kirig teorisi ise hem donme hem de kaymanin etkisini igermekte, yiiksek

modlarda ve kalin kiriglerde daha iyi sonuglar vermektedir.

1.1 Literatiir Arastirmasi

Kiriglerin titresimi problemi makine, insaat miihendisligi ve havacilikta robot
sistemleri, helikopter ve tiirbin kanatlari, uzay araglar1 ve mekanizmalari, binalar ve
yiiksek kuleler, manipulatorler, anten yapilari, trafik 1siklar1 gibi uygulama alanlari
bakimindan genis ¢apta calisilmistir. Bu tiir sistemlerin titresim analizi yapilirken asil
tagiyict yapi olan kiris sabit ya da degisken kesitli olarak modellenmekte ve bunun i¢in
genellikle EB ya da Timoshenko kiris teorileri kullanilmaktadir. Konuyla ilgili
calismalarda kirislere ug kiitle, kiitle-yay sistemi ya da sonliim elemani eklenerek
gercek hayattaki titresim problemlerine ¢éziimler iiretilmistir. Bir¢cok arastirmaci ug
kiitle eklentili kiris sistemlerinde ug kiitlenin dogal frekanslar ve dinamik davraniglar
tizerindeki etkisini incelemislerdir. Ayrica helikopter rotorlarinin  frekansini
ayarlamak, helikopter ya da tiirbin kanatlarinin hareketinin esnekligini arttirmak gibi
amaglarla ug kiitle eklentileri dikkate alinmistir (Kuo ve dig., 1992). Literatiirde ug
kiitleli kirigler iizerine yapilan fazla sayida calisma olup tiim ¢alismalara
deginilmemis, bir fikir vermek amaciyla Ek A’da bu calismalarda dikkate alinan
modellerin sematik ¢izimleri verilmistir. Ele alinan ¢aligmalar iki kisma ayrilarak
incelenmistir: uniform kesitli ve degisken kesitli kiris-ug kiitle sistemleri. Ek olarak,
titresim problemlerinin DTM ile ¢oziilmesi tizerine ayri bir litratiir arastirmasi

verilmistir.

1.1.1 Uniform Kesitli kiris-ug¢ kiitle sistemleri

Bu konudaki ilk ¢alismalardan birinde (Boyce ve Handelman, 1961) ug kiitleli sabit
hizla donen bir EB kiriginin enine serbest titresimi incelenmistir. Craig (1963)
calismasinda Boyce ve Handelman’a (1961) ait ¢alismadaki kirisi 6n gerilmeli
(initially stressed) olarak ele alip, modifiye edilmis Reissner varyasyon teoremi ile 6n
gerilmeleri hesaplamis ve dogal frekans ve mod sekillerini belirlemistir. Daha sonraki
caligmalarin bazilarinda ug kiitlenin yani sira sisteme soniim elemani, yay ya da kiitle-
yay gibi elemanlar eklenerek matematiksel modellemeler yapilmis ve bu komplike

sistemlerin dinamik davranislari incelenmistir. Lee (1976) kirise ug kiitlenin yan1 sira



donel yay eklemis, farkli katilik orani, atalet momenti ve kiitle durumlarinda 6z
frekanslar1 belirlemistir. Laura ve dig. (1974) mekanik kablo sistemini sabit hizla
eksenel hareket eden kiris-u¢ kiitle sistemi olarak modellemiglerdir. Benzer bir
calismada (Bhat ve Wagner, 1976) sistemde kirisin ince ve eklenti kiitlenin kiitle
merkezinin kiris ekseni iizerinde oldugu kabul edilip pertiirbasyon yontemi ile
sistemin frekanslari elde edilmistir. Hoa (1979) tarafindan yapilan ¢alismada ug kiitle
eklentili donen kiris problemi incelenirken kiitle merkezi ve kirig u¢ noktasinin ¢akisik
olmadig1 ele alinmig, SE modeli kullanilarak ayar agis1 ve kok yarigapmin dogal

frekanslara etkisi incelenmistir.

Kirig-u¢ kiitle sistemleri iizerine yapilan c¢aligmalardan bazilarinda sisteme tahrik
ugulanarak (random, sinusoidal veya harmonik) titresim analizi yapilmigtir. Konuyla
ilgili ilk ¢alismalardan birinde (To, 1982) EB kiris modeli kullanilarak sisteme
zeminden gesitli tahrikler uygulanmuis, eklenti kiitlenin kiitle merkezinin kiris baglanti
noktasiyla ayni olmadig1 varsayilmis, sistemin dogal frekans ve mod sekilleri elde
edilmistir. Storch ve Gates (1985) yaptig1 calismada digerlerinden farkli olarak ug
kiitleyi iki durumda (es merkezli ve eksantrik) ele almis ve eksenel sabit ivmeli A
kirisin enine ve burulma titresimini incelemislerdir. ilk ii¢ frekans icin analitik
sonuglar Rayleigh-Ritz metodu ile karsilastirilmistir. Bhat (1986) ayn1 metodu
kullanarak ug kiitle eklentili donen bir kirisin karakteristik 6zelliklerini elde etmis ve
sonuglart Myklestad, genisletilmis (extended) Galerkin ve SE yontemleriyle
karsilastirmistir. Bagka bir ¢alismada (Glirgdze, 1986) kirise ug kiitlenin yani sira
donmeye ve Stelemeye direng gosteren (translational) yay ekleyerek dogal frekanslar
Dunkerly ve Southwell yontemlerini birlikte kullanarak bulmustur. Bruch ve Mitchell
(1987) kiris-ug kiitle sistemini esnek robot kollarint modellemek i¢in dikkate almis ve
Timoshenko kiris teorisini kullanarak kesme kuvveti ve donme ataletinin hareket
tizerindeki etkisini aragtirmiglardir. Abramowitch ve Hamburger (1991) ilk
calismalarinda Bruch ve Mitchell (1987) tarafindan incelenen problemdeki ug kiitleyi
eksantrik olarak ele almis, daha sonraki ¢alismalarinda (Abramowitch ve Hamburger,
1992) ise bu galismadaki kiris sistemine ek olarak donmeye ve Gtelemeye direng

gosteren yaylar ekleyerek titresim analizini gergeklestirmislerdir.

Chang (1993) kiris-ug kiitle sisteminin serbest titresimi yerine zorlanmuig titresimiyle
ilgilenmistir. Modelde agir ug kiitlenin yani sira kiris iizerine ayrica kiitle eklenmis,

histeritik soniim uygulanmis ve kirisin sol ucuna donmeye ve Gtelemeye direng



gosteren yaylar eklenmistir. Yazar yine farkli olarak sistemin deterministik ve random

titresim cevabini 6lgmek i¢cin modal analiz yontemini uygulamistir.

Giliniimiizde kompozit malzemeler bir ¢ok miihendislik uygulamalarinda 6zellikle
daha hafif yapt ve mekanizmalarin tasarlanmasinda yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Bu malzemeler kullanilarak yapilan ilk ¢alismalardan birinde
(Chandrashekhara ve Bangera, 1993) ug kiitle eklentili, simetrik kademeli A kompozit
kirigin serbest titresimi kayma deformasyonu, donme ataleti ve Poisson etkileri
bakimindan arastirilmistir. Ayrica ug¢ kiitlenin ve malzeme o6zelliklerinin dogal

frekanslar tizerindeki etkisi incelenmistir.

Giirgoze ve dig. (1995) kiris tizerinde herhangi bir noktadan mesnetle destekleme
yaparak ug kiitleli A kiris sisteminin titresim analizini incelemislerdir. Oncelikle
analitik frekans denklemi sinir deger formulasyonu ile olusturulmus daha sonra
yaklasik frekans denklemi Lagrange c¢arpanmi (Lagrange’s multiplier) yontemi ile
¢Oziilmiistlir. Bunun yanisira, sistemin temel frekanslarinin belirlenmesi igin yaklasik
bir formiil Dunkerley yontemi ile ¢ikarilmistir. Bu ¢alismada frekanslar ¢esitli mesnet
uzakliklari ve kiitle parametreleri bakimindan incelenmistir. Giirgéze (1996a, 1996b)
bu c¢alismaya benzer olarak kiris sistemlerine ug¢ kiitlenin yam sira yay-kiitle
sistemlerini eklemis ve Yyay-kiitle sistemindeki kiigiik yer degistirmelerin dogal
frekanslar tizerindeki etkisini incelemistir. Daha sonra Giirgoze (1998a), bu calismay1
(Giirgoze, 1996b) sistemin eksenel titresimlerini incelemek amaciyla genisletmistir.
Baska bir calismasinda Giirgéze (1998b) kiris-u¢ kiitle sistemine viskoz soniim
elemant eklemis, dogal frekanslarin hassasiyetini arastirmistir. Ayrica diger bir
calisgmada A EB kiris modeline viskoz soniim elemanin eklenmesinin yanisira kiris
basit mesnetle herhangi bir noktadan mesnetlenmis ve harmonik olarak degisen bir

kuvvete maruz birakilmistir (Glirgdze ve Erol, 2002).

Diger ¢alismalardan farkli olarak Cuvalci ve Ertas (1996) ug kiitleye titresim soniim
eleman1 gorevi goren sarkac sistemi eklemis, tiim sistemin sinuzoidal uyarilara karsi
dinamik davranigin1 hem teorik hem de deneysel olarak incelemislerdir. Zhou (1997)
caligmasinda ug kiitleye donmeye ve oOtelemeye direng gosteren yaylar ekleyerek
sistemin matematiksel modelini elde etmistir. U¢ kisminda kiitle tasiyan ve zeminden
harmonik olarak uyarilan kiitlesiz bir A kirigin periyodik davranisinin incelenmesi
Esmailzadeh ve Nakhaire-Jazar (1998) tarafindan ele alinmistir. Benzer bir ¢alismada

Esmailzadeh ve Jalili (1998) tasiyici yapiyi kalin bir kiris olarak diisiiniip Timoshenko



teorisini uygulamig, harmonik uyarinin, ug kiitlenin ve ug kiitle-kiris oraninin ilk dogal

frekans tizerindeki etkilerini arastirmiglardir.

Bir¢ok arastirmacinin EB yada Timoshenko kiris teorisini dikkate almasina karsin
Fung ve dig. (1998) dort farkli (Timoshenko, EB, basit-esnek (simple-flexible) ve rijit-
cisim (rigid-body)) kiris teorisini kullanarak kiris-u¢ kiitle sisteminin eksenel
hareketini incelemiglerdir. Sistemin hareket denklemleri Hamilton prensibi ile
cikarilmistir. Kirisin bir kismi rijit bir duvar igine yerlestirilmis gibi, diger kismi ise
duvar disinda serbest titresim yapacak sekilde diistiniilmiistiir. Ayrica kirisin eksenel
hareketine paralel bir zorlayic1 kuvvet kirigin esnek kismina uygulanmistir. Ug-kiitle
kirig sistemlerinin diger bir uygulama alani agik deniz yapilariin modellenmesi olup
bu konudaki ilk ¢aligmalardan birini Uscilowska ve Kolodziej (1998) yapmislardir. Bu
yapilar kismen siviya daldirilmis, u¢ kisminda eksantrik kiitle tasiyan EB kolonu
formunda modellenmistir. Oz (2003) tarafindan yapilan benzer bir ¢alismada EB
teorisi kullanilarak kismen suya gomiilii ve ug kiitle tagiyan sistemin enine titresimi
ele alinmig, analitik ve SE metodu ile dogal frekanslar elde edilmistir. Su
yiiksekliginin, u¢ kiitlenin ve su yogunlugunun etkileri arastirilmis, dogal frekans
sonuglar1 Uscilowska ve Kolodziej (1998) tarafindan elde edilen sonuglar ile

karsilastirilmistir.

Son yillarda rastgele (random) titresimlerin mithendislikteki uygulamalarinda siirekli
bir artis gozlenmektedir. Bu problemlere artan dnemin sebeplerinden bazilar1 uzay
endiistrisindeki ve roket tahrik sistemlerindeki gelismeler ve yapilarin rastgele riizgar
yiikiinden dolay1 hasara ugramasidir. Bu nedenle Cuvalci ve Ertas (1996) taratindan
ele alinan model Cicek ve Ertas (2002) tarafindan rastgele uyarimlara maruz titresim
soniimleyici veya trafik isaret yapilarinin modellenmesinde yeniden ele alinmis ve

sistemin deneysel modal analizi yapilmistir.

Andrew ve Shillor (2002) inceledikleri kiris-ug kiitle sisteminde ug kiitleyi soniim
elemani olarak ele almis ve sistemin titresim modelini olusturmuslardir. Bu ¢alismada
uc kiitle ici bos olarak diisiiniilmiis ve i¢ine kum gibi tanecikli malzemenin

doldurulmast ile soniimleme 6zelligi kazandirilmistir.

Yapilan ¢alismalarda genellikle ug kiitlenin kiitle merkezi ile kiris u¢ noktas1 ¢akisiktir.
2003 yilinda Oguamanam eksantrik ug¢ kiitle eklentili EB kiriginin titresimlerini

incelemistir (Oguamanam 2003). Bu ¢alismada ug kiitlenin merkezi ile kiris u¢ noktasi



arasinda {i¢ boyutlu bir kagiklik oldugu kabul edilmis ve ug kiitle 3B bir cisim gibi
modellenmistir. Dolayisiyla eklentinin kiitlesi yaninda kiitle atalet momenti
bilesenlerinin de sinir sartlarinda ortaya ¢iktigi goriilmiistiir. Siir sartlarindaki bu
durum kirisin egilme ve burulma hareketleri arasinda bir baglantiya (coupling) sebep
olmustur. Yani normalde bu iki hareket bagimsiz iken sinir sartlar1 iizerinden bagiml
hale gelmistir. Gokdag ve Kopmaz (2005) ilgili sistemdeki kirisi tek simetri eksenli
bir kirigle degistirerek benzer ¢alismalar yapmislardir. Bu halde kirigin kendisi de
bizatihi egilme ve burulmanin kuplajli (coupled) oldugu bir kiristir. Yani bu iki hareket
arasindaki baglanti sadece smir sarti tizerinden degildir. Oguamanam ve Arshad
(2005) hem iki yonde egilmenin hem de burulmanin etkisinde olan ug kiitle eklentili
EB kirisinin frekanslarini analitik yontem ile elde etmislerdir. Ug kiitle kag¢ik merkezli
diisiiniilmlis olmasina ragmen yapilan parametrik ¢alismada sadece kiris ekseni
dogrultusundaki kagiklik dikkate alinmistir. Daha sonra Salarieh ve Ghorashi (2006),
Oguamanam (2003) tarafindan ortaya konulan modeli Timoshenko kirig teorisini
kullanarak giincellemislerdir. Literatiirde bu ¢alismalara atif yapilan baska ¢aligmalar
(Vakil ve dig., 2013; Ansari ve dig., 2009, 2011) da mevcuttur, fakat hicbirinde ug

kiitlenin 6nceki ¢aligmalardaki gibi modellenmedigi goriilmektedir.

Son on wyil igerisindeki calismalara bakildigi zaman wug-kiitle eklentili kiris
problemlerinin mithendislik uygulamalarinda (6zellikle robot kollari, manipulatorler
ve anten yapilarl) kullaniminin arttigi goriilmektedir. Yaman (2007) ¢alismasinda
farkli yonelim agilarina (oriantation) sahip u¢ eklentili kiris sisteminin analitik
¢oziimiinii Adomian Decomposition Metodu ile yapmis, dogal frekans ve mod
sekillerini elde etmis ve SE metodu (ANSYS) ile kiyaslama yapmistir. Donen kirigler
tizerine yapilan ¢aligmalarda genellikle kirisin soniimsiiz oldugu kabul edilmis, bu
yiizden Giirgdze ve Zeren (2009) ig¢ten soniimlii sistemler iizerine c¢alismalarin
eksikligini gidermek amaciyla ug kiitle eklentili, visko-elastik (Kelvin-Voight model)
donen kirislerin diizlem dis1 titresimlerini incelemislerdir. Farkli donme hizlari, ug
kiitle ve igten soniimleme parametrelerine karsilik elde edilen sonuglar SE modeli ile
karsilagtirilmistir. Ayrica Giirgdze ve Zeren (2011) ayn1 problem iizerinde kiitle atalet
momentinin ve ug kiitlenin eksantrik olmasini dikkate alarak sistemin titresim analizini
yapmiglardir. Bagka bir ¢alismada (Pratiher ve Dwivedy, 2009) manyetik alanin A
kiris ug kiitle sisteminin enine titresimleri izerindeki etkisi arastirilmistir. D’ Alembert

prensibi ve genellestirilmis Galerkin metodu ile hareket denklemleri gikarilmis,



sistemin frekans cevap egrileri ve kararli bdlgesi multiple scales metodu ile
belirlenmistir. Ayrica frekans cevaplart iizerinde soniim, ug¢ kiitle, manyetik alan
giiciiniin genligi, kirisin gecirgenligi gibi parametrelerin etkisi arastirilmistir. Diger bir
caligmalarinda ise manyetik alanin statik ve dinamik durumu dikkate alinip s6z konusu

parametrelerin etkisi incelenmistir (Pratiher ve Dwivedy, 2010).

1.1.2 Degisken kesitli kiris-uc kiitle sistemleri

Literatiirde degisken kesitli kiris modeli ilizerine fazla sayida ¢alisma olmayip, bu
konuyla ilgili ilk ¢alismalardan birinde konik kesitli kiris modeli dikkate alinmuistir
(Mabie ve Rogers, 1964). Baska bir ¢alismada (Kuo ve dig., 1992) degisken kesitli, ug
kiitleli, donen bir kirisin titresim analizi yapilmistir. Benzer makalelerde ug kiitlenin
eksantrik olmasi ve donme ataleti g6z Oniline alinarak tiniform olmayan kirigin
(Auciello, 1996), iki parcali degisken parametrelere sahip konik kesit halindeki ug
eklentili kirigin (Auciello ve Nole, 1998), kontrollii bir sekilde kesme deformasyonuna
maruz kalan konik kesitli ug kiitleli kirisin (Auciello, 2000), dogal frekanslar iizerine
etki eden parametrelerin (suyun yliksekligi, toprak sertlik orani, vb.) incelendigi suya
gémiilmis tniform olmayan ug¢ eklentili kirisin (Wu ve Chen., 2005) ve Bessel
fonksiyonlar1 kullanilarak tiniform kesitli kirigin (Boiangiu ve dig., 2014) titresimleri
ele alinmistir. Yang (1990) degisken kesitli, ug kiitleli kiris sistemine 6teleme ve
donmeye direng gosteren yaylar ekleyerek sistemin dinamik davranigini incelemistir.
Bagka bir ¢calismada ug kiitleli karbon nano tiiplerin titresim analizi Timoshenko kiris
teorisi ile gergeklestirilmistir (Tang ve dig., 2014). Literatiideki degisken kesitli
kirigler tlizerine yapilan son ¢alismalardan biri Malaeke ve Moeenfard (2016)
tarafindan yapilmis olup yazarlar ug kiitlenin iki farkli dogrultuda eksantrik oldugu
kabul edilen uniform olmayan A kiris-ug kiitle sisteminin matematiksel modellemesini
gerceklestirmigtir. Sistemin lineer olmayan titresimine ait hareket denklemleri ve ilgili

sinir sartlart Hamilton prensibi uygulanarak elde edilmistir.

1.1.3 Diferansiyel ve multi-step diferansiyel transform metodunun titresim

problemlerine uygulanmasi

Literatiirde bahsi gecen ug¢ eklentili kiris problemlerindeki hareket denklemleri
cikarilirken daha ¢ok Hamilton Prensibi, Lagrange metodu gibi yontemler kullanilmis
olup hareket denklemlerinin ¢6ziimiinde genellikle Raylegh-Ritz Metodu, Bessel

Fonksiyonlari, Dunkerly, Southwell, Muller ve Bolotin Metodlari, SE Yontemi ve



Newton-Raphson Metodu gibi yaklasik ¢6ziim metodlar1 kullanilmistir (Boyce ve
Handelman, 1961; Craig, 1963; Giirgoze ve dig., 1995; Giirgoze, 1996a; Mabie ve
Rogers, 1964; Kuo ve dig., 1992; Auciello, 1996; Auciello ve Nole 1998; Wu ve Chen,
2005; Boiangiu ve dig., 2014; Yang, 1990; Tang ve dig., 2014; Hoa, 1979;
Oguamanam, 2003; Gokdag ve Kopmaz, 2005; Oguamanam ve Arshad, 2005;
Salarieh ve Ghorashi, 2006; Vakil ve dig., 2013; Ansari ve dig., 2011). Son yillarda
bu yontemlere alternatif olarak yari analitik bir ¢6ziim metodu olan DTM ve bunun
kademeli uygulanmasi esasina dayali MDTM kullanilmaya baslanmistir. 11k olarak
Pukhov (1981; 1982) tarafindan elektrik devre analizlerinde karsilasilan lineer ve
lineer olmayan baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmek i¢in ortaya atilan ve daha sonra
Zhou (1986) tarafindan gelistirilen DTM’nin avantajlarindan birisi sade ve basit bir
dontisimle adi ve kismi diferansiyel denklemin cebirsel bir denkleme
dontistiiriilmesidir. Ayrica, bu yontem kullanilarak integro-diferansiyel denklemler,
0zdeger problemleri, baslangi¢ ve sinir deger problemleri, 1s1 iletim ve titresim
problemleri gibi birgok farkli alandaki problemler ¢o6ziilebilmektedir (Yesilce, 2013;
Yesilce, 2015; Rajasekaran, 2013b; Rashidi ve dig., 2011; Liu ve dig., 2015).

Chen ve Ho (1999) eksenel yiik tasiyan donen bir Timoshenko kirisinin enine titresim
problemini, Catal (2006; 2008) elastik zemin iizerinde ve her iki ucu basit mesnetli ve
bir ucu sabit diger ucu basit mesnetli kirisin serbest titresim analizini, Ozgumus ve
Kaya (2006) koniklestirilmis dénen kirisin dogal frekanslari iizerinde donme hizinin,
koniklestirme oraninin ve gobek (hub) yarigapinin etkilerini DTM ile incelemislerdir.
Attarnejad ve Shahba (2008) DTM” yi kiris kesiti ve atalet momenti degisken ve donen
EB kirisinin serbest titresim analizi igin uygulamislardir. Mei (2008) donen A EB
Kirisin dogal frekanslarin1 ve mod sekillerini DTM ile elde etmistir. Yesilce (2010;
2013) EB ve Timoshenko kiris teorilerini kullanarak hareketli bir kirisin serbest
titresim analizini yapmistir. Baska bir calismada (Ozgumus ve Kaya, 2010) lineer bir
sekilde koniklestirilmis A ve donen kirigin Timoshenko teorisine gore yanal (flapwise)
titresimleri incelenmistir. Demirdag ve Yesilce (2011) ug kiitle eklentili ve bir ucundan
elastik yayla desteklenen Timoshenko kolonunun dogal frekanslarini bu yontem ile
elde etmislerdir. Degisken kesitli ve malzeme ozellikleri kiris boyunca degisen
(functionally graded), dénen EB ve Timoshenko kirislerinin serbest titresimi DTM ve
diferansiyel quadrature metodu ile Rajasekaran (2013a; 2013b) tarafindan

arastirilmistir. Ayrica DTM ve MDTM yontemleri bir ¢ok arastirmaci tarafindan



yapilarin titresim analizini incelemek i¢in son zamanlarda siklikla uygulanmistir
(Yesilce, 2015; Yesilce ve Catal, 2009; Ghafarian ve Ariaei, 2016; Ebrahimi ve Salari,
2015a; Ebrahimi ve Salari, 2015b; Bozyigit ve dig., 2017; Ebrahimi ve Mokhtari,
2015; Arvin, 2017; Hatami ve Ganji, 2014; Nourifar ve dig., 2017; Beg ve dig., 2013;
Liu ve dig., 2013; El-Zahar, 2015; Rashidi ve dig., 2011).

1.2 Tez Cahsmasimin Icerigi

Eksantrik u¢ kiitleli kiris titresimi ile ilgili az sayida ¢alisma yapildig1 goriilmektedir.
Ug kiitlenin 3B cisim gibi modellendigi ¢alismalar ise daha da azdir. Ustelik bu
caligmalarda kirigin sabit kesitli ve malzemece homojen oldugu, kirisin cogunlukla tek
diizlemde egildigi kabul edilmistir. Mevcut ¢alismada Oncelikle Oguamanam ve
Arshad’ m (2005) 6nerdigi model degisken kesitli ve malzemece homojen olmayan
EB kirisi i¢in yeniden ele alinmigtir. Bu amagla, ¢alismanin ikinci boliimiinde ilk
olarak Hamilton prensibi ile EB kiris teorisine gore sistemin hareket denklemleri ve
muhtemel biitiin sinir sartlari elde edilmistir. Daha sonra Timoshenko kiris teorisi igin
aym metodla hareket denklemleri ve smir sartlari ¢ikartilmistir. Ugiincii boliimde, elde
edilen hareket denklemleri sabit kesitli kiris i¢in analitik olarak ¢6ziimlenmis, daha
sonra dordiincii bolimde DTM ve MDTM c¢oziimleri verilmistir. Teorik ¢alismanin
yani sira hem SE metoduyla hem de deneysel olarak modal analiz yapilmis, bunlara
ait detaylar calismanin besinci ve altinct bolimlerinde anlatilmistir. Calisma
kapsaminda sayisal verilerin tiretilmesinde Matlab (R2013a) ve ANSYS (v.16 ve v.18)
programlarindan yararlanilmistir. Titresim modlarinin  deneysel ol¢iimi  ise
OROS38/Endevco/Dytran markali 6l¢iim setlerinde yapilmis ve Olgiilen veriden
frekans cevap fonksiyonu (FCF) elde etmek i¢in NVGate (Version 8.00.002) yazilimi
kullanilmistir. Elde edilen tiim sonuglarin karsilastirilmasi yedinci boliimde asagidaki

gibi verilmistir.

e Timoshenko ve EB kiris teorisine gore sabit kesitli kiris i¢in analitik sonuglarin

deney ve ANSY'S sonugclari ile karsilastirilmasi

e Timoshenko kiris teorisine gore sabit kesitli kiris i¢in DTM sonuglarinin

ANSYS ve deney sonuglariyla karsilastirilmasi

e Timoshenko kiris teorisine gore degisken kesitli kiris icin MDTM sonuglarinin

deney ve ANSY'S sonugclariyla karsilastirilmasi



e EB kiris teorisine gore degisken kesitli kiris igin MDTM sonuglarinin ANSY'S

ile karsilastirilmasi

Sekil 1.1° de problemin ¢6ziimii i¢in takip edilen akis semasi gosterilmektedir.

Problemin
tanimlanmasi
\ 4
Problemin matematiksel
modelinin olusturulmasi
|
v v v L 4
Problemin Problemin Problemin DTM
ANSYS ile Deneysel analitik olarak ve MDTM ile
. caligsma - . - .
modellenmesi ¢Oziimlenmesi ¢Oziimlenmesi

A 4

Parametrelerin
elde edilmesi

A 4

Sonuglarin
karsilastirilmasi

Sekil 1.1 : Kiris-ug kiitle probleminin ¢6ziimii i¢in akis semasi
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2. MATEMATIKSEL MODELLEME

Bu bolimde Sekil 2.1° de sematik olarak verilen, burulmaya ve ayni zamanda iki
ortogonal diizlemde egilen, eksantrik 3B ug kiitleli kirisin matematiksel modeli elde
edilecektir. Sistemin hareket denklemleri ve smir sartlart EB ve Timoshenko kiris

modelleri i¢cin Hamilton prensibi uygulanarak ¢ikarilacaktir.

2.1 Hareket Denklemlerinin Cikarilmasi

Sekil 2.1°de verilen kiris-u¢ kiitle sisteminde X ekseni kirisin egilmeden Onceki

eksenini gostermektedir. v(X,t) ve w(X,t) fonksiyonlari sirasiyla kirisin XY ve YZ
diizlemlerindeki egilmelerini ve €(X,t) ise kirisin X-ekseni boyunca burulmasini ifade
etmektedir. Ug kiitlenin ilk konumundan itibaren 3B hareketini tanimlamak i¢in bes

farkli kartezyen koordinat takimi (F,, F, F., F, ve F, ) tanimlanmis ve bunlarin
egilme ve burulmadan dolayi birbirlerine gore hareketleri ifade edilmistir. F, kirigin

A noktasina yerlestirilmis referans eksen takimini gostermekte olup X, Y ve Z

eksenleri a,, a, ve a, birim vektorleri ile ifade edilmistir. b, b, , b, birim vektdrleri
ile ifade edilen F, kirisin B noktasina yerlestirilmis olup b, birim vektoriiniin a, birim
vektdriine paralel oldugu kabul edilmistir. Deformasyon sirasinda F, koordinat takimi
a, birim vektorii boyunca V(L,t) kadar 6telenmektedir. F, koordinat takimi (c,, C,,
C, birim vektorleri) baslangigta F ile cakismakta olup deformasyon sirasinda a,
birim vektorii dogrultusunda w(L,t) kadar 6telenmektedir. Bu sirada b, ve ¢, birim
vektorlerinin daima birbirine paralel kaldigi kabul edilmistir. d,, d,, d, birim

vektorlerine sahip F, koordinat takimmin baslangigta F

c

ile cakisik oldugu,
deformasyon sirasinda bu iki koordinat takiminin orijinleri ¢akisik kalmak sartiyla F,
nin ¢, birim vektori etrafinda @(L,t) burulma acisiyla dondiigi kabul edilmistir. Son
olarak F,(e,,e,,e,) koordinat takimi ug kiitlenin kiitle merkezine (G ) yerlestirilmis

olup birim vektorlerin eksenleri F; koordinat takiminin eksenleri ile hareket siiresince
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paralel kabul edilmistir. Timoshenko kiris modeli i¢in yukarida ifade edilen kabullere

ek olarak ¢, ( L, t) ve @, ( L,t) egilmeden olusan kesit egimlerini gstermek tizere F,
koordinat takimimnin b, birim vektorii etrafinda ¢, ( L,t) ve benzer sekilde F,’nin b,

etrafinda ¢, ( L, t) egim agilariyla dondiigii kabul edilmistir.

Sekil 2.1 : Kiris-ug kiitle sisteminin sematik ¢izimi

Ug kiitlenin kinetik enerjisini belirlemek tizere ug kiitle tizerinde alinan bir diferansiyel

elemanin r, konum vektorii asagidaki gibidir.
o=La, +v(Lt)a, +w(L,t)a, + Iy + (2.1)

Burada L kiris uzunlugunu, r;,,; diferansiyel elemanin ug kiitlenin kiitle merkezine
gore konumunu ve I, ise ug kiitle merkezinin (G) kirisin u¢ noktasina (C) gore

konumunu belirtmektedir:
leic = Xd; +Yd, +7d, (2.2)
Foie = Xd; +yd, +2d, (2.3)

Burada X, Yy, Z wug kiitlenin kiitle merkezinin kirisin u¢ noktasina gore
koordinatlaridir. x, Y, zise diferansiyel elemanin ug kiitlenin kiitle merkezine gore

koordinatlarin1 gostermektedir.
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a,,b,

Sekil 2.2 : Koordinat sistemlerinin birbirine gére konumlari

a =(,;—9Z . =V, (LY (2.4)
ow

ﬂ=&XZL =W, (L,t) (2.5)

y=0(L1) (2.6)

a Ve f sirastyla kirisin X =L ucunda Y ve Z etrafindaki egim agilarini, y ise F¢ takiminin
Fq takimina gore donme acisin1 gostermektedir. Birim vektorlerin birbirlerine gore
yonelimleri (Sekil 2.2) dikkate alindiginda bunlar arasindaki doniisiimler asagidaki

gibidir.

b)) [cosa sina 0]fa a,
b,r=|—sina cosa 0 |ja, =[T,]<a, 2.7
b | 0 0 1)la .
c,| [cosp 0 sinpg](b b,
G,i=| 0 1 0 [bt=[T,]{b, (2.8)
C;) |—sing 0 cospg||b, b,
d, 1 0 0 |[c C,
d,r=|0 cosy siny |{c,p=[T,]s¢, (2.9)
d, 0 -—siny cosy||cC, C,

Denklem 2.7 kullanilarak denklem 2.8 yeniden diizenlenirse;
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C, :[TZ][Tl] a, (2-10)

elde edilir. Benzer sekilde denklem 2.9 yeniden diizenlenirse;

d, a
d,  =[T][T][T] 2 (2.11)
d3 a3

olur. Kiigiik agilar i¢in cosa =cosf=cosy =1, sina=a, sinf=pfve siny=y

oldugundan;
1 a p
[Ts][Tz][Tl]: —-a 1 vy (2.12)
-5 —r 1
d, 1 o plly
d,¢=|l-a 1 y|ia, (2.13)
d, - -rv 1l]la

olarak yazilir. Denklem 2.13’de elde edilen ifade denklem 2.1°¢ yerlestirilir ve
belirlenen konum vektoriiniin zamana gore tiiretilmis hali denklem 2.14°deki gibi ifade
edilir. Denklem 2.15’te ise ug kiitlenin kinetik enerjisi yazilirken kullanilacak hiz

vektoriiniin karesinin alinmis hali verilmistir.

—a(y+y)-pE+2) | [(a
L= v +a(X+x)—y(Z+12) | {a, (2.14)
W+ B+ 7T+Y) | ay

2 =a’(X°+y2)+a>(C+y°) + (X +77)+ fA(C +2°) + 7 (Y + T7)

+72 (Y2 +2°) + X(26°K + 2V 6t — 2657 + 237X + 2By Y + 2W,_f3)

+Y(2a%Y + 2657 + 277 + 2By X + 2W, ) (2.15)
+2(28°7 + 26Y + 27°7 — 26y X — 2V, 7') '
+2a(YZ + yz) + 2V, (6X - yZ) — 20y (XT + Xz)

+2Ui (BX + 7Y) + 287 (XY +xy) + V7 + Wi
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2.2 EB Kiris Modeli icin Hareket Denklemlerinin Cikarilmasi

EB kiris hipotezine gore sekil degistirme sirasinda kayma sekil degisimlerinin etkisi
dikkate alinmaz. Yani, sekil degistirmeden Once tarafsiz diizleme dik kesit, sekil
degisiminden sonra da diizleme dik kalir (Bodur, 2014). EB modeli ince ve uzun
kirisler i¢in uygundur. Hamilton prensibine gore (denklem 2.16) hareket denklemleri

ve sinir sartlari elde edilir.

t, t,
j5Ldt=j5(T -V +W)dt=0 (2.16)
4 4
Burada L Lagrangian olup, T toplam Kinetik enerji, V potansiyel enerji ve W dis
kuvvetlerin yaptigi isi ifade eder. Bu ¢aligmada sistemin serbest titresimi icelendiginde
W sifira esit olur. Bu durumda Lagrange formulasyonuna gore sistemin kinetik ve

potansiyel enerjisi;

1t oY . 1t aw)’
T=2 ! p(X)A(x)[aj dx+ ! p(x)A(x)(Ej dx

X v 1 (2.17)
+E‘(|;IP(X)(E] dX+E(£)|;pZdM
1% ovY . 1% ow)’
V:E_!).E(x)ll(x)(y} dx+§£E(x)I2(x)(WJ dx
(2.18)

+%IG(X)J(X)(Z—S) dx

elde edilir. Denklem 2.17°de p(x), A(X) ve I,(x), sirasiyla yogunluk, kesit alan1 ve
birim boydaki kiitle eylemsizlik momentidir. 1,(x) = pJ(X) olup J burulma sabitidir.

Uniform kesitli kiris icin ANSY'S programinda hesaplanmais, degisken kesitli kiris i¢in
ise  herhangi  bir  kesit igin  J =bh’ [1/3— O.21h/b(1—]/12(h/b)4)}

(https://en.wikipedia.org) olarak hesaplanmistir. Kinetik enerji denkleminde verilen
ilk iki integral kirigin iki farkl diizlemde egilmesinden, ii¢iincii integral burulmasindan
kaynakli enerji ifadeleri olup dordiincii integral ise ug kiitlenin kinetik enerjisini

gostermektedir. Denklem 2.18°de ise E(X)I,(x), E(X)I,(x) kirisin Y ve Z
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cksenlerindeki egilme katiligi ve G(X)J(X) ise burulma katiligi olup
G(x)=E(x)/2(1+v) dir. Sistemin yukarida belirtilen tiim enerji ifadeleri Hamilton

Prensibinde (Denklem 2.16) yerine yazilir.

j(c‘ST 6V )dt jjp(x)A(x)—&(atjddejjp(x)A(x)—cS(a jdxdt

+j J 1 (X) _5(69dedt + j 1 as(a)dt + tJ 1, B5(B)dt
+ tj 1,76(7)dt + ! MV, S (v, )dt + tj My, 5 (v, )dlt

+ttf M SV, )(aX — yZ)dt +ttf MV, (6(a)X —o(y)Z)dt

+t£ M 8 (vl )(BX + 7yt +ttji MVl (S(B)X +8(7) Yt
T 07+ 0G) Pt~ [T, (@6) + ot

+tfryz(ﬂ5(d)+5(ﬁ)d)dt—tfE(X)|1(X)a—x\2/5(% ) 2.19)

x=L

+jE(X)I1(X) 5(— )dt+jE(x)I (x) 5(V| LLL

x:O

—jE(x)I (x) 5(v|X ,at— HE(x)Il(x) 5(v)dxdt

—IE()I() 5 )dt+IE()I(x) 5(— )dt

x=0

+j E(X)I, (x) §(W| )dt—j E(x)lz(x)—gé(w|xzo)dt
0’0
—HE(X)I (x) 5(W)dxdt+HG(X)J(X)—S(O)dth
—jG(X)J(X)—§(¢9| )dt+ jG(X)J(X)—5(H| - )dt=0
4 OX =t i OX *=0
Denklem 2.19’da kinetik enerji ifadelerindeki her bir terimin ayri ayr1 varyasyonu
asagidaki gibi alinmigtir.

2

Hp(x)A(x) —5(& ]dxdt ——[ jp(x)A(x)—5vdxdt (2.20)
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2

z I P(X)A(X) %5 (%) dxdt = —E Ip(x) A(X) gt—\iv owadxdt

m ()—5(8tjdxdt——jjl (x) zgﬁedxdt

2 b _
[T,a8(a)dt =] 1, aoadt
b 4
R L ..
[, po(pyt=—I1,, popdt
b _ t _
[ L 78 (7)dt=—[ 1 y5ydt

4 4

t, t,
[ MV, 5(v, )dt =—[ MV, Sv, dt

4 4

t t

My S(v, Yt = Myl w, dit
L L L L

4 4
t, t b
T MV, (5(6)X = 5(7)7)dt = My, St + | Mzv, Syt
t 4 b

jM5(v NaX —yZ)dt = j M (7 — ax)ov, dt

l

b . b .

tj MS(W, )(BX +yY)dt = —tj M (BX + yy)ow,dt
t . t, t,
f M, (3(3)% + 5(7))dt = { M, gt — | My, syl
[’} 4 t

I T, (5(4)7 +3(7)f)dt = —I T, oyt —I T, jopdt

L, th_ b _
.[ Ixz (a5(7/) + y5(a))dt = _I Ixza'é‘ydt - .[ Ixzj/.é‘adt
t 4 b
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(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



tf 1,,(B5(6) +S(B)crydt = —T 1,copdt —T 1, foedt (2.34)

[ pIA0) TY - E001, 00 2 jé(v)
tfz(é—r—é\/):tjﬁ ( P(X)A(X)——E( )}, (X) j5(w) sdxdt

+(_| (x) 2‘9+G(x)a(x)%J5(0)

t o%v
+[| =16 -MxV,_+1 7 - IyZ,B E(x)I, (x) J&adt
bl _ . — = o’w
+ —IW,B—MW\'/L—Iij/'—Iyzd—E(x)Iz(x)F opdt
X
= T 00
+[| =17+ MzV —Myw,_—1_ B+ Ixza—G(x)J(x)&jﬁydt (2.35)

t, 3

+ [ -MV, +MyZ-Max+E(X)1; (x) ]5v dt

t, 3

+[| =MW, —M X - M7y + E(x)1, (x) )5W dt

+IE(X)| (x ) 5(—

—IE(X)I (%) W(sﬂ

)dt jE(x)I(x) §(v| )t

X=

)dt jE(x)I (x) 5(w| Jydt

X=

+ jG(x)J(x)—5(<9| dt =

Denklem 2.35’de integrallerdeki varyasyon ifadeleri (6rnegin oV,o0w, 06, o ,o0)

sifir olamayacagindan parantez igerisindeki ifadeler sifir olmalidir. Boylece, denklem
2.35’deki ¢ift katli ve tek katli integraller sirastyla sistemin hareket denklemlerini ve
siir sartlarii vermektedir. Sonug olarak kirig-ug kiitle sisteminin EB teorisine gore

elde edilen hareket denklemleri 2.36-38"deki gibidir.

IO(X)A(X)a—-i-aT(E(X)l (x) Jz (2.36)
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p(x)A(x)i+ 82 [E(x)l (x) j (2.37)

-1 (x)a 9+§(G(X)\J(X)—j= (2.38)

X =0"daki smur sartlar1 kirisin hem A hem de S siir durumu i¢in denklem 2.39-

43’deki gibidir. x = L ’deki sinir sartlar1 ise denklem 2.44-48’de verilmistir.

x=0
Ankastre Serbest
0 o’V
vi =0 —| E(X) L (X)— =0 2.
e ﬁx[ (L(¥) axzjx_o (2:39)
oV o°v
—| =0 EX)I —1 =0 .
OX |2 Y ox’| (2:40)
0 O°W
w =0 —| EMX)I, (X)— =0 ,
o ﬁx[ (X)1,(x) axzjx_o (2.41)
oW O*W
= =0 E(X)L(X)— =0
OX |0 (91() x|, (2:42)
00
0., =0 G(x)JI()—| =0 (2.43)
= OX |4o

Goriildiig tizere A mesnetlenmis kirisin u¢ kisminda (X=0) hem Y hem de Z
dogrultularindaki yer degistirme ve egim sifirdir. Ayrica yine bu kisimda burulma
stfirdir. S sinir sartlarinda ise kesme kuvvetleri ile her iki diizlemdeki egilme ve

burulma momentleri sifirdir.

x=L
_ o oV _ 0% _ Pw oV
I, +MX—| T, | FEL(K) | =0 (2.44)
atZax x=L ’ x=L atz x=L g atz@x x=L aXZ x=L
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;oW ow ¢ 0% % o*w
I +MX—- +l,— +Il,——| +EXI,(X)— =0
» 6t26x L atz . Xy atZ L yz atzaX . ( ) 2( )aXZ . (245)
o%v 0% v 0 a2y
M—| -MZI— | +MX ——|EM)L(X)— | =0
| | ovax| ax( (1 ( )axz]XL (2.46)
o*w 0’0 o*w o 22w
MZ—| +My—| +MX——r -—|EMXI,(X)=— | =0
o) e | T et ax( (Ol ( )asz (2.47)
2 2 2 3 3
x=L x=L X=L el L
00 (2.48)
+G(xX)J(x)—| =0
a x=L

Yukaridaki esitliklerde gegen terimler: |, = | o+ M (Z° +¥?), I_yy =1,+M (X*+77%),

|_ZZ =1_+M(X*+y?), I_Xy: |W+MW, I_XZ =1,+Mxz, |yZ = |yZ+MW.Mu(;kﬁtleyi

I, | I, | I I ise ug¢ kiitlenin kiitle atalet momenti bilesenlerini

XX yy ! 7z Xy ! yz ! Xz
gostermektedir. Ug kiitlenin bulundugu ugtaki (X = L) sinir sartlart hem egilme hem
de burulma ifadelerini ayn1 anda bulundurmakta ve bdylece hareket denklemlerini

siir sartlar izerinden birbirine baglamaktadir.

2.3 Timoshenko Kiris Modeli icin Hareket Denklemlerinin Cikarilmasi

Timoshenko kiris teorisinde sekil degistirmelerde egilme gerilmelerinin yani sira
kayma gerilmelerinin etkisi de g6z Oniine alinip kesme kuvveti de hesaplamaya
katilmaktadir. Bu teoriye gore deplasmandan dnce kiris eksenine dik olan diizlemsel
bir kesit, sekil degistirmeden sonra da diizlemselligini korur, ama kiris eksenine
dikligini kaybeder. Ayrica bu teoriye gore kayma birim uzamalarinin ve yanal kayma
gerilmelerinin kesit boyunca sabit oldugu kabul edilmektedir. Bu kiris modeli 6zellikle
kisa ve kalin kirisler i¢in EB teorisine gore daha dogru sonuglar vermektedir. Sistemin
kinetik ve potansiyel enerji denklemleri Timoshenko kiris modeli kullanilarak

asagidaki gibi yazilabilir.
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T =%£p(x)A(x)\‘/2dx+%£p(x) X)Widx + = J.I x)0%dx
L Lt . (2.49)
+§£fl(x)¢12dx+§£f2(x)¢22dx+§(£)Fp2dM
J.EI ) (@) dx+= IEI )(@,)?dx+= J.G (x)6'dx
n (2.50)
+§£KG(X)A(X)(V'—¢1)2+§£KG(X)A(X)(W'—(02)2

Burada f,(x)=1,(x)p(x) ve f,(x)=1,(x)p(x)dir.

Kinetik ve potansiyel enerji denklemlerinin varyasyonlar1 EB kiris teorisine benzer

t

sekilde alinip Hamilton prensibinde, '[ (0T —oV)dt =0, yerine yerlestirilirse;

4

(—p(x)A(x)ZTZZ%{KG(x)A(x)[%—colma(v)
+ —p(x)A(x)iJr%{ G(x)A(x)(;—a\:(V—gonDé(w)

ijz ; —fl(x)%+ E(x)ll(x)%ﬂcG(x)A(x)(%—goljjé((pl) dxdt
+ —fz(X)ifz—kE(X)IZ(X)@—FKG(X)A(X)[;—a\;v—qozjjé'((oz)
#1052 +G<x)J<x)@j5(a)

]| —T,6 - MR+ 1,7 -1 A —E(X)1,(X) Q)lj&adt

j(
S T 0o,

j Iyyﬂ—waL—Ixyy—lyza—E(x)Iz(x)a— opdt

X

b I I ol

+j( IXX;/+szL—MyWL—IXy,B+Ixza—G(x)J(x)a—jéydt

Yy X

t, ov

j( M\’/’L+Mj/'Z—Mdi—KG(x)A(x)(a——goljjédet

t X

t . ow

+j( MV\'/L—Mﬁi—M;‘/'V—KG(X)A(X)(&—%D&WLdt

b
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t 0 & 0
+] E(x)ll(x)ﬁ—gjé(colhzo)dt +] E(x)lz(x)§5(¢2|xzo)dt +
] 7]

+] KG(X)A(X)(%—cﬂljé(VIxzo)dHtjG(X)J(x)%é(ﬁlxzo)dt (2.51)

+] K‘G(X)A(X)(g—\:(v—¢2j§(W|x=o)dt =0

Kiris-ug kiitle sisteminde Timoshenko kiris modeli dikkate alindiginda hareket
denklemleri ise 2.52-56’daki gibi olur.

p(x)A(x)Zt—zZ—g(KG(x) AR - ) =0 (252)
P40 T2 (A ) =0 (259

f,.(x) 8;:51 —%(E(X) 1,(x) %) —kG(X)A(X) (% —(plj =0 (2.54)
fo)%—%[E(x)lz(x) % j—z«G(x)A(x)[‘Z—VXV—%j ~0 (255)
lp(x)gi—f—g(e(xm ) %] ~0 (2.56)

x=10(1+v)/(12+11v) olarak hesaplanmis olup kayma diizeltme faktoriinii ifade eder

(Leissa ve Qatu, 201, Boliim 4). Bu durumda sistemin sinir sartlari;

x=0

Ankastre Serbest
ov

V], =0 kG(X)A(x) (— - %) =0 (2.57)
OX 0
oW

W|X:0 =0 KG(X)A(X)(&—(/&J =0 (258)

x=0
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op,
¢1|X:0 = 0 E(X)II(X)K . = O
6(”2
(02|X:0 =0 E(X)|2(X)§ 3 =0
00
0 :0 G(xX)J(x)— =0
|X=0 (x)J(x) x|
Xx=L
3, 2 2 3
A RV i B s
8t x=L at x=L at x=L at a x=L 8X x=L
3 2 2 3,
(R VLI il e I
otox x=L ot x=L x=L otox x=L OX x=L
_ 0°0 _ 0%V _0°w o*w — o
oo Mor| M el el e
x=L x=L x=L x=L x=L
+G(x)J(x) 00 =0
x=L
2 2 3,
MY M2l k2 +KG(X)A(X)(@—¢1J 0
at x=L at x=L at a x=L 8X x=L
MW w2l g oW +KG(x)A(x)(@— ) -0
atz x=L atz x=L atza x=L aX ¢2

x=L

=0

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi hareket denklemleri yine kiitlenin bulundugu ugtaki

sinir sartlari izerinden birbirine baglhdir.
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3. ANALITIK COZUM

Bu boliimde uniform kesitli kiris i¢in hareket denklemlerinin analitik ¢6ziimii
yapilmig, elde edilen dogal frekans ve mod sekilleri diger sonuglarla beraber

caligmanin yedinci boliimiinde karsilastirilmali olarak verilmistir.

3.1 EB Kiris Modelinin Analitik Coziimii

2.36-48°deki denklemlere degiskenlerine ayristirma metodu (V(X,t) =V (X)T(t),
w(x,t) =W(X)T (t), 9(x,t) =0(x)T(t)) uygulandiginda hareket denklemleri;

(Ellvu)" —pAa)Z\/ :0 — V””—ﬂ;‘v :0 (31)
(EIZW”)” —pAC()ZW :O — W”"—/Q;W :O (32)
(GJO) +1,0°0=0 = @"+220=0 (3.3)

A 2 14 A 2 /4 I 2 1/2
seklinde elde edilir. Burada ﬂlz(p a) ) , 22:(&] ve Zaz( Pa)j olup
El El, GJ

2
= di ve ?jT-Zr =—w’T olarak tanimlidir.
X

Sinir sartlar1 da;

x=0
Ankastre Serbest (3.4)
V(0)=0 (EL)'(O)V"(0)+EIL (0)V"'(0)=0 (3.5)
V'(0)=0 ElL(OV"(0)=0 (3.6)
W(0)=0 (EL,)'(OW"(0) + EI,(Q)W™(0) =0 3.7)
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W'(0)=0 El,(OQW"(0)=0 (3.8)

©(0)=0 GJ(0)©'(0) =0 (3.9)
x=L
1oV'(L)+MXo™V (L) - 1,0 O(L) +1,,0°'W'(L) - EL (L)V"(L) =0 (3.10)
I,&"W'(L) + MR W (L) + T & O(L) + I ,&V'(L) ~ EI,(LW"(L) =0 (3.12)

Ma?V (L) ~ MZ?@O(L) + Mx™V (L) + (E1,)'(L)V "(L) + EL (L)V (L) =0 (3.12)

M@’ W (L) + Myo’O(L) + MXw®W'(L) + (El,) (L)W (L)

+EL(LW"'(L)=0 (3.13)
1,0°0(L) - MzZoV (L) + My W (L) + T,,&®W'(L) - T,,0°V (L) 3.1
~GJ(L)@'(L)=0

Bu hareket denklemlerinin genel ¢6ziimii denklem 3.15-17°deki gibidir.
V (X) = ¢, COS(4,X) +C, SiN(4,X) + ¢, cosh(4,x) + ¢, sinh(4,x) (3.15)
W (X) = & c0S(A,X) + C SiN(A,X) +C, cosh(4,X) + G, Sinh(4,X) (3.16)
O(X) = Cq COS(4;X) +Cyg SIN(AX) (3.17)

Burada c, i=12,..,10 belirsiz katsayilardir. Bu denklemler yukaridaki smnir

sartlarina uygulanarak denklem 3.18’deki gibi matris formunda yazilabilir.

Al - A@]¢] [0
s SN VR (3.18)
Ag@) Ay ()] (&) (0

Bu homojen sistemin bos olmayan ¢oziimleri i¢in katsayilar matrisinin determinanti

sifira esitlenir ve boylece dogal frekanslar (@) hesaplanir.
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: 3 =0 (3.19)
Ag(@) Ay (o)

Bulunan dogal frekanslarin denklem 3.18’de yerine yerlestirilmesiyle mod sekilleri

i¢in Cj katsayilar1 hesaplanir.

3.2 Timoshenko Kiris Modelinin Analitik Coziimii

Benzer sekilde 2.52-66 denklemlerine degiskenlerine ayrigtirma metodu uygulanir.

v(x,t) =V (X)T(t),w(xt)=W(X)T(t), 8(x,t)=0(x)T(t), ¢ (x.t)="Y,(X)T(t)
0, (x,t)=Y,(x)T(t) olarak kabul edilirse hareket denklemleri denklem 3.20-24’

deki gibi, sinir sartlar1 da denklem 3.25-35’deki gibi bulunur.

V””(x)+(21+/12)V”(x)+/11(ﬂ?—AS)V(X):O (3.20)
P (X)+ (L + )Y (X)+ A4 (4, —4) W, (x)=0 (3.21)
W (X)+( A + 4, )W" (X)+ 4 (4, — 4 )W (x)=0 (3.22)
" (X)+ (4 +A)W" (X)+ A4 (4 — 4 )W, (x)=0 (3.23)
©"(x)+10(x)=0 (3.24)
_po® . f@® . kGA , L’ . kGA , (LW )
Burada 4, = kG112_E|11ﬂg_E|l’ﬂ4_E|2’&_E|2’ﬂ6_[ j dir.
Sinir sartlari;
x=0
Ankastre Serbest (3.25)
V(0)=0 KGA(O) V'(0)-,(0)) =0 (3.26)
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W (0)=0 xGA(0)(W'(0)-¥,(0)) =0 (3.27)
¥,(0)=0 El,(0)¥;(0)=0 (3.28)
¥,(0)=0 El,(0)¥,(0)=0 (3.29)
®(0)=0 GJ(0)©'(0)=0 (3.30)

Lo, (L)+MxoV (L)-1,0°0(L)+1,0"¥,(L)-El (x)@, (L)=0  (3.31)

10", (L)+MXo’W (L)+1,0°0(L)+1,0"¥,(L)-El,(x)w, (L)=0  (3.32)

1,00 (L)-MzZa®V (L)+MyoW (L)+ 1 ,0*¥,(L)- 1,0 ¥, (L)
(3.33)
-GJO'(L)=0

MV (L)-Mzo’®(L)+(MXao® +xGA(X)) ¥, (L)-xGA(X)V'(L)=0  (3.34)
Ma*W (L) +Mya’®(L)+(MXao® + kGA(X)) ¥, (L)-x«GA(X)W'(L)=0  (3.35)

Hareket denklemlerinden 3.20 ve 3.21 diferansiyel denklemleri XY diizlemindeki
egilme deformasyonlarin1 ifade etmekte olup bu iki denklemin karakteristik
denklemleri 6zdestir. Aymi sekilde denklem 3.22 ve 3.23 YZ diizlemindeki egilme
deformasyonlarini gostermekte ve XY diizlemindeki deformasyonlar gibi karakteristik
denklemleri &6zdestir. Bu yiizden karakteristik denklemler denklem 3.20-21 ve

denklem 3.22-23 i¢in ayr1 ayr1 ¢oziilmiistiir.
L+ (4 + A0+ 4 (4, —4) =0 (3.36)

ve ¢0ziim

s %)—4(221 %) +44 s (337)

1
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[}2_—<4+@)+Jw—@2+4ﬂlﬂa
o 2

(3.38)

Denklem 3.37 ve 3.38’den goriildiigii iizere ﬁf ‘nin isareti ya pozitif ya da negatif

olabilir fakat & ’nin isareti daima negatiftir. ,Blz ‘nin isaretinin belirlenmesi i¢in kosul

olarak belirlenir. Boylece muhtemel ¢6ziim i¢in {i¢ farkli durum yazilabilir.

2
Durum 1: Eger ALY s B >0;
f, xG

Bu durumda ¢6ziim;

V (x)=C,sin(&x)+C, cos(éx)+C,sinh (ﬁlx)+é4 cosh (ﬁlx)
¥, (x)=B,sin(&x)+ B, cos(ax)+ égsinh(/?lx)+ B, cosh (/?lx)

2
Durum 2: Eger A9 i B2=0
f, xG

Bu halde ¢6ziim;

V (x)=C,sin(éx)+C, cos(éx)+C,x+C,
¥, (x)=B,sin(&x)+B, cos(&Xx) +B,(x)+B,
seklinde ifade edilir. Son olarak
2

Durum 3: Eger A<a)— ise 52 <0 olup ¢dziim;
f, xG

V (x) =C,sin(&x)+C, cos(&x)+Cysin( 5x)+C, cos( Ax)

¥, (x) = B,sin(&,x)+ B, cos(&x)+ I§3sin(ﬁlx)+ B, cos(4x)
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



olarak yazilir.

Denklem 3.31-35°de verilen A siir sartlar1 kullanilarak ti¢ farkli durum i¢in de;

C,=-C,ve B,=—B

4

(3.46)

bulunur. Yukarida ifade edilen ii¢ durum igin Katsayilar arasindaki iligki ayr1 ayri

yazilirsa,

Durum 1 i¢in;

Durum 2 i¢in;

~2_
él:_”2a1~/11
al
~2_
6,=C 44
al
02
§3:é4ﬂ1 jﬂl
By
02
|_s)4:ésﬂ1 f%
By
~ ~ ~ ~ G - B
B,=-B,= C,=-C, 1~/11 =~ .
al ﬁl +Zl
~2
§=-C4 A
o
~2
§2261a1~ A
2%
B, = 4C,
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(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3. 53)

(3. 54)

(3.55)



(3.56)

C,=0
Son olarak Durum 3 i¢in;
~ - (& -4
,=—C, ( 107 ) (3.57)
1
2 f—
é2:6:1( — ﬂl) (3.58)
6¥1
-
B, =-C, M (3. 59)
B
2 f—
B, = ~3< F A) (3.60)
By
~ L@t -2, 3
¢, =-C, ( _ ) fl (3.61)
& (:31 _21)
olarak hesaplanir.
Benzer sekilde denklem 3.22 ve 3.23’iin karakteristik denklemi yazilir.
(3.62)

L'+ (A + A0 + A4 (A4, —4)=0

Bu karakteristik denklemin muhtemel ¢6ziimii ise denklem 3.63 ve 3.64’°de

gosterilmistir.
oG £ 2,) (= 2) + 44 (3.63)
2 2
5o —(4 +/14)+\/(ﬂ1 — ) +44J (3.64)
2

XY diizlemindeki egilmeyi gosteren denklemlere benzer olarak ﬁ~22 ‘nin igaretinin

belirlenmesi i¢in gerekli kosul denklem 3.65deki gibidir.
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A o
veya —<— 3.65
, kG Y f, &G (3.65)

Bu kosula gore ,522 ’nin pozitif, negatif ya da sifir olmasi asagida belirtilen ti¢ duruma

baghdir. ilk karakteristik denklemin ¢dziimiine benzer sekilde ii¢ durum icin ayr1 ayri
¢Ozlimler Onerilir. Yani;
2

Durum 1: Eger T > w—G ise Bzz >0, bu durumda ¢6ziim;
K
2

W (x) = D, sin(@,x)+ D, cos(,x)+ D, sinh (Bzx)+ D, cosh (ﬁ’zx) (3.66)
w, (X) = E sin(&,x)+E, cos(&,x) + E;sinh (Bzx)+ E, cosh (Bzx) (3.67)
9 A 0)2 . ~9 . 2 oo A8
Durum 2: Eger —=—ise 3, =0, onerilecek ¢oziim;
f, xG
W (x) =D, sin(&,X)+ D, cos(a,x)+D,(x)+D, (3.68)
v, (X) = E sin(&,x)+E, cos(a,x)+ E; () +E, (3.69)

2

Durum 3: Eger — <a)_G ise [?22 < Oolup son durum igin ¢6ziim;
K
2

W (x)= D, sin(&,x)+ D, cos(&,x)+D, sin(ﬁzx)+ D, cos(ﬁzx) (3.70)

w, (X) = E,sin(&,x)+E, cos(&,x) + E,sin (ﬁzx)+ E, cos(ﬁ’zx) (3.71)

seklinde yazilir. Yine denklem 3.25-30°da verilen A sinir sartlar1 kullanilarak ti¢ farkli

durum i¢in de;
, Ve E,=-F, (3.72)

bulunur. Her ti¢ durum i¢in ¢6ziim yapildiginda katsayilar arasindaki iliski asagidaki
gibi bulunur.
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Durum 1 igin;

~2
Elz_ljz (azjﬂl)
aZ
2_
Ez = ~1 (0‘2&211)
N )
3 4 ,82
e,-p, P4
4 3 ,32
~2 ~
Ez :_Ezl Ve = Ijs :_51 (QZ;ﬂl) ~ﬂ2
. (ﬂ22+/11)
Benzer sekilde Durum 2 i¢in;
. < (A-a)
£ =0,
~2
Ez = ~1 (0‘2&2Z1)
Es 221[34
E4 :_Ijl (0522;/11)
a,
D,=0

Son olarak Durum 3 i¢in katsayilar arasindaki iligki;

El = Ijz (ﬂijdg)

a,
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(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)



E, =D (4 -4) (3.84)

a,
E, =D, (ﬂliﬂ;) (3.85)
5
E, =D, % 7 ) (3.86)
Ps
B, :_51(072;21) fz (3.87)
&, (182 _21)

elde edilir. En genel halde biitiin sistemin hareket denklemlerinin ¢6ziimii ti¢ farkli

durum i¢in asagidaki formda yazilabilir.

. o’ o A
Eger —>—ve — >—— ise genel ¢oziim;
. kG , kG

v(x)=c~:l{sin(o71x)—‘5‘12_’11 _f sinh(ﬁlx)}

G B+ (3.89)
+C, {cos(o?lx) —cosh( le)}
W (x) =D, Sln(&zx)—( 22:/11) ~2ﬁ~2 sinh(ﬁzx)
@ (B+4) (3.89)
+D, {cos(o?zx) —cosh (ﬁzx)}
v, (x)=C, ~12(;/11 {cos(&lx)—cosh (le)}
o - (3.90)
+éz {_ 0‘10;1/11 sin (dlx)_ﬂll‘%ﬂlsinh (Iglx)}
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w,(x)=D, 7 {cos(&zx)—cosh(ﬁzx)}
+[~)2{—(&2&_fl)sin(&2x)—('Bzﬂ:ﬂl)sinh(ﬁzx)

O(x) = F, cos(4X)+F, sin(4x)

o,
=—— ise genel ¢0zlim;
f, &G , kG

V (x)=C,sin(&x)+C, {cos(ax) -1}

W (x) = D;sin(a,x)+D, {cos(&x) -1}

v, (x)=C, (&12‘;121) {cos(&x)-1}+C, {(ﬂi ;!10?12 ) sin (o”clx)—ﬂix}
w,(x)=D, (&zzd_zﬂl){cos(azx)—lh Iﬁz{(ﬂljz&zz)sin(dzx) Aix}

O(X) = F, cos(4X)+F,sin(4x)
dir. Son olarak;

} o A o . .
Eger — <—— ve — <—— ise genel ¢oziim;
f, &G f, &G

+C, {cos(o?lx) - cos(ﬁ’lx)}
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(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)



/11) 2 (3.99)
D {cos(oz2 )—cos( 5, )}
z,yl(x):Cl(le_lﬂl){cos(&lx)—cos(ﬁlx)}
L (3.100)
+C, (jiTl)sin(&lx)—(ﬂlﬂlﬂl)Sln(ﬂ )}
v, (x)= ﬁl%{cos(&zx)—cos(ﬁzx)}
.. (3.101)
+ 2{(%% )S|n(a2x) Msin(ﬁzx)}
O(x) = F, cos(4:X)+F, sin(4X) (3.102)

seklinde ifade edilir.

A/ f, ve A/ f,’nin pratikteki degerleri dikkate alindiginda denklem 3.88-92’de

verilen ¢oziim se¢ilmis ve sistemin X = L ’deki sinir sartlarina uygulanmistir. Boylece

elde edilen denklemler 3.103’deki gibi matris formunda yazilabilir.

A(w), . Csa =0 (3.103)

6x6

[A])=0 olmasi durumunda sistemin dogal frekanslar1 elde edilir. Sistemin titresim

modlari ise elde edilen frekanslarin denklem 3.103’de yerine yazilmasi ile bulunur.
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4. SAYISAL COZUM

Bu boliimde ilk olarak DTM’nin ve MDTM’nin uygulanisi ve genel doniisiim
Ozellikleri verilmistir. Sabit kesitli kiris dikkate alinip her iKi kiris teorisi i¢cin DTM
uygulanmistir. Daha sonra degisken kesitli kiris i¢in DTM’nin yetersiz kalmasindan
dolayt MDTM uygulanmigtir. DTM ve MDTM ile elde edilen sonuglar yine diger

yontemlerle karsilastirmali olarak ¢alismanin sonuglar kisminda verilmistir.

4.1 Diferansiyel Transform Metodu (DTM)

DTM Taylor serisi acilimina dayanan, adi veya kismi diferansiyel denklemlere
polinomlar seklinde ¢6ziim Oneren yari analitik/niimerik bir yontemdir. Taylor serisi
¢oziimleri ¢ok fazla sayida sembolik islem gerektirmesine ragmen DTM’de tiirevler
sembolik olarak degerlendirilmedigi icin ¢ok daha basit hesaplamalarla hizli bir

sekilde dogru sonuglar elde edilmektedir (Bozyigit ve dig., 2017).

f (x) orijinal fonksiyon ve F[k] diferansiyel doniisiimii alinmis fonksiyon olmak

uzere;

F[k]=%{d dfxﬁx)} 4.1)

ve F[k] nin ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu;

f () =2 FIKI(x—%)" (4.2)
k=0
olarak tanimlidir. Denklem 4.1, denklem 4.2’de yerine yazilarak
2 (X—X%) | dfF(x
= k! dx -

elde edilir.
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Bu esitlige gore f(x) fonksiyonu sonlu sayida bir kuvvet serisi olarak asagidaki gibi

kabul edilmektedir. x, = 0alinirsa;

00 =Y FIKIX F[k]:%[d fx(x)} 4.4

Yukaridaki esitliklerde kiigiik harf ile gosterilen fonksiyon ( f (x)) orijinal fonksiyonu
ve biiylik harf ile gosterilen fonksiyon ise diferansiyel doniisiimii alinmis fonksiyonu
gostermektedir. Diferansiyel denklemlerin doniistliriilmesinde tek boyutlu DTM
teoremleri siklikla kullanilmaktadir. Cizelge 4.1 ve 4.2°de problemlerde kullanilan

bazi doniisiim kurallar1 verilmistir.

Cizelge 4.1 : Onemli bazi DTM déniisiim kurallar1.

Fonksiyon Doniisiim Fonksiyonu
f(x)=g(x)xh(x) F[k]=G[k]£ H[K]
f(x)=cg(x) Fk]=cGlk]
f(x) = 490 ikl =Y Gk g
dx" k!
K
f(x)=9(x)h(x) F[k]= > Glk]IH[k k]
k=0
F(X)=x" Flk=s(k—ny=] > *="
(0 =x - 10 k=n
Cizelge 4.2 : Sinir sartlar1 i¢in DTM dontisiim kurallart.
Xx=0 X=L
Dontistimii Dontistimii
Sur sart alinmis hali Smur sarts alinmis hali
£(0)=0 F[0] =0 F(L)=0 S LF[K] =0
k=0
df (0) df (L) g kL
—7_0 FI11=0 ——Z=0 KL F[k]=0
» [ » kz(; [k]
d°f(0) _ F[2]=0 d°f (L) _ > k(k 1)L 2F[K] =0
iz =0 [2] 3 =0 ; (k-D)LF[K]
d°f (O _, F[3]=0 1L g Ykk-1)(k-2)LFK]=0
dx® dx® e
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4.1.1 EB kiris modelinin DTM ¢o6ziimii

Denklem 3.1-3de verilen hareket denklemleri Cizelge 4.1°deki teoremler kullanilarak

asagidaki gibi dontistiiriilmiistiir. Bu ¢alismada {izeri ¢izgi ile ifade edilen fonksiyonlar

dontistimii alinmis fonksiyonlar ifade etmektedir.

(k:!4)!\7[k+4]_114\7[k]:o - \7[k+4]=214(k_|t!4)!\7[k]
B )21 -0 = v‘v[k+4]=z;(kf4),v_v[k]
(kZ!Z)!@[k+2]+ﬂgz@[k]=o - @[k+2]=—ﬂ§(k5!2)!@[k]

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Denklem 4.5-7°deki esitlikler DTM’deki tekrarlama bagintilarin1 géstermektedir.

Burada k =0,1,2,..., N ve N serideki terim sayisidir.

Denklem 3.4-9 ve denklem 3.10-14’de verilen sinir sartlarina Cizelge 4.2°deki sinir

sartlar1 dontisiim kurallar1 uygulandiginda denklem 4.8-17’deki doniisiimii alinmis

sinir sartlar elde edilir.

x=0
Ankastre Serbest
v[o]=0 V[2]+V[3]=0
V{1)=0 V[2]=0
W[0]=0 W [2]+W[3] =0
W[1]=0 W[2]=0
6[0] =0 ol1]-0

Xx=L
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



+1,0" > kLW k] - EllzN: k(k-D)LV [k]=0

k=1

+1,0° Y KLV K] - EIZZN:k(k ~1)LW [k]=0

k=1

N N N
Mao?> LV [k]-MZo® ) L©[k]+Mxa® > KLV [K]
k=0 k=0 k=1

+Ellik(k ~D(k-2)LV [k]=0

N N N
Ma@?> LW [k]+Myo® > L'O[k]+MXo? > kLW [k]
k=0 k=0 k=1

+EI2§: k(k—D(k—2)L“°W [k]=0

N N N
1,@? > L'O[k]-MZw? > LV [k]+MYw® > LW [K]
k=0 k=0

k=0 =
N N N
TS KU [K] - T,00 S KUV [K]-GI Y KLB[K] =0
k=1 k=1 k=1

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Hareket denklemlerinde tekrarlama bagintilart serinin N tane terimi i¢in sagidaki gibi

acik bir sekilde yazildiginda birinci hareket denklemindeki yiliksek mertebeden

terimlerin V[0], V[1], V[2] ve V[3] terimlerine, aym sekilde ikinci hareket

denklemindekilerin W [0], W[1], W[2] ve W3] terimlerine ve iigiincii hareket

denklemindekilerin ise ®[0] ve ©[1] terimlerine bagl oldugu goriilmektedir.

k=0 :»\7[4]:2;‘%\7[0]
k=1 :>\7[5]=,114%\7[1]

k=2 :>\7[6]:214§\7[2]
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k=3 :»\7[7]:}14%\7[3]

k=4 =V[8]=4' 3\7[4]#18 5\7[0] (4.18)

k=N-4 :>\7[N]:214%\7[N 4]

k=0 :»W[4]:/1;%vv[o]
k=1 :»W[5]=z;$vv[1]
k=2 :W[e]zzjgvv[z]
(=3 =W[7]= 4 SW[3] (4.19)

k=4 :W[a]zﬂggvvm]:ﬂfgw[ol

k=N-4 =W[N]=2, W [N -4]

(N —4)!
N

k=0 :@[2]:—25%(7)[0]
k=1 :6[3]:—/1;%(7)[1]
(4.20)

k=2 =8[41=-4 2 6[2]- % = 6[0]

k=N-2 :6[N]=—A§¥(§[N—2]

A Kiris igin simir sartlarindan V [0] =V [1] =W [0] =W [1]=©[0]=0 olup V [2]=c,

, \7[3] =C,, W[2]=c,, W[3]=c,Vve ®[1]=c, kabulii yapilir. S kiris i¢in ise smnr

sartlarindan  V [2] =V [3]=W[2]=W[3]=O[1]=0 olup V[0]=c,, V[i]=c,,

W [O] =C;, W[1]=c, ve ®[0]=c, kabulii yapilarak denklem 4.13-17"deki esitlikler

her iki sinir sart1 i¢in matris formunda ayr1 ayr1 yazilir. Matrisin determinantinin sifira

esitlenmesiyle sabit kesitli EB kiris modelinin dogal frekanslar1 elde edilir. Bulunan

dogal frekanslar denklem 4.21°de yerine yazilarak mod sekilleri elde edilir.
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A (
Ay(@) A,(0) Ay
Au(o) A (o) Ay
Ay(@) A,(0) A,
A (@) A,(0) A

4.1.2 Timoshenko kiris modelinin DTM ¢oziimii

Bu durumda denklem 2.52-56’daki hareket denklemlerine DTM uygulanarak

V[k+2] = k!

(k+2)!

gl[k +2]= (k 5!2)! {(ﬂs —ﬂz)gl[k]_

k!

V_V[k+2]:(k+2)!

Wylk +2] = —{(25 —2,)¥2[K]-

k!
(k+2)!

Ok +2]=- ”
+

elde edilir.

(k +1)!

N Ho

() o (] (2]
~ [N

3

Wik +1]—/11\7[k]}

+|1) VK +1]}

¥,k +1]—711W[k]}

O O O O o

AWk +1]}

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Timoshenko kiris modelinde hareket denklemlerinde hem egilme hem de egilmeden

olusan kesit egim fonksiyonlar1 birbirine bagl olup analitik ¢6ziim yapilirken bu

fonksiyonlar ayristirtlmistir. Fakat DTM’de bu isleme gerek olmadan hareket

denklemleri dontistiiriilmiis ve ¢oziim yapilmistir. Kirigin sol ucunun A veya S olmasi

durumunda dondstiiriilmis sinir sartlar1 denklem 4.27-31°deki gibi elde edilir.

x=0
Ankastre

v[o]=0

Serbest

V[1]-¥,[0]=0

(4.27)



W[0]=0 WI[1]-¥[0]=0 (4.28)

¥,[0]=0 Yi[1]1=0 (4.29)
¥,[0]1=0 ¥y[1]=0 (4.30)
®[0]=0 ®[1]=0 (4.31)

U¢ kiitlenin oldugu taraftaki smir sartlar1 ise denklem 4.32-36°daki gibi

donistiirilmiistir:
X=L

T 2N T o 2N T 2 L A~ 2 S
I, Y L'Wi[k]+ MXe® 3 L'VIK]- 1,0 ¥ L'Ok]+ 1,0 3 L"¥2[K]
K=0 K=0 k=0 k=0

N X (4.32)
—EL Y kKL 'ik]=0
k=1
— N . N — A N — — N J—
I Y L'Yk]+ MXo’ Y LWK]+ 1 0> LOk]+ 1 ,0° Y L“WPi[K]
W k=0 k=0 Y k=0 y k=0
N w (4.33)
—EL, Y KL, [k]=0
k=1
— N - N — N — — N J—
I > L'Ok]-MzZo’ ¥ LV[K]- MY’ ¥ LWK]+ T 0 ¥ L W[K]
k=0 k=0 k=0 k=0
L N B (4.34)
~1 0"y L“¥1[k]-GJ Y kL' 'O[k] =0
k=0 k=1
N — N — N J—
Mao?® Y L'VIK]-MZo® Y LO[k]+ (MXo® + kGA) Y, L ¥1[K]
k=0 k=0 k=0 (435)
_kGAY KLV k] =0
k=1
N — N — N —
Mo’ Y L*'WIKk]-Mye?® Y L“O[k]+ (MX@® + kGA) Y. LW, [K]
k=0 k=0 k=0 (436)

_kGAY KL“W[k] =0
k=1

Burada \7, V_V, @1, ¥, ve ® dontigiimii alinmis fonksiyonlarive V, W, ¥, ¥,, ©
orijinal fonksiyonlar1 gostermektedir. EB modeline benzer olarak x=0 noktasinda A
sinrr sartlarinda V [0] = ¥, [0] =W [0] = P, [0] =®[0] =0 olup V[1] =¢,, ¥,[1] =c,

W ([1]=c,, ¥,[1]=c, ve ®[1]=c, kabul edilir. S sinir sarti durumunda ise V [0] =c¢

1
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., ¥,[0]=V[1]=c,, ¥,[0]=W[1]=c,, W[0]=c, ve ®[0]=c, kabul edilip

x=L’deki esitliklere uygulanir ve boylece asagidaki homojen denklem sistemi elde

edilir:
_Au(w) Ay (o) Ay(w) A(w) Ais(a’)_ G 0
Au(@) Ap(0) Ay(w) Aylw) Ag@)|ic,| |0
Au(o) Ay(w) Ay(o) Aylw) Ag(w)|i =10 (4.37)
As(@) Ay(0) Aglo) Aulo) Aslw)]|c, 0
_Asl(a)) Asz(a)) Ass(a)) A, (o) Ass(a))_ Cs 0

Denklem 4.37°deki katsayilar matrisin determinantinin sifira esitlenmesiyle sabit

kesitli ve ug kiitleli Timoshenko kiriginin dogal frekanslar1 hesaplanir.

4.2 Multi-step Diferansiyel Transform Metodu (MDTM)

Bu yontem DTM’deki yakinsama problemini gidermek igin gelistirilmis olup bunu
izah etmek i¢in denklem 4.38°de verilen lineer olmayan baslangi¢ deger problemini
ele alalim (Ertiirk ve dig., 2012).

ft,y,y,..y"")=0 (4.38)
Problemin baglangig sartlari y*(0)=c,, k=0,1..,p—1 seklinde olsun. DTM

yontemine gore bu problemin [0, T] araliginda seri ¢oziimii asagidaki gibidir.

y(t) =ia”t", te[0,T] (4.39)

MDTM ise yaklasik ¢oziim icin yeni bir fikir 6ne stirmektedir. Buna gore [0,T]

arahginin M tane [t, ,,t. ], m=12,..,M alt araliga h=T /M olacak sekilde esit

m-17

adimlarla bolindiigii kabul edilip ilk 6nce [0,t] araliginda DTM uygulanmakta ve

y = ¢, baslangic sartlar ile denklem 4.40°daki yaklagik ¢oziim elde edilmektedir.

WO=Ya, tel] (4.40
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Benzer sekilde m>2 igin her alt aralikta ([t ,,t.]) baslangic sartlan

m-17

y @ )=yt ,) ile DTM uygulanarak her aralik igin bir y_(t), m=12,..,.M

m-1

yaklasik ¢oziimii elde edilir.
K
ym (t) = Z a'mn (t _tm—l)n ' te [tm ’tm+1] (441)
n=0

Yani MDTM ile ¢oziim asagidaki gibi pargali olarak bulunur:

y,(t)  te[0t]
y(t)= y{(t) te[?’tz] (4.42)

Vi (8) te[tyst]
Adim genisligi h=T oldugunda MDTM Kklasik DTM’ye doniisiir.

4.2.1 EB kiris modelinin MDTM ¢o6ziimii

Multi-step DTM ug eklentili degisken kesitli kiris modeline uygulanirken kirisin esit
parcalara boliindiigli kabul edilip her bir parga icin DTM prosediirii uygulanip
tekrarlama bagintilar1 elde edilir. Ayrica her bir parca arasinda uygunluk sartlar
yazilip DTM’nin dezavantaji olan yakinsama problemi ortadan kaldirilarak biitlin
dogal frekanslar ve mod sekilleri dogru bir sekilde elde edilir. Bu ¢alismada hareket
denklemleri dordiincii mertebeden olup esitliklerde ¢ok fazla degisken mevcuttur.
Yontemi uygularken kolaylik olmasi acgisindan asagidaki gibi bazi degisken
tanimlamalar1 yapilarak tiirevlerin mertebesi diisiiriilmiistiir. Boylece tekrarlama
bagintilarinin yazilmasi ve bilgisayarda kodlanmasi daha kolaydir. Degisken kesitli

EB kiriginin hareket denklemleri (denklem 3.1-3) B, = p(X)A(x), B,=1,(x),
B,=E(X)I.(X), B,=E(X)I,(x) ve B,=G(x)J(X) olacak sekilde asagidaki gibi

yeniden diizenlenirse;
(BV") BV =0 (4.43)

(BW")" —Bw™W =0 (4.44)
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(B,©') +B,0’© =0

(4.45)
bulunur. Burada V'=¢, W' =& olarak tanimlanirsa;
V'=¢ (4.46)
W"=¢&' (4.47)

olur. Y ve Z eksenlerindeki egilme momentleri denklem 4.48-49 ve burulma momenti
ise denklem 4.50°deki gibi diizenlenir.

BV"=Bg =M,

(4.48)
BW"=B,"=M, (4.49)
M, = B®' (4.50)

Su halde bu diizlemlerdeki kesme kuvvetleri sirasiyla denklem 4.51 ve 4.52’deki gibi
yazilabilir.

Y =(BV") =M, (4.51)

Z=(BW") =M! (4.52)

Son durumda ilgili denklemler asagidaki gibi birinci mertebe denklemlere doniismiis
olur.

Y'-BawV =0 (4.53)
Z'-Bw'W =0 (4.54)
M/ +B,0’®=0 (4.55)

Cizelge 4.1°de verilen kurallar denklem 4.53-55’de verilen hareket denklemlerine

uygulanarak tekrarlama bagintilar1 elde edilmistir. V' = ¢ esitliginin déniisiimii alinmis

foksiyonu denklem 4.56°daki gibidir. Bilgisayar ortaminda kodlamanin daha kolay
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olmasi bakimindan denklem 4.57°de gosterildigi gibi u, fonksiyonu ¢’ fonksiyonunu

tanimlamak i¢in kullanilmis ve doniistimii alinmuistir.

_ _ _ 1 -
KWV = Vik2l= 2o gk (456)
u=¢ = UJk]=(k+Dg[k+1] (4.57)

V[l = S B0,k — 1] = B,[0N0, (K + S By10, [k 1] (458)

M, [1— Y B, 110,k 1]
B,[0]

(4.59)

U,[k] = . k>1

Denklem 4.58’de egilme momenti fonksiyonunun doniisiimii alinmig, denklem

4.59°da ise U,[K] fonksiyonu ve doniisiimii alinmis egilme momenti fonksiyonu (

M y [k]) arasindaki iliski belirtilmistir. Ayrica kesme kuvvetinin (Y) déniisiimii alinmis

fonksiyonu denklem 4.60’daki gibidir.

YKl = (k+ )M [k+1] (4.60)
Dolayisiyla denklem 4.53°den ilk tekrarlama bagntisi;
V[k+1]—ia)zzk:§[l]\7[k—l] k>0 (4.61)
(k+1) = ’ - '

olarak bulunur. ilk tekrarlama bagmtismnin elde edilmesinde uygulanan islem

basamaklar1 benzer sekilde 2. ve 3. tekrarlama bagintilarin1 elde etmek i¢in asagidaki

gibi uygulanir.
(k+DW[k +1]=¢[k] = Wk +1]=(k—11)5[k] (4.62)
u,=& = U,[k]=(k+DE[k+1] (4.63)
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VL IK]= > B0,k 11 = B[00, K]+ 3 B, 1110, [k 1]

VL IKT— S B[N0,k 1]

U,[k] = L , k>1
2K] 5.10]
I\ﬁz[k+1]:—z[k:I
k+1
2. tekrarlama bagintisi;
Z_[k+1]—La)ZZk:I§[I]V\_/[k—I] k>0
k+D " & .

Denklem 4.54-55’den;

_ il _ F -
(K+D)WIk +1]=<¢[k] = W[k+1]=m§[k]

u=0 = U,[k]=(k+)O[k+1]

VK] = S B0, K~ 1] = BL[010,[K] + 3 B, 1Tk 1]

Vi [K]— " B,[110,k 1]
B,[0]

0,[k] = . k>1

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

bagntilar1 yazilir. Denklem 4.55’in diferansiyel doniisiimii alinarak 3. tekrarlama

bagintisi;

M, [k +1] = —ﬁwzi@[l]@[k—u, k>0

seklinde elde edilir.

(4.72)

Calismada kiris boyunun [0, L] ii¢ esit parcaya boliindiigii kabul edilmis olup her bir

parca i¢in denklemler formiil 4.73 ve 4.74°deki gibi ifade edilmistir.
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AV(X) = izi [K](x—x,)* (4.73)

A'[k] xe[0,x]
AX) = AK] xe[x, %] (4.74)
N’[k] xe [X,, %]

Bu esitliklerde x, =L/3, x,=2L/3and x, =L dir. Ayrica A egilme (V, W) ve

burulma (® ) fonksiyonlarini temsil etmektedir. Her bir par¢a arasindaki uygunluk
sartlar ise denklem 4.75-84’deki gibidir.

Vialk1=VIKI(x = %,)" (4.75)
W, o[k = Wi[K](x, — ;)" (4.76)
0,.,[K]1=0,[K](x —x_)" (4.77)
B4 [K1= AIKI(% —%,)" (4.78)
&alk]= &K1 =% ,)" (4.79)
M, [k]=M, [KI(x —x)" (4.80)
Y, alk1=YiIKI(x —x,)" (4.81)
Z,,\[K1=Z [K1(% —%,)" (4.82)
M, _[K]=M, [K1(% —x_,)" (4.83)
M, k1= M, [KI(G — ;)" (4.84)

i=12 ve k=0,1,,2,..K’dir. Orijinal sinir sartlarina (denklem 2.39-48) Cizelge

4.2’deki doniisiim kurallar1 uygulandiginda A ve S kiris i¢in asagidaki denklemler elde

edilir.

Soldaki smir sartlar1 (X=0);
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Ankastre Serbest

V[o]=0 M,[0]=0 (4.85)
W[0]=0 M,[0]=0 (4.86)
Q[0]=0 M,[0]=0 (4.87)
#[0]=0 Y[0]=0 (4.88)
E[0]=0 Z[0]=0 (4.89)

Sagdaki siir sartlari (X = L);
1o’ ¢[L]+ MXoV[L] - 1,0°O[L]+1,0°E[L]-M [L] =0 (4.90)
1, @ E[L]+ MX&*W[L]+ 1, @’©[L]+ 1 ,0’$[L]1-M,[L] =0 (4.91)
1,0 O(L) - MZoV[L]+ My W[L]+ 1 &’ E[L] -1, 0°¢[L]-M,[L]=0 (4.92)
MoV [L]- MZo*O[ L]+ MXa’$[L]+Y[L] =0 (4.93)
M o W[L]+ My@’O[L]+ MX*E[L]+Z[L] =0 (4.94)

Kirisin sol ucunun A veya S olmasi durumunda sirasiyla denklem 4.95 ve 4.96’daki

kabuller yapilip denklem 4.90-94 matris formunda denklem 4.97°deki gibi yazilir.

M,[0]=c,, Y[0]=c,, M,[0]=c,, Z[0]=c,, M[0]=c; (4.95)
\7[0]:(:11 V\_/[O]:CZ’ @[O]ZCsv J[O]ZCM 5[0]205 (4.96)
_An(a)) Ay(0) Ay(0) A(0) As(w)_ G 0
Au(@) Ap(@) Ag(w) Ay(w) Ag(@)||c,| |0
A31(a)) Asz(a)) %3(60) A34(a)) Ass(a)) Cr= 0 (4.97)
Ag(@) Ag(w) Ag(w) Au(w) As(@)|ic,| |0
| Au@) Ay(o) Ag(w) Ay(w) As(w)](c) |0
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Burada A, (), (i, j=1, 2, 3, 4, 5), frekans parametresine bagli olarak hesaplanan

katsayilardir. Sistemin dogal frekanslari denklem 4.98’deki gibi katsayilar matrisinin
determinanti sifira esitlenerek, mod sekilleri ise elde edilen dogal frekanslarin denklem

4.97°de yerine yazilmasiyla elde edilir.

A(o) Ay(w) As(w) Aylo) As(o)
Ap(@) Ay(o) Ag(w) Ay(e) Ag(w)
Ay() Ap(w) Aglo) Ay(o) Ag(w)=0 (4.98)
Ap(@) Ay(w) Agw) Ay(e) Ag(w)
Ay(@) Ay(0) Azle) Ay(w) Ag(w)

4.2.2 Timoshenko kiris modelinin MDTM ¢o6ziimii

Bu kisimda MDTM degisken kesitli Timoshenko kiris modeline gore elde edilen
hareket denklemlerinin ¢oziimii i¢in uygulanmistir. Bunun igin sistemin hareket

denklemleri ve sinir sartlar1 agagidaki gibi yeniden diizenlenmistir.

(BV') —(ByW,) +Ba®V =0 (4.99)
(BW') —(B,W,) +Bo™W =0 (4.100)
(B,W)) +BV'—BW, + f,0®¥, =0 (4.101)
(B,¥},) +BW'—B,¥, + f,0®¥, =0 (4.102)
(B,®') +B,0’© =0 (4.103)

Burada B, = p(X)A(X), B, =1,(X), B,=E(X)1,(x), B, =E(X)I,(x), B, =G(x)J(X)
, By =xG(X)A(X) dir.

Sinir sartlari;

x=0

Ankastre Serbest
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B, (0)(V'(0)—¥,(0)) =0

B, (0)(W'(0)—¥,(0)) =0

1,o¥,(L)+MXo?V (L)-1,0°0(L)+1,0™¥,(L)—B,(L)¥; (L)

10", (L)+MXo*W (L)+ 1, ,0’©(L)+]

100 (L)-MZoV (L)+ My’ W (L)+ 1,0V, (L)-

~B,(L)®'(L)=0

yz

Xz

¥, (L)-B, (L) ¥, (L)

o’ ¥, (L

MaV (L)+(MXe’ + B, (L)) ¥, (L)-MZe’®(L)- B, (L)V'(L)=

MW (L)+(Mxe’ +B, (L)) ¥, (L)+ Myow’®(L)-B; (L)W'(L)=0

Daha sonra denklem 4.114-126’daki gibi tanimlamalar yapilmistir.

Uy [k]

(k+1)Bs[k+1]
U, [k]=(k+1)Bs[k+1]
U;[k]=(k+1)B;[k+1]

Ua[K]

(k+1)B;[k+1]

V2 [K] = (k+ DV [k +1]

o1

)

0

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)



V; =V = V) [k]=(k+2)(k+1)V'[k+2]
RI=w! = R[K]=(k+D)Pi[k+1]
W =W" = Wk]=(k+1)W*[k+1]

W, =W = W, [k]=(k+2)(k+1)W'[k+2]
S; =¥, = S/[k]=(k+1)¥;[k+1]

S; =Y = S;[k]=(k+2)(k+1)¥;[k+2]
0 =0" = 0;[k]=(k+1)©'[k+1]

0,=0" = ©,[k]=(k+2)(k+1)®'[k+2]

[k hareket denklemine doniisiim kurallar1 uygulandiginda

RANAL z k1S8R
_g‘;[u] i k=1]=0

bulunur. Burada
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(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)



Rl = of S BV [k 1] (4.132)

olarak tanimlanmistir. Yukaridaki esitlikteki ilk terim olan Fl1 diizenlenirse:
F! =B [0]V, [k]+F; (4.133)

burada

R =S B[V (k1] (4.134)

1=1

seklinde yazilir. Daha sonra denklem 4.133 asagidaki gibi yeniden diizenlenir.

B: [0V, [K]=F'-F) =F +F —(F +F +F) (4.135)

\721[k]:(k+2)(k +1)\71[k+2] olup, denklem 4.135°den Y y6niindeki egilme igin
tekrarlama bagintis elde edilir.

Fl—F;

V2= a2t

(4.136)

Benzer sekilde diger hareket denklemlerine (4.100-103) yukaridaki prosediir uygulanir

ve tekrarlama bagintilar1 yazilir.

S-S

W' [k+2]= 50](k+2)(k+1) (4.137)
®'[k+2]= §;[o]}; :“; (o) (4.138)
Pilk+2]= §;[o]\((l|i ;g = (4.139)
alk+2]- E_ij[o]ﬁ;?;(kﬂ) (4.140)
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Yine kirig uzunlugu [0, L] {i¢ esit par¢aya boliinmiis ve her bir parca i¢in fonksiyonlar
VI(X), W' (X), Pi(x), P,(x) ve ©(x) (i=1, 2, 3) olarak belirlenmistir. Ters

diferansiyel doniisiime gore sistemin DTM seri ¢6ziimii asagidaki sekilde yazilir.
A'(x) =D ATTKI(x—x)" (4.141)
k=0

AV, W', ¥, Pl ve ® doniisiimii almmis fonksiyonlari ve V', W', P}, P}, ©'
orijinal fonksiyonlart gostermektedir. MDTM’ye gore sistemin seri ¢oziimii denklem

4.142°deki gibidir.

A'K] xe[0,x]
AX)=JA’K] xe[x,X,] (4.142)
NIkl x€[X,,%]

burada x, =L/3, X,=2L/3 ve X, =L dir. Orijinal sinir sartlarina DTM uygulanarak

donlismis sinir sartlart A ve S kiris i¢in elde edilmistir.

X =0 ’daki doniistimii alinmis sinir sartlari,

Ankastre Serbest

V*i[0]=0 V1] -Pi[0]=0 (4.143)
W![0]=0 WL - PL[0] =0 (4.144)
$i[0]=0 P11=0 (4.145)
% [0]=0 #[1]=0 (4.146)
®'[0]=0 ®'[1]=0 (4.147)

X = L ’deki doniisiimii alinmis sinir sartlari;
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T oS P+ MRo® S VK] - T, 0 3. L“O°[K]
k=0 k=0 k=0

T . ~ (4.148)
+1,0° kzo L“P3[k]-B,(L) kzl KL“"P2[k]=0
T @S P[]+ MR@® S LK)+ T o2 3 L'O°[K]
w k=0 k=0 Y k=0 (4 149)
— N — N — '
+1,0° kzo LP2[k]-B, (L) kzl KL“"P3[k]=0
Ty LKO°[K]- MZo? Y. LV [K] - My@? 3 LW °[K]
k=0 k=0 k=0
L S . ~ (4.150)
+l 0" Y LPi[k]-1,0" > L'P[k]-B,(L) X kL'®°[k] =0
k=0 k=0 k=1
Ma?® S LV2[K]-Mzw? 3. LO°[K] + (MR + B, (L) 3. LF[K]
k=0 k=0 k=0 (4 151)
h .
—B, (L)Y kL“V3[k]=0
k=1
Ma? Y LWIK] - Myo? 3. L'O°[K]+ (MX@? + B, (L)) 3. L'“T2[k]
k=0 k=0 k=0 (4 152)
| p .
—B, (L)Y kKL“'W?[k]=0
k=1
olur.
Her bir kiris parcas1 arasindaki uygunluk sartlari;
V'[K]=V " IKI(% = %;,)" (4.153)
W K] = W K] (% —X_,)" (4.154)
PiK] = P KI06 — %) (4.155)
PL[K] = W5 K% —%_y)" (4.156)
Pkl = P35 K106 —x,)" (4.157)
O'[k] =0 [K]1(% —X_,)" (4.158)

i=23ve k=0,12,... dir.
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Bu durumda, A kiris igin V*[1]=c,, W*[1]=c,, ¥i[1]=c,, P;[1]=c, ve ®'[1]=c;
ve S kiris igin V'[1]=Pi[0]=c,, W'[1]=¥;[0]=c,, V'[0]=c;, W1[0]=C4,

©'[0]=c; olarak kabul edilir ve denklem 4.148-152 matris formunda asagidaki gibi

yazilir.
Ao) Ay (0) Aslw) Ae) Ag@)][c] [0
Au(@) Ay(@) Ayle) Ay(@) As(@)|ic,| |0
Au(@) Ap(@) Ayle) Ay(w) Ag(@)]i =10 (4.159)
A(@) Ay(@) Agle) Ayl@) Ag(@)]lc,| |0
| Aw(e) Ay(0) Ag(w) Aye) Aslo)]le) (0

A (@), (1,j=1,2,3,45), frekans parametresine bagl katsayilar olup, bu katsayilar

matrisinin determinant1 sifira esitlenerek sistemin dogal frekanslari elde edilir.

Aj(@) Ay(o) Az(w) Ay(0) As(o)
Ay(@) Ay(0) Ax(w) Ay(o) As(w)
An(@) Ay(e) Aglo) Ay(o) Ag(w)|=0 (4.160)
Ay(@) Ay(0) Agw) Aulo) Ag(w)
Au(@) Ay(o) Ay(o) Aylw) As(o)

Titresim modlari ise bulunan dogal frekanslarin denklem 4.159°da yerine yazilmasiyla

elde edilir.
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5. SE MODELI

Matematiksel modelin analitik ve sayisal ¢6ziimii ile elde edilen sonuglari ve deneysel
sonuglart dogrulamak amaciyla uniform ve degisken kesitli kiris-ug kiitle sistemi SE
analiz programi olarak yaygin bir sekilde kullanilan ANSYS ortaminda
modellenmistir. Sisteme otomatik mesh uygulanarak 2779 elemana boliinmiis ve
goriintiileri  Sekil 5.1°de verilmistir. Modal analiz i¢in Block Lancoz ydntemi
uygulanmistir. SE modelinde modal analiz yapilirken SOLID187 eleman1 program
tarafindan otomatik olarak kullanilmistir. Bu eleman 10 nodlu olup her bir nod ii¢
serbestlik derecesine sahiptir. Ayrica SOLID187 elemani ikinci dereceden kayma
davranigina sahiptir ve diizensiz ag 6rme i¢in uygundur (Lengvarsk ve dig., 2013)

(Sekil 5.2).

Sekil 5.1 : (a) Sabit ve (b) degisken kesitli 0.5m boyundaki kiris-ug kiitle sistemlerinin
ANSYS ortamindaki mesh goriintiileri.
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Sekil 5.2 : Ug boyutlu SOLID187 eleman geometrisi (Lengvarsk ve dig., 2013)

Sistemin farkli eksenlerdeki mod sekillerini ¢izdirmek i¢in ANSYS ortaminda “path”
tanimlamas1 yapilmistir. Z eksenindeki mod sekillerini elde etmek i¢in kirisin Z
yoniinde tam orta noktasindan gececek sekilde path ¢izilmis (Sekil 5.3) ve bu path
tizerinden o eksendeki mod sekilleri ¢izdirilmistir. Ayn1 islem kirigin Y ekseni

boyunca da tekrarlanmistir.

Sekil 5.3 : Kiris tizerinde path tanimlamasi

Bu sekilde elde edilen mod sekilleri sonuglar kisminda diger yontemlerle
karsilastirilmali olarak farkli kirig boylar1 ve kesitleri i¢in verilmistir. Bu boliimde

Cizelge 6.4 ve 6.5’de verilen fiziksel ozelliklere sahip degisken kesitli kirig-ug kiitle

58



sisteminin A sinir sartinda Z ve Y eksenlerindeki genel deformasyonlar1 6rnek olmasi
bakimindan Sekil 5.4 ve 5.5’de verilmistir. Sekil 5.4(c)’de kirigin deformasyonunda

burulmanin etkisinin 6nemli derecede oldugu goriilmektedir.

0,200 (m)

0,050 0,150

0,000 0,100 0,200 (m) z
| T ]

0,050 0,150

0,000 0,100 0,200 (m) z
I ..

0,050 0,150

Sekil 5.4 : Degisken kesitli A kiris modeli i¢in Z eksenindeki ilk ti¢ mod sekli: (a) 1.
mod (72.813 Hz) (b) 2. mod (444.090 Hz) (c) 3. mod (851.980 Hz)
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0,200 (m)
1

0,050 0,150

0,000 0,100 0,200 (m) z
I 2 a0

0,050 0,150

0,000 0,100 0,200 (m) z
I ..

0,050 0,150

Sekil 5.5 : Degisken kesitli A kiris i¢in Y eksenindeki ilk ti¢ mod sekli (a) 1. mod
(82.630 Hz) (b) 2. mod (439.320 Hz) (c) 3. mod (1146.800 Hz)
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6. DENEYSEL MODAL ANALIZ

Deneysel modal analiz ile mekanik sistemlerin dogal frekanslari, mod sekilleri ve
sOniim oranlar1 gibi tasarim agisindan oldukg¢a onemli olan dinamik karakteristikleri
belirlenebilir. Sistemlerin teorik analizinde kabul edilen geometri ve malzeme
Ozellikleri ile sinir sartlarinin gergekte saglanip saglanmadiginin tespitinde ve teorik
olarak belirlenemeyen dinamik karakteristiklerin belirlenebilmesinde deneysel modal

analize gereksinim duyulur (Sekerci, 2013).

6.1 Frekans Cevap Fonksiyonu Olgiimii

Deneysel model, yap1 iizerinde belirlenen noktalardan belirli bir zaman araliginda
alan Ol¢limlerle yapinin titresim davranigini gésteren modeldir. Zaman araliginda
alinan Ol¢iimler frekans araligma doniistiiriiliip islenerek yapinin belirli sinir sartlar
altinda frekans cevap fonksiyonlar1 (FCF) elde edilir. FCF, uygulanan kuvvet ve
Olctlilen tepki arasindaki transfer fonksiyonu yani ¢ikis ve giris arasindaki oran

hesaplanarak elde edilir (Giirbiizer, 2005).
Hareket denklemi mxX+cx+kx = f(t) seklinde olan tek serbestlik dereceli, viskoz
soniimlii kiitle yay sisteminin soniimsiiz halde dogal frekans1t @ =k/m ve séniim

oran1 &=c/(2+/km) dir. Uygulanan kuvvetin f(t) = Fe'* bi¢iminde oldugu kabul

edilirse ¢oziim x(t) = Xe'* olur. Bu durumda sistemin reseptans biciminde FCF’ si

denklem 6.1 ve 6.2’ deki gibi yazilir (Ewins, 2000).

1

(@) =a(0) = G Titeo)

(6.1)

_[X(@)] _ 1
IF(@)] (k- aw?m)?+(ec)?

(o) (6.2)

Denklem 6.1 baska bir sekilde;
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 X(o) 1/k -
A = ) Cwlay + 2@l a) =1 (6.3)

denklem 6.3’deki gibi yazilabilir. Burada X(®) ve F(®) sirasiyle yer degistirme ve
kuvvet fonksiyonlarinin Fourier doniisiimiidiir. N serbestlik dereceli bir yapida

Reseptans matrisinin bir elemant

— Xl(a)) — i ¢jr¢nr /kr

ajn(a))_ F —\2 R —
(0) Tl-olo) +2i (o o)

(6.4)
bigiminde yazilabilir. Burada r titresim modlarinin sayisini gosteren indis olup,

a;,(@) sayisi yapmin n. serbestlik noktasina uygulanan birim kuvvete karsilik j.
serbestliginin yer degistirmesini ifade eder. Ayrica ¢; r. modda j. serbestligin hareket
miktari, & r. modal soniim orami, Kk, r. modal katilik ve @, r. dogal frekanstir. ¢, 4,

(A =¢,4,) ise 1. titresim modunun n. ve j. elemanlarimin ¢arpimidir ve modal sabit

olarak adlandirilir. Yapimin titresim modlar1 elde edilirken FCF matrisinin tek bir

stitununu yada satiri 6lgmek yeterlidir. Ciinkii elemanlart ¢, olan FCF matrisi

simetriktir (He ve Fu, 2001). FCF’ den mod sekillerinin belirlenmesi igin Tepe tutma
(Peak-picking), Cember uydurma (Circle fit), Ters FCF (Inverse FRF), En kiigiik
kareler (Least-squares method), Dobson yontemi gibi farkli yontemler mevcut olup bu
calismada uygulama basitligi, incelenen sistemlerin hafif sontimlii ve modlarinin

yeterince ayrik olmasi sebebiyle tepe tutma yontemi uygulanmustir.

6.1.1 Tepe tutma metodu

Deneysel modal analizde sik¢a kullanilan bu yontem yarim gii¢ (half-power) metodu
olarak da adlandirilir. Bu yonteme gore oncelikle FCF egrisinin r. pik noktasina

karsilik gelen dogal frekans (or = mpeak) belirlenir. Daha sonra sinyal enerjisinin yariya

diistiigii (yani FCF genliginin 1/ J2 katina esit oldugu) noktalar (bunlara yarim giig
noktalar1 denir) belirlenir. Sekil 6.1’ de gosterildigi gibi bunlar @a Ve @b noktalaridir.

Buradan soniim kayip faktorii (7r) ve soniim orani (¢&r) asagidaki gibi hesaplanir.

2

2
o, — @, za)b_a)a

2
20; o,

n = (6.5)
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2

2
L e O
= (6.6)

2

Modal sabitin (Ar) tahmini degeri ise pik noktasindaki FCF genligi ile A =« 7, o

seklinde hesaplanir. Vizkoz séniim halinde A =2¢,, & o? dir.

Reseptans(dB)

z [

(0] D, .
Frekans e o e

Sekil 6.1 : Tepe tutma (Peak-picking) yontemi (He ve Fu, 2001)

Bu yontem basit olmasindan dolay analiz sonuglarinin hizli bir sekilde elde edilmesi
miimkiindiir. Fakat mod sekillerinin elde edilmesinde hata oran1 da ytiksektir. Modlar1
yeterince ayrik olan bir yapidan dl¢iilen yiliksek ¢oziiniirliikteki FCF verisi i¢in uygun
bir metoddur. Soniim, rezonans civarindaki pikleri belirlemede hataya neden olacak
sekilde ne ¢ok az, ne de diger modlarin incelenen rezonans pikine katkisinin ¢ok

olmasina yol agacak kadar fazla olmalidir.

6.2 Ol¢iim Sisteminin Elemanlar

FCF’lerin hassas olarak belirlenmesi i¢in géz Oniine alinmas1 gereken etmenlerden biri
sisteme kuvvet uygulama bicimidir. Sisteme kuvvet uygulamak i¢in iki yaygin yontem
(elektrodinamik sarsic1 (shaker) ve modal ¢eki¢) mevcuttur. Elektrodinamik sarsict
(Sekil 6.2) modal testlerde kullanilan énemli bir hareket kaynagi olup bir miknatis,
hareketli blok ve miknatis ig¢inde bir ¢ekirdekten olusur. Sinyal iiretici farkli
ozelliklerdeki titresim sinyallerini (random, sinuzoidal, pseudo random, periyodik vs)
tiretir ve bunlar bir sinyal yiikseltecinden gegirilip sarsiciya gonderilir. Sarsici bu
sinyallere gore yapiy1 sarsar. Sarsicinin uyguladigi kuvvet ve yapinin titresim cevabi
ilgili sensorlerle dl¢tiliip sartlandirilir ve analizore gonderilir. Analizdrde filtreleme ve

FCF hesaplama islemleri gergeklestirilir.
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Sinyal Uretici

LLLLL LS
Analizor
8 e =
O Kuvvet
Giig artirici sensoru (5 O
O |o|] Sinyal
yiikseltici

fvmeslcer

Sekil 6.2 : Sarsici kullanilmasi halinde 6l¢iim sisteminin elemanlar1 (He ve Fu, 2001)

Yapiy1 sarsmada kullanilan ikinci metot modal ¢eki¢le darbe uygulamaktir. Modal
cekic testi sarsici testine gore uygulamasi daha kolay olup testte yapiya belirli bir
noktadan bir defa darbe seklinde tahrik uygulanarak kayit siiresi boyunca veri toplanir.
Bu testte ¢ekicin yapiya baglantisinin yapilmasi gerekmediginden yapinin dinamik
ozelliklerini degistirme riski yoktur. Ote yandan sarsici testiyle karsilastirildiginda
sinyalin frekans icerigi kontrol edilememekte olup bu sinyalin kalitesini ve sinyal
giriilti oranin1 etkilemektedir. Diger bir dezavantaji ise uygulanan kuvvetin
ayarlanamamas1 durumunda nonlineer etkiye neden olacak sekilde kuvvet uygulanma
ihtimalidir (He ve Fu, 2001). Modal c¢ekig testinde ¢eki¢c ucu olgiilecek frekans
araligina gore secilir. Yapiin dogal frekans: yiiksek ise ucun sert olmasi gerekir.
Endevco-2302-10 nolu ¢ekig igin ii¢ farkli u¢ segenegi mevcut olup, Sekil 6.3’de

bunlarin spektrum 6zellikleri verilmistir.

'

P F
z :_-' .IISert Ue ~
] | =
E [ I Yumusak Ug
< I| | e
| 1
[ | OrtaSert Ue [ Ay Orta Sert Ug
| -~ \ I ---.."\
Inl //%. \_\ ) _Yumusak Uc - \-‘.. N Sert Ug
Zaman Frekans

Sekil 6.3 : Modal ¢eki¢ u¢ segenekleri ve bunlarin 6zellikleri (https://endevco.com)

Yapisal cevabin Ol¢iilmesinde en ¢ok kullanilan elemanlardan birisi ivmedlgerdir.

Olgiimiin kalitesi ivmedlgerin yap1 ile baglantisindan etkilenir. Bunun i¢in baglanti
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yeterince rijit olmalidir. Ilvmedlger yapiya yapiskanli (adhesive), manyetik (magnetic)
veya izole (isolated) altliklar ile baglanabilir. Ivmedlger yapimin kiitlesini
degistirmeyecek kadar kiiciik kiitleli, spektrumu uniform genlikli olmali ve faz
kaymasina yol agmamalidir. Bu ¢alisma kapsaminda OROS NV Gate Version 8.00.002
markali sinyal toplama cihazi (analizor) kullanilmistir. Sisteme kuvvet uygulamak i¢in
ucuz ve uygulama kolaylig1 nedeniyle modal gekig tercih edilmistir. Ivme 6lcer althig
yapiya Japon yapistiricisi ile saglam bir sekilde baglanmustir. Sekil 6.4’de deneyde

kullanilan cihazlarin genel sematik resmi ve Cizelge 6.1°de ise teknik 6zellikleri

verilmigtir.
v
Analizor
Z
0 (= =T =
0 N (== =
. N ~Jvmedlger
Modal \
Cekig NI Bilai
Oleim S . ilgisayar
noktalari 0- R
o B R
L] Kiitle
Sekil 6.4 : Deney setinin sematik ¢izimi
Cizelge 6.1 : Titresim 6l¢iim elemanlariin teknik 6zellikleri.
No Adi Ozellikler
1 Analizor OROS NVGate Version 8.00.002
Tip numaras1 Endevco-2302-10, kuvvet transdiizerinin
. duyarliligr 2.27 mV/N, 6l¢im araligi +5V ic¢in 500N-
2 Modal Cekic 2200N, cekic bas kismi ¢elik ve agirligi 100gr, rezonans
frekans1 50kHz.
3 Cekic Ucu Alumm}{um, plastik ve kauguk olmak iizere toplam 3
adet ¢ekic¢ ucu vardir.
Tip numarast Dytran-3097A2T, frekans araligi 0.3-
4 Ivme 6lcer 5000Hz (+£5%), hassasiyeti 100mV/g, kiitlesi 4.3 gr ve
titanyum.
5 fvmedlger altliz Dytran 6262, kalinlik 0.711 cm, dis ¢ap1 2.222 cm,

malzemesi eloksallr alimiinyum.
[vmedlcer-analizor ve modal ¢ekig-analizor arasindaki
baglantilar saglar.

6 Baglant1 kablosu

65



Sekil 6.5 : Darbe ¢ekici, ivmeodlcer ve althig

6.3 Yazihm Ayarlar:

Olgiim ekipmaninin numuneye baglanmasindan sonra, deneyde o&lgiilen verilerin
bilgisayar ortaminda NVGate programi kullanilarak islenmesiyle ilgili ¢esitli ayarlar
yapilir. Oncelikle sisteme girisler Modal ceki¢ ve ivmedlger olarak tanitilir. Daha
sonra Sl¢limiin baslangic ve bitisini belirleyen bir tetikleme tanimlanir. Yani 6l¢iimiin
yapilmasi i¢in kuvvete bir baglangi¢ degerinin belirlenmesidir. Bu ¢alismada kuvvetin
esik degeri 4N olarak belirlenmis ve kuvvet artarken 6l¢lim yapilmasi tanimlanmustir.
Daha sonra ivme ve kuvvet sinyallerine pencereleme uygulanmistir. ivme igin
response, kuvvet i¢in uniform pencereleme secilmistir. Fourier doniisiimiinde analiz
edilen sinyal periyodik oldugu aralik yerine baska bir aralikta 6rneklenirse frekans
spektrumunda baskin frekans etrafinda yan pikler olusur. Yani sinyal enerjisinin bir
kismi yan bantlara sizar ve sizint1 (leakage) adi verilen durum meydana gelir. Bu
durum FCF’ lerin hatal1 6l¢lilmesine yol acar. Sizint1 problemini ¢6zmek i¢in giris ve
¢ikig sinyalleri bir pencere fonksiyonuyla ¢arpilir (Ewins, 2000; Gokdag, 2010).
S1zintiy1 6nlemenin diger bir yolu ise kayit siiresini arttirmaktir. Kayit siiresi arttikca
sinyale karisan parazit miktar1 da artacagindan daha fazla ortalama alarak FCF egrisini
diizgiinlestirmek (smoothing) gerekir. Diger bir yandan, kayit siiresinin artmasi ile
frekans ¢oziinlirligii de artacak ve bu durumda analizériin kapasitesi yetersiz

olabilecektir (Gokdag, 2010).

Yazilimla ilgili diger bir ayarlama olarak frekans aralig1 ve ¢oziiniirliigii belirlenir.
Frekans aralig, 6lgiilmek istenilen modlari i¢ine alacak kadar genis olmalidir. Frekans
¢Ozilinlirligli s1zintt  kayiplarin1  azaltmada 6nemli olup Ol¢limlerin  yiiksek
¢ozinirlikte yapilmasi tercih edilir (Gékdag, 2010). Bu ¢alismada 0-1 kHz frekans
araliginda 6l¢tim yapilirken ¢6ziintirlik 0.625Hz (1600 frekans ¢izgisi), 0-2 kHz ve 0-
2.5 kHz frekans araliklarinda ise 0.313 Hz (3200 frekans ¢izgisi) olarak belirlenmistir.
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Diger bir yazilim ayari ise 0l¢lime karisan parazitleri azaltmak ve diizgiin FCF egrileri
elde etmek i¢in bir noktadan bir kac defa veri dl¢iilmesini saglamaktir. Bunun igin bir

noktadan 3 6l¢iim yapilip ortalamasi alinmustir.

6.4 Deney Diizenegi

Matematiksel modellemede sistemin hareket denklemleri A ve S sinir sartlari igin
cikarilmis, frekans degerleri ve mod sekilleri bu iki sinir sart1 i¢in elde edilmistir.
Modal analiz yontemi, uniform kirislerin (EB ve Timoshenko modeli) analitik ve DTM
sonuglariin (Timoshenko modeli igin), degisken kesitli Timoshenko kiris modelinde
ise MDTM sonuglarinin karsilagtirilmasi i¢in uygulanmistir. Bu nedenle ii¢ farkli
numune kullanilarak A ve S smir sartlarin1 saglayacak sekilde deney diizenegi

olusturulmustur (Sekil 6.6).

6.4.1 Analitik ¢oziim sonuclarimin karsilastirilmasi icin deneysel model

Ik deney diizeneginde 1.02 m uzunlugunda dikdortgen kesitli i¢i bos bir kiris
numunesi hazirlanmistir. Kesit yiiksekligi 30 mm, genisligi 20 mm ve et kalinlig1 2
mm dir. 50 mm boyutlarinda kiip seklinde bir kiitle kirisin ucuna kaynakla
baglanmistir. Kiris ve ug kiitle malzemesi celik olup E=200Gpa, p=7850kg/m?® ve
v=0.3 alinmigtir. A sinir sart1 i¢in Sekil 6.6°da gosterildigi gibi 5 mm kalinlik ve 20x20
cm? boyutlarindaki bir plaka kirisin diger ucuna kaynak ettirilmis ve plaka duvara
civatalarla sabitlenmistir. Ug kiitlenin geometri 6zellikleri Cizelge 6.2°de verilmistir.
S sinir sart1 ise kirig-u¢ kiitle sisteminin misina ile uygun yerlerden asilmasiyla
saglanmistir. Deneysel olarak kiris lizerinde acisal yer degistirmelerin Olgiilmesi
zordur. Fakat lineer yer degistirmeler modal ivmeolgerler yardimiyla kolaylikla
olgiilebilir. Bu yiizden sistemin A ve S sinir sart1 durumunda Y ve Z dogrultularindaki
egilme (Vi ve W) titresim modlar1 Sl¢giilmiistiir. Bunun i¢in toplam 39 adet 6l¢iim
noktasi belirlenmis olup ardisik 6lglim noktalart arast mesafe yaklasik 2.5 cm’dir.
Ivmedlger 14 ve 16 nolu dl¢iim noktalarina baglanmistir. Kayit siiresi 1.6 saniye,
frekans araligi 0-1 kHz, frekans ¢ozinirligii 0.625 Hz olarak ayarlanmistir. Modal
cekice sert plastik ug takilmis ve belirlenen bir noktaya bir kez darbe uygulanarak ilk
FCF 6l¢iilmiistiir. Bir sonraki vurus i¢in yapinin titresimi soniimlenmis, kararli durum
sart1 i¢in bir siire beklenmistir. Sistem {lizerinde belirlenen her noktadan ii¢ kere 6l¢iim

yapilip ortalamas1 alinmustir.
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Sekil 6.6 : Uniform kesitli kiris-ug kiitle sisteminin geometrik 6zellikleri

Cizelge 6.2 : Uniform kesitli kiris sisteminde Ug kiitle geometri 6zellikleri.

X (mm) y (mm) z (mm) Xt (mm) yt (mm) z: (mm)
50 50 50 25 10 -15

Sekil 6.7 : Deney Diizenegi

A Kkiris i¢in 6l¢iilen 39 adet akselarans formundaki FCF’ler Sekil 6.8”de gosterilmistir.
Sistemin Z yoniindeki ilk {i¢ dogal frekans1 sirasiyla 9.7 Hz, 87.7 Hz, 261.3 Hz ve Y
yoniindeki frekanslari ise 13.0 Hz, 117.7 Hz ve 292.2 Hz’dir.
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Sekil 6.8 : A kiris FCF egrileri: (a) Z ve (b) Y ekseni boyunca

S simir sartt deneyinde misina ile askilama kirisin u¢ noktalarindan 0.1 mm igcerden
yapilmistir. Olgiilen 39 adet akselerans formundaki FCF Sekil 6.9°da gosterilmis olup
tepe noktalar: dogal frekanslara karsilik gelmektedir. Bu sinir sartina gore sistemin Z
eksenindeki dogal frekanslari sirastyla 97 Hz, 290 Hz, 577 Hz ve Y ekseni boyunca
sinir sartlar1 ise 136.5 Hz, 406.5 Hz ve 785 Hz’dir.
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(b)
Sekil 6.9 : S kiris FCF egrileri: (a) Z ve (b) Y ekseni boyunca

Sistemin mod sekilleri sonuglar kisminda karsilastirmali olarak verilmistir.

6.4.2 DTM sonuclarim karsilastirmak icin deneysel model

Kirig boyu 0.5 m olarak degistirilip sistemin diger 6zellikleri (kiris kesiti ve ug kiitle
boyutlar1 vb.) ilk deney sartindaki gibi ele alinmistir. Kiris lizerinde ardisik iki 6l¢tim
noktasi arasindaki uzaklik yaklasik 2.5 cm olacak sekilde yirmi nokta belirlenmistir.
Modal ¢ekic ucu celik ug olarak degistirilmis, her bir noktadan ii¢ defa FCF ol¢iiliip
ortalamas1 alinmistir. Dolayistyla her bir diizlem i¢in (Y ve Z) yirmi tane FCF egrisi

elde edilmistir (Sekil 6.10).
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Sekil 6.10 : Kiris boyu L=0.5m olmasi durumunda A kiris FCF egrileri: (a) Z ve (b)
Y ekseni boyunca

Cizelge 6.3’de A sinir sarti i¢in elde edilen deneysel dogal frekanslar gosterilmektedir.

Cizelge 6.3 : A siir sart1 durumunda deneysel dogal frekanslar (L=0.5m).

Eksen , , W,
Z 29.41 311.88 914.37
Y 38.75 392.69 469.59

S kiris i¢in deney sadece Z yoniindeki dogal frekanslar ve mod sekillerini elde etmek
icin yapilmis olup Y yOniindeki mod sekilleri diizgiin bir sekilde elde edilememistir.

Deney diizeneginin yetersiz olmasi bunun bir nedeni olarak diigiiniilmektedir.
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Deneyde ivmedlger dncelikle 16 nolu noktaya baglanmis, elde edilen veri ile 1. ve 3.
mod elde edilmesine ragmen 2. mod hatal1 6l¢iilmiistiir. Dolayisiyla ivmedlgerin yeri
degistirilerek (14 nolu nokta) deney tekrarlanmis ve 2. mod diizgiin bir sekilde elde
edilmistir. Sekil 6.11 her iki durum ig¢inde elde edilen FCF egrilerini gostermektedir.
Buna gore Z yoniindeki ilk ii¢ dogal frekans 345.0 Hz, 967.5 Hz ve 1798.5 Hz olarak

Olclilmiistiir.

dB (mN's?)

_60 A L L
0 500 1000 1500 2000

Frekans (Hz)
() 16 nolu nokta

0 500 1000 1500 2000
Frekans (Hz)

(b) 14 nolu nokta

Sekil 6.11 : A sinir sarti durumunda Z ekseni boyunca ivme 6lgerin (a) 16 ve (b) 14
nolu 6l¢iim noktalarina baglanmasi durumunda FCF egrileri
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6.4.3 Degisken Kesitli kiris modeli

Bu deney degisken kesitli kiriglerin MDTM uygulanarak yar1 analitik ¢dziimlenmesini
dogrulamak amaciyla gergeklestirilmistir. Dikdortgen kesitli Timoshenko Kkiris
modelinde kiris genisligi ve uzunlugu sabit tutulup sadece Y yoniinde lineer olarak bir
kesit daralmasi goz oniine alinmistir (Sekil 6.12). Kiris boyunca kesit alan1 ve alan

atalet momentlerinin degisimi Es. 6.7-6.9°u saglayacak sekilde ele alinmisir.

F Y
| Y
|
[
Ay | A®®) z
y
| 1 — =
i Loyt z)
] (C, [*
ho )——-——— f____—__h'-—’JL__'— — X
/ Y-
/ . x
N ]
p/:_ X :

Sekil 6.12 : Ug eklentili degisken kesitli kiris

A(X) = Ay (1-c,x/ L) 6.7)
L,(x)=1, (1-c,x/L) (6.8)
1,(x) =1, (1-c,x/L) (6.9)

Burada c, =1—h, /h; olup kesit daralma oranini gostermektedir.

Kiris ve ug kiitle malzemesi ¢elik segilmis olup Cizelge 6.4 ve Cizelge 6.5’te bunlarin

fiziksel Ozellikleri verilmistir.

Cizelge 6.4 : Kiris geometri ve malzeme 6zellikleri.

Elastisite 9 Poisson Tk Son .

Modulii Yo(gluon)luk Orani UZEJIS'“k Yiikseklik  Yiikseklik ((}Sé“lf)lll)l‘
(E) (v) (ho) (ha) '

200 Gpa 7850 kg/m?® 0.3 0.5m 40 mm 20 mm 30 mm

Cizelge 6.5 : Degisken kesitli kirig sisteminde ug kiitle geometri 6zellikleri.

E P 1% X y y4 Xt Yt Zt

é%(; 7850kg/m® 03 50mm 50mm 50mm 25mm 15mm 10 mm
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(b)

Sekil 6.13 : Degisken kesitli kiris i¢in deney diizenegi: (a) A sinir sart1 (b) S sinir sarti

A kiris igin bir 6nceki deneyde oldugu gibi ardisik iki nokta arasindaki mesafe 2.5 cm
olacak sekilde kiris lizerinde Y ve Z dogrultularinda yirmi nokta belirlenip ¢eki¢ darbe
testi uygulanmistir. Bu deneyde kiris dolu kesitli oldugu i¢in agirligr diger kiris
modellerine gore daha fazladir. Bu nedenle A sartinin daha iyi saglanabilmesi i¢in
daha kalin bir plaka (16 mm) Kirisin u¢ kismina kaynak ettirilmis ve metrik 12 vidalarla
duvara monte edilmistir (Sekil 6.13(a)). Deney Oncelikle ivmedlgerin kirigin Y
ekseninde belirlenen noktalardan 14 nolu ol¢tim noktasina baglanmasi ile
gerceklestirilmis fakat 2. mod seklinde 13. noktada bir hata gézlemlenmistir. Bunun
nedeni 14 nolu 6l¢iim noktasinin bu mod sekli i¢in diigiim noktasi olmasi ihtimalidir.
fvmedlger 16 nolu &lgiim noktasina baglanarak deney tekrar edilmis ve 2. mod sekli

diizgiin bir sekilde elde edilmistir. Ayrica Y ekseninden elde edilen frekanslar MDTM
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ve ANSYS sonuglan ile karsilastirildiginda 3. mod seklinin uyumlu olmadigi
gozlemlenmistir. Bu nedenle sinyalin frekans araligit 0-1 kHz’den 0-2.5 kHz’e
cikarilmis ve ivmedlgerin 16. noktaya bagli oldugu durum i¢in deney tekrarlanmustir.
Frekans ¢ozlniirliigliniin arttirilmasi kayit siiresinin artmasina, dolayisiyla deney
stiresinin uzamasina neden olmustur. Yapilan son deneyde biitiin mod sekilleri diizgiin
bir sekilde diger yontemlerle uyumlu elde edilmistir. Sekil 6.14 frekans aralig1 0-1 kHz

ve 0-2.5 kHz olmasi durumunda 6lgiilen FCF egrilerini gostermektedir.

0 200 400 600 800 1000
Frekans (Hz)

(a) Frekans araligi 0-1 kHz

0 500 1000 1500 2000 2500
Frekans (Hz)

(b) Frekans aralig1 0-2.5 kHz

Sekil 6.14 : Degisken kesitli kiris i¢in A sinir sartinda Y eksenindeki FCF egrileri: (a)
Frekans araligi 0-1 kHz (b) Frekans aralig1 0- 2.5 kHz
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Bu deneyde ivmedlger kirisin Z ekseninde belirlenen noktalardan 16 nolu 6l¢iim
noktasia baglanmis ve sinyalin frekans araligi 0-1 kHz olmasi durumunda egriler

Sekil 6.15°deki gibi diizgiin bir sekilde 6l¢iilmiistiir.

A

0 200 400 600 800 1000
Frekans (Hz)

Sekil 6.15 : Degisken kesitli kiris i¢cin A sinir sartinda Z eksenindeki FCF egrileri

Kiris lizerinde ne kadar ¢ok noktadan veri toplanirsa sonuglarin giivenirligi o kadar
cok arttigindan S kiris sinir sartindaki deney diizeneginde kiris iizerinde iki nokta
arasindaki mesafe 2 cm olarak degistirilmis ve yirmibes noktadan 6l¢iim yapilmistir.
Bu deneyde oOncelikle ivmedlger her iki eksen icinde 16 nolu 6l¢lim noktasina
baglanmis ve dl¢lim yapilmustir. A kiris deneyinde oldugu gibi Y yoniindeki 1. ve 2.
mod sekli elde edilmesine ragmen 3. mod sekli hatali Sl¢iilmiistiir. Yine bu noktanin
3. mod sekli i¢in diigiim noktas1 oldugu diistiniilmiis ve deney ivmedlgerin 20 nolu
noktaya baglanmasiyla tekrar edilmistir. Yapilan 2. deneyde s6z konusu moddaki hata
giderilmis ve diger yontemlerle uyumlu bir sekilde elde edilmistir. Sekil 6.16 ve
6.17°de S kiris durumu i¢in elde edilen FCF egrileri ve Z eksenindeki FCF egrilerin
sanal kisimlar1 verilmistir. Cizelge 6.6 ve 6.7 degisken kesitli deney sonucunda elde

edilen A ve S sinir sartlarindaki dogal frekanslar1 gostermektedir.

Cizelge 6.6 : Degisken kesitli kiris i¢in A smir sarti durumunda deneysel dogal
frekanslar (L=0.5m).

Eksen , , W,
Z 65.000 395.688 867.875
Y 77.500 407.600 1073.400
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Cizelge 6.7 : Degisken kesitli kiris i¢in S sinir sartt durumunda deneysel dogal

frekanslar (L=0.5m).

Eksen o, W, Wy
Z 446.200 1247.500 1583.700
Y 405.000 1156.800 2199.000
60 T T L
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100 .
o 50 F .
W
zZ
E O ~— + +
1
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0 500 1000 1500 2000
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(b)

Sekil 6.16 : Degisken kesitli kiris igin S sinir sartinda Z eksenindeki (a) FCF egrileri
ve (b) bunlarin sanal kisimlari
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B (mN's?)

0 500 1000 1500 2000
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Sekil 6.17 : Degisken kesitli kiris i¢in S sinir sartinda Y eksenindeki FCF egrileri

78



7. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Bu boéliimde, oncelikle, ele alinan kiris-ug kiitle sisteminin analitik ¢ézlimiinden elde
edilen dogal frekans ve mod sekilleri deney ve SE modeli (ANSYYS) ile elde edilenlerle
karsilastirilacak ve matematiksel modelin dogrulamasi yapilacaktir. Daha sonra
sistemin hareket denklemlerinin DTM ve MDTM ¢o6ziimleri ile bulunan sonuglar yine

deney ve SE sonuglart ile karsilastirilacaktir.

7.1 Analitik Sonu¢larin ANSYS ve Modal Analiz ile Karsilastirilmasi

Kiris kesit olgiileri Sekil 6.6 ve ug kiitle geometrik 6zellikleri Cizelge 6.2°de verilen
sistemin dogal frekanslar1 ve mod sekilleri EB ve Timoshenko kiris teorileri

kullanilarak elde edilmistir.

7.1.1 Dogal frekanslar

Modal analiz yonteminde sistemin Y ve Z eksenlerine ivmedlcer baglanarak her iki
dogrultudaki dogal frekanslar1 elde edilmis ve bu sonuglara gore analitik ve ANSY'S
sonuglar1 Cizelge 7.1°deki gibi gruplandirilmistir. Cizelgeden agikg¢a goriilmektedir ki
elde edilen analitik sonuglar deneysel verilerden ¢ok az farkli olup ANSYS sonuglari
ile olduk¢a uyumludur. Yontemler arasindaki farkliliklara ragmen s6z konusu kiris

modellerinin yeteri kadar dogru sonuglar verdigi gézlenmistir.

Cizelge 7.1 : Farkli metodlarla elde edilen kiris-ug¢ kiitle sisteminin A ve S sinir
sartlarinda dogal frekanslarinin (Hz) karsilastirilmasi.

Sinir sart1 Yontem o, @, @,
Analitik (EB) 10.800 94.300 254.200
7 ekseni Analitik (T) 10.600 92.800 250.000
Deney 9.700 87.700 261.300
A ANSYS 10.700 93.900 275.800
Analitik (EB) 15.000 129.900 308.000
Y ekseni Analitik (T) 14.800 127.500 302.100
Deney 13.000 117.700 292.200
ANSYS 14.800 130.100 302.000
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Cizelge 7.1 (devam) : Farkli metodlarla elde edilen kiris-ug kiitle sisteminin A ve S
siir sartlarinda dogal frekanslarinin (Hz) karsilastiriimasi.

Sinir sart Y éntem o, o, @,
Analitik (EB) 99.700 290.600 570.700
7 ekseni Analitik (T) 99.500 288.700 563.800
Deney 97.000 290.000 577.000
S ANSYS 95.800 286.200 570.900

Analitik (EB) 141.200 406.600 786.400
Analitik (T) 140.700 401.600 770.000
Deney 136.500 406.500 785.000
ANSYS 134.900 399.600 776.600
EB; EB kiris teorisi; T: Timoshenko kiris teorisi

Yekseni

7.1.2 Mod sekilleri

Igili kiris-ug kiitle sisteminin mod sekilleri farkli sinir sartlar1 igin analitik (EB ve
Timoshenko kiris modelleri i¢in), ANSYS ve deneysel yontemlerle elde edilmistir. A
siir sartt durumunda Sekil 7.1 ve 7.2°de Z ekseni boyunca, Sekil 7.3 ve 7.4’te ise Y
ekseni boyunca ol¢giilen mod sekilleri karsilastirilmistir. Sekil 7.1 (a)’ya bakildig:
zaman deneysel olarak dlciilen 1. mod seklinin 6nemli derecede hatali oldugu
goriiliiyor. Teorik olarak biitiin modal genliklerin ANSYS ve analitik sekillerle
karsilastirlldiginda 6l¢clim noktalarinda ayni isarete sahip olmasi beklenmektedir.
Fakat sekilden goriildiigii gibi bazi deneysel modal genliklerin isareti beklentinin
zittidir. Bu durum 6l¢lim hatasindan kaynaklanmaktadir. Rezonans bdlgesinde FCF
egrisinin sanal genlikleri birbirine ¢ok yakin ve isaretleri aniden degistigi i¢in Tepe
tutma yonteminde modal genligin isaretinin ilgili frekansta sanal genligin isareti olarak
algilanmasina neden oluyor. Yani dikkate alinan genligin isareti yerine hemen komsu
pikteki genligin isareti dikkate alinsaydi bu 6l¢lim hatas1 olugsmazdi. Cozlim olarak
deneysel mod vektdriiniin i. genligi onun isareti ile carpilabilir. Ornegin
e(i):=e(i)*sign(e(i)), i=1,2,...,39, e: deneysel mod vektorii. Bu yontemle deneysel 1.
mod sekli Sekil 7.1 (b)’deki gibi diizeltilmis, elde edilen yeni seklin analitik sonuglarla
daha uyumlu oldugu goriilmiistiir. Buna ragmen, deneysel 1. mod sekli yeteri kadar

dogru dlgiilememistir.
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Sekil 7.1 : Uniform kesitli kiris i¢in A smir sartinda Z eksenindeki mod sekillerinin
karsilastirilmasi (a) 1. mod (b) 1. modun diizeltilmis hali

A kiris i¢in Z yoniindeki 2. ve 3. mod sekilleri olduk¢a uyumlu elde edilmistir. Sekil
7.2 (a) ve (b)’den analitik sonuglarin SE eleman modeli ile birebir ortiistiigii, deneysel
mod sekli ile farkliligin ¢ok az oldugu agik¢a goriilmektedir. Fakat 3. modda analitik

modun deney ve SE modelinden uzaklastigi goriilmektedir.
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Sekil 7.2 : Uniform kesitli kiris i¢in A smir sartinda Z eksenindeki mod sekillerinin
karsilastirilmasi (a) 2. mod (b) 3. Mod

Y eksenindeki 1. deneysel mod sekli yine diizgiin bir sekilde elde edilememis (Sekil

7.3(a)) ve Z ekseninde karsilagilan 6l¢iim hatasina benzer bir durum Y eksenindeki 3.

deneysel modun 6l¢iilmesinde (Sekil 7.4’deki eliptik bolgeye bkz.) ortaya gikmustir.

Bu mod seklinde 25. ve 27. 6l¢lim noktalarinda modal genliklerin isaretleri yanlis

hesaplanmistir. Z eksenindeki 1. mod seklin diizeltilmesine benzer bir yaklasimla 3.

deneysel mod sekli Sekil 7.4 (b)’deki gibi diizeltilmistir. Bu mod sekillerinde de SE

modeli ve analitik sonuglar arasindaki uyum deneysel sonuglardan daha fazladir.
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Sekil 7.3 : Uniform kesitli kiris i¢in A smir sartinda Y eksenindeki mod sekillerinin
karsilastirilmasi (a) 1. mod (b) 2. mod

A smir sartindaki sonuglarda biitiin farkliliklara ragmen analitik, deneysel ve SE model
sonuglariin genel olarak uyumlu oldugu agiktir. Bu ise analitik modelin dogru

sonuglar verdigini gostermektedir.
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Sekil 7.4 : Uniform kesitli kiris i¢in A sinir sartinda Y eksenindeki mod sekillerinin
karsilagtirilmasi (a) 3. mod (b) 3. modun diizeltilmis hali

S siir sart1 igin mod sekillerinin karsilastirilmasi Sekil 7.5 ve 7.6’da gosterilmektedir.
Bu durumda mod sekli sonuglar1 A kiris ile kiyaslandiginda ¢ok daha uyumlu elde
edilmistir. A siir sartinda gergeklestirilen deneyde smir sartinin yeterince
saglanmamis olma ihtimalinden otiirii deneysel sonuclarla analitik ve niimerik
sonuclar farkli olabilir. Deney sirasinda S smir sartinin saglanmasi daha kolay
olmasina ragmen, Y eksenindeki 3. deneysel mod sekli (800 Hz’e karsilik gelen)
plastik ¢eki¢ ucun araligmin disinda kalmasindan dolay: elde edilememistir (Sekil

7.6(c)).
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Sekil 7.5 : Uniform kesitli kiris i¢in S sinir sartinda Z eksenindeki mod sekillerinin
karsilastirilmasi (a) 1. mod (b) 2. mod (c) 3. mod
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Sekil 7.6 : Uniform kesitli kiris i¢in S sinir sartinda Y eksenindeki mod sekillerinin
karsilastirilmasi (a) 1. mod (b) 2. mod (c) 3. mod
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Sekil 7.7 : Uniform kesitli S kiris durumunda Y eksenindeki deney i¢in kuvvet ve ivime
sinyallerinin otospektrumu

Deney sirasinda Olgiilen sinyallerin kuvvet cevap otospektrumunun diiz bir ¢izgi
halinde olmasi beklendigi halde Sekil 7.7°de goriildiigii gibi bu frekansta hizli bir
sekilde azalmaktadir. Yani bu frekans degeri cekic testi sirasinda kullanilan plastik
ucun frekans araligi disindadir ve modal ¢ekic testi bu mod seklini 6lgmek i¢in

yetersizdir.

Sonug olarak bu kisimda EB ve Timoshenko kiris modellerinin analitik olarak
¢oziimlenmesinden elde edilen dogal frekans degerleri SE model ve modal analiz
sonuglart ile karsilastirilmistir. Deney sonuglarinin genel olarak niimerik sonuglarla
uyumlu oldugu, ancak bazi frekans degerlerinde ve mod sekillerinde farkliliklarin
bulundugu goézlenmistir. Bu hatalarin ¢ekic darbe testinin yetersizligi, ankastre sinir
sartinin ~ saglanmasindaki  giiclik vb  olumsuzluklardan  kaynaklandig1

diistiniilmektedir.

7.2 DTM Sonuglarmin ANSYS ve Modal Analiz ile Karsilastirilmasi

Bu boliimde ilgili kiris-ug kiitle sisteminin DTM ¢6ztimiiyle bulunan sonuglar1 SE
model ve deney sonuglariyla karsilastirilmistir. Sistemin fiziksel ve malzeme
ozellikleri analitik ¢6ziimde belirtildigi gibi segilmis, fakat 6zellikle Timoshenko kiris
teorisinin gegerliligini arastirmak amaciyla {iniform kiris boyu kisaltilmis (L=0.5m ve

E=205 GPa) ve sonuglarin karsilastirilmasi bu teoriye gore verilmistir.
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7.2.1 Dogal frekanslar

DTM ile elde edilen tekrarlama bagintilar1 (denklem 4.22-26) ve sinir sartlar1 (denklem
4.27-36) bilgisayar ortaminda kodlanarak dogal frekanslar ve mod sekilleri elde
edilmistir. Hesaplamalarda serideki ilk otuz terim (N=30) dikkate alinmistir. Ciinkii
daha fazla terim sayisinin kullanilmasi durumunda sonuglarda herhangi bir farklilik

goriilmemistir.

Cizelge 7.2 : Timoshenko kiris modeli i¢in A ve S sinir sartlarinda dogal frekanslarin
(Hz) karsilastirilmasi.

Sinir sart1 Y ontem W, w, @,
DTM 32.458 341.199 979.441
. Analitik 32.458 341.199 979.441
Z ekseni
Deney 29.410 311.880 914.370
A ANSYS 32.490 339.620 920.830
DTM 45.067 423.114 512.433
Y ekseni Analitik 45.067 423.114 512.433
Deney 38.750 392.690 469.590
ANSYS 45.500 427.690 514.380
DTM 351.800 986.600 1801.500
7 ekseni Analitik 351.790 986.042 1801.500
Deney 345.000 967.500 1798.500
S ANSYS 354.600 999.800 1851.200
DTM 496.700 1390.700 1711.700
Yekseni Analitik 496.690 1390.700 1711.700
ANSYS 497.900 1394.900 1518.000

Cizelge 7.2 sistemin dort farklt metodla A ve S sinir sartlarindaki dogal frekanslarini
gostermektedir. Tablodan agikga goriilmektedir ki DTM ve analitik sonuglar ayni olup
diger yontemlerle oldukga yakindir. A smir sartindaki deneysel sonuglarin diger
sonuglardan biraz farkli olmasinin nedeni laboratuar ortaminda A smnir sartinin

yeterince saglanamamasindandir.

7.2.2 Mod sekilleri

Sekil 7.8 ve 7.9 A kiris icin Z ve Y eksenleri boyunca o6lgiilen ilk {i¢ mod seklinin
karsilastirilmasin1  gostermektedir. Bu sekillerden deneysel ve niimerik mod
sekillerinin uyum i¢inde oldugu goriilmektedir. Eger yalin bir kiris kullanilsaydi
sonuclar daha uyumlu olabilirdi. Fakat, ug kiitlenin karmasik etkisi sonuglar arasinda

farkliliklara yol agmaktadir.
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Sekil 7.8 : Uniform kesitli Timoshenko kirisi igin A sinir sartinda Z eksenindeki ilk
ti¢ mod seklinin karsilastiriimasi (a) 1. mod (b) 2. mod (c) 3. mod
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Sekil 7.9 : Uniform kesitli Timoshenko kirisi i¢in A sinir sartinda Y eksenindeki ilk
ti¢ mod seklinin karsilastirilmasi (a) 1. mod (b) 2. mod (c) 3. mod
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Sekil 7.10 : Uniform kesitli Timoshenko kirisi i¢in S sinir sartinda Z eksenindeki ilk
ti¢ mod seklinin karsilastiriimasi (a) 1. mod (b) 2. mod (c) 3. mod
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S sinir sartt deneyinde, yine Y eksenindeki mod sekilleri daha oOnce belirtilen
nedenlerden dolay1 dogru bir sekilde dlgiilememistir. Z eksenindeki ilk ii¢ mod Sekil
7.10°da verilmis, deney sirasinda S smir sartinin daha iyi saglanmasindan dolay1

deneysel sonuglarin niimerik sonuglarla daha uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Ozetle, L=0.5m boyundaki uniform kiris modelinde &zellikle yiiksek frekanslarda SE
modeli ve teorik sonuglar arasindaki farkin agildig1 goriilmektedir. Bunun muhtemel
sebebi, teorik hesaplamalardaki kiris hipotezi ile SE modelinde kullanilan elemanlarin
farkli olusudur. Yani, SE modelinde kullanilan SOLID187 elemani ii¢ boyutlu ve 10
diigiim noktali, her diigiimde 3 serbestlik derecesine sahip bir elemandir. Halbuki
teorideki kiris elemanlar1 daha az sayida serbestlik derecesine sahiptir. Ayrica, ug
kiitlenin karmasik etkileri de deneysel ve niimerik sonuglar arasinda farkliliga yol
acabilmektedir. Buna ek olarak yine c¢ekic¢ testinin yetersiz kalmasi sonuglardaki

farkliligin muhtemel sebeplerinden biridir.

7.3 MDTM Sonug¢larinin ANSYS ve Modal Analiz ile Karsilastirilmasi

Bu kisimda degisken kesitli kiris-u¢ kiitle modelinin ¢6ziimii i¢in dnerilen MDTM
sonuclart Timoshenko kiris modeli i¢in ANSYS ve deneysel sonuglarla, EB kiris
modelinde ise sadece SE modeli ile karsilastirilma yapilmustir.

7.3.1 EB kiris modeli

Dikdortgen Kkesitli EB kiris modelinde kiris genisligi ve uzunlugu sabit tutulup sadece
Y yoniinde lineer olarak bir kesit daralmas1 géz dniine alinmistir. Kiris boyunca kesit
alan1 ve alan atalet momentlerinin degisimi denklem 6.7-9’daki gibi olup kiris
uzunlugu L=1 m olarak degistirilmis, sistemin diger fiziksel 6zellikleri Cizelge 6.4 ve
6.5’deki gibi dikkate alinmistir.

7.3.1.1 Dogal frekanslar

DTM ile degisken kesitli A kiris ug kiitle sistemi ¢oziildiigiinde yeterli terim sayisi
(N=50) kullanilmasina ragmen elde edilen ilk iki dogal frekanslar Z-ekseni boyunca
21.221 Hz, 169.535 Hz ve Y ekseni boyunca 25.364 Hz, 194.15 Hz olup her iki
dogrultudaki {igiincii frekanslar elde edilememistir. Bu nedenle, bu kisimda iki farkli
siir kosuluna sahip sistem icin MDTM sonucu elde edilen dogal frekanslar ve mod

sekilleri belirlenmis, ayn1 sistemin SE programi (ANSYS) ortaminda modellenmesi
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ile elde edilen sonuglarla karsilagtiritlmistir. Ayrica farkli kesit daralma oranlari, kiris

uzunlugu ve u¢ kiitle boyutlarinin dogal frekanslar tizerindeki etkileri arastirilmistir.

Cizelge 7.3’de A ve S sinir sartlarindaki EB kiris-ug kiitle sisteminin Y ve Z eksenleri

boyunca ilk ii¢ dogal frekanslar1 gosterilmektedir. Tablodan goriildiigii gibi s6z konusu

yar1 analitik yontem ile SE sonuglari olduk¢a uyumludur.

Cizelge 7.3 : A ve S sinir sartlar1 altinda MDTM ve ANSYS dogal frekanslarinin

karsilagtirilmast.
Sinir ) Z-ekseni boyunca (Hz) Y -ekseni boyunca (Hz)
Yontem
Sart1 0, o, W, @, o, W,
A MDTM 22447 128.774 357.480 25.896 129.592 344.939
ANSYS 22480 128.620 354.17/0 25.915 129.410 344.370
s MDTM  117.337 335.830 702.108 124.186 353.498 666.825
ANSYS 115.790 331550 690.810 124.760 352.330 655.540
Cizelge 7.4 : A smir sart1 i¢in kiris uzunlugunun dogal frekanslar (Hz) iizerindeki
etkisi.
L Z-ekseni boyunca (Hz) Y-ekseni boyunca (Hz)
Y ontem
(m) W, W, 28 W, W, 25
05 MDTM 72.800 443.000 1225.800 82.600 450.600 871.300
' ANSYS 72.814 439.360 1146.700 82.632 444.080 852.450
056 MDTM 53.889 323.249 898.878 61.487 326.230 750.345
' ANSYS 53.940 321490 856.210 61.505 323.230 738.750
07 MDTM 41586 246.165 685.968 47.624 247.352  628.157
' ANSYS 41.639 245.270 661.700 47.647 245.850 624.500
08 MDTM 33.100 193.652 539.390 38.019 194.325 510.681
' ANSYS 33.140 193.060 526.370 38.040 193.580 509.170
09 MDTM 27.000 156.259 434.713 31.079 156.989  416.700
' ANSYS 27.036 155.980 428.640 31.102 156.670 416.110
. MDTM 22447 128.774 357.480 25.896 129.592  344.939
ANSYS 22480 128.620 354.170 25915 129.410 344.370
11 MDTM 18.967 108.016 299.300 21.918 108.875 289.872
' ANSYS 18.982 107.790 296.210 21926 108.670  288.530
1o MDTM 16.243 91936 254.258 18.798  92.805 246.833
' ANSYS 16.256 91.784 252.170 18.805  92.665 245.850
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Cizelge 7.4 (devam) : A smir sart1 i¢in kiris uzunlugunun dogal frekanslar (Hz)
tizerindeki etkisi.

L ) Z-ekseni boyunca (Hz) Y -ekseni boyunca (Hz)
Yontem
(m) W, w, 25 W, 0, 2%
13 MDTM  14.070 79.227 218.694 16.304 80.081  212.684

ANSYS 14081 79.124 217230 16.310  79.981 211.950
MDTM 12307 69.006 190.130 14.277  69.830 185.163
ANSYS 12317 68.934 189.080 14.283  69.757 184.600
MDTM 10.858 60.658 166.842 12.609  61.448 162.671
ANSYS 10.866 60.609 166.070 12.614 61.394 162.240

14

1.5

Diger bir parametrik calisma olarak kiris uzunlugunun dogal frekanslar tizerindeki
etkisi A siir sart1 igin incelenmis, ug kiitle ve kirisin geometrik 6zellikleri (kiris boyu
hari¢ L=1m) Cizelge 6.4 ve 6.5’deki gibi dikkate alinmistir. Cizelge 7.4’den agikga
goriilmektedir ki kiris boyu kisaldikca sistemin dogal frekanslari artmaktadir. SE
yonteminin kullandig1 kiris modeli ve EB kiris hipotezi arasindaki fark nedeniyle
frekans arttik¢a iki yontemin sonuglari arasindaki fark da (6zellikle kisa kirislerde)

belirginlesmektedir.

Cizelge 7.5, 7.6 ve 7.7 ug kiitle boyutlarinin dogal frekanslar tizerindeki etkisini
gostermektedir. Oguamanam ve Arshad (2005) yaptiklari ¢alismada ug kiitlenin
etkisini incelerken, ug kiitle ile kiris kiitle merkezlerinin sadece tek bir eksende ¢akisik
olmadig1 durumu dikkate almislardir. Bu ¢alismada diger dogrultudaki kagikliklarin
da etkisi incelenmistir. Cizelge 7.5 ug kiitle boyutlarmin esit oranlarda artirilmasi
durumunda sistemin dogal frekanslarindaki degisimi gostermektedir. Bu durumda
sistemin dogal frekanslari, u¢ kiitlenin artmasi ile ters orantilidir. Ayrica MDTM ve

SE model sonuglarnin yeterince yakin oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 7.5 : Ug kiitle boyutlarinin dogal frekanslar tizerindeki etkisi (L=1m)

Ug kiitle boyutlari

Z-ekseni boyunca (Hz)

Y-ekseni boyunca (Hz)

YOntem
(x,y,z)(mm) 2] @, @3 2] @, W3

50x50x50 MDTM 22.447 128.774 357.480 25.896 129.592 344.939
ANSYS 22.480 128.620 354.170 25.915 129.410 344.370
60x60x60 MDTM 19.398 119.733 337.612 22.172 120.261 316.747
ANSYS 19.428 119.770 331.910 22.190 119.980 320.180
20x70x70 MDTM 16.611 112.470 316.653 18.835 112.972 263.101
ANSYS 16.635 112.440 306.790 18.852 112.830 274.380
80x80x80 MDTM 14.219 105.940 306.790 16.017 107.101 201.830
ANSYS 14.240 105.910 293.619 16.024 107.020 213.350
90X90x90 MDTM 12.228 99.765 279.670 13.702 101.173 156.225
ANSYS 12.245 99.246 268.477 13.718 101.410 165.970
100x100x100 MDTM 10.588 92.639 242.916 11.812 94.958 124.489
ANSYS 10.603 91.931 222.630 11.829 95.240 132.640
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Diger bir parametrik calisma olarak u¢ kiitle boyutlarmin egilme eksenleri

dogrultularindaki degisimi ele alinmis, bunun dogal frekanslara etkisi incelenmistir

(Cizelge 7.6 ve 7.7). Beklenildigi gibi, ilgili ¢izelgeler, ug kiitle boyutlar: arttikga dogal

frekanslarin azaldigimi gostermektedir. Ayrica MDTM ve SE model sonuglar1 diger

cizelgelerde oldugu gibi olduk¢a uyumludur, fakat ug kiitle biiyiidiik¢ce yiiksek

frekanslarda (Y ve Z ekseni boyunca 3.frekans) hata orani artmaktadir. Bunun da

sebebi, yukarida ifade edildigi gibi, yiiksek frekanslarda EB hipotezinin yeterli

olmamasidir.

Cizelge 7.6 : Ug kiitle boyutlarinin dogal frekans tizerindeki etkisi (L=1 m, x ve z

sabit)
y ) Z-ekseni boyunca (Hz) Y-ekseni boyunca (Hz)
Y Oontem
(mm) 2] @, W3 2] W, W3
50 MDTM 22447 128.774 357.480 25.896 129.592 344.939
ANSYS 22480 128.620 354.170 25915 129.410 344.370
60 MDTM 21503 126.000 351.764 24.738 126.645 336.146
ANSYS 21520 125.620 343.770 24.746 126.310 335.210
70 MDTM 20.665 123.618 346.232 23.717 124.139 324.158
ANSYS 20.681 123.160 334.020 23.724 123.740 323.130
80 MDTM  19.914 121474 340.499 22.806 121.916 306.750
ANSYS 19.929 120.920 324.780 22.814 121.420 303.070
90 MDTM  19.237 119.462 334.261 21.987 119.876 284.093
ANSYS 19.250 118.770 315.150 21.987 119.230 277.940
100 MDTM  18.622 117.487 327.285 21.246 117.950 259.808
ANSYS 18.632 116.630 304.430 21.257 117.090 252.760
Cizelge 7.7 : Ug kiitle boyutlarinin dogal frekans iizerindeki etkisi (L=1 m, x ve y
sabit)
7 Z-ekseni boyunca (Hz) Y -ekseni boyunca (Hz)
Y ontem
(mm) 2] @, 23 2] @, 23
50 MDTM 22447 128.774 357.480 25.896 129.592 344.939
ANSYS 22480 128.620 354.170 25.915 129.410 344.370
60 MDTM 21504 126.033 350.391 24.738 126.657 337.653
ANSYS 21520 125.700 347.150 24.748 126.430 335.020
70 MDTM  20.667 123.650 341.999 23.718 124.158 327.767
ANSYS 20.681 123550 342.000 23.727 124.020 323.640
80 MDTM  19.917 121.481 332.689 22.809 121.938 311.349
ANSYS 19931 121.260 336.780 22.818 121.890 306.430
90 MDTM  19.240 119.410 323.359 21.993 119.891 287.523
ANSYS 19.254 119.310 331.080 22.001 119.930 283.460
100 MDTM 18.625 117.352 313.589 21.254 117.926 261.563
ANSYS 18.638 117.410 324540 21.261 118.080 258.710
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Son olarak, uniform olmayan kirisin kesit daralma oraninin dogal frekanslar
tizerindeki etkisi incelenmistir. Cizelde 7.8’de goriildiigii gibi artan kesit daralma
orantyla dogal frekanslar da artmaktadir. Ciinkii kiris kesit alan1 artmakta, bu da egilme

mukavemetini arttirmaktadir. Yine iki yontem de birbiriyle gayet uyumludur.

Cizelge 7.8 : Kesit daralma oraninin (ch) dogal frekanslar tizerindeki etkisi

Z-ekseni boyunca (Hz) Y-ekseni boyunca (Hz)

C, Yontem
2] W, Wy 2] @, Wy

MDTM 22447 128.774 357.480 25.896 129.592 344.939

oS ANSYS 22480 128.620 354.170 25.915 129.410 344.370

MDTM 24205 131.499 397.249 33.480 152.647 360.170
] ANSYS 24.244 131.340 394500 33.490 152.210 357.020
075 MDTM  28.193 137.739 543.944 57.799 219.189 366.783

ANSYS 28.263 137.680 531.030 57.743 217.410 363.930

7.3.1.2 Mod Sekilleri

Sekil 7.11-12 ve Sekil 7.13-14 sirasiyla A ve S smur sartlart igin, L=1m ve diger
ozellikleri Cizelge 6.4 ve 6.5°de verilen kiris ve ug kiitle 6zelliklerine sahip sistemin
mod sekillerini gostermektedir. MDTM ile bulunan mod sekilleri SE modelinde elde

edilen mod sekillerine yeterince benzemektedir.
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S sinir sart1 i¢in Z-eksenindeki 3. mod ¢ok hatali olarak elde edilmis, dolayisiyla Sekil
7.14’e eklenmemistir. Bu moda ait dogal frekanstaki hata yaklasik %2 civarinda iken
mod sekillerinin oldukga farkli ¢gikmasinin muhtemel bir sebebi bu modda burulma
genliklerinin de onemli derecede etkili olmasidir. Yani burulma hareketi de baskin
oldugu i¢in ANSYS ile hesaplanan mod sekli daha farkli olabilir. Halbuki MDTM’de
sadece egilme hareketine ait mod sekilleri ¢izdirilmistir. Bir diger muhtemel sebep EB

kiris modelinin yiiksek frekanslarda yetersiz kalmasidir.
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Sekil 7.14 : Degisken kesitli EB kirisi i¢in S siir sartinda Z-ekseni boyunca mod
sekilleri (a) 1. mod (b) 2. mod

Parametrik ¢aligmalara gore, sistemin dogal frekanslar kiris ve ug kiitle boyutlariyla
ters orantili, kesit daralma orani ile dogru orantilidir. Ayrica MDTM ve SE model
sonuclarinin genel olarak birbirine yakin oldugu, aralarindaki farkin kisa kiris
boylarinda ve yiiksek frekanslarda daha belirgin oldugu gozlenmistir. Bunun asil
sebebi EB hipotezinin kiris boyunun kisa olmasi durumunda ve yiiksek frekanslarda
yetersiz kalmasidir. Ote yandan ANSYS’de SOLID187 elemani kullanilmis olup bu
eleman ti¢ eksende de deforme olabilmekte, dolayisiyla daha ger¢ekeidir. Bu durum

mod sekilleri arasinda da sapmalara sebep olabilir. Sapmanin 6nemli bir sebebi de

101



kirisin burulma deformasyonudur. MDTM yontemi ile elde edilen mod sekilleri sadece
egilme hareketlerine ait iken ANSYS egilme ve burulma kombine deformasyonuna ait
sonuglar1 vermektedir. Bu durum da her iki yontem arasinda bir miktar farka sebep
olabilir. Tim bu farkliliklara ragmen, 6zellikle ilk birkag frekansta MDTM’nin de

kabul edilebilir sonuglar verdigi goriilmiistiir.

7.3.2 Timoshenko Kkiris modeli

Bu kisimda Timoshenko kiris teorisine gore elde edilen hareket denklemlerinin
MDTM ile ¢oziimiinden bulunan dogal frekans ve mod sekilleri deney ve ANSYS
sonuglari ile karsilastirilmistir. Her {i¢ yontem i¢inde degisken kesitli kiris ve ug kiitle

ozellikleri Cizelge 6.4 ve 6.5’deki gibi ele alinmistir.

7.3.2.1 Dogal frekanslar

MDTM ile ¢6ziimde her bir kiris pargasi i¢in (M=3) yeterli yakinsamanin saglandigi
K= 30 olup toplamda N=90 (N=KM) terim dikkate alinmistir. Cizelge 7.9 terim
sayisina bagli olarak sistemin dogal frekanslarinin yakinsamasini gostermektedir.
MDTM sonucu elde edilen dogal frekanslarin diger iki yontem sonuglariyla
karsilastirilmasi ise Cizelge 7.10°da verilmistir. Bu tabloda MDTM ve SE model
sonuclarinin birbirine yakin olmasina ragmen A deneysel sonuglarin bu sonuclardan
saptig1  goriilmektedir. Deneysel ortamda A siir sartinin - yeterince iyl
saglanamamasina ragmen, genel olarak bu {i¢ metodun sonuclarinin kabul edilebilir

derecede yakin oldugu sonucu tablodan anlagilmaktadir.

Cizelge 7.9 : Terim sayis1 ile dogal frekanslarin (Hz) yakinsamasi

Snir Z ekseni boyunca Y ekseni boyunca
sarti K W, w, @, w, w, @,
2 93.954 - - 180.371  634.838 -
4 95.934  663.820 924.961 142.692  545.573 -
6 69.000 424200 794.100 92.700 324.000 1131.100

8 72.618  446.827  863.225  83.479 436.656

10 72.600 444300 867.000 82.500 438.400  1180.800

A 12 72.600 444.600 868.500  82.400 438.300  1184.900

14 72.600 444600 868.800 82.400 438.300  1184.900

16 72.600 444.600 868.900  82.400 438.300  1184.900

18 72.600 444600 868.900 82.400 438.300  1184.900

20 72.600 444.600  868.900  82.400 438.300  1184.900

30 72.600 444600 868.900 82.400 438.300  1184.900
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Cizelge 7.9 (devam) : Terim sayisi ile dogal frekanslarin (Hz) yakinsamasi

Sinir Z ekseni boyunca Y ekseni boyunca

sarti K W, w, (O W, w, @,
2 - - - - - -
4 582.814 1588.800 1802.600 489.639 1395.100 -
6 807.400 1259.400 1637.000 352.600 1072.800
8 435,700 1472400 1699.800 393.600 1219.900 -
10  430.700 1206.200 1556.700 397.000 1133.800 2157.900

S 12 430.800 1217.500 1558.000 397.200 1131.200 2186.800

14 430.800 1216.600 1558.500 397.200 1131.300 2197.400
16  430.800 1216.600 1558.600 397.200 1131.300 2196.500
18  430.800 1216.600 1558.600 397.200 1131.300 2196.400
20  430.800 1216.600 1558.600 397.200 1131.300 2196.400
30 430.800 1216.600 1558.600 397.200 1131.300 2196.400

Cizelge 7.10 : A ve S sinir sartina gore Y ve Z eksenlerindeki ilk {i¢ dogal frekansin
(Hz) karsilagtirilmasi

Sinir sart1 Yontem o, o, @,

7 ekseni MDTM 72.600 444.600 868.900

boyunca ANSYS 72.814 444.080 852.450

A DENEY 65.000 395.688 867.875
Y ekseni MDTM 82.400 438.300 1184.900

boyunca ANSYS 82.600 439.400 1146.700

DENEY 77.500 407.600 1073.400

7 ekseni MDTM 430.800 1216.600 1558.600

boyunca ANSYS 435,700 1218.200 1519.200

s DENEY 446.200 1247.500 1583.700
Y ekseni MDTM 397.200 1131.300 2196.400

boyunca ANSYS 390.700 1111.400 2102.300

DENEY 405.000 1156.800 2199.000

7.3.2.2 Mod Sekilleri

Sekil 7.15-18 A ve S sinir sartlarinda sistemin Y ve Z eksenlerindeki ilk ii¢ normalize

mod sekillerini gostermektedir. MDTM ile elde edilen mod sekillerinin hem SE modeli

hem de deney sonuglari ile yakin oldugu sekillerden gozlenmistir. A kiriste MDTM ve

deneysel mod sekilleri arasindaki farklilik yliksek frekanslarda artmaktadir. Bunun

muhtemel nedeni diger sonuglarda oldugu gibi sinir sartidir. Ciinkii S kiriste daha iyi

uyumun oldugu Sekil 7.17 ve 18’den asikardir. Diger yandan, 6zellikle S kiriste
MDTM ve SE modeli arasindaki farklilik yiiksek frekanslar i¢in dikkate degerdir.

Matematiksel modelde kiris tek boyutlu olarak varsayilmig, bu varsayimin yiiksek

frekanslar i¢in gecerli olmamasi bu farkliligin sebeplerinden biri olabilir. Diger bir

sebep ise yliksek frekanslarda burulma deformasyonlarinin daha baskin olabilmesidir.
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7.4 Degerlendirme

Bu ¢alismada iki farkli yonde egilen ve burulan degisken kesitli, eksantrik ug kiitleli
kirig-ug kiitle sisteminin dogal frekans ve titresim modlarinin DTM ve MDTM ile elde
edilmesi tlizerine ¢alisilmistir. Calisma kapsaminda EB ve Timoshenko kiris teorileri
dikkate alinmig ve ilk defa Timoshenko kiris teorisi igin ilgili kiris-ug kiitle sisteminin
hareket denklemleri ve sinir sartlart ¢ikarilmistir. EB kiris teorisi igin ise literatiirde
bulunan denklemler kirisin hem malzeme hem de geometrik 6zelliklerinin degisken
olmasina gore giincellenmistir. Elde edilen hareket denklemleri uniform kesitli kiris
icin analitik olarak ¢oziilmiis, SE ve modal analiz yontemleriyle sonug¢larin dogrulugu
gosterilmistir. Daha sonra, ilgili sistemin matematik modeli yine ilk kez bu ¢alismada
DTM ile ¢oziilmiis, elde edilen sonuglar analitik ve diger yontemlerle (SE ve deneysel
sonuglarla) karsilagtirilmigtir. Kirigin degisken kesitli olmasi durumunda DTM’nin
yakinsama problemi ortaya ¢ikmig, bunu asmak i¢in DTM’nin farkl bir versiyonu olan
MDTM vyine ilk defa bu ¢alismada boyle bir probleme uygulanmis ve elde edilen
sonuclar SE ve deneysel sonuglarla dogrulanmistir. Parametrik ¢alisma
gerceklestirilerek ug kiitle boyutlarinin, kesit daralma oraninin ve kiris uzunlugunun
sistemin dogal frekanslar1 tizerindeki etkisi incelenmistir. Yapilan c¢alismalar
sonucunda DTM ve MDTM’nin genel olarak diger yontemlerle uyumlu oldugu
goriilmiistiir. Kiris boyu kisaldikca sistemin dogal frekanslarinin arttig1 ve yiiksek
frekanslarda elde edilen sonucglarin SE ve deneysel verilerden biraz farkli oldugu
gozlenmistir. Yani kisa kirislerde EB hipotezinin kullanilmasi durumunda bu teorinin
yetersiz kaldigi ve hata oramimin arttigi goriilmiistir. Deneysel sonuglarin bazi
durumlarda digerlerinden biraz farkli olmasmimn nedenleri arasinda sinir sartlarinimn
(0zellikle ankastre mesnet halinde) yeteri kadar saglanamamis olmasi, ¢ekic darbe
testinin yetersizligi, deney sirasinda Olclimlere karigan hatalar ilk akla gelen
unsurlardir. Ayrica, SE sonuglartyla gozlenen farkliliklarin sebebi ise ANSYS’de
modellenen kirig-ug kiitle sisteminin serbestlik derecesinin daha fazla olmasi ve ger¢ek
modele daha yakin bir model sunmasidir. Bunun yanisira, 6zellikle mod sekillerinde
sayisal ¢oziimde sadece egilmeden kaynakli mod sekillerinin ¢izdirilmesi s6z konusu
iken, ANSYS’de elde edilenler egilme ve burulma kombine deformasyonuna ait
sonuglardir. Yani burulma deformasyonu mod sekilleri arasinda sapmaya neden
olmaktadir. EK olarak, SE modelinde mod sekilleri elde edilirken deneyle uyumlu

olmasi i¢in path tanimlamasi1 Y ve Z diizlemleri boyunca kirisin dis yiizeylerinde
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yapilmigtir. Bu ise DTM ve MDTM ile elde edilen sonuglarla SE modelindeki
sonuglarin farkli olmasinin bir sebebi olabilir. Bu sonuclar dikkate alindiginda, DTM
ve MDTM’nin kiris-ug kiitle sistemlerinin serbest titresim analizinde Ozellikle ilk
birkag frekansta etkili ve dogru sonuglar veren yontemler oldugu goriilmiistiir. Ayrica
literatlirde bu tarz problemlerin sadece analitik veya yaklasik ¢oziimii yapilmis olup
deneysel yontemlerle sonuglarin karsilastirildigi ¢alisma yok denecek kadar azdir.
Yapilan ¢alisma literatiirdeki bu boslugu gidermek anlaminda ciddi bir katki
sunmaktadir. Bununla birlikte, gergeklestirilen ¢alismalar bu alanda son noktay1
koymamakta, asagidaki hususlarin da dikkate alindigi daha farkli arastirmalar ilerideki

muhtemel ¢alismalarin konusu olabilecek niteliktedir:

v" Tastyici yapi olan kiris kademeli degisken kesitli bir yap1 gibi modellenebilir.
Hatta malzeme 0zelliklerinin de degisken alinip (literatiirdeki adiyla
fonksiyonel derecelendirilmis (functionally graded)) modelin genellestirilmesi
ve bu durumda DTM ve/veya MDTM ¢6ziimlerinin degerlendirilmesi tizerine

calisilabilir.

v Ele alinan kirig-u¢ kiitle sisteminin sabit bir eksen etrafinda donmesi halinde
matematiksel modelinin ¢ikarilmasi ve bu modelin farkli ¢6ziim teknikleriyle
incelenmesi ve parametrik incelemeler yapilmasi yine bir baska arastirmanin

konusu olabilecek niteliktedir.

v" Cekig testi yerine elektrodinamik sarsici kullanarak daha kontrollii bir frekans
icerigiyle yapimin sarsilmasi ve ¢ok noktadan cevap Olgiilmesiyle deneysel
verilerin kalitesinin arttirilmasi, farkli modal parametre tahmin yontemlerinin

bdyle bir yapi icin karsilastirilmasi da incelemeye deger baska bir husustur.
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EKLER

EK A: Literatiirdeki kiris-ug kiitle sistemlerinin sematik gosterimleri

Cizelge A.l : Literatiirdeki baz1 uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Aragtirmacilar Sistemin sematik goriintiisii
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki bazi uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar Sistemin sematik goriintiisi
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki bazi uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar Sistemin sematik goriintiisii
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki baz1 uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar Sistemin sematik goriintiisii
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki baz1 uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar Sistemin sematik goriintiisii
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki bazi uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri
Sistemin sematik goriintiisii

Arastirmacilar
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki bazi uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar

Sistemin sematik gorlintlisii
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Cizelge A.1 (devam): Literatiirdeki baz1 uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri
Arastirmacilar

Sistemin sematik goriintiisii
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Cizelge A.2 : Literatiirdeki baz1 non-uniform Kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar Sistemin sematik goriintiisii

Mabie ve Rogers, 1964
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Cizelge A.2 (devam) : Literatiirdeki bazi non-uniform kesitli kiris-ug kiitle sistemleri

Arastirmacilar Sistemin sematik goriintiisii
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