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OZET

SABIT BiR ELEKTRIK ALAN VARLIGINDA
TELEPARALEL BIR EVRENDE SPIN-1/2 PARCACIKLAR

YUKSEK LISANS TEZI
Ali Thsan KESKIN

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FiZiK ANABILIM DALI

2011

Bu ¢aligmada, izotropik olmayan bir evrende sabit bir elektrik alan varliginda Dirac
pargaciklariin dinamikleri iizerine odaklandik. Einstein’in Genel Gorelilik teorisi yerine
Teleparalel kiitle cekim teorisini kullanarak hesaplamalari gerceklestirdik. 11k olarak, izotropik
olmayan Bianchi-I- tipi bir evrende Teleparalel Dirac denkleminin tam ¢oziimlerini bulduk.
Ikinci olarak, ¢dziimlerin harmonik salimim davranisi tartisildi ve daha sonra salmim frekansi
kuantize edildi. Uciincii olarak, Dirac parcaciklarmin spin salinimini incelendik ve eksensel
vektor spin baglanti terimini tartistik. Son olarak kiitleli spin-1/2 pargaciklarin yaratilmasi
tizerine birka¢ noktayr verdik. Burada elde edilen sonuclar, boyutsuz teleparalel Ti¢
parametreden bagimsizdir ki bu da sonuglarin her bir teleparalel modelde gegerli oldugu
anlamina gelir.

Anahtar Kelimeler: Dirac pargacigi, Teleparalel kiitle ¢ekim
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ABSTRACT

SPIN-1/2 PARTICLES IN A TELEPARALLEL UNIVERSE
WHEN A CONSTANT ELECTRIC FIELD IS PRESENT

MSc THESIS

Ali Thsan KESKIN

DEPARTMENT OF PHYSICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2011

In this work, we focus on the dynamics of Dirac particles in the presence of constant
electric field in a cosmological anisotropic universe. Instead of Einstein’s theory of general
relativity, we perform the calculations using the teleparallel theory of gravity. First, we find the
exact solutions of the teleparallel Dirac equation in an anisotropic Bianchi-I universe. Second,
the harmonic oscillator behavior of the solutions is discussed and then the oscillation frequency
is quantized. Third, we investigated the spin precession of Dirac particles and dispute the axial-
vector spin coupling term. Finally, we give some remarks on the creation of the massive spin-
1/2 particles. It is interesting to mention here that the results are independent from three
teleparallel dimensionless parameters which means the results are valid in any teleparallel
model.

Key Words: Dirac particle, Teleparallel gravity.
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1.GIRIS

Evrenin dili temelde matematiksel terimlerden olugmaktadir. Son yiizyilda
evrenin hem makroskopik hem de mikroskopik diizeyde dinamiklerinin agiklanmasinda
temeli matematik ve geometriye dayanan iki teori gelistirilmistir. Bunlardan biri evreni
biiylik Olgeklerde betimleyen Einstein Genel Gorelilik teorisidir (temel dili Rieman
uzay-zaman geometrisidir ve kiitlesel ¢ekimi basarili bir sekilde aciklar); digeri
kiigiiklerin diinyasini (parcaciklarin dinamigini) betimleyen kuantum alan teorisidir. Bu
noktada fiziksel evreni anlamak i¢in hem Einstein hem de kuantum alan denklemlerinin
cozlimlerinin bilinmesi ve bunlarin iyi okunmasi gerekmektedir; fakat Einstein Genel
Gorelilik Teorisi, kiitlesel ¢ekimi geometri ile agikladigindan (alan olarak agiklamiyor)
kuantum alan teorisi ile uzlagmasi noktasinda problemler ortaya c¢ikmaktadir. Bu
dogrultuda kiitlesel ¢ekim ile diger etkilesimlerin birlestirilmesi ve tek bir formda ifade
edilmesi icin kiitlesel ¢ekimi tetradlarla (dort ayaklarla) ifade eden Teleparalel kuram
gelistirilmistir. Gelistirilen bu kuramda pargacik denklemleri yazilmis ve Genel
Gorelilik Kurami ile esdegerligi incelenmistir. Bu noktadan bakildiginda, yakin
gecmiste mikro pargacik diinyasinda kiitle ¢ekiminin etkileri iizerine ¢esitli ¢aligmalar
yapilmistir. Ozellikle Parker (1968, 1977) ve Zeldovich (1971) yaptig1 ¢alismalardan
sonra kozmolojide kuantum etkileri caligmalar1 aktif bir aragtirma alan1 olmustur. Genel
Gorelilikte farkli evren modelleri i¢in Dirac denklemi (kiitleli ve spin-1/2), Klein-
Gordon denklemi (kiitleli ve spin-0) ve Weyl denklemleri (kiitlesiz ve spin-1/2)
tizerinde daha oOnce caligsmalar yapilmig ve bu evren modelleri i¢in ¢oziimler elde
edilmistir. Coziilen bu denklemlerin bir¢ogu genisleyen evren modelinde ele alinmistir
(Parker 1971, Isham ve Nelson 1974, Audretsch ve Shafer 1978, Kovalyov ve Legare
1990, Barut ve Duru 1987, Villalba ve Percoco 1990). Ayrica izotropik olmayan uzay
zamanda foton denklemlerinin tam ¢oziimleri yapilmistir (Havare ve ark 2005). Genel
Gorelilige bir alternatif olarak olusturulan Teleparalel kuramda da bu denklemlerin
yazilmast ve Genel Gorelilik ile esdegerligi incelenmistir. Bu bakimdan Genel
Gorelilige gore daha yeni ve Kiitlesel ¢ekimi, alan denklemleri ile (tetrad alanlarla)
ifade etmesi bir bakima Teleparalel kuramin daha avantajli olmasini saglar. Bu kuramda
tetradlar, verilen uzay zaman manifoldunu Minkowski diiz uzay-zamana tasir. Bununla

beraber Genel Gorelilikte relativistik denklemlerin ¢oziilmesi ile elde edilen sonuglarin,
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Teleparalel kuramin bagmtilar1 ile ¢oziliip esdegerliginin gosterilmesi Teleparalel
kuramin gegerliliginin artmasina katki saglayacaktir.

Daha once Villalba ve Greiner (2002) de Genel Gorelilik kuraminda izotropik
olmayan ve genisleyen bir evren modelinde kiitleli spin-1/2 pargaciklar1 betimleyen
Dirac denkleminin sabit bir elektrik alan varliginda tam ¢oziimlerini yapip bu
parcaciklarin kozmolojik zeminde yaratilmasi lizerine ¢alismalar yapmustir.

Bu tezde, izotropik olmayan kozmolojiksel bir evrende sabit bir elektrik alan
varliginda Dirac pargaciklariin dinamigi ele alindi. Burada Einstein ‘nin Genel
Goreliliginin aksine Teleparalel kuramin bagmtilar1 kullanilarak hesaplamalar yapildi.
Bu ¢alismada, asil amag verilen metrige gore Teleparalel Dirac denkleminin izotropik
olmayan Bianchi-I tipi bir evren modelinde ve elektrik alan varlifinda tam ¢6ziimiinii
bulmaktir. Bu ¢6ziimiin, Genel Gorelilik kuraminda daha 6nce Villalba ve Greiner
(2002) tarafindan verilen ayn1 metrige gore yapilan c¢oziimler ile esdeger oldugu
goriilmiistiir. Ikinci olarak, coziimlerin harmonik salinim davramisi ve salmim
frekansmin kuantize edilmesi iizerine tartismalar verilmistir. Ugiincii olarak, Dirac
pargaciklarinin spin saliniminin teleparalel kiitle ¢cekiminde incelenmesinin yani sira
eksensel vektor spin baglanti terimi tartisilmigtir. Ayrica kiitleli spin-1/2 parcaciklarin

yaratilmasi iizerine birka¢ noktaya deginilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Calismanin bu kisminda, serbest pargacik i¢in Dirac denklemi hakkinda bilgiler
verilmistir. Bundan once Schrédinger denklemi ve Klein-Gordon denklemlerinden
bahsedilmistir. Ayrica Genel Gorelilik ve Teleparalel kuram ile ilgili bilgilerin yani sira
bunlarin kisa tarihgeleri verilip birka¢ yoniiyle karsilastirilmalari maddeler halinde

yapilmistir.

2.1. Schrodinger Denklemi

Dirac Denklemi ve Klein-Gordon denklemi relativistik parcaciklar ig¢in
betimlemeler verir. Fakat relativistik olmayan pargaciklari betimleyen denklem,

Schrodinger denklemidir.

Kuantum mekaniksel sistemin zamanla degisimi durumunda zamana baglh

Schrédinger denklem,
ihdy /ot = HY (2.1.1)

seklinde verilir. Burada y(x,t), bir t aninda parcacigin bir x koordinatinda bulunmasi
icin olasilik yogunluguna karsilik gelen, sistemin dalga fonksiyonunu belirtir.

Hamiltonyen islemcisi de asagidaki gibi verilir:
H=P2/2m +V(x) (2.12)

Burada, P parcactk momentumunu ve V(x) pargacigin hareket ettigi potansiyel
bolgesini gosterir. (2.1.2) ile verilen Hamiltonyen islemcisi (2.1.1) denkleminde

yazilirsa schrodinger denklemi asagidaki sekli alir:

w2 ="y 4 vy (2.1.3)

Temel koordinatlarda momentum iglemcisi asagidaki gibi verilir:
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P = —ihV (2.1.4)

Verilen bu momentum islemcisi (2.1.3) denkleminde yerine yazilirsa;

S 7
ih 2 = — G2y + VoY 2.1.5)

Kuantum mekaniginde relativistik olmayan schrodinger dalga denklemi elde edilir.

2.2. Klein-Gordon Denklemi

Relativistik olmayan enerji-momentum iliskisi,

E =P2/2m + V(%) (2.2.1)

seklinde verilir. Klein-Gordon denklemi i¢in durgun kiitlesi m olan relativistik serbest

bir parcacik i¢in relativistik (Einstein) enerji-momentum iliskisi,
E? = P2¢2 + m2c*
veya (2.2.2)
E%/c? — p2 = p”pﬂ = m2c2

ile tanimlidir. Burada p,, ifadesi momentum iglemcisi igin (u= 0, 1, 2, 3) dortlii vektor

gosterimidir ve P cizgisel momentumu ve m ise parcacigin durgun Kkiitlesidir.

Momentum islemcileri koordinat gdsterimi,

pu = ihd, = ih=" = (ih= , — ih¥), (2.2.3)
pH = ihot = ih% = (ih=- , ih¥) (2.2.4)
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biciminde verilir. Burada 0% = % ve 0, = % notasyonu kullanilmistir ve bu iki
u
islemcinin ¢arpimu,
n 92 2
d 6H=|:|=E—V (2.2.5)

ifadesini verir. Burada O gosterimi D’Alembertian olarak adlandirilan dort boyutlu
Minkowski uzay1 i¢in laplasyenin genellestirilmis bi¢imidir.

p*p,islemcileri kullanilarak en basit relativistik kuantum denklemi elde edilir:
((2.2.2) denkleminde p*p, = m? oldugu goéz 6niinde tutulursa ve c=1 uygun segimi

ile)

pHpup = m?p (2.2.6)
buradan
(iho*)(ihd, )p = m?¢ (2.2.7)
veya
—h%o0p = m2e (2.2.8)

elde edilir. h=1 uygun se¢imi alinirsa denklem basit bir sekilde asagidaki formu alir:
(o+m?)p =0. (2.2.9)
Bu denklem Klein-Gordon denklemi olarak bilinir. Burada ¢(x,t) skaler dalga

fonksiyonudur. (2.2.5) denklemi (2.2.9)’da yazilirsa Klein-Gordon denkleminin agik
hali asagidaki gibi olur:

n? (522 v2) +m2c? = 0. (2.2.10)

c2 ot2
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Klein-Gordon denklemi, serbest pargaciklarin karakteristik bir 6zelligi olan

diizlem dalga (¢ (x) = e*E=PD) csziimlerine sahiptir. Burada,

E = +VP? + m? (2.2.11)

Oldugundan enerji i¢in pozitif ve negatif 6zdegerlere sahip c¢oziimler vardir. Yani,
elektronun hem pozitif hem de negatif enerji degerlerinin oldugunu gosterir. Fakat
Kuantum mekaniginde negatif 6zdegerlerin fiziksel bir anlam1 yoktur. Bununla beraber
Dirac’in ¢alismasina kadar da gorelilikte negatif enerji yoktu. (2.2.9) ile verilen Klein-

Gordon denklemi ve
(@+m?)e* =0 (2.2.12)

ile kompleks eslenigi birbiri ile ¢arpildiginda akim olasilik yogunluk dort-vektorii elde

edilir:
JE= (%)) =) 2.2.13)
J =50V - 9V0") (2.2.14)
=m0 05D (22.15)

(h =1 alind).

Burada, f akim olasilik yogunlugu (relativistik olmayan kuantum mekanigi ile
benzerdir) ve p olasilik yogunlugudur ve pozitif tanimlanmasi1 gereklidir (yani negatif
deger alamaz). Aki yogunlugu (p) relativistik olmayan kuantum mekanigindeki olasilik
yogunlugundan farkl1 bir bicimdedir; ¢iinkii en basit diizlem dalga (e ~*¥) ¢dziimlerinde
olasilik yogunlugu negatif ¢ikmaktadir. Bunun sebebi, Klein-Gordon denkleminde
zamana bagl ikinci dereceden tiirevdir (World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd 2011).
Bu denklem, negatif enerji ¢oziimleri verir. Bu durum hakkinda herhangi bir aciklama

vermez ve denklemin relativistik hesaplamalar1 hidrojen iizerindeki deneysel sonuglar
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ile uyusmaz. Ciinkii hidrojen atomundaki elektronu (spin-1/2 pargaciklari)
tanimlayamaz. Enerji momentum iliskisi denklem (2.2.2) de verilmistir. Karekok ile

negatif ¢oziimiin karsilig1 anti-pargacik ile ilgilidir (bunu daha sonra Dirac bulmustur).

Klein-Gordon denkleminde ¢ skaler fonksiyonu (bir tensér olarak ele
alindiginda) her bir rank degeri i¢in relativistik olarak tiim durumlar i¢in dogru
betimlemeler verir. Tensdr ranki O ise, bir skaler dalga fonksiyonu olarak spin-0
bozonlar1 tanimlar. Tensor ranki 1 ise, dort vektor dalga fonksiyonu olarak spin-1
parcaciklar1 (fotonlar1) tanimlar. 2 rankli tensor ise, dalga fonksiyonu olarak spin-2

parcaciklari (graviton) tanimlar.

2.3.Dirac Denklemi

Dirac Denklemi, P.A.M. Dirac tarafindan 1928 yilinda bulunan relativistik
kuantum mekaniksel bir dalga denklemidir (Dirac 1928 a, b). Dirac, bu denklemi
Klein-Gordon denkleminin negatif olasilik yogunlugu probleminin iistesinden gelmek
icin ¢aligmalar yaparken bulmustur. Dirac denkleminde tensorel ranklar1 gostermeyen
spinorler vardir. Spin-1/2 pargaciklar1 (elektronlari) dogru ve basarili bir bi¢imde
betimler. Klein-Gordon denklemine goére daha fazla fiziksel 6neme sahiptir (Hansson
2001). Hem o6zel gorelilik teorisinin hem de kuantum mekaniginin ilkelerini i¢inde

barindirir.

Klein-Gordon denkleminde zamana bagli ikinci dereceden tlirev vardi. Bu
durum olasihik yogunlugunu negatif veriyordu. (Relativistik olmayan kuantum
mekanigindeki Schrodinger dalga denklemi gibi) birinci dereceden relativistik bir
denklem ile olasilik yogunlugunun tanimina (p = @¢*) uygun bir denklem, bu problemi
(negatif olasilik yogunlugu problemini) ortadan kaldirabilir. Bunun i¢in ¢(X) igin birinci
dereceden diferansiyel bir denkleme ihtiya¢ vardir ki bu dogru bir sekilde ifade
edilebilen enerji-momentum iligkisine yol agar.

Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimiinde negatif olasilik yogunlugu problemi

Skaler fonksiyon ¢ ile ¢6ziilmez. Bu noktada Dirac bir "vektor" kavramini tanitti.
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®1(x)
o) = | 22 23.1)

®n(x)

Bu tanimlama ile olasilik yogunlugunun pozitif tanimlamasi asagidaki gibi olur:

p(x) = p(x)p"(x). (2.3.2)

Alternatif relativistik denklemi bulmak i¢in kuantum mekaniginde genel dalga

denkleminden hareket edilirse

EW = HYV ve enerji islemcisi E = ih% olmak {iizere;
ih=y = Ay (2.3.3)
Burada hamiltonyen ifadesi asagidaki gibi verilir:

H=c(ayp, + apy + asp,) + pmc? (2.3.4)

Momentum islemeisi p, — ih= . p, - ih% . Py~ ih= ile (23.4) ifadesi, (2.3.3)

y

denkleminde yazilirsa asagida verilen birinci dereceden denklem elde edilir:

EY = —ihc (al g_!il + a, ?3_!;] + as a—lp) + pmc?¥. (2.3.5)

Z

Denklemin sag tarafindaki islemci, relativistik enerji momentum iliskisi olan c?p? +
m?c* ifadesinin karekokii olarak diisiiniilebilir. h =1 ve ¢ =1 uygun segimleri
yaptiktan sonra denklem (2.3.5) ‘de esitligin sag ve sol tarafindaki islemcilerin karesi

alindiginda

= 2
E*Y = (a1py + azpy + azp, + pm)"¥ (2.3.6)
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denklemi elde edilir. (2.3.6) denklemini basit sekli ile islemciler cinsinden verilen

Klein-Gordon denklemi ile karsilastirirsak
E?Y = (p,® +py? + p,> + m?)¥ (Klein-Gordon denk.) (2.3.7)
elde ederiz. Buna gore alternatif relativistik denklemi bulmak i¢in a;, a,, az,

parametreleri siradan sabit sayilar olamazlar. Eger komiit olmayan matris iseler

miimkiin gosterimleri( i # j i¢in),

aiaj + ajai =0 (238)
aiﬁ + Bai =0 (239)
alz = OIZZ = (l32 = ﬁz = 1 (2.3.10)

seklindedir. Bu iligkileri ifade eden ifadeler en az 4 X 4 ‘liikk matrislerdir. Bu matrisler

icin uygun se¢im asagidaki gibidir:

a = (2 %") ve B = ((1) _01) 23.11)

Burada o; , 2 X 2 lik Pauli matrisleridir ve asagidaki gibi verilir:

o = ((1) é) o, = (? Bi), o3 = ((1) _01). 2.3.12)
Simdi, Dirac denklemi agagidaki gibi yazilabilir:

i Y = —i@.V¥ + fm¥ (2.3.13)

a ve 4 X 4 lik matrisler oldugundan ¥ dalga fonksiyonu vektdrel dort bilesene sahip

olmalidir (buna ayni zamanda bi-spindr veya Dirac spindrleri de denir).
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(2.3.14)

Dirac denklemi f matrisi ile carpilarak daha fazla simetriksel forma yerlestirilebilir ve
denklem genel olarak Y, Dirac matrisleri kullanilarak yazilir. i = 1,2, 3 i¢in asagida

verilen tanimlama ile
Yi = ﬁai (2315)
Yo=8 (2.3.16)

(2.3.13) denklemi, (2.3.4) islemcisi géz oOnilinde bulundurularak (ve tiim terimler

esitligin bir tarafina toplanarak) asagidaki sekli alir.

(Yup* —me)¥ =0 (2.3.17)

veya 0, = % notasyonu alindiginda denklem (2.3.17) soyle verilir:

(ihy*9, —mc)¥ = 0. (2.3.18)

Bu bilinen serbest pargacik icin Dirac denklemidir. Dirac matrisleri asagidaki gibi

verilir:
y-=(0 ai)ve)/:(l ) (2.3.19)
L O 0 0 _1 e

Serbest parcacik ¢oziimleri i¢in (ﬁ = 0) ve (h = 1, ve ¢ = 1 alindiginda):
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¥
(iy(,% - m) Z,’; =0 (2.3.20)
Y3
i%((l) _01) (g;) —m (:ﬁ;) 2321)
Burada,
91 = (3,,‘1’) ve @y = @j) (2.322)

seklindedir. Spin-1/2 elektronlarin iki spin durumlarina karsilik gelen iki pozitif enerji

¢Oziimii vardir.

pr = (Y ve gy = e (9) (23.23)

ve simetrik negatif iki ¢6ziimii daha vardir:
92 =™ (N ve g, = erime (9) (2.3.24)
2 0 2 1

Klein-Gordon denkleminde skaler fonksiyon ile elektronun spin durumlar
aciklanamazken Dirac denkleminde (2.3.14) ile verilen vektor foksiyonu (spindr)
kavrami ile bu durumlar basarili bir bigimde betimlenir. Bunun yaninda enerjinin

negatif olma problemi Dirac’in 6nerdigi anti madde kavrami ile giderilmistir.

2.3.1. Spin hakkinda

Dirac denklemi spinli pargaciklart betimledigi i¢in bu baglikta pargaciklarin spin
durumu hakkinda bilgi verilecektir. Kuantum Kuraminin olustugu yillarda kurama
deneysel olarak elektron spin durumunun oldugunu kesfederek biiyiik katki saglayan

Stern-Gerlach deneyine kisaca deginilecektir.

11



2. KAYNAK OZETLERI

Stern-Gerlach deneyi, sicak bir firinda 1sitilan giimiis atomlarinin, firindan
acilmig kiiclik bir yariktan bir 151n demeti seklinde manyetik alana dik dogrultuda
gonderilmesi ile 151n demetlerinin sapma bi¢imlerine gore agisal momentumunun kesikli
degerleri (kuantumlanmasi) alip almadigini incelemek i¢in 1920 yilinda Otto Stern ve
Walter Gerlach tarafindan yapilmistir. Glimiis atomlarinin son ydriinge elektronunun
acisal momentumu +1, 0 ve —1 degerler alir. Buna gore 151n demetlerinin iige ayrilmasi

gerekir. Fakat deneyde ikiye ayrilma goézlemlendi. Kalan bir demetin agiklanmasi

elektronun donmesinden gelen h/2 biyikliginde igsel bir "eksensel agisal

momentumunun” oldugudur. Bu igsel agisal momentum elektronun spinidir.

2.4. Genel Gorelilik, Teleparalel Kuramlar: ve Kisa Tarihgeleri

Fizikte dogadaki etkilesimleri birlestirme konusundaki g¢alismalar, ozellikle
1860’ta J.C Maxwell’in 15181n elektromanyetik dalga oldugunun kesfi ile baslamistir.
Lorentz’in yiikk yogunlugu ve akim i¢in yazdigi denklemlerin Poincaré (1905)
tarafindan dizeltilmesi ile elektrik alan ve manyetik alani birlestiren Maxwell

denklemlerinin kovaryant formu tiiretildi.

Einstein 1905 yilinda 6zel gorelilik kuramint kurdu. Bu kuramin ilkeleri mutlak
uzay ve mutlak zaman kavramlarin1 reddetmekle beraber yiiklii pargaciklar arasindaki
elektromanyetik etkilesimleri yeterli bir sekilde betimler. Daha sonra Minkowski
gorelilik lizerine calismalar ile uzay ve zamani birbirinden bagimsiz degil de bir biitiin
olarak diisiintilebilecegi dort boyutlu uzay-zamani buldu (Minkowski 1908).

Einstein uzun yillar siiren c¢alismalar1 ile 1916°da Genel Gorelilik kuramini
aciklayan makalesini yayimladi (Einstein 1916). Bu kuramin temel ilkesi olan “Genel
Kovaryanslik” ilkesine gore:

e Fizik yasalarii betimleyen denklemler tensdrel bicimde olmalidir. Aym
zamanda Riemann uzay-zamanda ifade edilmelidir.

« Biitiin koordinat sistemleri fizik yasalar i¢in ayni derecede uygundur.

e Fizik yasalarini tanimlayan denklemler biitiin koordinat sistemlerinde ayni

bi¢imde olmalidir.
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Genel Gorelilik kuraminin temel yapilart metrik tensordiir. Metrik tensoriin
yaninda Ricci tensorii ve Riemann skaleri, uzay-zaman geometrisini temsil eden

Einstein denklemleri olarak bilinen denklemleri ortaya ¢ikardi. Einstein denklemi,
1
Ry, — ERg,w + Aguy = kT (24.1)

seklindedir. Burada R,,: Ricci tensorii, R: Riemann skaleri, g,,,,: Metrik tensor ve A:

Kozmolojik sabittir.

Bu denklemler, maddenin uzay-zamanin egriligi ile olan iliskisinin nasil
oldugunu gosterir. Kuram ayn1 zamanda kiitlesel ¢ekimi, uzay-zamanin egriliginin
geometrik bir etkisi olarak tanimlar (Schutz 1985, D’Inverno 1992). Bu teori, evrenin
gecmisi ile ilgili olaylart agiklayabilmesinin yani sira kozmolojinin gelisimine énemli

katkilar saglamistir.

Kiitlesel ¢ekim ile elektromanyetizmay1 birlestirmek amaciyla yapilan ilk
calisma H.Weyl (1918) tarafindan yapilmistir. Bu calismada (basarisiz olmasina
ragmen) ilk kez ayar doniisiimii ve ayar degismezligi (invaryansligi) tanitildi ve bugiin
bilinen ayar teorisinin (teleparalel) temelleri atildi. 1923’te E.Cartan tarafindan
burulmanin tanitilmasindan on yil sonra benzer dogrultuda ikinci bir girisim Einstein
tarafindan gerceklestirildi. Einstein, Genel Gorelilik Kurami ile uzay-zamani, Rieman
geometrisi ile bagarili bir sekilde tanimlamis olmasi ile beraber, elektromanyetizma ile
kiitlesel c¢cekimi birlestirme amaci ile metrik tensoér degil de baska yapilar ile
gravitasyonel yapiy1 olusturmak i¢in mutlak paralelizm fikrini ortaya atmistir. Einstein,
Mutlak Paralelizm fikri ile dort boyutlu uzay zamanin her bir noktasinda tanjant
uzayimin ortonormal baz vektorleri temelinde bir alan olarak tetrad alani tanitti. Bu
herhangi bir uzay-zaman icin tanjant uzay-zaman yiginlarinin her bir noktasi
Minkowski tanjant uzay-zaman ile ilintilidir. Bu ilintiyi saglayan (yani tanjant uzayinda
tanimlt metrik tensérii Minkowski diiz uzay-zamana indirgenmesi) tetrad alanlardir.
Kiitlesel ¢ekim ile elektromanyetizmay1 birlestirmek icin (Maxwell denklemlerinde
elektrik ve manyetik alanlarin tek bir formda birlestirilmesi gibi) bu yapilarin i¢inde
gravitasyonel alan ile elektromanyetik alan bilesenleri vardir. Einstein’in bu girisimi

basarisizlikla sonuglanmasina ragmen daha sonra gelen kuramcilar gravitasyon ile diger

13



2. KAYNAK OZETLERI

etkilesimleri birlestirmeye caligmalarimi siirdiirmiislerdir. Calismalarda, kiitlesel ¢ekim
alaninin uzay-zamanda iirettigi egrilikle beraber burulmanin da olmasi gerektigi ortaya
konmustur (¢linkii, Genel Gorelilik Kuraminda gravitasyonel alanin varligi uzay-
zamanda sadece egrilik meydana getirir). Oysa Genel Gorelilikte burulma sifir olarak

belirlenir (De Andre ve Pereira 1997).

Cartan ve Weitzenbock’iin aralarinda bulundugu yogun c¢alismalarin ilk
peryodundan sonra otuz yila yakin bir siire paralelizm {izerine yeni bir gelisme
olmamistir. Moller 1960°ta yalniz kiitlesel ¢ekimi tanimlama amaci ile teleparalelizm
fikrini yeniden ele almistir (Mgller 1961). Devaminda Pellegrini ve Plebanski (1962)
teleparalel kiitle ¢ekimi (mutlak paralelizm) i¢in Lagranjiyan formiiliinii buldu. Problem
daha sonra Mgller (1978) tarafindan tekrar ele alindi. Hayashi ve Nakano (1967)
dontisiim grublari i¢in ayar teorisini formiillestirdi (teleparalel teoriyi gelistirirler). Fakat
formiil Hayashi (1973) tarafindan daha fazla gelistirildi. Birka¢ yil sonra Hayashi
(1977) teleparalelizm ile bu teori arasindaki iliskiye degindi. Bu yaklagima gore, yalniz
egriligi igeren genel gorelilige yalniz burulmayi iceren teleparalel kiitle ¢ekime eklendi.
Bu teori, alisilmis Einstein-Cartan-Sciama-Kibble yaklasimi (Sabbata ve Gasperini
1985) ile gelistirilen paralelizme bir alternatif olarak Genel Gorelilige burulmay1 dahil
ettigi icin “Yeni Genel Gorelilik” olarak adlandirilir (bu modelde hem egrilik hem de

burulma vardir).

Yukarida bahsedildigi iizere Teleparale kuramda gravitasyonel alanin temel
matematiksel yapilar1 tetrad (paralel vektor alanlart) alanlaridir (Miiller ve ark. 1983, De
Andre ve Pereira 1998, Carr 2000). Kiitlesel etkilesimler i¢in yazilan denklemlerde,
Genel Gorelilikte uzay-zaman geometrisini betimleyen metrik tensore karsin teleparalel
kuramda tetrad alanlar ile uzay-zaman betimlenir. Teleparalel kuramda Genel
Goreliligin aksine jeodeziklerin olmadig: ve kiitlesel etkilesimlerin, elektrodinamikteki
Lorentz kuvvet denklemlerine benzer bir kuvvet denklemi ile temsil edilmektedir (De
Andrade ve Pereira 1998). Teleparalel Kuramda kiitlesel ¢cekim, kuvvet roliinii oynayan
burulmaya katki saglar (De Andrade ve Pereira 1997). Ayrica Teleparalel kuramin
uzay-zamanit Weitzenbdck uzay-zamanidir (Weitzenbock 1923) ve Bu geometriye
dayanan gecis gruplari i¢in bir ayar teorisine karsilik gelen kiitle ¢ekimin alternatif bir

teorisidir (Hayashi ve Shirafuji 1979).
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Teleparalel Kuramda yazilan tiim fizik yasalar1 kovaryant formda ifade edilirler.
Bu baglamda teleparalel kuramda kiitlesel ¢cekim formiilize edilirken bir¢cok acidan

Maxwell’in elektromanyetik teorisi ile benzerlik tasir.

Genel Gorelilik, kara delikler, biiylik patlama ve benzeri kozmolojiksel olaylara
uzay-zaman geometrisi ile aciklamalar getirmesine ragmen (uzak mesafeleri
tanimlamada oldukg¢a basarilidir) temel kuvvetlerin birlestirilmesi veya kuantize olusu
konusunda (mikroskobik mesafelerde ciddi sorunlarla karsilasir) tatmin edici
aciklamalar1 yapamamaktadir. Genel Gorelilik bilindigi iizere “denklik ilkesi”"ne dayanir
(Bu ilkeye gore “biitiin koordinat sistemleri denktir”). Kuantum mekanigi ise temel
olarak “belirsizlik prensibine” dayanir. Bu iki teorinin bir araya gelememesinin temel

nedeni bundan kaynaklanmaktadir (Chiao 2003).

Genel Goreliligin denklik prensibine karsin teleparalel kiitle ¢ekimin ayar
(gauge) yaklasimi, denklik ilkesine bagvurmadan kiitle ¢ekimini tanimlar. Yani kiitlesel
cekim, Maxwell teorisine benzer bir sekilde denklik prensibinden bagimsiz bir bi¢imde
gecis  (donlistim) grublart  igin  ayar kurami kullanilarak agiklanabilir  ve
formiillestirilebilir. Kiitle ¢ekim Teleparalel teorinin bu o6zelliginden dolayi, Genel
Gorelilikte geometri ile agiklanamayan parcacik dinamiginin agiklanabilir bir hale
gelmesi umuduyla Teleparalel kuramda son donemlerde yogun calismalar

yapilmaktadir.

Genel Gorelilikte g,,, metrik tensor olmasina kars: teleparalel kiitle gekimde B?,
ayar potansiyeli vardir ve tetrad alanla asagida verilen dogrudan bir esitligi sz

konusudur:

h®, = 8,x* + B, (24.2)

Her bir kiitle ¢ekimsel teorinin temel alanlar ister tetrad olsun ister metrik olsun
geometrik bir teori olmasini gerektirir. Teleparalel kuramin temel alani olan ayar
potansiyeli (buna d,x“ kadar farkla tetrad alanlara bagl), Genel Gorelilige benzer
geometrik yapiya sahip degildir. Teleparalel kuramda hem kiitle c¢ekimin

tanimlanmasinda hem de spini olmayan pargaciklarin hareket denklemleri yapilirken
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doniisiimsel ayar potansiyeli B%, kullanilir. Tam olarak ne tetrad ne de metrik kullanilir.
Burada metrik, temel yapidan ziyade nicelikten ¢ikarilan (tiiretilen) bir yapidir. Bu
nokta hem klasiksel hem de kuantum kiitle ¢ekimi i¢in Oonemli sonuglara sahiptir.
Ornegin, gravitasyonel dalgalar metrik dalgalar1 degil de B-dalgalari olarak goriilebilir
ya da gravitasyonel alanin kuantizasyonu metrik lizerinde degil de B9, iizerinde
gerceklestirilebilir. Dahasi, Teleparalel kuramin Genel Gorelilik kurami ile yer
degistirmesi kuantum mekanigi ile kiitle ¢ekimin kavramsal olarak tekrar uzlasmasina

yol agabilir (Aldrovandi ve Pereira 2005).

2.4.1. Parcacik Hareketi

Genel gorelilige gore kiitlesel c¢ekim etkilesimleri i¢in kuvvet kavrami
kullanilmaz. Kuvvet yerine kiitle ¢ekimi, uzay-zamanin bozulmasi ile gosterilir. Yani
gravitasyonel alanlarin varliginin uzay-zamanda bir egrilik meydana getirdigi varsayilir.
Gravitasyonel kuvvet kavrami Riemann geometrisi ile bu baglamda yer degistirir ve
spinsiz pargaciklar gravitasyonel alanda geometrik olarak sekillenmis geodeziklerde
hareket eder. Bu, genel goreliligin bir yaklagimi olmakla beraber burada parcaciklarin
hareket yoriingeleri kuvvet denklemleri ile degil geodezik denklemleri ile belirlenir.
Oysa Teleparalel kuramda parcacik spini, tensdr benzeri bir egrilikle baglantilidir. Bu

tensor yalniz burulma yolu ile ifade edilir.

2.4.2. Kuvvet Denklemi

Burulma, Teleparalel kiitle ¢cekimde bir kuvvet rolii {istlenerek gravitasyonel
alana sebep oldugundan, spinsiz bir parcacik i¢in hareket (kuvvet) denklemi asagidaki

gibi verilir (Aldrovandi ve Pereira 1995, Pereira ve ark. 2001):

duy

E - [;/MV'LLHU,V = Mvu”u" (2421)

Esitligin sol tarafi parcacigin takip ettigi yol boyunca (Genel Gorelilikte geodezik

denklemi bunu belirler) u; nin Weitzenbock kovaryant tiirevidir. Esitligin sag tarafi ise
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burulma tensorii ile verilmistir. Burada, Gravitasyonel alana sebep olan burulmanin

Kiitle Cekim Teleparalel Teoride i¢sel bir kuvvet rolii iislendigi anlamina gelir.

Ayrica spin’nin 6nem kazandigi durumlarda teleparalel kuramda burulma
kendini gosterir. Kiitle ¢ekimi, Kuantum seviyesinde dogal yapisin1 kaybederse,
gravitasyonel etkilesimin egrilik yolu ile genel relativistik tanimlamasi ¢oker ve bu
durum burulmay1 igeren teleparalel kurami nihayetinde zorunlu hale getirebilir

(Aldrovandi ve Pereira 2005).

2.4.3. Teleparalel Kuramin Genel Gorelilige Esdegerligi

Teleparalel kiitle ¢cekimi (ii¢ paramaetreli bir teori olarak bilinir) metrik-affine
ayar teorisi ve Poincaré (Hehl ve ark. 1995) 6rnegi gibi genel kiitle ¢ekim teorisinin 6zel
bir durumu olarak diisliniiliir. Bu agidan bakildiginda Teleparalel Kiitle Cekimi,
gravitasyonel etkilesim i¢in yalniz burulmanin katkisin1 gosterecektir (Aldrovandi ve
Pereira 2005). Zayif alanlarda Einstein Genel Gorelilik Teorisi ile Teleparalel Kiitle
Cekimin cakistig1r ve Mgller (1958,1961) tarafindan belirlenen ii¢ sabit vardir. Bunlar,

. ms==(1-2p) (2.4.3.1)

K
seklindedir. Burada k Einstein Sabitidir ve p boyutsuz serbest parametredir. Genel

Goreliligin Teleparalel esdegerligi icin bu li¢ sabitin 6zel se¢imi (Hayashi ve Nakano

1967) asagidaki gibi verilir:
m, == my=> ., my=-1 (2.4.3.2)

Burulma ve egrilik tensorleri arasinda iliski (Hayashi ve Shirafuji 1979)
incelendiginde dort farkli durum meydana gelir:
1. Hem egrilik hem de burulma tensorlerinin oldugu durumdur. Bu, Rieman-
Cartan uzay1 olarak adlandirilir.
2. Burulmanin sifir ancak egrilik tensoriiniin sifir olmama durumudur. Bu

durumda Genel Gorelilik ortaya ¢ikar.
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3. Egriligin sifir ancak burulmanin sifir olmadigr durumdur. Bu, Teleparalel
Kiitle Cekimini verir.

4. Son olarak hem burulma hem de egrilik tensoriiniin sifir olmasi durumudur ki
bu da Minkowski uzay-zamani verir.

2.4.5. Genel Gorelilik ile Teleparalel Kuramlarimin Kisa Bir Karsilagtirilmasi

e Kapali bir egri etrafinda bir vektorii paralel tasidigimizi diisiinelim. Eger
baslangi¢ noktasina donersek vektorler arasinda bir ag1 farkliligr goriiliir. O halde yilizey
egridir denilir (Genel Gorelilik). Yiizeyin egriligi bu ag1 farki ile dogru orantilidir.

Asagida verilen sekilde bu durum goriilmektedir.

Sekil 2.1. Egri yiizeyde vektoriin paralel tasinmasi.

e Bu kez iki vektorii paralel tagidigimizi diistinelim. Birini digeri boyunca
tasidigimizda eger paralelkenar olusmuyorsa bu durumda yiizey artik burulmay1 gosterir

(Teleparalel). Bu durum agagidaki sekilde ifade edilmistir:

/ yay
.
L/
A A

Sekil 2.2. Yiizeyin burulmasi .

e Tekrar bir vektoriin paralel tasinmasini ele alirsak, mesafe farki nedeniyle

vektor’lin baslangic noktasina tekrar gelmesi miimkiin degilse ve ayrica bir ag¢1 farki
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varsa o zaman ylizey hem egriligi hem burulmay1 gosterir (Einstein-Cartan teorisi). Bu

durum asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 2.3. Yiizeyin hem burulma hem de egri olma durumu.

e Gravitasyonel alan icin Einstein’nin Genel Gorelilik Teorisi temel olarak giiclii
denklik prensibine dayanir. Gravitasyonel alanin varliginin uzay-zamanda bir

egrilik iirettigi farz edilir. Bu durum asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 2.4. Kiitle ¢cekim alaninin iirettigi egrilik (Genel Gorelilik).

e Gravitasyonel etkilesim geometrize edilmistir. Yani, geometri kuvvet kavrami
ile yer degistirir. Bir gravitasyonel alanda bir parcacik basit bir sekilde egri bir uzay-
zamanin bir geodeziginde hareket eder. Genel Gorelilikte “Gravitasyonel kuvvet”

kavrami yoktur.
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e Genel gruplar ve Poincaré grubu icin ayar teorilerini iceren Einstein-Cartan
teorilerinde uzay-zamanda hem egrilik hem burulma vardir. Enerji ve momentum
egriligi, maddenin spini ise burulmay1 gosterir. Bu teoriler spinlerin énem kazandigi
mikroskopik seviyelerde Genel Gorelilikten farkli sonuglari gosterirken spinin yok

oldugu makroskopik seviyelerde Genel Gorelilikle cakisir.

e Teleparalel kiitle ¢ekimi, donilisiim gruplar1 i¢in ayar teorisidir. Genel
Gorelilikte egrilik gravitasyonel alan1 gosterirken, Teleparalel Kiitle Cekimde burulma
gravitasyonel alami gosterir. Teleparalel Kiitle Cekimde burulma egrilik igin bir

alternatif olarak gortiliir.

o Teleparalel Kiitle Cekiminde geodezikler yerine yalniz kuvvet denklemleri
oldugundan Maxwell’in teorisi ile olduk¢a benzerlik gosterir. Burada yiikli

pargaciklarin elektromanyetik alan ile etkilesimi yalniz bir kuvvet ile tanimlanir.

e Einstein’in kiitlesel c¢ekimi ile elektromanyetizmay1 birlestirme amaciyla
gelistirdigi teori (paralelizm) Teleparalel yapiya dayanir. Bu alanin temeli h' u tetrad
alanlaridir ve 16 bilesene sahiptir. Kiitlesel Cekim alan1 i¢in 10 ve Elektromanyetik alan
icin 6 bilesen soz konusudur. Bircok nedenden dolayr bu teori lizerinde calisma
yapilamaz. Bu nedenlerden biri, Teleparalel Lagranjiyanin yerel Lorentz
degismezliginin sadece 10 bileseni gerektirmesidir. Bu teoride Teleparalel Kiitle Cekimi

sadece gravitasyonu tanimlayabilir.

e Genel Gorelilik ile Kuantum Mekanigi arasinda kavramsal farkliliklar vardir.
Genel Gorelilik denklik ilkesine dayanirken Kuantum Mekanigi belirsizlik ilkesine
dayanir. Bu sebeple Kuantum seviyelerinde Genel Goreliligin geometrik tanimlamalari
cOkebilir. Buna karsin, Teleparalel Kiitle Cekimin ayar tanimlamasi Kuantum
seviyelerinde gravitasyonel etkilesimleri basarili bir sekilde betimledigi icin tutarl bir

teori olarak goriilebilir (Pereira 2011).

20



Ali Thsan KESKIN

3. MATERYAL VE METOT

Ilgili calismada, Dirac denkleminin Teleparalel Kuramda (4.1)’de verilen metrik
ile coziimleri hesaplandigindan tezin bu kisminda kullanilacak materyal olarak
Teleparalel Kuram hakkinda bazi temel bagintilar ve Dirac denkleminin Teleparalel
bicimi verilecektir. Ayrica Dirac parcaciklarinin burulma kiitle ¢ekiminde spin salinimi

hakkinda bazi gosterimler verilmistir.

3.1. Kullanilacak Notasyon Hakkinda

Kullanacagimiz indis notasyonunda egri uzay-zaman indisleri (¢, v, 4, @, f ...=
0, 1, 2, 3) Yunan alfabesi ile gosterilecektir. Minkowski tanjant uzay-zamana ait indisler
de (i, j, k, a, b ...= 0, 1, 2, 3) Latin alfabesi ile parantez i¢ginde gosterilecektir. Burada

sifir, zaman koordinatini ve (1, 2, 3) rakamlari ise uzay koordinatlarin1 gosterir.

3.2. Tetrad Alam

Kaynak oOzetleri kisminda anlatildigi gibi, tanjant uzay yiginlarmin her bir
noktasini Minkowski uzay-zaman ile iligkilendiren tetrad alanlardir. Bu nedenle tetrad
alanlar uzay-zaman manifoldu {izerinde teleparalel bir yapiya neden olur ve dogrudan
gravitasyonel alanin varligi ile iligkilidir. Tetrad alanlar ortonormal baz vektorleri ile

tammlidir ve tanjant uzaymnda tanimlanan €, ortonormal baz vektdriiniin Minkowski

diiz uzay-zaman €;) ortonormal baz vektorleri arasindaki iligki, bu hff) tetrad’lan ile

verilir:
8, = hg 32.1
€ = N e (3.2.1)
ya da
s —p0g 322
€u = M 0 (3.2.2)

burada, d(;y kismi tiirevi €,y = 9; ile verilir.

Tetrad’larin ters bilesenleri arasinda
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Oy _ 50
hPnt =55 (3.2.3)
htnd = sl (3.2.4)

iligkisi vardir.

Riemann metrigi tetrad alanlarin ¢arpimi olarak verilir:
9w = R LR gy (3.2.5)
g = h hain®@®. (3.2.6)

Burada, 7 = diag(—1,1,1,1) ile verilen Minkowski uzay-zaman metrigidir. h(il)l

tetratinin komsu iki nokta arasinda paralel tasinmasi kovaryant tiirevinde verilir:
v,h®, = a,h, —rt,,h% =o. (3.2.7)

Verilen denklem mutlak paralelizm kosuludur. Burada Weitzenbock uzay-zamanda

egrilik sifir oldugundan dolay1

v,k =0 (3.2.8)
aliirsa,

a,h", =% ,,h®, (3.2.9)
bagintisindan

I, = hga,h%, (3.2.10)

seklinde Weitzenbock baglantisi elde edilir (Aldrovandi ve Pereira 1995).
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3.3. Burulma Tensorii

Genel Gorelilikte Riemann uzay-zamaninda baglantilar simetrik oldugundan
burulma sifir ¢ikar. Oysa, Teleparalel kuramda Weitzenbock uzay-zamanda baglantilar

simetrik olmadigindan burulma sifir degildir.

Weitzenbock uzay-zamanda simetrik olmayan burulma tensori,
T =T pa —Tap (3.3.1)

seklinde tanimlanir (Aldrovandi ve Pereira 1995).

Burulma tensort, tetrad temelinde asagidaki gibi verilir:
T?p = hA T s (3.3.2)

Ayrica Weitzenbock baglantisi ile Christoffel sembolleri arasinda asagida

verilen bir iliski s6z konusudur (Weitzenbock 1923):

Tt =T — Y (3.3.3)

Burada Yofﬁ "es-burulma tensorii" olarak adlandirilir. Asagida verilen bagmnti ile

tanimlidir:
1
Vi = [T s + T e = TPl (3.3.4)

Ayrica I’ Aa[; ifadesi, gqp = n(i)(j)hg)h[gj ) metriginin Levi-Civita baglantisin1 gosterir

ve asagidaki gibi tanimlanir:

= 1
FaHV = Ega'g(a,ugﬁv + avgﬁu - aﬁguv)‘ (3.3.5)
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3.4. Spinor Baglantilar1 ve Burulma Tensoriiniin Bilesenleri

Spin {izerinde uzay-zamanin dinamiksel etkileri, kiitle ¢ekimi igeren Dirac
denkleminde goriilen spin baglantilar1 sayesinde denklemde yazilir. Bu baglamda

Teleparalel kiitle ¢gekim teorisinde spindr baglantilari,

s
r,= m—fBﬂys (3.4.1)

-1
u 2
seklinde tamimhidir. Burada, sirasiyla V, ve B, burulma tensériiniin vektorel kismi ve
eksensel vektorel kismidir.

Weitzenbock bagintisinin burulma tensorii, global Lorentz doniistim gruplari
altinda {i¢ kisma ayrilir (Hayashi ve Nakano 1967): Tensor, vektor ve eksensel vektor

kisimlari.

Tensor kismi asagidaki iligki ile verilir:

1 1 1
tauv = E(Tauv + Tuav) + g (gvaTsau + gvuT(g)a) - ggaqupv . (3-4‘2)
Vektorel kismi,
Ve =Tay (3.4.3)

Eksensel (axial) kismu,
BH = = elVahT, (3.4.5)

seklindedir.

Simdi ise burulma tensorii asagida verilen ii¢ bilesen kullanilarak tanimlanar:

1 1
Tauv = E(tcxuv - tavu) + g(gauv;/ - gavVu) + (SzwvaB(7 (3-4'6)

Burada,
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Sauva =——g®e (3.4.7)

seklinde verilir ve & ={0*"?} ve &" = 04y, ifadeleri egri simetrik tensor

yogunlugudur. Ayrica sapma, eksensel vektor burulmasi ile tanimlanir.

3.5. Diiz Uzay-Zamanda (Minkowski) Dirac Denklemi

Teleparalel kuramda Dirac denklemi verilmeden 6nce Minkowski uzay-zamanda
Dirac denklemi verilecektir. Diiz uzay-zamanda Dirac denklemi Euler-Lagranjiyan

denkleminden elde edilir.

x® genellestirilmis koordinatlar ve a = (1,2, 3,...) olmak iizere Euler-Lagranjiyan

denklemi asagidaki gibi verilir:

oL _a ot _ o (3.5.1)

x4 dx 0x@

Diiz uzay-zamanda spindr alan Lagranjiyan1 asagidaki gibidir (Aldrovandi ve Pereira
2005):
oh o — _ _
Ly ==y 0ah — 0y ) — mc*Py. (3.5.2)
x* =1 ve x* = 0, olmak iizere denklem (3.5.1) spinérler tiiriinden asagidaki gibi

verilir:

61;1/, allw _
a5 a (a<aa17»)) =0 (.3.9)

(3.5.2) ifadesi denklem (3.5.3) de yerine yazilirsa denklem asagidaki bicimi alir (i ye

gorev tiirev alintyor):

T (10ap — 0ay™P) — metP — 0, (~y“P) T = 0. (3.54)

Denklem diizenlenirse (3.5.5) ile verilen serbest uzay i¢in Dirac denklemine doniisiir:
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ihy%d, Y —mcy = 0. (3.5.5)

3.5.1. Teleparalel Kuramda Dirac Denklemi

Diiz uzay-zamanda verilen (3.5.2) Lagranjiyanin1 Teleparalel kuramda elde
etmek i¢in Teleparalel kuramda verilen Fock Ivanenkov tiirev islemcisi kullanilir. Bu
islemci diiz uzay-zamanda verilen kovaryant tiirev islemcisini egrilik ve burulmanin

varliginda spin-1/2 alanlar i¢in tanimlama baglantisini kurar ve asagidaki gibi verilir:

0qp = hy"Dyip. (3.5.1.1)

Teleparalel kuramdaki lagranjiyen ifadesi asagidaki gibi olur:

ich

L¢=h[2

(Y *he "Dyt — by “Dyiby ) — me?Pp|. (35.12)
Burada tetradlar ile Dirac matrisleri arasinda y* = y%h, " bagmtis1 yardimyla (3.5.1.2)

denklemi asagidaki gibi olur:

Ly=h [% (Y D,ap — Dyt ) — mczl/}p]. (3.5.1.3)

Egrilik ve burulmanmn varhiginda D, kovaryant tiirev islemcisi ile Euler-Lagranjiyan

denklemi asagidaki gibi olur:

3L¢ 3L¢ ) _
oLy _ ' NV~ o, 514
53~ Du (awulp) 0 (3.5.1.4)

(3.5.1.3) ifadesi (3.5.1.4) denkleminde yazilip D, (hy#*) = 0 tanimi kullanilirsa;

thy*D,p —mcyp =0 (3.5.1.5)

biciminde Teleparalel kuramda Dirac denklemi elde edilir.
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3.5.2. Dirac (y*) Matrislerinin Ozellikleri

y#-Dirac matrisleri Clifford cebiri ile tanimlanan gamma matrisleri (Tetrode

1928),

{rt, v’y =vHy? +yvy# = 29" (3.5.2.1)

seklinde  anti-komiitatoér  iligkisi  i¢cinde  verilir.  Burada  genel olarak

g*? =diag(1,—1,—1,—1) uygun se¢imi alinir ve 6zel goreliligin metrik tensoriidiir.

U # v igin;

Yy = —yy# (3.5.2.2)
u=v =0 igin;

¥%)?*=1 (3.5.2.3)

u=v==k, k=1,2,3igin;

(y*)? = —1 olur. (3.5.2.4)

3.6.Spin Salimmmi

Hayashi ve Shirafuji (1979), Nitsch ve Hehl (1980)’e gore bir Dirac
parcacigimin burulma kiitle ¢ekiminde spin salinimi, eksensel vektér burulmasi ile

ilintilidir. Bu gosterim asagida verilmistir:

S = —FxS§ 3.6.1)

Burada, S Dirac parcaciklarinin spin vektoriidiir ve B ise uzay benzeri burulmanin

eksensel vektor kismidir. Bunun ek olarak Hamiltonyen terimine karsiligi,

27



3. MATERYAL ve METOT

8H=—->B.¢ (3.6.2)

Alw

seklindedir. Burada & pargaci@in spinini gosterir ve S =% ile tanimlanir (Mashoon

2000).

28



Ali Thsan KESKIN

4. ARASTIRMA BULGULARI

Hem Teleparalel kuramda hem de Genel Gorelilik Kuraminda uzay-zamani
betimleyen yapilar dogrusal olarak tanimlanan metriktir. Metrik, her iki kuramda da
aynmi evren modelini gosterir. Kiitle Cekim Teleparalel Teoride, asagidaki gibi dogrusal
olarak tanimlanan metrigi ele alacagiz. Bu metrik daha 6nce Villalba ve Greiner (2002)
tarafindan Dirac denkleminin ¢oziimii i¢in Genel Gorelilik kuraminda ele alinan

metriktir. Ayni zamanda izotropik olmayan ve genisleyen bir evreni gosterir:

gupdxtdx’ = —dt? + t?(dx? + dy?) + dz>. 4.1
u

Yukarida verilen metrik ¢ = 0 ‘da uzay benzeri bir tekillige sahiptir. Asagidaki
vektor potansiyelini géz oniinde tutarak (Villalba ve Greiner 2002) uzay-zaman igin

Teleparalel Dirac denkleminin tam ¢oziimleri bulunacaktir.

A, = (0,0,0,—Et) (4.2)

vektor potansiyelinden FHVE,, = —2E 2 ve F WE. =0 ifadeler bulunur ki buda

manyetik alanin olmadigin1 gosterir.

4.1. Hesaplamalar

Yukarida verilen (4.1) esitligini kullanirsak metrik tensor asagidaki bigimde

olur:

4.1.1)

. o e . . .. L. C
Metrik tensoriin tersi g#V ifadesini bulmak i¢in: gt¥ = Cofacguy

= et @) esitligini kullanilirsa:
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-1 0 0 O\
0 = 00
g = | t L | (4.1.2)
0 0 o 0
elde edilir. Minkowski metrigi asagidaki gibi se¢ildi:
-1 0 0 O
[0 1 0 O
Nwow = 0 0 1 0 (4.1.3)
0 0 0 1

Metrik tensor’lin tetradlar cinsinden ifadesini bulmak i¢in (3.2.5) esitligi

kullanilirsa h(i)u tetrad ifadesi asagidaki gibi elde edilir:

1 0 0 O

@ _[0 ¢t 0 O

h™, = 00 t 0 (4.1.4)
0 0 0 1

(3.2.6) esitliginden de h(l.)“ tetrad ifadesi asagidaki gibi olur:

(1 0 0 ow
o 1/, 0 o

het /e (4.1.5)

B O YA
\0001/

Weitzenbock uzay zamanda (teleparalel kuramda), elektromanyetik alanlarin varliginda

Dirac denkleminin kovaryant sekli s0yle verilir:
{y*(0,— I, —ied,) +m}¥ = 0. (4.1.6)
Denklemde 9, — I, ifadesi kovaryant tiirevdir. Ayrica (4.2) ifadesinden A, vektor

potansiyelinden manyetik alanin olmadigi gosterilmisti. Bu yiizden (4.1.6) denklemi

elektrik alan varliginda Dirac denklemini ifade etmektedir. Bununla birlikte
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gravitasyonu igeren bu denklemki spinér baglantilar1 vasitasiyla, spin iizerindeki uzay-
zamanin dinamik etkileri Dirac denklemine getirilir (Dirac 1928b, Hayashi ve Nakano
1967).

Ayrica egri uzay gama matrisleri (y*), diiz uzay gama matrisleri ( 7®)

cinsinden (Dirac 1928b) (denklem tetradlarla diiz uzay-zamana tasiniyor),
y*=79h (4.1.7)

seklinde verilir. (4.1.7) esitligi (4.1.6) denkleminde yazilirsa denklem asagidaki bigimde

olur:
{hef 70 (0, — I, — ieA,) +m}¥ = 0. (4.1.8)

Denklem (3.2.10) ile verilen Weitzenbock bagintisindan sifir olmayan asagidaki

bilesenleri bulunur:

1
r110=r220=_ (4.19)

t "

(4.1.9)° deki bagintilar Denklem (3.3.1) ile verilen Weitzenbdck uzay-zamanda burulma

tensoril ifadesinde yerine yazilirsa sifir olmayan terimler,

1

1
Tl =T?0=—7 (4.1.11)

seklinde bulunur.
Burulma tensoriiniin vektorel kisminin bilesenlerini (3.4.3) esitligi kullanilarak

asagidaki gibi bulunur,

Vo=-—% (4.1.12)
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Vi=V,=V;=0. (4.1.13)
Denklem (3.4.5) kullanarak burulmanin eksensel vektor bilesenleri sifir bulunur:
B,=B=0. (4.1.14)

Yukarida verilen Burulma tensoriiniin vektorel ve eksensel vektor bilesenleri yardimiyla

spindr baglantilari (3.4.1) denklemi ile asagidaki gibi bulunur:
1
I=—- (4.1.15)
L=L=I=0 (4.1.16)

4.2.Teleparalel Dirac Denkleminin Coziimii

Denklem (4.1.8) asagidaki gibi Einstein toplama kurali ile yazilirsa

{h(o())f(o)(ao — Iy —ieAp) + h(1%)7(1) (0, — I —iedy) + h(2§)7(2)(62 i

iedy) + h37® (05 — I; — ied3) + m}¥ =0 (4.2.1)

Yukarida hesaplanan spinér baglantilar1 denklem (4.2.1) de yerine yazilirsa, Dirac

denklemi asagidaki sekli alir:
(P°@.+D +1 (70 +729,) + 73(0, +ieEt) + m}w =0, (4.2.2)
Burada ¥ = ¥(x,y, z, t) olmak lizere diizlem dalga ¢6ziimleri ile:

Y (x,y,zt) = el tiyythaz) 7 (1) (4.2.3)
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Denklem t’ ye baglh = fonksiyonu cinsinden yazilacaktir. (4.2.2) denkleminde,
(4.1.15) ile hesaplanan spindr baglantisinin sifirinct bileseninden gelen katkiy1 iptal

etmek i¢in

Y =t“

(]

(4.2.4)

dontlistimii uygulanacaktir. a terimini bulmak ic¢in (4.2.4) ifadesinde her iki tarafin

zamana gore tiirevi alinirsa;
a - -
0¥ =t* (22 +9,5) (4.2.5)

ifadesi bulunur. Bulunan bu ifade (4.2.2) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki sonug

elde edilir:

{700, +2+7) +1 (70, +720,) + 730, +ieE) + m }E=0.

(4.2.6)

a = —1 secildiginde, ¥ = t~1Z doniisiimiinden (4.2.6) denklemi asagidaki gibi olur
(I ‘dan gelen 1/t terimi yok edildi):

{7°0, +2(7'0, +7%0,) + 7°(0, +ieEt) + m}2=0. 4.2.7)

Dirac matrislerinin (3.5.2.1) ile verilen anti-komiitator 6zelligini kullanarak;

) =-1,F%)?=1 (4.2.8)
7@ = -1 (4.2.9)
737° = —p°p3 (4.2.10)
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~3+50+53+50

esitlikleri elde edilir. Buradan denklem (4.2.9) dan 7>y °7°y° = 1 oldugu goriiliir. Bu

ifadeleri kullanarak denklem (4.2.7) asagidaki gibi yazilir:

5053505 + 1 (519 + 929 )97370 +

{y P00+ (0 AT T+ a0z _ g (4.2.11)
P7°7°(0, + ieEt) + myp°y°

(4.2.8), (4.2.9), (4.2.10) bagmtilar1 (4.2.11) ‘de yazilirsa Dirac denkleminin asagidaki

bi¢imi bulunur:

[x)

P+ 2 +7 %) 737° +7° (= + ieEt) + mp*7°} 73792 = 0.

(4.2.12)

Denklem (4.2.12) ‘nin ¢6ziimii i¢in bu denklem, birinci dereceden birbirine komiit iki

farkli islemcinin toplami olarak yazilabilir (Villalba ve Greiner 2002):

(L + L))ot x,y,2) =0. (4.2.13)
Burada,

Ly =t (7P 5+ 7° (= + ieEt) + mp7°) (4.2.14)

L,= [(71 = 477 %) 7370] (4.2.15)

@ = P39°% (4.2.16)

Keyfi bir sabit A tanimlanarak (4.2.13) denklemi asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

L,® =—-10, (4.2.17)
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L, =1 (4.2.18)

Denklem (4.2.13), V= éy % +é, % +é, % ile komiit oldugundan @ spinérii asagidaki

gibi yazilabilir:
o = ei(kxx+kyy+kzz)x(t) ) (4.2.19)

Yapilan hesaplamalar i¢in asagida verilen Dirac matrisleri kullanilacaktir:

(4.2.20)
Ayrica Pauli matrisleri,
_(0 1 _ (0 —i _(1 0
01—(1 0), 02—(l, 0), ag_(o _1), “.2.21)
seklinde verilir. y spindriiniin bilesenleri asagidaki gibi tanimlanirsa;
X
x = (x:) (4.2.22)

ve x bispindriiniin bilesenleri arasindaki iliski denklem (4.2.18) ‘in ¢oOziilmesi ile
bulunur. L,® = A® ile verilen denklemde hem (4.2.15) hem de (4.2.19) deki ifade

yerine yazilirsa;
10, ~2 0\ ~3~0] i ]
(71 5 + 72 55) 7370 ettty sias)y = gelliacrtiyysiatly (4.2.23)

ifadesi elde edilir. Denklemin ¢6ziimii ile;
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[(ik, 7t + ik, 72)7°7° — Alx = 0 (4.2.24)

denklemi elde edilir. Bu denklemde #3%° matrisleri hesaplanirsa;

(4.2.25)

elde edilir. Burada Pauli matrisleri arasinda 30! = ig? iliskisi oldugu goéz Oniinde

tutularak, denklem (4.2.24) asagidaki gibi olur:

{iks (Bl- o)+ ik (002 _g_z)} (%2 002) (ﬁ) =2 (ﬁ) (4.2.26)
Denklemde esitligin her iki tarafi o2 ile carpilir ve (62)2 = 1 degeri alinirsa;

{ik" (—Ol (l)) +iky (002 _2_2)} (;(;) = Ag? CZ) (4.2.27)
denklemi elde edilir. Bu denklemde matris ¢oziimleri ile

(iky = A)x1 = kxo?22 = 0 (4.2.28)

kyo?xy — (iky, + )y, =0 (4.2.29)

denklemleri elde edilir. (4.2.28) ve (4.2.29) denklemlerinden

kyo?

= gk (4.2.30)
kyo?

X2 =g (42.31)
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spindrler arasindaki iligki bulunur. (4.2.31) denklemi (4.2.30) denkleminde yerine

yazilirsa A 6zdegeri bulunur:

2 2

_ kyo kyo
X1 = Ty 1) (ikey +2) X1

A=i /kxz +k,’ (4.2.33)

Ayrica (4.2.22) ifadesi gdz Onilinde bulundurularak y spinorii asagida verilen sekilde

(4.2.32)

yazilabilir:
X1
X1 2 )
X = = | kxo (4.2.34)
(XZ) (iky+AX1
% ®
¥y = (<p;) ve yp = (¢i) (4.2.35)

Simdi, (4.2.17) denklemini ele alacagiz. Bu denklemi, (4.2.14) denklemini ve (4.2.34)

spindr yapisini gdz Oniinde tutarak iki denklem sistemine indirgeyecegiz:
¢ ()73 Z+7° (aa—z + ieEt) + m)73)7°) ® =)D (4.2.36)
(4.2.36) Denkleminde, (4.2.19) ifadesi yerine yazilirsa
t (73 24+ i7°k, + eEt) + m}73]70) ¥ =—Ax (4.2.37)
(732 + ieEt7® + mp37° +2 ) x = 0 (4.2.38)

elde edilir. Burada birim matristir k, = 0 alinirsa ((4.2.34) spindr yapisinda bu terim

yoktur) Dirac matrislerini (4.2.38) denkleminde yazarsak;
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(4.2.39)
elde edilir. Burada matris islemi yapildiginda
AT 0\ (X1 _
( 0 )G =0 (4.2.40)
olmak tizere A* ve A~ asagidaki ifadeleri gostermektedir:
+_ .39 14 (2_ 2
A* = 032 + eEto’ + (3 - 0%m) (4.2.41)
- d 2
4" =032 — eEto’ + (2 - 0%m). (4.2.42)
(4.2.40) denklemi asagidaki gibi olur:
Ay, =0 (4.2.43)
A X2 =0 (4.2.44)

Burada (4.2.43) denklemini ele alip (4.2.35) yapisin1 goéz Oniinde bulundurursak

asagidaki denklemi elde ederiz:

{032 4 eEto" + (2~ o?m)) (g;) -0, (4.2.45)

Pauli matrisleri bu denklemde yerine yazilirsa;

[ S)ren® D2 O-n =0

(4.2.46)

38



Ali Thsan KESKIN

elde edilir. Burada matris islemleri yapildiktan sonra;

d A .
ity eprEm (7)) =0 (4.2.47)
eEt —im ——+ 2

seklini alir. (4.2.47) denkleminden asagida verilen denklem sistemleri meydana gelir:

doq

— +2 CP1 T (im+ eEt)p, =0 (4.2.48)
% +2p, — (im — eEt)p; = 0 (4.2.49)

Problemin ¢oziimii i¢in, bu iki denklem kullanilarak ikinci dereceden bir denkleme
indirgenecektir. Bunun i¢in denklem (4.2.49)’ da ¢, cekilip denklem (4.2.48)’de

yerine yazilirsa agagidaki denklem elde edilir:

el (e 02|+l (R + e + (mt e, =0
(4.2.50)

Bu denklemde % tiirev islemcisi ile gerekli islemler yapildiginda;

A2 2 25242
im—egtl at ¢ a2 _t_z(p2+t_2902_(m +e’E“t*)gp, =0

eE [_ do, n y ] _dPpy A
2

(4.2.51)

denklemi elde edilir. Burada tiirev alimirken kiitle ihmal edildi. Yani, ilk terimde

paydada bulunan kiitle terimi ihmal edilip islem yapildiginda asagidaki ifade elde edilir:

1d 21 d? A2
t% 2%~ dtq;2 TPz~ (m? + e*E*t*)p, =0 . (4.2.52)
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Simdi ise ¢, = ¢/ 23 seklinde yeni bir doniisiim uygulanacaktir. Denklem adim adim

asagidaki bigimleri alir:

1 21 1 d? A2 ~
(L -2 [‘m*ﬁ] +5 = (m? + e2EH)} 3= 0. (4.2.53)

4a 1,22 1 2 2 4 o2p2p2y ) & —
{dt2 T T t2+(m +9Et)}\5—0 (4.2.54)

2_ 3
Sy (—Azt+/4+m2 + e2E2t2>3 =0 (4.2.55)

Elde edilen (4.2.55) denklemi Whittaker Denklemine benzetilecektir. Bunun igin

U = ieEt? doniisiimii uygulanip her iki tarafin iki kez tiirevi alinirsa;

d " 1ld

E = 2\/ ieEU> E (4256)
d? ] 101,,.1d 142

ﬁ = 4jeE [UZ (EU 2 E + Uz W)] (4257)

ifadeleri elde edilir. Bulunan bu ifadeler denklem (4.2.55)’ de yazilir ve denklemin her

1
4ieEU

iki tarafi ile carpilirsa asagidaki denklem elde edilir:

4U2 4ieEU 4

1d3 | d?3 A2-2243/,  m? 1
2Udu duz

):3 =0. (4.2.58)

Bu denklemde %2—3 ifadesini yok etmek i¢in J=Z"% gibi bir doniisim

uygulanacaktir. Denklem (4.2.6)’ da a teriminin bulunmasi i¢in yapilan islemlerin

benzeri yapildiginda a = —i secimi ile problem ortadan kalkar. Daha sonra doniisiim

(4.2.58) denklemine uygulandiginda asagida verilen ikinci dereceden diferansiyel

denklem elde edilir:
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—) £=0. (4.2.59)

Bu denklem
azy 1,k H
—t| -ty t |7 =0 (4.2.60)

seklinde verilen Whittaker denklemiyle benzerdir ve bu denklemin ¢6ziimii Whittaker

fonksiyonlarin ¢6ziimii ile agiklanir. Whittaker fonksiyonu asagidaki gibidir:

Y =CiMy,(Z2) + C;W, ,(Z) . (4.2.61)
Buna gore (4.2.52) denkleminin ¢oziimii asagidaki gibi olur;
02 = (ieEt) i[a; M, - (ieEt2) + ayW, ,-(ieEt?)] . (4.2.62)
Burada a; ve a, keyfi sabitlerdir. ¢ ve o~ degerleri ise asagidaki gibidir:
¢= —g (4.2.63)
e = % (4.2.64)

Diger taraftan, benzer sekilde (4.2.49)’ da ¢, cekilip denklem (4.2.48)’ de

yerine yazilirsa ve benzer islemler takip edilirse ¢, i¢in asagidaki sonug elde edilir:

01 = (ieEt) s[a; M o+ (ieEt2) + ayW o+ (ieEt?)] . (4.2.65)

Burada, ot = % seklindedir.

41



4. ARASTIRMA BULGULARI

Genel durumda teleparalel Dirac Denkleminin tam ¢oziimii asagidaki sekilde

yazilabilir:
—ip;
) 1Py
el(kxx+kyy+kzz) Koy
l}’ —_ W(t, x; yr Z) - - tm l’ky"'l (pl) . (4.2.66)
kx
ikt P2

4.3. Salinim Frekansinin Kuantumlanmasi

Frekans spektrumlarmi elde etmek icin, differansiyel denklemin c¢oziimleri
tizerindeki kosullar g6z ontinde bulundurulur. Bulunan ¢éziimler kuantum mekaniginde
yapildigr gibi tiim degerler ic¢in smrlandirilmalidir. Bu ydntem frekansin
kuantumlanmasini verir. Bununla birlikte (4.1) ile verilen metrige gore genisleyen ve
izotropik olmayan bir evren modelinin tanimlamalar1 ele alindi. Bu tanimlama ile

frekansta gravitasyonel kirmiziya kayma elde edilebilir.

Denklem (4.2.55) asagidaki gibi yazilabilir:

w frekansi;
2_ 3
w2 = 2 2t/12+ /4 {2 1 o2F242 (4.3.2)

ile tanimlanir. S6z konusu bu salinim boélgesi asagidaki gibi verilir (Cohen ve ark.

1980):

w? —m? — B < 2e’E*’t>’ <w?—m?+ . (4.3.3)
Burada,
4
B? = (w? —m?)? + =+ 2ieEm? + 3e’E* (4.3.4)
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ifadesi tanitildi. Degiskenlerin tiim degerleri i¢in smirlandirilabilen Whittaker

fonksiyonu tizerindeki kosullardan,

c—@‘+§=—n, (4.3.5)
denklem (4.1) de verilen uzay-zaman i¢in asagidaki gibi kuantumlanma elde edilir:
im?

k=ilzn-1-2 (4.3.6)

2eEl”’

Burada, n pozitif tam say1 veya sifirdir. Ayrica, A asagidaki gibi tanimlanir:

A=iJkE+kE=ik. (4.3.7)

4.4. Dirac Parcaciginin Spin Salinimi

Bir¢ok arastirmact (Hammond 1994, Zhang 2003, Pereira ve ark. 2001) bir
Dirac pargaciginin spin salinimlarinin eksensel vektér burulmasi ile ilintili oldugunu
gosterdi. (Denklem (3.6.1) ve (3.6.2) goz Oniline alindiginda) denklem (4.1.14)° de

burulmanin eksensel vektor bileseninin yok oldugu hesaplandi:
B*(t,x,y,z) =0. 4.4.1)
Uzay benzeri vektor formunda ise eksensel vektor asagidaki gibi olur:

B(t,x,y,z)=0. (4.4.2)

Eksensel vektoriin sifir olmasi Dirac parcaciginin spin vektoriiniin sabit oldugu

sonucunu getirir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Fizikte genel olarak, Dirac elektron denklemi, Maxwell foton (151k) denklemi ve
Einstein denklemi olmak iizere {i¢ biiyiik alan denklemi vardir. Bunlardan elektronun
dinamigini betimleyen Dirac denklemi ve elektromanyetik dalgalar1 betimleyen
Maxwell denklemi kuantum alan teorisinin denklemleridir. Bu denklemlerin
birlestirilmesi ile “Kuantum Elektrodinamigi” kurami olusturulmus ve bu kuram
kullanilarak elektronun manyetik momenti tam bir kesinlikte bulunmasi gibi bir¢cok
problem c¢oziilmiistiir. Bununla birlikte kiitlesel ¢cekimi geometrik olarak betimleyen
Einstein denklemlerinin kuantum alan denklemleri ile uyusmasi (birlestirilip tek bir
denklem olarak ifade edilmesi) noktasinda birgok zorluk meydana gelmektedir. Bu
problemin temelinde bilindigi lizere kiitlesel ¢ekimin, Genel Gorelilik kuraminda kuvvet
olarak degil de geometri ile agiklamasidir. Problemin c¢oziilmesi gayesi ile Genel
Gorelilige alternatif olarak gelistirilen ve kiitlesel ¢ekimi kuvvet denklemleri ile ifade
eden ve temel yapisinda tetrad alanlarin oldugu Teleparalel kuram gelistirilmistir.
Teleparalel kuramda kuantum denklemlerinin yazilmasi ve bu sekilde parcaciklarin
kiitlesel cekimle etkilesimlerinin incelenmesi ve bunun daha 6nce deneysel olarak
basarili bir sekilde sinanan Genel Gorelilik kuramdaki calismalarla esdegerliginin
gosterilmesi Teleparalel kuramin hem gecerliligini hem de ustlinliigiinii gosterecektir.
Ciinki kiitlesel ¢ekimi, kuvvet denklemleri ile ifade eden teleparalel kuramin pargacik
denklemlerini alan olarak ifade etmesi, Genel Goreliligin kuantum kuramu ile olan bazi
noktalarindaki uyumsuzlugunu ortadan kaldirabilir. Bu sonuglar, genisleyen egri uzay-
zamanda kuantum alan teorisinin tartisildig1 bagka aragtirmalara ilham verebilir. Diger
gravitasyonel problemlerin arastirilmasi i¢in (kiitle cekimin kuantum tizerindeki etkileri)
Genel Goreliligin aksine Kiitle Cekimini, alan ve kuvvet olarak ele alan Teleparalel

kuramin bir alternatif olarak kullanilabilecegi hakkinda arastirmacilara fikir verebilir.

Bagka evren modellerini betimleyen metrik ile kuantum denklemlerinin
¢cOziilmesi ve atomik boyuttaki parcaciklarin egrilik ve burulmanin oldugu
kozmolojiksel zeminde davranisinin incelenmesi yapilabilir. Ozellikle, pargacik
boyutunda relativistik parcaciklarin zayif kiitlesel ¢ekim ile etkilesimlerinin
incelenmesinde Genel Goreliligin kullanilmasinda ortaya ¢ikan problemlerin asilmasi

noktasinda Teleparalel kuramin kullanilabilecegi, bu tezdeki hesaplamalar
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gostermektedir. Bunun yaninda, bu hesaplamalarin Genel Gorelilik bagintilarina gore
daha basit ve kisa oldugu goriilmiistiir. Teleparalel kuramda Dirac pargaciginin spin
saliiminin eksensel vektor burulmasiyla temsili ile elektron spininin kiitlesel ¢cekim ile

nasil etkilestigini de gosterir.

Bu c¢alismada, relativistik parcaciklarin (elektron) teleparalel bir evrende sabit
bir elektrik alan varligindaki davranisi incelendiginden kaynak ozetleri kisminda
kuantum denklemleri olan Schrddinger, Klein-Gordon ve Dirac denklemleri hakkinda
kisa bilgiler ve bagintilar verildi. Diger taraftan Teleparalel kuram ve Genel gorelilik
hakkinda temel bilgiler verildi ve bu iki kuramm karsilastirilmas1 yapildi. Tkinci kisimda
(materyal ve metod), hesaplamalarda kullanilan teleparalel kuramdaki bagintilar verildi.
Ayrica Dirac denkleminin teleparalel kuramdaki bicimi ile Dirac parcaciginin spin
salimiminin eksensel vektor ile iligkisini gosteren denklem verildi. Arastirma Bulgular
kisminda izotropik olmayan Bianchi-I tipi bir metrige dayanan uzay-zaman zemininde
Dirac denklemi analiz edildi. Teleparalel kiitle ¢ekimde Dirac denkleminin tam
¢oziimleri bulundu ve bunun daha 6nce ayni metrik ile Genel Gorelilik kiitle cekiminde
elde edilen ¢oziimler ile ayni oldugu goriildii. Daha sonra bulunan (4.2.55) ikinci
dereceden diferansiyel denklem ile genisleyen ve izotropik olmayan evren modelinde
teleparalel kuramda Dirac pargaciklarinin salinim bdlgesi ve salmim frekansinin
kuantumlanmasi elde edildi. Ayrica Dirac pargaciginin spin saliniminin sabit oldugu
bulundu. Bu sekilde Dirac parcaciklarinin spin saliniminin teleparalel kuramda kiitlesel
cekim ile olan iligkisi tartisildi.

Teleparalel Kuramin Genel Gorelilige Esdegerligi bashiginda verilen Genel
Goreliligin teleparalel kiitle ¢cekimi ile zayif alanlarda belirlenen ii¢ sabit ile ¢akistig1 {ic
durum vardir. Bu {i¢ sabitin ancak belirli se¢ciminde Genel Goreliligin Teleparalel ile
esdegerligi gosterilir.

Bu tezde elde edilen teleparalel gravitasyonel sonuglarin teleparalel i¢in secilen
bu boyutsuz parametrelerden bagimsiz oldugu gosterildi. Bu durum, sonuglarin sadece
Genel kiitle ¢ekim ile teleparalel kiitle cekim esdegerliginde degil ayn1 zamanda her bir
teleparalel modelde gecerli oldugu anlamina gelir.

Villalba ve Greiner (2002) Genel Gorelilik teorisini kullanarak, bu ¢calismada ele
alman benzer uzay-zaman modeli ile ilintili olan kiitleli spin-1/2 parcaciklarin

yaratilmasi lizerine ¢aligma yapmuslardir. Bu tezde, teleparalel kuramda hesaplamalar
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yapilmasina ragmen elde edilen sonuglar, Villalba ve Greiner tarafindan 2002 yilinda
yapilan calismada elde edilen sonuglarla uyusmaktadir. Bu nedenle onlarin yaptig
hesaplamalar tekrar burada yapilmadi.

Villalba ve Greiner, giiclii elektrik alan varliginda yaratilan parcaciklarin say1

yogunlugunu asagida verilen bigimi ile elde ettiler:

n = exp (—nk — 7;7:;) . (5.1)

ayrica birim hacimde kiitleli spin-1/2 par¢aciklarin N toplam sayisini asagidaki gibi elde

ettiler:

mm?2
N~ e (- 5). (5.2)

Burada, T i¢ alanlarin etkilesme zamanidir.

Ayrica bu tezde elde edilen sonuglar teleparalel kiitle cekimin 6nemini vurgular
ve diger gravitasyonel problemlerin incelenmesi i¢in Genel Goreliligin aksine
teleparalel teorinin kullanimi konusunda Arastirmacilari motive edebilir ve yol
gosterebilir. Diger taraftan bu sonuglar genisleyen egri uzay-zamanda kuantum alan

teorisinin tartisilmasi i¢in kullanilabilir.
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