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OZET
KUTLE CEKiMi KURAMLARI VE KUTLESiZ DIRAC DENKLEMINE COZUM ARAYISI

YUKSEK LISANS TEZI
Gilistan AKKAYA

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FiZIK ANABILIMDALI
2011

Bu ¢aligmada, egri uzay — zamanda kiitlesiz Dirac denklemine ¢6ziim elde etme ve kiitle
cekimi kuramlar1 adina gerceklestirilen ¢aligmalardan bazilarimi goézden gecirdik. Godel tipi
kozmolojik evrende, degiskenlerine ayirma yoluyla kiitlesiz Dirac denklemine ¢dziimiin
hesaplanmasinda egri uzaym metriginden yararlanarak bir takim hesaplamalar yaptik. Bulunan
degerler kiitlesiz Dirac denkleminde yerine yazilarak denklemin sifira esitlenmesi saglandi. Elde
edilen ¢oziimlerden frekans spektrumu hesaplandi. Burada elde edilen sonuglar kiitlesiz Dirac
parcaciklarinin spektrumunun kesikli oldugunu gdstermektedir.

Anahtar Kelimeler: Kiitlesiz Dirac parcacigl, Weyl denklemi.
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ABSTRACT
THEORIES OF GRAVITATION AND SEARCH FOR MASSLESS DIRAC EQUATION

MSc THESIS
Gilistan AKKAYA

DEPARTMENT OF PHYSISC
INSTITUE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE
2011

In this work, we have examined some of the studies carried out to reach solutions on
massless Dirac aquation in curved space — time and on theories of gravitation. In the Godel —
type cosmological universe, we have made a number of calculations by using curvilinear space
metric in the calculation of the solution of massless Dirac equation via separation of variables.
The results obtained from this study are written in their respective places in order to equalize the
equation to zero. The frequency spectrum has been calculated from the obtained solutions. The
results we get from this study show that the spectrum of massless Dirac particles is discrete.

Key Words: Massless Dirac particle, Weyl equation.
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GIRIS

Newton’un evrensel ¢ekim yasasi fizikte en 6nemli doniim noktalarindan biridir.
Bu yasa, diinya daki nesnelerin kiitle cekimi etkisiyle nasil hareket ettigini anlattigu gibi
yildizlarin, gezegenlerin hatta galaksilerin evrende nasil hareket ettigini hesaplamamiza
yarar. Bu yasa, kiitle ¢ekiminin ne oldugu ya da nasil g¢alistigi hakkinda yetersiz
kalmaktadir. Einstein’in 6zel ve genel gorelilik kuramlari ise kiitle cekiminin ne oldugu
ya da nasil calistig1 hakkinda bilgi verse de ¢ok yogun ve c¢ok kiiciik ortamlarda kiitle
cekiminin nasil isledigine dair sorular1 yanitsiz birakmaktadir. Kiitle ¢ekiminin en
kiiciik atomalt1 pargaciklarda nasil davrandigini tespit etmek icin son yillarda
kozmolojik evrendeki skaler ve spindr pargaciklarinin kuantum etkilerine iligkin
calismalara biiyiik ilgi olustu. Egri uzay — zamandaki kuantum etkilerini analiz etmek
icin egri uzay — zamandaki goreli dalga denklemlerinin tam ¢Oziimiiniin detayli
arastirmas1 gereklidir. Bu noktadan bakildiginda yakin gegmiste goreli dalga
denklemlerinin tam ¢dziimleri {izerine ¢esitli calismalar yapilmistir. Genel Gorelilikte
farkli evren modelleri i¢in Dirac denklemi (kiitleli ve spin 1/2 ), Klein — Gordon
denklemi (kiitleli ve spin O) ve Weyl denklemi (kiitlesiz ve spini 1/2) {izerine ¢alismalar
yapilmis ve bu evren modelleri i¢in ¢oziimler elde edilmistir. Bu ¢éziimlerin ¢ogunda,
kiitleli ve kiitlesiz notrinolar i¢in Dirac denkleminde degiskenlerine aywrmanin tam
analizi yapilmistir (Villalba ve Shishkin 1991, Karman ve McLenaghan 1983, Brill ve
Wheeler 1957, Bagrov ve ark. 1990, Pimentel ve Macias 1986). Bu ¢oziimler yoluyla
kozmolojik evrendeki skaler parcaciklar ve nétrinolar kapsamli bir sekilde analiz
edilmis olur. Dolayisiyla egri uzay — zamanindaki kuantum etkileri ¢calismasi, yani kiitle
cekiminin madde ile etkilesmesi daha kolay anlagilir.

Daha once Villalba (1993) Genel Gorelilik kuraminda sabit olmayan Godel tipi
kozmolojik evrendeki Dirac spindrii lizerine ¢caligmalar yapmustir.

Bu tezde, sabit olmayan Gddel tipi kozmolojik evrende kiitlesiz Dirac denklemi
degiskenlerine aymrma yoluyla coziiliip ele alindi. Bu ¢6ziimiin, daha 6nce Villalba
(1993) tarafindan verilen ayni metrige gore yapilan c¢oziimler ile benzer oldugu

goriilmiistiir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Calismanin bu kisminda kiitle c¢ekimi kuramlar1 ile ilgili detayli bilgiler
verilmistir. Ayrica Schrodinger denklemi, Dirac denklemi ve Klein — Gordon denklemi
ile ilgili bilgiler verilmistir. Bu denklemlerle ilgili son yillarda yapilan ¢aligsmalara

kisaca deginilmistir.

2.1. Kiitle Cekimi Kuramlarn

Yukari atilan bir cisim bir siire sonra doner ve yere diiser. [rmaklar hep yukardan
asagitya dogru akar. Bunun agiklamasini “yergekimi” olarak yapariz. Bu tiim kiitleli
nesnelerde, gezegenlerde ve yildizlarda varolan bir kuvvettir ve ona “kiitle ¢cekimi”
diyoruz. Bu ¢ekim, en yogun cisimleri ve boslugu esit oranda donatir. Ondan
korunmanm ya da onu etkilemenin hi¢gbir yolu yoktur. Uzaklikla azalr ama hicbir
sekilde kaybolmaz. Atmosferi yerkiirenin ¢evresinde tutan kuvvet ya da bizim evren
bosluguna ugup gitmemizi engelleyen kuvvet, Diinya’nin uyguladigi kiitle c¢ekimi
kuvvetidir.

Kiitle ¢ekimi i¢in ilk bilimsel kurami gelistiren ve bunu evreni kapsayacak kadar
genisleten biiyiik Ingiliz bilimcisi Sir Isaac Newton’dur. Newton, basina diisen elmanin,
yeryiizliyle arasinda dogal olarak bulunan bir ¢ekim kuvveti sebebiyle diistiigiinii 6ne
stirmiistiir. Kiitle cekiminin tiim evrende gecgerli olan bir giic olduguna inand1 ve bunu

basit bir formiile indirgedi:

m,m,

I.2

F=-G

Burada;

F: Iki kiitle arasindaki ¢ekim kuvvetinin biiyiikligii

m;: Birinci kiitlenin biiytik[igi.

my: ikinci kiitlenin biiyiikligii.

r: Iki kiitle arasindaki mesafe.

G: Yer ¢ekimi ivmesi.

Newton’un evrensel c¢ekim yasasi fizikteki en onemli doniim noktalarindan

biridir. Bu yasa, diinya daki nesnelerin kiitle ¢ekimi etkisiyle nasil hareket ettigini
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hesaplamamiz1 sagladig1 gibi yildizlarin, gezegenlerin hatta galaksilerin evrende nasil
hareket ettiklerini de hesaplamamiza yarar.

1969 yilinda Neil ve Buzz adindaki bilim insanlar1 Ay’a yolculuk yaparak oraya
Newton’un kiitle ¢cekimi teorisini test etmekte kullanilan 6zel bir ayna seti yerlestirdiler.
Bu 06zel aynalar yardimiyla Ay’da lazerli bir teleskop kullamilarak Diinya ile Ay
arasindaki uzaklik kesin olarak Olciilebiliyordu. Bu dl¢timler yillarca hergilin yapilarak
Ay’ yoriingesinin inanilmaz dogrulukta bir haritas1 olusturuldu. Fakat ortaya garip bir
sonu¢ ¢ikti. Ayn1 gergek yoriingesi Newton unkinden farkliydi. Newton gergekten iyi
bir formiil bulmustu. Eldeki bilgilere goére sonuclar tatminkardir. Fakat daha hassas
veriler elde ettikce Newton’un ¢ekim yasasi anlamsizlasiyordu. Peki Newton nerde
yaniliyordu acaba?

Newton’un kiitle ¢ekimi kuraminda bir problem var. O, bize kiitle ¢ekiminin
etkisiyle cisimlerin nasil hareket ettigini anlatiyor. Kiitle ¢ekiminin ne oldugu ya da
nasil calistigi hakkinda bir sey sOylemiyor. Yani bu teori, sadece bir seyleri hesap
edebilmemizi sagliyor. Newton agik¢a sunu soylemistir: “Size nesnelerin nasil hareket
ettigini hesaplayacak bir ara¢ verecegim ama bana nasil ve neden oldugunu sormayin,
bu Yaratici’nin bilgisindedir.”

Buna gore kiitle ¢ekimini ilahi ellerden kurtarmamiz gerekiyor. Yani kiitle
cekiminin nasil ¢alistigimi kesfetmek zorundayiz.

1950’lerde evrenin yap1 taslar1 hakkinda birgok seyin gozlemlendigi,
Diinya’daki en meshur rasathanelerden biri olan Kitt Peak’te 7.8. milyar 151k yili
uzaktaki bir gokyiizii pargas1 gdzlemlenir. Uzayin bu kiiciik pargasi bize kiitle ¢gekiminin
i¢ isleyisi hakkinda bir bakis acis1 sunar. Gokbilimciler milyonlarca 1s1k yili uzaktaki
galaksileri bulmak i¢in gdkyiiziine bakiyorlardi. Ve iki galaksi buldular. Daha yakindan
bakinca fark ettiler ki her acidan 6zdes goriiniiyordu ve galaksiler sanki ikiz gibiydi. Bu
durumun aciklamasi sudur: bunlar tek bir galaksinin fotograflaridir. Bu olay1r gok
bilimcilerin kafasini allak bullak etti. Ama kisa stlire sonra fark ettiler ki bu kozmik
mucizenin sebebi yaklasik yiizyil 6nce ongoriilmiistii. Bu 6ngoriiyii bizlere sunan tim
zamanlarin en biiytlik fizik¢isi Albert Einstein’dir.

Albert Einstein, 6zel gorelilik kurammin temellerini 1905°te yayimladigi bir
makaleyle atmist1. Ozel gorelilik kurami iki temel ilkeye dayanir:

1. Fizik yasalar1 tiim eylemsiz sistemlerde aynidir.
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2. Isigin bosluktaki hizi kaynagin hizindan bagimsiz olarak tiim eylemsiz

sistemler i¢in aynidir.

Einstein 1907 yilinda 6zel gorelilik kurami hakkinda bir bilimsel dergiye yazdig:
makalede yeni bir diisiincesi oldugunu ve dayandig:1 gorelilik ilkesinin ¢ok daha genel
bir baska ilkenin sadece &zel bir hali oldugunu belirtiyor. Bu ilke “Denklik ilkesi”
olarak adlandirilir. Peki denklik ilkesi nedir?

Tim konu, cisimlerin “kiitle” olarak adlandirdigimiz 6zelliginin iki farkli doga
yasasinda isin i¢ine girmesinden kaynaklantyor.

Kiitlenin belirledigi yasalardan birincisi Newton’un evrensel kiitle c¢ekim
yasasidir. Bu yasaya gore iki cisim birbirlerini kiitleleriyle orantili, aralarindaki
uzakligin karesiyle ters orantili olarak ceker. Bu nedenle bu kiitleye “cekim kiitlesi”
diyoruz. Kiitlenin belirledigi diger yasaysa Newton’un hareket yasalarindan ikincisidir.
Bir cisme herhangi bir kuvvet uygulayarak cismi hizlandirir, yavaslatir veya hiz yoniinii
degistirebilirsiniz. Birim zamanda meydana gelen hizdaki degisime “ivme” deniyor.
Ikinci yasa; ivmenin, kuvvetin kiitleye boliinmesiyle elde edilecegini sdyliiyor. Burada
da kiitle, karsimiza bir cismin hizin1 degistirme direnci yani eylemsizlik olarak ¢ikiyor.
Bu nedenle bu yasada gecen kiitleye “eylemsizlik kiitlesi” diyoruz.

Einstein tiim cisimlerin eylemsizlik ve ¢ekim kuvvetlerinin denk oldugunu
sadece iki farkli doga yasasinda isin i¢ine girdigini one siiriiyor. Dolayistyla bu ilkeye
“Denklik Ilkesi” deniyor. Bu ilkeye gore tiim cisimlerin gravitasyon alanindaki serbest
diisme hareketi ayn1 olup cisimlerin tiiriine bagl degildir. Iste Genel Gorelilik kuramu,
bu ilkeden yola ¢ikarak olusturulmustur. G.G. kurami, tiim koordinat sistemleri i¢in
gecerli fiziksel formiillestirme kuramidir. Kuramin baslica problemi gravitasyon yani
kiitle cekimidir.

G.G. kurami ile Einstein sunlar1 ortaya ¢ikartmustir:

e Yercekimi (kiitle ¢ekimi) ve ivmeli hareket birbirinden aywt edilmez

(Denklik Ilkest).

e Kiitle, i¢inde bulundugumuz uzay — zamani egip blikmektedir.

e Yercekimi bir kuvvet degildir. Uzay — zamanin geometrik egriliginden

ortaya ¢ikar. Yani nesneleri birbirine dogru ¢eken olgu, kiitle sebebiyle uzay

— zamanin egilmis olmasidir.
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G.G.’nin ongoriileri ise sunlardir:

e Eger kiitle, uzay — zamani geometrik olarak egiyorsa Gilines’in ¢ok
yakinindan gecip gelen uzak yildizlarin isiklari egrilmis olmalidir. Bu
egrilik, uzay — zamanin egriligine uygun i¢ biikey olmalidir.

e Cok cok yogun kiitleler uzay — zamani 0ylesine biikebilir ki uzay — zaman
kendi tstiine katlanir ve ice ¢oker. Boylesine yogun kiitle goriilemez ¢ilinkii
151k dahi bu uzay — zamanmin egriliginden kurtulamaz (Burada kastedilen
sey kara deliklerdir).

e Kiitle, uzay — zamani egiyorsa bu egilmeden zaman da etkileniyor olmalidir.
Egilmis zaman yavas akmalidir.

e Hareketli biiyiik kiitleler etraflarindaki bir kisim uzay — zamam da
stiriikleyebiliyor olmalidir.

e Kiitle, uzay — zamani egiyorsa, kiitle yakinindaki egrilikten ilerleyen 151k,
uzagindaki diizgiin uzay — zamanda ilerleyenden daha uzun yol almalidir.

Bu 6ngoriilerin hepsi 1916’dan beri gozlemlenebilmis, defalarca denenmis ve

dogru ¢ikmastir.

Bu ongoriilerden de yola ¢ikarak sunu sdyleyebiliriz. Einstein’in evreni uzay —
zamanda olusur. Einstein’in evreninde onlar bir kumasa birlikte dokunmuslardir. Yani
uzay ve zaman ayr1 degildir. Onlar bir ve biitlindiir. Einstein’in evreninde gezegenler,
yildizlar ve galaksiler uzay — zamam eger ve biiker. Ikiz galaksi goriintiisii, uzay —
zamanin biikiilmesiyle aciklanabilir. Uzak bir galaksiden gelen 151k Diinya’ya gelirken
baska bir galaksi veya galaksi kiimesinin i¢cinden geger. Gelen 151k, bu kiitlenin etrafinda
egrilir. Ve bizim Diinya’daki bakigimizla bu biikiilme olayi, uzak galaksinin birden
fazla goriintiisiinii gormemize neden olur.

Peki Einstein’1n kiitle cekimi anlayisi eksiksiz mi? Hayir, degil! Diinya ve diger
gezegenler hatta galaksilerin hareketleri i¢in gecerli olan Einstein kurami evrendeki en
calkantil1 yerlerde ¢alismiyor. Bir notron yildizi, tahminen giinesten iki veya ii¢ kat
agirdir. Bu yildizlardan iki tanesinin bir arada bulundugu yerler vardir. Birbirinin
etrafinda donen bu inanilmaz yogun nétron yildizlari1 uzay — zamani calkalar. Gittikce

hizlanarak dondiikce “kiitle ¢cekimi dalgalar’” olarak adlandirilan bir etki olusturur.
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Bugiin bir¢ok arastirmaci, bu dalgalar1 dogrudan gézlemlemek i¢in ¢alismalar yapiyor.
Ama heniiz herhangi bir somut sonug¢ yoktur. Fakat biliyoruz ki evreni tam manasiyla
anlamak icin kiitle ¢ekiminin her yerde nasil ¢alistigini bilmeye ihtiyacimiz vardir.
Einstein ne kadar ugrastiysa da ¢ok yogun ve cok kiigiik ortamlarda kiitle ¢cekiminin
nasil isledigine dair cevap bulamadi. Diinya’y1 olusturan atomlarin, molekiillerin ve
atomalt1 parcaciklarin diinyasinda Einstein kurammin kiitle ¢ekimiyle ilgili
sOyleyebilecegi hicbir sey yoktur. Bu, Einstein’in en biiyiik basarisizligidir. Ciinkii her
seyin Biiylik Patlama Olay: (Big Bang) ile nasil basladigmi bilmek istiyorsak -ki bu
anda evren inanilmaz kiiclik ve yogundu — bu en kiiclik mesafelerde yercekimini nasil
isledigini bilmek zorundayiz.

Einstein’in zamanm baslangic aninda kiitle c¢ekiminin nasil davrandigini
anlamak i¢in aradig1 cevaplar1 kuantum — gravite atomalt1 parcaciklarda nasil ¢alistigimi
aciklayabilirsek o zaman belki Einstein ve Newton’un basladiklar1 caligmayi bitirip, bu
gizemli ¢ekim giiciiniin tam bir resmini ortaya koyabiliriz. Bunu basarabilmek i¢in
Biiyiik Patlama sartlarini burada, Diinya’da yeniden olusturmak ve atomalt1 diinyasinin

kalbine niifuz etmek zorundayiz.

2.2. Schrodinger Denklemi

Schrodinger Denklemi bir kuantum sistemi hakkinda bize her bilgiyi veren arag
dalga fonksiyonu adinda bir fonksiyondur.

Schrodinger Denklemi kapali formda soyle ifade edilebilir:

Hy=Ey (2.2.1)

burada H Hamiltonyeni temsil eder. Hamiltonyen, parcacigin toplam enerjisini veren bir

operatordiir ve H;

H=P iv (2.2.2)
2m

seklinde ifade edilir. Ilk terim kinetik enerjiyi, ikinci terim ise potansiyel enerjiyi temsil

eder.
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Momentum operatdrii 5:—ih§ denklemde yerine konursa Schrodinger

denkleminin sol tarafi elde edilir.

2
-h—V2 +V

y=—ih ¥ (2.2.3)
2m

ot

bu denklem zamana bagli goreli olmayan Schrodinger denklemidir.

Denklemin sag tarafinin sifira esit olmasi durumunda zamandan bagimsiz
Schrodinger denklemi karsimiza gikar. Burada h= 107" j.s degerinde Planck sabiti, m;
parcacigin kiitlesi, V; potansiyel enerji, y; pargaciga eslik eden dalga fonksiyonudur.

Pargacigin kinetik enerjisinin hareket etmezken sahip oldugu i¢ enerjisinden

oldukga biiyiik olmas1 durumunda enerjisi goreli olarak ifade edileceginden;
E’= p2 >+ my ¢t (2.2.4)

seklinde olur. Bu sayede elde edilen Schrédinger denklemine “Relativistik (Goreli)

Schrodinger Denklemi” denir ve D, :g olmak tizere su formda yazilir:

[Vz _%ng\vz[ﬁ sz 2.2.5)

Denklemin ¢oziimii i¢in, parcacigmn bulundugu duruma goére i¢inde oldugu

potansiyeller s0yle 6zetlenebilir:
1.V =sbt (2.2.6)

V’nin sifir olmasi durumunda serbest parcacik durumu incelenir. Sifirdan frakli
durumlarda pargacigm enerjisinin uygulanan potansiyelden biiyiik veya kiiclik olmas1
kosullarma gore degisen c¢oziimler bulunur. Pargacigin enerjisinin  uygulanan

potansiyelden kiiclik olmas1 ancak belirli bir genislikten sonra bu potansiyel engelin
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kaldirilmast durumunda “Tiinel etkisi” gozlemlenir. Akim yogunlugu hesaplanarak

gecme ve yansima katsayilar1 bulunur.
2.V=V (1) (2.2.7)

Degisen potansiyellere Ornek; basit harmonik titrestirici ve Coulomb
potansiyelleridir. Bunlar bir katidaki atomlarin titresimi ve atomdaki c¢ekirdege bagl

elektronlarm hareketini kapsar.

2.3. Klein — Gordon Denklemi
Schrodinger denkleminin bagil / goreli (relativistik) olan bi¢cimidir. Ve atomalt1
fizikte kendi ekseni etrafinda donmeyen parcaciklari tanimlamada kullanilir.

Serbest pargacik i¢in Schrédinger denklemi asagidaki gibidir:

2
P ,—inl 2.3.1
2mw &\v ( )

burada p =—ihV momentum operatori, V ise del operatori (islemcisi) diir.

Schrodinger denklemi, Einstein’in OG kuramini hesaba katmadig igin dzellikle
atomalt1 pargacik hesaplamalarinda yetersiz kalir.

0.G kuramindan enerjinin tanimni ihrag edip

E=,/p*?+m** (2.3.2)

sonra bu formiile kuantum mekanik momentum operatoriinii ekledigimizde;

JEihvpe +m2c4\y:ih§ 23.3)

sonucunu aliriz. Ancak bu esitlik karekokten dolayr gayrilokal ve diizensiz bir
yapidadir. Bu yiizden Klein ve Gordon, esitli§in daha objektif bir bigimini

tliretmislerdir:
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(P*+d)y =0 (2.3.4)
2

T (2.3.5)
h ¢’ ot’

olur.

Bu yeni operatére “d’" Alembert operatérii” denir ve giiniimiizde skaler (sifir
notasyonlu) parcgaciklar i¢in alan denklemi olarak kullanilmaktadir.

Serbest bir parg¢acigin Klein — Gordon denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

-2 1 0° m?c?
V- = 2.3.6
\j 7 o \j " \j ( )

Yukaridaki ifadenin goreli olmayan bigimi ise su sekilde ifade edilebilir:
y(E, t]=eikew (2.3.7)
Ancak elbette bu durumda,

2 2.2
W-_me 23.8)

¢’ h?

-k?+

engeli olusacaktir. Goreli olmayan parcaciklarda oldugu gibi ayni ifadenin enerji

momentum i¢in olan versiyonlari,

<p>=<y>-ihV Jy> = hk (2.3.9)
Ve

<E> =<y ih% > = hW (2.3.10)

10
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seklinde formiile edilir. Bu noktada esitligi k ve W bilinmeyenleri i¢in ¢6ziip yukarda
degindigimiz engel denklemine yerlestirdigimizde m > O kiitleli pargaciklarin enerji ve
momentum degerleri arasindaki baglantiy1 formiile etmis oluruz.

<E>?=m’ct+ <p>2 c? (2.3.11)

Kiitlesiz parcaciklar i¢in yukardaki denklemde m’i “0” olarak alabiliriz. Bu

durumda kiitlesiz parg¢acigin enerji ve momentumu arasinda;

<E>=<ﬂﬂ>c (2.3.12)

bagintisia ulasiriz.

2.4. Dirac Denklemi

Adm fizik¢i Paul Dirac’tan alan goreli kuantum mekanigi denklemi;

Y= =m,c’¥ (2.4.1)
seklinde ifade edilebilir. Burada;

m,: parcacigin duragan kiitlesi

c: 151k hiz1

pu : dortmomentum

y" : Dirac matrislerini

gostermektedir. Ayrica y, dort tane karmagsik sayidan olusan bir siitun matristir ve

olasiligin dalga fonksiyonudur. Bu dort say1 da iki gruba ayrilir:

11
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P :{ \P? (2.4.2)
-

Burada W" ve ¥ Dirac spindrleri olarak adlandirilir ve her birinin farkl fiziksel

bir anlami vardir. W déniiciisii pozitif enerjileri, ¥~ negatif enerjileri ifade eder. Bunlar
da;

ve @ ¥= (2.4.3)

olarak tanimlanir. y yukar1 donii ve ¢ asagi donii olarak anlam kazanir. Yani dalga

fonksiyonu;
_ " .
+
yr=| P (2.4.4)
v
¢ ]
seklindedir.

Dirac denkleminde p= O bilesenini ayirip gerisi i¢in i= 1, 2, 3 indisini birakirsak
Dirac denklemi;

Ypoc ¥ +v pic¥ =m,c* ¥ (2.4.5)

biciminde yazilabilir. Dirac matrisleri; I birim matris olmak iizere;

(2.4.6)

-6 O

olarak Pauli matrisleri cinsinden yazilabilir. Bunlar yerine konunca Dirac denklemi;

12
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0 poc+oipic|| ¥ yr
=m c? (2.4.7)

Poc—0'pic 0 g P
bicimini alir. Matris ¢arpimui yapilirsa ¢iftlenimli denklemler elde edilir.
(Poc-0'pic) ¥ = myc® ¥’ (2.4.8)
(Poctopio) W= myc® ¥ (2.4.9)

Bu 6zdeger denklemlerini ¢6zmek i¢in spindrlerden biri ¢ekilip diger denklemde

yerine yazilabilir. Buradan goreliligin en 6nemli denklemlerinden biri elde edilir:

p2c?—pic-m2c* (2.4.10)
— — 2 2 2 2 2 =2 5 :
Burada p, ¢ = E = mc” ve p; =p; +p; +p; :‘p‘ oldugundan ifade;

>[2
Ez—p‘ ¢?=m?¢* (2.4.11)

seklindedir. Buradan E i¢in pozitif ve negatif degerler gelir.
Dirac denklemini elektromanyetik alanda soyle yazabiliriz. Denklemdeki

dortmomentum islemcisine elektromanyetik potansiyeli dahil edersek;
p“_)p“—%AH (2.4.12)

denklem,

13
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v”(p“ —GAH)‘P:mOCZ‘P (2.4.13)

bicimine gelir. Buradaki Ap elektromanyetik dortpotonsiyeldir ve e elektriksel ytiktiir.

2.5. Klein — Gordon ve Dirac Denklemleri ile ilgili Yapilan Bazi Calismalar

Egri uzay — zamandaki kuantum etkileri ¢aligmasi, kiitle ¢cekiminin madde ile
etkilesmesini anlamanin baslica yoludur. Bilindigi gibi tek pargacik durumlar1 hakkinda
en saglikli bilgi onun dalga fonksiyonunda yer alir. Bunun i¢in kozmolojik evrenlerdeki
skaler parcaciklar ve notrinolar kapsamli bir sekilde analiz edilir ve tam ¢6zlimler, bu
alanlarla ilgili olan dalga denklemleri ile verilir.

Kuantum sistemlerindeki gravitasyonel etkilesmeler son zamanlarda kovaryant
Dirac ve Klein — Gordon denklemleri kullanilarak calisilmistir. Ozellikle Dirac
denkleminin tam c¢oziimlerinin arastirilmasinda biiylik bir ¢aba harcanmistir. Bu
calismanin Onciileri Brill, Wheeler ve Chandrasekhar’dir.

Brill ve Wheeler (1957) diagonal metrikle ilgili olan merkezi simetrik
gravitasyonel alan i¢indeki Dirac denklemini ¢alismiglardir. Dirac denklemini
degiskenlerine ayirmada normal diagonal tetradi kullanmiglar ve genel agisal
momentum oparetoriinii olusturmuslardir. Bu ¢alisma merkezi simetrik gravitasyonel
alanda Weyl denklemindeki degiskenleri ayirma ¢alismasinda ilk caligma olabilecek
niteliktedir. Brill ve Wheeler’in makalesinden sonra baska yazarlar da diagonal metrikle
ilgili olan gravitasyonel alanlarin varliginda Dirac denklemini degiskenlerine ayirmanin
olasiliklarmn1 analiz etmislerdir.

Diagonal metrikler i¢cinde Dirac denklemini degiskenlerine ayirma (diagonal
tetradlara sinirlamadan!) Bagrou ve arkadaslar1 (1990) tarafindan ele alinmastir.

Chandrasekhar (1976) diagonal olmayan eksenel simetrik Kerr metrigini goz
oniinde bulundurup calismustir. izotropik tetrad ve Newman — Penrose spin kofaktorleri
metodunu kullanarak karisik geometrik konfigiirasyonu igindeki Dirac denklemindeki
degiskenleri ayirabilmeyi basarmistir. Chandrasekhar’in makalesi yayinlandiktan sonra
birtakim calismalar eksenel simetrik — 6zellikle rotasyonel simetrik — metrikler ile Dirac

denklemini degiskenlerine ayirma problemi {izerine yapilmistir. Bu makaleler icinde

14
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Chandrasekhar’in ¢aligmasinda incelenen sonuglarin ve uygulama metodlarinin daha
fazlas1 yeralir.

Kalnins (1986) tarafindan yazilan makalede Minkowski uzay — zamani i¢indeki
Dirac denkleminin i¢in ikinci dereceden simetri operatorleri cinsinden ifade
edilebilecegi gosterilmistir. Kartezyen koordinatlarda serbest Dirac denkleminin bazi
coziimlerinin ayn1 zamanda Klein Fock denkleminin de ¢6ziimii olmas1 gerektigi abes
bir durum gibi goriinse de Kalnins tarafindan kanitlanan teoremin Onemini kabul
etmeliyiz. Kalnins teoremi serbest durumlar i¢in gosterilmistir ve dis alan varliginda bu
teorem gegerli olmayabilir. Clinkii alan varligindaki kuadratik Dirac denklemi, alanlarin
ek tiirevlerinin varligindan dolay1 Klein — Fock denklemi ile uyumlu olmaz.

Kiitleli Dirac denklemi i¢in yapilan calismalar Tevkolsky (1873) tarafindan
Weyl nétrino denklemi icin genisletilmistir. Tevkolsky’nin aymrma metodu, Kerr
zemininde Dirac denkleminin ayrilabilirligini ¢alisan Chandrasekhar’a kadar
basarisizdi. Chandrasekhar’in buldugu sonu¢ Page ve Toop (1976) tarafindan Kerr-
Newman zeminine genisletilmistir. Daha sonra Carter ve McLenaghan (1979)
tarafindan analiz edilmistir. Carter ve McLenaghan Kerr — Newman zemininde Dirac
operatori ile komiit olan bir operatdr olusturmuslardir. Bu operator, ayirma ¢oziimlerini
O0zdeger ile 0zvektor kabul eder. Keyfi efri zeminde Dirac operatorii i¢in simetri
operatorlerine Carter ve McLenaghan tarafindan tensdrel kisaltma McLenaghan ve
Spinden (1979) tarafindan tensorel karakterizasyon verilmistir.

Degiskenlerine aymrma bazi kismi diferansiyel denklemlerde — 6zellikle Dirac
denkleminde — tam ¢oziimleri bulmaya yarar. Gravitasyonel alanlarin varliginda Dirac
denklemini degiskenlerine ayirma problemi, degiskenlerine ayirmayi saglayan tiim
metrik tlirlerini bulma problemi olarak da calisilabilir. Bu amagla Shishkin ve Villalba
(1991) tarafindan metrik tensoriin en genel formu goz Oniinde bulundurularak Dirac
denklemini degiskenlerine ayirmay1 saglayan tiim gravitasyonel alan konfigiirasyonlari
hesaplanir. Bu makalede verilen kiitlesiz nétrinolar i¢in Dirac denkleminin tam

coziimlerinin ¢ogu sadece bir uzay — zaman degiskenine bagli olan metriklerle ilgilidir.

ds® = ™ (dx* — dt?) + *¥ (dy* + dz°) (2.5.1)
U=U(®x) , V =V(x)
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metrigi Davis (1974) ve Pechenik (1979) tarafindan Dirac denklemini ¢6zmede

kullanilmastir.

Marder metriginde Dirac denkleminin tam ¢6ziimii,

ds? = 2P (dr2 - dt2) +r2e?P d(p2 + 2PV g2

o=a(r) , B=B(r) , V=V(r) (2.5.2)

ile verilen Krori (1982) ve Patra (1986) tarafindan incelenmistir.

Kasner metriginde n6trino;

ds® = 2 dx? + t*° dy? + t*°dz® — dt? (2.5.3)

atbtc=a’+b>+c?=1

ile verilen Srivastova (1989) tarafindan incelenmistir.
Kiitlesiz nétrinolor i¢in Dirac denkleminin tam ¢6ziimleri uzaysal diizlem

Robertson — Walker metriginde;

ds? = a% (t) (dx* + dy” + dz%) — dt* (2.5.4)

Barut (1987) ve Lotae (1990) tarafindan incelenmistir.

Ayrica uzaysal agik ve kapali Robertson — Walker evrenleri i¢in tam ¢oziimler
Villalba ve Percoco (1990) tarafindan incelenmistir. Kerr- Newton metriginde kiitleli ve
kiitlesiz notrinolar i¢in Dirac denkleminin tam ¢oziimleri ise Einstein ve Finkelstein
(1977) tarafindan incelenmistir. Pimentel ve Macias (1986) Klein — Gordon ve Weyl
denklemlerini Godel tipi evrende yer metrigi icin arastrmustir. Iki denklemin de
¢Ozlimii bu evrende detayli bir sekilde yapilmistir.

Egri uzay — zamanda Klein — Gordon ve Hamilton — Jacobi gibi skaler
denklemlerin ayrilabilirlik 6zellikleri Kerr — Neqma ¢oziimii tarafindan tanimlanan
yiiklii donen karadeligi detayla inceleyen Carter (1968) tarafindan calisilmistir. Son on
yilda bu onemli gelisme, yiiksek spin dalga denklemlerinin ayrilabilirligini anlama

icerisinde basarilmistir. Ozellikle spini 1/2 olan Weyl nétrino denklemi, spini 1 olan
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Maxwell denklemi ve spini 2 olan pertiirbe edilmis Einstein gravitasyonel olan
denklemlerinin ayrilabilirligi Dudley ve Finley (1979) tarafindan 7 parametreli
Plebanski — Demianski zemini i¢inde olusturulmustur.

Krori ve Borgohain (1987) Klein — Gordon ve Weyl denklemlerinin tam
¢Ozlimlerini baz1 donen evrenlerde ¢alismiglardir. Bu iki denklem ayn1 evrende Pimentel
ve Macias (1986) tarafindan da ¢alisilmistir. Bu denklemler ¢ok iyi bilinen {i¢ donen

evrende incelenip tam ¢oziimleri bu makalelerde verilmistir.

Som — Kaychaudhuri (SR) metrigi,
ds’=dt* —dr’ —dZ*+2 qr* d ¢ dt — (* — ¢ 1) d¢* (2.5.5)

Hoenselaers — Vishveshwara (HV) metrigi;

ds? = dt* — dr’ — dz* + % A% (c-1) (c-3) d ¢* + 2 (c-1) d¢ dt (2.5.6)

Reboucas metrigi,

ds® = dt* — dr® — dz* + 4 cosh 2rd ¢ dt + (3 cosh® 2r+1) d¢* (2.5.7)
ile verilir.

Son yillarda lokal rotasyonel simetri ile siiper akiskan uzay — zaman i¢inde
donen parcaciklarin davranisina biiytik bir 1lgi gosterilmistir. Percoco ve Villalba (1991)
siiper akigskan Einstein — Maxwell uzay — zamam icinde Klein-Gordon ve Weyl

denklemlerinin tam ¢6ziimlerini ¢aligmalardir.
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3. MATERYAL VE METOT
Bu c¢alismada; Dirac denkleminin G.G’te verilen metrik ile ¢oziimleri
hesaplandigindan tezin bu kisminda kullanilacak materyal olarak G.G hakkinda bazi

temel bagintilar verilmistir. Ayrica Dirac Denklemi ile ilgili bazi terimler tanitilmigtir.

3.1. Tensorler

Fizik yasalarmin matematiksel ifadesinde koordinat sistemleri dnemli bir rol
oynar. Bununla birlikte fizik yasalar1 veya fiziksel sonuglar koordinat sisteminin
seciminden bagimsizdir. Yani koordinat sistemi nasil secilirse secilsin fizik yasalari
degismez. Iste fizik yasalarmm ayni kalmasi kosulunun ya da daha soyut olarak
ozelliklerin koordinat doniisiimleri altindaki davranislarinin incelenmesi Tensor analizin
konusunu olusturmaktadir. Newton kuraminda vektorleri etkili bir bicimde
kullanabilmemiz gerektigi gibi gorelilik kuramlarinda da tensorleri kullanabilmemiz
gerekir. Ciinkii vektorler birden fazla denklem takimini tek bir denkleme indirger, yani
Ozetleyicidir. Ayn1 gorevi gorelilikte tensorler tistlenmektedir.

T.A. Ricci ve 6grencisi Levi- Civita tarafindan gelistirilen tensér hesabinin 1916
yilinda Einstein’in Genel Relativite Teorisini tanimlamasiyla birlikte fizikteki 6nemi de
arttl. Mekanik, hidrodinamik, elektromagnetik teori gibi fizigin bir ¢ok alaninda genis
bir uygulama alanma sahip olan tensorler, bazi1 temel denklemlerin daha kapali bicimde
ve koordinat sisteminden bagimsiz olarak ifade edilmelerinde de 6nemli bir role sahiptir
ve matematiksel fizigin ortak dili olarak kabul edilir.

Genel anlamda tensorler, koordinat doniisiimleri durumunda cesitli 6zelliklere
gore doniisen ve manifold olarak adlandirilan bir geometri (uzay — zaman) lizerinden
tanimlanan niceliklerdir. Vektorler ve skalerler, tensorlerin 6zel bir durumuna karsilik
gelen niceliklerdir. Ornegin, O rankli bir sensor skaler, 1 rankli bir tensdr vektodr, 2
rankl1 bir tensor matris ve 3 rankli bir tensoér Levi — Civita’dir. Tensér kavrami; skaler,
vektor ve matrisleri de i¢cine alan daha genel bir kavram olarak da tanimlanabilir.
Ornegin, TV, Tjj ve Tjim tensorler sirasiyla ikinci mertebeden kotravaryant, {igiincii

mertebeden kovaryant ve dordiincii mertebeden karma tensorler olarak isimlendirilirler.
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3.2. Simetrik ve Antisimetrik Tensorler
T"" bigimindeki bir kontravoryant tensér x" gibi herhangi bir koordinat i¢in
simetrik (ya da antisimetrik) ise bu durumda bu tensoriin tiim koordinat sistemlerinde

simetrik (ya da antisimetrik) oldugu sdylenebilir ve bu simetri (ya da antisimetri)

durumu;
™ =T" simetri (3.2.1)
™ =-T" , antisimetri (3.2.2)

ile gosterilir. Ayni1 tanmimlamalar kovaryant tensorler i¢in de gegerlidir. Simetrik
kovaryant tensor Ty, = T, ve antisimetrik kovaryant tensor T,, = -T,, ‘dir. Karma
tensorlerle ilgili genellestirilebilecek herhangi bir simetri ya da antisimetri durumu
yoktur.

2 rankl1 bir kontravaryant ya da kovaryant tensor bir simetrik ve bir antisimetrik

tensoriin toplami bigiminde yazilabilir:

Tuv = Suv + Auv (323)
burada
Spv = Svp 5 Suv = % (Tuv + Tvu) (324)
Ve
1
A=Ay , A= 5 (Tuv - To) (3.2.5)

olarak tanimlanir.

T"" gibi kontravaryant bir tensoriin matris formu asagidaki gibi olur.

T T

™= : (3.2.6)
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Yukaridaki T"" tensoriiniin simetrik olmasi durumunda bagimsiz bilesenlerinin

sayisl,

nfn-+1) 3.2.7)
2
ya da antisimetrik olmasi1 durumunda bagimsiz bilesenlerinin sayisi,
n (;'1) (3.2.8)

yardimiyla hesaplanir.

Genel anlamda simetrik ya da antisimetrik durumu tammlayacak olursak T*"
gibi bir tensériin T* = T ya da T*"* = -P** olmasi durumunda p ile v indislerine
gore simetri ya da anti-simetri oldugu sdylenir ve bu durum tiim koordinat sistemlerinde

gecerlidir.

3.3. Metrik Tensor
Egrisel koordinatlarda sonsuz yakin iki nokta arasindaki en kisa uzakligin ya da
diferansiyel yay elemaninin karesi ds® ile tanimlansm. ds*’nin n boyutlu uzay i¢in

genellestirilmis hali,

ds® = g, dx" dx¥ (n,0=1,2,3, ....,n) (3.3.1)

seklinde tanimlanir. Burada “g,,,” ifadesine “metrik tensor” denir. Metrik, kisaca uzayin
yapisini tanimlar diyebiliriz. Metrik tensor asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1. g,.v konuma bagl bir fonksiyondur: (g, (x))

2. g,’nin determinantt sifir olamaz: (|g,.,| # 0)

3. gy simetrik bir tensordiir: (gu = gvy)

Metrik tensor, metrigin tanimlanmasindaki en 6nemli niceliktir ve koordinatlara

bagli degerler alir. Eger g,, metrik tensoriiniin kdsegen dis1 elemanlar1 sifirsa yani
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guw = Ouy 1se ya da tek degerli siirekli ve siirekli tiiretilen bir koordinat doniisiimii
yardimiyla kdsegenlestirilebiliyorsa metrigin “Oklitsel”, metrigin tanimlandig1 uzaym da
“oklit uzayr” oldugu sdylenir.

Riemann uzayinda giris metrigi genellikle kdsegen degildir ve kosegenlestirecek
bir doniisim bulmak da zordur. Riemann uzayinda, 6klit uzaymin aksine iki nokta
arasindaki en kisa mesafe de artik bir dogru degil egridir ve bu egrilere “geodezik
egrileri” denir.

Oklit uzayindaki metrik tensér Kronecker deltasma karsilik gelir ve birim matris

ile tanimlanir:

100
g,=06,=/010 (3.3.2)
001
Dolayisiyla (xo, X', x2) = (X, Y, z) koordinath 6klit uzayindaki metrik;
ds? = (dx°)* + (dx")* + (dx%)* (3.3.3.)
bi¢iminde olur.
Minkowski uzay — zamanda ise metrik tensor su sekilde tanimlanir:
-1000
0100
=N = 3.3.4
&= = 0 01 0 (3.3.4)
0001
Minkowski uzay — zaman metrigi,
ds? = -(dx%)* + (dx")* + (d&x?)* + (dx*)* (3.3.5)

ile tanimlanir.
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3.4. Christoffel Sembolleri

Metrik tensoriin kismi tiirevi gy ve g ters metrik tensor ile elde edilen ve
klasik GG’nin temelini olusturan nicelige “Levi — Civita” ya da “Christoffel baglantis1”
denir.

Christoffel baglantis1 metrik tensoriin  kovaryant tiirevinin sifir olmasi

durumundan elde edilebilir.

0) :gpv;k :gpv,k _gkvr:ik _gkprl\(/k (341)

Bu denklemde p ile A’nin ve v ile A’nin yerdegisimi ile sirayla

g)»v,p = gkvl—‘l{u +gkkrl\(/p (342)
ve

gpk,v = gkkrhv + gkprliv (3 43)
denklemleri elde edilir.

(3.4.1) ve (3.4.2) denklemlerinin toplamini alip bu toplamdan (3.4.3) denklemi
¢ikarilarak;

k k k
gpv,k - gkv,p _gpl,v = gkvrpk + gkprvk + gkvrku

+ gerlv(p - gerlﬁv —gkprliv (3.4.4)
gpv,k + g)»v,p - gpk,v = 2gkyrl)ip (3 45)

denklemi elde edilir. (3.4.5) denklemini g"? ile carparak ve gg, = ozelligini

kullanarak

FE’\.V :%gVﬁ {gpv,k + v _gpk,v} (346)
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ifadesi elde edilir. (3.4.6) denklemi ile tanimlanan Christoffel baglantisinin elemanlarma

“Christoffel Sembolleri” denir.

3.5. Dirac Matrisleri ve Ozellikleri

Dirac denklemi bilindigi lizere asagidaki gibi tanimlanir:

(iy" 8,-m) y =0 (3.5.1)
burada y" matrislerine “Dirac matrisleri” denir. Dirac matrisleri 4x4’lilk matrislerdir.
Y =P ; vV =Bao , i=1,2,3 (3.5.2)
B ve yi matrislerinin 6zellikleri asagidaki gibi tanimlanir:
1. ¢°=1 () =-1 , i=1,2,3 (3.5.3)
Yani;
*u=v=0 igin;

@°’=1 (3.5.4)

*u=v=1gn;(1=1,2,3)
(yy’= -1 olur. (3.5.5)

2.9y Yy =0 (n#vise)
Yy =y (3.5.6)

Dirac matrisleri chiral temsili i¢inde;

O o° » O o
°= LY = , 3.5.7
Y [00 @) ] Y [-G‘ @) ] ( )

seklinde verilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Calisgmanin  O6nceki bolimiinde (kaynak Ozetleri) de degindigimiz gibi,
gravitasyonel alanlarin varliginda Dirac denklemini degiskenlerine ayirma problemi,
degiskenlerine aywrmayr saglayan tiim metrik tiirlerini bulma problemi olarak da
calisilabilir. Villelt (1993) tarafindan kiitlesiz Dirac denklemine ¢6ziim arayisi amaciyla

yapilan ¢alismada kozmolojik donen evren modeli ile ilgili olan metrik ele alinmistir:
ds? = -dt* + *t* (dx*+he™™ dy*+dz*)+2cte™ dydt 4.1)
(1) denklemi ile verilen metrigin agisal hiz1 asagidaki gibi tanimlanir:

w

m
= 4.2)
2ct VA +1

Bu calismada da yukardaki metrik modeli (4.1) g6z Oniinde bulundurularak

kiitlesiz Dirac parcaciklar1 i¢in uygun frekans spektrumu bulunacaktir.

4.1. Hesaplamalar

Yukarda verilen (4.1) esitligini kullanirsak metrik tensor asagidaki bigimde olur:

-1 0 cte™ 0
v 0 c’t? 0 0 @.1.1)
g - mx 2,2 2mx o
cte 0 Act7e 0
0 0 0 c’t’

Adj (g .

g,
(s,

Metrik tensoriin tersi olan g"’ ifadesini bulmak igin g =

&)

———<—esitligi kullanilirsa
det [g )
uv

yani
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- o) — o)
| ct(L+1)
1

o) o o) o)

gh = o s (4.1.2)
o)
ct(h+1) c*t’(h+1)
1
o) o) o) o0

elde edilir. Minkowski metrigi asagidaki gibi se¢ildi:

100 0
01 0 0

o 413

=90 1 0 (4.1.3)
00 0 1

Metrik tensoriin tetradlar cinsinden ifadesini bulmak icin asagidaki bagmtidan

yararlanirsak;

g, =h®hon, (4.1.4)

h¥ tetrad ifadesi asagidaki gibi elde edilir:

o~
Q o
S O
S O

hi) = - ctem 0 cte™ (A +1 0 (4.1.5)
A+1

ht =g"n;hY bagmtisindan yararlanirsak h, ifadesi asagidaki gibi elde edilir.
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1
1 0 0
VA+1
0 ! 0 0
" ct
h*; = . (4.1.6)
e
0 0 —— 0
ctA+1
0 0 0 i

ct

Egri uzay — zamanda kiitlesiz Dirac denkleminin kovaryant formu asagidaki
gibidir:

[y”(@u —ruj}wzo

(4.1.7)

burada (0,- T ) ifadesi kovaryant tiirevdir. y" ile gosterilen ifade ise Dirac matrisleridir.

Egru uzayin Dirac matrisleri asagidaki antikomiitasyon bagintisini saglar:

o vi=2g”

(4.1.8)
~(0)
Ayrica egri uzayin gama matrisleri (y") ile diiz uzayin gama matrisleri |y
asagidaki ifadeyle birbirine baglanir:
~D)
P =hy (4.1.9)

(4.1.9) esitligi (4.1.7) ifadesinde yerine yazilirsa denklem asagidaki bigimde
olur:

~(i)
{hg) v (6, —Fp)}w =0

Christoffel sembolleri asagidaki baginti ile tanimlanir:

1 v
FBM :Eg B{gpv,k +gkv,p _gpk,v

(4.1.10)

(4.1.11)

Burada (4.1.11) denklemiyle verilen Christoffel sembollerinden sifir olmayan
asagidaki bilesenler bulunur:

27



4. ARASTIRMA BULGULARI

Cizelge 4.1. Donen Godel tipi kozmolojik evren modeli igin Christoffel sembolleri bilesenleri

F(;] = F110 1
t(k + 1)
F(?1 = Fl% m
2(A+1)
r,, =T, Ace™
(x + 1)
I = rc’t
(k + 1)
F]% = FZOI e™Actm
2(A+1)
FZOZ = }LZCZtGme
(x + 1)
Iy, = Ac’t
(r+1)
F(;] = F110 l
t
F(;z = leo -me™
2ct
r,= — A me*™
F020 = e™
ct?(A+1)
F021 = F120 me™
2ct(x + 1)
F022 = F220 A
t(k + 1)
L= -ce™
(r+1)
=1 m )
L+ 2
r;, = - hee™
(A +1)
F223 = -ce™
(r+1)
F033 =TI, l
t
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Egri uzay ile diiz uzayin dalga fonksiyonlarmi birbirine baglayan 4x4’lik

matrisler olan spin tensorleri agagidaki gibi tanimlanir:
v 1 N
s =§[y”,y] (4.1.12)

Bu denklemde ilgili terimler yerine yazilarak sifir olmayan spin tensorii

bilesenleri agagidaki gibi bulunur:

Cizelge 4.2. Donen Godel tipi kozmolojik evren modeli igin spin tensorii bilesenleri

Ly yy
QU — _gl0 _ ct ctvA+1
e—mx ,YO ,Y2 e—2mx
02 @20 _ —
ST=—5"= ottt (h+IWA+]
03 30 YO ’YS + Yz ’YS
§"=-8"= ot cta+l
e Y~1 Y~2
g2 - g2 = P VA +1
13 31 ’Y] ’YS
S = —S = C2t2
e Y~2 Y~3
g8 = _§2 = A +1

(4.1.7) denklemi ile verilen I seklinde gosterilen spindr baglantilarini

hesaplamak i¢in asagidaki bagintidan yararlanilir:
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(0,h*hy —T¢, )sH (4.1.13)

Buna gore spindr baglantilariin bilesenleri asagidaki gibi bulunur:

Cizelge 4.3. Donen Godel tipi kozmolojik evren modeli igin spindr baglantisinin bilesenleri

,YO ,YZ . kyo ,YZ ~ ;\‘ e—mx ~ e—mx
Ty = tO+ WAL 2+ IWA 1 2 (A+1PVA+T e (A + 1P+
~] ~2
L myy
t(L+ 1WA+
~ o~ ~2 ~] ~O ~2 -mx
. 2cyoy1+2cv Y my'y -m62
! VA+1  8(A+1WA+1  Sct(h+1)vA+1
~ ~ mx ~] ~2 mx ~O ~2
_— _memX'YO'Y]+me Yy (2k+1)+2kce Y
27 N/ VA+1
-2
th+ 1WA +1
o 2cy~2y~3
_ 2ey’ Y+
I= /v

4.2. Kiitlesiz Dirac Denkleminin Coziimii

Kiitlesiz Dirac denklemi asagidaki gibi tanimlanir.
@, -1, )lv=0 (4.2.1)

Bu denklem (4.1.9) bagintisiin yardimiyla Einstein toplama kurali ile yazilirsa
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~(0) ~ (D -2 -3
{h?O)Y (60—F0)+h:])y (61 —l—‘])+h(22)y (62_F2)+h?3)7 (63_F3)}\V:0 (4.2.2)

bulunur.
Hesaplamalar kisminda yer alan degerler yukardaki denklemde yerine yazilirsa

kiitlesiz Dirac denklemi asagidaki sekli alir:

~(0) 1 2 1~] e—mx 2 1~3
+ 0. +—vy 0. + 0. +—vy O =0 4.2.3
! MY IR ct k+1Y vt %Y (4.23)

Burada,
d=¢"¢'*, ¥, “Woldugu géz oniinde tutulursa yukardaki denklem asagidaki

bigime doniistir:

~© 1 ~2 1 ~1 e_mx ~@ 1 ~3 ik, y+k wim
Y o+ y 0, +—7y 0, + O, +—y 0, tpe M =0 (4.2.4
A +1 e’ ct 7»+1Y v ¢ ( )

t=e" (4.2.5)

0, =—— (4.2.6)

olur. Bu ifadeyi (4.2.4) denkleminde yerine yazarsak (4.2.4) denklemi asagidaki forma

doniisiir:
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Denklemin her iki tarafi C—t ile carpilirsa:
i

JA+1le™

-0 1 1 k 2 3
{—wy —iy 0+ ( Y —w]y +k,y }(po =0 (4.2.8)

denklemine doniistir.
Bu denklemin ¢6ziimii i¢in denklem, birinci dereceden birbirine komiit olan iki

farkli islemcinin toplami olarak yazilabilir:

(K] + Kz] e=0 (4.2.9)

Burada;

A .0 2310 .3

K, :(—wy +k,y ]y Y (4.2.10)

A 1 1 (ky ]NZ 0.3

Ko=|-iy 0, + -w 42.11
( Y Draile™ Y o|v Y ( )

E=Y Y O, (4.2.12)

K, ve Ksiglemcilerinin € spindriine etkisi asagidaki bagintilar ile verilir:

Kie=-Kre=ike (4.2.13)

Burada k ayirma sabitidir.
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Yapilan hesaplamalar i¢cin asagida verilen Dirac matrisleri (Jauch ve Rohrlich

1976) kullanilacaktir:
0 (=100 (o o )
Yy = o Y =| . =1,2,3 (4.2.14)

Buna gore € spindrii i¢in asagida verilen ifade elde edilir:

—i 0)(0 -
s:( ! ]( 03](%]]:i03( q"”] (4.2.15)
0 i){o; 0 ) oy Por

A A

Ki e =ik ¢ denkleminde K ve ¢ degerlerini yerine yazarsak,

0 2303 s -
(—wy +k,y ]y Y ic{ Ozjzikic{ 02] (4.2.16)
Qo Qo

seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklem uygun bigimde diizenlenirse,

-1k, 0304, + 0w, = —iko,, (4.2.17)
-0,wo,, —-ik, 030, =ik ¢, (4.2.18)

Bu iki denklemin ¢éziimiinden agagidaki baginti elde edilir:
k*=k:-W? (4.2.19)

(4.2.10) ve (4.2.15) ifadeleri goz Oniinde bulundurularak € spinorii asagida

verilen sekilde yazilabilir:
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Buna gore ¢ ifadesi asagidaki gibi yazilabilir:

4

Burada ¢ ifadesi asagidaki gibi yazilabilir:

o

p
—iw
k. +k

X

™
I

o500

—1iw
k +k

;P

Burada o, Pauli spin matrisidir ve asagidaki gibi ifade edilir:

1 0
c:
lo -1

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

Bu ifadeyi (4.2.20) matrisinde yerine yazarsak € spindrii i¢in asagidaki ifade elde

edilir:

—iw
o
k. +k

X

—iw
k +k
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Simdi (4.2.13) denklemini ele alalim:
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Koe=-ike (4.2.25)
Burada;

A 'Nl 0.3 1 k .2 .03

Kz:(—w Y Y 6X+m(ez —w]y Y Y (4.2.26)

seklindedir. Bu ifade de yer alan Dirac matrisleri ise asagidaki gibidir:

i 000 0 0 0 1
o | 0=i o0l < o 010
"Slooio " o1 00 (4.2.27)
00 i 10 0 0
0 0 0 -i 0 01 0
210 0 i of < |0 00 -1
- Ly = (4.2.28)
0 i 0 0 10 0 0
i 0 0 0 0 -1 0

Bu matrislerle islem yapildiginda (4.2.26) denkleminden asagidaki gibi

ciftlenimli iki denklem elde edilmis olunur:

da, vk g B—iko =0 (4.2.29)
| dx  JA+1(e™ | o
a1 (k, ] .

C 2 wla+ikp=0 4.2.30
i rﬂ(em ] p (4.230)

(4.2.29) denkleminden o’y1 B cinsinden yazip (4.2.30) denkleminde yerine

yazarsak asagidaki denklemi elde ederiz:

dx? e"‘*«/k+1B-ezmx(k+l)_(k+l)

{dzﬁ_ m,, P wB gty 4.2.31)
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Burada y =™ doniisiimiinii uygularsak,

Y me™ = —my (4.2.32)
dx
B _dy dp__ 9B (4.2.33)
dx dx dy dy

2 2
d [3 —mly dap +miy? d_E (4.2.34)
dx dy dy

buluruz.

Bu ifadeleri (4.2.31) denkleminde yerine yazarsak asagidaki denklemi elde

ederiz:

2 k 2 2 2 2
mey? OB ey B P YRy wyB g (4.2.35)
dy dy “a+1 (a+1)  (A+1)

Denklem diizenlenirse:

2 k k2 2 2
dp Ldp | & 5w K 50 4236
dy’ ydy (myva+1 m*(A+1) m’y’(A+1) m’y

dp

Burada — v terimini yok etmek i¢in f=z.y™"? déniisiimiinii uygulayalim:
y day

d—B:y_”2 %—ly_m.z (4.2.37)

dy dy 2

dZB -12 d_ZZ_ -3/2 %4— 3 y—5/2

— Z 4.2.38
dy2 Y dy2 Y dy 4 ( )
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Bu ifadeler (4.2.36) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki denklem elde edilir:

d’ 1 k ky? ? k?
| Y= _17-0 (4239
dy 4y myvJA+1 m (k+1) m’y (k+1) m-y

Whittaker denklemi asagidaki gibi ifade edilir:

y=0 (4.2.40)

|
2 P
d_f+ —n—ﬂ+4—2 2=0 (4.2.41)
dy y y
ky? ,  k? w?
) R () (3242

seklinde bir denklem meydana gelir. Bu denklemin ¢oziimii Whittaker fonksiyonlari

cinsinden verilir. Whittaker fonksiyonu asagidaki gibidir:
v=cM,, (z)+ C, Wy, (z) (4.2.43)

Buna gore (4.2.41) denkleminin ¢6ziimii asagidaki gibi olur:

z(y)= C]M(-%,H,Zyﬂ] + czw(-%,u,zy\/ﬁ ] (4.2.44)

Yani,
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1 |Kk? w? 2k, y
zZly)=cM| -—, | —+ , Y 4.2.45
(Y) : 2 \/m2 mz(k+1) my/A+1 ( )
1 |k w? 2k y
W -—, . 5t ,
2\ m* m?’(A+1) myr+1

Simdi de Whittaker fonksiyonlarmi M(k, m, z) seklindeki confluent

hypergeometrik fonksiyonlar cinsinden yazacagiz. Buna gore,

k—>_—1
2

k’ w’
m-.|—+——= 4.2.46
\/m2 mz(k+1) ( )

2k

y

mvA+1 Y

Z—>

dontsiimii g6z oOniinde bulundurularak M, ,(y) seklindeki confluent hypergeometric

fonksiyon asagidaki gibi yazilir:

k2 w?
N V2 "2 o)

_ 72 2 2
:em\/ﬁy ﬂ F] 1+ k_2+2W—
my/A+1 m”> m’(A+1)

2 2 2k
142 k_2+ w5y (4.2.47)
m?  m?(A+1) myA+1

4.3. Dirac Parcaciklarinin Frekansinin Kuantumlanmasi

2 2

Denklem (4.2.47) ile verilen \/_2+W—

1fadesini 0z Oniinde
m’ m’ (k + 1) s

bulunduralim. Burada,
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k*=k *—w? 4.3.1)

z

seklindedir. Bu ifadeyi, kokli ifadede yerine yazip ifadeyi W/inz ’ ‘ye esitlersek w i¢in

asagidaki bagint1 meydana gelir:

k 2
w = 1/% my|—5—n’ (n: tamsay1) (4.3.2)
m

Burada son terimin anlamli olmasi i¢in

Z_>n (4.3.3)

sart1 saglanmalidir.

Buna gore:

K 2y B’ (B= tamsay1) (4.3.4)

2 —
olmalidir. Boylece frekans ifadesi asagidaki gibi olur.
w=,—m§p (4.3.5)

Bu ifadeden Dirac parcaciklarmin frekans spektrumunun kuantumlu oldugu

sonucuna variriz.
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5. TARTISMA VE SONUC

Yukari atilan bir cisim bir siire sonra doner ve yere diiser. [rmaklar hep yukardan
asagiya dogru akar. Bunun agiklamasin1 “yercekimi” olarak yapariz. Bu, tiim kiitleli
nesnelerde, gezegenlerde ve yildizda varolan bir kuvvettir ve ona “kiitle c¢ekimi”
diyoruz. Bu ¢ekim, en yogun cisimleri ve boslugu esit oranda donatir. Uzaklikla azalir
ama hicbir sekilde kaybolmaz. Atmosferi yerkiirenin ¢evresinde tutan kuvvet ya da
bizim evren bosluguna ugup gitmemizi engelleyen kuvvet, Diinya’nin uyguladig kiitle
cekimi kuvvetidir. Insanoglu ¢ok eski zamanlarda da kiitle ¢ekimini sezmis ve onu
hesaba katmis olmalidir. Fakat kiitle ¢ekimi i¢in ilk bilimsel kuram gelistiren ve bunu,
evreni kapsayacak kadar genisleten biiyiik Ingiliz bilimcisi Sir Isaac Newton’dur.

Newton’un evrensel ¢ekim yasasi, fizikteki en 6nemli doniim noktalarindan
biridir. Bu yasa, diinya daki tiim maddelerin hatta yildizlarin, gezegenlerin ve
galaksilerin kiitle ¢ekimi etkisiyle evrende nasil hareket ettigini hesaplamamiza yarar.
Fakat bu yasa kiitle ¢ekiminin ne oldugu ya da nasil g¢alistigi hakkinda yetersiz
kalmaktadir. Einstein’in 6zel ve genel gorelilik kuramlari ise kiitle ¢ekiminin ne oldugu
ya da nasil calistig1 hakkinda bilgi verse de ¢ok yogun ve c¢ok kiiciik ortamlarda kiitle
cekiminin nasil isledigine dair sorular1 yanitsiz birakmaktadir. Fakat biz Diinya’nin
baslangici kabul edilen Biiyiik Patlama Olay1 — ki bu anda evren inanilmaz kiigiik ve
yogundu — ile her seyin nasil basladigini bilmek istiyorsak bu en kiiciik mesafelerde
yer¢ekiminin nasil isledigini bilmek zorundayiz. Eger kiitle ¢cekiminin en kii¢iik atomalti
parcaciklarda nasil calistigini agiklayabilirsek o zaman belki Einstein ve Newton’un
basladiklar1 ¢alismay1 bitirip bu gizemli ¢ekim giiciinlin tam bir resmini ortaya
koyabiliriz. Aradigimiz bu sorulara yanit bulmak i¢in ise kuantum — gravite kuramini
g6z oniinde bulundurmaliy1z.

Egri uzay / zamandaki kuantum etkileri ¢aligmasi, kiitle ¢ekiminin madde ile
etkilesimini anlamanin baslica yoludur. Egru uzay-zamandaki kuantum etkilerini analiz
etmek icin ise uzay — zamandaki goreli dalga denklemlerinin tam ¢6zlimiiniin detayli
arastirmasi gereklidir.

Bu calismada, Genel Gorelilik Kurami’nda sabit olmayan Godel tipi kozmolojik
evrende relativistik pargaciklarm kuantum denklemleri olan Schrodinger, Klein —

Gordon ve Dirac denklemleri hakkinda kisa bilgiler ve bagmtilar verildi. Diger
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taraftan egri uzay — zamandaki kuantum etkileri ¢alismasi yani kiitle ¢ekiminin madde
ile etkilesmesinin daha kolay anlasilabilmesi i¢in kiitle ¢ekimi hakkinda bazi bilgiler
verildi. Materyal ve metod kisminda, hesaplamalarda kullanilan Genel Gorelilik
kuramindaki terimler ve bagintilar agiklandi. Arastirma Bulgular1 kisminda ise donen
Godel — tipi kozmolojik evren modeli ile ilgili olan metrik ele alinarak Dirac denklemi
analiz edildi. Genel Gorelilik kiitle ¢ekiminde kiitlesiz Dirac denklemi i¢in bulunan
coziimlerin degiskenlerine ayirma yoluyla verilen ayn1 metrige gore yapilan ¢oziimler
ile tutarli oldugu gorildii. Elde edilen diferansiyel denklem c¢oziimlerinden Dirac

parcaciklarinin frekans spektrumunun kuantumlanmasi elde edildi.

w=,—mp (P= tamsay1) (5.1)

Bu tezde elde edilen sonuglar egri uzay — zamanda goreli dalga denklemlerinin
tam ¢Oziimiiniin, egri uzay — zamandaki kuantum etkilerini analiz etmek i¢in gerekli
oldugunu vurgular niteliktedir. Dolayisiyla bulunan sonuglar, genisleyen egri uzay —

zamanda kuantum alan teorisinin tartigilmasi i¢in kullanilabilir.
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