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OZET

DEGISKEN USTLU LEBESGUE UZAYLARINDA L*V(Q)
HARDY OPERATORUNUN SINIRLILIGI

YUKSEK LISANS TEZI
Mustafa Ozgiir KELES

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2011

Bu yiiksek lisans tezinde Hardy operatoriiniin degisken iistlii Lebesgue uzaylarindaki
smirlihigr ile ilgili ¢esitli kosullar ve ilgili Hardy tipli esitsizlikler incelenmistir.

Birinci boliimde, Hardy operatoriiniin ve Hardy esitsizliginin tarihsel gelisimi ve
uygulama alanlarindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde bu tezde kullanacagimiz temel tamimlar tanitilarak ilgili teoremlere yer
verilmistir.

Uciincii boliimde Orlicz uzaylar1 (L) ve degisken iistlii Lebesgue uzaylari (Lp('))
tamitilmug, degisken istlii Lebesgue uzaylarmin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Dérdiincii boliimde oncelikli olarak klasik Lebesgue uzaylarmda ( LP) Hardy operatorii
ve Hardy tipli esitsizliklere yer verilmis, sonrasinda ise Orlicz uzaylarinda Hardy operatdrii ve
Hardy esitsizlikleri 6zetle tanitilmistir.

Besinci boliimde Hardy operatoriiniin degisken iistlii Lebesgue uzaylarindaki smnirliligy,
yapilmig olan bazi ¢alismalarin yardimiyla ifade edilmeye ¢aligilmustir.
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This postgraduate thesis deals with boundedness of Hardy operator in variable exponent
Lebesgue spaces and related Hardy-type inequalities.

In Chapter 1 an overview of development and application areas of Hardy operator and
Hardy inequalities are mentioned.

In Chapter 2 basic concepts and related theorems used in this thesis are described.
In Chapter 3 Orlicz spaces (L?) and variable exponent Lebesgue spaces ( Lp(')) are
discribed and some properties of variable exponent Lebesgue spaces are examined.

In Chapter 4 before all else Hardy operators and Hardy inequalities in classical Lebesgue
spaces (LP) are examined and then these are briefly represented in Orlicz spaces.

In Chapter 5 the boundedness of Hardy operators and Hardy inequalities in variable
exponent Lebesgue spaces are tried to express by the means of some studies.

Vi
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1. GIRIS

1900’14 yillarin baginda David Hilbert tarafindan Hilbert esitsizligi olarak bilinen ve
asagida verilen (1.1) esitsizligi ifade edildi ve bundan sonra bir¢ok matematikg¢i bu esitsizligin
farkli ispatlar1 lizerinde calist1.

Teorem 1.1. [Hilbert esitsizligi]. a,>0 ve a,>0 olmak iizere efer » a2 <o Ve
m=1

o0 ; o0 o0 a b .
> b2 <oo ise bu durumda » > " serisi yakinsaktir.
+N

m=1 m=1n=1

Dabha acik olarak;

Syah (s z[ibzf @
“min = '

esitsizligi 7 milkemmel sabitiyle saglanir.

Hilbert esitsizliginin farkli ve daha kolay bir ispatin1 yapmak amaciyla G.H. Hardy 1920
[27] yilinda bugiin Hardy esitsizligi olarak bilinen esitsizligin integral formunu ve 1925 yilinda
yayinladig1 inlii makalesinde de bu esitsizligin diziler igin olan formunu ispatlariyla birlikte
vermistir. Literatlirde bu esitsizliklere siirekli Hardy esitsizligi ve kesikli Hardy esitsizligi
denmektedir. Dordiincii boliimde de bahsedecegimiz gibi G.H. Hardy’nin bu ¢alismalarindan
sonra birgok matematik¢i Hardy esitsizliginin farkli durumlari tizerinde ¢aligmustir.

Sabit iistler i¢in Hardy esitsizligi klasik bir konudur. Bu zamana kadar Hardy operatorii
icin tam bir agirlik teorisi kuruldugu sdylenebilir. Bilinen sonuglarin ilgi ¢ekici bir kronolojisini
sOyle siralayabiliriz: [2, 4, 8, 12]. [11, 36, 63]’de 1< p< (g <o durumunun maksimum {izerinde
bir parametreli bir probleme doniistiigii gosterilirken, [25, 63]’de O0<q<p, 1<p<w
durumunda bir has olmayan (improper) integralin yakinsakligina doniistliigii gosterilmistir. Ayni
esitsizligi tanmimlamak i¢in farkli kriterlerin miimkiin oldugunu hatirlatmak uygun olacaktir.
[bkz. 2, 4, 6, 12, 14, 15]

Hardy esitsizliginin bu kadar ¢ok bilim adamu tarafindan farkli kosullar altinda ¢alisilmig
olmasinin nedeni ise bu esitsizligin matematigin bir¢ok alaninda uygulamasinin olmasidir. Bu
alanlarin baslicalarini sdyle siralayabiliriz:

1. Adi diferansiyel denklemler teorisi
e Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin salinimi,

o  Kestirim problemleri,

e L?de diferansiyel operatorler teorisi,
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e Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi,
e Sturm-Liouville Problemleri,

2. Fonksiyonel Analiz
e Agirlikli Sobolev uzaylari i¢in gémiilme teoremleri,
e  Operatorler i¢in interpolasyon teorisi,

3. Kompleks fonksiyonlar teorisi
e Laplace doniisiimii teorisi,
e Fourier seriler teorisi [34 s. 175].

Ayrica Hardy esitsizlikleri fizikteki en bilinen 6rnegi olarak elektroreolojik akiskanlarin

davraniglariin matematiksel ifadesinde [39] uygulama alani bulmustur.
1931 yilinda W. Orlicz [69] tarafindan degisken iistlii Lebesgue uzayinin L") (Q) tanimi

yapildiktan sonra, bu uzay matematigin harmonik analiz, fonksiyonel analiz, varyasyonel analiz,
operator teorisi, nonlineer analiz, kismi diferansiyel denklemler teorisi, sinir deger problemleri,
matematik modelleme ve integral denklemler gibi bir¢ok alanindaki uygulamalarda yer almustir.

Lebesgue uzaylaridaki 6zgiin fikir ve yaklagimlarin, integral operatdrler teorisine [1, 7,
16, 35, 41-43,51] ve non-Newton sistemler teorisine son bir uygulamasi ile, Hardy tipli

esitsizliklerin degisken {istlii Lebesgue uzaylarinda incelenmesi miimkiin kilinmistir. Bu

yaklasimlarin 1s1ginda klasik sonuglar L°V (}R”) uzaylar1 normlariyla etkili bir sekilde yeniden

formiile edilebilir [17, 44, 51]. Bu gelismelerle birlikte degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda
Hardy operatoriiniin kompaktlik, simrlilik gibi ozellikleri ve ilgili olarak Hardy esitsizlikleri
hakkinda bir¢ok bilim adamu tarafindan ¢esitli caligmalar yapilmugtir. [2-5, 10, 12, 17, 18, 21-
24, 30, 37, 40, 45, 46, 51-53, 55-60, 64-67, 73]. Sonug¢ olarak Hardy esitsizligi ile ilgili gok
sayida kitap yazilmistir. Bu kitaplarin baslicalari:
1. Kilasik esitsizlikler iizerine Hardy-L ittlewood-Polya [29];
2. B. Opicand A. Kufner [12];
3. A. Kufner and L.-E. Persson [5];
4. Hardy esitsizliginin tarihsel gelisimi iizerine bir kitapcik niteligindeki
calismalariyla A.Kufner, L. Malingranda, L.E. Persson [6];
5. Hardy esitsizliginin detayh tarihsel gelisimi ve Hardy esitsizligi hakkinda yeni
bilgileri igeren A. Kufner, L. Maligranda, L.E. Persson [4] seklindedir.
Giiniimiizde Hardy operatorii ve Hardy tipli esitsizlikler ile ilgili ¢alismalar hem degisken

iistlii Lebesgue uzaylarinda hem de diger bir¢ok fonksiyon uzaylarinda devam etmektedir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde metrik, metrik uzay, norm, normlu uzay, operator, Lebesgue integrali, klasik
Lebesgue uzaylar1 ve ozellikleri ile bazi temel teorem ve esitsizlikler ispatlari olmadan

verilecektir.
2.1. Metrik Uzay

X', elemanlar1 U,V,W,... olan bir kiime olsun. X x X Kartezyen ¢arpiminda tanimli negatif

olmayan bir p fonksiyonu asagidaki aksiyomlar: sagliyorsa p ’ya bir metrik denir.
(i) p(u,v)=0 ancak ve ancak u=v ise

(i)  p(uv)=p(vu)

(i) p(uv)<p(u,w)+p(wv)

0, X de taniml bir metrik olmak iizere (X, p) ¢iftine bir metrik uzay denir.
(X, p) metrik uzayinda bir dizi {Xn} olsun.

(@) xe X olmak tizere her & >0 sayisina karsilik gelen her n> N igin
p(xx)<e

olacak sekilde bir N € N varsa {Xn} dizisi X e X e yakinsar (ya da {Xn} dizisi yakinsaktir)

denir. Bu durumda

limx, =x
N>
veya
X, —> X
yazilir.

(b.) Her & > 0 sayisina karsilik her m,n> N igin

P(Xy X, ) <&
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olacak bigimde bir N eN varsa {x,} dizisine bir temel dizi (veya Cauchy dizisi) denir.

Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir, ancak tersi dogru degildir.

(X, p) bir metrik uzayi olsun. Herhangi X € X noktasi ve herhangi r >0 sayisi igin

B.(x)={yeX:p(xy)<r}

kiimesine X merkezli r yarigapl agik yuvar (agik top),

B.(x)={yeX:p(xy)<r}

kiimesine X merkezli r yarigapl kapali yuvar (kapali top),

S ={yeX:p(xy)=r}
kiimesine X merkezli r yarigapl kiire yiizeyi (sphere) denir.

(X, p) bir metrik uzay ve Ac X olsun.

a. Her X,yeA igin p(X, y)<c olacak bigimde bir ¢ >0 sayisi varsa A

smirlidir denir.

b. X e A noktasi igin B, (X) c A olacak sekilde bir £ >0 sayis1 varsa X e A

nin bir i¢ noktasi denir ve A mnin biitin i¢ noktalar1 A ile gosterilir.

Her bir X € A noktasi i¢in B, (X) c A olacak bigimde bir & >0 sayis1 varsa

(yani A nmn her noktasi bir i¢ nokta ise) A bir agk kiimedir denir.
Bir X € A noktasi igin X i kapsayan herhangi bir agik kiimeye X noktasimin bir

komsulugu denir.

c.  X\A kiimesi agik ise A kapalidir.

d. xeX olsun. Her £>0 i¢in p(X,y)<é& olacak bigimde bir ye A varsa

(denk olacak bigimde Y, —> X olacak bigimde bir {y,} < A dizisi varsa) x e

A nin bir kapanis noktasi denir.

e. A kiimesinin biitiin kapanis noktalarinin kiimesi A ile gosterilir ve A nin

kapanis1 olarak adlandirilir.
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f. AcBc X olmak iizere eger her bir ve B ve £>0 igin ||v—u||x <&

olacak sekilde bir ue A varsa A ya B de yogundur denir. A= X scklinde

gosterilir.

2.2 Norm ve Normlu Uzay

X elemanlar1 U,V,W,... olan bir kiime olsun. X de toplama islemi tanimli olsun, yani

U,V cifti igin U,V nin toplamina karsilik gelen ve U+V ile gosterilen bir
w=u+V

we X olsun. Ayrica X de skalerle ¢arpim tanimli olsun, yani her reel (kompleks) A (skaler)
sayist ve Ue X e karsilik U nun A —Katiolarak adlandirilan ve Au (veya A.U) olarak

yazilan bir
w=Au
we X olsun.

Toplama ve skalerle ¢arpma islemlerinin tanimli oldugu bir X kiimesi eger asagidaki

aksiyomlar1 sagliyorsa bir reel (kompleks) vektor uzayr denir.
@i) u+v=v+u;
(i)  u+(v+w)=(U+Vv)+w;

(iii.) X de yer alan ve @ ile gosterilen tek bir sifir eleman1 vardir 6yle ki her

Ue X igin
u+é=u;
(iv.)  herue X icin X de —Uile gosterilen tek bir eleman vardir dyle ki
u+(-u)=46;
v.) Au+v)=Au+Av, LeR(1€C);
i) A+wu=u+uu, A, ueR(A,ueC);
(vii)  AQuu) =AU, L, ueR(A,uecC);
(viii.)  lu=u;

(ix) Ou=4a
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X bir vektor uzay: olmak iizere, X de tammli negatif olmayan ve ue X deki degeri |uf| ile

gosterilen fonksiyon eger asagidaki aksiyomlari sagliyorsa u fonksiyonuna norm denir.

i.  |u|=0 ancak ve ancak u=6 (6, X vektdr uzaymn sifir vektorii.)
ii.  ||Au|=|||u| (homojenlik aksiyomu)

iil. ||u + V|| < ||u|| + ||V|| (iggen esitsizligi)

Normu || olan bir X vektér uzayma normlu lineer uzay denir. ||u sayisma ue X in

normu denir.
Eger normun X vektér uzaymnda oldugu belirtilmesi gerekiyorsa ||u| gosterimi yerine

|ul, gdsterimi kullamlir. Bazi durumlarda X normlu lineer uzay (X’””x) ile gosterilir.

Eger |||| fonksiyonu sadece (ii) ve (iii) aksiyomlarimi sagliyorsa buna yari-norm

(seminorm veya bazen pseudonorm) denir.

X bir reel (veya kompleks) vektor uzayr olsun. X x X Kkartezyen ¢arpiminda tanimli
(u,v), ue X, ve X sirah ikilisindeki degeri <u,v> seklinde gosterilen fonksiyon asagidaki

aksiyomlar1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim denir.
i) (u+v,w)=(u,w)+(v,w);
(i) (Au,v)=4(u,v), 1eR(veyaleC);
(i) (u,v)=(v,u);
(v) (u,v)>0, u=80 ise

I¢ carpima sahip bir vektor uzayma bir I¢ Carpim Uzay1 (veya pre-Hilbert Uzay1) denir.

Bir M — X altkiimesi i¢in eger M = X ise M (X icinde ) yogundur denir. Normlu

lineer bir X uzaymn sayilabilir bir yogun M < X altkiimesi varsa X ayrilabilirdir denir.

Her temel dizinin (Cauchy dizisinin) ( X de) yakinsak oldugu X normlu lineer uzayina

tam uzay denir. Tam normlu lineer uzaya ise Banach uzay1 denir.
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X, <u,v> i¢c carpimiyla bir i¢ ¢carpim uzay1 ve ||u|| = <u,v>% normuna gore tam olsun,
bu durumda X e bir Hilbert uzay: denir.
X normlu lineer uzayimnin kapali, lineer bir alt kiimesine X in bir alt uzay1 denir.

Eger M deki her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa (yani limiti X de olan bir dizi) X
deki M kiimesine 6n kompakt denir. Eger M kapali ve 6n kompaktsa M ye kompakt denir.

Teorem 2.2.1.[Heine-Borel Teoremi] Bir E — R" kiimesinin kompakt olabilmesi

icin gerek ve yeter sart E kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir.

2.3. Operator ve Fonksiyonel

X, Y aymt K  cismi tzerinde tamimli  iki  vektér uzayr  olsun.

L: D(L) cX—> R(L) Y dontgimi D(L) alt uzaymndaki bir U elemanini Y uzayindaki
bir tek elemana gotiiriiyorsa, bu durumda L ye operator , D(L) ye L operatoriiniin tanim

kiimesi ve R ( L) ye de L operatoriiniin deger kiimesi denir.

D(L)c X, X in bir alt uzayi olmak iizere, L:D(L)< X —Y operatdriine her
x,yeD(L) ve a,BeK i¢in L(ax+pBy)=alL(x)+pL(y) kosuluyla birlikte lineer
operator denir.

L: X —Y bir operatdr olmak iizere. Eger her xe X i¢in Lx=0 oluyorsa L ’ye sifir
operatOrii ve eger her xe X i¢in Lx=x oluyorsa L’ye 6zdeslik operatorii veya birim

operator denir. Birim operator genellikle | ile gosterilir.
{u,} €D(L) ve ue D(L) olmak iizere her {u,} dizisiigin; X de u, —»u olmasi
Y de L(un) — Lu olmasimi belirtiyorsa L operatoriine siireklidir denir.

Stirekli lineer operatdrler icin normdan (bagska bir degisle operatér normundan)

bahsedebiliriz. L, X den Y ye bir siirekli lineer operatér olsun. Bu durumda

L= sup | tul,

seklinde tanimlidir, burada supremum tiim D(L) tizerinde alinmugtir 6yle ki ||u|| L <ldir. L

nin normu i¢in asagidaki formiiller cogu zaman kullanighdir:
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[leul,
)l

L= sup [Lul, = sup

H Hx

L:D(L)c X —Y operatorii ve M >0 sayis1 igin eger
Lully <Ml

oluyorsa L operatoriine sinirli operator denir.

Teorem 2.3.1. Lineer bir L operatérii smirhidir eger, Sup||Lu||Y <oo, burada

supremum tim D ( L) tizerinde alinmigtir 6yle ki ||u|| , <ldir.

Teorem 2.3.2. Lineer bir operator ancak ve ancak siirekli ise sinirlidir.

Teorem 2.3.3.[Banach Teoremi (Ters Operatoriin Siirekliligi Uzerine)] X,Y Banach

uzaylari, L, D(L) =X (ve R(L) =Y ) olan X den Y ye lineer bir operatér olsun. L nin
siirekli ve L™ in var oldugunu varsayalim. Bu durumda L siireklidir.

L, X normlu lineer uzaymndan Y normlu lineer uzayma bir lineer operator ve

D(L): X olsun. Eger L operatérii X deki her sinirh kiimeyi Y deki 6n kompakt bir

kiimeye gotiiriiyorsa yani, Ac X sinirh kiimesi i¢gin L(A)cY 6n kompakt ise L

operatoriine kompakt operator veya tamamen siirekli operator denir.

Teorem 2.3.4. [Banach-Steinhaus Teoremi (Diizgiin Simrhlik Prensibi)] X bir Banach

uzay1 ve Y normlu lineer uzay ve {T n} X den Y ye tanimli sinirh (siirekli) bir operatorler

dizisi olsun. Her xe X igin {”T nX||} dizisi smirli ise o zaman normlarin {”Tn ||} dizisi de

sinirhidir, yani her X € X igin C, bir reel say1 olmak iizere
sup|T, x| <c, <oo
neN

ise 0 zaman

sup|T,[|<c <o
neN

olacak sekilde bir ¢ € R vardir.
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Aymi K cismi iizerinde tanimli X ve Y lineer uzaylari icin D (T) =X ve R(T ) =Y

olan X den Y ye siirekli lineer bir operatér T operatorii var ve bunun tersi olan T ™ operatorii
var ve siirekli ise X veY ye izomorfik ve T ye de X ve Y arasinda izomorfik doniisiim

veya kisaca izomorfizm denir.
(X : p) ve (Y , O') birer metrik uzay olmak tizere, her X,y € X gifti i¢in D(T) =X,
R (T ) =Y ve
p(xy)=o(TxTy)
olan bir T operatorii varsa X ve Y ye izometrik denir.
X,Y normlu lineer uzaylar olmak iizere eger her U,ve X gifti igin D(T) =X,
R(T)=Y ve
Ju=vil, =[Tu-Tv],

olacak sekilde bir T lineer operatorii varsa X,Y ye izometri olarak izomorfik denir. izometrik

olarak izomorfik iki uzak izometriktir.

X,Y iki normlu lineer uzay X <Y ve I D(I1)=R(1)=X olan birim operatdr

olsun. Eger I apagik lineer ve ek olarak siirekli ise bu durumda | gomiilme operatérii ya da

kisaca gomiilme olarak adlandirilir ve X —Y ile gosterilir.

Eger eg zamanli olarak X —»Y veY —> X ise X 2Y yazilr.

Gomiilmenin stirekliligi, her U € X i¢in

Jull <clul

olmasini gerektirir.

X in bir vektor uzayi, ||1 ve ||||2 nin X de iki norm oldugunu varsayalim. Eger, tiim

ue X lerigin
clull, <[ul < d]ul,

olacak sekilde ¢>0,d >0 sayilar1 varsa bu iki norma denk norm denir. Sonlu boyutlu bir

uzayda tiim normlar denktir.
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Baska bir degisle ||||1 ve ||||2 normlarinin denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(X,||.||1)ﬁ(x,||.||2) olmasidir. Ozel olarak (X,””l) den (X,||||2) ye olan gomiilme bir
izomorfizmdir.

X reel (kompleks) normlu lineer bir uzay ve Y reel eksen R (kompleks diizlem C)

olsun. X den Y ye lineer operatore reel (kompleks) lineer fonksiyonel denir.

Teorem 2.3.5. [Hahn-Banach Teoremi] ¢, X de yogun olan lineer M kiimesi

tizerinde tanimli lineer siirekli bir fonksiyonel olsun. Bu durumda X {izerinde tanimli Gyle tek

bir stirekli lineer @ fonksiyoneli vardir ki
ueM igin @(u)=gp(u) ve |@|=]¢| dir.

Teorem 2.3.6. X de tanimh tiim siirekli fonksiyonellerin kiimesini F ile gosterelim.

Bu durumda ¢, € F ve A4 bir skaler olmak tizere toplama

(p+y)(U)=p(u)+y(u)
ve skaler ¢arpim
(Ap)(U) = Ap(u)

islemlerinin tammlanmasiyla F bir vektor uzayi belirtir. Dahast ¢ € F nin normunu

ol = suple (u)

formiiliiyle tamimlarsak F normlu lineer bir uzay olur. Bu uzaya X in duali denir ve X" ile
gosterilir. Bagka bir deyisle bir X normlu lineer uzay: tizerindeki tim lineer fonksiyoneller

uzayma X in duali denir.

Teorem 2.3.7. X normlu lineer bir uzay ise X~ bir Banach uzayidur.

Teorem 2.3.7. X bir normlu lineer uzay ve {u,} X ’de tanimh bir dizi olsun. Eger her
pe X igin rl}m o(u,) = ¢(u) ise bu durumda u, dizisi u € X ’e zayif yakinsar denir ve

w

u——mu

n

ile gosterilir. Her zayif yakinsak dizi sinirhidir.

Teorem 2.3.8. X bir Banach uzayi ve X~ de duali olsun. Bu durumda X in duali
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seklinde tanimlanir. Eger X~ = X ise bu durumda X ’e refleksivdir denir.

2.4. Lebesgue Integrali ve Tlgili Teoremler

Lebesgue uzaymi (L") tanimlamadan once, Lebesgue integralini tammlayarak bu
integralden faydalanilarak ortaya ¢ikarilan bazi 6nemli teoremleri yazalim.

E olgilebilir bir kiime ve f(X) bu kiime tizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Eger her
xeR sayisi igin f(X)>x olan xeE noktalarmm kiimesi ( E[f (X) > K‘]) Olgiilebilir ise
f(x)’e Lebesgue olgiilebilir yada sadece Olgiilebilir fonksiyon denir. Bu tammdan ve E
kiimesinin olgiilebilir olmasindan faydalanarak, E[ f(x)< K:| , E[ f(x)< K:l , E[ f(x)> K:l
kiimelerinden herhangi birinin her x€R sayisi igin Olgiilebilir olmasinin E[f(X)>K] ile
esdeger oldugunu sodyleyebiliriz.

Teorem 2.4.1. [Luzin Teoremi] Q< R" &lgiilebilir, f fonksiyonu Q iizerinde
hemen hemen her (h.h.h.) yerde tanimlanmis olsun. Bu durumda f 'nin Q iizerinde 6lgiilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ >0 igin f ’nin Q—M ’ye kisitlamas1 Q— M °de siirekli

olacak sekilde (M) < & olan bir M < Q agik kiimesinin bulunmasidir.

f(x), (ab) arahgmnda simirh ve dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Farz edelim ki
a< f(x)< S olan «,f sayilari var. «’dan g ’ya olan araligi y,,Y,,..., Y, , degerleri segerek

a=Y, <Yy, <Y,<..<Y,,<Y,=0 olan n araliga bolelim. Bu noktalar, sekil 2.1.’de de

goriildiigii gibi, geometrik olarak y eksenindeki noktalara karsilik gelmektedir.

Yy
Yn =B ——————— —
yn-—]_ —————————————————————
Ybs [ e e e e e —i
Yp—p—— e e - 1
]
|
) ‘;
-
T RS, S A a4
. il
E
B g
a b

Sekil 2.4.1. Lebesgue Integralinin Geometrik Yorumu
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E. (k=12,...n), Vi < F(X) <y, olan  tiim x’lerin  kiimesi  yani;

E ={x:y,<f(X)<y.}, k=12,..,n olsun.

f (x) olciilebilir oldugundan bu kiimeler de dlgiilebilirdir ve kolayca goriilebilecegi gibi

ayriktir.
S=>vy.u(E)ve s=>y,,.u(E,) seklinde tanimlanan alt ve iist toplamlar1 goz
k=1 k=1
oniinde bulunduralim. Pargalanmay1 cesitlendirerek S ve s’nin farkli degerlerinin

kiimesini elde ederiz. Miimkiin olan tiim parg¢alanmalar i¢in | =infS ve J =sups olsun.

Her zaman var olan bu degerler f(x) fonksiyonunun (a,b) araligindaki alt ve iist

Lebesgue integralleri olarak adlandirilir ve 1=

Pryl — ]

b
f(x)dx, J :If(x)dx ile gosterilir.
Eger 1=J ise f(x) fonksiyonu (a,b) araliginda Lebesgue integrallenebilirdir denir ve

b
bu deger I f(x)dx ile gosterilir.

Teorem 2.4.2. [Levi Teoremi] {f }, olcilebilir bir QcR" kiimesi iizerinde

Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi, 6yle ki h.h.h. X € Q i¢in

fL(x)<f(x)<..<f (X)<f (X)<..ve

g_[ft(x)dx>—oo

olsun.

Bu durumda h.h.h. X € Q i¢in

f(x)=lim f, (x)

nN—o0

limiti vardir, f fonksiyonu integrallenebilirdir ve

lim f, (x)dx =lim fn(x)dx=j f (x)dx

nN—oo n—oo
Q

esitliklerinin her ti¢ii de mevcuttur.

10
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Teorem 2.4.3. [Lebesgue Dominant Yakinsama Teoremi (Lebesgue

Dominated Convergence Theorem)] {f }, dlciilebilir bir QcR" kiimesi iizerinde

Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlarin h.h.h. X € Q i¢in f (X) ’e yakinsayan bir dizisi olsun.

Farzedelim ki Q {izerinde sonlu Lebesgue integrali olan ve her n € N i¢in

olan bir g (x) fonksiyonu bulunsun.

Bu durumda f,(n) ve f (n=1,2,...) her ikisi de sonlu Lebesgue integraline sahiptir

ve

J.f(x)dx=lim f, (x)dx

N—o0

dir.

Teorem 2.4.4. [Fatou Teoremi] {fn}, Q’de nonnegatif olan dlgiilebilir

fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda

liminf f_ (x)

N—o0

integrallenebilirdir ve

liminf f, (x)dx <liminf f, (x)dx
Q
esitsizligi vardir.

Teorem 2.4.5. [Vitali Teoremi] {f }, Q< R" slgiilebilir kiimesi iizerinde sonlu

integrale sahip fonksiyonlarin bir dizisi, h.h.h. X € QQ i¢in

lim f, (x) = f (x)

N—o0

ve f h.h.h. yerde sonlu olsun. Asagidaki (P) kosulunun saglandigim farz edelim.

(P) Her £>0 igin, B Q ve ,u(B) <0 olacak sekilde 6yle bir 6 >0 vardir ki her

neN igin

11



2. TEMEL KAVRAMLAR

J

B

f,(x)dx<e

Bu durumda f fonksiyonu € iizerinde sonlu bir entegrale sahiptir ve

IimQ f, (x)dx =I f (x)dx

Nn—o0
Q

Teorem 2.4.6. [Fubini Teoremi] O, cR" (i=12) &lgiilebilir ve Q=0 xQ,

olsun. f (X, y), Q) iizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda h.h.h. X e Q, ve y € Q), i¢in

j f(x y)dx ve _[ f(x,y)dy
o) Q,
integralleri vardir. Dahas1

[f(xy)x= j(j f(x, y)ddex=jU f(x,y)dedy

Q U\ Q, Q\ Y

esitliginin olmasi i¢in; ii¢ integralden birinin var ve sinirl olmasi gerekli ve yeterlidir.

Teorem 2.4.7. [Young Esitsizligi] ¢, [O,oo) tizerinde tamiml kesinlikle artan,

siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun 6yle ki;

limg(u)=c0 ; ue[0,0)

Uu—o0

ve
¢(0)=0
olsun.
w =@ olsun. Her x [0,0) icin
O(x) = [ p(u)du
0
ve

Y(x)= j w(V)dv

12
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tanmimlayalim.
Bu durumda her a,b €[0,) igin
ab < d(a) +¥(b)

esitsizliginin ortaya ¢ikmasi igin gerek ve yeter sart b = (@) olmasidir [3].

1 1
SONUC 2.4.8. p>1, —+—=1 ve a,b negatif olmayan reel sayilar olmak iizere
pp

p p'
abéa—+b—l
p P

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart a® =b® olmasidir.

2.5. Lebesgue Uzayr LP

pe [O,oo) olsun. ©, n boyutlu Oklid uzayr R" ’nin 8l¢iilebilir bir altkiimesi olsun.

tizerinde h.h.h. yerde tanimli, olgiilebilir ve

[1£ 00 dx

Lebesgue integrali sonlu olan fonksiyonlara LP(Q) smifindandir denir. Bu smif bir

Yp
vektdr uzayi belirtir. Bu uzayda 0< p <oo igin || f ||p = [ﬂ f (X)|p dxl ifadesi bir yar1 norm
Q

belirtir. Ancak eger ayni tamm 1< p<oo igin yaparsak, || f ||p bir norm belirtir. Sonug olarak

1< p<oo olmak tizere || f ||p normuyla bu uzaya Klasik Lebesgue uzayi veya kisaca Lebesgue

uzay1 denir.

1<p<o ve f el’(Q) olsun. Eger her &>0 igin

Yp
[J.|f(x+h)—f(x)|pde <&heR":|hj<s
Q

olacak sekilde bir 6 =06 (5) >0 sayisi varsa f fonksiyonuna p-ortalama siirekli denir.

Lemma 2.5.1. p>1 olsun. Bu durumda,

13
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(i) L° (Q) bir vektor uzayidir.
ip
(i) | f ||p =|f ||Lp(Q) = [“ f (X)|p dX] ifadesi L” () uzaymda bir normdur.
o

Teorem 2.5.2. [Holder Esitsizligi] 1,101 1< p<owo, fel’(Q) ve
P q

g € L'(Q) olsun. Bu durumda f.ge> L' (Q) dir ve

Yq

Yp
< j| f (x).g(x)|dx sU|f(x)|p de (j|g(x)|"' dx]

j| f (X).g(x)| dx

esitsizligi vardir.

Holder esitsizliginde p=(q =2 alinarak iyi bilinene Cauchy-Schwarz esitsizligi

o g

Yp
[1£09-9(0]dx < (ﬂ f(x)|" de U|g(x)|"' dx]

esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart A, B’ den her ikisi birden sifir olmadan

elde edilir.

Yaq

Alf(x)" =Blg(x)|”
olacak sekilde negatif olmayan A ve B reel sayilarinin bulunmasidir.
Teorem 2.5.3. [Minkowski Esitsizligi] 1<p<c ve f,gel’(Q) ise, bu
durumda f+gel’(Q) ve

Yp Yq
j|f(x)+ g(x)|dx < (ﬂ f(x)|" dx) +“|g(x)|q dx]

) )
dir.
Teorem 2.5.4. R" "nin bos olmayan sinirli agik bir alt kiimesi Q olsun. Bu durumda

herhangi f e L” () fonksiyonu p-ortalama siireklidir.

14
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Teorem 2.5.5. R" ’nin bos olmayan sinirh agik bir alt kiimesi € olsun. O zaman
Cq (Q) kiimesi keyfi 1< p <oo igin L?(€2) da yogundur.

Teorem 2.5.6. R" *nin bos olmayan sinirli agik bir alt kiimesi  ve 1< p <oo olsun.
O zaman L (Q) normlu lineer uzayi ayrilabilirdir.

Teorem 2.5.7. 1< p<oo ve {f, } eL?(Q) bir temel fonksiyon dizisi (Cauchy dizisi)
olsun. Yani nl;rﬂw" f, - fm||p =0 ozelligi saglansin. Bu durumda f,hel () ve {f } dizisinin
dyle bir {g,} alt dizisi vardr ki

1. !m”f” - f, =0;
2. g,(x)> f(x), Qdah.h.h. yerde;
3. |9, (x)|<[h(x)|. her neN veh.h.h. xeQ icin
ozellikleri saglanir. Bu teorem L°(€)’daki her Cauchy dizisinin yakisak oldugunu

gosterdiginden L° (Q) tamdr.

Teorem 2.5.8. 1< p <co olsun. Bu durumda L" () bir Banach uzayidir.

Teorem 2.5.9. l<p<ow ve i+£=1 olmak {izere Lp(Q) uzayinin duali
P q

*

[LP(Q)] =L%() dr

*k

Teorem 2.5.10. 1< p <o igin L” (Q) uzay: refleksivdir, yani [Lp (Q)} =LP(Q).

Q) d{izerinde tamimli tiim Lebesgue Olgiilebilir, esas sinirhi fonksiyonlarin kiimesi
L.(Q) bir vektér uzayidir. Ayrica hhh. xeQ icin f(x)="f,(x) ise f =T,
kabullenimiyle,

I f]| =esssup|f(x)|

ifadesi L, (€2) da bir norm belirtir. Yani || f||_normuile L, (£2) normlu bir uzay belirtir.

15
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Teorem 2.5.11. R" ’nin bos olmayan sinirl agik bir alt kiimesi Q olsun. Bu durumda
L. (Q) ayrilabilir bir uzay degildir.
(Q,Z,,u) {izerinde tanimli tiim Olgiilebilir fonksiyonlarm vektér uzayma L° (Q,,u)

denir. L° (Q, ) vektor uzayr tim L uzaylarmi igine alir,

Teorem 2.5.12. [F. Riesz Teoremi] 1< p<oo olsun. K<L, (Q) kiimesinin 6n
kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin doru olmasidir:
@i.) K kiimesi smirhidir, yani her f € K i¢in ||f||p <C olacak sekilde bir
¢ > 0 sayis1 mevcuttur;

(ii.) K kiimesi p-ortalama egsiireklidir, yani her & >0 i¢in

[If (x+h)=f(x)"dx<&®, vf eK, heR":|n<s

Q
olacak sekilde bir & >0 vardir.
Teorem 2.5.13. [Radon—Nikodym]. (A%, x) sonlu bir 6l¢iim uzay1 ve v (A X)
iizerinde sonlu, isaretli bir 6l¢iim olsun. Eger v, ux’ye gore mutlak siirekli ise, bu

durumda Syle tek bir g e L*(A, ) vardir ki; her E €Y i¢in. v(E) =Ig du dir. [46]
E

Teorem 2.5.14.[Jensen Esitsizligi] (A X, x), #(A)=1 olan smrl bir dlgiim

uzayi olsun. Eger f eL'(A u), her xe A igin a< f(x)<b olan reel bir fonksiyon ve ¢

(a,b) ’de konveks ise bu durumda; go(ff dﬂJS‘[q) of du dir. [46]
A A

Lokal olarak integrallenebilir ve h.h.h. yerde pozitif @:X — R fonksiyonuna bir agirlik

fonksiyonu denir

1/p

 bir agirhik fonksiyonu olmak iizere || f ”IO = J.| f (x)| P o(x)dx | <oo normuyla
Q

tanimli Lebesgue uzayma agirhikli Lebesgue uzay1 denir ve LP (Q, a)) veya bolgenin 6nemli

olmadig1 durumlarda kisaca LP (a)) seklinde gosterilir. Yukarida klasik Lebesgue uzaylari i¢in

bahsettigimiz 6zellikleri benzer sekilde agirlikli Lebesgue uzaylari i¢in de yazabiliriz.

16
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3. DEGISKEN USTLU LEBESGUE UZAYI L°Y VE OZELLIKLERI

Bu boliimde Degisken istlii Lebesgue uzaylarini tanimlayacagiz ve bazi 6zelliklerini

verecegiz. Degisken Ustlii Lebesgue uzaylarimi tamimlayabilmemiz igin, 6ncelikli olarak klasik

Lebesgue uzaylarindan (Lp (Q)) faydalanarak Orlicz uzaylarini tanimlamamiz gerekmektedir.

3.1. Orlicz Uzay1

p, X lzerinde

x|, =inf {,1 >0:p(%xj£1}

seklinde tanimli bir yari-norm olsun. Bu durumda X , bir normlu vektdr uzayidir. Bu norm

Luksemburg normu olarak adlandirilir.

p, X iizerinde bir yari-norm ve X;, X, nin duali olsun. Bu durumda
! * LU* * * <
||x||p =sup Kx ,x>‘.x € Xp,“x Hp <1

= ”X"'p = sup{KX*, X>‘ X € X;,p* (x*) 31}
ifadesi X , Uzerinde bir norm belirtir ve bu norma Orlicz normu denir.

(%, 1) bir dlgiim uzayr olsun; yani Q bos olmayan bir kiime, Y ise € ’nin
altkiimelerinin bir & —cebri ve u tamamiyla kaybolmayan, nonnegatif bir tam ol¢iim olsun.

Qx [0, oo) ’da taniml1 bir ¢ fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa @ — sinifindandir denir:

(i) o(tu) fonksiyonu her teQ i¢in u>0 degiskenli bir ¢ — fonksiyonudur;
yani u’nun azalmayan, siirekli Syle bir fonksiyonudur ki ¢(t,0)=0, u>0

igin ¢(t,u)>0 ve u— oo igin @(t,u)—> oo dur.

(i)  Her u>0 i¢in (p(t,u) fonksiyonu t ’nin 2. -olgiilebilir bir fonksiyonudur.

17
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Konvex sol-yar: siirekli bir ¢:[0,00) —[0,0), ¢(0)=0, tIir(r)lgo(t):O ve tIim(p(t):
- —w

fonksiyonuna ® — fonksiyonu veya Orlicz fonksiyonu denir. Eger her t>0 igin ¢(t)>0 ise
pozitif @ — fonksiyonu denir. Baska bir degisle siirekli, artan ve sinirsiz bir @: [O,oo) - [O,oo),

®(0)=0 fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir. Konveks Orlicz fonksiyonlarma Young

. . . . . D(t
fonksiyonu denir. Ayrica eger bir Young fonksiyonu lim ﬁzO ve lim—=
t—>0" t t—>00

O(t) _
kosullarini sagliyorsa buna da N -fonksiyonu denir.
(A, >, ,u) bir & —sonlu, tam 6l¢iim uzay1 olsun. Eger;
(i)  her yeA igin ¢(y,.) bir ®—fonksiyonu,
(i) her t>0 i¢in y > o(y,t) dlgiilebilir
ise @: Ax[O,oo) - [0,00) fonksiyonuna genellestirilmis @ — fonksiyonu denir.

pe®(A u) ve fel®(A u) isebu durumda, y|—>go(y,|f(y)|) 1 —Slgiilebilirdir ve
Po(f) I (vl f () ee(y)

L°(A, u) tizerinde bir yari-normdur. p,’ye ¢ tarafindan tiiretilen yari-norm denir. Eger ¢

pozitifse p, bir normdur.
pe®(A u) ve p, her fel®(A u) igin
P, (1) .[ (v f (y)aly)
ile verilmis olsun. Bu durumda yari-normlu

(A

5 ~{f eL°(As):limp, (11)=0)

:{f eLO(,,u):p(p(/if)<oo, ba21/1>0igin}

uzay1 Musielak-Orlicz uzay1 olarak adlandirilir ve L? (A, ,u) veya kisaca L ile gosterilir.

[ normu ||, seklinde gosterilir, biylece | f| =inf{/1>0: p(/,(ijgl}dir.
P, 0 9 2

18
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Musielak-Orlicz uzayina ayrica Genellestirilmis Orlicz Uzay: da denir.

3.2. Degisken Ustlii Lebesgue Uzay1 LPC)

(A, >, ,u) bir & —sonlu, tam, 6l¢iim uzayi olsun. p: A— [l, oo) seklinde tanimli tim

M Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesini P(A, ,u) ile tanimlayalim. p e P(A, ,u) fonksiyonlarina

A ’da degisken iist denir.

p~ = pa=essinf,_, p(y) (3.2.1)
ve
p" = pui=esssup,., P(Y) (3.2.2)

olarak tanimlariz. Eger p* < oo ise bu durumda p ’ye simirli degisken ist denir.

peP(A,y) olmak flizere p'e P(A,,u) degisken {isti 120 kabullenimiyle

o0

: =1 seklinde tamimlanir. P'’ne P ’nin dual degisken Gstii denir. Ayrica u *niin
p(y) P'(y)

n—boyutlu Lebesgue olciimi ve Q’nin R"’de ag¢ik bir alt kiime olmasi durumunda
P (Q) =P (Q, ,u) kisaltmasi yapilir.

t>0vel<p<oo igin

tanimlayalim.

Ayrica

0 te[01]ise
o te(lw)ise

506,002
fonksiyonunu kuralim.

pe P(A,,u) degisken stii igin; ye A ve t>0 ile
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Py (y.t)= Po(y) (t) ve 2% (y.t)= Po(y) (t)
seklinde tanimlanur.
@ Ve ¢ nin qe [1,00] icin @ — fonksiyonu olugu agiktir.
Bir ¢ @ — fonksiyonu igin ¢*:[0,00) —[0,00) ters fonksiyonu tiim t >0 i¢in
@ (t)=inf {r >0:9(7) Zt}
seklinde tanimlanir. @ e ¢ *nin sol-siirekli tersi denir.
Genellestirilmis @ — fonksiyonu @ e®(A, z) sol-sirekli ters y de nokta tabanh
(pointwise) tanimlanmistir yani, tim y € A igin qo_l ( Y, ) = ((p( Y, .))71 seklindedir

pe P(A, ,u) veayricaya @y = ¢p(.) yada Po() = ¢_’p(.) olsun. Dolayisiyla

PLro(a) (f)= _/[%00 (| f (X)Ddx

yari-normunu elde edilir. L (A, x) Musielak-Orlicz uzay: ||.||Lp(,)(A’ﬂ)=||. normuyla

L‘/’P(-)(A"u)
degisken iistlii Lebesgue uzayi olarak adlandirilir ve bu uzay LPO) (A 1) veya kisaca LPO) e

gosterilir. Ozel olarak  degisken  1iistlii =~ Lebesgue  uzayi L0 (A p),
I =inf{1>0: il <1: normuyla
Lp(')(A,y) - . pLP(-)(A) /1 = y

LPO) (A, )= { fel®(Au):limp., , (AF)= o} seklinde
veya esdeger olarak;

LPO) (A p)= { fel’(Au): Puo(a) (Af)<oobazi >0 igin} seklinde yazilabilir.

LPO) uzay1 ilk olarak 1931 yilinda 1< p < p<p" <oo durumunda Po() =@p(l) ile W.

Orlicz [69] tarafindan tanimlanmustir. LPY nin p" <oo durumundaki tammi ilk olarak I.

Sharapudinov [32] tarafindan ve sonra yiiksek boyutlu durum igin O. Kovacik ve J. Rakosnik

[51] tarafindan yapilmustir. Ayrica O. Kovacik ve J. Rakosnik [51] dl¢iilebilir f fonksiyonu

igin
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Pur ( f)Zﬁp(-)(fZ{pﬁO})JFHfZ{P:w}Hw

tanimin1 yapmig Ve buna esdeger olan Luxemburg normunu

. 1
||f||KR=|nf{ﬂ>0:pKR(szsl}

Her ne kadar yukarida yapmis oldugumuz tanimlama degisken iistlii Lebesgue uzayinin

seklinde tanimlamiglardir.

temel tanimi olsa da bu tamimi daha basit ve anlagilir olarak yapmak miimkiindiir. Simdi
degisken tstlii Lebesgue uzaylarini yukaridaki tanima benzer ancak daha kolay anlasilacak bir

sekilde, norm o6zelliklerini de ispatlayarak, yeniden tanimlayalim.

Q, R""nin Lebesgue 8lgiimii (|Q2) pozitif olan dlgiilebilir bir alt kiimesi olsun. J(Q),
Q da tanimli, genisletilmis (Q disinda sifir degerli) skaler degerli (reel veya kompleks) tiim
olciilebilir fonksiyonlarin ailesi olsun. Ayrica P(Q) c S(Q) olsun. p(x), P(Q) ’da tanimli bir

degisken iist olmak iizere, p* ve p~ degerleri

p~ =essinf(x)>1 p* =esssup p(x)<oo (3.2.3)
xeQ xeQ

seklinde tanimli olsun.

Her f € 3(Q) ve peP(Q) fonksiyonu i¢in; inf & =co kabullenimiyle

P ()= [11 ()P ax (3.2.4)
Q
ve
[£1l5 =1l =inf{2>0: pp (/2)<1] (3.25)

tammlarmi yapalim. Her f e 3(Q) igin pp(f)=p,(~f)>0 oldugu ve p,(f)=0 olmasi
igin h.h.h. f =0 olmas: gerektigi agiktir. Ayrica f > p, ( f) konvekstir.[ispat i¢in bkz. 33]
Simdi pp, ’nin bir norm teskil ettigi S(Q) ’nin uygun bir alt kiimesinin oldugunu gostermemiz
gerekmektedir.

Oncelikli olarak tim f;, f, € 3(Q) fonksiyonlar: igin ||fy + f, < fyl|+ | f2|| oldugunu

kabul edelim. Eger esitsizligin sag kismi sinirsizsa bu durumda ispatlayacak bir sey yok
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3. DEGISKEN USTLU LEBESGUE UZAYLARI VE OZELLIKLERI

demektir. Bu nedenle f; ve f,’nin her ikisinin de smirli oldugunu farz edelim.

2 > fi || (i=12) ve A=4 +1, olsun. p, "nin konveks olmasmdan faydalanarak,

PL 2 Play, 2 4 2

elde ederiz. Boylece |fj+ fyf<

illp ’ye keyfi yakin segildiginden
[+ fo| <[ fu] +[ f2 olur.

Simdi tiim teR degerleri ve ||f||p <o olan f fonksiyonlar: igin,

oldugunu ispatlayalim.

t=0 igin ||t f||p =|t||| f ”p oldugu agiktir. Eger t =0 ise;

[t-£], =inf {2>0: py (t- £/2) <1} =|tfinf {l/|t|>0:pp(ﬁ]31}

. f
=|t||nf{ﬂ>0:pp(zjﬁl}=|t|'”f"p olur.

Son olarak || f || o =0 olmasi i¢in ancak ve ancak h.h.h. yerde f =0 olmas1 gerektigini

gOstermemiz gerekiyor.

Farz edelim ki || f ”IO =0 ve pozitif 6lgiimli bir kiimede | f | >0 olsun. Bu durmda &yle bir

& >0 sayis1 vardir ki A= {X eQ :| f (X)| > é‘} . Boylece herhangi 1 €(0,5) i¢in,

po(£/2)= |5 ()/2P ax= [ (x)/4) " a2 16747
A A

Q

> [|6/4P dx=|5/4" |A]>1
A

olur. Yeterince kiigiik tiim A sayilari igin 2€(0,4) dersek, |f| o 2% >0 olur. Bdylece bir

celiski elde ederiz. Ispat tamamlanmus olur.

|||| o ‘nin dogrulanan 6zellikleri goz 6niinde bulunduruldugunda
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LPU(Q)={f eI(M): pp (/4) <0, baz1 2> 0} (3.2.6)

bir lineer uzaydir ve bu uzayda ||||p bir norm belirtir. (3.2.6) ile tanimh Lp(')(Q) uzayma

genellestirilmis Lebesgue uzayi veya degisken Ustlii Lebesgue uzay1 denir.[33]

Teorem 3.2.1. Lp(x)(Q) uzay1 tamdir.

Ispat. Of ={xeQ:p(x)=1}, QF ={xeQ: p(x)=o0},

o XxeQ ise,
p'(x)=11 xeQ? ise, ve p,(f)= I |f(x)|p(x)dx+esssup|f(x)|

p(X)/(p(x)_l) diger x e Q Q-q,
olsun. f e Lp(-)(Q) bir Cauchy dizisi ve & >0 olsun. Bu durumda m,n>n, olacak sekilde

oyle n, € N sayis1 vardir ki pp.(g)sl olan her g fonksiyonu igin

H fo (X) = £, (X)[[9(0)|dx < & (3.2.7)

olur. Simdi Q kiimesini sonlu 6l¢limlii, ikili ayrik G, altkiimelerine pargalayalim ve

Oy = (1+ |Gk |)_1 X, KeN fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

P ()< J'(1+|Gk|)_p(x) dx+(1+|Gk|)_l£1 olur ve (3.2.7) de g yerine g, yerlestirirsek;

Gy

Hfm(x)— f,(x)|dx<&(1+|G,[), mn=ny, keN elde ederiz. Bu {f,}nin bir Cauchy dizisi

Gk

ve ger L' (Gk) i¢in yakinsak oldugu anlamina gelir. Tiimevarimla h.h.h. xeG,, keN i¢in
f(x)—> f(x) olacak sekilde {fnk (X)} alt dizisini ve f*(x)el'(G,) fonksiyonlarini
buluruz. Boylelikle hhh. xeQ igin f0"(x) > £ (x)rg (x) olur, f, yerine fi"

k=1

kullanarak ve Fatou Lemmasini uygulayarak her Ny € N ve p,.(g)<1 olan her g icin

(J;| f(x)-f, (x)||g(x)dx| SSip([

A" (x)= £, (0|9 (x) o< &

elde ederiz. Dolayisi ile ||f — fn”pOr <& olur[51]. m
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Lemma 3.2.2. [Young Esitsizligi]. p,q,s e[1 ] ve 111 olsun. Bu durumda her
s pq

a,b>0 igin

¢:(ab) <, (a)+ ¢y (b),

7.(ab)= 7, (2) + 74 (b)

burada s=p=q=c0 igin =1 dir. Dahasi eger 1<s<oo ise her a>0 igin

3.3
P q

@, (a) =sup(g, (ab) - @, (b)) dir.

b>0

Lemma 3.2.3.[ Genellestirilmis Holder Esitsizligi] p,q,seP(A u) 6yle ki h.h.h.

yeA icin L .2 1 Gisun. Bu durumda her felPV(Au) ve gel'V(A L)

s(y) p(y) a(y)

olmak {izere,

Py (19) = Py (F)+ 2y (9),

ol =2l o, ol

s)" (s
Il S[(B] (3) ]”f"wm.) Il

=1 kabullenimi kullanilir.

olur. Burada s=p=q=co igin s_3
P q

Teorem 3.24. p,geP(Au) olsun. Her yeA igin  reP(Au) iistini

L =max {L 1 0} ile tammlayalim
r(y) a(y) p(y)’ |

(i)  hem hemen her yerde q<p ve le Lr(')(A,,u) ise bu durumda LPV — %)

gomiilmesi olsa olsa 2||1||Lr(.) (») TOrmu ile vardir.

(ii.)  Eger u olgimi atom-less ve K >0 normu ile LPO 5 90 gomiilmesi

varsa bu durumda hem hemen her yerde q< p ve ”]“u(-)( o S4K drr.
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Sonug 3.2.5. p,qeP(A u) ve u dlgiimii z(A)<oo ve atom-less olsun. Bu durumda

LPO) 190 goémiilmesinin olmasi igin gerek ve yeter sart A’da h.h.h. yerde q< p olmasidur.

1 1) (1 1Y)
Gomiilme sabiti ise 2(1+ ,u(A)) ve 2max { ,u(A)(E_p] ’[E_BJ } e esittir ya da kiigiiktiir.

Teorem 3.2.6. peP(R") ve p, €[Loo] olsun. seP(R")’i =~ ile

tanimlayalim. Bu durumda 1e L°0) (R") olmasi i¢in gerek ve yeter sart

PO (1) Ly (50 (R) 5 L0240
gomiilmesinin var olmasidir.

Teorem 3.27. peP(Au) ve 1<p <p’'<co olsun. O zaman Lp(')(A,,u)

refleksivdir.

Lemma 3.2.8. Eger peP(Q) ve p’<oco ise bu durumda €’daki tim smurh

fonksiyonlar kiimesi L") (Q) da yogundur.
Teorem 3.2.9. Eger pe P(Q) ve p* < ise CZ(Q), L"Y(Q) da yogundur.

Teorem 3.2.10. peP(Q)nL,(Q) olsun. Bu durumda C(Q)nL"(Q) kiimesi

Lp(x)(Q) ’de yogundur. Dahast Q agiksa bu durumda Cg’(Q), Lp(x)(Q) da yogundur.

Ispat (Teorem 3.2.10.). f e Lp(x) ve £>0 olsun. Lemma 3.1.10°dan dolay1 dyle bir

smirl g € LP(X) (Q) fonksiyonu vardir ki;

If—gl,<e (3.2.8)

esitsizligi vardir.

p+
Teorem 2.4.1. den faydalanarak dyle bir heC(€2) fonksiyonu ve |U[<min 1[2”;” ]

olan agik U kiimesi vardir ki, her xe Q\U i¢in ¢ (X) = h(X) ve sup|h(x)| = gs)L\JB |g (X)| < ||g||OO
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Bundan dolay1 pp((g—h)/g)smax{l,(2||g||w/g)p+}|u|£1 yani, (3.2.6) ile birlikte

|g —h|<e& ifadesi
||f —h||IO <2¢ (3.2.9)
VErir.

Dahast Q’nin agik oldugunu farz edelim. pel,(Q) Cy <L, (Q) ve pp(h/g)<oo
oldugundan yle bir smirli agik G <€ kiimesi vardir ki py, (h oG/ g) <1 yani,
Ih-hzg], < (3.2.10)
olur.

m, sup|h(x)—m(x)|<gmin{1,|G|_l} kosulunu saglayan bir polinom olsun. Bu durumda
G

pp((hxe —mxg)/e)< min{1,|G|_1}|G| <1 yani,
”hlG —m;(G”p <e (3.2.11)

Son olarak, (3.2.11)’e¢ yol a¢an degerlendirmeler, yeterince kii¢iikk pozitif bir a
sayisl  igin Hm;(G —myy. ”p <z esitsizligini saglayan K, ={xeG:dist(x,6G)>a|
kompakt kiimesini var oldugunu verir. Her xeG i¢in 0<¢(x)<1 ve xeK, icin

@(x)=1 olacak sekilde bir @eC§(G) alarak, ”mZG_m(/’”pSHmZG_mZKa

<¢
p
kestirimini elde ederiz. Bu kestirim ve (3.2.9.)-(3.2.11) birlikte | f —m¢||p<4g Verir.
Dolayistyla mp e Cg’(Q) oldugu agik¢a goriiliir.m [51]
Lemma 3.2.11. peP(A, u) sl bir st ve u ayrilabilir olsun. Bu durumda
L’V (A, ) ayrilabilirdir.

Teorem 3.2.12 0<|Q| <o ve p,qeP(Q) olsun. Bu durumda L9 (Q)— LPM ()
gdmiilmesi ancak ve ancak h.h.h. xeQ i¢in p(x)<q(X)olmast durumunda vardir. Ayrica

gOmiilme sabiti |Q| +1 den biiyiik degildir.
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4. HARDY OPERATORU VE HARDY TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde klasik Lebesgue uzaylarinda Hardy operatorii ve Hardy tipli esitsizlikler
tanimlanarak, Hardy operatorii ve Hardy tipli esitsizliklerin tarihsel gelisiminden ve Orlicz

uzaylarinda bazi temel esitsizliklerden bahsedilmistir.

4.1 Lebesgue Uzaylarinda L Hardy Operatorii ve Hardy Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.1.1. [Hardy Esitsizligi]l. Egerp>1 ve {a .} negatif olmayan reel
terimli keyfi bir dizi ise bu durumda;
© (1N jp ( p jp 0
YI=>a | <|—1 >af (4.1.1)
n=1(n k=1 p-1) =5
esitsizligi saglanmir. Ayrica Eger p>1 ve f fonksiyonu (O,oo) araliginda tanimhi negatif
olmayan p-integrallenebilir bir fonksiyon ise bu durumda; f fonksiyonu X >0 i¢in herhangi

(O, X) araliginda integrallenebilirdir ve

T[%j f (t)dthdx<(LJpI (%) dx (4.1.2)

o\"o
esitsizligi saglanir.
Teorem 4.1.1.°1 baska bir sekilde soyle ifade edebiliriz:
{a,}=0, a={a,} ve

h(a)={h, ()}.h, ()= a, <o 413

N

olmak iizere. Eger » af <o
n=1
ise
Y hP(a)<w (4.1.4)
n=1
Ayrica siirekli durum igin ;

f(x)=0 ve ka(x):1
X

T f (t)dt (4.15)
0

olmak iizere. Eger
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T fP(x)dx <o
0
ise
T(ka (x)) dx <oo (4.1.6)

0
dir. Burada (4.1.3) kesikli Hardy operatérii ve (4.1.5) ise klasik Hardy operatorii olarak bilinir.
(4.1.4) ve (4.1.6) esitsizlikleri sirasiyla (4.1.1) ve (4.1.2) esitsizliklerinin zayif hali olarak

adlandirilir.(bkz. Hardy’nin [26] ¢aligmasinin sonundaki yorum.) Buradan su sonuca

ulasabiliriz. H, ve h Hardy operatdrleri sirastyla L, uzaymi L, uzayma ve | uzaym da I,

uzayma egler. P >1 olmak lizere bu operatérlerin normlar1 p'= e esittir.

(4.1.2) esitsizliginin literatiirde bir¢cok genellestirilmis hali mevcuttur. Hardy, bazi
integral operatorler igin kestirimi ispatladigt 1928 yilindaki [27] ¢aligmasinda (4.1.2)

esitsizliginin ilk agirlikhi halini tiim negatif olmayan olgiilebilir f fonksiyonlari, p>1 ve

p

e<p-1icin ( J en iyi sabitiyle,

0 0

T(%T f (t)dtJ xgdxs(p%g_lﬁ f(x)"xdx (4.1.7)

seklinde ifade etti. Ayrica (4.1.7) esitsizliginden p>1 ve ¢> p-1 igin [Lj en

e+1l-p
iyi sabitiyle
o0 o0 p o0
1 5 p P&
= f(t)dt d — | f d 4.1.8
[ roa] o5 frirca w9

dual esitsizligi elde edildi ([28], Teorem 330). (4.1.2) esitsizligi sonraki yillarda

—<a<b<o, 0<q<oo, 1< p<owo olacak sekilde a,b reel sayilari, p,q parametreleri
ve u (X),V(X) agirhik fonksiyonlariyla, agirlikli Hardy esitsizligi veya genellestirilmis Hardy

esitsizligi olarak bilinen

1q

?U f (t)dt]q u(x)ax| <Cyq (T f(x)" V(X)O'X]]/p (4.1.9)

a\a

esitsizligine genisletildi.
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Daha sonralar1 (4.1.9) esitsizliginde g(a)=0 wve g(X) diferansiyellenebilir bir

X
fonksiyon olmak ftizere jf(t)dt =g (X) almarak, Hardy esitsizliginin diferansiyel formu
a

olarak adlandirilan ve diferansiyel denklemlerin uygulamalarinda kullanilan

ip

@wuwuquwsc@wbqum@ 110

esitsizligi elde edildi. Benzer sekilde bu esitsizlik ¢ok boyutlu durum igin; Q R" de bir bolge,
u (X) ve V(X) Q da agirlik fonksiyonlari ve f € Cy’ (Q) olmak tizere

b

@wuwuuw@wscﬁwumvwmwﬁp sz

a
seklinde ifade edildi ve N -boyutlu Hardy esitsizligi olarak adlandirildi.[4]
Literatiirde siklikla (4.1.5)’de tanimladigimiz klasik Hardy operatorii yerine Hardy

operatorii ya da integral operatorii olarak bilinen , f (a,b) de tanimli bir fonksiyon olmak

HE (x)= [ f (t)dt (4.1.12)

operatort kullamlmaktadir. Genel olarak ise
X

T (x):v(x)ju(t) f(t)dt (4.1.13)
a

operatorii LP uzaylar1 arasinda bir doniisiim belirtmektedir. Bu tip operatorlere Hardy tipi
operatorler denir. (4.1.13)’de u(x)=v(x)=1 alindiginda (4.1.12) Hardy operatériiniin elde
edildigi kolayca goriilmektedir.

(4.1.9) da yer alan Hardy esitsizligi u,v agurlik fonksiyonklar: olmak iizere L°(a,b;V)
agirlikli Lebesgue uzayindan L (a,b;u) agirlikli Lebesgue uzaymna siirekli bir doniisim
anlamina geldiginden (4.1.9) ve (4.1.10) esitsizlikleri sirasiyla

[H .., <Coallfl,,
ve
ol <Clo,.,

seklinde yeniden yazilabilir.
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(4.1.12)’de ifade edilen Hardy operatérii; k(x,t),(a,b)x(a,b) de tanimli bir ¢ekirdek

fonksiyonu olmak iizere,

X

(KF)(x)=[k(xt) f (t)dt

a
seklinde tamimlanan ve Volterra operatérii olarak adlandirilan K operatdriiniin 6zel bir
durumudur. Burada ¢ekirdek fonksiyondan kasit K operatorinii h.h.h. yerde tanimli yapan

pozitif bir fonksiyondur. Bu durumda

”Kf "q,u < Cp:q ” f ”p,v

seklindeki esitsizlikler Hardy-tipli esitsizlikler veya Hardy-Volterra esitsizlikleri olarak

adlandirilir.

1950’lerin sonlarinda ve 1960’larin baglarinda P.R. Beesack Hardy esitsizliginin
sistematik bir aragtirmasina 6nayak oldu. p=q durumuyla ilgilendi ancak ayni zamanda p <0
durumunu ve hatta (4.9) esitsizliginin terse dondiigii 0< p<1 durumunu da goéz Oniinde
bulundurdu [13][4]. Beesack’in yaklasimi Hardy esitsizligini i¢eren bir esitsizlik smifina
genigletildi ancak (4.8) esitsizligindeki &€ = p—1 degeri dahil edilmedi [13]. 1965 yilinda
Kadlec ve Kufner var olan bu boslugu kuvvet tipli agirlik fonksiyonu x° yerine x“|logx|”
agirlik fonksiyonu alarak kaldirmayi basardi. [13]

(4.1.7) esitsizliginin yine (a,b)z(O,oo) ve p=q i¢in gerekli ve yeterli kosullarinin
bulunmasi1 problemi 1966, 1967 ve 1969°da G. Taneli ve 1969’da G. Tomaselli tarafindan

arastirildive f >0, O<b<ow ve l<p<w ile

b( x p b
I(ff(t)dt} u(x)dx<CJ f (x)"v(x)dx (4.1.14)

0\o0

kestirimi i¢in gerekli ve yeterli kosul

b r ‘ p-1
A= sup [Iu(x)dxj[jv(x)l_p dx} <o (4.1.15)

re(a,b) v

olarak ifade edildi. Buna ek olarak bu kosul (4.1.14) esitsizligindeki mitkemmel sabit igin

p
A<C< p—lA vermektedir. (4.1.15) kosulu b= ile baska bir formda

(p-1)"
Ay =sug[ofu(x)dxjp U‘v(x)l‘lo'depl <0 (4.1.16)
>0\ r 0
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seklilinde yazilmakta ve Muckenhoupt kosulu olarak adlandirilmaktadir[10]. Daha
sonralar1 G. Tomaselli (4.1.9) esitsizliginin varlig1 i¢in (4.1.16) kosulundan baska

esdeger kosullar bulmustur [13]. Bu noktadan sonra 1< p=q<oo kosulu i¢in problem
¢oziilmiis oldu ve farkli p ve q parametreleri 1< p,q <o i¢in arastirmalar baslamistir.

1978 yilindaki ¢aligmasinda J.S. Bradley 1< p,q <o durumunda

TU f (t)dt}q u(x)dx q SCUZ f (x)pv(x)dep (4.1.17)

0
esitsizliginin varlig1 i¢in
o va o, L p yp'
A":SUpUr u(x)dx) UOV (x)dx) <o (4.1.18)

r>0

kosulunun gerekli oldugunu, ayrica bu kosulun 1< p<q<oo durumu i¢in de yeterli

oldugunu gostermistir.

p#(q durumu i¢in yazilmis en onemli ¢alismalar ise Walsh (1971), Boyd ve Erdos
(1972, yayinlanmamus), Juberg (1974), Bradley (1978), Maz’ya ve Rozin (1979 ve 1985), V.
Kokilashvili (1979), Andersen ve Muckenhoupt (1982), P. Gurka (1984) [32], V.G.
Maz’ja(1985), Sinnamon (1987,1991), V.D. Stepanov (1987,1992,1994), B. Opic ve A. Kufner
(1990) [8], G. Bennett (1991), V.M. Manakov (1992), Heinig, Maligranda (1995), Sinnamon ve
Stepanov (1996) tarafindan yapilmustir. [4]

4.2. Orlicz Uzaylarinda Hardy Esitsizligi

Hardy esitsizliginin Orlicz ve agirlikli Orlicz uzaylarindaki arastirmalar1 altmigl
yillarda baslamistir. Bu donemdeki ¢alismalarin sonuglar1 sadece kuvvet fonksiyonlari i¢in degil
genel konveks fonksiyonlar i¢in de Hardy tip kestirimleri ilgilendirmekteydi. [4]

LP uzaylarmda integral operatorii (4.1.12) igin iki-agirhikli esitsizligin iki esdeger

formiilasyonu mevcuttur:

1/q
(I|Hf (%) u(x)dx) <C (ﬂf (%)|” v(x)dx
veya

[ oute e <o oo o

Bu esitsizliklerin Orlicz uzay1 versiyonulari

Hf g, <Clflg, - (4.2.1)

)l/p
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CI>§1(J.CI>2 D Hf (x)|]u (x)dx) < @Il(ICI)l DCf (x)”v(x)dx) (4.2.2)
ve

@21('[@2 D Hf (x)|u(x)] dx) < CI>11(J‘CI>1 [|Cf (x)|v(x)] dx) (4.2.3)
esitsizlikleri olup sirastyla norm, dis modular ve i¢ modular olarak adlandirilir. Ne yazik
ki bu esitsizliklerin hi¢ biri es deger degildir ve hangisinin Orlicz uzaymin bu tip
problemlerine en uygun yaklasimi sundugu acik degildir. (4.2.2) ve (4.2.3)

kestirimlerini birlestirirsek ug,uy, Vg,V agirhiklariyla

@21(‘[@2 DHf (x)|u1(x)]u0 (x)dx) < CI)ll(J-CI)lDCf (x)|v1(x)]vo (x)dx) (4.2.4)

dort-agirlikli modular esitsizligi elde ederiz. Uygun agirliklar alarak (5.1.4) esitsizligini
(4.2.2) veya (4.2.3) esitsizliklerinden istenilen birine doniistiirmek miimkiindiir. Bu {i¢
temel esitsizlikten faydalanilarak Orlicz uzaylarinda Hardy esitsizligi i¢in birgok

kestirimler yapilmistir. [4]

32



Mustafa Ozgiir KELES

5.  DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYINDA HARDY OPERATORUNUN
SINIRLILIGI VE HARDY ESITSiZLiKLERi

Degisken {istlii Lebesgue uzaylarinda Hardy operatoriiniin siirlihigi ve Hardy tipli
esitsizlikler bir¢ok bilim adamui tarafindan farkli kosullar altinda ¢alisilmis ve farkli gerekli ve
veya yeterli kosullar ortaya ¢ikmistir. Bu bdliimde Hardy operatdriiniin sinirliligini incelemek

adina yapilan bu ¢alismalarin bazilarini ana teoremleri ile birlikte verecegiz.

L. Diening ve S. Samko [45] ¢alismasinda degisken tstlii Lebesgue uzaylarinda

alxpeux)- [ 1)
(%) H()lj% <Clf e

0o Y L0(=E)

Hardy esitsizligini ispatlamig ve

X o0
affly o(y)dy
H“f(x)zxalj—(a)dyve Hﬂf(x)zxﬂj (,8)+1
0 y X y

seklinde taniml1 olan H* ve H p integral operatdrlerinin Lp(') (Ri) uzayinda sinirliligini su

teoremle vermislerdir:

Teorem5.1. pePRy,, olsun. Budurumda H “ ve H 5 opratdrleri ancak ve ancak
a<min S
p'(0) p'(=0)]’

kosullarinin sirasiyla saglanmasi durumunda Lp(') (Ri) uzayinda simirhidir.
H. Rafeiro, S. Samko 2008 yilindaki [31] ¢alismalarinda, degisken iistlii Lebesgue uzaylar
Lp(')(Q)’da, p(.) nin logaritma kosulunu saglamast ve R™\Q koni sartini saglayan bir

QcR" bolgesi i¢in, 5(x)=dist(x,0Q) olmak iizere;

dy

i

S(x)* qlx=y"*

<Clol,,. 0<a< min(l,%} (4.2)
P()
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Hardy esitsizliginin gegerliliginin, Q bolgesinin o ve y, ile gosterilen belirli bir 6zelliginin
varhigina esdeger oldugunu gosterdiler.
R.A. Bandaliev [55] ¢alismasinda agirlikli degisken tistlii Lebesgue uzayinda ¢ok boyutlu Hardy

tipli operatoriin sinirlilign iizerine caligti.

Teorem 5.2. Hf (x)= J f(y)dy olmak tizere p(x) ve q(x) R"’de tammli

[I<X
fonksiyonlar ve 1< p~ <q(x)<q* <o olsun. v(x) ve @(x)’in R"’de agirlik fonksiyonlari

oldugunu farz edelim. Bu durumda her f >0 fonksiyonu i¢in

[0 ny < CH o) (5.1)
esitsizliginin saglanmasi1 ancak ve ancak
a l-a
Pg (e, p.q)=sup j V)T ay | |e() I VT ay | [<oo
R y<

olacak sekilde ae(O,l) sayisinin var olmasiyla miimkiindiir. Ayrica C >0 sabiti

(5.1)’deki miimkiin olan en iyi sabitse,
2
N _ " I
sup (P")" Ag (e p.0) <c<| P =P P g —AB(a,p,q)+ dir.
O<a<l N 1/P q q+ O<a<1(1_a)]7/(p')
(1-a) ((p')j b
o) o)

S. Boza ve J. Soria [57] galigmalarinda artmayan fonksiyonlara kisitlanmis Hardy

operatorii i¢in degisken tistli agirhkli modular esitsizlikler iizerine ¢alistilar. Bu

calismanin ana teoremi soyledir:

Teorem 5.3. u, (0,%0) araliginda tamimli bir agirlik fonksiyonu ve p:R* —>R" dyle ki
0<p < p" <+ olsun ve farz edelim ki Po()u (07) =0. Asagidaki durumlar 6zdestir:

(a.) Herhangi pozitif ve azalmayan f fonksiyonu igin 6yle bir C sabiti vardir ki

J (Rt ()™ u(xyax=c [ (1) u()ax.

(b.) Herhangi r,s>0 igin;
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S
r

I (éj P u(x)dx < CI us()g dx..

(c.) h.h.h. yerde p =py Ve ueB, .

supp U

V. Kokilashvili ve S. Samko 2004 yilindaki [64] calismalarinda; n=1,

X
f(t)dt
O<l<wolacak sekildle Q=(0,) ve xy=0 olmak iizere Hﬁf(x)zxﬂ—lj (ﬂ) ve
t
0

B ¢ _ B f (t)dt o e
HZ f(x)=x ) Hardy tipli operatérlerini goz oniinde bulundurdular.
t

X

Teorem 5.4 xe[0,1] i¢in 1< p(x) <P <oo oldugunu farzedelim.

(i)  R",n>1 de acik bir kiime Q olsun. d >0 olmak iizere, Q tammli bir

p(x) fonksiyonu orijinin [0,d] komsulugunda

1< pg<p(X)<P<o,xeQ (5.2)
ve
A 1 —
|p(x)—p(y)|s —, |x—y|£§, X,yeQ (5.3)
In

[x -yl

1 1
kosullarini saglasin. Eger ———< f<——
p(0) ~ a(0)

s(0)=p(0) ve >0, 0<x<& igin |s(x)- p(x)|s|ni1 olan bir s(x) fonksiyonu ile H” ve

X

ise bu durumda, 0<x<I i¢in 1<s(X)<S <o,

H/ operatrlerinin her ikisi de Lp(')(Q) uzayimdan LS(')(Q) uzayma smirhdir.

(i)  Eger baz1 d >0 igin, 0<x<d, p(0)<p(x) ise [0,d] iizerinde (5.2)

ve (5.3) kosullarinin gegerliligi daha zayif

p(0)>1 ve [s(x) - p(O) < 2, 0<x<min(1.2}

varsayimiyla yer degistirilebilir ve bu durumda Lp(') (Q) uzayindan Ls(') (Q) uzayma smirlilik

dogru kalir.

35
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F. Mamedov ve A. Harman [22] caligmalarinda agirlikli degisken {istlii Lebesgue uzaylarinda

Hf (x) = J. f (t)dt Hardy operatorii iizerinde calistilar ve Lp(')(a)) 'dan L90) (v)’ye

{teR™ </
Hardy esitsizliginin smirliligi i¢in V(X),a)(x) agirhik fonksiyonlar1 ve p(X),q(X) iistlerinin
gerekli ve yeterli kosullarini belirlediler:

o(x)= " (x) olmak iizere W(x)= [ o(t)dt ve W(x)= [ o(t)dt

{te R":\t\s\x\} {te R":\t\z\x\}
fonksiyonlarmi tammlayahm. Ayrica p,q:R" — [1,00) iist fonksiyonlari ve v,w:R" —[0,0)
agirlik fonksiyonlari ve B(O, a), a yarigapli 0 merkezli bir Euclid yuvar1 olmak iizere;

x| <& igin V,(x)= .[ v(t)dt ; V(x)=V,(x) ve

B(0,5)\B(0,[x|)

|X| >N igin W (x)= I odt ; W(x)=W,(x) notasyonlarmi kullanalim.
B(0,x|)\B(0,N)

Agirlik fonksiyonlari igin

1

oc=0 " cl}(B(0a)),  herhangi a>0  igin  v(x)el}(R"B(0,a)),
V(O):oo, W(oo):oo (5.4)

dogal kosullarim kabul edelim.

Teorem 55. 1<p<q<ow reel sayilar ve pozitif olgiilebilir v,w:R"—[0,00) agirlik

fonksiyonlari (5.4) kosulunu sagliyor olsun. Herhangi f (x)>0 fonksiyonu i¢in

q Yq

p
[l ] f(y)dy] v(x)dx sCU(f(x))pw(x)de (5.5)

R" {ye}":\y\s\x\} R"

esitsizligi ancak ve ancak

a/p
Cpq:sup[ I v(x)dx}[ I a)]/(pl)de <w; C~Cy (5.6)
RMB(0.Y) B

t>0

oldugunda dogru olur.

0<a<bs<oo iken f(X) .., (X) test fonksiyonunu (5.5) esitsizlifinde yerine koyarak

Yq

q Ip
| v(x)[ | f(t)dtJ dx sc( [ o(x)f(x)" dx} (5.7)
B(0,b)\B(0,a) B(0,[x)) B(0,b)\B(0,a)

esitsizligini elde ederiz.
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Teorem 5.6. xeR" i¢in q(x)> p(x), 1< p” < p(x),q(x)<q" <oo olsun. Ayrica p(x),q(x)

fonksiyonlari igin

1

36>0,3f (0)eR f(x)—f(0)In—— 5.8
g ( )E XESBL:Op,zS)| (X) ( )| nW(X)<OO ©8)

ve

IN>1,3f, eR sup | (%)= £,|InW (x) <o (5.9)

xeRMB(O,N)

kosullar1 saglansin. Bu durumda Hf operatorii ve herhangi f (X) >0igin

e (x)”q(') <Cfo*"f (X)Hp(,) (5.10)

esitsizligi ancak ve ancak

3550 sup V; ()W (x)""O <oo ve

xeB(0,6)

IN > 1, sup V(X)W ()" <o

xeR™MB(0,N)
saglanmas1 durumunda gegerlidir.

Ispat. Yeterlilik. Sifir civarinda kestirim. f (x)>0,

|f a)]/pup(_) <1 (5.11)

kosulunu saglayan keyfi bir fonksiyon olsun. 6 >0 (5.8) kosulunu saglayan yeterince kii¢iik bir
say1 iken x € B(0,5) keyfi bir sabit nokta olsun.

j f(t)dt= j F 2 (0ot + j F 2t (0ol (5.12)
B(0./x)) B(0x) B(0./x])
oldugu asikardir.
O zaman

J fo(t)/a(t)zldt: ,[ (f/o')l(f/a)ao'(t)dt

B(0.4) B(0.4)

IN

[ (t/c)0P 0 adt} , Holder esitsizliginden

B(0,x))

(o)
J , (5.10) dan

IA
—
—_
iy
~

Q
~
=
Q
o
—
N—
=
;U‘
7~ N\
oy
—
Q
o
—

Yoy Y
< jadtJ . (5.13)
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q(x)= p(x) kosulunu dikkate alarak, (5.13)’den

i) ()
[ J‘ (f/a)p(t)/p; )(f/ppdt} ZW(X)q(x)/(p;)’ [W—J/(px)’(x) J‘ (f/a)p(t)/p; odt
B(OJXD B(OJXD

P

S( J' (f/G)P(t)/P; O'dt] W(X)(Q(X)—P;)/(P;)' (5.14)
B(0.[x))
elde ederiz. p_g,L indeksleriyle Holder esitsizligini uygulayarak (5.14) esitsizliginin sag
p px -Pp
yanini
.

<W (x)0) >'—(p—1)( [ (f Jo )P Gdt} 6.15)

B(0.[x))

seklinde yeniden yazabiliriz. Boylece (5.15) ve (5.13) esitsizligi

a(x) P
[ [' | fz“ﬂﬂﬂdt] v(x)ax< | vv(x)“”“pﬂ'“’]J{ | (f/o)pOVpout] v(x)dx  (5.16)
B(0,5)\ B(

0,|x)) B(0,5) B(0,})
belirtir.
W ()™ _w ()0 s xeB(0,5) (5.17)
oldugundan (5.9) kosulunun bir sonucu olarak ve (5.16), (5.17)’dan
q(x) %) P

| { | f;((f/a)>ldtJ v(x)dx<C, [ w (x)p'(O)(pl){ | (/o)™ odt] v(x)dx  (5.18)
B(0.5)\ B(0J4) B(0.9) B(0.}x))
elde ederiz.
(5.18)’de 5.7) esitsizligini kullanarak ve

- 0

@, =a)(x)§x>—11, v, =v(x)W(x)% " g =p=p,a=0 b=s farz ederek,

9(0) (.- .
C, ~ sup I V(X)W (X)W_('D Y dx [w (s)” ™ olmak iizere,
B(0,5)\B(0,5)

0<s<d

a(x)
| [ [ f;((f/a)>1dtJ v(x)deCZ[ | (f/a)”“)adt]
B(0,5)\ B(

0,}x))

esitsizligini elde ederiz.

0
—g'((o)) —( p- —1) >0 oldugunu dogrulamak zor degildir ve bu sebeple (5.8) kosulundan
90O ey a©) (-
wre " () <y, (000 xeB(0.5) (5.19)
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elde ederiz. Sifir orijinli kiiresel koordinat sistemine gecerek (5.19)’den dolay1
- q(0)
C,~W(s) [ v(w (x)so Y dx
B(0,6)\B(0,5)
s ~—1+w(p’—l) N N _
<G|V " (0)av(t) W (s)® T <C, (5.20)
Son olarak (5.12)’deki toplanan terimlerin her biri i¢in

a(x)
| { [ 1 ;5(,/0)>1dtJ v(x)dx < C (5.21)
B(0,5)\ B(

@

a(0)
<G, j v(x)[ j adtJ dx (5.22)
B(0,5) B(0,[x))

Dolayisiyla @ =a>(x)s<(?>j, v, =v(x), g, =q(0),p,=p(0), a=0,b=5  kabul edip (5.7)

vasitastyla

a(x)
| v(x)[ | f;((f/o)ddtJ d<C, [ odt=CW (5)=C, (5.23)
B(0,5) B(

elde ederiz.
Sonsuzlukta kestirim. N >1 (5.9) kosulunda yeterince biiyiik bir say1 olsun. Sifir civarindaki

kestirimle ayn1 kanitlama yolunu takip edecegiz.

a(x)
f(t)dt] v(x)dx

R"\B(0O,N ){B(O,x)\B(O, N)

a(x)
<20t f;((f/g)ddt} v(x)dx

0,|X|)\B(0,N)

a(x)
f 2 tjopadt | V(X)X + J
k"B(0,N)\ B(0,|x|)\B(0,N) R™B(0,N)\ B(

=207 (1, +1,) (5.24)

elde ederiz. (5.11) kosulunu hesaba katarak

a()
Il: .I. [ _[ (f/o-)l(f/a-)>ladt\J V(X)dX
B(0,/x|)\B(0,N)

R"B(O,N)

a(x)
< | [ | (f/o)p(‘)z(f/a)>ladtJ v(x)dx, (5.11)°den
B(0,x[)\B(0,N)

RMB(0,N)
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<G, _[ v(x)dx=Cy, (5.25)

RMB(0,N)

elde ederiz.

a(x)
Simdi 1, = f;((f/a)ddtJ v(x)dx i kestirelim.

R"\B(0,N )L(o,x)\a(o,N)
Farz edelim ki

F(x)= j)f(t);((f/a)ddt, bu durumda

B(0.X
< [ odt=w(x) (5.26)
B(O.X)
F(x)
g(x)=——=, xeR" olsun. Bu durumda 0<g(x)<1 olur ve
W (x)
= J. F (%)™ v(x)dx
R™MB(0,N)
< J. gq(x)\Nq(X)v(x)dx
RMB(0,N)
- J' g ™y (x)dx + I g W ™y (x)dx
% 9(x)<yw(x), [x}>N} X 9(x)=yW (x), [x>N}
= [ v(x)dx+ | g% g %W My (x) dx
R™B(0,N) {x: g(x)>YW(x), [x|>N}
<V(N)+ I g% g W My (x) dx
{x: 9(x)>YW (x), [x}>N}{xa(x)>q, }
+ I g% g %W My (x)dx
{x: 9(X)=YW (x), [x|>N}n{xq(x)<a, }
<V(N)+ I gqmgqm’%wq(x)v(x)dx+ .[ g% W v(x)dx
{x: 9(X)<YW (x), [x]>N}n{xa(x)=q,,} R™MB(0,N)

<V(N)+ I g% W Iy (x)dx + .[ g%W%v(x)dx

R™B(0,N) RMB(0,N)
<V(N)+ [ FewWSy(x)dx+ [ Fov(x)dx, (5.9)dan
RMB(0,N) RMB(0,N)

<SV(N)+Cy+ [ F¥v(x)dx (5.27)

R™B(O,N)

iR

[

1< p <q <o iken (5.7) esitsizligini (5.27)’de yerine yazarak ve o= f o = o™ v, =V

o, =0,p,=p,,a=N, b= farz ederek
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a7/ p.
[ Fov(x)ax< Cl{ [ a0, /a)<1dXJ elde ederiz.

R™MB(0O,N) R"MB(0,N)
Boylece
a,/p,
|2gc9{ [ fpm“%l>’<p<*>l>;(“,a)<ldx} +V(N) dir. (5.28)
R"\B(0,N)

(5.9) ve (5.11) kosullarindan
J' £ Po gl P (P(x)-1)

RMB(O,N)

= I (f/U)pwl(f/a)dex

RMB(0,N)

Xt 10yadX

= J' (f/o)> Xt 10ya0 X+ j (f/o)™ X(115)a00X

{x: f/a<W’2/p°<’,\x\>N} {x: f/aEW’Z/"“’,\x\>N}

< J. (f/O')p(f/O')mfp ;((Ho)dadx

{x: f /oW 2/Po (x),\x\>N}m{x: p(x)<p..}

+ J. (f/O')p(f/O')pfp;((f,a)dadx—i- I W 2odx

{x: f /oW 2/Po (x),\x\>N}m{x: p(x)zp.,} R™MB(0,N)

1 p
<— + J (f/o) dx
W(N) {x: f/5>W’2/p°°(x),\x\>N}m{x:p(x)<pm}
+ | W) (£/0)° 411y a0@X+Cg [ o* P Pl

{x: f/o<i|x>N}n{x:p(x)>p..} R™\B(0,N)

1
W(N)

< +Cy [ o*PfPdx, (5.10)dan

R"B(0,N)

<C,+Cy | flodx=Cy.

R"MB(O,N)

(5.26)-(5.29) kestirimleri ve (5.25) esitsizligi

a(x)
f(t)dt| v(x)dx<Cy (5.30)
&"B(0,N)\ B(0,|x|)\B(0,N)

Verir.

Ortasinda kestirim.

a(x) q'
f(t)dt} v(x)dx < 1+£J' f(t)dt] Jv(x)dx (5.31)

&"\B(0,N ){B(O,x)\B(O,N)

oldugu agiktir.
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Ip,(_):B(OVN)(af]/”): _[ w " Vdt =W (N)<C,, oldugunda, p(.)-normlari igin Holder esitsizligi

B(O,N)

ve (5.10) dan

[ f®)dt<cy|fa| <Cy (5.32)

B(O,N)

_1/p "

(.:B(O,N) "a) p'(.):B(O,N)

kestirimini yapariz.
(3.30) ve (3.32)’ye gore
a(x)
_[ ( J' f (t)dt} v(x)dx £(1+Clq; )\7(N):C20 (5.33)
R"B(0,N)\ B(O.N)
buluruz.
a>0,b>0,p=>1 iken (a+b)" £2"’1(ap +b”) temel esitsizligini ve , (5.23),(5.30),(5.32),(5.33)

kestirimlerini kullanarak

9 a(x)
f[ ] f(t)dtj v(x)dx< | [ | f(t)dtJ v(x)dx
R\ B(0X) B(0.6)\ B(0.Jx))

+

a(x)
f(t)dt v(x)dx
B(0.N)\8(0.5)| B(0Jx))

a(x)
4201 J. j f(t)dt} v(x)dx

R"B(0,N)\ B(O,N)

a(x)
4201 j I f(t)dt] v(x)dx <C, (5.34)

R"B(0,N)\ B(0,|x)\B(0,N)
elde ederiz. Boylece Teorem 5.7.’nin yeterlilik kismi ispatlanmis oldu.
Gereklilik. (5.8) kosulunda W () <% olacak sekilde yeterince kiiyiik bir >0 secelim.
teB(0,6) olsun. (5.10) esitsizligi i¢in
t
p(0)
f(x)= j ods | o(X) g, (5.35)

B(0t)

test fonksiyonunu kullanalim. Boylece
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W (x) 1-4/p(0)
Hf; (x) = " t)l/ °(0) X a0n (x)+W (t) Z s0ape(01) (x) (5.36)
oldugu agiktir, Ayrica, (5.8) kosulunu uygulayarak
X) dx o(x)dx
I a)“pf)z I A AP =Cy, buluruz.
p(-)( t p(x)/ p(0) ~ 22 W 22
W (t (t)
s(of) " (V) 3(0})
(5.8) kosulunun bir sonucu olarak
/
1) (W PHE ) 2 j v(x)(Hf ) ") dx
B(0J)
> v(x)(Hf ) ¥ dx
B(0,5)\B(0,[t])
(-—a(x)
p(0)
> V(X)W (t) dx, (5.8)den
B(0,5)\B(0,t])
>Cya j v(x)w (1)XO/P(0) g
B(0,5)\B(0,|t])
= CoaVs (D)W (1)0O P1O) (5.37)
elde ederiz. (5.11)’in gerekliligi ispatlanmis oldu.
(5.12) kosulunun gerekliliginin ispati i¢in (5.10) esitsizligine
-1
p(ﬁ
fi(x)= I ods| o(x) ZB(04)\B(ON) (x), [t|>N test fonksiyonunu uygulayalim.

B(0,t)\B(O,N)

N, (5.9) kosulundan yeterince biiyiik bir say1 olmak iizere teR"\B(0,N) osun. O zaman

Wi (%)

Hft(X)ZWNV—pw(t)

ZB(O [t)\B(0.N) (X) +WN1_]/ P (t)Z (X) (5.38)

RMB(0,f])
olur.

(5.9) geregince
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5. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA HARDY OPERATORUNUN
SINIRLILIGI VE HARDY ESITSIiZLIKLERI

-p(x)/ p.,

Ip(a)l/pft): I o (x)"™ a(x) ody dx <Cypy,
B(0,/t|)\B(O.N) B(0,/t|)\B(O.N)

Iq(_)(vllprt)z J. v(x)(Hft(x))q(X)dx

R™MB(0,[t[)

> v(x) ods dx . (5.39)
R"B(0,[t]) B(0,[t|)\B(O.N)

(5.9)’dan (5.39)’a diger kosullar1 uygulayarak
a7 P,
I (V/9H )= CoaV (1) ods = CpeV ()W (1) P

B(0[t|)\B(O.N)

(5.12) kosulunun gerekliligi ispatlanmis oldu. Boylece Teorem 5.6 ispatlandi.m

Yine F. Mamedov ve A. Harman [23] calismalarinda degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda,
yukarida verilmis olan, ¢ok boyutlu genellestirilmis Hardy esitsizligi iizerine calistilar ve
degisken iistler q(0) < p(0), q(e0) < p(e0) seklinde oldugunda LY — 1% Hardy operatoriiniin

smirliligr igin esdeger gerekli ve yeterli kosullar buldular.

Theorem 5.7. V(m)>1, W(m)<1 ve V(M) <1, W(M)>1 olacak sekilde 0<m<1 ve

1
M >1 var olsun. p,gePNA,NZ, ve v,o=w "7 fonksiyonlart R"\{0} da tanimli lokal

integrallenebilir negatif olmayan fonksiyonlar olsun. V(x)= j v(y)dy; W(x)= _f o(y)dy

IyP>[x] ¥/

fonksiyonlari1 kuralm. Burada V(x), W(x) ifadeleri sadece |X

’e baghdir. ~ sembollii
fonksiyonlar tek degiskenli olmak iizere \7(| X|) =V (x), V\7(|X|) =W (X) tammlayalim. Bu
fonksiyonlar i¢in  V(0) =0, W (o) =c0  kosullarnin  saglandigim  ve

p~>1, 0<q(0)<p(0)<w, 0<q(w)<p(w)<oo oldugunu farz edelim. Bu durumda su

ifadeler 6zdestir:
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1. C,C,p,p"a.,q",p(0),a(0), p(),q(c0) W (m),W (M ),V (m)V (M)
degerlerine bagl Gyle bir pozitif C sabiti vardir ki; herhangi 6l¢iilebilir f (X) >0 fonksiyonu
igin Hvllq(‘) Hf Hq(.) < CHa)“ PO f Hp(') agirhikli norm egitsizligi saglanir.

2. Oyle C,,C, sabitleri vardir ki; herhangi dlgiilebilir f(x)>0 fonksiyonu igin

1/q(0)

w0 1/p(0)
.‘- V(X) J. f (Y)dy dx < C3 J O_(X)l—p(O) f (X)p(o) dx
B(0.m) B( B

0Jx)

ve

a()
.[ v(x){ .[ f(y)dyj dx
[x>M B(0,x)\B(0,M)

esitsizliklerinin her ikisi de saglanir.

1/ q(oc)

1/g(e)
SC{ | o ()7 (x)") dxj
[x|>M

3. = - , = _ 1 olmak tizere,

® 1 1 ()
j[\i(t)ww(t)w} 4V (t) <o0

kosullarmnin her ikisi de saglanir.

kalir.

mro 1 1 70
5. —f[v(t)pw)w(t)p'(m} dvV(t)<wo ve -

0

e Y]

| ——
1]
—~
—
N—
he]

’é\ =
=
—~~
—
N—
=]

O

L

3
o
<
—~
—
N—
N

kosullarmnin her ikisi de saglanr.
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6. SONUC VE ONERILER

6. SONUC VE ONERILER

Hardy operatoriiniin sinirliligi ve Hardy esitsizliginin varligi 6zdes durumlar
oldugundan, bu tez caligmasinda degisken iislii Lebesgue uzaylarinda Hardy esitsizlikleri

incelenmis ve giincel ¢alismalarla 6rneklendirilmistir.

5. boliimde de goriilecegi gibi Hardy operatoriiniin sinirliligt p ve g degisken
tslerinin p>q, p<gq gibi farkli durumlari i¢in incelenmis sonug olarak farkli gerekli ve
yeterli sonuglar elde edilmistir.

[leri bir ¢alisma olarak benzer ya da aym kosullar icin daha kolay uygulanabilir gerekli
ve yeterli kosullar arastirilabilir. Ayrica, p>q, p<q gibi kosullar 2. béliimde bahsedilen

kesikli Hardy esitsizligi i¢in de incelenebilir.
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