
T.C. 
DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 

 

 

 

 

DEĞİŞKEN ÜSTLÜ MORREY UZAYLARINDA AĞIRLIKLI  
HARDY-LİTTLEWOOD MAKSİMAL VE RİESZ  

POTANSİYEL OPERATÖRLERİNİN  
SINIRLILIĞI 

 

 

 

 

Enver ÜLGÜL 
 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

 

 

 

Şubat–2012 
 

 

 

 

 

 

 

DİYARBAKIR 
 



T.C. DİcLE ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ MÜDÜRLÜGÜ

DİYARBAKIR

Enver ÜLGÜL tarafından yapılan "Değişken Üstlü Morrey Uzaylarında Ağırlıklı

Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin Sınırlılığı" konulu bu çalışma,

jürimiz tarafından Matematik Anabilim Dalında YÜKSEK LiSANS tezi olarak kabul

edilmiştir.

Jüri Üyeleri

Üye

Başkan : Prof. Dr. Sezai OG

Üye : Prof. Dr. Ali YILMAZ

Tez Savunma Sınavı Tarihi: 24/02/2012

Yukarıdaki bilgilerin doğruluğunu onaylarım .

.. .I .I .

Prof. Dr. Hamdi TEMEL

Enstitü Müdürü



I 
 

TEŞEKKÜR 

 

 

Bana bu konuda çalışma ve ilerleme imkanı veren, bilgi ve tecrübelerinden fazlasıyla 

yararlandığım danışman Hocam Sayın Yrd. Doç. Dr. Bilal ÇEKİÇ’e, ve sonuçların 

değerlendirilip tartışılmasında katkı sunan Hocam Sayın Prof. Dr. Rabil MAŞİYEV’e 

sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



II 
 

 

Her türlü desteği ve sevgilerini esirgemeyen sevgili aileme saygı ve teşekkürlerimi 

sunarım… 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



III 
 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa

TEŞEKKÜR………………………………………………………………………..…... I 

İÇİNDEKİLER…………………………………………………………….................... III 

ÖZET…………………………………………………………….................................... V 

ABSTRACT……………………………………………………………......................... VI 

SİMGELER…………………………………………………………………………..... VII 

1. GİRİŞ……………………………………………………………...................... 1 

2. ÖN BİLGİLER…………………………………………………………....…... 6 

2.1. Normlu Uzay………………………………………………………………….... 6 

2.2. Sürekli Fonksiyonlar Uzayı…………………………………………………….. 10 

2.3. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyonlar……........................................... 11 

2.4. Lebesgue Uzayları…………................................................................................ 15 

2.5. Ağırlıklı Lebesgue Uzayları …………................................................................ 17 

2.6. Maksimal ve Riesz potansiyel Operatörleri......................................................... 18 

2.7. Modüler Uzaylar ve Orlicz Uzayları……............................................................ 21 

3. DEĞİŞKEN ÜSTLÜ LEBESGUE UZAYLARI VE AĞIRLIKLI 
DEĞİŞKEN ÜSTLÜ LEBESGUE UZAYLARI…………............................. 23 

3.1. Değişken Üstlü Lebesgue Uzayları…………………………………..………… 23 

3.1.1 Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin Sınırlılığı….. 28 

3.2. Ağırlıklı Değişken Üstlü Lebesgue Uzayları………………….……………….. 29 

3.2.1. Ağırlıklı Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel operatörlerinin 
Sınırlılığı  ……………………………………………………………………… 30 

4. MORREY UZAYLARI VE DEĞİŞKEN ÜSTLÜ MORREY UZAYLARI 33 

4.1. Morrey Uzayları……………………………….……………………….………. 33 

4.1.1. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin Sınırlılığı….. 34 

4.2. Değişken Üstlü Morrey Uzayları………………………..……………………... 35 

4.2.1. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin Sınırlılığı….. 37 

5. AĞIRLIKLI DEĞİŞKEN ÜSTLÜ MORREY UZAYLARI……………….. 39 

5.1. Ağırlıklı Değişken Üstlü Morrey Uzayları…………………………………….. 39 



IV 
 

5.1.1 Ağırlıklı Hardy-Littlewood Maksimal Operatörünün Sınırlılığı…...…………... 46 

5.1.2. Ağırlıklı Riesz Potansiyel Operatörünün Sınırlılığı…………………..………... 52 

6. TARTIŞMA VE SONUÇLAR………………………….……………………. 55 

7. KAYNAKLAR…………………………………………………………..…….. 56 

ÖZGEÇMİŞ……………………………………………………………………............. 61 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



V 
 

ÖZET 
 

DEĞİŞKEN ÜSTLÜ MORREY UZAYLARINDA AĞIRLIKLI  
HARDY-LITTLEWOOD MAKSİMAL VE RIESZ  

POTANSİYEL OPERATÖRLERİNİN  
SINIRLILIĞI 

 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

Enver ÜLGÜL 
 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 
FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

2012 
 
 

Bu çalışmada değişken üstlü Morrey uzaylarında ağırlıklı Hardy-Littlewood maksimal 
ve Riesz potansiyel operatörlerinin sınırlılığı ispatlanmıştır. 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. 

İlk bölüm giriş niteliğinde olup, bu bölümde değişken üstlü Lebesgue ve Morrey 
uzaylarının çıkış noktası ve günümüze kadar yapılan çalışmalar kronolojik sırada ele alınmıştır. 

İkinci bölümde, temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, değişken üstlü Lebesgue uzayları ve ağırlıklı değişken üstlü Lebesgue 
uzayları teorisi ve bu uzaylarda çalışma konumuzla ilgili elde edilmiş sonuçlar verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, ilk önce klasik Morrey uzayları ve değişken üstlü Morrey uzayları 
teorisi verilmiş ve daha sonra bu uzaylarda Hardy-Littlewood maksimal ve Riesz potansiyel ile 
ilgili elde edilmiş sonuçlar verilmiştir. 

Son bölüm olan beşinci bölümde, ağırlıklı değişken üstlü Morrey uzayları tanımlanarak 
, nΩ  nin sınırlı açık bir alt bölgesi ve ( )p ⋅ , ( )λ ⋅  fonksiyonları log-Hölder sürekli olmak 

üzere ağırlıklı Hardy-Littlewood maksimal ve ağırlıklı Riesz operatörlerinin sınırlığı 
ispatlanmıştır. 
 
 
 

 
Anahtar Kelimeler: Değişken üstlü Lebesgue uzayları, Ağırlıklı değişken üstlü Morrey 
uzayları, Hardy-Littlewood maksimal operatör, Riesz potansiyel operatör, log-Hölder süreklilik 
koşulu.  
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ABSTRACT  

THE BOUNDEDNESS OF THE WEIGHTED HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL  

AND RIESZ POTENTIAL OPERATORS IN THE VARIABLE  

 EXPONENT MORREY SPACES 

 

M.Sc. Thesis 
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In this study the boundedness of the weighted Hardy-Littlewood maximal and Riesz 

operators in the variable exponent Morrey spaces are proved. 
 

This thesis consists of five chapters. 
The first chapter is an introduction to the theory of the variable exponent Lebesgue and 

Morrey spaces. Moreover, it gives the origin of the theory and lists the relevant works of the 
various authors in chronological order. 
 

In the second chapter, we give the basic definitions and theorems of the theory. 
 

In the third chapter, the theory of the variable exponent Lebesgue and weighted variable 
exponent Lebesgue spaces and some important results related to the thesis are given. 
 

In the fourth chapter, the theory of the classical Morrey and the variable exponent 
Morrey spaces and the necessary conditions of the boundednes of the Hardy-Littlewood 
maximal and Riesz operators are given. 
 

In the last chapter, the definition of the weighted variable exponent Morrey spaces is 
given and the boundedness of the weighted Hardy-Littlewod maximal and weighted Riesz 
operators on a bounded open domain is obtained. 

 
 

 
 

Key Words: Variable exponent Lebesgue spaces, weighted variable exponent Morrey spaces, 
Hardy-Littewood maximal operator, Riesz potential operator, log-Hölder continuity condition 

 



S·IMGELER

Rn : n� boyutlu öklid uzay¬


 : Rnnin bir alt bölgesi

j
j : 
 bölgesinin Lebesgue ölçümü

S(
) : Ölçülebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬


 : 
 bölgesinin kapan¬̧s¬

Çap (
) : 
 bölgesinin çap¬

Lp(
) : Lebesgue uzay¬

L1loc : Lokal integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

Lploc : p: mertebeden lokal integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

w : A¼g¬rl¬k fonksiyonu

� : Kuvvet tipli a¼g¬rl¬k fonksiyonu

Lpw(
) : A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬

Lp(�)(
) : De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬

L
p(�)
w (
) : A¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬

B(x; r) : x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar

(B(x; r))
c : x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar¬n tümleyenieB(x; r) : B(x; r) \ 


�A : A kümesinin karakteristik fonksiyonu

Lp;�(
) : Morrey uzay¬

Lp(�);�(�)(
) : De¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

L
p(�);�(�)
w (
) : A¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

M : Hardy-Littlewood maksimal operatör

M ] : Sharp maksimal operatör

M� : A¼g¬rl¬kl¬Hardy-Littlewood maksimal operatör

I� : Riesz potansiyel operatör

M� : Kesirli maksimal operatör

I�� : A¼g¬rl¬kl¬Riesz potansiyel operatör
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Enver ÜLGÜL

1. G·IR·IŞ

Bu bölümde, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n tarihsel geli̧simin-

den bahsedilecek, Morrey uzaylar¬hakk¬nda bilgi verilecek ve bu uzaylarda harmonik

analizin önemli araçlar¬ndan olan Hardy-Littlewood maksimal ve Riesz potansiyel

operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ilgili çal¬̧smalar verilecektir.

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬literatürde ilk defa, Orlicz (1931) taraf¬ndan,

yaz¬lan makalede görüldü. Bu makalede aşa¼g¬daki soru göz önüne al¬nm¬̧st¬r. (pk) ve

(xk) dizileri
P
xpkk yak¬nsak olacak şekilde reel say¬lar¬n bir dizisi olsun. Bu haldeP

xkyk ifadesinin yak¬nsak olmas¬için yk üzerindeki gerek ve yeter koşullar nelerdir?

Bu soruya yan¬t en az bir � > 0 ve p0k =
pk
pk�1 için

P
(�yk)

p0k serisinin yak¬nsak olmas¬

gerekti¼gi ortaya ç¬kmaktad¬r. Orlicz ayn¬zamanda de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬n¬

reel aral¬kta göz önüne alm¬̧st¬r ve bu uzayda Hölder eşitsizli¼gini ispatlam¬̧st¬r. Bu

makaleden sonra Orlicz de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda çal¬̧smay¬b¬rak¬p, kendi

ismi ile an¬lan Orlicz fonksiyon uzaylar¬teorisi üzerinde yo¼gunlaşm¬̧st¬r. Orlicz uzay-

lar¬u, 
 bölgesinde ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere enaz bir � > 0 ve koşullar¬

bilinen bir ' fonksiyonu için

I (�u) =

Z



' (� ju (x)j) dx <1

olacak şekildeki fonksiyonlardan oluşan uzaya denir. Ek olarak e¼ger I fonksiyonu

baz¬ koşullar¬ sa¼glarsa böyle uzaylara da modüler uzay denir. Bu uzaylar ilk

defa sistematik olarak Nakano (1950,1951) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve de¼gi̧sken üstlü

Lebesgue uzay¬n¬daha genel uzaylar¬n bir örne¼gi olarak göz önüne alm¬̧st¬r. Daha

sonra, özellikle Hudzik (1976, 1979) ve Musielak (1983) taraf¬ndan modüler uzaylar

incelenmi̧stir. E¼ger yukar¬daki ' fonksiyonu x de¼gi̧skenine de ba¼gl¬ise bu durumda

Genelleştirilmi̧s Orlicz Uzaylar¬veya Musielak Orlicz Uzaylar¬ad¬verilen
daha genel uzaylar elde edilir.

Reel aral¬kta de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬, ba¼g¬ms¬z olarak Rus araşt¬rma-

c¬lar özellikle de Sharapudinov (1979,1981,1986) taraf¬ndan geli̧stirildi. Bu araşt¬r-

mac¬lar¬n orjin noktas¬Tsenov (1961) taraf¬ndan üretilen ve Sharapudinov (1979)

taraf¬ndan cevaplanan u sabit bir fonksiyon ve v, Lp(�)([a; b]) uzay¬n¬n sonlu boyutlu

alt uzay¬nda de¼gi̧smek üzere

bZ
a

ju(x)� v(x)jp(x) dx

ifadesini minimize problemine dayan¬r. 1980 li y¬llar¬n ortas¬nda Zhikov (1987) de¼gi̧sken

üstlü uzaylarla yak¬ndan ili̧skili olan standart olmayan büyüme koşullu varyasyonel

integralleri göz önüne alarak araşt¬rmalar için yeni bir çizgi oluşturmuştur.

1



1.BÖLÜM

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda bir sonraki

ad¬m 90 l¬y¬llar¬n başlar¬nda Kováµcik ve Rákosník (1991) taraf¬ndan at¬lm¬̧st¬r. Bu

makalede Rn de de¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n bir çok temel özelli¼gi
ortaya konmuştur.Kováµcik ve Rákosník, de¼gerlerini [1;1] aral¬¼g¬nda alan ölçülebilir
bir p fonksiyonu için de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬n¬n tan¬m¬n¬geni̧sletmi̧slerdir.

Bu tan¬ma göre 
; Rn de aç¬k bir bölge olmak üzere 
1 = fx 2 
 : p(x) =1g
olsun.

I (f) =

Z

n
1

jf (x)jp(x) dx+ ess sup

1

jf (x)j

ve

kfkp(�) = inf
�
� > 0 : I

�
f

�

�
� 1
�

olarak al¬ns¬n. En az bir � > 0 için I (�f) < 1 olacak şekilde tüm fonksiyonlar¬n

s¬n¬f¬na de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬ad¬verilir.
Ayr¬ca Kováµcik ve Rákosník, 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, p : 
 �! [1; n) fonksiyonu

sürekli ve

1 � q(x) � np(x)

n� p(x)
� " = p�(x)� "; 0 < " <

1

n� 1
olmak üzere Sobolev tipli

kukq(�) � c krukp(�) ;u 2 C10

eşitsizli¼gini elde etmi̧slerdir.

Bu makaleden sonra uzun bir süre herhangi bir çal¬̧sma gözlenmemi̧stir. Daha

sonra bu konu ba¼g¬ms¬z olarak bir çok araşt¬rmac¬taraf¬ndan yeniden ele al¬nm¬̧st¬r.

Samko (1998), Rus bilim adamlar¬n¬n çal¬̧smalar¬na dayal¬ olarak de¼gi̧sken üstlü

Lebesgue uzay¬nda konvolüsyon ve potansiyel tipli operatörleri incelemi̧stir. Kon-

volüsyon operatörleri bu uzaylarda istenmeyen özelliklere sahiptir. Bunu nedeni

K = k�f konvolüsyon operatörünün genel olarak bir f fonksiyonunun singüleritesini
başka bir noktaya taş¬mas¬d¬r. Bunun bir sonucu olarak Young tipli teorem bu uza-

ylarda genel olarak geçerli de¼gildir. Bu çal¬̧smas¬n¬takip eden ikinci çal¬̧smas¬nda

potansiyel operatörlerini de göz önüne alarak bu uzaylar için Young Teoreminin

baz¬ çeşitlerini ispatlam¬̧s ve de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda Sobolev tipli teo-

remin geçerlili¼gi sorusunu ele alm¬̧st¬r. 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve p ölçülebilir bir fonksiyon

olmak üzere Riesz potansiyeli için Sobolev tipli eşitsizlik ve ayr¬ca p fonksiyonun

jp(x)� p(y)j � C

� log jx� yj ; jx� yj � 1

2

2



Enver ÜLGÜL

koşulu ve maximal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ koşulu alt¬nda kritik Sobolev üstü için

Sobolev tipli eşitsizli¼gi ispatlam¬̧st¬r. Bunun d¬̧s¬nda de¼gi̧sken mertebeli potansiyel

tip operatörleri incelemi̧stir.

Pick ve R°uµziµcka (2001), genel p fonksiyonlar¬ için Lp(�)(
) uzay¬nda Hardy-

Littlewood maximal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬na dair ters bir örnek sundular.

Diening (2002, 2004),

jp(x)� p(y)j � C

� log jx� yj ; jx� yj � 1

2
(1.1.1)

koşulunu sa¼glayan ve yeteri kadar büyük yuvar¬n d¬̧s¬nda sabit olan p fonksiyon-

lar¬için Hardy-Littlewood maximal operatörünün de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda

s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧s, ayr¬ca Diening (2004) çal¬̧smas¬nda Riesz potansiyel oper-

atörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve Sobolev gömme teoremini vermi̧stir.

Cruz-Uribe ve ark.(2003), (1:1:1) ve

jp(x)� p(y)j � C

log (e+ jxj) ; x; y 2 
; jyj � jxj (1.1.2)

koşulu alt¬nda Hardy-Littlewood maximal operatörünün de¼gi̧sken üstlü Lebesgue

uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve üstten yar¬sürekli p fonksiyonu için (1:1:2) koşulunun gereklil-

i¼gini göstermi̧slerdir.

Capone ve ark. (2007), ise Hardy-Littlewood maximal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬na

ba¼gl¬olarak, kesirli maximal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve Riesz potansiyel operatörü

yard¬m¬yla da Sobolev gömme teoremini ispatlam¬̧slard¬r.

Diening (2005), Muckenhoupt s¬n¬�ar¬kavram¬n¬genelleştirerek, maximal oper-

atörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ için gerek ve yeter koşullar¬vermi̧stir. Cruz-Uribe ve ark.(2011),

de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬nda Maksimal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r.

Kokilashvili ve Samko (2003), s¬n¬rl¬bölge üzerinde a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬nda

singüler operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬; Kokilashvili ve Samko (2004, 2005) de maximal

operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ele alm¬̧slar ve Hardy operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ile ilgili baz¬

sonuçlar vermi̧slerdir. Ayr¬ca Samko (2003) s¬n¬rl¬ bölgede kesirli integraller için

Hardy eşitsizli¼gini elde etmi̧stir. Edmunds ve ark. (2004), De¼gi̧sken üstlü Lebesgue

uzaylar¬nda, genel a¼g¬rl¬kl¬Hardy operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬için integral tipli bir gerek

koşul ve ayr¬ca bir yeter koşul vermi̧stir. Bu koşullar, p fonksiyonun sabit olmas¬

durumunda çak¬̧smaktad¬r.

Diening ve ark. (2011) taraf¬ndan De¼gi̧sken üstlü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬

ve uygulamalar¬ile ilgili bir çok sonucu içeren kitap yay¬nlanm¬̧st¬r.

Lp;� (Rn) Morrey uzaylar¬Morrey (1938) taraf¬ndan eliptik k¬smi diferansiyel
denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ç¬kar¬l-

m¬̧st¬r. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsay¬l¬elip-

tik problemler ve potansiyel teorisine önemli uygulamalar¬ortaya ç¬km¬̧st¬r.

3



1.BÖLÜM

Morrey uzaylar¬Lebesgue uzaylar¬n¬n bir uzant¬s¬olarak de¼gerlendirilebilece¼gin-

den klasik operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬n¬n Morrey uzaylar¬nda araşt¬r¬lmas¬do¼gal ve

önemlidir.

Şimdi bu alanda yap¬lan baz¬çal¬̧smalardan bahsedelim.

Chiarenza ve Frasca (1987), Klasik Morrey uzaylar¬nda Hardy-Littlewood mak-

simal operatör, Singuler integral operatör ve Kesirli integral operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

göstermi̧stir.

Samko (2008), Morrey uzaylar¬nda a¼g¬rl¬kl¬Hardy ve singular operatörlerin s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r.

Guliyev(2009), Genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda Hardy-Littlewood maximal

operatör, Singuler integral operatör ve Riesz potansiyel operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göster-

mi̧stir.

Gürbüz(2010), Guliyev(2009) çal¬̧smas¬ndan yararlanarak Morrey uzaylar¬nda

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün ve Riesz potansiyelinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬üzerine

tez çal¬̧smas¬yapm¬̧st¬r.

Komori ve Shirai (2009), A¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬n¬ tan¬mlayarak yukar¬daki

klasik operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬bu uzaylarda çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Mustafayev (2012), A¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda altliner operatorlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬

üzerine çal¬̧sma yapm¬̧st¬r.
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2. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak temel tan¬m ve teoremler

hakk¬nda bilgi verilecek ve daha sonra çal¬̧smam¬z ile ilgili uzaylar tan¬mlanacakt¬r.

2.1. Normlu Uzay

Tan¬m 2.1.1. X boş olmayan bir küme ve F, reel veya kompleks say¬lar cismi
olsun.

+ : X �X ! X, (x; y)! x+ y;

� : F�X ! X, (�; x)! �x;

dönüşümleri ile toplama ve çarpma i̧slemlerini tan¬mlayal¬m. E¼ger,

A) X, + i̧slemine göre de¼gi̧smeli bir grup,

G1) Her x; y 2 X için x+ y 2 X
G2) Her x; y; z 2 X için x+ (y + z) = (x+ y) + z

G3) Her x 2 X için x+ � = � + x = x olacak şekilde � 2 X vard¬r

G4) Her x 2 X için x+ (�x) = (�x) + x = � olacak şekilde �x 2 X vard¬r

G5) Her x; y 2 X için x+ y = y + x

B) Her x; y 2 X ve �; � 2 F olmak üzere
E1) �x 2 X
E2) �(x+ y) = �x+ �y

E3) (�+ �)x = �x+ �x

E4) (��)x = �(�x)

E5) 1x = x

şartlar¬sa¼glan¬yorsa X uzay¬na F cismi üzerinde bir vektör uzay¬denir.

Tan¬m 2.1.2. Bir X vektör uzay¬nda k�k : X ! R fonksiyonu her x, y 2 X ve

her � 2 F (R yada C) için
i) kxk = 0() x = 0

ii) k�xk = j�j kxk
iii) kx+ yk � kxk+ kyk

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, k�k fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X; k�k) ikilisine
de normlu uzay denir. Bundan sonra bir x 2 X eleman¬n normu kxk şeklinde ve
X uzay¬nda tan¬mlanan norm k�kX şeklinde gösterilecektir.

Tan¬m 2.1.3. X bir normlu uzay, x 2 X ve r 2 R pozitif bir say¬olmak üzere;
B(x; r) ={y 2 X : kx� ykX < r} kümesi, x merkezli r yar¬çapl¬bir aç¬k yuvar,
B(x; r) ={y 2 X : kx� ykX � r} kümesi, x merkezli r yar¬çapl¬bir kapal¬

yuvar olarak tan¬mlan¬r. A � X olmak üzere, her x 2 A için B(x; r) � A olacak

şekilde bir r > 0 say¬s¬varsa A�ya aç¬k küme denir.
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Tan¬m 2.1.4. (xn) ; (X; k�kX) normlu uzay¬nda bir dizi ve x0 2 X olsun. Her

" > 0 için n � n" oldu¼gunda kxn � x0kX < " olacak şekilde n" do¼gal say¬s¬varsa

(xn) dizisi x0 noktas¬na yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.1.5. (xn) ; (X; k�kX) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her " > 0 için

n;m � n" oldu¼gunda kxn � xmkX < " olacak şekilde n" do¼gal say¬s¬ varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.1.6. Bir (X; k�kX) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu
uzaya Banach uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.7. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve u : 
 �! R ye tan¬ml¬bir fonksiyon
olarak verilsin. E¼ger, herhangi bir " > 0 say¬s¬ve x; x0 2 
 elemanlar¬için jx� x0j <
� oldu¼gunda ju(x)� u(x0)j < " olacak şekilde � (") > 0 say¬s¬varsa u fonksiyonuna

x = x0 noktas¬nda süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.8. (X; k�kX) normlu bir uzay ve X in bir E (E � X) altkümesi ver-

ilsin. E¼ger, her bir x 2 X; E deki elemanlardan oluşan bir (xn) dizisinin limiti ise E
kümesi X uzay¬nda yo¼gundur denir.

Tan¬m 2.1.9. (X; k�kX) normlu uzay¬n¬n say¬labilir yo¼gun bir altkümesi varsa
(X; k�kX) normlu uzay¬na ayr¬labilir uzay denir.

Tan¬m 2.1.10. k�k1 ve k�k2 ; X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬ farkl¬ iki norm

olsun. Her x 2 X için

C1 kxk1 � kxk2 � C2 kxk1

olacak şekilde C1 > 0 ve C2 > 0 sabitleri varsa k�k1 ile k�k2 normlar¬na denk(eşde¼ger)
normlar denir.

Tan¬m 2.1.11. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay ve D(T ); X in bir

altkümesi olsun. T : D(T ) � X �! Y dönüşümü D(T ) nin her bir eleman¬n¬Y nin

yaln¬z bir eleman¬na götürüyorsa, T ye D(T ) den Y ye bir operatör ad¬verilir ve
D(T ) ye T operatörünün tan¬m kümesi denir.

R(T ) = fy 2 Y : y = Tx; x 2 D(T )g

kümesine T operatörünün de¼ger(görüntü) kümesi denir.

Tan¬m 2.1.12. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay ve D(T ) � X;

X in bir alt uzay¬olmak üzere T : D(T ) � X �! Y bir operatör olsun. E¼ger T

operatörü, her x; y 2 D(T ) ve her �; � 2 F için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa bu operatöre lineer operatör denir.
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Tan¬m 2.1.13. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere; T : X ! Y operatörü,

(xn) � X dizisi ve x 2 X eleman¬ verilsin. n�nin yeterince büyük de¼gerlerinde

(n!1 iken)

kxn � xkX ! 0 iken kTxn � TxkY ! 0

oluyorsa T operatörü x noktas¬nda süreklidir denir. E¼ger T , X�deki her noktada
sürekli ise T�ye sürekli operatör denir.

Tan¬m 2.1.14. X ve Y normlu uzay, D(T ) � X ve T : X ! Y operatörü

verilsin. A � X alt kümesi s¬n¬rl¬iken T (A), Y �de s¬n¬rl¬ise T operatörüne s¬n¬rl¬
operatör denir. Bir başka ifadeyle, her x 2 X için

kTxkY � c kxkX (2:1:1)

olacak şekilde pozitif bir c reel say¬s¬ varsa T�ye s¬n¬rl¬ operatör denir. Bununla

birlikte, (2:1:1) eşitsizli¼gini sa¼glayan c�lerin in�mumuna T operatörünün normu
denir ve bu norm

kTk := sup
x 6=0;x2X

kTxkY
kxkX

= sup
kxkX�1

kTxkY

biçiminde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.1.15. X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) � X olmak üzere, T : D(T ) �
X �! Y lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmas¬için gerek ve yeter

koşul T nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.1.16. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere, e¼ger her x 2 X için

kTxkY = kxkX

özelli¼gini sa¼glayan, X uzay¬n¬Y uzay¬üzerine dönüştüren bire-bir lineer bir T op-

eratörü varsa X ve Y normlu uzaylar¬na izometrik olarak izomor�zma ve T
operatörüne de X ve Y normlu uzaylar¬aras¬nda izometrik izomor�zma denir.
Bu özelli¼ge sahip uzaylar ayn¬uzaylar olarak kabul edilir ve bu durum X �= Y

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.1.17. X ve Y normlu iki uzay olsun. E¼ger,

i) X; Y nin bir alt uzay¬

ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan birim operatör sürekli ise

X normlu uzay¬Y normlu uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir. I birim

operatörü lineer oldu¼gundan ii) koşulu

kIxkY � C kxkX ; x 2 X

olacak şekilde bir C > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.
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Tan¬m 2.1.18. BirX vektör uzay¬nda tan¬ml¬skaler de¼gerli fonksiyona fonksiy-
onel denir. Bir f fonksiyoneline,

f (�x1 + �x2) = �f(x1) + �f (x2) ; x1; x2 2 X ve �; � 2 C

koşulu alt¬nda bir lineer dönüşüm ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.19. (X; k�kX) normlu uzay¬üzerinde tan¬ml¬bütün lineer ve sürekli
fonksiyonellerden oluşan uzaya X normlu uzay¬n¬n dual uzay¬denir ve X 0

ile gös-

terilir. Bu uzay u; v 2 X 0; x 2 X ve c 2 C

(u+ v)(x) = u(x) + v(x) ve (cu)(x) = cu(x);

şeklinde tan¬mlanan noktasal toplam ve çarp¬m alt¬nda bir vektör uzay¬d¬r. Bu uza-

yda bir u 2 X 0
eleman¬n¬n normu

kukX0 = sup
x2X;x 6=0

ju(x)j
kxkX

şeklinde tan¬mlan¬r. X
0
uzay¬k�kX0 normu ile bir Banach uzay olur.

Tan¬m 2.1.20. Bir X vektör uzay¬n¬n X 0 duali de normlu vektör uzay¬oldu¼gun-

dan, bu uzay¬n da duali tan¬mlanabilir. Bu durumda (X 0)0 = X 00 lineer vektör uza-

y¬na X in ikinci duali denir.
Sabit bir x 2 X için X 0 uzay¬nda

gx(f) = f(x) ( f 2 X 0 de¼gi̧sken)

şeklinde bir gx fonksiyoneli tan¬mlayal¬m. Her x 2 X için bir tek s¬n¬rl¬lineer fonksiy-

onel kaŗs¬l¬k gelece¼ginden, bu halde

C : X �! X

x 7�! gx

şeklinde bir dönüşüm tan¬mlanabilir. Bu dönüşüme kanonik dönüşüm ad¬verilir.

E¼ger kanonik dönüşüm üzerine ise, bu durumdaX uzay¬na yans¬mal¬uzay ad¬verilir.

X yans¬mal¬uzay ise X �= X 00 olur.

Teorem 2.1.21. Yans¬mal¬bir (X; k�kX) Banach uzay¬n¬n her alt uzay¬da yan-
s¬mal¬d¬r.

Teorem 2.1.22. (X; k�kX) normlu bir uzay olsun. X uzay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬

için gerek ve yeter koşul X
0
uzay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬d¬r. E¼ger X uzay¬ayr¬labilir

ise, X
0
uzay¬da ayr¬labilirdir. Bu durumda, X ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir uzay ise

X
0
de ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir uzay olur.
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2.2. Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬

Tan¬m 2.2.1. 
, Rn�nin aç¬k bir bölgesi olmak üzere,

C0 (
) := fu : 
! Rn; u fonksiyonu süreklig

şeklinde tan¬mlanan kümeye sürekli fonksiyonlar uzay¬denir. Bu uzay; k�k, Rn�de
tan¬mlanan norm olmak üzere,

kukC0(
) = sup
x2


ku (x)k <1

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2.2. � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j lerin n�bileşenlisi ise, � ya
çoklu indis denir ve j�j =

nP
j=1

�j şeklinde yaz¬labilir. Buna göre 1 � j � n için

Dj =
@
@xj

ise, o zaman D� = D�1
1 :::D

�n
n ifadesi j�j : mertebeden bir diferansiyel

operatör belirtir. Bu ifade,

D�u =
@j�ju

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

şeklinde de yaz¬labilir.

Tan¬m 2.2.3. G; G � Rn altkümesinin kapan¬̧s¬olmak üzere Rn de bir 
 bölgesi
için G � 
 ve G kümesi Rn nin kompakt(kapal¬ve s¬n¬rl¬) bir altkümesi ise G �� 

şeklinde gösterilir. G de tan¬ml¬bir u fonksiyonun deste¼gi

supp u = fx 2 G;u(x) 6= 0g

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger supp u �� 
 ise u fonksiyonu 
 da kompakt deste¼ge
sahiptir denir.

Tan¬m 2.2.4. 
; Rn de bir bölge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬

olsun. 
 bölgesinde, j�j � m mertebesine kadar tüm D�u k¬smi türevleri sürekli

olan u fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu uzay Cm(
) vektör uzay¬d¬r.

C0(
) � C(
)

ve

C1(
) =
1
\
m=0

Cm(
)

olarak yaz¬labilir.

C0(
) ve C10 (
) alt uzaylar¬s¬ras¬yla 
 bölgesinde kompakt deste¼ge sahip olan

C(
) ve C1(
) uzaylar¬ndaki bütün fonksiyonlardan oluşur. C10 (
) uzay¬n¬n ele-

manlar¬na test fonksiyonu denir.
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Tan¬m 2.2.5. 
; Rn de bir bölge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬

olsun. 
 bölgesinde D�u k¬smi türevlerin s¬n¬rl¬oldu¼gu u 2 Cm(
) fonksiyonlar¬n¬n
belirtti¼gi uzaya CmB (
) vektör uzay¬ad¬verilir. C

m
B (
) uzay¬

kukCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�u(x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

2.3. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyonlar

Tan¬m 2.3.1. �, Rn�nin altkümelerinin bir s¬n¬f¬olmak üzere,

i) Rn 2 �;
ii) A 2 � ise Ac 2 � (Ac, A�n¬n tümleyen kümesi),

iii) E¼ger i = 1; 2; :::; için Ai 2 � ise,
1[
i=1

Ai 2 �

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, � s¬n¬f¬na bir �-cebir ad¬verilir.

Tan¬m 2.3.2. � s¬n¬f¬üzerinde tan¬mlanan � : �! R+ [ f+1g fonksiyonu, �
s¬n¬f¬ndaki ayr¬k kümelerin bir fAigi2n toplulu¼gunun say¬labilir her birleşimi için

�

 1[
i=1

Ai

!
=

1X
i=1

� (Ai) ; 8Ai \ Ak = ?; i 6= k

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyonuna � s¬n¬f¬üzerinde bir ölçüm denir.

Tan¬m 2.3.3. Rn�nin altkümelerinin aşa¼g¬da verilen özelliklere sahip �-cebiri

olan bir � s¬n¬f¬n¬n ve bu � s¬n¬f¬üzerinde bir � ölçümünün varl¬¼g¬kolayl¬kla göster-

ilebilir;

i) Rn�deki her aç¬k küme ��ya aittir,
ii) E¼ger A � B, B 2 � ve � (B) = 0 ise, A 2 � ve � (A) = 0 dir,

iii) A = fx 2 Rn : ai � xi � bi; i = 1; 2; :::; ng ise, A 2 � ve � (A) =
1Y
i=1

(bi � ai)

dir,

iv) x 2 Rn ve A 2 � iken

x+ A = fx+ y : y 2 A 2 �g ve � (x+ A) = � (A)

olur, yani � ölçümü öteleme alt¬nda de¼gi̧smezdir.

Bu özelliklere sahip bir � s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬na Rn�nin Lebesgue ölçülebilir al-
tkümeleri, � ölçüm fonksiyonuna Rn�de Lebesgue ölçümü ve A 2 � için � (A)

gösterimine ise A kümesinin ölçümü denir. Bu tez çal¬̧smas¬nda, bir 
 � Rn böl-
gesinin Lebesgue ölçümü j
j ile gösterilecektir.
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Tan¬m 2.3.4. E¼ger B � A � Rn ve jBj = 0 ise, A�B kümesinin her noktas¬nda
sa¼glanan bir özellik A kümesinde hemen hemen her yerde geçerli bir özellik olarak

adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.3.5. A ölçülebilir bir küme olmak üzere, f : A ! R[{�1} şeklinde
tan¬mlanan bir f fonksiyonu verilsin. E¼ger her a 2 R için

fx 2 A : f (x) > ag

kümesi ölçülebilir ise, f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.3.6. A � Rn kümesinin karakteristik fonksiyonu

�A(x) =

(
1; e¼ger x 2 A
0; e¼ger x =2 A

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3.7. E¼ger f fonksiyonu ölçülebilir ve reel de¼gerli ise, bu durumda f
fonksiyonunu her ikiside ölçülebilir ve negatif olmayan f+ = max (f; 0) ve f� =

�min (f; 0) fonksiyonlar¬cinsinden f = f+ � f�şeklinde yazabiliriz.
R



f+(x)dx veR



f�(x)dx integrallerinden en az biri sonlu olmak üzereZ



f(x)dx =

Z



f+(x)dx�
Z



f�(x)dx

şeklinde tan¬mlayal¬m. E¼ger her iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna 
 bölgesinde

Lebesgue integrallenebilir denir ve 
 bölgesindeki integrallenebilir fonksiyonlar¬n
s¬n¬f¬L1(
) ile gösterilir.

Tan¬m 2.3.8. f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt(Kapal¬ve
S¬n¬rl¬) K kümesi üzerinde Z

K

jf j d� <1

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve

L1loc (
) =

8<:f :
Z
K

jf j d� <1; K � 
; K kompakt

9=;
yaz¬l¬r.
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Teorem 2.3.9.(Monoton Yak¬nsama Teoremi)
A, Rn nin ölçülebilir bir altkümesi ve ffng her x 2 A için

0 � f1(x) � f2(x) � ::::::

koşulunu sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. Bu halde

lim
n�!1

Z
A

fn(x)dx =

Z
A

�
lim
n�!1

fn(x)
�
dx

özelli¼gi sa¼glan¬r (Adams 2003).

Teorem 2.3.10.(Fatou�s lemma)
A;Rn nin ölçülebilir bir alt kümesi ve ffng negatif olmayan ölçülebilir fonksiy-

onlar¬n bir dizisi olsun. O zaman,Z
A

�
lim inf
n�!1

fn(x)
�
dx � lim inf

n�!1

Z
A

fn(x)dx

eşitsizli¼gi yaz¬labilir (Adams 2003).

Teorem 2.3.11.(Bask¬n Yak¬nsama Teoremi)
A;Rn nin ölçülebilir bir altkümesi ve ffng A kümesi üzerinde noktasal yak¬nsayan

ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. E¼ger her n ve tüm x 2 A lar için jfn(x)j �
g(x) olacak şekilde bir g 2 L1(A) fonksiyonu varsa o halde

lim
n�!1

Z
A

fn(x)dx =

Z
A

�
lim
n�!1

fn(x)
�
dx

eşitli¼gi yaz¬labilir (Adams 2003).

Teorem 2.3.12.(Fubini Teoremi)
f fonksiyonu Rn+m de ölçülebilir bir fonksiyon olsun ve kabul edelim ki

I1 =

Z
Rn+m

jf(x; y)j dxdy

I2 =

Z
Rm

(

Z
Rn

jf(x; y)j dx)dy

I3 =

Z
Rn

(

Z
Rm

jf(x; y)j dy)dx

integrallerinden en az biri var ve sonlu olsun. Bu durumda

(a) hemen hemen her y 2 Rm için f (�; y) 2 L1 (Rn) ;
(b) hemen hemen her x 2 Rn için f (x; �) 2 L1 (Rm) ;

13
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(c)
R
Rn
f(x; :)dy 2 L1(Rm);

(d)
R
Rm

f(:; y)dx 2 L1(Rn) ve

(e) I1 = I2 = I3

özellikleri sa¼glan¬r (Adams 2003).

Tan¬m 2.3.13. Rn Reel Euclid uzay¬nda bir x = (x1; :::; xn) 2 Rn vektörünün
normu

jxj =
 

nX
j=1

x2j

!1=2
ile tan¬mlan¬r.

Rn üzerinde dx = dx1:::dxn ile Lebesgue ölçüsünü gösterece¼giz. Rn uzay¬üzerinde
f fonksiyonunun (Lebesgue) integraliZ

f(x)dx =

Z
:::

Z
f (x1; :::; xn) dx1:::dxn

ile gösterilir. Çok katl¬ integrali kutupsal kordinatlarda ifade etmek ço¼gu kez kul-

lan¬̧sl¬olmaktad¬r. r = jxj olsun ve Sn�1 = fx : jxj = 1g ile birim küreyi gösterelim.Z
Rn

f(jxj)dx; dx = dx1:::dxn

integralinin hesab¬için

0 � r <1; 0 � �1; :::; �n�2 � �; 0 � �n�1 � 2�

olmak üzere

x1 = r cos �1

x2 = r sin �1 cos �2

x3 = r sin �1 sin �2 cos �3

:::

xn = r sin �1 sin �2::: sin �n�1

dönüşümü yap¬l¬r. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r; �1; :::; �n�1) = rn�1
n�1Y
j=1

(sin �j)
n�1�j

olarak hesaplan¬r.
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Böylece

Z
Rn

f(jxj)dx =

1Z
0

�Z
0

�Z
0

:::

2�Z
0

f(r)J (r; �) drd�1:::d�n�1

=

1Z
0

rn�1f(r)dr

�Z
0

�Z
0

:::

2�Z
0

n�1Y
j=1

(sin �j)
n�1�j d�1:::d�n�1

= !n�1

1Z
0

f(r)rn�1dr

elde edilir, burada !n�1; birim kürenin yüzey alan¬d¬r. Genel olarak

Z
Rn

f(jxj)dx =

1Z
0

Z
Sn�1

f (r sin �1; :::; r sin �1::: sin �n�1) r
n�1drd�1:::d�n�1

=

1Z
0

Z
Sn�1

f (r; �) rn�1d�dr

biçiminde yaz¬l¬r. Burada d�; Sn�1 üzerinde dx taraf¬ndan belirlenen yüzey ölçüsüdür.

2.4. Lebesgue Uzaylar¬(Lp(
))


; Rn nin ölçülebilir bir altkümesi, j
j > 0 ve S(
); 
 da tan¬ml¬ölçülebilir

fonksiyonlar¬n kümesi olsun. 1 < p <1 olmak üzere,Z



ju (x)jp dx <1 (2.4.1)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyon uzay¬na Lebesgue uzay¬ad¬verilir. 
 bölgesinde
hemen hemen her yerde eşit fonksiyonlar¬Lp(
) uzay¬nda eşit kabul edelim. Lp(
)

uzay¬n¬n elemanlar¬(2:4:1) ifadesini sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denklik s¬n¬�ar¬-

d¬r. Bu fark¬göz ard¬ederek, e¼ger u fonksiyonu (2:4:1) özelli¼gine sahipse u 2 Lp(
) ve

 bölgesinde hemen hemen her yerde u(x) = 0 ise Lp(
) uzay¬nda u = 0 yazaca¼g¬z.

E¼ger u 2 Lp(
) ve c 2 C ise cu 2 Lp(
) oldu¼gu aç¬kt¬r ve e¼ger u; v 2 Lp(
) ise

ju(x) + v(x)jp � (ju(x)j+ jv(x)j)p � 2p (ju(x)jp + jv(x)jp)

oldu¼gu için u+ v 2 Lp(
) yaz¬labilir. Böylece

Lp (
) :=

�
u 2 S(
) :

Z



ju (x)jp dx <1
�

uzay¬bir vektör uzay¬olur.
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Lp(
) uzay¬1 � p <1 olmak üzere,

kukp;
 = kukp =

8<:
Z



ju(x)jp dx

9=;
1
p

normu ile bir Banach uzayd¬r.


 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen her yerde ju(x)j � K

olacak şekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen s¬n¬rl¬d¬r denir.
BöyleK sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬na da juj n¬n 
 bölgesindeki esas (essential)
supremumu denir ve ess sup

x2

ju(x)j ile gösterilir.


 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬u fonksiyonlar¬yla tan¬mlanan uzay L1(
) ile

gösterilir. L1(
) uzay¬

kuk1 = ess sup
x2


ju(x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.4.1. 1 < p <1 iken 1 < p0 <1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1 olacak şekilde p
0 = p

p�1
say¬s¬na p nin eşleni¼gi denir.
Bu durumda, 1 < p <1 ve T 2 [Lp(
)]0 al¬n¬rsa her u 2 Lp(
) için

T (u) =

Z



u(x)v(x)dx

olacak şekilde bir v 2 Lp0(
) vard¬r. Üstelik

kvkLp0 = kTk[Lp(
)]0

olur ki buradan da Lp
0
(
) �= [Lp(
)]0 özelli¼gi ç¬kar.

Eşitsizlikler matemati¼gin birçok branş¬ (fonksiyonel analiz, diferansiyel ve in-

tegral denklemler, interpolasyon teorisi vb.) ve �zik, mekanik gibi di¼ger bilimlerin

geli̧simi için daima çok önemli olmuştur. Üstelik bu önem son on y¬lda çok h¬zl¬

artm¬̧st¬r.

Teorem 2.4.2.(Hölder Eşitsizli¼gi)
E¼ger, 1 < p <1 ve u 2 Lp(
); v 2 Lp0(
) ise bu durumda uv 2 L1(
) olur veZ




ju(x)v(x)j dx � kukp kvkp0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Adams 1975).
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Teorem 2.4.3.(Young Eşitsizli¼gi)
E¼ger " > 0; a; b 2 R; p > 1 ve 1

p
+ 1

p0 = 1 ise, o zaman

jabj � j"ajp

p
+
jb="jq

q

yaz¬labilir (Ziemer 1989).

Teorem 2.4.4. j
j =
R



dx < 1 ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq(
) ise

bu halde u 2 Lp(
) olur ve

kukp � j
j
(1=p)�(1=q) kukq

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

Lq(
) ,! Lp(
)

gömmesi geçerlidir (Adams 2003).

Teorem 2.4.5. E¼ger 1 � p < 1 ise Lp(
) uzay¬ ayr¬labilirdir ve C0(
) ile

C10 (
) uzaylar¬L
p(
) uzay¬nda yo¼gun olur (Adams 2003).

Teorem 2.4.6. E¼ger 1 < p <1 ise Lp (
) uzay¬düzgün konveks ve yans¬mal¬d¬r

(Adams 2003).

2.5. A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue Uzaylar¬(Lpw(
))

Tan¬m 2.5.1. w fonksiyonu hemen hemen her x 2 Rn için w(x) � 0 olacak

şekilde Rn de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir a¼g¬rl¬k
fonksiyonu denir.
Özel olarak, x 2 
 � Rn için

d(x) = inf
y2@


jx� yj

ve � reel bir say¬olmak üzere

w(x) = (d(x))�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna kuvvet tipli a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.5.2. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve w a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzereZ



w jujp dx <1

özelli¼gine sahip ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesine a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬denir
ve Lpw(
) ile gösterilir.
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Lpw(
) uzay¬,

kukp;w =

0@Z



w jujp dx

1A 1
p

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.5.3. 1 � p <1 olarak al¬ns¬n. E¼ger her B � Rn yuvar¬için0@ 1

jBj

Z
B

wdx

1A0@ 1

jBj

Z
B

w
�1
p�1dx

1Ap�1

� A; p > 1

olacak şekilde pozitif bir A sabiti varsa w 2 Ap oldu¼gunu ve e¼ger p = 1 ise0@ 1

jBj

Z
B

wdx

1A ess sup
x2


1

w(x)
� A

olacak şekilde pozitif bir A sabiti varsa w 2 A1 oldu¼gunu söyleriz.
Ek olarak w 2 A1 ()Mw(x) � Aw(x) dir.

Teorem 2.5.4. w(x) = jxj� oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda e¼ger p = 1 ve

�n < � � 0 ise w 2 A1 ve e¼ger 1 < p < 1 ve �n < � < n (p� 1) ise w 2 Ap dir

(Torchinsky 1986).

Lpw(
) uzay¬, Z



jwujp dx <1

olacak şekilde ölçülebilir fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬olarak da tan¬mlanabilir o zaman Ap
koşulumuz w

1
p = v olmak üzere

sup
B

1

jBj kvkLp(B)
1v

Lp0 (B)

<1; 1 < p <1

şeklinde geçerlidir.

2.6. Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatörleri

Maksimal operatör ve Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konular¬aras¬n-

dad¬r. Özellikle k¬smi türevli denklemler teorisi ve matematiksel �zikte birçok uygu-

lamalar¬vard¬r. Maksimal operatör Rn nin standart kümelerinde n = 1 için Hardy-
Littlewood taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve Wiener taraf¬ndan n�boyutlu Rn Öklid uza-
y¬na geni̧sletilmi̧stir.

Tan¬m 2.6.1. (Riesz potansiyel Operator)
Her iki çarpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon üretmek

için, her birinin düzensizli¼gini kald¬ran iki fonksiyonun noktasal olmayan çarp¬m¬n¬

oluşturmak genellikle kullan¬̧sl¬d¬r.
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Bunlardan biri

f � g(x) =
Z
Rn

f (x� y) g(y)dy (2.6.1)

integrali var olmak üzere (2:5:1) şeklinde tan¬mlanan f ve g fonksiyonlar¬n¬n f � g
konvolüsyonudur.

f fonksiyonun bir K çekirde¼gi ile konvolüsyonu

f �K(x) =
Z
Rn

f(y)K(x� y)dy

şeklindedir. Konvolüsyon operatörünün çekirde¼ginin integrallenemeyen tekli¼gi varsa

singüler integral, zay¬f(integrallenebilen) tekli¼gi varsa potansiyel ad¬verilir.
0 < � < n olmak üzere I�f(x) = jxj��n çekirdek fonksiyonuna Riesz çekirdek

fonksiyonu ad¬verilir. Bu fonksiyonun kordinat başlang¬c¬nda zay¬f tekli¼gi vard¬r.
Böylece bir fonksiyonun Riesz potansiyeli konvolüsyon olarak

I�f(x) = I� � f(x) =
Z
Rn

f(y)dy

jx� yjn��

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.6.2. 0 < � < n; 1 � p < q <1 ve 1
q
= 1

p
� �

n
olsun. E¼ger p > 1 ise

kI�fkq � Ap;q kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein 1970).

Tan¬m 2.6.3. (Hardy-Littlewood Maximal Operator)
Rn de lokal integrallenebilen bir f fonksiyonunun r > 0 yar¬çapl¬ x merkezli

B (x; r) = fy : jx� yj < rg aç¬k yuvar¬ üzerinde ortalama de¼geri

Mrf(x) =
1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

şeklinde gösterilir.

Lokal integrallenebilir bir f : Rn �! [�1;1] fonksiyonununHardy�Littlewood
maximal operatörü, Mf : Rn �! [0;1] ;

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy = sup
r>0

Mrf(x)

olarak tan¬mlan¬r.
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Bu şekilde tan¬mlanan M operatörü alt lineerdir, yani, f ve g 2 L1loc (Rn) ve
a; b 2 R için

M (af + bg) � jajMf + jbjMg

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

0 � � < n olsun. Lokal integrallenebilir bir f : Rn �! [�1;+1] fonksiyonun
kesirli maksimal operatörü ise

M�f(x) = sup
r>0

r�

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

şeklinde tan¬mlan¬r. Kesirli Maksimal operatör k¬smi diferansiyel denklemlerde ve

potansiyel teoride birçok uygulamalara sahiptir. Özel olarak � = 0 al¬n¬rsa Hardy-

Littlewood maksimal operatörü elde edilir.eB(x; r) := B(x; r) \ 
 ile gösterelim. M ] Sharp maksimal operatörü

f eB(x;r) = 1��� eB(x; r)���
Z

eB(x;r)
jf(z)j dz

olmak üzere

M ]f(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
eB(x;r)

���f(y)� f eB(x;r)
��� dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.6.4. E¼ger f 2 Lp(Rn); 1 < p � 1 ise Mf 2 Lp(Rn) ve

kMfkp � Ap kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein 1970).

Teorem 2.6.5. (Fe¤erman-Stein eşitsizli¼gi)
f , Rn de negatif olmayan reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu

ve 1 < p <1 olmak üzereZ
Rn

((Mf) (x))pw(x)dx � C(p)

Z
Rn

jf(x)jp (Mw) (x)dx

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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2.7. Modüler Uzaylar ve Orlicz Uzaylar¬

Tan¬m 2.7.1. X bir reel vektör uzay¬olmak üzere, I : X ! [0;1] fonksiyoneli
her x; y 2 X için

i) I (x) = 0 () x = 0,

ii) I (x) = I (�x),
iii) �; � � 0; �+ � = 1 için I (�x+ �y) � I (x) + I (y)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, I fonksiyoneline X üzerinde bir modüler denir. E¼ger (iii)
özelli¼gi yerine �; � � 0; �+ � = 1 için

I (�x+ �y) � �I (x) + �I (y)

özelli¼gi sa¼glan¬rsa, I fonksiyoneline X üzerinde bir konveks modüler denir.

Tan¬m 2.7.2. X bir reel vektör uzay¬ve I fonksiyoneli X üzerinde bir modüler

ise

XI =
n
x 2 X : lim

�!0
I (�x) = 0

o
şeklinde tan¬mlanan uzaya modüler uzay denir. XI uzay¬X vektör uzay¬n¬n bir

alt vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.7.3. X bir reel vektör uzay¬ve I fonksiyoneli X üzerinde bir konveks

modüler ise, bu durumda I fonksiyoneliXI üzerinde Lüxemburg normu ad¬verilen

kukI = inf f� > 0 : I(u=�) � 1g

biçiminde bir norm tan¬mlar.

Tan¬m 2.7.4. 
, Rn üzerinde ölçülebilir bir bölge olmak üzere, ' : 
� [0;1)!
R fonksiyonu
i) Her t 2 
 için ' (t; u) azalmayan sürekli bir fonksiyon,
ii) ' (t; 0) = 0, u > 0 için ' (t; u) > 0 ve lim

u!1
' (t; u) =1,

iii) Her u � 0 için ' (t; u) ölçülebilir fonksiyon
özelliklerine sahipse ' fonksiyonuna � s¬n¬f¬na aittir denir.

Tan¬m 2.7.5. X bir reel vektör uzay¬ve ' fonksiynu � s¬n¬f¬na aitse, her x 2 X
için ' (t; jx (t)j) fonksiyonu ölçülebilir olur ve

I (x) =

Z



' (t; jx (t)j) dt (2:6:1)

ifadesi X�de bir modüler tan¬mlar. Bununla birlikte, ' (t; u) fonksiyonu her t 2 

için u�nun bir konveks fonksiyonu ise, (2:6:1) ifadesi X�de bir konveks modüler olur.
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Buna göre, elde edilen

XI =

8<:x 2 X : lim
�!0+

Z



' (t; � jx (t)j) dt = 0

9=;
modüler uzay¬na genelleştirilmi̧s Orlicz uzay¬ veya Orlicz-Musielak uzay¬
denir ve L' ile gösterilir. Ayr¬ca,

L'0 =

8<:x 2 X :

Z



' (t; jx (t)j) dt <1

9=;
şeklinde tan¬mlanan L'0 kümesine, genelleştirilmi̧s Orlicz s¬n¬f¬ denir. L

'
0 , L

'

uzay¬n¬n bir konveks alt uzay¬, L' uzay¬ise X�in L'0 uzay¬n¬kapsayan en küçük alt

vektör uzay¬d¬r. Bununla birlikte, e¼ger ' (t; u) = ' (u) ise (', t�den ba¼g¬ms¬z ise) L'

ve L'0 uzaylar¬na s¬ras¬yla Orlicz uzay¬ve Orlicz s¬n¬f¬denir.
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3. DE¼G·IŞKENÜSTLÜ LEBESGUEUZAYLARI VEA¼GIRLIKLI DE¼G·IŞKEN
ÜSTLÜ LEBESGUE UZAYLARI

3.1. De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzaylar¬(Lp(�) (
))

Her x 2 
 için p(�) 2 S (
) ve s � 0 olmak üzere,

# (x; s) = sp(x)

şeklinde tan¬mlanan # (x; �) : 
� [0;1) �! R fonksiyonu
i) 8x 2 
 için # (x; �) : 
� [0;1) �! R azalmayan sürekli bir fonksiyon
ii) # (x; 0) = 0 ve s > 0 için # (x; 0) > 0 ve lim

s�!1
# (x; s) =1

iii) Her s � 0 için # (�; s) 2 S (
)
özelliklerine sahip oldu¼gundan # (x; �) fonksiyonu � s¬n¬f¬na aittir. Ayr¬ca, # (x; �)
fonksiyonu her x 2 
 için s nin bir konveks fonksiyonu oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle
her x 2 
 için u 2 S (
) ve # (x; s) = sp(x) olmak üzere

Ip(�) (u) =

Z



# (x; juj) dx =
Z



ju(x)jp(x) dx

şeklinde tan¬mlanan Ip(�) : S (
) �! [0;1] fonksiyonu
i) Ip(�) (u) = 0() u = 0

ii) Ip(�) (u) = Ip(�) (�u)
iii) Ip(�) (�u+ �v) � �Ip(�) (u) + �Ip(�) (v) ;8u; v 2 S (
) ;8�; � > 0; �+ � = 1

özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ndan S (
) kümesi üzerinde bir konveks modülerdir. Bu du-
rumda Lp(�) (
) modüler uzay¬

Lp(�) (
) =

�
u 2 S (
) : lim

��!0+
Ip(�) (�u) = 0

�
Musileak -Orlicz uzay¬n¬n özel bir çeşididir ve S (
) kümesinin lineer alt uzay¬d¬r.

# (x; s) fonksiyonun özelliklerinden, Lp(�)(
) uzay¬n¬n en az bir � > 0 için Ip(�) (�u) <

1 olacak şekilde tüm u 2 S(
) fonksiyonlar¬n¬n kümesi oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani,

Lp(�)(
) =
�
u 2 S(
) : 9� > 0; Ip(�) (�u) <1

	
yaz¬labilir.

Genelleştirilmi̧s Orlicz s¬n¬f¬n¬n
�
Lp(�)(
)

�
bir çeşiti olan

L
p(�)
0 (
) =

�
u 2 S (
) : Ip(�) (u) <1

	
uzay¬Lp(�) (
) uzay¬n¬n bir konveks alt uzay¬d¬r.
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3. DE¼G·IŞKEN ÜSTLÜ LEBESGUE UZAYLARI VE A¼GIRLIKLI DE¼G·IŞKEN
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L
p(�)
1 (
) uzay¬da

L
p(�)
1 (
) =

�
u 2 S (
) : 8� > 0; Ip(�) (�u) <1

	
S (
) n¬n Lp(�)0 (
) kümesinde kapsanan en büyük alt vektör uzay¬d¬r. Bu uzaylar için

genel olarak

L
p(�)
1 (
) � L

p(�)
0 (
) � Lp(�) (
)

yaz¬labilir.

Tan¬m 3.1.1. 
; Rn de aç¬k bir bölge olsun. p(�) : 
 �! [1;1) ölçülebilir bir
fonksiyon ve

1 � p� = ess inf
x2


p(x) � p+ = ess sup
x2


p(x) <1 (3.1.1)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

Lp(�)(
) =

8<:u 2 S (
) :
Z



jujp(x) dx <1

9=;
şeklinde tan¬mlanan uzaya de¼gi̧sken üstlü Lebesgue Uzay¬denir.

p nin sabit (p(x) = p) olmas¬durumunda de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬klasik

Lebesgue uzay¬na dönüşür. L1+ (
) uzay¬da

L1+ (
) =

�
g 2 L1 (
) : ess inf

x2

g(x) � 1

�
şeklinde tan¬mlan¬r. Aksi belirtilmedikçe p 2 L1+ (
) ve 1 � p� � p+ < 1 olarak

kabul edilecektir ve Sobolev kritik üstü

p� (x) =

(
np(x)
n�p(x) ; p(x) < n

1; p(x) � n

olarak al¬nacakt¬r. p 2 L1+ (
) fonksiyonun eşleni¼gi ise p0 ile gösterilip 1
p(x)

+ 1
p0(x) = 1

dir.

Teorem 3.1.2. Lp(�)1 (
) = Lp(�) (
) olmas¬için gerek ve yeter koşul p 2 L1+ (
)
olmas¬d¬r (Fan ve Zhao 2001). Böylece p 2 L1+ (
) ise

Lp(�) (
) = L
p(�)
0 (
) = L

p(�)
1 (
)

yaz¬labilir.
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p 2 L1+ (
) olmas¬durumunda modüler fonksiyon ek olarak aşa¼g¬daki özelliklere
sahiptir.

i) Ip(�)(u+ v) � 2p+
�
Ip(�)(u) + Ip(�)(v)

�
ii) u 2 Lp(�)(
) için e¼ger � > 1 ise

Ip(�)(u) � �Ip(�)(u) � �p
�
Ip(�)(u) � Ip(�)(�u) � �p

+

Ip(�)(u)

ve e¼ger 0 < � < 1 ise

�p
+

Ip(�)(u) � Ip(�)(�u) � �p
�
Ip(�)(u) � �Ip(�)(u) � Ip(�)(u)

elde edilir.

iii) E¼ger hemen hemen her x 2 
 için ju (x)j � jv (x)j ve Ip(�)(u) < 1 ise bu

durumda Ip(�)(u) < Ip(�)(v) ve juj 6= jvj için kesin eşitsizlik vard¬r.
iv) Verilen bir u 2 Lp(�)(
)n f0g için, Ip(�)(�u) fonksiyonu � ya göre sürekli,

konveks çift fonksiyondur ve � 2 [0;1) için artand¬r.
Ip(�) (u) modülü konveks oldu¼gundan dolay¬Lp(�) (
) üzerinde

kukp(�);
 = kukp(�) = inf
n
� > 0 : Ip(�)

�u
�

�
� 1
o

Lüxemburg normu tan¬mlanabilir. Bu norm alt¬nda Lp(�) (
) uzay¬bir Banach uza-

y¬d¬r.

Ayr¬ca, u; v 2 Lp(�) (
) ve hemen hemen her yerde ju(x)j � jv(x)j ise kukp(�) �
kvkp(�) yaz¬labilir.

Teorem 3.1.3. u 2 Lp(�) (
) n f0g olsun. Bu durumda, kukp(�) = a olmas¬için

gerek ve yeter koşul Ip(�)
�
u
a

�
= 1 olmas¬d¬r:[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákos-

ník 1991)].

Teorem 3.1.4. E¼ger u 2 Lp(�)(
) ve Ip(�) : Lp(�) (
) �! R ise, bu durumda
i) kukp(�) < 1 (= 1; > 1), Ip(�) (u) < 1 (= 1; > 1)

ii) E¼ger kukp(�) > 1 ise, kuk
p�

p(�) � Ip(�) (u) � kukp
+

p(�)

iii) E¼ger kukp(�) < 1 ise, kuk
p+

p(�) � Ip(�) (u) � kukp
�

p(�)

olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991), (Samko 1998)].

Teorem 3.1.5. E¼ger u 2 Lp(�) (
) ve n = 1; 2; :::için fung 2 Lp(�) (
) ise, bu

durumda

i) lim
n�!1

kun � ukp(�) = 0
ii) lim

n�!1
Ip(�) (un � u) = 0

iii) 
 bölgesindeki ölçüme göre un �! u iken lim
n�!1

Ip(�) (un) = Ip(�) (u)

özellikleri eşde¼gerdir [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Yukar¬daki teoremin bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem yaz¬labilir.
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Teorem 3.1.6. 
 üzerinde tan¬ml¬tüm s¬n¬rl¬ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesi�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬nda yo¼gundur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.1.7. E¼ger p+ <1 ise, o zaman
�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬ayr¬labilirdir

[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Teorem 3.1.8. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise, o zaman
�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬

düzgün konveks ve dolay¬s¬yla yans¬mal¬bir uzay olur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.1.9. E¼ger 
 � Rn şeklinde ki gibi bir altbölge ise, o zaman C(
) \
Lp(�) (
) uzay¬

�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬nda yo¼gun olur [(Fan ve Zhao 2001), (Samko

1999)].

Teorem 3.1.10. E¼ger 
 � Rn şeklindeki gibi bir aç¬k altbölgesi ise, bu durumda
C10 (
) uzay¬

�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬nda yo¼gun olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik

ve Rákosník 1991)].

Teorem 3.1.11. Lp(�) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬Lp0(�)(
) uzay¬d¬r. Yani,
i) Her v 2 Lp0(�)(
) için

� (u) =

Z



u(x)v(x)dx; 8u 2 Lp(�)(
) (3.1.2)

şeklinde tan¬mlanan � fonksiyoneli Lp(�) (
) üzerinde sürekli lineer bir fonksiyoneldir.

ii) Lp(�) (
) üzerinde (3:1:2) şeklinde tan¬ml¬her sürekli lineer fonksiyonel için

tek bir v 2 Lp0(�)(
) vard¬r [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Bu teoremden p� > 1 ise Lp(�) (
) uzay¬n¬n yans¬mal¬oldu¼gu sonucu elde edilir.

Tan¬m 3.1.12. 
; Rn de bir bölge E kümesi ve �E (x) ; E nin karakteristik

fonksiyonu olsun. E¼ger, her u 2 Lp(�) (
) için

lim
jEj�!0

ku(x)�E(x)kp(�) = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, o zaman k�kp(�) normuna göre mutlak süreklidir denir.

Teorem 3.1.13.(Hölder Eşitsizli¼gi)
Lp

0(�)(
) uzay¬Lp(�) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬ve 1
p(�) +

1
p0(�) = 1 olmak üzere her

u 2 Lp(�) (
) ve v 2 Lp0(�)(
) içinZ



ju vj dx � ( 1
p�
+

1

(p�)0
) kukp(�) kvkp0(�) � 2 kukp(�) kvkp0(�) (3.1.3)

ifadesi yaz¬labilir (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991).
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Lemma 3.1.14. 
 � Rn de ölçülebilir s¬n¬rl¬bir küme ve p : 
 �! [1;+1]
ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

k1kLp(:)(
) � max
n
j
j

1
p+ ; j
j

1
p�
o

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Ek olarak e¼ger, p+ ve p� fonksiyonlar¬
 üzerinde elde edilirse bu durumda

k1kLp(:)(
) � j
j
1

p(x�) (3.1.4)

olacak şekilde x� 2 
 say¬s¬vard¬r (Fan 2008).

Teorem 3.1.15. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 < j
j < 1 ve p(�); q(�) 2 L1+ (
)
olsun. Bu durumda Lq(�)(
) ,! Lp(�) (
) gömmesinin var olmas¬için gerek ve yeter

koşul hemen hemen her yerde x 2 
 için p(�) � q(�) olmas¬d¬r. Ayr¬ca,

kukp(�) � C (1 + j
j) kukq(�)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Klasik Lebesgue uzaylar¬n¬n en önemli özelliklerinden biri elemanlar¬n¬n orta

süreklili¼gidir. Lp(�)(
) uzay¬n¬n klasik Lebesgue uzay¬ndan farkl¬oldu¼gu bu noktay¬

gösterelim.

Tan¬m 3.1.16. Her " > 0 say¬s¬için fh(x) = f (x+ h) ; x 2 Rn ve f 2 Lp(�)(
)
olmak üzere, jhj < � ve h 2 Rn için Ip(fh � h) < " olacak şekilde bir � = �(") > 0

say¬s¬varsa, f 2 Lp(�)(
) fonksiyonuna p(�)�orta sürekli ad¬verilir.

Örnek 3.1.17. 
 = (�1; 1) ve 1 � r < s <1 olarak al¬ns¬n. Bu durumda p ve

f fonksiyonlar¬n¬

p(x) =

(
r ; x 2 [0; 1)
s ; x 2 (�1; 0)

ve f(x) =

(
x
�1
s ; x 2 [0; 1)
0 ; x 2 (�1; 0)

şeklinde seçersek, f 2 Lp(�)(
) olur. Fakat h 2 (0; 1) için

Ip(
fh
�
) � ��1

Z 0

�h
(x+ h)�1dx =1

oldu¼gundan fh =2 Lp(�)(
) elde edilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 3.1.18. p fonksiyonu Lp(�)(
) uzay¬nda sabit olmas¬n. Bu durumda

(�hf) (x) = f(x�h) öteleme operatörü Lp(�)(
) uzay¬nda süreksiz olacak şekilde h 2
Rnn f0g vard¬r. Üstelik �hf =2 Lp(�)(
) olacak şekilde f 2 Lp(�)(
) vard¬r (Diening

2004).
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ÜSTLÜ LEBESGUE UZAYLARI

Teorem 3.1.19. 
; Rn de s¬n¬rl¬ölçülebilir bir bölge olsun. 
 bölgesinde tan¬ml¬
p ve r fonksiyonlar¬için 1 < p� � p+ <1 ve 1 < r� � r+ <1 özellikleri sa¼glans¬n.

Bu durumda � : (f; g) �! f � g konvolüsyonu Lp(�)(
) � L1 (Rn) �! Lr(�)(
)

dönüşümü olarak sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul p� > r+ olmas¬d¬r (Diening

2004).

Öteleme operatörünün genelde süreksiz olmas¬u 2 L1(
) ile f fonksiyonun kon-
volüsyonunun genelde süreksiz oldu¼gunu verir. Daha aç¬kças¬genel olarak de¼gi̧sken

üstlü Lebesgue uzaylar¬nda Young teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel

olarak

kv � ukp(�) � kuk1 kvkp(�)

şeklindedir.

3.1.1. Hardy-LittlewoodMaksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin
S¬n¬rl¬l¬¼g¬

L.Pick ve Ruzicka genel p fonksiyonu için Lp(�) (
) uzay¬nda maximal operatörün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬için ters bir örnek sundular. p fonksiyonu çok h¬zl¬bir art¬̧s noktas¬olan

x0 a sahip ise, yani x �! x0 için � jp(x)� p(x0)j log jx� x0j �! 1 oluyorsa bu

durumda maximal operatör Lp(�) (
) uzay¬nda sürekli olmaz.

Tan¬m 3.1.1.1. E¼ger her x; y 2 
 için

jp (x)� p(y)j � L

� ln jx� yj ; jx� yj � 1

2
(3.1.1.1)

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir L > 0 say¬s¬varsa, p fonksiyonuna log-Hölder sürekli ve

(3.1.1.1) koşuluna log-Hölder süreklilik koşulu ad¬verilir. Diening taraf¬ndan keşfedilen

log-Hölder süreklilik koşulu de¼gi̧sken üstlü uzaylardaki çal¬̧smalarda oldukça önem-

lidir. Bu koşul yard¬m¬yla, her aç¬k B(x; r) yuvar¬için rp
��p+ � C olacak şekilde

pozitif C say¬s¬vard¬r.

Lemma 3.1.1.2. 
, Rn de s¬n¬rl¬bir bölge olsun. p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ < 1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda C > 0

olmak üzere her f 2 Lp(�) için kfkp(�) � 1 olacak şekilde

(Mf (x))
p(x)

p� � C

�
M

�
jf (�)j

p(�)
p�

�
(x) + 1

�
eşitsizli¼gi geçerlidir (Diening 2002).

Teorem 3.1.1.3. 
, Rn de s¬n¬rl¬bir bölge olsun. p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ <1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durmda M max-

imal operatörü Lp(:)(
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Diening 2002).
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Tan¬m 3.1.1.4. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve p : 
 �! [1;1) fonksiyonu sürekli
olsun. E¼ger her x; y 2 
 için p fonksiyonu log-Hölder sürekli ve her x için

jp(x)� p1j �
C

log (e+ jxj)
olacak şekilde lim

jxj�!1
p(x) = p1 2 [1;1) ve C > 0 sabitleri varsa p fonksiyonuna

global log-Hölder sürekli ad¬verilir.

Teorem 3.1.1.5. 
; Rn de aç¬k bir bölge olsun. p fonksiyonu 1 < p� � p+ <1
olacak şekilde log-Hölder sürekli olsun ve

jp(x)� p(y)j � C

log (e+ jxj) ; x; y 2 
; jyj � jxj

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatörü Lp(�) (
) uza-

y¬nda s¬n¬rl¬olur (Cruz-Uribe ve ark. 2003, 2004).

Teorem 3.1.1.6. 
; Rn de aç¬k bir bölge olsun. 0 < � < n olmak üzere p

fonksiyonu 1 < p� � p+ < n
�
olacak şekilde global log-Hölder sürekli ve x 2 
 için

1

p(x)
� 1

q(x)
=
�

n

özelli¼gi ile q : 
 �! [1;1) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda I� Riesz operatörü
Lp(�)(
) uzay¬ndan Lq(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬olur (Capone ve ark. 2004).

3.2. A¼g¬rl¬kl¬De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzaylar¬(Lp(�)w (
))

Tan¬m 3.2.1. Lp(�)w (
) uzay¬, hemen hemen her yerde w(x) � 0 olmak üzere

wf 2 Lp(:)(
) olacak şekilde 
 üzerinde ölçülebilir fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬olarak tan¬m-
lan¬r. Lp(�)w (
) uzay¬

kfk
L
p(�)
w (
)

:= kfkp(�);w = inf

8<:� > 0 :
Z



����w(x)f (x)�

����p(x) dx � 1
9=;

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r. w(x) � 1 ise Lp(�)w (
) = Lp(�)(
) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bu uzayda tan¬mlanan modüler fonksiyon w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere

Ip(�);w(f) =

Z



jw(x)f(x)jp(x) dx

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Lemma 3.2.2. E¼ger f 2 Lp(�)w (
) ise bu durumda,

i) f 6= 0 için kfkp(�);w = � () Ip(�);w(
f
�
) = 1

ii) E¼ger kfkp(�);w > 1 ise

kfkp
�

p(�);w � Ip(�);w(f) � kfkp
+

p(�);w (3.2.1)

iii) E¼ger kfkp(�);w < 1 ise

kfkp
+

p(�);w � Ip(�);w(f) � kfkp
�

p(�);w (3.2.2)

eşitsizlikleri geçerlidir (Fan 2005).

Lemma 3.2.3. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, j
j <1 ve p(�); q(�) 2 L1+ (
) olsun.
Bu durumda w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere e¼ger u 2 L

q(�)
w (
) ise o halde

u 2 Lp(�)w (
) olur ve

kukp(�);w � (1 + j
j) kukq(�);w

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Dolay¬s¬yla

Lq(�)w (
) ,! Lp(�)w (
)

gömmesi geçerlidir.

3.2.1. A¼g¬rl¬kl¬Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Oper-
atörlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Tan¬m 3.2.1.1. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge olsun. x0 2 
 olmak üzere a¼g¬rl¬kl¬
Hardy-Littlewood maksimal M�f operatörü

M�f(x) = jx� x0j� sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
eB(x;r)

jf(y)j
jy � x0j�

dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

� = 0 olmas¬durumunda M = M0 yaz¬labilir. Ayr¬ca M�f operatörünün orta-

lamas¬

M�
r f(x) =

jx� x0j�

jB(x; r)j

Z
eB(x;r)

jf(y)j
jy � x0j�

dy

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Lemma 3.2.1.2. E¼ger 0 � � < n ise C pozitif bir sabit say¬olmak üzere

M�
r (1) =

jx� x0j�

jB(x; r)j

Z
B(x;r)\


dy

jy � x0j�
� C

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.2.1.3. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge; p fonksiyonu 1 < p� � p(x) � p+ <

1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger, 0 � � < n
p0(x0)

ise bu

durumda C = C(p; �) olmak üzere her f 2 Lp(�)(
) için kfkp(�) � 1 olacak şekilde

�
M�
r f(x)

�p(x) � C
h
M
�
jf (�)jp(�)

�
(x) + 1

i
eşitsizli¼gi geçerlidir (Kokilashvili ve Samko 2000).

Teorem 3.2.1.4. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge; p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ <1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda x0 2 

olmak üzere M� operatörünün Lp(�)(
) uzay¬nda s¬n¬rl¬olmas¬ için gerek ve yeter

koşul

�n
p(x0)

< � <
n

p0(x0)
(3.2.1.1)

dir (Kokilashvili ve Samko 2000).

x0 2 
, olmas¬durumunda �n
p(x0)

< � < n
p0 (x0)

koşulu yeterli kal¬r. E¼ger x0 noktas¬

jfy 2 
 : jy � x0j < rgj � Crn bak¬m¬ndan s¬n¬rda regüler bir nokta ise bu koşul

ayn¬zaman da gereklidir.

Tan¬m 3.2.1.5. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge olsun. Bu durumda a¼g¬rl¬kl¬Riesz
potansiyel operatörü I��(�)f

I��(x)f(x) = jx� x0j�
Z



f(y)

jy � x0j� jx� yjn��(x)
dy; x0 2 
;

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger � = 0 olarak al¬n¬rsa; I0�(x)f(x) = I�(x)f(x) eşitli¼gi yaz¬la-

bilir. Buradan I�(�)f operatörü

I�(x)f =

Z



f(y)

jx� yjn��(x)
dy

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Teorem 3.2.1.6. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge; p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ <1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n ve inf

x2

�(x) > 0 olsun.

E¼ger

�n
p(x0)

< � <
n

p0(x0)
(3.2.1.2)

ise bu durumda I��(�) operatörü L
p(�)(
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Kokilashvili ve Samko

2000).

Teorem 3.2.1.7. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge; p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ < 1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n, inf

x2

�(x) > 0 ve

sup
x2


�(x)p(x) < n olsun. Bu durumda I�(�) operatörü, 1
r(x)

= 1
p(x)

� �(x)
n
olmak üzere

Lp(�) (
) dan Lr(�) (
) ya s¬n¬rl¬d¬r (Kokilashvili ve Samko 2000).
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4. MORREY UZAYLARI VE DE¼G·IŞKEN ÜSTLÜ MORREY UZA-
YLARI

4.1. Morrey Uzaylar¬(Lp;� (
))

Lp;� (
) Morrey uzaylar¬Morrey taraf¬ndan 1938 y¬l¬nda eliptik k¬smi diferan-

siyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya

ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsay¬l¬

eliptik problemler ve potansiyel teori ile ilgili önemli uygulamalar¬ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Bu bölümde önce, 0 � � � n olmak üzere, Lp;� (
) Morrey uzay¬tan¬t¬lacak, bu

uzay üzerinde tan¬mlanan norm ve � n¬n durumlar¬na göre Lp;� (
) uzay¬n¬n yap¬s¬

hakk¬nda baz¬sonuçlar verilecektir. Daha sonra Hardy-littlewood maksimal ve Riesz

operatörlerinin hangi koşullar alt¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gu verilmi̧stir. Bu bölüm ve bundan

sonraki bölümlerde ~B (x; r) = B(x; r) \ 
 olarak al¬nacak.

Tan¬m 4.1.1. 
, Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge, 1 � p <1 ve 0 � � olsun. Lp;� (
)

uzay¬

kfkp;� := sup
x2
; r>0

r�
�
p kfkp; ~B(x;r) � C <1 (4.1.1)

olacak şekilde f 2 Lp (
) fonksiyonlar¬n lineer uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Lp;� (
) uzay¬
kfkp;� normu ile Morrey uzay¬ad¬verilen bir Banach uzay¬d¬r.

Teorem 4.1.2. 
, Rn nin s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölgesi ve 1 � p < 1 olsun. Bu

durumda

1) � = 0 ise Lp;0(
) �= Lp(
),

2) � = n ise Lp;n(
) �= L1(
),

3) � > n ise Lp;�(
) = f0g :
4) 0 < � � n ise Lp;�(
) uzay¬ayr¬labilir uzay de¼gildir.

Teorem 4.1.3. 
, Rn nin s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölgesi, 0 � � � n ve 0 � � � n

olsun. E¼ger p � q ve n��
p
� n��

q
ise bu durumda

Lq;� (
) ,! Lp;� (
)

şeklinde gömmesi geçerlidir.


 bölgesi s¬n¬rs¬z oldu¼gu zaman yukar¬daki gömme geçerli de¼gildir.
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4.1.1. Hardy-LittlewoodMaksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin
S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 4.1.1.1. 1 < p <1 ve 0 < � < n olsun. Bu durumda Hardy-littlewood

maksimal operatörü Lp;� (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.Yani

kMfkp;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde C > 0 say¬s¬vard¬r (Chiarenza ve Frasca 1987).

Daha sonra Guliyev aşa¼g¬daki eşitsizilikten yararlanarak Hardy-Littlewood Mak-

simal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬farkl¬bir metodla ispatlam¬̧st¬r.

Teorem 4.1.1.2. 1 < p < 1 ve f 2 Llocp (
) alal¬m. Bu durumda C > 0 sabiti

f; x 2 
 ve t > 0 dan ba¼g¬ms¬z olmak üzere p > 1 için

kMfkLp(B(x;t)) � Ct
n
p

1Z
t

r
�n
p
�1 kfk

Lp(B(x;r))
dr

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.3. 1 < p <1 ve 0 < � < n olmak üzere

kMfkp;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.4. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 0 < � < n��p olarak al¬ns¬n. 1

p
� 1
q
= �

n

ve �
p
= �

q
olsun. Bu durumda her f 2 Lp;�(
) için

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r (Peetre 1966).

Teorem 4.1.1.5. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 0 < � < n� �p ve 1

p
� 1

q
= �

n�� olarak

al¬ns¬n. Bu durumda her f 2 Lp;�(
) için

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r (Adams 1975).

Yukar¬daki sonuçlar daha sonra Guliyev taraf¬ndan Teorem 4.1.1.6 ve Teorem

4.1.1.8 deki norm eşitsizliklerinden faydalanarak yeniden elde edildi.
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Teorem 4.1.1.6. 1 < p < 1, 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve f 2 Llocp (
) olsun. Bu

durumda,

kI�fk
Lq(B(x;t))

� Ct
n
q

1Z
t

r
�n
q
�1 kfk

Lp(B(x;r))
dr

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.7. 0 < � < n; 0 < � < n � �p; 1 < p < n
�
olsun. � = n�

(n��) ;
1
q
= 1

p
� �

n
; �
p
= �

q
diyelim. Bu durumda

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.8. 1 < p < 1; 0 < � < n
p
ve f 2 Llocp (
) olsun. Bu durumda C

f; x ve t den ba¼g¬ms¬z olmak üzere

jI�f j � Ct�Mf(x) + C

1Z
t

r��
n
p
�1 kfk

Lp(B(x;r))
dr

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.9. 0 < � < n; 0 < � < n� �p; 1 < p < n
�
olsun. Bu durumda

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Burada 1
q
= 1

p
� �

n�� dir ve C sadece n; �; p; � ya ba¼gl¬d¬r

(Guliyev 2009).

4.2. De¼gi̧sken Üstlü Morrey Uzaylar¬(Lp(�);�(�) (
))

De¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬ile ilgili ilk çal¬̧smalar Almeida ve ark. (2008), ve

Fan (2010), taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Almeida ve ark. (2008), de¼gi̧sken üstlü Morrey

uzaylar¬n¬�(x) 2 [0; n] için Fan (2010), ise �(x) 2 [0;1) için tan¬mlam¬̧st¬r. Ayr¬ca
Fan (2010), ait çal¬̧smada de¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬� fonksiyonunun log-Hölder

sürekli olmas¬durumunda incelenmi̧stir.

Tan¬m 4.2.1. 
 � Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, p 2 L1+ (
) ve � : 
 ! [0;1) olmak
üzere � 2 S (
) olsun. De¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬Lp(�);�(�) (
),

Ip(�);�(�) (f) := sup
x2
;r>0

r��(x)
Z
eB(x;r)

jf (y)jp(y) dy <1

özelli¼gine sahip f 2 L1 (
) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r.
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k�kp(�) normu Lp(�) (
) üzerinde tan¬mlanan norm olmak üzere Lp(�);�(�) (
) uza-

y¬nda

kfk1 = inf
�
� > 0 : Ip(�);�(�)

�
f

�

�
� 1
�

ya da

kfk2 = sup
x2
;r>0

r��(x)
p(�) f� ~B(x;r)


p(�)

şeklinde normlar tan¬mlanabilir.

Lemma 4.2.2. 8f 2 Lp(�);�(�)(
) için

k f ki� 1 ise k f kp+i � Ip(�);�(�)(f) �k f kp�i (4.2.1)

k f ki� 1 ise k f kp�i � Ip(�);�(�)(f) �k f kp+i (4.2.2)

eşitsizlikleri i = 1; 2 için geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 4.2.3. 8f 2 Lp(�);�(�)(
) için

kfk1 = kfk2

eşitli¼gi geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Normlar¬n çak¬̧smas¬ndan dolay¬

kfkp(�);�(�) := kfk1 = kfk2

yaz¬labilir.

Lemma 4.2.4. 
 s¬n¬rl¬ aç¬k bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda jx� yj � r olacak şekilde her x; y 2 
 için

1

C
r��(y) � r��(x) � Cr��(y);

eşitsizli¼gi geçerlidir. C = eA� sabiti x; y ve r ye ba¼gl¬de¼gildir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 4.2.5. 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik koşulunu
sa¼glas¬n. Bu durumda

kfk3 = sup
x2
;r>0

r��(�)
p(�) f� ~B(x;r)


p(�)

fonksiyoneli Lp(�);�(�)(
) uzay¬nda bir denk norm tam¬mlar.

E¼ger p (x) � p ve � (x) � � şeklinde sabit olarak al¬n¬rsa Lp(�);�(�) (
) = Lp;� (
)

eşitli¼gi yaz¬labilir.
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Teorem 4.2.6. 
, Rn nin s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölgesi, p : 
 �! [1;1) ve � :

 �! [0;1) ; 
 üzerinde log-Hölder sürekli olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki durumlar
geçerlidir.

1) � � 0 ise Lp(�);0 (
) �= Lp(�) (
)

2) � � n ise Lp(�);n (
) �= L1 (
)

3) �� > n ise Lp(�);�(�) (
) � f0g (Fan 2010).

Lemma 4.2.7. 
 � Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 � �(x) � n ve 0 � �(x) � n olsun.

E¼ger p(�) ve q(�) fonksiyonlar¬log-Hölder sürekli, p(x) � q(x) ve

n� �(x)

p(x)
� n� �(x)

q(x)

ise bu durumda

Lq(�);�(�)(
) ,! Lp(�);�(�)(
)

gömmesi geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

4.2.1. Hardy-LittlewoodMaksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin
S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 4.2.1.1. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge ve 0 � �(x) � �+ < n olsun. E¼ger

p fonksiyonu 1 < p� � p (x) � p+ < 1 olacak şekilde log-Hölder sürekli ise M

maximal operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Sonuç 4.2.1.2. Teorem 4.2.1.1 in koşullar¬alt¬ndaM ] sharp maximal operatörü

Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.2.1.3. p fonksiyonu global log-Hölder sürekli ve 0 � �� � �+ <

n olsun. Bu durumda M maksimal operatörü Lp(�);�(�)(Rn) uzay¬ndan Lp(�);�(�)(Rn)
uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Hästö 2009).

Teorem 4.2.1.4. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p (x) � p+ <

1 olacak şekilde log-Hölder sürekli ve 0 � �(x) � �+ < n olsun. E¼ger � fonksiyonu

log-Hölder sürekli ve

inf
x2


�(x) > 0; sup
x2


[�(x) + �(x)p(x)] < n (4.2.1.1)

ise

1

q(x)
=

1

p(x)
� �(x)

n� �(x)

olmak üzere I�(�) operatörü Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida

ve ark. 2008).
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Sonuç 4.2.1.5. Teorem 4.2.1.4 in koşullar¬alt¬nda M�(�) kesirli maximal oper-

atörü Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 4.2.1.6. 
 s¬n¬rl¬bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p(x) � p+ < 1
olacak şekilde log-Hölder sürekli olsun. Ayr¬ca � ve � fonksiyonlar¬log-Hölder sürekli

ve (4.2.1.1) koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda I�(�) operatörü, q(�)
fonksiyonu log-Hölder sürekli ve

1 � q(x) � p(x) [n� �(x)]

n� [�(x) + �(x)p(x)]

koşulunu sa¼glamak üzere ve �(�) fonksiyonu

n� �(x)

q(x)
=
n� �(x)

p(x)
� �(x)

şeklinde tan¬mlanmak üzere Lp(�);�(�)(
) den Lq(�);�(�)(
) ya s¬n¬rl¬d¬r.

Özel olarak,

1

q(x)
=

1

p(x)
� �(x)

n

ve

�(x) =
n�(x)

n� �(x)p(x)

olarak al¬nabilir (Almeida ve ark. 2008).

Sonuç 4.2.1.7. Teorem 4.2.1.6 ün koşullar¬alt¬nda M�(�) kesirli maximal oper-

atörü Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).
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5. A¼GIRLIKLI DE¼G·IŞKEN ÜSTLÜ MORREY UZAYLARI

5.1. A¼g¬rl¬kl¬De¼gi̧sken Üstlü Morrey Uzaylar¬(Lp(�);�(�)w (
))

Tan¬m 5.1.1. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge, w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu, p 2 L1+ (
) ve
� : 
 ! [0;1) olmak üzere � 2 S (
) olsun. A¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

L
p(�);�(�)
w (
),

Ip(�);�(�);w(�) (f) := sup
x2
;r>0

r��(x)
Z

eB(x;r)
jw(y)f (y)jp(y) dy <1

olacak şekildeki f 2 L1 (
) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r.

k�kp(�) normu Lp(�) (
) üzerinde tan¬mlanan norm olmak üzere Lp(�);�(�) (
) uza-

y¬nda

kfk1 = inf
�
� > 0 : Ip(�);�(�)

�
wf

�

�
� 1
�

ya da

kfk2 = sup
x2
;r>0

r��(x)
p(�) wf� eB(x;r)


p(�)

şeklinde normlar tan¬mlanabilir. w(x) � 1 ise Lp(�);�(�)w (
) = Lp(�);�(�)(
) oldu¼gu

aç¬kt¬r. Ayr¬ca � � 0 ise Lp(�);0w (
) = L
p(�)
w (
) dir.

Lemma 4.2.3 e benzer olarak aşa¼g¬daki Lemma kolayca elde edilebilir.

Lemma 5.1.2. 8f 2 Lp(�);�(�)w (
) için

kfk1 = kfk2

eşitli¼gi geçerlidir.

Normlar¬n çak¬̧smas¬ndan dolay¬

kfkp(�);�(�);w = kfk1 = kfk2

yaz¬labilir.

Lemma 5.1.3. 8f 2 Lp(�);�(�)w (
) için

i) E¼ger kfkp(�);�(�);w � 1 ise

kfkp
+

p(�);�(�);w � Ip(�);�(�);w(f) � kfkp
�

p(�);�(�);w (5.1.1)

ii) E¼ger kfkp(�);�(�);w � 1 ise

kfkp
�

p(�);�(�);w � Ip(�);�(�);w(f) � kfkp
+

p(�);�(�);w (5.1.2)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.
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·Ispat. gx;r = r�
�(x)
p(�) f� ~B(x;r)(�) olmak üzere kfkp(�);�(�);w = sup

x2
;r>0
kwgx;rkp(�)

olarak yaz¬labilir. Lp(�)w (
) uzay¬ndaki (3:2:1) ve (3:2:2) eşitsizliklerinden faydala-

narak

i) E¼ger kwgx;rkp(�) � 1 ise

kwgx;rkp
+

p(�) � Ip(�);w(gx;r) � kwgx;rkp
�

p(�) (5.1.3)

ii) E¼ger kwgx;rkp(�) � 1 ise

kwgx;rkp
�

p(�) � Ip(�);w(gx;r) � kwgx;rkp
+

p(�) (5.1.4)

eşitsizlikleri yaz¬labilir. Daha sonra (5.1.3) ve (5.1.4) eşitsizliklerinde x ve r ye göre

supremum al¬n¬rsa (5:1:1) ve (5:1:2) eşitsizlikleri elde edilir.

Lemma 4.2.4 göz önüne al¬narak aşa¼g¬daki Lemma kolayca elde edilebilir.

Lemma 5.1.4. 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik koşulunu
sa¼glas¬n. Bu durumda

kfk3 = sup
x2
;r>0

r��(�)
p(�)wf� ~B(x;r)


p(�)

fonksiyoneli Lp(�);�(�)w (
) uzay¬nda bir denk norm tam¬mlar.

Lemma 5.1.5. 
 s¬n¬rl¬bir bölge, w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve 0 � �(x) � n; 0 �
�(x) � n olsun. E¼ger p(�) ve q(�) log-Hölder sürekli, p(x) � q(x) ve n��(x)

p(x)
� n��(x)

q(x)

ise bu durumda

Lq(�);�(�)w (
) ,! Lp(�);�(�)w (
)

gömmesi geçerlidir.

·Ispat: Lemman¬n koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Lq(�);�(�)w (
) � L
p(�);�(�)
w (
)

oldu¼gunu gösterirsek ispat tamamlan¬r. f 2 Lq(�);�(�)w (
) olsun. p(x) � q(x) oldu¼gun-

dan f 2 L
q(�)
w (
) � f 2 L

p(�)
w (
) yaz¬labilir ve ayr¬ca f 2 L

q(�);�(�)
w (
) fonksiyonu

için,

sup
x02B; r>0

r��(x0)
Z

eB(x0;r)
jwf(x)jq(x) dx � K (5.1.5)

olacak şekilde bir K � 1 sabiti vard¬r. Herhangi bir x0 2 
 ve r 2 (0; 1) için lemma
3.1.16, (3.1.4), (5.1.5), Hölder eşitsizli¼gi ve p; q; �; � fonksiyonlar¬n¬n log-Hölder

süreklili¼ginden x1 ve x2 eB(x0; r) kümesinin birer eleman¬ve C > 0 olmak üzere
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I = r��(x0)
Z

eB(x0;r)
jwf(x)jp(x) dx

� 2r��(x0)
jwf(x)jp(x)

q(:)
p(:)

; eB(x0;r)
k1k

(
q(�)
p(�) )

0 ; eB(x0;r)

� 2r��(x0)

0B@ Z
eB(x0;r)

jwf(x)jq(x) dx

1CA
p(x1)
q(x1) ��� eB(x0; r)���1� p(x2)

q(x2)

� 2Cr��(x0)r
�(x0)p(x1)

q(x1)

0B@r��(x0) Z
eB(x0;r)

jwf(x)jq(x) dx

1CA
p(x1)
q(x1)

r
n
�
1� p(x2)

q(x2)

�

ifadesi elde edilir. (5.1.5) eşitsizli¼gi ve n��(x)
p(x)

� n��(x)
q(x)

kabülünden

I � 2Cr��(x0)r
�(x0)p(x0)

q(x0) r
n(1� p(x0)

q(x0)K

� 2Cr
p(x0)

�
n��(x0)
p(x0)

�n��(x0)
q(x0)

�
K � C

elde edilir ki bu f 2 Lp(�);�(�)w (
) oldu¼gunu gösterir. Böylece Lq(�);�(�)w (
) � L
p(�);�(�)
w (
)

sonucu elde edilir.

Lemma 5.1.6. 
, Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, p ve � fonksiyonlar¬s¬ras¬yla 1 < p� �
p(x) � p+ <1 ve 0 < �� � �(x) � �+ < n olacak şekilde log-Hölder sürekli olsun.

x0 2 
 olmak üzere j� � x0j� kuvvet fonksiyonun Lp(�);�(�)(
) uzay¬na ait olmas¬için
gerek ve yeter koşul � � �(x0)�n

p(x0)
olmas¬d¬r.

·Ispat: � > 0 iken iddia aşikard¬r. Bu yüzden � < 0 oldu¼gunu kabul edelim.

Gereklilik k¬sm¬: j� � x0j� 2 Lp(�);�(�)(
) olsun. Bu durumda p ve � fonksiyon-
lar¬n¬n log-Hölder süreklili¼ginden

sup
r>0
x2


r��(x)
Z

eB(x;r)
jy � x0j�p(y) dy � sup

r>0
r��(x0)

Z
eB(x0;r)

jy � x0j�p(x0) dy

yaz¬labilir.
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Buradan

sup
r>0

r��(x0)
Z

eB(x0;r)
jy � x0j�p(x0) dy = sup

r>0
r��(x0)

Z
Sn�1

rZ
0

��p(x0)�n�1d�ds

= Csup
r>0

r��(x0)
rZ
0

��p(x0)+n�1d�

= Csup
r>0

r��(x0)+�p(x0)+n

�p(x0) + n

bulunur. Bu ifadenin sonlu olmas¬için ��(x0) + �p(x0) + n � 0 olmas¬gerekiyor.

Yani

��(x0) + �p(x0) + n � 0 =) � � �(x0)� n

p(x0)

koşulu gereklidir.

Yeterlilik k¬sm¬: � � �(x0)�n
p(x0)

olsun. Bu durumda

sup
r>0
x2


r��(x)
Z

eB(x;r)
jy � x0j�p(y) dy <1

oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun için jx� x0j > 2r ve jx� x0j � 2r durumlar¬n¬göz
önüne alal¬m.

jx� x0j > 2r olmas¬durumunda jy � x0j � jx� x0j � jx� yj > r oldu¼gundan

jy � x0j�p(x0) < r�p(x0) yaz¬labilir. Bu yüzden

sup
r>0
x2


r��(x)
Z

eB(x;r)
jy � x0j�p(y) dy � Csup

r>0
x2


r��(x0)
Z

eB(x;r)
r�p(x0)dy

� Csup
r>0

r��(x0)r�p(x0)
��� eB(x; r)���

� Csup
r>0

r��(x0)+�p(x0)+n

< 1

oldu¼gu görülür.

Şimdi jx� x0j � 2r durumunu inceleyelim. jx� x0j � 2r ise jy � x0j � 3r olur.
Yani eB (x; r) � eB (x0; 3r) dir.
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O halde

sup
r>0
x2


r��(x)
Z

eB(x;r)
jy � x0j�p(y) dy � Csup

r>0
r��(x0)

Z
eB(x0;3r)

jy � x0j�p(x0) dy

� Csup
r>0

r��(x0)
Z

Sn�1

3rZ
0

�
�p(x0)�n�1d� ds

� Cr��(x0) rn+�p(x0)

< 1

oldu¼gu görülür.

Aç¬klama 5.1.7. x0 2 @
 olmas¬durumunda � � �(x0)�n
p(x0)

koşulu yeterli kal¬r.

E¼ger x0 noktas¬s¬n¬rda regüler bir nokta ise � � �(x0)�n
p(x0)

koşulu gereklidir. Ayr¬ca

� > 0 durumu ile � = 0 durumu birbirinden farkl¬d¬r. � > 0 oldu¼gunda � � �(x0)�n
p(x0)

olur. � = 0 oldu¼gunda ise � > �n
p(x0)

olur.

Teorem 5.1.8. 
, Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, p ve � fonksiyonlar¬s¬ras¬yla 1 < p� �
p(x) � p+ <1 ve 0 < �� � �(x) � �+ < n olacak şekilde log-Hölder sürekli olsun.

x0 2 
 olmak üzere e¼ger

0 � � <
n

p0(x0)
(5.1.6)

ise bu durumda C = C (p; �; �) olmak üzere kfkp(�);�(�) � 1 olacak şekilde her f 2
Lp(�);�(�)(
) için

�
M�f(x)

�p(x) � C
�
1 +M

h
jf(�)jp(�)

i
(x)
�

(5.1.7)

eşitsizli¼gi geçerlidir.

·Ispat. kfkp(�);�(�) � 1 olacak şekilde f 2 Lp(�);�(�)(
) ve pr(x) = min
jy�xj�r

p(y);

1
p0r(x)

= 1 � 1
pr(x)

olarak al¬ns¬n. Bu durumda e¼ger jx� x0j � d
2
ve 0 < r � d

4
ise

�p0r(x) < n dir.

1. Durum. E¼ger jx� x0j � d
2
ve 0 < r � d

4
ise � < n

p0r(x)
dir. Bu durumda

�����Mr

 
f(y)

jy � x0j�

!�����
p(x)

=
C

rnp(x)

0B@ Z
eB(x;r)

jf(y)j dy
jy � x0j�

1CA
p(x)

=
C

r(n��(x))p(x)

0B@r��(x) Z
eB(x;r)

jf(y)j dy
jy � x0j�

1CA
p(x)
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eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki integrale pr(x) ve p
0
r(x) üstleriyle Hölder eşitsizli¼gi uygu-

lan¬rsa

�����Mr

 
f(y)

jy � x0j�

!�����
p(x)

� C

r(n��(x))p(x)

0B@r��(x) Z
eB(x;r)

jf(y)jpr(x) dy

1CA
p(x)
pr(x)

0B@r��(x) Z
eB(x;r)

dy

jy � x0j�p
0
r(x)

1CA
p(x)

p0r(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Lemma 3.2.1.2 den

0B@ Z
eB(x;r)

dy

jy � x0j�p
0
r(x)

1CA
p(x)

p0r(x)

� C
r
np(x)

p0r(x)

jx� x0j�p(x)

oldu¼gundan

�����Mr

 
f(y)

jy � x0j�

!�����
p(x)

� C
jx� x0j��p(x)

r(n��(x))
p(x)
pr(x)

0B@r��(x) Z
eB(x;r)

jf(y)jpr(x) dy

1CA
p(x)
pr(x)

yaz¬labilir. Buradan

��M�
r f(x)

��p(x) � C

r(n��(x))
p(x)
pr(x)

0B@r��(x) Z
eB(x;r)

jf(y)jpr(x) dy

1CA
p(x)
pr(x)

eşitsizli¼gi bulunur. y 2 eB(x; r) için pr(x) � p(y) oldu¼gu için

r��(x)
Z

eB(x;r)
jf(y)jpr(x) dy � r��(x)

Z
eB(x;r)

dy + r��(x)
Z

eB(x;r)\fy:jf(y)j�1g
jf(y)jp(y) dy

eşitsizli¼gi kolayca yaz¬labilir.
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Bu yüzden

��M�
r f(x)

��p(x) � C

r(n��(x))
p(x)
pr(x)

0B@rn��(x) + r��(x)

2

Z
eB(x;r)

jf(y)jp(y) dy

1CA
p(x)
pr(x)

eşitsizli¼gi geçerlidir. p(x)
pr(x)

� 1, r � d
2
� 1

2
ve parantezdeki ikinci terimin de¼geri 12

yada daha küçük oldu¼gu için

��M�
r f(x)

��p(x) � C

r(n��(x))
p(x)
pr(x)

0B@rn��(x) + r��(x)
Z

eB(x;r)
jf(y)jp(y) dy

1CA
� C

rn��(x)

r(n��(x))
p(x)
pr(x)

0B@1 + 1

rn

Z
eB(x;r)

jf(y)jp(y) dy

1CA
� Cr(n��(x))

pr(x)�p(x)
pr(x)

0B@1 + 1

rn

Z
eB(x;r)

jf(y)jp(y) dy

1CA
eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

p(�) fonksiyonu log-Hölder sürekli oldu¼gundan r
(n��(x))(pr(x)�p(x))

pr(x) � C ve dolay¬s¬yla

��M�
r f(x)

��p(x) � C

2641 + 1

rn

Z
eB(x;r)

jf(y)jp(y) dy

375
sonucu elde edilir.

2. Durum. d
2
� jx� x0j ve 0 < r � d

4
olsun. Bu durumda

jy � x0j � jx� x0j � r � d

2
� d

4
=
d

4

oldu¼gundan jy � x0j� �
�
d
4

��
elde edilir. Ayr¬ca, jx� x0j� � (Çap(
))� oldu¼gundan

M�
r f(x) � CMrf(x)

sonucu elde edilir.
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3. Durum. d � r � d
4
olsun. Bu durumda

M�
r f(x) � C

(Çap(
))��
d
4

�n Z



jf(y)j dy
jy � x0j�

� C
(Çap(
))��

d
4

�n
0B@ Z
jy�x0j� d

8

jf(y)j dy
jy � x0j�

+

Z
jy�x0j� d

8

jf(y)j dy
jy � x0j�

1CA
eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Buradaki ilk integral �p0d

8

< n oldu¼gu için 1.durumdaki gibi

p d
8
= min

jy�x0j� d
8

p(y) ve p0d
8

üstleriyle Hölder eşitsizli¼gi uygulanarak hesaplan¬l¬r. ·Ikinci

integralin hesaplamas¬jy � x0j � d
8
oldu¼gu için aşikard¬r.

5.1.1. A¼g¬rl¬kl¬Hardy-Littlewood Maksimal Operatörünün S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 5.1.1.1. 
, Rn (n � 1) de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge ve x0 2 
 olsun. p; �
fonksiyonlar¬s¬ras¬yla 1 < p� � p (x) � p+ < 1 ve 0 � �(x) � �+ < n olacak

şekilde log-Hölder koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger �(x0)�np(x0)
< � < n

p0(x0)
ise bu durumda

M�f(x) = jx� x0j� sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)\


jf(y)j
jy � x0j�

dy; (5.1.1.1)

operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Teoremin ispat¬içinjy � x0j�M
 

f(�)
j� � x0j�

!
(y)


p(�);�(�)

� C kfkp(�);�(�)

eşitsizli¼gini göstermemiz gerekiyor. Bunun için kfkp(�);�(�) � 1 iken

Ip(�);�(�)

 
jy � x0j�M

 
f(�)

j� � x0j�

!
(y)

!
� C

oldu¼gunu göstermeliyiz.

Eşitsizli¼gin ispat¬için � � 0 ve � > 0 olmak üzere iki duruma ay¬ral¬m.
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1.�(x0)�n
p(x0)

< � � 0 durumu:

f fonksiyonunu 
 bölgesinin d¬̧s¬nda s¬f¬r olarak devam ettirerek

J : =

Z
eB(x;r)

 
jy � x0j�M

 
f(�)

j� � x0j�

!
(y)

!p(y)
dy

=

Z
Rn

0@jy � x0j�
p(y)

p�

 
M

 
f(�)

j� � x0j�

!
(y)

! p(y)

p�
1Ap�

� eB(x;r)(y)dy (5.1.1.2)

eşitli¼gi yazabilir. Teorem 5.1.8. den � = 0 için s(x) = p(x)
p� olmak üzere k ks(�);�(�) � 1

olacak şekilde her  2 Ls(�);�(�)(
) için

(M (y))s(y) � C
�
1 +M

�
j (�)js(�)

�
(y)
�

(5.1.1.3)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.  (y) = f(y)

jy�x0j�
için � � 0 oldu¼gu dikkate al¬narak

k ks(�);�(�) � a0 kfks(�);�(�) ; a0 = (Çap(
))j�j

eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gu kolayca görülebilir. Lemma 4.2.7. den

k ks(�);�(�) � a0k kfkp(�);�(�) � a0k

eşitsizli¼gi elde edilir. k = 1
a0
seçilirse k ks(�);�(�) � 1 elde edilir. Böylece (5.1.1.3)

eşitsizli¼gi (5.1.1.2) ifadesine uygulanabilir. Böylece

J � C

Z



jy � x0j�p(y)
24M

0@����� f(�)
j� � x0j�

�����
p(�)
p�
1A (y)

35p
�

� eB(x;r)(y)dy

+C

Z



jy � x0j�p(y) � eB(x;r)(y)dy (5.1.1.4)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Fe¤erman-Stein eşitsizli¼gi kullan¬larak,

J � C

Z



jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y)dy + C

Z
eB(x;r)

jy � x0j�p(y) dy

� C

Z
eB(x;2r)

jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y)dy

+C

Z
( eB(x;2r))c

jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y)dy + Crn+�p(x0)

ifadesine ulaş¬l¬r. �(x0)�n
p(x0)

< � oldu¼gundan j� � x0j�p(y) 2 A1 dir. Bu yüzden

M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y) � M

�
j� � x0j�p(y)

�
(y)

� C j� � x0j�p(y)

ve böylece

J � C

Z
eB(x;2r)

jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
jy � x0j�p(y) dy

+C

Z
( eB(x;2r))c

jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y)dy + Crn+�p(x0)

� C

Z
eB(x;2r)

jf(y)jp(y) dy + C

Z
( eB(x;2r))c

jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y)dy

+Crn+�p(x0)

� C

Z
eB(x;2r)

jf(y)jp(y) dy + C

Z
( eB(x;2r))c

jf(y)jp(y)

jy � x0j�p(y)
M
�
j� � x0j�p(y) � eB(x;r)

�
(y)dy

+Crn+�p(x0)

eşitsizlikleri yaz¬labilir. Şimdi jx� yj > r olmak üzere M
�
j� � x0j�p(x0) �eB(x;r)

�
(y)

ifadesini hesaplayal¬m.

M
�
j� � x0j�p(x0) �eB(x;r)

�
(y) = sup

t>0

1

jB(y; t)j

Z
eB(y;t)\ eB(x;r)

jz � x0j�p(x0) dz

olmak üzere
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a) E¼ger t > jx� yj > r ise bu durumda

M
�
j� � x0j�p(x0) �eB(x;r)

�
(y) � 1

jx� yjn
Z

eB(x;r)
jz � x0j�p(x0) dz

� 1

(jx� yj � r)n

Z
eB(x;r)

jz � x0j�p(x0) dz

� C
rn+�p(x0)

(jx� yj � r)n

de¼gerlendirmesi geçerlidir.

b) E¼ger 0 < t � jx� yj � r ise bu durumda

M
�
j� � x0j�p(x0) �eB(x;r)

�
(y) = 0

olur.

c) E¼ger jx� yj � r < t < jx� yj ise bu durumda

M
�
j� � x0j�p(x0) �eB(x;r)

�
(y) � 1

(jx� yj � r)n

Z
eB(x;r)

jz � x0j�p(x0) dz

� C
rn+�p(x0)

(jx� yj � r)n

de¼gerlendirmesi geçerlidir.

Bu nedenle

J � Cr�(x) + C
1X
j=1

Z
eB(x;2j+1r)n eB(x;2jr)

jf(y)jp(y) rn+�p(x0)
(jx� yj � r)n

1

jy � x0j�p(x0)
dy

+Crn+�p(x0)

� Cr�(x) + C

1X
j=1

rn+�p(x0)

(2jr)�p(x0)
1

((2j � 1) r)n
Z

B(x;2j+1r)

jf(y)jp(y) dy

+Crn+�p(x0)

� Cr�(x) + C

1X
j=1

(2j+1r)
�(x)

(2j)�p(x0)
1

(2j � 1)n + Crn+�p(x0)

� Cr�(x) + Cr�(x)
1X
j=1

(2j+1)
�(x)

(2j)�p(x0)
1

(2j � 1)n + Crn+�p(x0)

eşitsizlikleri yaz¬labilir.
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1P
j=1

(2j+1)
�(x)

(2j)�p(x0)(2j�1)n
serisi yak¬nsak oldu¼gundan

Z
B(x;r)

 
jy � x0j�M

 
f(�)

j� � x0j�

!
(y)

!p(y)
dy � Cr�(x)

sonucu elde edilir. Buradan Ip(�);�(�)
�
jy � x0j�M

�
f(�)

j��x0j�

�
(y)
�
� C oldu¼gu görülür.

2. 0 � � < n
p0 (x0)

durumu:

1 < � < p� olmak üzere

J : =

Z
eB(x;r)

 
jy � x0j�M

 
f(�)

j� � x0j�

!
(y)

!p(y)
dy

=

Z
Rn

0@ jy � x0j�M
 

f(�)
j� � x0j�

!
(y)

! p(y)
�

1A�

� eB(x;r)(y)dy (5.1.1.5)

eşitli¼gi yaz¬labilir.

� < n
p0(x0)

< �
�

n
p0(x0)

�
oldu¼gundan Teorem.5.1.8, (5.1.1.5) eşitsizli¼gine uygulan-

abilir.

Böylece

J � C

Z



�
1 +M

�
jf(�)j

p(�)
�

�
(y)
��
� eB(x;r)(y)dy

� C

0@Z



h
M
�
jf(�)j

p(�)
�

�
(y)
i�
� eB(x;r)(y)dy

1A
+C

Z



� eB(x;r)(y)dy (5.1.1.6)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Fe¤erman-Stein eşitsizli¼ginden

J � C

0@Z



jf(y)jp(y)M� eB(x;r)(y)dy + rn

1A

� C

0BB@ Z
eB(x;2r)

jf(y)jp(y)M� eB(x;r)(y)dy +
Z

( eB(x;2r))c
jf(y)jp(y)M� eB(x;r)(y)dy + rn

1CCA

� C

0BB@ Z
eB(x;2r)

jf(y)jp(y) dy +
Z

( eB(x;2r))c
jf(y)jp(y)M� eB(x;r)(y)dy + rn

1CCA

� C

0BB@r�(x) + Z
( eB(x;2r))c

jf(y)jp(y)M� eB(x;r)(y)dy + rn

1CCA
ifadesi elde edilir.

Her x; y 2 Rn ve r > 0 için

M� eB(x;r)(y) �
4nrn

(jx� yj+ r)n

hesaplamas¬ndan yararlanarak

J � C

0B@r�(x) + 1X
j=1

Z
eB(x;2j+1r)n eB(x;2jr)

jf(y)jp(y) rn
(jx� yj+ r)n

dy + rn

1CA
� C

0B@r�(x) + 1X
j=1

1

(2j + 1)n

Z
eB(x;2j+1r)

jf(y)jp(y) dy + rn

1CA
� C

 
r�(x) +

1X
j=1

(2j+1r)
�(x)

(2j + 1)n
+ rn

!

� C

 
r�(x) + r�(x)

1X
j=1

(2j+1)
�(x)

(2j + 1)n
+ rn

!

eşitsizlikleri yaz¬labilir.
1P
j=1

(2j+1)
�(x)

(2j+1)n
serisi yak¬nsak oldu¼gundan

J � C
�
r�(x) + r�(x) + rn

�
� Cr�(x)

elde edilir. Buradan Ip(�);�(�)
�
jy � x0j�M

�
f(�)

j��x0j�

��
� C oldu¼gu görülür.

Bu sonuç ispat¬tamamlar.
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Sonuç 5.1.1.2. Teorem 5.1.1.1 in koşullar¬alt¬ndaM ] sharp maximal operatörü

L
p(�);�(�)
w (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. M operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan ve

M ]f(x) � 2Mf(x); x 2 


noktasal eşitsizli¼gindenM ] sharp maximal operatörünün Lp(�);�(�)w (
) uzay¬nda s¬nrl¬

oldu¼gu görülür.

5.1.2. A¼g¬rl¬kl¬Riesz Potansiyel Operatörünün S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 5.1.2.1. 
 � Rn s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge ve x0 2 
 olarak al¬ns¬n. p; �
fonksiyonlar¬s¬ras¬yla 1 < p� � p (x) � p+ < 1 ve 0 � �(x) � �+ < n olacak

şekilde log-Hölder sürekli, x 2 
 ve inf
x2


�(x) > 0 olsun. E¼ger �(x0)�np(x0)
< � < n

p0(x0)
ise

bu durumda,

I��(x)f(x) = jx� x0j�
Z



f(y)

jy � x0j� jx� yjn��(x)
dy

operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. I��(�)f
p(�);�(�)

� C kfkp(�);�(�)

eşitsizli¼gini göstermemiz gerekiyor. Bunun için kfkp(�);�(�) � 1 ikenI��(�)f
p(�);�(�)

� C

oldu¼gunu göstermeliyiz.

I��(x)f(x) = jx� x0j�
Z

jx�yj>1
y2


f(y)dy

jx� yjn��(x) jy � x0j�

+ jx� x0j�
Z

jx�yj<1
y2


f(y)dy

jx� yjn��(x) jy � x0j�

= A1f(x) + A2f(x)

ifadesini yazabiliriz. A1f(x) terimi için

jA1f(x)j � C jx� x0j�
Z



jf(y)j dy
jy � x0j�

(5.1.2.1)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. (5.1.2.1) eşitsizli¼gine � =

(
1

(p0)+
; Ip0(:::) � 1 ise

1
(p0)�

; di¼ger durumlarda ise
olmak üzere Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa
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Z



jf(y)j dy
jy � x0j�

� C kfkp(�)
jy � x0j��


p0(�)

� C
n
Ip0(�)

�
jy � x0j��

�o�
kfkp(�)

eşitsizli¼gi elde edilir. jx� x0j�p(x) � jx� x0j�p(x0) özelli¼ginden ve �p0(x0) < n koşu-

lundan

Ip0(�)

�
jy � x0j��

�
� C

Z



jy � x0j��p
0(x0) dy = C (5.1.2.2)

oldu¼gu görülür. O halde (5.1.2.1) ve (5.1.2.2) eşitsizliklerinden

jA1f(x)j � C jx� x0j� kfkp(�) (5.1.2.3)

eşitsizli¼gi elde edilir. A2f(x) terimi için e¼ger gerekirse f fonksiyonun 
 bölgesinin

d¬̧s¬nda s¬f¬r oldu¼gu varsay¬lmak üzere

jA2f(x)j � jx� x0j�
1X
k=0

Z
2�(k+1)<jx�yj<2�k

f(y)dy

jx� yjn��(x) jy � x0j�

ifadesine sahipiz. �(x) < n koşulunu sa¼glayan x ler için

jA2f(x)j � jx� x0j�
1X
k=0

1

2�(k+1)(n��(x))

Z
jx�yj<2�k

f(y)dy

jy � x0j�

� jx� x0j�
1X
k=0

1

2�kn+k�(x)�n+�(x)

Z
jx�yj<2�k

f(y)dy

jy � x0j�

� 2n��(x) jx� x0j�
1X
k=0

2k(n��(x))
Z

jx�yj<2�k

f(y)dy

jy � x0j�

� 2n jx� x0j�
1X
k=0

2k(n��(x))
Z

jx�yj<2�k

f(y)dy

jy � x0j�

� 2n jx� x0j�
1X
k=0

2k(n��(x))
2�kn

2�kn

Z
jx�yj<2�k

f(y)dy

jy � x0j�

� 2n jx� x0j�
1X
k=0

2�k�(x)M

 
f(y)

jy � x0j�

!

eşitsizlikleri yaz¬labilir.
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Bu yüzden �0 = inf
x2


�(x) ve C = 2n
1P
k=0

2�k�0 olmak üzere

jA2f(x)j � CM�f(x) (5.1.2.4)

noktasal eşitsizli¼gi geçerlidir. �(x) � n olmas¬durumundaA2f(x) in noktasal hesapla-

mas¬A1f(x) hesaplamas¬na benzerdir. Sonuç olarak, her x 2 
 için (5.1.2.3) ve

(5.1.2.4) eşitsizliklerinden���I��(x)f(x)��� � CM�f(x) + C jx� x0j� kfkp(�)

ifadesi yaz¬labilir. Buradan eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n Morrey normu al¬n¬rsa

I��(�)f(�)
p(�);�(�)

� C
M�f(x) + jx� x0j� kfkp(�)


p(�);�(�)

� C
M�f


p(�);�(�) + C

jx� x0j�

p(�);�(�)

kfkp(�)

� C
M�f


p(�);�(�) + C

jx� x0j�

p(�);�(�)

kfkp(�);�(�)

bulunur. M�f nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan ve � > �(x0)�n
p(x0)

olmak üzere
jx� x0j�


p(�);�(�)

� C

oldu¼gundan I��(�)f(�)
p(�);�(�)

� C

elde edilir.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇLAR

5.1.1. Kesiminde elde edilen a¼g¬rl¬kl¬Hardy-Littlewood maksimal operatörünün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan Teorem 5.1.1.1. koşullar¬alt¬ndaj� � x0j� Mf

p(�);�(�)

� C
j� � x0j� f


p(�);�(�)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Ayr¬ca �(x0)�n
p(x0)

< � koşulu gereklidir. � > �� + �(x0)�n
p(x0)

olmak üzere f(x) =

jx� x0j� olarak al¬n¬rsa bu durumda

Ip(�);�(�)(jx� x0j� f) = sup
r>0

r��(x)
Z

eB(x;r)
jy � x0j(�+�)p(x0) dy

integralinin de¼geri Lemma 5.1.6. dan jy � x0j(�+�) 2 Lp(�);�(�)(
) oldu¼gundan sonlu

oldu¼gu görülür. Fakat

Ip(�);�(�)(jx� x0j�Mf) � C sup
r>0

r��(x0)
Z

eB(x0;r)
jy � x0j�p(x0) dy

ifadesi e¼ger � � �(x0)�n
p(x0)

ise ¬raksakt¬r. Bu nedenle �(x0)�n
p(x0)

< � olmal¬d¬r.

Son bölümde elde edilen sonuçlara paralel olarak, (X; d; �) metrik ölçüm uza-

y¬nda 
 aç¬k s¬n¬rl¬bir küme, w(x) = d(x0; x)
�; x0 2 X ve � (B(x; r)) ~rs; s > 0

olmak üzere

Mf(x) = sup
r>0

1

� (B(x; r))

Z
B(x;r)

jf(y)j d�

ve

I�(x)f(x) =

Z
X

f(y)

d(x; y)s��(x)
d�; 0 < �(x) < s

operatörlerinin Lp(�);�(�)w (X) uzaylar¬nda s¬n¬rl¬¼g¬araşt¬r¬labilir.
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