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OZET

DEGISKEN USTLU MORREY UZAYLARINDA AGIRLIKLI
HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL VE RIESZ
POTANSIYEL OPERATORLERININ
SINIRLILIGI

YUKSEK LISANS TEZI
Enver ULGUL

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2012

Bu calismada degisken {istlii Morrey uzaylarinda agirlikli Hardy-Littlewood maksimal
ve Riesz potansiyel operatorlerinin sinirlilig ispatlanmistir.

Bu tez galismasi bes boliimden olusmaktadir.

Ik boliim giris niteliginde olup, bu bolimde degisken iistlii Lebesgue ve Morrey
uzaylarinin ¢ikis noktasi ve giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalar kronolojik sirada ele alinmigtir.

Ikinci béliimde, temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, degisken iistlii Lebesgue uzaylari ve agirlikli degisken iistlii Lebesgue
uzaylari teorisi ve bu uzaylarda ¢alisma konumuzla ilgili elde edilmis sonuglar verilmistir.

Dordiincii boliimde, ilk 6nce klasik Morrey uzaylar ve degisken iistlii Morrey uzaylar
teorisi verilmis ve daha sonra bu uzaylarda Hardy-Littlewood maksimal ve Riesz potansiyel ile
ilgili elde edilmis sonuglar verilmistir.

Son boliim olan besinci bdliimde, agirlikli degisken {istlii Morrey uzaylar1 tanimlanarak

Q,R" nin smirli agik bir alt bolgesi ve p(-),A(-) fonksiyonlari log-Holder siirekli olmak

tizere agirhkli Hardy-Littlewood maksimal ve agirlikli Riesz operatorlerinin = sinirlhig
ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Degisken iistli Lebesgue uzaylari, Agirlikli degisken ustli Morrey
uzaylar1, Hardy-Littlewood maksimal operator, Riesz potansiyel operator, log-Holder siireklilik
kosulu.
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THE BOUNDEDNESS OF THE WEIGHTED HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL
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In this study the boundedness of the weighted Hardy-Littlewood maximal and Riesz
operators in the variable exponent Morrey spaces are proved.

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is an introduction to the theory of the variable exponent Lebesgue and
Morrey spaces. Moreover, it gives the origin of the theory and lists the relevant works of the
various authors in chronological order.

In the second chapter, we give the basic definitions and theorems of the theory.

In the third chapter, the theory of the variable exponent Lebesgue and weighted variable
exponent Lebesgue spaces and some important results related to the thesis are given.

In the fourth chapter, the theory of the classical Morrey and the variable exponent
Morrey spaces and the necessary conditions of the boundednes of the Hardy-Littlewood
maximal and Riesz operators are given.

In the last chapter, the definition of the weighted variable exponent Morrey spaces is

given and the boundedness of the weighted Hardy-Littlewod maximal and weighted Riesz
operators on a bounded open domain is obtained.

Key Words: Variable exponent Lebesgue spaces, weighted variable exponent Morrey spaces,
Hardy-Littewood maximal operator, Riesz potential operator, log-Holder continuity condition
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SIMGELER
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MP : Agirlikli Hardy-Littlewood maksimal operator
1, : Riesz potansiyel operator

M, : Kesirli maksimal operator

I8 : Agirlikh Riesz potansiyel operator
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1. GIRIS

Bu boliimde, degisken tistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin tarihsel geligimin-
den bahsedilecek, Morrey uzaylar: hakkinda bilgi verilecek ve bu uzaylarda harmonik
analizin onemli araglarindan olan Hardy-Littlewood maksimal ve Riesz potansiyel

operatorlerinin sinirliligin ilgili caligmalar verilecektir.

Degigken iistlii Lebesgue uzaylar literatiirde ilk defa, Orlicz (1931) tarafindan,
yazilan makalede goriildii. Bu makalede agagidaki soru goz oniine alimmugtir. (py) ve
(zy) dizileri > af* yakinsak olacak gekilde reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu halde

> xrys ifadesinin yakinsak olmasi igin yy, lizerindeki gerek ve yeter kogullar nelerdir?

Pk
pr—1

gerektigi ortaya cikmaktadir. Orlicz ayn1 zamanda degigken iistlii Lebesgue uzayimi

Bu soruya yanit en az bir A > 0 ve pj, = icin Y (Ayg)” k serisinin yakinsak olmasi
reel aralikta goz oniine almigtir ve bu uzayda Holder esitsizligini ispatlamistir. Bu
makaleden sonra Orlicz degigken tistlii Lebesgue uzayinda caligmay: birakip, kendi
ismi ile anilan Orlicz fonksiyon uzaylar teorisi tizerinde yogunlagmigtir. Orlicz uzay-
lart u, 2 bolgesinde olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere enaz bir A > 0 ve kogullari

bilinen bir ¢ fonksiyonu i¢in

I (Ow) = /cp(/\|u(x)|)dx <o
Q

olacak gekildeki fonksiyonlardan olusan uzaya denir. Ek olarak eger I fonksiyonu
baz1 kosullar1 saglarsa boyle uzaylara da modiiler uzay denir. Bu uzaylar ilk
defa sistematik olarak Nakano (1950,1951) tarafindan caligilmis ve degisken {istlii
Lebesgue uzayimi daha genel uzaylarin bir 6rnegi olarak goz oniine almigtir. Daha
sonra, Ozellikle Hudzik (1976, 1979) ve Musielak (1983) tarafindan modiiler uzaylar
incelenmistir. Eger yukaridaki ¢ fonksiyonu x degiskenine de bagh ise bu durumda
Genellestirilmis Orlicz Uzaylar1 veya Musielak Orlicz Uzaylar:1 adi verilen
daha genel uzaylar elde edilir.

Reel aralikta degisken iistlii Lebesgue uzaylari, bagimsiz olarak Rus arastirma-
cilar ozellikle de Sharapudinov (1979,1981,1986) tarafindan gelistirildi. Bu aragtir-
macilarin orjin noktast Tsenov (1961) tarafindan iiretilen ve Sharapudinov (1979)
tarafindan cevaplanan u sabit bir fonksiyon ve v, LP()([a, b]) uzaymnin sonlu boyutlu

alt uzayinda degismek {iizere

[ (@) = vla)P da

ifadesini minimize problemine dayanir. 1980 li yillarin ortasinda Zhikov (1987) degisken
iistlii uzaylarla yakindan iligkili olan standart olmayan biiyiime kogsullu varyasyonel

integralleri goz 6niine alarak aragtirmalar icin yeni bir ¢izgi olusturmustur.

1



1.BOLUM

Degigken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarimin arastirilmasinda bir sonraki
adim 90 I1 yillarin baglarinda Kovacik ve Rékosnik (1991) tarafindan atilmigtir. Bu
makalede R™ de degisken tistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin bir ¢ok temel 6zelligi
ortaya konmustur.Kovacik ve Rékosnik, degerlerini [1, oo] araliginda alan 6lgiilebilir
bir p fonksiyonu icin degisken {istlii Lebesgue uzayinin tanimini genisletmislerdir.

Bu tamma gore 2, R” de agik bir bolge olmak iizere Q0 = {z € Q : p(z) = oo}

olsun.

1(f) = / £ @) ds+ esssup £ (0)

Q\ Qoo

1l = inf{)\ 001 ({) < 1}

olarak alinsin. En az bir A > 0 i¢in I (Af) < oo olacak gekilde tiim fonksiyonlarin

ve

sinifina degisken iistlii Lebesgue uzay1 adi verilir.
Ayrica Kovacik ve Rékosnik, 2, R™ de siirh bir bolge, p : Q — [1,n) fonksiyonu

siirekli ve

np(z)
tea@) <o —p(z)

—e=p'(x)—e,0<e<

n—1

olmak tizere Sobolev tipli

lullyy < cllVaullyy suwe G

esitsizligini elde etmislerdir.

Bu makaleden sonra uzun bir siire herhangi bir calisma gozlenmemigtir. Daha
sonra bu konu bagimsiz olarak bir ¢cok aragtirmaci tarafindan yeniden ele alinmistir.
Samko (1998), Rus bilim adamlarinin ¢aligmalarima dayali olarak degigken tistlii
Lebesgue uzayinda konvoliisyon ve potansiyel tipli operatorleri incelemistir. Kon-
voliisyon operatorleri bu uzaylarda istenmeyen o6zelliklere sahiptir. Bunu nedeni
K = kx f konvoliisyon operatoriiniin genel olarak bir f fonksiyonunun singiileritesini
bagka bir noktaya tagimasidir. Bunun bir sonucu olarak Young tipli teorem bu uza-
ylarda genel olarak gegerli degildir. Bu caligmasinmi takip eden ikinci ¢aligmasinda
potansiyel operatorlerini de goz Oniine alarak bu uzaylar icin Young Teoreminin
bazi gesitlerini ispatlamig ve degisken tistlii Lebesgue uzayinda Sobolev tipli teo-
remin gegerliligi sorusunu ele almigtir. €2 sinirli bir bolge ve p 6l¢iilebilir bir fonksiyon

olmak tizere Riesz potansiyeli i¢cin Sobolev tipli esitsizlik ve ayrica p fonksiyonun
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kosulu ve maximal operatoriin sinirhiligr kosulu altinda kritik Sobolev iistii igin
Sobolev tipli esitsizligi ispatlamigtir. Bunun diginda degisken mertebeli potansiyel
tip operatorleri incelemistir.

Pick ve Ruzicka (2001), genel p fonksiyonlan icin LP¢)(Q) uzayinda Hardy-
Littlewood maximal operatoriin sinirliligina dair ters bir 6rnek sundular.

Diening (2002, 2004),

c 1

Ip(z) = p(y)| < —yl<3 (1.1.1)

= Tlogle =yl
kosulunu saglayan ve yeteri kadar biiyiik yuvarin diginda sabit olan p fonksiyon-
lar1 i¢in Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin degisken tistlii Lebesgue uzayinda
simurhligini ispatlamig, ayrica Diening (2004) galigmasinda Riesz potansiyel oper-

atoriiniin siirliligin1 ve Sobolev gdbmme teoremini vermistir.

Cruz-Uribe ve ark.(2003), (1.1.1) ve

C

< —, z,y € Q, ly| > |z 1.1.2
S CENT) Yy ly| > || (1.1.2)

Ip(z) — p(y)|

kosulu altinda Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin degisken iistlii Lebesgue
uzayimda simrlihgini ve iistten yar siirekli p fonksiyonu igin (1.1.2) kogulunun gereklil-
igini gostermislerdir.

Capone ve ark. (2007), ise Hardy-Littlewood maximal operatériin simrlihgima
bagl olarak, kesirli maximal operatoriin sinirliligini ve Riesz potansiyel operatorii
yardimiyla da Sobolev gomme teoremini ispatlamiglardir.

Diening (2005), Muckenhoupt smiflar1 kavramini genellegtirerek, maximal oper-
atoriin siirhligr igin gerek ve yeter kosullari vermistir. Cruz-Uribe ve ark.(2011),
degigken {istlii Lebesgue uzaylarinda Maksimal operatoriin sinirliligini ispatlamigtir.

Kokilashvili ve Samko (2003), sinirli bolge iizerinde agirlikli Lebesgue uzayinda
singiiler operatoériin simirhihigimi, Kokilashvili ve Samko (2004, 2005) de maximal
operatoriin sinirliligin ele almiglar ve Hardy operatoriintin sinirhiligy ile ilgili baz
sonuglar vermiglerdir. Ayrica Samko (2003) smurli bolgede kesirli integraller igin
Hardy esitsizligini elde etmistir. Edmunds ve ark. (2004), Degigken {istlii Lebesgue
uzaylarinda, genel agirlikli Hardy operatoriiniin sinirliligi icin integral tipli bir gerek
kosul ve ayrica bir yeter kosul vermistir. Bu kosullar, p fonksiyonun sabit olmasi
durumunda ¢akismaktadir.

Diening ve ark. (2011) tarafindan Degigken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylari
ve uygulamalari ile ilgili bir ¢ok sonucu iceren kitap yayimlanmistir.

LPA (R™) Morrey uzaylar1 Morrey (1938) tarafindan eliptik kismi diferansiyel
denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya cikaril-
migtir. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili elip-

tik problemler ve potansiyel teorisine 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.



1.BOLUM

Morrey uzaylar1 Lebesgue uzaylarimin bir uzantisi olarak degerlendirilebilecegin-
den klasik operatorlerin sinirliliklarinin Morrey uzaylarinda aragtirilmasi dogal ve
onemlidir.

Simdi bu alanda yapilan bazi caligmalardan bahsedelim.

Chiarenza ve Frasca (1987), Klasik Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood mak-
simal operator, Singuler integral operator ve Kesirli integral operatoriin sinirliligini
gostermistir.

Samko (2008), Morrey uzaylarinda agirlikli Hardy ve singular operatérlerin sinir-
liligini ispatlamigtar.

Guliyev(2009), Genellegtirilmis Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood maximal
operator, Singuler integral operator ve Riesz potansiyel operatoriin sinirliligini goster-
migtir.

Giirbiiz(2010), Guliyev(2009) caligmasindan yararlanarak Morrey uzaylarinda
Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin ve Riesz potansiyelinin siirlilig1 iizerine
tez calismasi yapmigtir.

Komori ve Shirai (2009), Agirlikli Morrey uzaylarimi tammlayarak yukaridaki
klasik operatorlerin simirliligini bu uzaylarda ¢aligmiglardir.

Mustafayev (2012), Agirlikli Morrey uzaylarinda altliner operatorlerin sinirlihg
iizerine ¢alisma yapmigtir.

Almeida ve ark. (2008), ©, R" nin smirl agik bir alt bolgesi 0 < A(z) < n
ve 1 < p~ < p(x) < pt < oo olmak iizere p(-) fonksiyonun log-Holder siireklilik
kosulunu saglamasi durumunda Hardy-Littlewood maksimal operatoriin simirliligini

ve p(+) ve a(-) fonksiyonlar logaritmik Holder siirekli ve

;Ielffz&(aﬁ) > 0, ilelg A(z) + a(z)p(z)] <n

varsayimlari altinda
1 1 a(x)

a(z)  plx) n—Aa)

olmak iizere I*() operatoriiniin LP()A0)(Q) uzaymdan L7)A0)(Q) uzayma simrhlhigim

degisken tistliit Morrey uzaylarinda ispatlamigtir.

Hasto (2009), Almeida ve ark. sonuglarindan yararlanarak, p fonksiyonunun
global log-Holder siirekli olmasi durumunda Hardy-Littlewood maksimal operatoriin
LPOAC(R™) uzayinda smirliligim ispatlamistir.

Mizuta ve Shimomura (2008, 2010), Degisken iistlii Morrey uzaylarida Riesz
potansiyelinin sinirhiligini incelemistir.

Kokilashvili ve Meskhi (2008), Degisken iistlii Morrey uzaylarinda maksimal op-
eratoriin ve Calderon-Zygmund singiiler integral operatoriin sinirliligini incelemistir.

Fan (2010), Degisken iistliit Morrey ve Campanato uzaylarini incelemistir.
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2. ON BILGILER

2. ON BILGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullamlacak temel tamim ve teoremler

hakkinda bilgi verilecek ve daha sonra calismamiz ile ilgili uzaylar tanimlanacaktir.
2.1. Normlu Uzay

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve [F, reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.

+ X xX—-X, (r,y)—x+y,

FxX — X, (o, ) — ax,

doniistimleri ile toplama ve carpma iglemlerini tanimlayalim. Eger,
A) X, + islemine gore degigmeli bir grup,
Gi)Herz,ye Xigmz+ye X
Gy)Herz,y,ze Xignz+ (y+2)=(z+y)+=2
G3) Her x € X igin x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde § € X vardir
G4) Her z € X i¢in x + (—z) = (—2) + o = 0 olacak sekilde —z € X vardir
Gs)Herz,ye X icinz+y=y+uz
B) Her z, y € X ve a, § € F olmak iizere
E)) are X
Esy) oz +y) =ox + ay
E3) (a+ p)r = ax + fx
Ey) (af)r = a(fr)
Es) lz =x

sartlar1 saglaniyorsa X uzayina F cismi tizerinde bir vektor uzay: denir.

Tanim 2.1.2. Bir X vektor uzayinda ||| : X — R fonksiyonu her z, y € X ve
her a € F (R yada C) i¢in
i) ||z]| =0<=2x=0

it) ozl = laf ||z
i) e +yll < flefl + vl
ozelliklerini saghyorsa, ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine

de normlu uzay denir. Bundan sonra bir € X elemanin normu ||z| seklinde ve

X uzayinda tanimlanan norm ||-|| seklinde gosterilecektir.

Tanim 2.1.3. X bir normlu uzay, © € X ve r € R pozitif bir say1 olmak iizere;
B(z,r) ={y € X : ||z — y||x < r} kiimesi,  merkezli r yarigaplh bir agik yuvar,
B(z,r) ={y € X : |z —y|ly < r} kiimesi, z merkezli r yarigapl bir kapali
yuvar olarak tanimlanir. A C X olmak iizere, her x € A i¢in B(z,r) C A olacak

sekilde bir r > 0 sayis1 varsa A’ya agik kiime denir.
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Tanim 2.1.4. (z,), (X, ||||x) normlu uzaymnda bir dizi ve 2y € X olsun. Her
e > 0 i¢in n > n. oldugunda ||z, — z¢||y < ¢ olacak sekilde n. dogal sayis1 varsa

(z,) dizisi ry noktasina yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.5. (z,,), (X, ||| x) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 icin
n,m > n. oldugunda ||z, — x|y < € olacak sekilde n. dogal sayis1 varsa (x,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.6. Bir (X, ||-||y) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya Banach uzay1 adi verilir.

Tanim 2.1.7. Q, R™ de agik bir bolge ve u :  — R ye tamimh bir fonksiyon
olarak verilsin. Eger, herhangi bir ¢ > 0 sayisi1 ve z, xy € Q) elemanlar igin |z — x| <
 oldugunda |u(x) — u(xp)| < € olacak gekilde ¢ (¢) > 0 say1s1 varsa u fonksiyonuna

T = x9 noktasinda stireklidir denir.

Tanim 2.1.8. (X, ||-|| ) normlu bir uzay ve X in bir F (E C X) altkiimesi ver-
ilsin. Eger, her bir x € X, E deki elemanlardan olusan bir (z,,) dizisinin limiti ise £

kiimesi X uzayinda yogundur denir.

Tanim 2.1.9. (X, ||| ;) normlu uzaymin sayilabilir yogun bir altkiimesi varsa

(X, ][l x) normlu uzayma ayrilabilir uzay denir.

Tanim 2.1.10. [|-||; ve ||-||,, X vektor uzay: tizerinde tanimh farkli iki norm

olsun. Her x € X igin

Cr|lzfly < llzll, < Cofllly

olacak sekilde C; > 0 ve Cy > 0 sabitleri varsa ||-||, ile ||-||, normlarina denk(esdeger)

normlar denir.

Tanim 2.1.11. X ve Y aym F cismi iizerinde iki vektor uzay ve D(7T), X in bir
altktimesi olsun. 7' : D(T) C X — Y dontisiimii D(T") nin her bir elemanini Y nin
yalniz bir elemanina gotiiriiyorsa, 7' ye D(T') den Y ye bir operator adi verilir ve

D(T) ye T operatoriiniin tanim kiimesi denir.

R(T)={yeY :y=Tz, x € D(T)}
kiimesine T' operatoriiniin deger (goriintii) kiimesi denir.

Tamim 2.1.12. X ve Y aym F cismi {izerinde iki vektor uzay ve D(T) C X,
X in bir alt uzay1 olmak tizere 7' : D(T') C X — Y bir operator olsun. Eger T
operatorii, her z,y € D(T) ve her o, f € F igin

T (ax + By) = oT (x) + BT (y)

kosulunu sagliyorsa bu operatore lineer operator denir.

7
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Tanim 2.1.13. X ve Y iki normlu uzay olmak {iizere; 7' : X — Y operatorii,
(x,) C X dizisi ve x € X eleman: verilsin. n’nin yeterince biiyiik degerlerinde
(n — oo iken)

|z, — ||y — 0 iken |Tz,—Tz|y —0

oluyorsa T operatorii x noktasinda siireklidir denir. Eger T', X’deki her noktada

stirekli ise T"ye siirekli operator denir.

Tanim 2.1.14. X ve Y normlu uzay, D(T) C X ve T : X — Y operatorii
verilsin. A C X alt kiimesi smirh iken T'(A), Y’de smurh ise T operatoriine sinirh

operator denir. Bir bagka ifadeyle, her x € X i¢in
[Tz]ly < cllzllx (2.1.1)

olacak sekilde pozitif bir ¢ reel sayisi varsa T’ye siirh operatér denir. Bununla
birlikte, (2.1.1) esitsizligini saglayan c’lerin infimumuna 7' operatérinin normu
denir ve bu norm

Tx
17 = sup v g e,
wt0zex 1Zllx ey <

bi¢iminde tanimlanir.

Teorem 2.1.15. X ve Y normlu uzaylar ve D(T") C X olmak iizere, T': D(T') C
X — Y lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmas i¢in gerek ve yeter

kosul 7" nin simirh olmasidir.

Tanmim 2.1.16. X ve Y iki normlu uzay olmak iizere, eger her x € X i¢in
1Tzlly = [l x

ozelligini saglayan, X uzaymni Y uzay iizerine doniistiiren bire-bir lineer bir 7" op-
eratorii varsa X ve Y normlu uzaylarina izometrik olarak izomorfizma ve T
operatoriine de X ve Y normlu uzaylar1 arasinda izometrik izomorfizma denir.

Bu 6zellige sahip uzaylar ayni uzaylar olarak kabul edilir ve bu durum X =Y
seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.17. X ve Y normlu iki uzay olsun. Eger,

i) X, Y nin bir alt uzay:

i1) Her x € X i¢in X den Y ye Iz = x ile tamimlanan birim operator siirekli ise
X normlu uzay1 Y normlu uzayina gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. I birim

operatorii lineer oldugundan i) kogulu

Mely < Cllally. o € X

olacak sekilde bir C' > 0 sabitinin varhigina denktir.
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Tanim 2.1.18. Bir X vektor uzayinda tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiy-

onel denir. Bir f fonksiyoneline,

faxy + Bra) = af(x1) + Bf (x2); 1,22 € X ve a, f € C

kosulu altinda bir lineer doniigiim ad1 verilir.

Tanmim 2.1.19. (X, ||| ;) normlu uzay: iizerinde tanimh biitiin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya X normlu uzaymin dual uzay1 denir ve X' ile gos-
terilir. Bu uzay u,v € X', x € X ve c€ C

(u+v)(z) = u(x) +v(z) ve (cu)(z) = cu(z),

seklinde tanimlanan noktasal toplam ve ¢arpim altinda bir vektor uzayidir. Bu uza-

. !
yda bir v € X elemaninin normu

Jully = sup 242
L Tl

seklinde tanimlamr. X uzay1 ||-|| y+ normu ile bir Banach uzay olur.

Tanim 2.1.20. Bir X vektor uzaymin X’ duali de normlu vektor uzayi oldugun-
dan, bu uzaymn da duali tanimlanabilir. Bu durumda (X’)" = X" lineer vektor uza-
yina X in ikinci duali denir.

Sabit bir z € X igin X’ uzayinda

9:(f) = f(z)  (f €X' degisken)

seklinde bir g, fonksiyoneli tanimlayalim. Her x € X icin bir tek sinirhi lineer fonksiy-

onel karsilik geleceginden, bu halde

C: X —X

T G

seklinde bir doniisiim tanimlanabilir. Bu doniisiime kanonik doniistim ad1 verilir.
Eger kanonik doniigiim iizerine ise, bu durumda X uzayina yansimali uzay adi verilir.

X yansimali uzay ise X = X" olur.

Teorem 2.1.21. Yansimali bir (X, ||-||y) Banach uzaymin her alt uzay1 da yan-

simalidir.

Teorem 2.1.22. (X, ||-||y) normlu bir uzay olsun. X uzaymnin yansimali olmasi
icin gerek ve yeter kosul X' uzaymm yansimal olmasidir. Eger X uzay1 ayrilabilir
ise, X uzayida ayrilabilirdir. Bu durumda, X ayrilabilir ve yansimali bir uzay ise

X' de ayrilabilir ve yansimal bir uzay olur.
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2.2. Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Tanim 2.2.1. 2, R"’nin agik bir bolgesi olmak {izere,

C?(Q) = {u: Q — R"; u fonksiyonu siirekli}

seklinde tanimlanan kiimeye siirekli fonksiyonlar uzay1 denir. Bu uzay; ||-||, R™’de

tanimlanan norm olmak {izere,

[ull oy = sup J|u (2)]| < oo
e

normu altinda bir Banach uzayidir.

Tamim 2.2.2. a = (o, ..., @,) negatif olmayan «a; lerin n—bilegenlisi ise, o ya

coklu indis denir ve |a| = ) «; seklinde yazilabilir. Buna gore 1 < j < n i¢in
i=1
D; = ;= ise, o zaman D* = D{'..D%" ifadesi |a|. mertebeden bir diferansiyel
J

operator belirtir. Bu ifade,

olely

Doy =
R I D e

seklinde de yazilabilir.

Tanim 2.2.3. G, G C R" altkiimesinin kapanig1 olmak iizere R™ de bir €2 bolgesi
igin G C Q ve G kiimesi R™ nin kompakt(kapal ve sinirh) bir altkiimesi ise G CC

seklinde gosterilir. G de tanimlh bir u fonksiyonun destegi

supp u = {z € G;u(x) # 0}

seklinde tanimlanir. Eger supp v CC 2 ise u fonksiyonu 2 da kompakt destege

sahiptir denir.

Tanim 2.2.4. (), R” de bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay1
olsun. Q bolgesinde, || < m mertebesine kadar tiim D®u kismi tiirevleri siirekli

olan u fonksiyonlarinin olusturdugu uzay C™(2) vektor uzayidir.

Co(Q) = C(Q)

ve

C®(Q) = N C™(Q)

m=0
olarak yazilabilir.
Co(R2) ve C§°(Q2) alt uzaylar sirasiyla 2 bolgesinde kompakt destege sahip olan
C(2) ve C=(2) uzaylarindaki biitiin fonksiyonlardan olusur. C§°(2) uzaymin ele-

manlarina test fonksiyonu denir.

10
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Tanim 2.2.5. 2, R" de bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay1
olsun.  bolgesinde D®u kismi tiirevlerin siirh oldugu v € C™(£2) fonksiyonlarmin

belirttigi uzaya C () vektor uzayr adi verilir. CF (§2) uzay:

«
e = max sup|D*u(a)

normu ile bir Banach uzayidir.

2.3. Lebesgue Olgiimii ve Olciilebilir Fonksiyonlar

Tanim 2.3.1. ¥, R"nin altkiimelerinin bir siifi olmak iizere,
i) RMeX,
i) A€ Xise A€ ¥ (A%, A'nm tumleyen kiimesi),
iii) Bgeri=1,2,..., icin A; € ¥ ise, UA ey
kosullar1 saglaniyorsa, ¥ sinifina bir O'-CeblI‘ adl verilir.

Tamm 2.3.2. ¥ siufi iizerinde tammlanan 1 : ¥ — RT U {+o00} fonksiyonu, ¥

smifindaki ayrik kiimelerin bir {A4;}._ toplulugunun sayilabilir her birlegimi i¢in

1EN

o <[OJA1> :iM(Ai>> VANA, =21 #k
i=1 =1

esitligini saghyorsa, p fonksiyonuna ¥ sinifi iizerinde bir 6l¢iim denir.

Tanim 2.3.3. R"'nin altkiimelerinin asagida verilen 6zelliklere sahip o-cebiri
olan bir ¥ sinifinin ve bu X sinifi iizerinde bir p 6l¢timiiniin varhigi kolaylikla goster-
ilebilir;

i) R™deki her agik kiime >’ya aittir,

ii) Eger AC B, Be X ve u(B)=0ise, Aec X ve u(A) =0 dir,

ili) A={zeR":q; <z; <bj,i=1,2,....,n} ise, A € 3 ve pu(A) :H(bi—ai)
i=1

dir,
iv) 2 € R" ve A € ¥ iken

r+A={z+y:ycAecX} ve pulz+A) =u(4)

olur, yani p 6lciimii 6teleme altinda degismezdir.

Bu ozelliklere sahip bir ¥ sinifinin elemanlarina R"’nin Lebesgue 6lciilebilir al-
tkiimeleri, p 6lgtim fonksiyonuna R"’de Lebesgue 6lgiimii ve A € ¥ igin p(A)
gosterimine ise A kiimesinin 6l¢iimii denir. Bu tez calismasinda, bir 2 C R™ bol-

gesinin Lebesgue olgiimii || ile gosterilecektir.

11
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Tamim 2.3.4. Eger B C A C R" ve |B| = 0 ise, A— B kiimesinin her noktasinda
saglanan bir 6zellik A kiimesinde hemen hemen her yerde gecerli bir ¢zellik olarak

adlandirilir.

Tanim 2.3.5. A 6lgiilebilir bir kiime olmak iizere, f : A — RU{£o0} geklinde

tanimlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her a € R i¢in
{red: f(zx)>a}

kiimesi olgiilebilir ise, f fonksiyonuna 6lciilebilir fonksiyon denir.
Tanim 2.3.6. A C R” kiimesinin karakteristik fonksiyonu
(2) 1, eger z€ A
€Tr) =
X4 0, eger x¢ A
seklinde tanimlanir.

Tamim 2.3.7. Eger f fonksiyonu olciilebilir ve reel degerli ise, bu durumda f
fonksiyonunu her ikiside olgiilebilir ve negatif olmayan f* = max(f,0) ve f~ =

—min (f,0) fonksiyonlar cinsinden f = f* — f~geklinde yazabiliriz. [ f*(z)dx ve
Q

[ f~(z)dz integrallerinden en az biri sonlu olmak {izere
Q

Q/ f(2)dz = Q/ FH(a)de — Q/ £ (2)dx

seklinde tanimlayalim. Eger her iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna (2 bolgesinde
Lebesgue integrallenebilir denir ve €2 bolgesindeki integrallenebilir fonksiyonlarin

smifi L}(Q) ile gosterilir.

Tamim 2.3.8. f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt(Kapali ve

Smirl) K kiimesi iizerinde

I[lfldu<oo

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve

Ll

loc

Q) = f:/\f]du<oo; K C Q, K kompakt
K

yazilir.

12
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Teorem 2.3.9.(Monoton Yakinsama Teoremi)
A, R™ nin o¢l¢iilebilir bir altkiimesi ve {f,} her z € A i¢in

0 S fl(x) S fg(.f) S ......

kosulunu saglayan olciilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu halde

i [ fuoyde = [ ((tim fule)) do

A A

ozelligi saglanir (Adams 2003).

Teorem 2.3.10.(Fatou’s lemma)
A,R™ nin ol¢iilebilir bir alt kiimesi ve {f,} negatif olmayan o¢lgiilebilir fonksiy-

onlarin bir dizisi olsun. O zaman,

/ (hminf fula ) d:c < liminf / fula

n—-o00 n—o00
A

esitsizligi yazilabilir (Adams 2003).

Teorem 2.3.11.(Baskin Yakinsama Teoremi)

A, R™ nin ¢lgiilebilir bir altkiimesi ve { f,,} A kiimesi iizerinde noktasal yakinsayan
olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger her n ve tiim x € A lar igin | f,,(x)| <
g(z) olacak sekilde bir g € L'(A) fonksiyonu varsa o halde

lim [ f.(x)dx = / (nh_rpoofn(x)) dx

n—mao0

A A
esitligi yazilabilir (Adams 2003).

Teorem 2.3.12.(Fubini Teoremi)

f fonksiyonu R"*™ de 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun ve kabul edelim ki

= [ \fte.)]dedy

Rn+m

— [([ .l oy

Rm Rn

L= [([ 1560l dps

integrallerinden en az biri var ve sonlu olsun. Bu durumda
(a) hemen hemen her y € R™ i¢in f (-,y) € L' (R"),
(b) hemen hemen her z € R" i¢in f (x,-) € L' (R™),

13
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f f(z,.)dy € L'R™),
f f(.,y)dr € LY(R™) ve

( ) ] 1=1 =13
ozellikleri saglanir (Adams 2003).

Tanim 2.3.13. R" Reel Euclid uzayinda bir x = (1, ...,x,) € R" vektoriiniin

" 1/2
ol = (Z )
j=1

R™ tizerinde dx = dx;...dx, ile Lebesgue ol¢iisiinii gosterecegiz. R™ uzay1 tizerinde

normu

ile tanimlanir.

f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

[t@de= [ [ £ ) dond,

ile gosterilir. Cok kath integrali kutupsal kordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kul-

lanigh olmaktadir. = |z| olsun ve S"~! = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterelim.

[ faaz, o= oo,
Rn
integralinin hesabi i¢in

0<r <o, O§01,...,0n_2§7r, 0§9n_1§27r

olmak tizere
r1 = 1 cos by
To =1 sinf; cos Oy

T3 =1 sinf; sinfsy cosf;

T, =1 sinf; sinfs...sinb,,_;

doniisiimii yapilir. Bu doniistimiin Jakobiyeni

J(T,el, ...,Hn_l) — pnl H (San )n 1—j

olarak hesaplanir.

14
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Boylece

T 2w

[aae = [ [ [ [ sr0.00aa0,

T 27rn71
= /r”_lf(r)dr//.../n(sinéj)"lj dby...do, 4
0 0 0o J=1

0

= wnlo/f('r’)rnldr

elde edilir, burada w,,_1, birim kiirenin yiizey alanidir. Genel olarak

/f(\:v])dx = //f(rsin@l,...,rsin@l...sinﬁn1)7"”1d7“d91...d9n1
R» 0 gn-1
= //f(r,&)r"_ldadr
0 gn-1

bi¢iminde yazilir. Burada do, S" ! iizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey 6l¢iisiidiir.
2.4. Lebesgue Uzaylar1(LP(Q2))

2, R™ nin olgiilebilir bir altkiimesi, |2] > 0 ve S(Q2), Q da tanmimh olgiilebilir

fonksiyonlarin kiimesi olsun. 1 < p < oo olmak iizere,

/Q |u ()| de < oo (2.4.1)

seklinde tanimlanan fonksiyon uzayina Lebesgue uzay:1 adi verilir. {2 bolgesinde
hemen hemen her yerde esit fonksiyonlar1 L?(2) uzayinda esit kabul edelim. LP(()
uzayimin elemanlar: (2.4.1) ifadesini saglayan olgiilebilir fonksiyonlarin denklik simiflari-
dir. Bu fark: goz ardi ederek, eger u fonksiyonu (2.4.1) 6zelligine sahipse u € LP()) ve
Q2 bolgesinde hemen hemen her yerde u(z) = 0 ise LP(Q)) uzaymda u = 0 yazacagiz.
Eger u € LP(2) ve ¢ € C ise cu € LP(Q2) oldugu agiktir ve eger u,v € LP(Q) ise

u(z) +v(@)[" < (lu()] + o))" < 27 (Ju(@)]" + [v(@)[")
oldugu i¢in v + v € LP(2) yazilabilir. Boylece
LP (Q) := {u € S(Q): / lu (z)|" dx < oo}
Q
uzay1 bir vektor uzay1 olur.
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LP(2) uzay1 1 < p < oo olmak iizere,

[l 0 = llull,

Q/ lu(z)[? dz

Q2 bolgesinde 6lgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde |u(z)| < K

normu ile bir Banach uzaydir.

olacak gekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen smirhidir denir.
Boyle K sabitlerinin en biiyiik alt simirina da |u| nin © bolgesindeki esas (essential)

supremumu denir ve esssup |u(z)] ile gosterilir.
z€eQ)
Q2 bolgesinde hemen hemen sinirli u fonksiyonlariyla tanimlanan uzay L>() ile

gosterilir. L°(Q) uzay1

[ullo = esssup |u(z)]
€N

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.4.1. 1 < p < oo iken 1 < p' < 00 ve %—l—l% = 1 olacak sekilde p’ = ]%
sayisina p nin eglenigi denir.

Bu durumda, 1 < p < oo ve T € [LP(£2)] almirsa her u € LP(f) igin

olacak sekilde bir v € L” (Q) vardir. Ustelik

[oll o = 1Tl 2oy
olur ki buradan da L*' (Q) = [LP(Q)]’ vzelligi ¢ikar.

Esitsizlikler matematigin birgok brangi (fonksiyonel analiz, diferansiyel ve in-
tegral denklemler, interpolasyon teorisi vb.) ve fizik, mekanik gibi diger bilimlerin
gelisimi icin daima cok énemli olmustur. Ustelik bu énem son on yilda cok hizh

artmigtir.

Teorem 2.4.2.(Ho6lder Esitsizligi)
Eger, 1 < p < oo veu € LP(Q),v € LP(Q) ise bu durumda uv € L'(£2) olur ve

/\U(w)v(aﬁ)\ dz < lull, v,

esitsizligi saglanir (Adams 1975).
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Teorem 2.4.3.(Young Esitsizligi)
Eger € > 0, a,bER,p>1ve%+I%zlise,ozaman

Pp /el
cal” | Dol

q
yazilabilir (Ziemer 1989).

Teorem 2.4.4. | = [dr < ocovel <p < g < oo olsun. Eger u € L9(0) ise
Q
bu halde u € LP(£2) olur ve

1 —(1
ull,, < 194D~ |y,

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla

LY(Q) — LP(QY)
gommesi gegerlidir (Adams 2003).

Teorem 2.4.5. Eger 1 < p < oo ise LP(Q)) uzay1 ayrilabilirdir ve Cy(Q) ile
C° () uzaylar LP(2) uzayinda yogun olur (Adams 2003).

Teorem 2.4.6. Eger 1 < p < oo ise L? (€2) uzay1 diizgiin konveks ve yansimalidir
(Adams 2003).
2.5. Agirlikli Lebesgue Uzaylar1 (L2 (1))

Tanim 2.5.1. w fonksiyonu hemen hemen her x € R™ i¢in w(z) > 0 olacak
sekilde R™ de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir agirlik
fonksiyonu denir.

Ozel olarak, x €  C R" icin

ve « reel bir say1 olmak iizere

agirlik fonksiyonuna kuvvet tipli agirhik fonksiyonu denir.

Tanmim 2.5.2. 2, R” de acik bir bolge ve w agirlik fonksiyonu olmak iizere

/w\u|pdx<oo

Q
ozelligine sahip olciilebilir fonksiyonlarin kiimesine agirlikli Lebesgue uzay1 denir

ve L2 (Q) ile gosterilir.
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LP () uzayn,

hSA

el = / wlul de

Q

normu altinda bir Banach uzayidir.

Tanim 2.5.3. 1 < p < oo olarak alinsin. Eger her B C R" yuvar i¢in

p—1
1 1 =1
E/’Wdl’ E/wpldx §A7 D> 1
B B

olacak sekilde pozitif bir A sabiti varsa w € A, oldugunu ve eger p = 1 ise

1 / 1
— [ wdx | esssup—— < A
| B| veq w(x)

B
olacak sekilde pozitif bir A sabiti varsa w € A; oldugunu soyleriz.

Ek olarak w € A; <= Mw(z) < Aw(x) dir.

Teorem 2.5.4. w(z) = |z|" oldugunu varsayalim. Bu durumda eger p = 1 ve
—n<n<0isewe Ay veeger l <p<oove—-n<n<n(p—1)isew € A, dir
(Torchinsky 1986).

LP () uzayn,

/|wu|p dr < o0
Q

olacak gekilde ol¢iilebilir fonksiyonlarm simifi olarak da tanimlanabilir o zaman A,

1 ..
kogulumuz wr = v olmak {iizere

1

v

< 00, l<p<ox
LY (B)

sup—- ||v
B |B| || ”LP(B)

seklinde gecerlidir.
2.6. Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatorleri

Maksimal operator ve Riesz potansiyeli harmonik analizin 6nemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-
lamalar1 vardir. Maksimal operator R™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy-
Littlewood tarafindan tanimlanmis ve Wiener tarafindan n—boyutlu R* Oklid uza-
yina genisletilmistir.

Tanim 2.6.1. (Riesz potansiyel Operator)

Her iki ¢arpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon tiretmek
icin, her birinin diizensizligini kaldiran iki fonksiyonun noktasal olmayan carpimini

olugturmak genellikle kullanighdir.
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Bunlardan biri
frg(z) = /f (z —y)g(y)dy (2.6.1)
i

integrali var olmak iizere (2.5.1) seklinde tamimlanan f ve g fonksiyonlarimn f x g
konvoliisyonudur.

f fonksiyonun bir K c¢ekirdegi ile konvoliisyonu

Frk@) = [ 1K@ -y
Rn
seklindedir. Konvoliisyon operatoriiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen tekligi varsa
singiiler integral, zayif(integrallenebilen) tekligi varsa potansiyel adi verilir.
0 < a < n olmak tizere I, f(x) = |x|*" ¢ekirdek fonksiyonuna Riesz gekirdek
fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyonun kordinat baslangicinda zayif tekligi vardir.

Boylece bir fonksiyonun Riesz potansiyeli konvoliisyon olarak

seklinde tanimlanir.

Teorem2.6.2.0<a<n,1§p<q<oove%: — = olsun. Eger p > 1 ise

1
p

o fll, < Apg 1111,
esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Tanim 2.6.3. (Hardy-Littlewood Maximal Operator)
R"™ de lokal integrallenebilen bir f fonksiyonunun r > 0 yaricapli  merkezli

B(z,r) ={y: |r —y| <r} agik yuvar1 iizerinde ortalama degeri

1
Bl / |f(y)| dy

B(z,r)

seklinde gosterilir.
Lokal integrallenebilir bir f : R" — [—o00, oo] fonksiyonunun Hardy —Littlewood

maximal operatorii, M f : R — [0, 0o ,

1
)= g / Wiy =gt

olarak tamimlanir.
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Bu sekilde tamimlanan M operatorii alt lineerdir, yani, f ve g € L (R") ve
a,b € R igin

M (af +bg) < la| M [+ [b] Mg

esitsizligi yazilabilir.
0 < a < n olsun. Lokal integrallenebilir bir f : R" — [—o0, +00] fonksiyonun

kesirli maksimal operatorii ise

r>0

M, f(z) = sup#fr)| / )l dy
B(z,r)

seklinde tanimlanir. Kesirli Maksimal operator kismi diferansiyel denklemlerde ve
potansiyel teoride bircok uygulamalara sahiptir. Ozel olarak o = 0 alinirsa Hardy-

Littlewood maksimal operatorii elde edilir.

B(z,r) := B(z,r) N Q ile gosterelim. M* Sharp maksimal operatorii

1
T = Ferl, / | £(2)]de

olmak {izere

Mﬁf(x)zsup;)l / ‘f(y)—fé(x,r) dy

r>0 |B(ZE,T ~

B(z,r)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.6.4. Eger f € LP(R"), 1 <p<ooise Mf e LP(R") ve

M, < Ap[If1],
esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Teorem 2.6.5. (Fefferman-Stein esitsizligi)
f, R™ de negatif olmayan reel degerli bir fonksiyon olsun. w bir agirlik fonksiyonu

ve 1 < p < oo olmak iizere

/ (M) (@) w(z)dz < O(p) / @) (Muw) (z)dz

esitsizligi saglanir.
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2.7. Modiiler Uzaylar ve Orlicz Uzaylar:

Tanim 2.7.1. X bir reel vektor uzay: olmak tizere, I : X — [0, oo fonksiyoneli
her z,y € X igin

i) I(z) =0 <= 2 =0,

i) 1 (2) = I (~a),

iii) o, > 0,a+ B =11igin I (ax + By) < I (x) + I (y)
ozelliklerini saghyorsa, I fonksiyoneline X iizerinde bir modiiler denir. Eger (iii)

ozelligi yerine o, > 0,4+ 3 =1 igin
I (ax + By) < ol (x) + BI (y)

ozelligi saglanirsa, I fonksiyoneline X iizerinde bir konveks modiiler denir.
Tanim 2.7.2. X bir reel vektor uzay: ve I fonksiyoneli X {iizerinde bir modiiler
ise
X = {:E € X: iir%]()\x) = 0}
seklinde tanimlanan uzaya modiiler uzay denir. X; uzay1 X vektor uzaymnin bir
alt vektor uzayidir.

Tanim 2.7.3. X bir reel vektor uzay1 ve I fonksiyoneli X iizerinde bir konveks

modiiler ise, bu durumda I fonksiyoneli X iizerinde Liixemburg normu adi verilen
llul|; =inf {A > 0: I(u/X) <1}

bi¢iminde bir norm tanimlar.

Tanim 2.7.4. Q, R™ iizerinde 6lgiilebilir bir bolge olmak iizere, ¢ : Q2 x [0, 00) —
R fonksiyonu

i) Her t € Q i¢in ¢ (¢, u) azalmayan siirekli bir fonksiyon,

ii) ¢ (¢,0) =0, u > 0 igin ¢ (t,u) > 0 ve lim @ (t,u) = oo,

iii) Her u > 0 igin ¢ (¢, u) dlgiilebilir fonlég;gn

ozelliklerine sahipse ¢ fonksiyonuna ® smifina aittir denir.

Tamim 2.7.5. X bir reel vektor uzay1 ve ¢ fonksiynu ® sinifina aitse, her x € X

icin ¢ (¢, |z (t)|) fonksiyonu 6lgiilebilir olur ve

I@)= [l 2:6.1)
Q
ifadesi X’de bir modiiler tanimlar. Bununla birlikte, ¢ (¢, u) fonksiyonu her ¢ € €2

icin w'nun bir konveks fonksiyonu ise, (2.6.1) ifadesi X de bir konveks modiiler olur.
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Buna gore, elde edilen

X; = :I:EX:)\lim+ e,z (t)])dt =0
—0
Q
modiiler uzayima genellestirilmis Orlicz uzay:1 veya Orlicz-Musielak uzay:

denir ve L¥ ile gosterilir. Ayrica,

Ly = xEX:/gp(t,|x(t)|)dt<oo
Q

seklinde tamimlanan L kiimesine, genellegtirilmis Orlicz smifi denir. L§, L¢
uzayinin bir konveks alt uzay1, L? uzay ise X’in L{ uzayim kapsayan en kiigiik alt
vektor uzayidir. Bununla birlikte, eger ¢ (¢, u) = ¢ (u) ise (p, t’den bagimsiz ise) L¥

ve L{ uzaylarina sirasiyla Orlicz uzay1 ve Orlicz simifi denir.
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3. DEGISKEN USTLU LEBESGUE UZAYLARI VE AGIRLIKLI DEGISKEN
USTLU LEBESGUE UZAYLARI

3.1. Degigken Ustlii Lebesgue Uzaylar1(L*() (Q))

Her z € Q igin p(-) € S () ve s > 0 olmak tizere,

9 (x,s) = sP@

seklinde tanimlanan ¢ (x,-) : X [0, 00) — R fonksiyonu
i) Ve Qigin J(z,-): Q x [0,00) — R azalmayan siirekli bir fonksiyon
i) 9 (x,0) =0 ves>0icinJ(z,0) >0 ve sli_r)nooﬁ(x,s) =00
it7) Her s > 01i¢in 9 (-, s) € S(Q)
ozelliklerine sahip oldugundan ¥ (x,-) fonksiyonu ® smifina aittir. Ayrica, ¥ (z, )
fonksiyonu her x € 2 i¢in s nin bir konveks fonksiyonu oldugu agiktir. Bu nedenle
her x € Q igin u € S (Q) ve U (z,5) = s7*) olmak iizere

Lo (w) = / 9 (z, [u) dz = / ()" da

seklinde tanimlanan I,y : S (€2) — [0, oo] fonksiyonu
i) Iy(u) =0<=u=0
i) Ty (u) = Ipgy (—u)
ii1) Ly (qu + o) < alyey (u) + By (v) ,Yu,v € S(Q),Va, 3 >0,a+ 3 =1
ozelliklerini sagladigindan S (Q2) kiimesi iizerinde bir konveks modiilerdir. Bu du-

rumda LP®) (£2) modiiler uzay

r0) (Q) = {u es (Q) : A%+Ip(.) ()\u) = O}

Musileak -Orlicz uzaymin 6zel bir cesididir ve S (2) kiimesinin lineer alt uzayidir.
¥ (z, s) fonksiyonun ozelliklerinden, LPO) () uzaymin en az bir A > 0 igin I,y (Au) <

oo olacak gekilde tiim u € S(2) fonksiyonlarimin kiimesi oldugu agiktir. Yani,

LPOQ) = {ue S(Q): 3N >0, Iy (M) < oo}

yazilabilir.

Genellegtirilmig Orlicz siifinin (Lp(’)(Q)) bir gesiti olan

LX) = {ue S(Q): L (u) < 0o}

uzay1 LP0) (Q) uzaymn bir konveks alt uzayidr.
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LP9(Q) uzayrda

L2Q) = {ue S(Q): VA >0, L (hu) < ool
S (Q) nin Lg(') () kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzayidir. Bu uzaylar igin
genel olarak
Llf(')(Q) - Lg(')(Q) c PO Q)
yazilabilir.

Tamim 3.1.1. 2, R™ de acik bir bolge olsun. p(-) : @ — [1, 00) dlgiilebilir bir

fonksiyon ve

1 <p =essinfp(x) < p™ = esssupp(r) < 0o (3.1.1)
z€Q zeQ

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

PO =uecS(Q): /]u|p(m) dr < 0o
Q

seklinde tanimlanan uzaya degisken iistlii Lebesgue Uzay1 denir.
p nin sabit (p(z) = p) olmasi durumunda degigken {istlii Lebesgue uzay: klasik

Lebesgue uzayma dontigtir. L3° (2) uzay: da

LT (Q) = {g € L*(Q): esg,ﬁsegilnfg(m) > 1}

seklinde tanimlanir. Aksi belirtilmedikce p € L (©2) ve 1 < p~ < p* < oo olarak
kabul edilecektir ve Sobolev kritik iistii

np(z)
, r)<n
p(g) = { e P
oo, plx)>n

olarak alinacaktir. p € L° (Q2) fonksiyonun eslenigi ise p’ ile gosterilip @ + p,%m) =1
dir.

Teorem 3.1.2. L’f(’)(Q) = L*0) (Q2) olmasi igin gerek ve yeter kosul p € L ()
olmasidir (Fan ve Zhao 2001). Boylece p € LS (Q2) ise

L0(Q) = 1 (@) = L7 ()

yazilabilir.
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p € LY(2) olmasi durumunda modiiler fonksiyon ek olarak agagidaki ozelliklere
sahiptir.

i) Ly (u+0) < 277 (Ly(u) + Ly (v))

ii) u € LPU)(Q) igin eger A > 1 ise

Ip(_)(u) < )\Ip(.)(u) < AP [p(.)(u) < Ip(.)()\u) < NP Ip(.)(u)

ve eger 0 < A <1 ise

N I (u) < Toey(Au) < W Iy (w) < My () < Iy (w)

elde edilir.

ii7) Eger hemen hemen her € Q i¢in |u ()] < |v(x)| ve Ipy(u) < oo ise bu
durumda I,y (u) < Iy (v) ve |u| # |v| icin kesin esitsizlik vardir.

iv) Verilen bir u € LPO(Q)\ {0} igin, I,y(Au) fonksiyonu A ya gore siirekli,
konveks ¢ift fonksiyondur ve A € [0, 00) igin artandir.

Iy (v) modiilii konveks oldugundan dolayr LP®) (Q2) tizerinde

. u
lull .0 = Nl = inf {)\ >0 Iy, <X> < 1}

Liixemburg normu tanmimlanabilir. Bu norm altinda LP") (Q) uzay1 bir Banach uza-
yidir.
Ayrica, u,v € LPY) () ve hemen hemen her yerde |u(z)| < |v()] ise ull,) <

[v]],,y yazilabilir.

Teorem 3.1.3. v € L) (Q)\ {0} olsun. Bu durumda, [ull,, = a olmasi icin
gerek ve yeter kosul Iy (%) = 1 olmasidir.[(Fan ve Zhao 2001), (Kova¢ik ve Rékos-
ntk 1991)].

Teorem 3.1.4. Eger u € LPV(Q) ve I, : LPV) (Q) — R ise, bu durumda

i)l <1(=L >1) e L(w) <1(=1 >1)

i) Bier [Jull,y > Lise, [Jullye) < Loy (w) < [lully,

iid) Bger Jull,y < 1ise, Jullyty < Ly (w) < [lullp,

olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kovéacik ve Rakosnik 1991), (Samko 1998)].

Teorem 3.1.5. Eger u € LPV) (Q) ve n = 1,2, ...icin {u,} € LPO) (Q) ise, bu
durumda

i) nli_{noo [tn — qu(.) =0

it) lim ) (un —u) =0

iii)nﬂ—)l;%lgesindeki olglime gore u,, — u iken nli_r)noofp(.) (un) = Iy (u)

ozellikleri egdegerdir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rdkosnik 1991)].

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.
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Teorem 3.1.6. § iizerinde tamimh tiim smirh 6lciilebilir fonksiyonlarin kiimesi
(Lp(') (Q), H-Hp(_)> uzayimda yogundur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.1.7. Eger pt < oo ise, 0 zaman (Lp(') (Q), ||-Hp(.)> uzay1 ayrilabilirdir
[(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rékosnik 1991)].

Teorem 3.1.8. Eger p~ > 1 ve pt < oo ise, 0 zaman (Lp(') (Q), H-Hp(_)> uzayl

diizgiin konveks ve dolayisiyla yansimali bir uzay olur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.1.9. Eger Q) C R" geklinde ki gibi bir altbolge ise, o zaman C(£2) N
LP0) (Q) uzay (Lp(') (Q), H~||p(.)> uzayinda yogun olur [(Fan ve Zhao 2001), (Samko
1999)].

Teorem 3.1.10. Eger 2 C R" seklindeki gibi bir agik altbolgesi ise, bu durumda
Cee (§2) uzay: (Lp(') (), H~Hp(,)> uzayinda yogun olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik
ve Rakosnik 1991)].

Teorem 3.1.11. LPV) (Q) uzaymmn dual uzay1 L” ) (Q) uzayidir. Yani,
i) Her v € LP'0)(Q) igin

¢ (u) = /u(m)v(m)dm, Yu € LPO(Q) (3.1.2)

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyoneli LP() () tizerinde siirekli lineer bir fonksiyoneldir.
i) LP1) (Q) tizerinde (3.1.2) seklinde tamimh her siirekli lineer fonksiyonel icin
tek bir v € LP'0)(Q) vardir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovicik ve Rékosnik 1991)].

Bu teoremden p~ > 1 ise LP1) (Q) uzaymin yansimali oldugu sonucu elde edilir.

Tamim 3.1.12. Q, R™ de bir bolge E kiimesi ve xp(x), E nin karakteristik
fonksiyonu olsun. Eger, her u € LP0) (Q) igin

i )l = 0
esitligi saglaniyorsa, o zaman ||-[| ) normuna gore mutlak siireklidir denir.
Teorem 3.1.13.(Holder Esitsizligi)

L7O(Q) uzayr L7 () uzaymmn dual uzayi ve ot

=~ = 1 olmak {izere her
(")

1 1
[ vlde < = ) Tl ol < 2l ol (3.3
Q

ifadesi yazilabilir (Kovagik ve Rékosnik 1991).
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Lemma 3.1.14. Q C R” de olciilebilir smirh bir kitme ve p : @ — [1, +o0]

olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1 1
11000y < max {1157, 2 }

esitsizligi yazilabilir.

Ek olarak eger, p* ve p~ fonksiyonlar: Q iizerinde elde edilirse bu durumda
”1HLP(-)(Q) < Q@0 (3.1.4)

olacak sekilde z, € Q sayisi vardir (Fan 2008).

Teorem 3.1.15. ), R™ de simurh bir bolge, 0 < || < oo ve p(-), ¢(-) € LT ()
olsun. Bu durumda L") (Q) — LP() (Q) gommesinin var olmasi icin gerek ve yeter

kogul hemen hemen her yerde = € Q i¢in p(-) < ¢(-) olmasidir. Ayrica,

[ull o) < C @ +20) lully,

esitsizligi yazilabilir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rékosnik 1991)].
Klasik Lebesgue uzaylarinin en onemli 6zelliklerinden biri elemanlarinin orta
stirekliligidir. LP*)(Q) uzaymnin klasik Lebesgue uzayindan farkli oldugu bu noktay:

gosterelim.

Tanmim 3.1.16. Her £ > 0 sayisi icin f,(z) = f(z +h), 2 € R* ve f € LPO)(Q)
olmak iizere, |h| < § ve h € R" icin I,(f, — h) < ¢ olacak sekilde bir § = d(¢) > 0

sayist varsa, f € LP0)(Q) fonksiyonuna p(-)—orta siirekli adi verilir.

Ornek 3.1.17. Q = (—1,1) ve 1 < r < 5 < oo olarak alnsm. Bu durumda p ve

f fonksiyonlarini

_Jors xe0,1) ve fla) — s xel0,1)
p<m>_{5;x6(—1,0) f()—{ '

seklinde segersek, f € LP0)(Q) olur. Fakat h € (0,1) icin
I(fh)>x1 0( h)tdr =
()2 T+ h)dr =00

—h
oldugundan f, ¢ LP0)(Q) elde edilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 3.1.18. p fonksiyonu LP()(Q)) uzayinda sabit olmasm. Bu durumda
(7nf) (z) = f(x—h) dteleme operatorii LPO) () uzayinda siireksiz olacak sekilde h €
R™\ {0} vardir. Ustelik 7,f ¢ LP0)(Q) olacak sekilde f € LPU)(Q) vardir (Diening
2004).
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Teorem 3.1.19. 2, R™ de siirh 6lgiilebilir bir bolge olsun. €2 bolgesinde tanimli
p ve r fonksiyonlart igin 1 < p~ < p™ <oovel <1~ <rt < oo ozellikleri saglansin.
Bu durumda * : (f,g) — f * g konvoliisyonu LP")(Q) x L' (R") — L™0(Q)
doniigiimii olarak siirekli olmasi igin gerek ve yeter kogul p~ > r* olmasidir (Diening
2004).

Oteleme operatoriiniin genelde siireksiz olmast u € L*(Q) ile f fonksiyonun kon-
voliisyonunun genelde siireksiz oldugunu verir. Daha acik¢asi genel olarak degisken
iistlit Lebesgue uzaylarinda Young teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel

olarak
o allyy & Ny vl
seklindedir.

3.1.1. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatorlerinin
Simirlhilig:

L.Pick ve Ruzicka genel p fonksiyonu icin L”() (Q) uzaymda maximal operatoriin
sinirliligr i¢in ters bir ¢rnek sundular. p fonksiyonu ¢ok hizli bir artis noktasi olan
xo a sahip ise, yani * — 1z i¢in — |p(x) — p(xo)|log |x — 29| — o0 oluyorsa bu

durumda maximal operatsr LPC) () uzaymda siirekli olmaz.

Tanim 3.1.1.1. Eger her z,y € Q icin

L 1
— < -yl < = 3.1.1.1
p (2) p(y)l__ln|m_y|, o —yl < 3 ( )
esitsizligini saglayan bir L > 0 sayis1 varsa, p fonksiyonuna log-Holder siirekli ve
(3.1.1.1) koguluna log-Hslder siireklilik kogulu ad1 verilir. Diening tarafindan kesgfedilen
log-Holder siireklilik kosulu degisken iistlii uzaylardaki ¢aligmalarda oldukca énem-
lidir. Bu kogul yardimiyla, her acik B(z,r) yuvar icin 7 »" < C olacak sekilde

pozitif C' sayis1 vardir.

Lemma 3.1.1.2. Q, R" de smurh bir bolge olsun. p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <
pt < oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kogulunu saglasin. Bu durumda C' > 0
olmak iizere her f € LPU) icin || f|| o) < 1 olacak sekilde

o

Teorem 3.1.1.3. Q, R" de sinirh bir bolge olsun. p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <

(Mf ()

"U

O]
P

<clar(iro)

esitsizligi gecerlidir (Diening 2002).

pt < oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kosulunu saglasin. Bu durmda M max-

imal operatorii LP()(Q2) uzaymda siirhdir (Diening 2002).
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Tanim 3.1.1.4. Q, R" de agik bir bolge ve p : Q@ — [1, 00) fonksiyonu siirekli

olsun. Eger her x,y € 2 i¢in p fonksiyonu log-Holder siirekli ve her z i¢in

C
_ < - -
P =l S g e o

olacak gekilde | lim p(x) = ps € [1,00) ve C' > 0 sabitleri varsa p fonksiyonuna

| —o0
global log-Holder siirekli adi verilir.
Teorem 3.1.1.5. Q, R" de acik bir bolge olsun. p fonksiyonu 1 < p~ < p* < oo

olacak sekilde log-Holder siirekli olsun ve

C
Ip(z) — p(y)| < g (e 1 2)’

z,y € |yl > |z
kosulunu saglasin. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatorii LP() (Q) uza-

yinda simirh olur (Cruz-Uribe ve ark. 2003, 2004).

Teorem 3.1.1.6. ), R™ de acik bir bolge olsun. 0 < a < n olmak iizere p
fonksiyonu 1 < p~ < pt < 2 olacak sekilde global log-Holder siirekli ve z € 2 i¢in

1 1 o

plz) qlx) n
ozelligi ile g : Q© — [1, 00) fonksiyonu tamimlayalim. Bu durumda [, Riesz operatorii

LP)(Q) uzaymdan L) (Q) uzayna siirh olur (Capone ve ark. 2004).
3.2. Agirliklh Degisken Ustlii Lebesgue Uzaylarl(LfU(’)(Q))

Tamm 3.2.1. L57(Q) uzay1, hemen hemen her yerde w(z) > 0 olmak iizere
wf € LPY(Q) olacak sekilde Q iizerinde olciilebilir fonksiyonlarm smifi olarak tanim-
lanir. Lﬂ(')(Q) uzayl

p(z)
dr <1

11 oy 7= 1l = inf § 7 >0 Q/ 'W

normu altinda bir Banach uzayidir. w(z) =1 ise LEZJ(')(Q) = LPO)(Q) oldugu agiktir.

Bu uzayda tanimlanan modiiler fonksiyon w bir agirlik fonksiyonu olmak {iizere

Lyld) = [ lo(@)f@)P do

seklinde tanimhdair.
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Lemma 3.2.2. Eger f € L7 (9) ise bu durumda,

i) f# 0 igin [|fll) =1 = B () =1
i) Eger || fll )., > 1 ise

- +
112 0 < Do) < 127 (3:2.1)

iii) Eger || fll )., <1ise

+ _
1 150 < Do () < 1F 150w (3.2.2)

esitsizlikleri gegerlidir (Fan 2005).

Lemma 3.2.3. Q, R” de smirh bir bolge, || < oo ve p(-), q(-) € L(€2) olsun.
Bu durumda w bir agirlik fonksiyonu olmak iizere eger u € Lw(')(Q) ise o halde
we L2(Q) olur ve

[llpy 0 < (T4 190 el a0
esitsizligi yazilabilir.
Dolayisiyla

LI(Q) — LPO(Q)

w

gommesi gecerlidir.

3.2.1. Agirhikli Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Oper-

atorlerinin Sinirhilig:

Tanim 3.2.1.1. 2, R" de smrh acik bir bélge olsun. zy € Q olmak iizere agirhikh
Hardy-Littlewood maksimal M? f operatorii

1 |f(y)]
M’Bf(x) = |z — a:o\ﬁ sup——— / — = dy
r>0\B($,7‘)|~ |y—x0|ﬁ
B(z,r)

seklinde tanimlanir.

3 = 0 olmas1 durumunda M = M?° yazlabilir. Ayrica M? f operatériiniin orta-

sy =l 1)
My () |B<x,r>|~/ v 2o

B(z,r)

lamasi

seklinde tanimhidir.
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Lemma 3.2.1.2. Eger 0 < § < n ise C' pozitif bir sabit say1 olmak iizere

B d
Mb(1) = [E =@l / _ .
= 1B vl -
B(z,r)NQ

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.1.3. Q, R™ de sinirh bir bélge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) < p* <

oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kogulunu saglasin. Eger, 0 < § < o) ise bu
durumda C' = C(p, 3) olmak iizere her f € LPO)(Q) i¢in [f1l,¢) <1 olacak sekilde

(M2 p@)" <o [ (1 OPY) (@) +1]
esitsizligi gecerlidir (Kokilashvili ve Samko 2000).

Teorem 3.2.1.4. Q, R" de sinirh agik bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <
pt < oo olacak gekilde log-Holder siireklilik kogulunu saglasin. Bu durumda x4 €
olmak {iizere M” operatoriiniin Lp(')(Q) uzayinda siirli olmasi icin gerek ve yeter

kosul

- _ 5 < n
p(zo) p'(2o)
dir (Kokilashvili ve Samko 2000).

(3.2.1.1)

p(_r%)
Hy € Q: |y —xzo| <r}| ~ Cr™ bakimindan simirda regiiler bir nokta ise bu kogul

zo € Q, olmasi durumunda <p< ]ﬁ kosulu yeterli kalir. Eger zy noktasi

ayni zaman da gereklidir.
Tanim 3.2.1.5. €2, R" de smirh acik bir bolge olsun. Bu durumda agirlikli Riesz
potansiyel operatorii 5 0 f

Iy =
Ig(:c)f(‘r) - |CL’ - x0|/8/ 8 ( ) n—a(z) dy7 ZTo € Q»
v

seklinde tamimlanir. Eger 5 = 0 olarak alinirsa, Ig(x) f(x) = I f() esitligi yazila-

bilir. Buradan 1, f operatorii

f(y)
[a(x)f:/mdy
o Y

seklinde tanimhdir.
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USTLU LEBESGUE UZAYLARI

Teorem 3.2.1.6. 2, R™ de simirli agik bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <
pt < oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kogulunu saglasin ve in(f2 a(z) > 0 olsun.
Tre
Eger

o) P < V)

(3.2.1.2)

ise bu durumda [ 5 () operatori LPO)(Q) uzaymda sirhdir (Kokilashvili ve Samko
2000).

Teorem 3.2.1.7. 2, R™ de simirli agik bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <
pt < oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kosulunu saglasin, insf2 alz) > 0 ve
xe

supa(z)p(x) < n olsun. Bu durumda I..) operatorii, —~ = -t~ — @) slmak {izere
€
L0 (Q) dan L™ (Q) ya sirhdir (Kokilashvili ve Samko 2000).
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4. MORREY UZAYLARI VE DEGISKEN USTLU MORREY UZA-
YLARI

4.1. Morrey Uzaylari(LP* (Q))

LP* (Q) Morrey uzaylar1 Morrey tarafindan 1938 yilinda eliptik kismi diferan-
siyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya
gikarilmigtir. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili
eliptik problemler ve potansiyel teori ile ilgili 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.
Bu boliimde once, 0 < A\ < n olmak fizere, LP* (2) Morrey uzay: tanitilacak, bu
uzay iizerinde tanimlanan norm ve A nin durumlarina gére LP* () uzaymn yapis
hakkinda bazi sonuclar verilecektir. Daha sonra Hardy-littlewood maksimal ve Riesz
operatorlerinin hangi kosullar altinda siirh oldugu verilmistir. Bu boliim ve bundan

sonraki boliimlerde B (z,r) = B(x,r) N Q olarak alinacak.

Tanim 4.1.1. Q, R" de siirh acik bir bolge, 1 < p < oo ve 0 < X olsun. LP (Q)

uzayl

T

_2A
[l = sup 173 [l 5y < C < 0 (4.1.1)
e, r>0

olacak sekilde f € L? (Q) fonksiyonlarin lineer uzay1 olarak tanimlanir. LP* () uzay1

| f[,,, normu ile Morrey uzay1 adi verilen bir Banach uzayidir.

Teorem 4.1.2. ), R™ nin simirh agik bir alt bolgesi ve 1 < p < oo olsun. Bu
durumda
1) A =0ise LPY(Q) = LP(Q),
2) A =nise LP"(Q2) = L>(Q),
3) A > n ise LPA(Q) = {0} .
4) 0 < X < nise LPA(Q) uzayr ayrilabilir uzay degildir.
Teorem 4.1.3. 2, R” nin simirh agik bir alt bolgesi, 0 < A <nve 0 < pu<n

olsun. Eger p < ¢ ve "f/\ > ’%" ise bu durumda

L (Q) — LPA (Q)

seklinde gobmmesi gegerlidir.

Q) bolgesi sinirsiz oldugu zaman yukaridaki gomme gecerli degildir.
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4.1.1. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatorlerinin
Simirlhilig:

Teorem 4.1.1.1. 1 < p < oo ve 0 < A < n olsun. Bu durumda Hardy-littlewood

maksimal operatorii LP* () uzaymda smirhdir. Yani

M ], \ < CUA,

esitsizligi saglanacak gekilde C' > 0 sayis1 vardir (Chiarenza ve Frasca 1987).

Daha sonra Guliyev agsagidaki esitsizilikten yararlanarak Hardy-Littlewood Mak-

simal operatoriin sinirliligini farkli bir metodla ispatlamigtir.

Teorem 4.1.1.2. 1 < p < oo ve f € L*(Q) alahm. Bu durumda C' > 0 sabiti
fyz € Q vet >0 dan bagimsiz olmak iizere p > 1 igin

o0

n —n_q
e e VO

t

esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.3. 1 < p < oo ve 0 < A < n olmak tizere

M fll, x < CUFL A

esitsizligi saglanir (Guliyev 2009).
Teorem 4.1.1.4.0 < <n,1 <p< 2,0 <\ <n—apolarak almsm. 1 —1 = 2

P q
ve % = £ olsun. Bu durumda her f € LPA(Q) igin

Hafllgp < CUALA

esitsizligi saglanacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir (Peetre 1966).

Teorem 4.1.1.5. 0 < a < n, 1<p<§,()<)\<n—apve%—
almsim. Bu durumda her f € LPA(Q) igin

L— _2_ olarak
q n—A>\

Hafllgr < C I,
esitsizligi saglanacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir (Adams 1975).

Yukaridaki sonuglar daha sonra Guliyev tarafindan Teorem 4.1.1.6 ve Teorem

4.1.1.8 deki norm egitsizliklerinden faydalanarak yeniden elde edildi.
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Teorem 4.1.1.6. 1 <p <o0,0<a <3, % = % —%ve f € Lg’c(Q) olsun. Bu
durumda,
n —n_q
ofll ey O [ 75700,
t
esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).
Teorem 4.1.1.7. 0 < a <n, 0 < A<n-—ap, 1 <p < 2 olsun. y = (T:f‘/\),

1 _ 1 o A

& 2 = L diyelim. Bu durumda
q p n’p q

Haf llgp < C U

esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.8. 1 <p <oo, 0 <a < 2ve f e Li¢(Q) olsun. Bu durumda C

f, x ve t den bagimsiz olmak iizere

o0

LJ] < C*Mf(z) + C / 5L

t

dr
)

Lp(B(z,r

esitsizligi gerceklenir (Guliyev 2009).

Teorem 4.1.1.9. 0 <a <n,0 <A <n—ap, 1 <p< 2 olsun. Bu durumda

ot llgp < C U
1

esitsizligi gerceklenir. Burada i
(Guliyev 2009).

% — % dir ve C sadece n, A, p, @ ya baghdir

4.2. Degigken Ustlii Morrey Uzaylari(LP(0)A0) ()

Degigken iistlii Morrey uzaylar ile ilgili ilk ¢caligmalar Almeida ve ark. (2008), ve
Fan (2010), tarafindan yapilmigtir. Almeida ve ark. (2008), degisken iistlii Morrey
uzaylarimi A\(z) € [0,n] i¢in Fan (2010), ise A(z) € [0, 00) i¢in tamimlamigtir. Ayrica
Fan (2010), ait galismada degisken {istlii Morrey uzaylar1 A fonksiyonunun log-Holder

stirekli olmas1 durumunda incelenmigtir.

Tanim 4.2.1. Q C R” de smurh bir bolge, p € L°(Q2) ve A : Q© — [0, 00) olmak
tizere A € S (Q) olsun. Degisken iistlii Morrey uzayr LPO)A0) (Q),

Ty (f):== sup rA@) / |f(y)|p(y) dy < oo

z€Q,r>0

B(z,r)

ozelligine sahip f € L' (Q) fonksiyonlarimin sinifi olarak tammlanir.
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[[[[,,y normu LP0) (Q) tizerinde tanimlanan norm olmak tizere LP()A() (Q) uza-

yinda
If1l; = inf {77 >0 Iy a0 (%) < 1}
ya da
171, = sap 0 ),

seklinde normlar tanimlanabilir.

Lemma 4.2.2. Vf € LPOA0(Q) icin

I f < Tise (] fIE7< Tooyaoy (F) <l I (4.2.1)

IS lli= Lise || f 1< Looyae (F) <l FIE* (4.2.2)
esitsizlikleri i = 1,2 igin gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).
Lemma 4.2.3. Vf € LPOA0(Q) icin

LAl = 111

esitligi gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Normlarin ¢gakigmasindan dolay1

1o ae = Il = 171,

yazilabilir.

Lemma 4.2.4. ) siirh acik bir bolge ve A fonksiyonu log-Holder siireklilik

kosulunu saglasin. Bu durumda |z — y| < r olacak sekilde her z,y € Q i¢in

L 2w < @) < o

— < 2) < o)

ol <r <Cr ,

esitsizligi gecerlidir. C' = e sabiti x,y ve r ye baglh degildir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 4.2.5. 2 sinirh bir bolge ve A fonksiyonu log-Hélder siireklilik kogulunu

saglasin. Bu durumda

I£lls = sup

zeQ,r>0

_20)

fonksiyoneli LP()A()(Q) uzayinda bir denk norm tamimlar.

Eger p (z) = p ve A (z) = X seklinde sabit olarak almirsa LP()A0) (Q) = LPA (Q)

esitligi yazlabilir.
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Teorem 4.2.6. Q, R” nin smirh acik bir alt bolgesi, p : Q@ — [1,00) ve ) :

Q — [0,00), Q tizerinde log-Holder siirekli olsun. Bu durumda agagidaki durumlar
gecerlidir.

1) A= 0ise LPOL (Q) = LPO) (Q)
2) A =nise LPO™ () =2 L= (Q)
A

3) A~ > n ise LPOAO (Q) = {0} (Fan 2010).

Lemma 4.2.7. Q C R™ de sinirli bir bolge, 0 < A(z) < n ve 0 < u(z) < n olsun.
Eger p(-) ve ¢(-) fonksiyonlar1 log-Holder siirekli, p(x)

)
< q(z) ve

n— M) _ n— p()

ise bu durumda

Lq(-),u(-)(Q) SN LP('):)\(')(Q)
gommesi gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

4.2.1. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatorlerinin
Siirhilig:

Teorem 4.2.1.1. Q C R" siirl bir bolge ve 0 < A(x) < A" < n olsun. Eger

p fonksiyonu 1 < p~ < p(x) < pt < oo olacak sekilde log-Holder siirekli ise M
maximal operatorii LPO)A0) (Q) uzaymda smirhidir (Almeida ve ark. 2008).

Sonug 4.2.1.2. Teorem 4.2.1.1 in kosullar1 altinda M* sharp maximal operatorii
LPOAG) (Q) uzayinda siirhdir.

Teorem 4.2.1.3. p fonksiyonu global log-Hélder siirekli ve 0 < A\~ < \T <

n olsun. Bu durumda M maksimal operatorii LPOAC(R™) uzaymdan LPOAC) (R™)
uzayima smurhdir (Hésto 2009).

Teorem 4.2.1.4. Q C R™ simirh bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ <p(z) < p*™ <

oo olacak gekilde log-Holder siirekli ve 0 < A(x) < AT < n olsun. Eger « fonksiyonu
log-Holder siirekli ve

;Ielgfza(x) >0, 31618 A(z) + a(z)p(z)] <n

(4.2.1.1)

1 1

_ a(x)
q()

p(z)  n— )

olmak {izere I, operatorii LP*)*0)(Q) uzaymdan LIOA0(Q) uzayma smirhdir (Almeida
ve ark. 2008).
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Sonug 4.2.1.5. Teorem 4.2.1.4 in kosullar altinda M, kesirli maximal oper-
atorii LPO)AO(Q) uzaymdan LIOA0)(Q) uzayina siirhdir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 4.2.1.6. Q siirhi bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) < pt < o0
olacak sekilde log-Holder siirekli olsun. Ayrica o ve A fonksiyonlari log-Holder siirekli
ve (4.2.1.1) kosulunun saglandigini kabul edelim. Bu durumda I,y operatorii, ¢(-)

fonksiyonu log-Holder siirekli ve

p(x) [n — ()]
1<qlz) < — A(x) + a(z)p(z)]

kosulunu saglamak iizere ve p(-) fonksiyonu

n—u(x)_n—)\(x)_ax
TR

seklinde tamimlanmak tizere LPO)A()(Q) den LIO)+#0)(Q) ya siirhdr.

Ozel olarak,

1 1 ok
q(z)  plx) n
B nA(x)

M) = o @)

olarak alinabilir (Almeida ve ark. 2008).

Sonug 4.2.1.7. Teorem 4.2.1.6 iin kogullar1 altinda M, .y kesirli maximal oper-
atorit LPOAO(Q) uzayindan LIO+#0)(Q) uzayna siirhdir (Almeida ve ark. 2008).
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5. AGIRLIKLI DEGIiSKEN USTLU MORREY UZAYLARI

5.1. Agirlikli Degigsken Ustlii Morrey Uzaylarl(Lﬁ,(')’)‘(')(Q))

Tanim 5.1.1. @ C R” sirh bir bolge, w bir agirlik fonksiyonu, p € L () ve

A — [0,00) olmak iizere A € S (£2) olsun. Agirhikl degigken iistlii Morrey uzay:
qu(')’)‘(‘)(ﬂ)

Ly a(w() (f) == sup r@ / w(y)f ()Y dy < oo

zeQ,r>0

B(z,r)
olacak gekildeki f € L' (Q) fonksiyonlarinin siifi olarak tammlanir.

][,y normu LP0) (Q) tizerinde tamimlanan norm olmak tizere LPO)AC) (Q) uza-

yinda
151 =0t {0 > 0: o (L) <1}
yva da
1f1ly = S )r*%wfxg(w) .

seklinde normlar tamimlanabilir. w(z) = 1 ise Lﬁ(')”\(')(ﬂ) = LPOAO(Q) oldugu
agiktir. Ayrica A = 0 ise Lﬁ(')’O(Q) e (Q) dir.

Lemma 4.2.3 e benzer olarak agagidaki Lemma kolayca elde edilebilir.

Lemma 5.1.2. Vf € Lﬁ,(')”\(')(Q) icin

LAl = 11F1l

esitligi gecerlidir.

Normlarin ¢akismasindan dolay1

1 oy acrm = NI = 1 Fl

yazilabilir.
Lemma 5.1.3. Vf € L*0(Q) igin
i) Eger || fllpyacyw < 1 ise

11 a0 < Do) < 115G Ak (5.1.1)
ii) Eger Hpr(.),)\(.);w > 1ise
LIB A < o0 () < G A (5.1.2)

esitsizlikleri saglanir.
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A(

T — z) s
Ispat. ¢,, = r 70 fXB(x,r)<') olmak tizere ||f||p(_)7/\(.);w = Es$1p>0||ng7r||p(_)

olarak yazilabilir. Lﬁ(')(ﬂ) uzaymdaki (3.2.1) ve (3.2.2) egitsizliklerinden faydala-

narak

i) Eger [|wgy, ||,y < 1ise

+ -
||w9x77“||£(.) < [p(-),w(gxﬂ“) < ||wga:,r||£(.) (5'1'3)

i) BEger |[wga|l,.) = 1 ise

- +
lwgerllpey < Ioe)w(Gar) < llwgarlly (5.1.4)
esitsizlikleri yazilabilir. Daha sonra (5.1.3) ve (5.1.4) esitsizliklerinde = ve r ye gore
supremum almirsa (5.1.1) ve (5.1.2) esitsizlikleri elde edilir.
Lemma 4.2.4 goz oniine alinarak agagidaki Lemma kolayca elde edilebilir.

Lemma 5.1.4. € sinirh bir bolge ve A fonksiyonu log-Holder siireklilik kogulunu

saglasin. Bu durumda

Hf”g = Ssup

zeQ,r>0

_A0)
‘r p(*) waB(z,r) 0

fonksiyoneli L{L(')”\(')(Q) uzayimda bir denk norm tamimlar.

Lemma 5.1.5. Q sinirh bir bolge, w bir agirhik fonksiyonu ve 0 < A(z) < n, 0 <
p(z) < n olsun. Eger p(-) ve q(-) log-Holder siirekli, p(z) < q(z) ve ";(’\x()x) > ";(‘;()x)

ise bu durumda
L;IU(')#(')(Q) SN LfUC)A(-)(Q)

gommesi gegerlidir.

fspat: Lemmanm kogullarmin saglandigim kabul edelim. L2 (Q) ¢ £2920(q)
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. f € LI (')(Q) olsun. p(z) < ¢(z) oldugun-
dan f € LZ,(')(Q) Cc fe Lﬂ(')(Q) yazilabilir ve ayrica f € L?U(')’“(')(Q) fonksiyonu
i¢in,

sup rH@) / lwf ()" de < K (5.1.5)

zo€EB, r>0

B(zo,r)

olacak sekilde bir K > 1 sabiti vardir. Herhangi bir zy € © ve r € (0, 1) i¢in lemma
3.1.16, (3.1.4), (5.1.5), Holder egitsizligi ve p, ¢, A, p fonksiyonlarinin log-Holder

stirekliliginden 7 ve zo B(xg,r) kiimesinin birer elemani ve C' > 0 olmak iizere
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I= e [ g

E(xo,r)
< 9y~ A(@0) |wf(x)|p(1) 1],
a() _ ( ) B(z ,T)
p(.)'B(zq,T)
(=)
q(z1)
" _p(z2)
< 22w | [ s Bao,r)| ™
~(.Z’0,7”)
p(z71)
q(z1)
< 20 S oo [ o) (i)
é(xo,r)

ifadesi elde edilir. (5.1.5) egitsizligi ve ";(Ax ()x) > ";(’; ()m) kabiiliinden

#(zg)p(zg) _ p(zq)
20— Mw0) )~ alzg) "1 ale) ¢

n—X\(zg) n—p(zg)

< 207 pao) ("o ") ¢ <C

~
AN

elde edilir ki bu f € L57*0(Q) oldugunu gosterir. Boylece LX7*0 (Q) ¢ L5*0(q)

sonucu elde edilir.

Lemma 5.1.6. €2, R™ de sinirhi bir bolge, p ve A fonksiyonlar: sirasiyla 1 < p~ <
p(z) <pt <oove 0 <A™ < A(x) <A < nolacak gekilde log-Holder siirekli olsun.
o € Q olmak tizere |- — z4|” kuvvet fonksiyonun LPO20)(Q) uzayma ait olmas icin

Azo)—n

gerek ve yeter kosul 5 > (o) olmasidir.

Ispat: 5 > 0 iken iddia asikardir. Bu yiizden § < 0 oldugunu kabul edelim.

Gereklilik kismu: |- — 20|” € LPOX0(Q) olsun. Bu durumda p ve A fonksiyon-

lariin log-Holder siirekliliginden

sup PA@) / |y . $0|5P(y) dy > sup o) / |y . x0|ﬁp($o) dy
r>0 r>0
TeQ é(z,r) E(aco,r)

yazilabilir.
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Buradan

r

sulg p~A@o) / ly — 2o/ P dy = Su%) = A@o) / ) gL pds
> r>
§($0,T) sn-t 0
— Csup rA@) / pPrleotn=1g,

r>0
0

1 M@o)+Bp(wo)+n

= Csu
7“>% 5])(550) +n
bulunur. Bu ifadenin sonlu olmasi igin —A(xg) + Sp(zo) +n > 0 olmast gerekiyor.

Yani

A _
— (o) + Bp(wo) +n >0 = > Azo) =
p(o)

kosulu gereklidir.

Yeterlilik kismi: 5 > IO) )" olsun. Bu durumda

sup r @ / ly — x0|’8p(y) dy < oo

r>0

zeQ E(m’r)

oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin |z — x¢| > 2r ve |z — 2| < 2r durumlarim goz
oniine alalim.
|x — x| > 2r olmasi durumunda |y — x| > |z — xo| — |z — y| > r oldugundan

ly — 20|77 < 1BP(0) yazlabilir. Bu yiizden

sup @) / |y_x0|ﬂp(y) dy < Csup y—Mzo) / Tﬂp(wo)dy

>0 r>0
e Bar) e Ba,r)
< Csup = A@0)Ap(x0) E(m,r)
r>0
r>0
< o

oldugu goriiliir.
Simdi |z — x| < 2r durumunu inceleyelim. |z — xo| < 2r ise |y — zo| < 3r olur.

Yani B (z,r) C B (x0, 3r) dir.
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O halde

sup @) / |y . molﬁp(y) dy < Csup o) / |y . x0|ﬁp($0) dy

r>0 _ r>0
2 B(z,r) xo 3r)
Bp(zg)
< Csupr- Alzo) / / o 1d,o ds
r>0
Sn—1 0

< Oy Mzo) pntBp(xo)

< o0

oldugu goriiliir.

Acgiklama 5.1.7. xg € 02 olmasi durumunda 3 > ’\(:’“”((; " kosulu yeterli kalir.
Eger x(y noktasi sinirda regiiler bir nokta ise g > (px(‘)) ~ kosulu gereklidir. Ayrica

A > 0 durumu ile A = 0 durumu birbirinden farklhidir. A > 0 oldugunda g > %

olur. A = 0 oldugunda ise [ > oaey olur

Teorem 5.1.8. (), R" de smlrh bir bolge, p ve A fonksiyonlar: sirasiyla 1 < p~ <
p(z) <ph <oovel <A™ < A(x) < AT < n olacak sekilde log-Holder siirekli olsun.

Ty € Q olmak iizere eger

0<B8< 5.1.6

<p (o) (5.1.6)

ise bu durumda C' = C (p, A, B) olmak tizere || f|[,) ) < 1 olacak sekilde her f €
LPOA(Q) igin

M@ < 0 (140 [170)10] (@) (5.1.7)

esitsizligi gecerlidir.

fspat. || fl],(), < 1 olacak sekilde f € L020(Q) ve p,(r) = min ply)

ly—a|<r
ﬁ =1- ﬁ olarak almsm. Bu durumda eger |z — 2| < £ ve 0 < r < 4 ise
ppl.(x) < n dir.
1. Durum. Eger [z — 20| < % ve 0 <r < % ise B < ,( dir. Bu durumda
p(a) 7
f(y) C ()] dy
MA T B~ ma | )
|y — ol AL ly — ol
(zr)
p(z)

R L
r(n=X(@))p(z) ) ly — a:0|’8
B(z,r)
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esitliginin sag tarafindaki integrale p,(z) ve p,.(z) tistleriyle Holder esitsizligi uygu-

lanirsa

p((r))
p(a:) pr(x
f() ¢ —A(z) pr(z)
‘MT (,y_mﬁ = re@w@ |7 FIr dy
B(z,r)
p(z)
Pr(x)
“Ax) / dy
Sy =™
B(z,r)
esitsizligi elde edilir. Lemma 3.2.1.2 den
p(z)
p i (z) nlpig'z‘;
y TG
- <C—
N(/) |y B $0|BPT(90) |:17 - m0|f310($)
oldugundan
p((z))
p(@) —Bp(x) o
a, (Y [l I PRSYES / F )" dy
ly — 0|’ T @G _
B(z,r)
yazilabilir. Buradan
p(z)
pr(z)
(z) (T
[MPf ()| < ——— e F)I" dy
B(a: r
esitsizligi bulunur. y € B(m r) igin p.(z) < p(y) oldugu icin

P @) / ‘f(y)’pr(x) dy < P @) / dy+r—A(x) / ]f(y)\p(y) dy

B(a,r) B(a,r) Ba,r){y:lf(y)|>1}

esitsizligi kolayca yazilabilir.

44



Enver ULGUL

Bu yiizden

[ip—

T A @) 2

!Mﬂf pA@) 4

esitsizligi gegerlidir. ;f ((xx)) > 1

yada daha kiiciik oldugu i¢in

, < g < % ve parantezdeki ikinci terimin degeri %

C n—\(z Az
}Mﬂf ‘p S (n_)\(x)) p(z) r )\( ) + r )\( ) / |f(y)|p(y) dy
" B(z,r)
n—A(z)
C r ) + L / ‘P(y) dy
(A 2

—\(z)) Er(@)=p(@) 1
< o (o1 / ()P
T’I’L

esitsizligi yazilabilir.

(n=A(2) (pr (2) —p(x)
p(+) fonksiyonu log-Holder siirekli oldugundan r b < C've dolayisiyla
‘Mﬁf | <C 1+_ / ‘p(y

sonucu elde edilir.

2. Durum. ¢ < |z — 20| ve 0 <7 < ¢ olsun. Bu durumda

[y — ol > [x — mo| — 7 >

[\DI&
»-lkl&

d
4
oldugundan |y — x| > (%)6 elde edilir. Ayrica, |z — zo|” < (Cap(2))? oldugundan
MPf(x) < CM, f(x)

sonucu elde edilir.
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3. Durum. d > r > % olsun. Bu durumda

Vi) < (9RO [ 1l
(Z) o ly — o
C(Qap(Q))ﬁ / f@ldy / f(y)l dy

(9)" dW—mW dw—%ﬁ
y—zo|<g ly—z0|>g

IN

esitsizligi yazilabilir. Buradaki ilk integral ap, < n oldugu i¢in 1.durumdaki gibi
8

pe = min p(y) ve p/, iistleriyle Holder esitsizligi uygulanarak hesaplanilir. Ikinci
ly—wo|< g 8

integralin hesaplamasi |y — xo| > g oldugu i¢in agikardir.
5.1.1. Agirlikli Hardy-Littlewood Maksimal Operatoriiniin Sinirlihig:

Teorem 5.1.1.1. Q, R"” (n > 1) de smrh agik bir bolge ve zy € € olsun. p, A
fonksiyonlar sirasiyla 1 < p~ < p(x) < p™ < oo ve 0 < )\( ) < At < n olacak

sekilde log-Holder kosulunu saglasin. Eger (I(O) 2 < p <5 O) ise bu durumda

1 /()]
MPf(z) = |z — 20| sup—=—— / ———dy, (5.1.1.1)
7">0|B(mar)| |y—$0|ﬁ
B(z,r)NQ

operatorii LPO)A0) () uzaymda siirhdar.

ispat. Teoremin ispat1 i¢in

Iy—%WM(r#%F>@)

esitsizligini gostermemiz gerekiyor. Bunun icin || f{|,) () < 1 iken

< Clfllpyacy
p():AC)

oldugunu gostermeliyiz.

Esitsizligin ispati1 i¢in § < 0 ve 8 > 0 olmak iizere iki duruma ayiralim.
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1.’\(1)9”(‘;)07 < <0 durumu:

f fonksiyonunu €2 bolgesinin diginda sifir olarak devam ettirerek

p(y)
J o= / (Iy—xolﬁM<|.f(20|ﬁ> (y)> dy

E(x,r)
pw)\ P
() f . P
_ / ly — o] v <M <| _(x) |B> (y)> X (¥)dy (5.1.1.2)
Rn 0
esitligi yazabilir. Teorem 5.1.8. den 8 = 0 igin s(z) = % olmak tizere ||¢||8(.)7>\(,) <1
olacak sekilde her ¢ € L*0)A0)(Q) icin
(My(y))™ < C (1 + M (|¢(-)|S<'>) @)) (5.1.1.3)
esitsizligi yazlabilir. ¢(y) = % i¢cin # < 0 oldugu dikkate alinarak

191l syn) < a0l luyny > a0 = (Cap(2))"

esitsizliginin gegerli oldugu kolayca goriilebilir. Lemma 4.2.7. den

||¢||s(~),>\(~) < agk ||f“p(~)7k(~) < aok

esitsizligi elde edilir. k = a—lo secilirse [[¢[[;) \.) < 1 elde edilir. Boylece (5.1.1.3)
esitsizligi (5.1.1.2) ifadesine uygulanabilir. Boylece

() P
p=

J < C/Iy—xolﬁp(y) M ‘ ) W) XBan(®)dy
Q

|'—Io|ﬁ

+C / [y = 20" Xy W)y (5.1.1.4)
Q

esitsizligi elde edilir.
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Fefferman-Stein egitsizligi kullanilarak,

B(z,r)
()"
s © / o0 (- = 0™ Xjery) W)y
~ - 40
B(z,2r)
f ()" ntAp(a
+C / WM (|' — | Xé(z,r)> (y)dy + Cr+ov(o)
~ — 40
(B(=,2r))°

:E

ifadesine ulagilir. p( " < 3 oldugundan |- — z,|"™ € A, dir. Bu yiizden

M <| - $0|ﬁp(y) Xé(m)) (y) < M (| - $0|ﬁp(y)) (y)
< C | N l,0|5p(y)
ve boylece
J < C ‘ ( )’p |y |Bp(y) dy
- |y |/3p ) o
B(w,2r)

|f ()Ip(y) Bp(y) +Bp(0)

_ NI R ply _ n+pBp(xo

m 2r
(y)
< C / |P dy + C / —|y ’Bp(y)M (‘ _ IO‘Bp(y) Xé(x,r)) (y)dy
(B

(z,27) (z,2r))c

+Crn+ﬁp o)

< C | ( )|p(y)d +C MM<|__$|ﬁp(y) B )()d
a !y Y ly — xoyﬁﬂw 0 XB(a,r) ) Y)Y
E(a:,?r) (E(JT,Q’I‘))C
4 CpntBp(@o)

‘_ _ xo‘ﬁp(ro)

esitsizlikleri yazilabilir. §imdi |z — y| > r olmak iizere M ( Xg(w)) (y)

ifadesini hesaplayalim.

1
M(__ Bp(ao) ) _ / [P
| -T0| XB(:L“,T) (y) StEE’B(y,t)’ |Z $0| z
B(y,t)NB(x,r)

olmak {izere
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a) Eger t > |x — y| > r ise bu durumda

x 1 x
M <| - ’r0|ﬁp( °) X}}(x,r)> (y) S |$ — y|n / |Z - $O|Bp( °) dz

B(z,r)

1 z
(’x_y’_r>" / |Z_$O|5p( O)dz

B(z,r)
yntBp(0)

(lz =yl —7r)"
degerlendirmesi gegerlidir.

b) Eger 0 < t < |z — y| — r ise bu durumda

M <| - x0|ﬁp($0) Xg(z,r)) (y) =0

olur.

c) Eger |z —y| —r <t < |z — y| ise bu durumda

ZX 1 X
M (| — | P X}}(a:,r)> (y) < (CED DR / |2 — | dz
B(z,r)

(le =yl =n)"
degerlendirmesi gegerlidir.

Bu nedenle

dy

(=9l =" [y — a7
B(x 2i+17)\ B(z,277)

+OpnPp(zo)
rrtBp(o) 1
p(y)
< Py Z P DT [ 1rwr
B(z,2i+1r)
_'_C/rn+ﬁp(xo)
00 i1 \A(T)
< C,r,)\(x) +C’ (2] T) : 1 +Crn+5p(x0)
- s (23')/510(900) (23_1)n
2]—1—1 Az) 1

<

(z) n+Bp(zo)
CrA@ 4 oA Z @) Foe) (2 — 1) +Cr 0

esitsizlikleri yazilabilir.
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o0 (2j+1))‘(1)

p(y)
/ (Iy —xol’ M <%) (y)> dy < Cr\®

B(z,r)

serisi yakinsak oldugundan

sonucu elde edilir. Buradan I, x(.) (\y — x|’ M ( O ) (y)) < C oldugu goriiliir.

|-—ol?

2.0<p6< 7o) durumau:

1 < a < p~ olmak tizere

esitligi yazilabilir.

B < zﬁ <« (}%) oldugundan Teorem.5.1.8, (5.1.1.5) esitsizligine uygulan-

abilir.

Boylece

X B (Y)Y (5.1.1.6)

esitsizligi elde edilir.
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Fefferman-Stein esitsizliginden

72 o [1rmr i, oy
Q
< C / @I My, (y)dy + / @I My, (y)dy + 7"
B(x,2r) (é(a:,%"))c
<c| [ s [ e s, W
E(w,Qr) (E(z,2r))c
< o rog / PP My, ()dy + "

(E(;c,Zr))c

ifadesi elde edilir.

Her z,y € R" ve r > 0 i¢in

4npm

M, < T
e @) = =y 0)

hesaplamasindan yararlanarak

p(y) .n
1= *Z [ w

B(x 2i+1)\ B(z,297)

PO e [ WPy

B(z,2i+17)

A
Q

IN
Q
=3
S
&
+
(]
S
<.
£
=
>
O
+
\33
N——

IN
Q
3
X
&
_l’_
3
=
&
INgE
~
o
<
_l’_
=
SN~—
=
&
+
3
3
N——

0 (9j+1 A=)

esitsizlikleri yazilabilir. > (

NCFS I serisi yakinsak oldugundan

J < C (@ 4 2o ey < OpMe)

elde edilir. Buradan L)) (Iy = 2ol” M (£

Bu sonug ispat1 tamamlar.

m' )) < C oldugu goriiliir.

51



5. AGIRLIKLI DEGISKEN USTLU MORREY UZAYLARI

Sonug 5.1.1.2. Teorem 5.1.1.1 in kosullar1 altinda AM* sharp maximal operatorii
LEDAD (Q) uzaymda siirhdir.

Ispat. M operatoriiniin simrhihgimdan ve
M#f(z) < 2Mf(z),2 € 9

noktasal esitsizliginden M* sharp maximal operatoriiniin LEOA0 (Q) uzayinda sinrl

oldugu goriiliir.

5.1.2. Agirlikli Riesz Potansiyel Operatoriiniin Smirlilig:

Teorem 5.1.2.1. Q C R” smrh acik bir bolge ve 2y € Q olarak alinsin. p, A
fonksiyonlar1 sirasiyla 1 < p~ < p(z) < pt < oo ve 0 < M) < A" < n olacak

. .. .. : . v . Alzo)—n n__
sekilde log-Holder siirekli, x € Q2 ve ;gg a(z) > 0 olsun. Eger (p((;)o) < B < T(rgy 15€
bu durumda,

fw)
[5(3:)f(x) = |z — xO’B/ B n—a(x) dy
|y =20l — ]
operatorii LP()A0) (Q) uzayinda sinirhdir.
ispat.
a0
SBR[Vl ) MERYE
esitsizligini gostermemiz gerekiyor. Bunun igin || f|| pa() < 1iken
Bl <€
O lpe)a0)
oldugunu gostermeliyiz.
d
i f@) = |z =l / N{S{z) < 3
|z —y] |y — o
lz—y[>1
YyeN
fy)dy
+ |z = xol” / n—g(i) E
|z —y| |y — ol
lz—y|<1
yeR
= Aif(z) + Ao f (z)
ifadesini yazabiliriz. A; f(x) terimi icin
d
Ay f(a)] < Cla— ol [ WA (5.1.2.1)

o ly — $0|ﬁ

{ # , L) < 1lise

esitsizligi yazilabilir. (5.1.2.1) esitsizligine 6 = . )
, diger durumlarda ise

olmak tizere Holder esitsizligi uygulanirsa
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1fw)ldy

< C
i < Ol i

(")

< v (=) Y 11y

esitsizligi elde edilir. |z — 20| ~ |z — 2|/ szelliginden ve Bp(xo) < n kosu-

lundan
Ly (Iy = 2ol ™) < C/ ly — zo| M dy = C (5.1.2.2)
oldugu goriiliir. O halde (5.1.2.1) ve (5.1.2.2) esitsizliklerinden

[ALf(@)] < Cla— 20 |1 £, (5.1.2.3)

esitsizligi elde edilir. Ay f(x) terimi igin eger gerekirse f fonksiyonun 2 bolgesinin

disinda sifir oldugu varsayilmak iizere

R f(y)dy
Aaf ] < o=l 2 o=y —

k=0

2= (k+1) < |gp—y|<2—F

ifadesine sahipiz. a(z) < n kosulunu saglayan z ler igin

> 1 f(y)dy
[Asf(@)] < v —ao” -t D(n—al@)) /
k=0

B
— X
sz ¥ 770
N 1 f(y)dy
B
< |$ - (130| Z 9—kn+ka(z)—n+a(z) / ’y . l‘0|'8
h=0 lz—yl<2=F
- d
< 2n—a(a:) |ZL‘ _ 1,0|5 Z Qk(n—a(x)) / f(y) yﬁ
— X
k=0 o y<2 ly ol
= d
< on ‘l’ o wO‘B Z 2k(nfa(:r:)) / | f(y) 375
— X
k=0 vl o
0> =
2 |y — ol
le—y|<2—F
< 2n|x_x0|ﬁ22—ka(m)M f(y) 5
k=0 ‘y - J}0|

esitsizlikleri yazlabilir.
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Bu yiizden ag = inf a(z) ve C = 2" 5" 2770 olmak tizere
e k=0

| Ao f(z)] < OMP f(2) (5.1.2.4)

noktasal esitsizligi gegerlidir. a(x) > n olmasi durumunda A, f(x) in noktasal hesapla-
mast A; f(z) hesaplamasina benzerdir. Sonug olarak, her z €  igin (5.1.2.3) ve
(5.1.2.4) esitsizliklerinden

1 (@) < CMP f() + Cla = 2ol I,

ifadesi yazilabilir. Buradan egitsizligin her iki tarafinin Morrey normu alinirsa

ff(.)f(')

< @ +le—al Il
B
Nl + €l =0l 1T

B B
CIM Sl + €l = ol W s

p():A0)

IN

IA

bulunur. M? f nin smrlihgindan ve 8 > —’\;m((;)ogn olmak tizere H |z — 9‘30|BH ()A0) <C
p()AC
oldugundan
1P ) <C
2/ 0 PN

elde edilir.
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6. TARTISMA VE SONUCLAR

5.1.1. Kesiminde elde edilen agirliklh Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin

sinirliligindan Teorem 5.1.1.1. kogullar1 altinda

I

< CH’ —xo” f
p(),A() p(-):A()
esitsizligi yazilabilir.

Aro)n - 8 kogulu gereklidir. p > —f + % olmak {izere f(z) =

p(xo) o
|z — z0|" olarak alinirsa bu durumda

Ayrica

>0

Ly (lz = zo|” f) = supr @ / ly — 0| PP gy

B(z,r)

integralinin degeri Lemma 5.1.6. dan |y — zo|”™ € LPOA0(Q) oldugundan sonlu

oldugu goriiliir. Fakat

Ly (lv — ol M f) > C Suop'r*’\(zﬂ) / 1y — 2070 dy
r>
E(mo,r)
Xzo)—n Awo)—n
p(zo0) p(20)
Son boliimde elde edilen sonuglara paralel olarak, (X,d, u) metrik dlgiim uza-

ifadesi eger 5 < ise iraksaktir. Bu nedenle < B olmalidir.

yinda Q agik strh bir kiime, w(x) = d(xo,2)?, 0 € X ve pu(B(z,7)) r*, s > 0

olmak iizere

M(x) = pﬁ / ) du

r>0 M
B(z,r)

In@ f(z) = /Adu, 0<a(z)<s

operatorlerinin Lﬁ(')”\(')(X ) uzaylarinda sinirhg aragtirilabilir.
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