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OZET

GENELLESTIRILMIS DIFERANSIYEL OPERATORLER KULLANILARAK
TANIMLANMIS MEROMORFIK HARMONIK FONKSIYONLARIN BAZI ALT
SINIFLARI

DOKTORA TEZI
F. Miige SAKAR

DICLE UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2012

Bu c¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Ik béliimde, analitik ve harmonik yalinkat fonksiyonlarin gelisimi hakkinda bilgi
verilmistir.

Ikinci boéliimde ¢alisma boyunca ihtiya¢ duyulan temel kavram, tanim ve teoremlerden
s0z edilmis, ayrica yalinkat fonksiyonlar ve bazi alt siniflarindan bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde harmonik fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlar ile ilgili temel
kavram, tanim ve teoremler verilmis, ayrica harmonik yalinkat fonksiyonlarin bazi alt siniflari
ve subordinasyon kavramindan bahsedilmistir.

Dordiinci  boliimde, birim diskin dig1  olan U:{Z:|Z|>1} bolgesinde, yeni

genellestirilmis bir diferansiyel operatoér yardimiyla tanimlanan harmonik meromorfik yildizil
fonksiyonlarin yeni siniflar1 verilmistir. Ayrica bu siniflar igin katsayi esitsizlikleri, biiyiime
sinirlar1 ve ekstrem noktalari elde edilmistir.

Besinci boliimde, birim diskin dist olan U:{Z:|Z|>l} bolgesinde, yeni

genellestirilmis bir Al-Oboudi diferansiyel operatoriiniin yardimiyla tanimlanan ¢ok degerli
harmonik meromorfik ve yon koruyan fonksiyonlarin yeni bir sinifi verilmistir. Ayrica bu sinif
icin katsay1 smirlari, bilylime siirlari, ekstrem noktalart ve konveks birlesim 6zelligi
belirlenmisir.

Anahtar Kelimeler: Analitik, Harmonik yalinkat fonksiyonlar, Meromorfik fonksiyonlar,
Al-Oboudi diferansiyel operatorii, Katsay: esitsizlikleri, Ekstrem noktalar.

v



ABSTRACT

SOME SUBCLASSES OF MEROMORPHIC HARMONIC FUNCTIONS DEFINED
BY USING GENERALIZED DIFFERENTIAL OPERATORS

PhD THESIS

F. Milge SAKAR

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2012

This work consists of five chapters.

In the first chapter the necessary knowledge about development of the analytic and
harmonic univalent functions are given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems are given which are the
necessary for properly understanding of the following chapters. Moreover, univalent functions
and some of subclasses are mentioned.

In the third chapter, harmonic functions and the related basic concepts, definitions and
theorems are given. Furthermore, some subclasses of harmonic univalent functions and
subordination concept are mentioned.

In the fourth chapter, new classes of meromorphic harmonic starlike functions defined
by a new generalized differential operator in outside of the unit disc U = {z: |Z| >1} are given.

Furthermore, coefficients inequalities, distortion theorems and extreme points for the functions
belonging to these classes are obtained.

In the fifth chapter, new classes of multivalent meromorphic harmonic and orientation
preserving functions are defined by a new generalized Al-Oboudi differential operator in outside

of the unit disc U ={z : |z| >1} are given. Furthermore, coefficient bounds, distortion theorems,
extreme points and convex combinations for the functions in these classes are determined.

Key Words: Analytic, Harmonic univalent functions, Meromorphic functions, Al-Oboudi
differential operator, Coefficient inequalities, Extreme point.
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F. Miige SAKAR

1. GIRIS

En basit anlamda geometrik fonksiyonlar teorisinin arastirma konusu, karmasik
degerli fonksiyonlarin resim bolgelerine bakarak bu fonksiyonlarin analitik 6zelliklerini
incelemektir. Geometrik fonksiyonlar teorisinin en énemli konularindan birisi yalinkat
fonksiyonlardir. Bu teorinin ortaya ¢ikma nedenleri, Koebe (1907) tarafindan
yayinlanan Riemann D0nilisim Teoremi’nin genellestirilmesi ile ilgili caligsma,
Gronwall (1914/1915)’1mm Alan Teoremi ispati, Bieberbach (1916)’1in ortaya koydugu,
normalize edilmis yalinkat fonksiyonlarin katsayilari i¢in tahminler ve bu tahminlerin
sonuglaridir. Analitik olarak, bir yalinkat fonksiyon sifirdan farkl bir tiireve sahip iken,
geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiirir. Hem analitik hem de
yalinkat fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere doniistiiriir.

Harmonik yalinkat fonksiyonlar, analitik yalinkat fonksiyonlarla yakindan
iligkilidir. Ancak analitik yalinkat fonksiyonlarin tersine, harmonik fonksiyonlar resim
bolgeleri ile belirlenemezler. Ayrica harmonik bir fonksiyonun birim diskin sinir aralig
tizerinde olusturulabilmesi, harmonik fonksiyonlar ile analitik fonksiyonlar arasindaki
bir diger 6nemli farktir. Harmonik fonksiyonlar bir anlamda, analitik fonksiyonlarin bir

genellemesi olarak goriilebilir.

Harmonik fonksiyonlar teorisi, matematigin bir¢ok alaninda uygulamasi olan bir
dahidir. Ozellikle miihendislik, tip, ydn eylem arastirmasi, fizik ve uygulamali
matematigin alanlarinda harmonik fonksiyonlardan yararlamlir. Ornegin, miihendislik
ve fizikte bir harmonik fonksiyon potansiyel fonksiyon olarak adlandirilir ve termal
kararli sistemler, ideal akiskanlar, elektromanyetik teori gibi alanlarda 6nemli bir yere

sahiptir.

Son yillarda, harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisi, oldukca popiiler bir
arastirma konusu haline gelmistir. Ozellikle, analitik yalinkat (konform) fonksiyonlar
hakkinda bilinen klasik sonug¢larin, harmonik doniisiimlere genellestirilip
genellestirilemeyecegi, karmasik analiz alaninda calisan pek ¢ok matematik¢inin
ilgisini cekmistir.

Diizlemdeki harmonik  yalinkat fonksiyonlar teorisinin gelisiminde,
diferansiyel geometri 6nemli bir rol oynar. 1920 li yillarin baglarinda diferansiyel

geometri ¢alisanlar, minimal ylizey teorisinde harmonik yalinkat fonksiyonlar ile
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caligmiglardir. Daha sonra karmasik analizciler analitik yalinkat fonksiyonlarin bir
genellestirilmesi olarak, harmonik yalinkat fonksiyonlarin 6zel bir durumu olan,
yon koruyan harmonik fonksiyonlar teorisini incelemeye baslamiglardir. Buradaki
asil problem analitik yalinkat fonksiyonlar ile yo6n koruyan harmonik
fonksiyonlar arasindaki iliskiyi belirlemektir. Clunie ve Sheil-Small (1984), teorinin
bu problemine yanit olabilecek c¢alismalarini yayinlamislardir. Calismalarinda,
analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in iyi bilinen genisleme, biiylime-biikiilme, Ortiiliis
teoremleri ve katsayr esitsizlikleri gibi problemlerin yon koruyan harmonik
fonksiyonlar teorisinde benzerlerini gostermislerdir. Bununla beraber verilen sonuglarin
pek cogu hala kesinlik kazanmis degildir. Teoride merak uyandiran bir diger beklenti,
Riemann Donlisiim Teoremi’nin yon koruyan harmonik fonksiyonlar i¢in benzerini
ortaya koyma problemidir. Hengartner ve Schober (1986), bu problemi ¢oziime
kavusturmuslardir. Bu ¢aligmalar sayesinde, teori popiiler bir alan haline gelmistir ve
iizerinde pek ¢ok arastirma yapilmaktadir.

Diizlemdeki harmonik fonksiyonlar, reel ve sanal kisimlart birbirinin eslenigi
olmayan yalinkat karmasik degerli harmonik fonksiyonlardir, yani bu fonksiyonlar
Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasinit gerektirmeyen fonksiyonlardir. Bu
nedenle yalinkat karmasik degerli harmonik fonksiyonlarin analitik olmas1 gerekmez.

Fonksiyonlarla ilgili yapilan c¢alismalarda smir belirleme, bilinen bir
durumdur. Yalinkat fonksiyonlar teorisinde incelenen fonksiyonlarin katsay1
sinirlarini, modiiliiniin alt ve iist smirlarin1 bulma problemi, bizi harmonik
dontigiimler teorisinde ele alinan fonksiyonlarin katsayi esitsizliklerini bulmaya,
biiylime-biikiilme ve ekstrem teoremlerinin kesin formlarini elde etmeye yonlendirir.
Bircok durumda analitik yalinkat fonksiyonlarin baz1 6zellikleri, harmonik
dontigiimlerle yapilan genellestirmelerde 6nemli rol oynarlar. Ancak bazi 6zellikler,
sadece  analitik durumlar i¢in gegerli olup, harmonik  doéniisiimlere
genellestirilemezler. Diger taraftan harmonik doniisiimler i¢in elde edilen sonuglarin
bazilari, konform doniisiimler i¢in elde edilen sonuglara benzemeyebilir. Diizlemdeki
harmonik doniisiimler, bircok 6nemli 6zellige sahip olmasina ragmen bu ozellikler
daha yiiksek boyutlu uzaylara genisletilemez. Hatta bu klasik sonuglar1 genellestirme

cabasi li¢ boyutlu uzaylar i¢in bile basarisiz olmustur.
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2. YALINKAT FONKSIYONLAR
Bu boliimde, tez kapsaminda bilinmesi gerekli olan bazi temel tanim ve

teoremlerle birlikte yalinkat fonksiyonlar ve bazi alt siniflar1 verilecektir.
2.1. On Bilgiler

Karmasik diizlemde bos olmayan, agik ve baglantili bir kiimeye bdlge adi
verilir. Eger bir bolgenin tiimleyeni Riemann kiiresinde agik ve baglantili ise bu

bolgeye basit baglantili bolge denir.

[a,b]c R olmak iizere, y:[a,b]— C siirekli fonksiyonuna C diizleminde bir
yay veya egri denir. Eger, y(a)=y(b) ise y egrisine kapali egri denir. Kendi kendini
kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya

Jordan egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak tizere iki

bolgeye ayirir. Jordan egrisi tarafindan sinirlanan bolgeye de Jordan bolgesi denir.

Bir f fonksiyonunun z, € C noktasi i¢in

o L=/
=2 z—2z,
limiti var ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir denir. Bir D
bolgesinde tanimli f* fonksiyonu, D nin her noktasinda diferansiyellenebilir ise verilen
bolgede analitiktir denir. Bir D < C bolgesinin her noktasinda tiirevlenebilen
fonksiyonlara D boélgesinde analitik fonksiyon denir (Palka 1991). f fonksiyonunun
z, noktasinda analitik olmasi durumunda, f fonksiyonunun z, noktasinda her

mertebeden tiirevi vardir ve
f(z)= Zan(Z—Zo)"
n=0

seklinde bir Taylor serisine agilabilir. Bu agilim tektir (Palka 1991).

DcC agik kiimesinde tanimli bir f=u+iv fonksiyonu D boélgesinin her

noktasinda  wu ,u ,v,,v, slrekli kismi tirevlere sahip olsun. f fonksiyonunun D

bolgesinde analitik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,
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Seklindeki ~ Cauchy-Riemann  denklemlerini  saglamasidir.  Bu  durumda

£1Gzo) = f(z) =if (2,) dir.

S fonksiyonu, z, noktasinda analitik degilse z, noktasmna f fonksiyonunun
singiiler noktas: denir. f fonksiyonu z, noktasinda analitik degil fakat bir » >0 sayisi
i¢cin 0<|Z—ZO|<r bolgesinde analitik ise z, noktasina f fonksiyonunun ayrik singiiler
noktas: denir. z, noktas1 f fonksiyonunun ayrik singiiler noktasi ise f fonksiyonu

0<|z—z,|<r bolgesinde

0

@)= a(z-z) +3 @.1)

n=1 (Z - ZO )”

seklindeki Laurent agilimina sahiptir. Eger (2.1) ifadesinin biitiin « , katsayilart sifir
ise z, noktasima f fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktasi, eger sonlu sayida a_,
disinda diger tiim katsayilar sifir ise z, noktasina f fonksiyonunun kutup noktasi , eger
sonsuz sayida a , katsayilar1 sifirdan farkl ise z, noktasina f fonksiyonunun esas
singtiler noktasi denir. f fonksiyonunun bir bolgedeki singiiler noktalar1 sadece kutup
noktalari ise f fonksiyonuna bu bdlgede meromorf fonksiyon denir.

f, DcC bolgesinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere, her z,z, e D i¢in
f(z)=f(z,) olmast z =z, olmasmm gerektiriyorsa (veya z #z, oldugunda

f(z)# f(z,) oluyorsa), yani f fonksiyonu bu bolgede ayn1 degeri iki kez almiyorsa f

fonksiyonuna D boélgesinde yalinkat (univalent veya schlicht) fonksiyon denir (Duren

1983). Eger f fonksiyonu D bolgesinin bir z, noktasinin belli bir komsulugunda
yalinkat ise bu durumda f fonksiyonuna z, noktasinda yerel (lokal) yalinkat fonksiyon

denir.

Teorem 2.1.1. Analitik bir /' fonksiyonunun z, noktasinda yerel yalinkat olmasi igin

gerek ve yeter sart f'(z,) # 0 olmasidir (Duren 1983).

f'(z,)#0 kosulu f fonksiyonunun yalinkathigi i¢cin gerekli fakat yeterli degildir,

yani f analitik fonksiyonu yalinkat ise f'(z,)#0 olur. Fakat tersi daima dogru olmaz.
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Bir bolgede yerel yalinkat olan analitik fonksiyonlar verilen bolgede yalinkat olmak
zorunda degildir. Ornegin; f(z)=2z" fonksiyonu D= {z 1< |z| <2,0<argz< 3%}
bolgesinde yerel yalinkat oldugu halde bu bolgede yalinkat degildir. Gergekten
f(z)=2" fonksiyonu, D bolgesinde analitik ve her z,e€ D igin f'(z,)#0 kosulu

saglandigindan yerel yalinkattir. Fakat

3 9

e e e
W2 22 22 22) 4
oldugundan f(z)=z" fonksiyonu verilen bélgede yalinkat degildir.

Eger D c C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel yalinkat ise, bu durumda
ze D noktasinda f'(z) tiirevi, f fonksiyonunun yerel geometrik davranigini belirler.

| /()| ve arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel biiyiime ve yerel dsnmenin birer l¢iistidiir.

Bir doniistim, belli bir noktadan gecen iki diizglin egri arasindaki aginin
biiylikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime verilen noktada konformdur denir.

Eger f donisiimii D bolgesindeki biitiin noktalarda konform ise, f fonksiyonuna D

bolgesinde konformdur denir.

Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Dolayistyla bir bolgede analitik ve yalinkat bir fonksiyon konformdur. En
onemli konform doniisiimlerden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu doniisim a,b,c,d

karmasik sabitler olmak {izere

we £ =1 d—beso
cz+d

doniistimii genisletilmis karmagik diizlemi (Cw =Cu {oo}) kendi lizerine resmeder.

Yalinkat fonksiyon teorisinin en Onemli sonuglarindan biri de Riemann

dontisim teoremidir. z-diizlemindeki D,cC bolgesini, w-diizlemindeki D, bdolgesi
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iizerine resmeden analitik bir f fonksiyonunun varligi 1851 yilinda Bernard Riemann

tarafindan doktora tezinde ortaya atilmistir (Ahlfors 1979). Riemann Doniisiim Teoremi
olarak bilinen bu teorem, Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin dogmasina neden olmakla
birlikte, Koebe (1907) tarafindan konform fonksiyonlara genisletilerek daha kullanigh

bir hale getirilmistir.
Teorem 2.1.3. (Riemann Doéniisiim Teoremi) DcC basit baglantili bolgesini U

birim diski iizerine birebir ve konform olarak resmeden z,eD icin f(z,)=0 ve

f'(z,) >0 ozelliginde bir tek 7 fonksiyonu vardir (Palka 1991).

2.2. Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflar:

Yalinkat fonksiyonlar teorisi ¢ok genis ve karmasik oldugundan bazi
kolaylastiric1 kisitlamalar yapmak gerekir. Unlii Riemann Déniisiim Teoremi ile D
bolgesi yerine U birim diskini alabiliriz. U birim diskinde analitik, yalinkat ve

normallestirilmis, yani £(0)= f'(0)—1=0 kosullar1 ile normalize edilmis fonksiyonlara

normalize edilmis analitik fonksiyonlar denir ve bu sekildeki fonksiyonlarin kiimesi S

ile gosterilir.
Her f €S fonksiyonu

zZ)=z+a,z  +...=z+ az
2 ? n !
n=2

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.
S sinifina ait bazi fonksiyon 6rnekleri asagidaki gibidir.
i. w= f(z) =z birim fonksiyon.
ii. w=/(z)=z(1-z)"'=z+z’+2+.., U birim diskini Re{w}> —% bolgesi
lizerine resmeder.

iii. w=f(2)=z(1-2")"'=z+2 +2°+.., U birim diskini tiim karmasik diizlemden
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(—00,— %] ve [lz,oo) yart dogrularinin ¢ikarilmasi ile elde edilen boélge iizerine

resmeder.

iv. 10gz=10g|z|+i argz seklinde tanmimlanan logz fonksiyonu, argz nin sonsuz

saylida degeri olmasi nedeniyle, diger bir ifade ile iki degeri arasindaki fark 27i
nin bir kati oldugundan ¢ok degerli bir fonksiyondur. Dolayisiyla her bir z degerine

log z fonksiyonunun sonsuz sayida degerleri karsilik gelebilir. argz nin verilen bir
degerine karsilik gelen logz ye logaritmanin bir dali denir. argz nin
- <argz <z araligindaki dalina logz nin esas degeri denir. Buna gore logz
fonksiyonu, her biri fek degerli sonsuz sayida dala sahiptir. Dolayisiyla logz

fonksiyonu secilen sabit bir dal {izerinde tek degerli olur. Bu kosul altinda
w=f (z):%log[(l+z)/(l—z)] fonksiyonu, U birim diskini —% <Imw<7% 4 bolgesi
lizerine resmeder.

v.w=f(z)=z —%zz = %[1 -(1- 2)2] , U birim diskini bir kardioidin i¢ine resmeder.

Yalinkat iki fonksiyonun toplami yalinkat olmak zorunda degildir. Bu

nedenle, S smifina ait iki fonksiyonun toplami S sinifinda olmayabilir. Ornegin;

z z

ve  f,(2)=

1-z 1+iz

H(2)=

fonksiyonlar1 § smifinda olmasina ragmen

1 1 2-2(1-i)z

KO =5 Ve O =y B MO EO= Ty

toplam fonksiyonu z = 1% noktasinda f,(z)+ f,(z)=0 olur, yani S smifinda olmaz.

Fakat S smifinin sagladigi 6zellikler bir¢ok doniisiim altinda korunur.

Bu doniigiimlerden bazilar1 asagidaki sekildedir.

o  Eslenik alma: he S ve g(z)= h(z) =z +a_222 +a,;z’ +... ise ge S olur.

e Dondiirme: he S ve g(z)=e“h(ez) ise ge S olur.

o Genisleme: heS ve0<r<1 olmak iizere g(z) =r"h(rz) ise ge S olur.
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e Disk otomorfizmasi: he S ve a <1 olmak iizere

h(ZJr_aj—h(a)

1+az

(1=[ef" )2

g(2)=

ise g e S olur.

o  Deger bélgesi doniigiimii: he€ S ve y fonksiyonu 4 fonksiyonunun goriintii
bolgesinde analitik, yalinkat, w(0)=0 ve w'(0) kosullarin1 gergekleyen bir
fonksiyon ise yohe S olur.

e  Ihmal edilmis deger doniisiimii: heS ve h(z)#w ise g=(wh)/(w—h)eS
olur.

o  Karekok doniisiimii: heS ve g(z)=+[h(z®) ise g=(wh)/(w—h)eS olur.

Sinirli bir D bdlgesinde analitik ve smirinda siirekli bir f fonksiyonunun

maksimum modiiliinii D bolgesinin sinirinda aldigin1 séyleyen Maksimum Modiil
Teoreminin Onemli bir sonucu, f(z)/z fonksiyonuna maksimum modil teoremi
uygulanarak elde edilen Schwarz Lemmasidir.

Teorem 2.2.1. (Schwarz Lemma) f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise, o halde f’(O)|S1 ve |f(2)<|7|

olur. Esitlik sadece 6cR olmak iizere f(z)=€”z fonksiyonu icin gecerlidir

(Ponnusamy ve Silverman 2006).

U birim diskinde analitik olan ve Schwarz Lemmasini saglayan fonksiyonlara
Schwarz  fonksiyonu denir (Graham ve Kohr 2003). Schwarz fonksiyonlari,

subordinasyon prensibinin temel elemanlaridir.

Subordinasyon prensibi, karmasik analizde ©nemli rol oynamaktadir.
Subordinasyon kavrami ilk olarak Lindelof (1909) tarafindan ortaya atilmis ancak
temel bagintilar Littlewood (1925) ve Rogosinski (1943) tarafindan bulunmustur.

Subordinasyon prensibi asagidaki sekilde tanimlanir.
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f ve g birim diskte analitik iki fonksiyon olsun. U birim diskinde

f(2)=g(m(2))

olacak sekilde w(z)<1 ve w(0)=0 kosullarim1 saglayan analitik (yalinkat olmak
zorunda olmayan) bir w fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna
subordinedir denir ve f<g ile gosterilir. g fonksiyonunun yalinkat olmasi
durumunda f<g< f(0)=g(0) ve f(U)cg(U) Onermeleri saglanir (Miller ve
Mocanu 2000). 7 fonksiyonunun g fonksiyonuna subordine olusu Sekil 2.1 de

gosterilmistir.

Sekil 2.1.  f* fonksiyonunun g fonksiyonuna subordinasyonu
Subordinasyon ile ilgili asagidaki teorem oldukg¢a kullanighdir.

Teorem 2.2.2. f ve g fonksiyonlari, U birim diskinde analitik ve g U da yalinkat

olsun. f < g olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f(2)=g(mz))

olacak sekilde Schwarz Lemmasini saglayan bir w fonksiyonunun bulunmasidir

(Goodman 1983).

Yalinkat fonksiyonlardaki onemli teoremlerden birisi de fonksiyonlarin ve
tiirevlerinin modiillerinin alt ve {ist sinirlarinin belirlendigi biliyiime (growth), biikiilme

(distortion) ve oOrtiiliis teoremleridir.



Teorem 2.2.3. f e S ise her |z|=r<1 i¢in

7

-<|f(2)| < ;2 (BiiyiimeTeoremi)
(1 + r) (1 - r)
I-r - <|f(2)| < 1;r3 (Biikiilme Teoremi)
(1 + r) (1 - r)
f(U)> D(0,1/4) (Ortiiliis Teoremi)

ifadeleri saglanir. Burada D(0,1/4) orijin merkezli ve % yaricaplt agik diski

gostermektedir (Duren 1983).
S siifina ait en 6nemli fonksiyonlardan biri

z

(1-2)’
seklindeki Koebe Fonksiyonudur. Koebe fonksiyonu U da

k(z)=

k(z)=z+ i nz" (2.2)

seklinde bir Taylor serisi agilimina sahip olup, U birim diskini C - (—o0,-1/4] {izerine
konform olarak resmeder (Sekil 2.2). Koebe fonksiyonu, S smifindaki fonksiyonlar

icinde U birim diskini en genis bolge lizerine yalinkat olarak resmeden fonksiyondur.

Eger y belli bir w, i¢in |w0| 2% noktasindan sonsuza uzanan herhangi basit bir egri

ise bu durumda, U birim diskini y egrisinin tiimleyenine doniistiiren, S sinifina ait bir

fonksiyonu bulmak miimkiindiir.

Sekil 2.2. Birim diskin Koebe fonksiyonu altindaki goriintiisii

10
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Her bir #eR igin

kg(z): , (ZEU)

£
(1 _ ei92)2
fonksiyonuna Koebe fonksiyonunun rotasyon fonksiyonu denir.

Koebe (1907) asagidaki sonucu ortaya koymustur.

Teorem 2.2.4. (1] f(U) > {w:|w]<c} sartin1 saglayan pozitif bir ¢ sabiti vardur.

fe8
Bu teoremde Bieberbach (1916) ¢=1/4 olarak bulmustur. Fakat teorem 1916
yilina kadar pek bir uygulama bulamamistir. ¢ =1/4 olmasi demek, birim diskin f e §
fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin M <1/4 agik diskini 6rttiigii anlamina gelir. Ayrica

k, (2.2) ile verilen Koebe fonksiyonu olmak iizere k(U) iginde kalan en biiyiik diskin

yarigapi % olur.

Koebe fonksiyonunun birim diski resmettigi bolgenin maksimal ozelligi,
simetrik olusu ve katsayilarinin 6lciisii bizi Bieberbach (1916) tarafindan ortaya atilmis

ve uzun yillar kestirim olarak kalmis agsagida verilen Bieberbach Kestirimine gotiirir.
Bieberbach Kestirimi, feS olmasi durumunda, her n>2 igin |a,|<n
esitsizliginin oldugunu sdyler ve her »n>2 igin |an| =n olmast durumu f

fonksiyonunun (2.2) ile verilen Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi halinde

elde edilir (Bieberbach 1916).
Gergekte Bieberbach,

a,|<2 oldugunu ispatlamis ve bu sonucun yukaridaki
gibi genellestirilebilecegini bir Oneri olarak belirtmistir. Daha sonraki yillarda Lowner
(1923) bu sekildeki fonksiyonlarin parametrik gosterimlerini gelistirmis ve |a;|<3
oldugunu ispatlamistir. Dordiincli katsayr i¢in esitsizlik ise 1955 yilina kadar
bulunamamistir. Daha sonra, Garabedian ve Schiffer (1955) varyasyonel bir metod
kullanarak |a4|S4 oldugunu oldukc¢a uzun ve zor bir ispat yoluyla ispatlamislardir.
Charzynski ve Schiffer (1960) bu katsayr i¢in birbiri ile baglantili iki basit ispat
vermislerdir. Pederson (1968/1969) ve Ozowa (1969), |a,[<4  oldugunu
ispatlamiglardir.

Bir esitsizlikte, esitligi veren fonksiyona ekstremal fonksiyon denir.

11
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(2.2) 1ile verilen Koebe fonksiyonu ekstremal bir fonksiyon oldugundan
buradaki katsayilara bakilarak |a,|<n oldugunu tahmin etmek miimkiindiir.

Bieberbach kestirimi ile S sinifindaki fonksiyonlarin katsay:1 problemi iizerine,
birbiri ile baglantili alt1 tane Onemli kestirim verilmistir. Bieberbach kestiriminin
dogrulugu 79 yil sonra, Branges (1985) tarafindan ispatlanmistir. Bu kestirimin ispati,
S sinifinin birgok alt sinifinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

S smifinin 6nemli bir alt smifi yildizil fonksiyonlardan olusur. Bir Dc C

kiimesi ve bir z, € D noktasini ele alalim. z, noktasini, her z € D noktasina birlestiren

dogru pargas1 tamamen D i¢inde kaliyorsa, D kiimesine z, noktasina gore yildizil

denir. Orijine gore yildizil olan bolgelere de sadece yildizi/ denir. Geometrik olarak, D

kiimesinin yildizil kiime olmas1 demek, her noktasinin z, noktasindan goriinebilmesi
demektir. f fonksiyonu yalinkat ve goriintii bolgesi orijine gore yildizil ise, f
fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir (Sekil 2.3). Yildizil fonksiyonlarin sinifi §* ile
gosterilir.

Yildiz1l fonksiyonlara k(z)=z/(1-z)* Koebe fonksiyonundan elde edilen

log k'(z) fonksiyonunu 6rnek olarak verebiliriz.

f 1(2)

TV |
L/ %

Sekil 2.3. Yildizil bolge

S smifinin diger 6nemli bir alt smifi da konveks fonksiyonlarin smifidir. Her
noktasina gore yildizil olan D kiimesine konveks kiime denir. Diger bir ifade ile, D
kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasi tamamen D kiimesinin iginde

kaliyorsa, D kiimesine konvekstir denir. Genel olarak, bir f fonksiyonu yalinkat ve
goriintli bolgesi konveks ise, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Sekil 2.4)

(Pommerenke 1973). Konveks fonksiyonlarin sinift X ile gosterilir.

12
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Sekil 2.4. Konveks bolge

Teorem 2.2.5. (Noshiro-Warschawski Teoremi) f fonksiyonu, konveks bir D
bolgesinde analitik ve bu bolgede Re f'(z) > 0 ise, f fonksiyonu D bdolgesinde
yalinkattir (Goodman 1983 ).

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde bir diger 6nemli sinif ise p(0)=1 ve Re p(z) >0

kosullar1 ile U birim diskinde analitik ve

0

p(z)=1+alz+a222+...:1+2a z

n

n

n=1

seklindeki fonksiyonlardan olusan pozitif reel kisimli fonksiyonlar smifidir. Bu
fonksiyonlarin smifi Caratheodory sinifi olarak da bilinir ve P ile gosterilir. P

smifindaki fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekmez. Ornegin; n>2 tamsayisi icin

f(z)=1+z" fonksiyonu P simifina ait olmasina ragmen U da yalinkat degildir.

U da analitik

Sg(z)zrr_2=1+2z+2zz+...:1+2 z
—Z n=1

fonksiyonu P smifinda olup, U birim diskini Q={w:Rew>0} iizerine birebir ve
analitik (konform ) olarak resmeder. ¢ fonksiyonu P sinifindaki bu 6zellige sahip tek
fonksiyon degildir. Ancak bu fonksiyon P sinifindaki fonksiyonlar i¢inde 6nemlidir.

fonksiyonu altinda birim diskin goriintiisii Sekil 2.5. de gosterilmistir.

13
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Ml

LI

o
1

Sekil 2.5. (z) = TF_Z fonksiyonu altinda birim diskin goriintiisi

Yildiz1l ve konveks fonksiyonlari, pozitif reel kisimli fonksiyonlar yardimiyla

tanimlamak miimkiindiir. U birim diskinde analitik ve f(0)= f'(0)—1=0 kosullarini

saglayan bir f fonksiyonu i¢in

fES*Q%EP

feK<:>l+&eP
f(2)

ozellikleri saglanir (Duren ve ark 1996).

Asagida verilen Alexander Teoremi, konveks ve yildizil fonksiyon simiflari

arasindaki iliskiyi verir.

Teorem 2.2.6. (Alexander Teoremi) f fonksiyonu, U birim diskinde

f(0)= f'(0)—1=0 kosullar1 ile normallestirilmis analitik bir fonksiyon olmak iizere
feKozf'eS®
onermesi dogrudur (Alexander 1915).

S sinifin1 kapsayan, S sinifinin diger bir alt sinifi da konvekse yakin fonksiyon

siifidir. Bu sinif Kaplan (1952) tarafindan gelistirilmistir.

14
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Bir s fonksiyonu |z| <1 bdlgesinde analitik olmak tizere

Re{f ,(Z)} >0
g'(2)
olacak sekilde konveks bir g fonksiyonu veya esdeger olarak

Re {w} >0
g(z)

esitsizligini saglayan yildizil bir g fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna konvekse yakin

fonksiyon denir. f(0)=f'(0)—1=0 kosullar1 ile normallestirilmis konvekse yakin f

fonksiyonlarmin smnifi C ile gosterilir. Burada 7 fonksiyonunun yalinkat olmasi

oncelikli kosul degildir. Ayrica g fonksiyonunun da g(0)=g'(0)-1=0 seklindeki

normalizasyon kosullarini saglamasi gerekmez.

D herhangi bir bolge olsun. Eger D bdlgesinin tiimleyeni, birbiri ile kesismeyen

dogru parcalarinin bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa, D bdlgesine konvekse yakin

bolge denir.
Yukarida verilen siniflar igin

e Her konveks fonksiyon konvekse yakindir.
e Her yildizil fonksiyon konvekse yakindir.

e Her konvekse yakin fonksiyon yalinkattir.
ozellikleri saglanir. Buna gore,
KcS cCcS

seklindeki kapsama bagintis1 yazilabilir.

Robertson (1936), a mertebeli konveks ve a mertebeli yildizil fonksiyonlar

tanimlamustir.

15



2. YALINKAT FONKSIYONLAR

S sinifindaki bir f fonksiyonu her ze U i¢in,

Re{1+w} >a
f'(2)

kosulunu sagliyorsa bu fonksiyona a mertebeli konveks fonksiyon denir ve bu

fonksiyonlarin kiimesi K(«) ile gosterilir.

S smifindaki bir f fonksiyonu, her zeU i¢in

Re {M} >a
f(2)

kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona da « mertebeli yildizil fonksiyon denir ve bu

fonksiyonlarin kiimesi S*(«) ile gosterilir.

7f"(2)
/(@

NEAC)
)

z=0

oldugundan o <1 olmasi gerekir. Aksi halde S*(«) ve K(a) kiimeleri bos olacaktir.
Ayrica =1 olmasi durumunda $*(«) ve K(«) kiimeleri sadece f(z)=z seklindeki

bir fonksiyona sahip olurlar. Genellikle 0 <« <1 kosulu goz 6niine alinir. Buradaki «

degeri biiyiidiikge S*(ar) ve K(a) kiimeleri kiiglilmektedir.
Bu siniflar i¢in Alexander Teoremini,
f(D)eK(@)= F(2)=2"(2)eS (a)

Onermesi ile verebiliriz.

16
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3. HARMONIK FONKSiYONLAR

Bu béliimde, reel ve sanal kisimlarinin eslenik olmasi gerekmeyen karmasik
degerli harmonik yalinkat fonksiyonlar ve bazi alt simiflar1 hakkinda genel bilgiler
verilecektir. Bu fonksiyonlar analitik olmadigi i¢in analitik yalinkat fonksiyonlarda
goriilmeyen bazi zorluklart harmonik yalinkat fonksiyonlarda gérmek miimkiindiir.
Konform doniigiimlerin bir genellemesi olarak bilinen bu fonksiyonlarla ilgili ilk
calisma Clunie ve Sheil-Small (1984) tarafindan yapilmistir. Yapilan bu ilk calisma ile
harmonik yalinkat doniisiimler aktif bir aragtirma alan1 haline gelmistir. Ayrica bir¢cok
matematik¢i bu alanda farkli aragtirmalar yapmaya baglamiglardir. Bu béliimde verilen

bilgilerin ayrintilarina Duren (2004) kaynagindan ulasilabilir.

3.1. Karmasik Harmonik Doniisiimler

Bir D boélgesinde tanimlt u = u(x,y) fonksiyonu D de ikinci mertebeden siirekli
kismi tiirevlere sahip ve

u  Ou

Y 0x 2%y

seklindeki Laplace denklemini sagliyorsa, u fonksiyonuna D de reel harmonik
doniisiim denir. Eger u=u(x,y) ve v=v(x,y) fonksiyonlari bir D bdlgesinde reel
harmonik iki donlisiim ise f =u +iv fonksiyonuna D de karmasik harmonik doniigiim
denir. f=u+iv karmasik harmonik doniisiimiiniin birebir olmasi durumunda da £

fonksiyonuna D de harmonik yalinkat déniisiim denir. Genellikle, harmonik doniisiim

denildiginde karmasik degerli harmonik yalinkat fonksiyon diisiiniiliir.

Buna gore karmasik degerli harmonik yalinkat bir fonksiyon, reel ve sanal
kisimlar1 reel harmonik olan ve bir bolgeyi birebir harmonik olarak doniistiiren bir
fonksiyondur. Karmasik degerli harmonik fonksiyonlar analitik olmak zorunda
olmadigindan analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in gecerli olan bazi 6zellikleri harmonik
yalinkat fonksiyonlara tasimak miimkiin degildir. Ornegin; w= f(z)=-2xy +i(y* —x°)
fonksiyonu karmagik diizlemde harmonik olmasina ragmen higbir yerde analitik
degildir. Ayrica D bolgesinde tanimli fonksiyonlarin analitikligi, bileske ve ¢arpim

kurallart altinda korunmasma ragmen bu kurallar harmonik fonksiyonlarda gegerli
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3. HARMONIK FONKSIYONLAR

degildir. Ornegin; f(x)=x ve g(x)=x" fonksiyonlar1 iki harmonik fonksiyonun
carpiminin harmonik olmasi gerekmedigini gosterir. Ayrica f:D—>C ve g:D—->C
fonksiyonlar1 i¢in, go /' bileske fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Benzer bir
sekilde f:D — C harmonik bir fonksiyon ve g:f(D)— C analitik bir fonksiyon ise
go [ bileske fonksiyonu harmonik olmayabilir. Ancak f:D— C fonksiyonunun
analitik ve g:f(D)—> C fonksiyonunun harmonik olmasi durumunda gof bileske
fonksiyonu harmoniktir. Analitik fonksiyonlarin sinifi cebir olusturmasina ragmen,
harmonik fonksiyonlarin simnifi cebir olusturmaz. Hatta f harmonik ise, 1/f ve f'

fonksiyonlar1 harmonik  olmayabilir.  Ustelik harmonik  déniisiimlerin  smir
davraniglariin analitik yalinkat fonksiyonlarinkinden ¢ok daha karmasik oldugunu
sOyleyebiliriz. Bununla birlikte, konform doniisiimlerin bilinen teorisini bir sekilde

harmonik doniisiimlere tasimak miimkiindiir (Duren 2004).

Konform doniisiimlerde oldugu gibi diizlemde basit baglantili herhangi bir
bolgede harmonik yalinkat doniisiimleri ¢alismak yerin birim diskte calismak daha

kullanighdir. Ciinkii /', basit baglantili bir Dc C bdlgesinden G bolgesi ilizerine
harmonik yalinkat bir doniisiim ve ¢ de U birim diskini D bdlgesi ilizerine konform

olarak resmeden bir doniislim ise F = fop, U birim diskini G {izerine resmeden

harmonik yalinkat bir doniisim olur. Bu durumda esas doniisiim ise, f=Fog™

seklindedir.

Konformal olmasi gerekmeyen harmonik yalinkat doniisiimlerin en basit

ornekleri,

a|#|p| olmak iizere,

f@)=az+y+pz
seklindeki afin doniisiimleridir. y =0 oldugunda bu doniisiim, dogrusal doniisiim haline
gelir. Harmonik dontistimler bir afin doniisiimdiir ve bu doniisiimlerin her bileskesi

harmoniktir, yani £ harmonik ise o f +y+ Bf seklinde yazilabilir.

Diger bir 6nemli 6rnek, U birim diskini |w| = % cemberi ile ¢evrelenmis tli¢

uclu bir egrisel tliggen (hypocycloid) icine resmeden f(z)= z+%72 dontigiimiidiir

(Sekil 3.1a). Bu fonksiyonun yalinkat oldugunu gostermek icin birim disk i¢inde
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bulunan z, ve z, noktalarii¢in f(z,)= f(z,) oldugunu varsayalim. Bu durumda

(2,+2,).(z2-2,)=2(z,-2z)
esitligi  bulunur. |z1 +z2|<2 oldugundan yukaridaki esitlik sadece z =z, olmasi

durumunda saglanir. Boylece f fonksiyonu yalinkat olur. n=2 ve n=3 i¢in
f(z)=z +%E2 doniisiimii altinda birim diskin goriintiileri sirasiyla Sekil 3.1. a ve b ile

gosterilmistir.  Sekildeki egriler esmerkezcil c¢emberler ve merkezcil 1sinlarin

goriintiilerinden olugsmaktadir.

(a) n=2 (b) n=3
Sekil 3.1. Birim diskin f(z) =z + EZ doniisiimii altindaki goriintiisii

Karmagik analizde 82 ve = operatorleri olduk¢a Onemlidir. z=x+iy ve
z Z

z = x —iy karmasik eslenik ¢ifti olmak tlizere

z+z z—Z
23)/:

X =

seklinde alindiginda 6/6z ve 9/0z operatorlerini

0 0ox 0 oy 1(6 .aj
_—__+__:_ _——

o _oa ow 1,0
0z Oxo0z oOyoz 2\ox oy 0z Ox0z Oyoz 2\ 0x Oy
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3. HARMONIK FONKSIYONLAR

seklinde yazabiliriz. Boylece f(x+iy) fonksiyonunu z ve z degiskenleri cinsinden

. z+Z z—2Z (z+Z z—Z
xX+iy)=u , +iv ,
S +iy) ( 2 2 J ( 2 2 j

olarak yazilabilir. Bu nedenle stirekli kismi tiirevlere sahip f =u +iv fonksiyonu i¢in
fo=u +ivove fo=u +iv,
gosterimleri kullanilabilir. Boylece kismi tiirevlerle

1

L e [ R A | A A B [ R e |

2 2

=uv,—u,v, esitliklerini yazabiliriz. Karmagik bir f fonksiyonu i¢in

ve -

VARSVE

/. =0 durumunda

u =v v u =—v

X y y X
seklindeki Cauchy-Riemann denklemlerini elde edebiliriz. Ayrica

2
Af:4i gj=4af:4fzz
oz \ Oz 0z0z

seklindeki Laplace denkleminin karmasik formunu gosterebiliriz. Boylece karmasik

degerli bir f fonksiyonunun harmonik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul ikinci

mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve

Af = 4fzz

seklindeki Laplace denklemlerini saglamasidir. Ayrica z ve Zz arasindaki tiirev
iligkisini

(£)=(7).

esitliginden gorebiliriz.

Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan (u,v) fonksiyon cifti eslenik ¢ift

olarak adlandirilir. v, u fonksiyonunun harmonik eslenigi ve dolayisiyla —u fonksiyonu

da v fonksiyonunun harmonik eslenigi olur.

u(x,y) fonksiyonu D bolgesinde harmonik olsun. Bu fonksiyon yardimiyla

g=u,—iu, fonksiyonunu tanimlayalim. U=u, ve V=-u, olarak tanimlarsak
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g=U+iV olarak yazabiliriz. « harmonik fonksiyonunun verilen bolgede her

mertebeden tlirevi oldugundan U fonksiyonu, benzer sekilde V' fonksiyonu ve bu

fonksiyonlarin birinci mertebeden tiirevleri de siireklidir, yani U =u, ve V, =-u,

fonksiyonlari da D bdlgesinde stireklidir. u,, +u,, =0 oldugundan

u,=U,=-u, =V =U =V, ve u, =U

XX y

zuyxz_Vx:Uyz_I/x

esitlikleri saglanir. g fonksiyonu, D bdlgesinde Cauchy-Riemann denklemlerini
sagladigindan bu bolgede analitik olur. Bdylece basit baglantili bir D bolgesinde f'=g

olacak sekilde analitik bir f fonksiyonu bulunabilir. Buradan

U+iV=(Ref), +i(Imf) Z‘i((Ref)y ”(Imf).v)

X

esitligi elde edilir. Buradaki Im /', u fonksiyonunun harmonik eslenigi olarak bilinir.

Boylece her harmonik fonksiyonun analitik bir fonksiyonun reel kismi olarak

yazilabilecegini gdosteren

(Ref) =U=u,, (Ref)yz—V:uy:Refzu+c

ifadesini elde edebiliriz.

u ve v basit baglantili bir D boélgesinde harmonik bir fonksiyon olmak iizere,

f =u+iv harmonik fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda

u:ReF:F;F, y=ImG=2"0

olacak sekilde analitik F ve G fonksiyonlar: vardir. Béylece # ve g fonksiyonlar1 D

bolgesinde analitik olmak {izere,

olarak yazilabilir. Buradaki
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3. HARMONIK FONKSIYONLAR

gosterimine f fonksiyonunun kanonik (standart) gosterimi denir ve bu yazilim tektir.

h fonksiyonuna f fonksiyonunun analitik, g fonksiyonuna da es-analitik kismi (co-
analytic part) denir. Ayrica h'= f ve g’=]_”f fonksiyonlar1 f fonksiyonunun tanimli

oldugu bolgede analitiktir.

Harmonik fonksiyonlar teorisinde, asagida verilen Jakobiyen kavrami oldukca

onemli bir yere sahiptir.

D c C agik bir kiime, f: D — C ve f =u+iv olsun. ze D olmak iizere

fomg (Fr i) =5 v )+ 5 (bm) Ve £ =20 =) =2 +,)+ 20, -,

seklindeki kismi tiirevleri ile J, Jakobiyeni arasinda

2 2

J

fz _fz

s

seklinde bir iliski vardir. Eger f fonksiyonu analitik ise f* fonksiyonunun jakobiyeni
J f(z)=| f '(z)|2 seklinde yazilabilir. Analitik bir f fonksiyonunun bir z noktasinda
yerel olarak yalinkat olmasi igin gerekli ve yeterli kosul J,(z)#0 olmasidir (Clunie ve
Sheil-Small 1984). Lewy (1936) bu durumun harmonik doniisiimler i¢in de dogru

oldugunu asagidaki teoremle gostermistir.

Teorem 3.1.1. (Lewy Teoremi) Bir harmonik doniisiimiin z, noktasinin bir
komsulugunda yerel olarak yalinkat olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul z, noktasinda

J,(2,) #0 olmasidir (Lewy 1936).

Lewy bu teoreme ek kosullar ekleyerek R’ igin de bu teoremin dogru oldugunu

gostermistir.
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Bir D bodlgesinde harmonik yalinkat bir f* fonksiyonu i¢in J,(z)>0 ise f
fonksiyonuna D bdlgesinde yon koruyan, J (z)<0 ise yon geviren denir. J7. =—J;

oldugundan f fonksiyonu yon koruyan ise ? eslenik fonksiyonu da yonii ters

f.(2)|>|f.(2z)| oldugu yerlerde f fonksiyonu yerel olarak
f.(2)|<

¢evirendir. Sonug olarak,

yalinkat ve yon koruyan, e (Z)| oldugu yerlerde ise f yonii ters ¢eviren bir

fonksiyondur. Eger f fonksiyonu yon koruyan ise

( ) )

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik geometrik olarak; # fonksiyonunun sonsuz kiiciik bir

d

L= f=1)1d.

z

<ldw|<(|/.]+

cemberi, biiylik eksenin kiiciik eksene orani

VARINE
ARV

D, =

olan sonsuz kiigiik elipslere doniistiirdiglinii sdyler. D, =D, (z), 1<D,(z)<o oranina

f fonksiyonunun : noktasindaki genislemesi (dilatation) denir.

K, 1<K <o seklindeki sabit bir say1 olmak iizere, eger yon koruyan bir f
homeomorfizmas1 verilen bir bodlgede ‘Df(z)‘SK esitsizligini  sagliyorsa f

doniisiimiine kuasikonform veya K-kuasikonform doniisiim denir. Buna gore K =1 igin

/. =0 olacagindan f konform bir doniisiim olur.

= f /f. oranma f fonksiyonunun birinci karmagsik genislemesi denir. Eger
f yon koruyan bir doniisiim ise OS‘ Y7 f‘ <1 olur. Ayrica ‘Df (z)‘ <K olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul ‘ 7y (z)‘ =(K-1)/(K+1) olmasidir. Bu durumda bir y6n koruyan

homeomorfizmanin kuasikonform olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul, bir bolgede onun

karmasik genislemesinin ‘,u/ (z)‘SK <1 olmasidir. f doniigiimiiniin konform olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul ise, 4, =0 olmasidir (Lehto, Virtanen 1973 ve Ahlfors

1966 ).
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3. HARMONIK FONKSTYONLAR

Harmonik fonksiyonlar teorisinde v, = 1. / f. oranma ikinci karmasik
genisleme denir. Harmonik dontisiimler teorisinde v, ikinci karmagik genislemesi ile

u, birinci karmagik genislemesine gore daha kullamigh sonuglar elde etmek
miimkiindiir. ‘vf‘ :‘ ,uf‘ oldugundan f fonksiyonunun kuasikonform olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul ‘vf (z)‘ <k <1 esitsizliginin saglanmasidir. Bu durum asagidaki teorem

ile ifade edilebilir.

Teorem 3.1.2. f fonksiyonu bir Dc C bolgesinde yerel olarak yalinkat ve yon
koruyan olsun. Bu durumda f fonksiyonunun harmonik olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul, o =v, = fz / /. fonksiyonunun D bdlgesinde analitik olmasidir (Hengartner ve

Schober 1986).

Bu teorem 6zellikle yon koruyan # harmonik yalinkat doniisiimiiniin ikinci
karmasik genislemesi olan @ =7;/ /. fonksiyonunun analitik ve modiiliiniin 1 den daha

kiigiik oldugunu gosterir. Bu nedenle a)=7;/ f. fonksiyonuna f fonksiyonunun
analitik genislemesi veya kisaca genislemesi denir. Ayrica o =0 olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul # fonksiyonunun analitik olmasidir. Bu teoreme bir uygulama olarak

asagidaki ornek verilebilir.
1_
f(z2)=z——Z, n=2
n

fonksiyonunu alalim. Her bir »>2 degeri i¢in f fonksiyonu harmoniktir ve

-1

w(z)=-z" seklinde ikinci karmagsik genislemesi vardir. z,,z,eU olmak iizere

f(z,))= f(z,) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
n(z,-2,)=7"-5"=G~-5)E"5"" 5 +.+7,)

esitligi elde edilir. Her iki tarafin mutlak degerinin alinmasi ile

— -l —n—
z," +z/ <n

2 — n-1
Zy, . +Z,
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Oldugundan yukaridaki esitlik =z =z, disinda mimkiin olmaz. Bdylece [
fonksiyonunun yalinkat oldugunu gorebiliriz. Bu durumda # fonksiyonu, birim diski

|w|=(n+1)/n c¢emberi iginde kalan n+1 kanatll bir hiposikloid tarafindan smirlanan

bolge ilizerine resmeden bir harmonik doniisiimdiir. Ayrica F(Z):Z+lg" fonksiyonu,
n

birim diskteki her nokta icin

F'(2) —1| <1 oldugundan analitik ve yalinkattir. Boylece

F, birim diskte normalize edilmis yalinkat bir fonksiyondur.
n=2 ve n=4 degerlerii¢in f ve F fonksiyonlarmin goriintiileri siras1 ile

Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 de gosterilmistir.

X
70

W
A

<

(@) n=2 (b) n=

(a) n= (b) n=4

Sekil 3.3. Birim diskin F(z)=z+ lz" doniistimil altindaki goriintiisii
n
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3. HARMONIK FONKSIYONLAR

3.2. Harmonik Yalinkat Fonksiyonlarmn S, ve S, Smflar

Bu kesimde, analitik yalinkat fonksiyonlarin genellemesi olarak harmonik

yalinkat fonksiyonlarin sinifi ve bu sinifa ait baz1 6nemli 6zellikler verilecektir.

U birim diskinde % ve g analitik fonksiyonlarinin seri agilimlari
h(z)=) a,z" ve g(z)=) b,z"
n=0 n=1

olmak iizere U da yon koruyan f=h+g harmonik yalinkat fonksiyonu ig¢in
|g'(2)| <|W'(z)] esitsizligi saglamir. Bu durum A'(z)=0 oldugunu gosterir. Boylece
h(0)=0 ve h'(0)=1 kosullar1 ile normalize edebiliriz. U birim diskinde tiim yo6n
koruyan, normalize edilmis harmonik ve yalinkat dontisiimlerin sinift S,, ile tanimlanir.
Bu siniftaki bir f fonksiyonu, # ve g U birim diskinde analitik fonksiyonlar olmak

uzere

f(z):h(z)+@=z+ianz" +ibnz" (3.1)

n=2
seklinde gosterilir.

S ile S, siniflart arasinda S < S, seklindeki kapsama bagintisini yazabiliriz.

F, AcC bolgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Eger

Failesindeki her (f,) dizisi A4 bdlgesinin her kompakt alt kiimesinde diizgiin
yakinsak bir alt diziye sahip ise, F ailesine normal aile denir. S, ailesi normal bir

ailedir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

f=h+geS8, fonksiyonunun analitik kismi olan 4 fonksiyonu yerel olarak

yalinkat olmasina ragmen U birim diskinde yalinkat olmasi gerekmez. Diger taraftan

S, smifina ait bir fonksiyon dizisinin limit fonksiyonu harmonik olmasina ragmen

yalinkat olmak zorunda olmadigindan S, kompakt degildir. Buna 6rnek olarak,

f(2)=z+——7%
n+l
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seklinde tanimlanan f, €S, afin doniistimlerin bir dizisini verebiliriz. z=x+iy i¢in
f,(z) > f(x)=2x yakinsamasi1 U birim diskinde diizgiindiir ancak limit fonksiyonu

yalinkat degildir.

Her bir /€S, fonksiyonu igin |5 |<|a|=1 oldugundan

w—bw

1—|b1|2

p(w) = (3.2)

fonksiyonu yon koruyan bir afin doniisiimdiir. Boylece
Jo=pof=h+8,
fonksiyonu
hy(0) = g,(0) =0, 7'(0)=1ve g'(0)=0

ozelliginde yon koruyan harmonik yalinkat bir doniisiimdiir. Bu nedenle, f, €S,
fonksiyonuna ek olarak g'(0)=0 o0zelligindeki biitin feS, fonksiyonlarmnin smifi

eklenerek S alt sinifi elde edilir.
Bu smiflar arasinda S < S, c S}, seklinde bir bagint1 vardir.

Eger f=h+geS’ ise g'(0)=0 ve |g'(z)/h'(z)| <1 olup Schwarz lemmas1 geregi
|g'(2)| <|2||'(z)| oldugu goriilebilir. Buna gbre feS; ise w=f./f. genislemesi i¢in

lo(2)|<|z| esitsizligi vardir.

Eger feS, fonksiyonunu f, €S’ fonksiyonuna tasiyan f - f,=9of
doniisiimiiniin tersi almirsa f = £, +b,f, elde edilir. Boylece || <1 ozelligindeki belli

bir g'(0)=5, sayisi igin S, smifi ile Sy, sinifi arasinda birebir baginti kurulmus olur.

Boylece S, smifinda ¢oziimii zor olan bir problemi S, sinifinda ¢ozerek tekrar S,

siifina tagimak mimkiindiir. Asagidaki teorem ekstremal problemlerin ¢oziimiinde

onemli bir yere sahiptir.
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Teorem 3.2.1. S;, sinifi normal ve kompakttir (Clunie ve Sheil-Small 1984).
Teorem 3.2.2. f=h+ge Sz fonksiyonlar1 igin |b2| < % olur (Duren 2004).

Clunie ve Sheil-Small (1984), analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in tanimlanan
Koebe fonksiyonunun benzerini S, harmonik yalinkat fonksiyonlar sinifi i¢in agagidaki

sekilde tanimlamislardir.

l——zz+lz3 —z +lz

2 6 2
H(z)=—5—"—— ve G(z)==2—-2—
(2) (1_2)3 (2) (1_2)3
olmak lizere k,=H +GeS!, fonksiyonuna Harmonik Koebe Fonksiyonu denir.
Harmonik Koebe fonksiyonu, U birim diskini harmonik olarak, negatif reel eksenden

(—o0,—1/6] reel aralig1 ¢ikarilmis tiim karmasik diizlem iizerine birebir olarak doniistiiriir

(Sekil 3.4). z=1 noktasi hari¢ birim disk tizerindeki her z degeri i¢in k,(z) =-1/6 olur.

Sekil 3.4. Harmonik Koebe fonksiyonunun goriintiisii

Branges (1985) , 1984 yilinda S sinifi i¢in Bieberbach kestiriminin ispatini
yaptiktan sonra, S ailesi ve onun alt siniflar1 i¢in bulduklari sonuglarin harmonik
yalinkat fonksiyonlarin S, ve S, ailelerine de genisletilip genisletilemeyecegini
arastirmistir. Clunie ve Sheil-Small (1984), bu genisletmenin miimkiin oldugunu ancak
baz1 degisiklikler yapilarak bu siniflardaki harmonik doniisiimler i¢in benzer tahminler

yapilabilecegini ortaya koymuslardir. Simdiye kadar yapilan ¢alismalarda |b,| katsayisi
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icin kesin smir elde edilmis olmasina ragmen |a2| katsayist i¢in heniiz ispatlanmamig

olan |a,|<5/2 tahmini yapilmistir (Sheil-Small 1990).

f €S, olmasi durumunda |z| degerine bagh tiim |f(z)| degerleri i¢in pozitif bir
alt sinir yoktur. Buna 6rnek olarak, ¢ <1 olmak iizere tim ¢ degerleri igin f(z)=z+&Z
fonksiyonunun §,, sinifinda olmasi verilebilir. Ayrica Clunie ve Sheil-Small (1984), SS

sinifi i¢in asagidaki sonuglar1 vermislerdir.

Teorem 3.2.3. €S’ ise

1[4
2

f(2)|2~
(1)

esitsizligi her zeU igin gegerlidir. Boylece {w eC:lw|<1/ 16} c f(U) kapsamasi yazilir

(Clunie ve Sheil-Small 1984).

Teorem 3.2.3 ile verilen sonuglar kesin degildir, yani esitligi saglayan ekstremal
bir fonksiyon bulunamamistir. Yalinkat fonksiyonlardaki Koebe fonksiyonunun

ekstremal 6zelliginden dolay1 k,(z) harmonik Koebe fonksiyonunun 1/16 yarigap1 1/6

olarak genisletilebilir. Boylece asagidaki kestirimi verebiliriz.

Sonug 3.2.4. Her feS, icin {weC:|w|<1/6} < f(U) kapsamasi saglamr (Clunie ve
Sheil-Small 1984).

Sonug 3.2.5. k,(z2)=H+Ge Sz harmonik Koebe fonksiyonu i¢in esitlik

b

n

a, S%(2n -I—l)(n +1),

b)’l

S%(Zn—l)(n -1) ve

<n (3.3)

aﬂ

katsay1 tahminleri ile saglanir. Clunie ve Sheil-Small’in bu tahmini, Bieberbach

kestiriminin S}, sinifina ait foksiyonlar i¢in bir benzeridir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

fo €Sy, |b|<1 olmak iizere f=h+geS, smifina ait fonksiyonlar f = f, +5,f,

olarak yazilabileceginden
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|a,| < %(2;1 +1)(n+1), |b,

S%(2n —1)(n -1)

esitsizliklerinin f=h+geS, icin

1, 1.,
a|<—|2n" +1 ve |b|<—=(2n"+1
n 3( ) n 3( )
oldugu goriiliir. Boylece S;, sifi igin |a,|<5/2 ve S, smufiigin de |a,|<3 tahminleri

elde edilir. Sheil-Small (1990), yukaridaki tahmini gelistirip asagidaki sekilde verilen

Bieberbach kestiriminin bir genellemesini elde etmistir.

Sonug 3.2.6. Eger

f(o)= ianz" +ibnz”
n=1

n=2

fonksiyonu S, sinifinda ise,

2
la,| < 2”3” (n=2.3...)

esitsizligi gecerlidir (Sheil-Small 1990).

Clunie ve Sheil-Small (1984) tim feS, fonksiyonlar1 igin |a,|<12,173
oldugunu gostermislerdir. Daha sonra bu kestirim tiim feS, fonksiyonlar: i¢in

|a,| <57,05 olarak bulunmustur. (Sheil-Small 1990).

Teorem 3.2.7. feS, fonksiyonlarima ait |a2| katsayilarinin en kiigiik iist siniri

(supremumu) « olsun. Bu durumda her f eSS fonksiyonu igin

1 1-rY 1 (1+rY

esitsizlikleri saglanir. Ayrica her f eSg fonksiyonunun goriintiisii, w|<1/2a diskini

kapsar (Sheil-Small 1990). Eger |a2| =a =3 olarak alinirsa, Teorem 3.2.7 nin smirlarinin
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miimkiin olan en iyi smirlar oldugu goriiliir. Ayrica k,(z)=H +G harmonik Koebe

fonksiyonu i¢in 0<r<1 olmak {izere

ko(r)zé{(it:f—l} ve ko(—r)zé{(i;:f—l}

oldugu goriilebilir.

3.3. Konveks Harmonik ve Konvekse Yakin Harmonik Fonksiyonlar

Bu kesimde, birim diskin konveks ve konvekse yakin bolgeler {izerinde
harmonik yalinkat déniisiimlerin genel ozellikleri verilecektir. Ozellikle bu
doniistimlerin yapisal Ozellikleri ile ilgili Rado-Kneser-Choquet teoremi ve katsayi

esitsizliklerinden s6z edilecektir.

feS, ve goriintii bolgesi f(U) konveks bir bolge ise, f fonksiyonuna U
birim diskinde konveks harmonik fonksiyon denir. Konveks harmonik fonksiyonlar

smifti K, ile gosterilir. Konveks harmonik fonksiyonlar, analitik olarak

z=ré’, 0<0<2xz, 0<r<1 olmak iizere

%{arg (a—agarg f(re"g))} >0 3.4)

seklindedir.

Asagidaki teorem bir konveks bdlgenin birim disk {izerine harmonik yalinkat bir

fonksiyonun temsilini gosterir.

Teorem 3.3.1. (Rado-Kneser-Choquet Teoremi) Qc C, I' Jordan egrisi tarafindan
siirlandirilmig konveks bir bolge, ¢ de oU den T iizerine bir homeomorfizm olsun.
Bu durumda

2z 1_|Z|2

(e” )dt

it

1
f(Z)ZE

2
e -

fonksiyonu U diskinden Q bdlgesi lizerine bir konveks harmonik yalinkat doniigiimdiir

(Duren 2004) .
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Ozel olarak 0=0(t), 60(27)-6(0)=27 ozelliginde [0,27] aralifinda
azalmayan siirekli bir fonksiyon ise, U diskinde kendi iizerine yon koruyan harmonik

bir donilistim

2z 1_ 2 )
f(2)= —e|z|2 o0 gy (3.5)

27y ‘ei’ —z‘
seklindedir. Tersine, (3.5) seklindeki her fonksiyon U kapamisinda siirekli ve

f(e")=¢"" fonksiyonuna sahiptir.

Konveks konform doniistimlerle ilgili baz1 sonuglar konveks harmonik yalinkat
doniisiimlere genisletilebilir. Konveksligi ve yonii koruyan (3.2) afin doniisiimii ile

f=h+gekK, fonksiyonunun bileskesi olan ¢o f fonksiyonlar1 da konveks olup bu

fonksiyonlarin sinifi K, ile gosterilir. Boylece

fekK, ve foz(f_—b_lﬂe ;
(1-1f)

ise f=f,+bf, €K, olur.

Teorem 3.3.2. Her bir feK, fonksiyonunun f(U) goriintii bolgesi tim |u|<1/2

diskini kapsar (Clunie ve Sheil-Small 1984).
Teorem 3.3.3. f=h+geK,, ise her zeU i¢in,
Re{(e"“h (@) +e™g\(2))(e” —e 2 )} >0
olacak sekilde « ve g acilari vardir (Duren 2004).
Asagidaki teorem, Teorem 3.3.3 {in bir sonucudur.
Teorem 3.3.4. f eKz ise f'=h+g fonksiyonunun katsayilar1 n=2,3,... i¢in,

, bn|Sn;1 ve

n+1

-l.]=1

aVl

n
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esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir. Esitlik hali

prerel = oo

fonksiyonu i¢in saglanir (Duren 2004). Bu fonksiyon birim diski, yon koruyan

harmonik yalinkat olarak Re{w} >-1/2 yari diizlemin taman {izerine doniistiiriir.

Sonu¢ 3.3.5. K, smifindaki her bir f fonksiyonunun katsayilari, n»=2,3,... olmak

luzere

n+l1
2

n+1 n-1 n

IA

mLALER P

2

. +|b1| <n, |bn| <

seklindedir (Duren 2004).

feS, (veyaS)) doniigimii altinda U birim diskin, f(U) goriintiisii konvekse
yakin bir bolge ise, f doniisiimiine konvekse yakin doniigiim denir ve konvekse yakin

harmonik doniisiimler smifi C,, (veya C,) ile gosterilir.

Clunie ve Sheil-Small (1984) tarafindan asagida verilen teoremle, konvekse
yakin analitik yalinkat fonksiyonlar ile konvekse yakin harmonik yalinkat fonksiyonlar

arasindaki iligki ortaya koyulmustur.

Teorem 3.3.6. U birim diskinde # ve g analitik fonksiyonlar olsun ve | g’(0)|<|h'(0)|

esitsizligi saglansi. Eger |g|:1 olacak sekilde her ¢ i¢in #+¢g konvekse yakin bir

fonksiyon ise, bu durumda f =#4+g fonksiyonu konvekse yakin harmonik yalinkat bir

fonksiyon olur (Clunie ve Sheil-Small 1984).

Konveks harmonik yalinkat fonksiyonlar ile konvekse yakin harmonik yalinkat

fonksiyonlar arasindaki ilskiyi de agsagidaki teorem ile verebiliriz.
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Teorem 3.3.7. f=h+g, U birim diskinde yerel yalinkat ve en az bir |¢|<1 igin

h+eg konveks olsun. Bu durumda s fonksiyonu konvekse yakin ve yalinkat bir

fonksiyon olur (Clunie ve Sheil-Small 1984).

Teorem 3.3.8. C,, smifindaki bir /' =4+ g fonksiyonunun katsayilari, n=1,2,3... olmak

uzere

2n* +1

2
2n" +1 < (3.6)

a|< b

ve

seklindedir. Esitlik durumu

_ 3
k(z) =2iTm 32—23 cdC,
3(1—1'2)

fonksiyonu icin saglanir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

3.4 Yildizil Harmonik Fonksiyonlar

Birim diskin f e S, fonksiyonu altinda goriintiisii orijine gore yildizil bir bolge
ise, f fonksiyonuna yildizil harmonik yalinkat fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin

sinifi S;, ile gosterilir. Yildizil olan f e s" fonksiyonlarinin sinifi da Sy" ile gosterilir.

Geometrik olarak bu durum; f(U) goriintii bolgesinin tiimiiniin orijinden goriinebilir
oldugu anlamina gelir. Bagka bir deyisle, w, = f(z,) noktast f fonksiyonunun goriintii
kiimesine ait ise orijin ile w, noktasin birlestiren dogru parcas1 da goriintii kiimesine

aittir. Orijine gore yildizil bir bolgenin sinir egrisine yildizil egri adi verilir. Eger f
birim diski yildizil bir egriye doniistiiriiyora, arg{ f (e”’ )} fonksiyonu 6 fonksiyonunun

azalmayan bir fonksiyonu olur, yani

%arg{f(eig)}zo (3.7)

esitsizligini saglar.
Teorem 3.4.1. Her bir fe$’" fonksiyonu, esitli§in k,(z) harmonik Koebe fonksiyonu

icin gecerli oldugu (3.3) ile verilmis olan katsay1 esitsizliklerini saglar. Ayrica her bir
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yildizil feS, fonksiyonu (3.6) katsay1 esitsizliklerini saglar (Clunie ve Sheil-Small
1984).

Sonug 3.4.2. Her bir f eS5°" fonksiyonu igin,

1 3r+7°

e e
1=r)
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik hali harmonik Koebe fonksiyonu i¢in

saglanir. Ger¢ekten Teorem 3.4.1 geregi,

|f<z>|silan :

i 2n+1 n+1r +li 2n— 1

n=1

i( ),7 l3r+r

P 3 (1—}’)3

elde edilir.

Asagidaki teorem, analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in gecerli olan Alexander
teoremini harmonik yalinkat fonksiyonlara kismen genellestirerek, harmonik yildizil

fonksiyonlar ile harmonik konveks fonksiyonlar arasindaki iligkiyi gosterir.
Teorem 3.4.3. f=h+geS, yildizil bir fonksiyon ise H ve G,
zH'(z2)=h(z), z2G'(z2)=-g(z), H(0)=G(0)=0

ozelligindeki analitik fonksiyonlar olmak tlizere F = H + G, K,, sinifina ait konveks bir

fonksiyondur (Duren 2004).

Bu teoremin tersi genelde dogru olmadigindan Alexander Teoremini, harmonik
fonksiyonlar i¢in tam olarak genellestiremeyiz, yani F = H + G konveks harmonik bir
fonksiyon iken #h(z)=zH'(z) ve g(z)=-zG'(z) olmak tlizere f=h+g fonksiyonu

yildizil ve yalinkat olmak zorunda degildir.
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Ornegin; L(z)=Re{z/(1-z)} + ilm{z/(l - z)z} konveks fonksiyonu igin

z—;z2 ;22
H(z)= > ve G(z)= 5
(l—z) (l—z)

olmak tlizere F =H +G formunda olur. Boylece

h(z)=zH'(z) = S

(1-z)

ve g(z)=-zG'(z)=

olur. Buradan da

1+2z ve g'(z)= 2z+ 2
(1-2)' (1-2)'

H(z)=

yazilir. f=h+g fonksiyonu birim diskte
J @) =rEf -|lg@f
jakobiyene sahiptir. Ornegin, J(0) >0 ve J(—1/2) < 0. Bdylece Lewy Teoreminden

f =h+g fonksiyonunun yalinkat olmadig1 anlasilir.

S sinifi i¢in yapilan iglemlere benzer olarak, harmonik konveks ve harmonik
yildiz1l fonksiyonlarin analitik gosterimleri olan (3.4) ve (3.7) esitsizliklerinin sag

taraflarindaki “0” degeri yerine a (0 <« <1) alinarak, K, («) ile gosterilen o mertebeli

harmonik konveks ve S, (a) ile gosterilen o mertebeli harmonik yildizil fonksiyon

siniflarini tanimlayabiliriz. Bu siniflar i¢in
Sy(0)=S ve K,(0)=K,

denklikleri yazilabilir. Ayrica her f=h+g harmonik doniisiimiiniin es-analitik kismi
olan g fonksiyonu sifir oldugunda S, (2)=S"(«) ve K,(a)=K(a) denklikleri

yazilabilir.
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3.5. Pozitif Reel Kisimli Harmonik Fonksiyonlar

Bu kesimde, birim diski sag yar1 diizlem {izerine doniistiiren ve yalinkat olmasi
gerekmeyen karmasik degerli harmonik fonksiyonlarin sinifi ile bu smifin bazi alt
siiflar1 incelenecektir. Ayrica bu fonksiyonlarin pozitif reel kisimli analitik

fonksiyonlar ile iligkisi verilecektir.

U da analitik, & ve g fonksiyonlari
h(z)=1+) a,z" ve g(z)=).b,2" (3.8)
n=1 n=l1

seklinde ise Re f(z) >0 olmak tlizere f =h+g fonksiyonlarinin olusturdugu sinif P, ile
gosterilir. P, smifindaki herhangi bir fonksiyona U da pozitif reel kissmli harmonik
fonksiyon denir. P, smifinda, reel katsayili fonksiyonlarin alt sinifi olan fonksiyona

pozitif reel kissimli ve reel katsayili harmonik fonksiyon denir ve PR,, ile gosterilir.

U da pozitif reel kisimhi analitik fonksiyonlarin P sinifi ile pozitif reel kisimh

harmonik fonksiyonlarin P, siniflari arasinda
Pc P,

seklindeki kapsama bagintis1 vardir. Asagidaki teoremde P ile P, siiflari arasindaki
iligkiyi gorebiliriz.
Teorem 3.5.1. f=h+gehP, ise p=h+geP olur. Tersine, » ve g U diskinde

analitik, 4(0)-1=g(0) ve p=h+geP ise f=h+geP, olur (Jakubowski ve ark.
1993) .

Asagidaki sonucglar Teorem 3.5.1 ve P smifinin 6zelliklerinden elde edilmistir

(Goodman 1983).

Sonug 3.5.2. P, konveks ve kompakttir.
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Sonu¢ 3.5.3. f=h+gebP, ise zeU i¢in

-7z

W)+ @)= [~ qu(y)
|

7]‘:1

olacak sekilde X ={:||=1} iizerine bir tek 4 olasilik Slgiimii vardir (Goodman 1983).
Sonuc¢ 3.54. f=h+gePR, ise

1-z*

hz)+g(2)= J 1-2zRen +z°

=1

#(n)

olacak sekilde X ={n:|y|=1} iizerine bir tek 4 olasilik 8lgiimii vardr.

Sonug¢ 3.5.5 D konveks bir bolge olmak iizere, f=h+g ve f(z)=f(Z)=h'+Zg €P,

ise h+g yalinkat olur.
Sonu¢ 3.5.6. f P, ve |z|=r<I ise

1- 1
" <Ref(z)<—"
1+7 1-7

olur.

Sonu¢ 3.5.7. f=h+geP, ve h, g fonksiyonlar1 (3.8) ile verilmis olsun. Bu durumda

n=12,... i¢gin

b

n

<2

a

n

esitsizligi vardir ve esitlik durumu

1+z
-z

f(z)zRe(1

j+ilm(l+3zj ,(zel)
1-z

fonksiyonu igin saglamr. f(z)=Re((1+z)/(1-z))+iIm((1+3z)/(1-z)) fonksiyonu

altinda birim diskin goriintiisii Sekil (3.5) de gosterilmistir.
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Sekil 3.5. f(z)=Re((1+2)/(1-z))+iIm((1+3z)/(1-z)) fonksiyonu altinda birim diskin

gorintiisii

Teorem 3.5.8. feP, ise zeU i¢in
1 z
F(z)==[f(5)ds
z 0

fonksiyonu da P, smifindadir (Jakubowski ve ark. 1993).

(3.8) ile verilen f=h+geP, fonksiyonunda b =0 ©oOzelligindeki tim f

fonksiyonlarinin olusturdugu sinif P ile gosterilir ve
P)cP,
kapsama bagintis1 yazilir.

Teorem 3.59. fepB, ve J,(z)#0 olsun. (3.8) ile verilen f=h+gel,

fonksiyonundaki g, ve b, katsayilari reel ise,

alf(z)_b1m (39)

a, —b,

fo(2) =

fonksiyonu Py sinifina aittir. Tersine, eger f, € Py fonksiyonu (3.9) seklinde ise
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alfo(z)_blm

a, — b,

f(2)=

fonksiyonu P, sinifina aittir (Jakubowski ve ark 1993).

Asagidaki teorem P, smnifindaki fonksiyonlar igin katsayr esitsizliklerini

gosterir.

Teorem 3.5.10. f=h+geP, ve f fonksiyonu U birim diskinde yon koruyan olsun.

Bu durumda |z|=r<1 ve n=1,2,... igin,

1 -
|h(2)| $ ——. |g(2)| < —— (3.10)
(1—1”) (l—r)
B (z)‘ < (n+1)! ‘g"(z)‘ < n!(n+2r—1)

(l_r)n+2 (l_r)nJrZ

seklindedir. Esitlik durumu

fonksiyonu igin gegerlidir (Jakubowski ve ark 1993). Bu teoremde Z=0 alinirsa,

asagidaki katsayilar elde edilir.
Sonug¢ 3.5.11. f=h+geP, ve [ fonksiyonu yon koruyan ise, n=1,2,... i¢in
|an|Sn+l ve |bn|Sn+1

olur.

Sonug¢ 3.5.12. f=h+ge PR, ve f fonksiyonu yon koruyan ise

|an|San:k|cosk6'| ve |bn| Sg§k|cosk0|
= =

esitsizlikleri saglanir.
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3.6. Cok Degerli Harmonik Fonksiyonlar

Son yillarda, 6zellikle birim diskteki ¢cok degerli harmonik fonksiyonlar iizerine

bir¢ok calisma yapilmistir. Cok degerli harmonik fonksiyonun tanimi asagidaki sekilde

verilebilir.

p>11icin h ve g fonksiyonlari

0

h (Z) =z 4 Z an+p_lzn+p—l , g (Z) :Z bn+p_lzn+p—l ’

n=2 n=1

b|<1  (.11)

olmak tizere f'=h+g seklindeki fonksiyona ¢ok degerli harmonik fonksiyon denir. U
birim diskindeki biitiin ¢ok degerli harmonik ve yon koruyan fonksiyonlarin sinifi
H(p) ile gosterilir. Ahuja ve Jahangiri (2001), H(p) smifinmn belirli alt siniflarimi

calismislardir.

p=1 olmak iizere, H(p) smifinmn |z|=r<1 diskini konveks bir bolge iizerine

dontistiiren fonksiyonlardan olusan altsinifina ¢ok degerli harmonik konveks

fonksiyonlar sinifi denir ve K, (p) ile gosterilir. Benzer sekilde p>1 olmak iizere,
H(p) smifimn |z|=r<1 diskini orijine goére yildizil olan kapali bir egri tizerine

dontistiiren fonksiyonlardan olusan altsinifina da ¢ok degerli harmonik yildizil

fonksiyonlar simifi denir ve S,,(p) ile gosterilir.

Teorem 3.6.2. Eger (3.11) ile verilen f=h+g fonksiyonu, a, =1 ve p=>1 olmak

luzere

0

2 (n +p- 1)(‘51,”1771 ‘ +

b.,|)<2p (3.12)

n

esitsizligini saghyorsa f, U da harmonik yén koruyan ve feS, ( p) olur

(Ahuja ve Jahangiri 2001).

S ve S, smiflart i¢in yapilan islemlere benzer olarak, harmonik konveks ve
harmonik yildizil fonksiyonlarin analitik gosterimleri olan (3.4) ve (3.7) esitsizliklerinin

sag taraflarindaki “0” degeri yerine a (0<«a <1) alinmasi ile K, (p,«) ile gosterilen «
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mertebeli, ¢ok degerli harmonik konveks ve S, (p,a) ile gosterilen a mertebeli, ¢ok

degerli harmonik yildizil fonksiyon siniflarin1 tanimlayabiliriz. Bu smiflar i¢in
S;(L,0)=8" ve K,(,0)=K,

denklikleri yazilabilir.
3.7. Harmonik Fonksiyonlar I¢in Subordinasyon Prensibi

Bu kesimde, daha onceki bdliimlerde analitik yalinkat fonksiyonlar ig¢in
tanimladigimiz subordinasyon prensibini harmonik fonksiyonlar i¢in verecegiz.

f, U birim diskinde harmonik yalinkat bir fonksiyon olsun. w fonksiyonu da
U da analitik olsun ve ‘w(z)‘ <1, w(0)=0, w(0)>0 kosullarini saglasin. Eger

zeU igin,

f(z)=F(w(z))

yazilabiliyorsa f fonksiyonu F fonksiyonuna Subordinedir denir ve f < F seklinde

gosterilir.

Eger D, f(0)eDc f(U) bzelliginde basit baglantili bir bdlge ise, f(U)=D
bagintisini saglayan ve F fonksiyonuna subordine olan tek bir f fonksiyonu vardir.
Riemann Doniisiim Teoremini dikkate aldigimizda gercekten, w fonksiyonu U dan
F (D) bolgesi iizerine W(O) =0, w(0)>0 sartlarini saglayan konform bir doniisiim
olarak tanimlanabilir.

Subordinasyon kavrami igerisinde fonksiyonun kendisi ve tiirevlerini igeren bir
ifade varsa bu sekildeki ifadelere Diferensiyel Subordinasyon adi verilir (Miller ve

Mocanu 1985). Diferensiyel subordinasyon kavrami birinci, ikinci ve n-inci

mertebeden diferensiyel subordinasyon seklinde gruplanabilir.
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4. YENI GENELLESTIRILMIS BiR DIFERANSIYEL OPERATOR
ICEREN MEROMORFiK HARMONIK YILDIZIL
FONKSIYONLARIN YENI BIR SINIFI

Yalinkat fonksiyonlar birim diskin i¢inde oldugu gibi birim diskde veya birim

diskin disinda da 6nemlidir. Bu boliimde, ilk olarak birim diskin disinda tanimli yon
koruyan meromorfik harmonik yalinkat fonksiyonlarin simiflar1 ile ilgili yapilan
calismalar verilecektir. Daha sonra, birim diskin disinda tanimli yeni genellestirilmis bir
diferansiyel operator i¢ceren meromorfik harmonik yildizil fonksiyonlarin yeni bir sinifi
tanimlanacaktir. Bunun yaninda, bu simif ve alt siifina ait fonksiyonlar icin katsay1

esitsizlikleri, biiylime sinirlar1 ve ekstrem noktalari elde edilecektir.

4.1 Temel Kavramlar

Bu kesimde, 6ncelikle birim diskin dist olan U ={z:|z| >1} bolgesinde tanimli

yon koruyan meromorfik harmonik yalinkat fonksiyonlar sinifi ve onun alt siiflar
hakkinda genel bilgiler verilecektir.. Meromorfik harmonik yalinkat fonksiyonlar ilk
olarak Hengartner ve Schober (1987) tarafindan calisilmistir. Diger yazarlar tarafindan
da farkli alt simiflar1 ve bu siiflarin bazi 6zellikleri incelenmistir. ilk olarak Hengartner
ve Schober (1987) tarafindan bulunan ve gelecek boliimlerde kullanacagimiz, birim
diskin disinda tanimli yon koruyan meromorfik harmonik yalinkat fonksiyonlarin genel

yapisini ve bazi 6zelliklerini verelim.

o0

f(z):l+2an2"

z

n=1

seklindeki diizgiin, U" ={z: 0<|z|<1}=U~-{0} da I rezidiilii ve orijinde basit kutba

sahip yalinkat meromorfik fonksiyonlarin siniflari genellikle >. ile gosterilir.

Yo, 2 () ve X (a),(OS a< 1), siiflar1 ise sirasiyla yalinkat, & mertebeli

meromorfik yildizil ve & mertebeli meromorfik konveks olan >, smifinin alt siniflarini

gostersin.

f €2 fonksiyonunun « mertebeli meromorfik yildizil, yani Y. (o) simifina ait

olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul
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—Re{L'(Z)}>a , zelU
/()

esitsizliginin saglanmasidir.

Benzer sekilde, f €. fonksiyonunun « mertebeli meromorfik konveks, yani

2.« (@) smifina ait olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

—Re{l—i— Zf”(z)}m . zeU
f(2)

esitsizliginin saglanmasidir.

> (a) smifi ve benzer diger siiflar Pommerenke (1963), Clunie (1959), Miller

(1970), Royster (1963) ve diger baz1 yazarlar tarafindan ¢aligiimistir.

Mogra ve ark. (1985) tarafindan verilen S tipli @ mertebeli meromorfik yildizil

fonksiyonlarin siniflar1 asagidaki sekilde tanimlanmistir.

f e fonksiyonunun a,B (0<a<1,0<pf<1)ve zeU iken B tipli «

mertebeli meromorfik yildizil fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

2M+1‘<ﬂ‘2&+2a—1‘
f(2) f(2)

esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 4.1.1. U da karmasik degerli yon koruyan harmonik yalinkat ve

f(0)=1im f(z) =0 Ozelligini saglayan bir f* fonksiyonu

f(2)=h(z)+g(z)+ Alog|] 4.1)
seklinde gosterilebilir. Buradaki # ve g fonksiyonlari OS| ,B| <|7/ ,AeC ve zeU
olmak tizere,

h2)=yz+) az" ve g(z)=Pz+> bz " (4.2)
k=1 k=1
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seklinde tanimlidir. Bununla beraber wzﬁ / f. analitik ve |a)(z)|<1 sart1 saglanir

(Hengartner ve Schober 1987).

Jahangiri ve Silverman (1999), bu teoremin bir sonucu olarak
f(z)=a,f,(z2)+bf,(z) seklindeki fonksiyonlarmn asagidaki katsayr esitsizligini

saglamasi durumunda yalinkat olduklarin1 géstermislerdir.

Teorem 4.1.2. (4.1) ve (4.2) ile verilen f fonksiyonu

> n(

n=1

+

0, +[6,[)<||~14]- 4

b}’l

esitsizligini saglarsa, f, U da yon koruyan ve yalinkat olur (Jahangiri ve Silverman

1999).

(4.1) ile verilen f fonksiyonuna

Ew—ﬁv—&ao + Ba,

=18

afin donilisimii uygulandiginda y=1, f=0 ve a,=0 elde edilir. Boylece f

fonksiyonu normalize edilmis olur ve
h(z)=z+ Zakz'k ve g(z)= Zbkz'k (4.3)
k=1 k=1

olmak tizere U da y6n koruyan meromorfik harmonik yalinkat fonksiyonlarm (4.1) ile
verilen f fonksiyonu i¢in X' smfi elde edilir. Ayrica ¥/, smifindaki logaritmik
singiileriteyi kaldirarak X, 1ile gosterilen alt smif elde edilir. Buna gore
Y, ={f€Z,:4=0} olur. Analitik yalinkat fonksiyonlarda oldugu gibi S, ve 3/,

siiflar1 arasinda tam bir gecis yoktur.

>/, sinifindaki sifirt olmayan fonksiyonlarin smifi olan £f, sinifi

Z(;,:{f—c:er’H vecef(l?)}
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seklinde tanimlanmustir.

Hengartner ve Schober (1987) Teorem 4.1.1 ve Schwarz lemmasini kullanarak

asagidaki baz1 6nemli sonuglari elde etmislerdir.

Teorem 4.1.3. (a) Eger feX' ise |A|£2 ve |b1|S1 olur.
() Eger /<3, ise b <1 ve b << (1-Jp[ ) <7
H 1| — 21— 2 1 - 2

seklindedir (Hengartner ve Schober 1987).

Ispat. U da analitik ve |w(z)| <1 ozelligindeki bir w(z)=w, +w,z"' +... fonksiyonu

igin |wy|<1 ve |w|<1-|w|" esitsizlikleri saglanir. f ez, ise f fonksiyonu (4.3) ile

verilen fonksiyonlar i¢in (4.1) formunda olup

_2zg'(2)+4 1

(2)= 2zh(2)+A4 2

Az —[bl +1|A|2jz2 —[2192 L e L —1A|A|2j23 -
4 27 278

fonksiyonu U da analitik ve f fonksiyonu yon koruyan oldugundan |a(z)| <1 olur.
Maksimum Prensibi geregi w(z)=za(z) fonksiyonu icin |w(z)| <1 esitsizligi saglanir.
Boylece

2

lZslve Sl—lZ
2 2

1
b, +Z|A2|2

esitsizlikleri elde edilir. Bu durum |bl|Sl olmasin1 gerektirir. Eger feX, ise bu
durumda A=0,a(z)=-bz7~2bz" +.. ve w(z)=z"a(z) olup |w(z)|<1 esitsizligi
saglanir. Bdylece |p|<1 ve |b2|s%(l—|bl|2)£% esitsizlikleri elde edilir. Her iki

esitsizlik de kesin olup esitlik
1 1
f(2)= z—:+2log|z| ve f(z2)=z+——
? (227)

fonksiyonlart i¢in gegerli olur.
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Simdi verecegimiz teorem ise biiylime sinirlari ile ilgilidir.

Teorem 4.1.4. Eger f —ceX), ise bu durumda her z€ U i¢in

e
4a+]P)]
esitsizligi saglanir. Ayrica f(U), {w:|w|>16} kiimesini kapsar ve |c|<l6 olur

(Hengartner ve Schober 1987).

Teorem 4.1.4 deki ¢ sabiti icin elde edilen sinir agagidaki sonucun ortaya ¢ikis

nedeni olmustur.

Sonug¢ 4.1.5. Eger f €%, ise bu durumda f(ﬁ) - {w :|w| > 16} olur.

Asagidaki teorem s6z konusu siniflarin kompaktligi ile iliskilidir.

Teorem 4.1.6. .Y ve X, siflan yerel diizgiin yakinsaklik topolojisine gore

H

kompaktirlar (Hengartner ve Schober 1987).

Diizlemde konveks bir bolgenin sinir noktalarindan ¢izilen tegetlerden karsiliklt

olarak paralel olanlar arasindaki uzakligin en bliyiigiine bélgenin ¢apr denir. Asagidaki

teorem C\ f(U) atlanmus kiimesinin alt simrmin b, katsayisina bagli olarak elde

edilebilecegini gosterir.

Teorem 4.1.7. f €Y, olsun. C\ f(U) kiimesinin d , ¢apt igin

d, 22[1+b)

A<(1-pp[ ) i+,

esitsizligi saglanir. Esitlik [b|<1, b|=1ve A=0 veya b =-1

2

ve |A| <2 oldugunda

f(2) =z+%+Alog|z|
VA
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fonksiyonu i¢in gegerlidir (Hengartner ve Schober 1987).

Teorem 4.1.8. (4.1) ile verilen f €2, fonksiyonu (4.3) seri agilimina sahip olsun. Bu
durumda

- 2 2

> k(jaf ~[p.[) <1+2Reb,

k=1

esitsizligi saglanir. Esitlik durumu igin gerekli ve yeterli kosul, C\ f£(U) alaninm sifir

olmasidir (Hengartner ve Schober 1987).

¥, smifina ait ve orijine gore yildizil olan fonksiyonlarinin olusturdugu alt sinif

H

¥, ile gosterilir. Ayrica ¥, smifina ait olan ve
h(z)=z+ Zakz’k ve g(z)= —Zbkz’k; a, 20, b >0
k=1 k=1

olmak tizere f=h+g fonksiyonlarmm olusturdugu alt simf ¥, ile gosterilir. =, ve

¥, swmiflart ile bunlarin alt siiflart Jahangiri ve Silverman (1999) tarafindan

caligilmigtir. Ozellikle, f X}, olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Z(an +bn)31

n=1
olmasidir. Ayrica benzer sonuglar fonksiyonun konveks olmasi durumu i¢in de

verilmistir. Bu sonuglar Ahuja ve Jahangiri (2002) tarafindan daha genel olarak

2 1)
Re (1—/1)f(z)+/18'9a >a;0<a<1,1>0 ve zeU
Z -
00"

kosulunu saglayan f=h+g fonksiyonlarinin olusturdugu 2, R(a,A) sinifina

genellestirilmistir. Ayrica Ahuja ve Jahangiri (2003), Thompson (2003), Rosy ve ark.
(2002) bu konuda calismislardir. Bununla beraber, Jahangiri ve Silverman (1999),
Jahangiri  (2000), Murugusundaramoorthy (2003,2004), meromorfik harmonik

fonksiyonlarin farkli siniflarini ¢alismislardir.
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4.2. GS(n), GS(n) Smmflar1 ve D" Operatorii

Bu kesimde, ilk olarak birim diskin dis1 olan (7={z:|z|>1} bolgesinde,

meromorfik harmonik fonksiyonlar i¢in yeni bir D" operatorii tanimlayarak bu operator
yardimiyla GS(n) ve GS(n) smiflarini olusturacagiz. Daha sonra bu siiflarin katsayi

tahminleri, bliylime sinirlar1 gibi diger 6nemli bazi 6zelliklerini arastiracagiz.

h ve g fonksiyonlar1 (4.2) formundaki gibi ve 1-a>1,0>0,4>0 olmak

lizere, f(z)=h(z)+ g(z) harmonik fonksiyonu i¢in asagidaki yeni D operatoriinii

D'f(2)=f(2)

!

ST ) I
le(z>:(za)—( ——G-a)z [—’“”J

!

A-a+l
A-a

A-a

z z

ve n=2,..., igin
D" f(z)=D(D"" f(2))

olarak tanimlayalim. Béylece , n=0,1,..., i¢in

D"f(z)= 7/z+i[k(/1—a)+()t - +1)]nakz*" +(2/1—2a+l)ﬂz—(—1)”?[(/{—1)(/1—05)—1]"bkz’k

elde ederiz. Bu operatorii kullanarak da asagida verilen GS(n) ve GS(n) smiflarni

tanimlayalim.

GS(n) smifi, zeU, neN,=N {0} igin yon koruyan harmonik meromorfik

Ve

Re{Z -w} >0 (4.4)
D'f(2)

esitsizligini saglayan fonksiyonlardan olusan bir sinifi gostersin.
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GS(n) smifida y> >0, a, 20, b, 20 olmak tlizere,

f.(2)=h(2)+g,(z)=—yz— iakzk + Bz —(=1)" ibkzk (4.5)

seklindeki harmonik meromorfik fonkisiyonlardan olusan GS(n) smnifinin bir alt sinifi
olsun. (4.1) ile verilen f fonksiyonunun U da yildizil olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul, her z,

z|=r>1 i¢in

2 gy e | O EC) o
86’arg(f(re ))—Re{ h(z)+@ }20, eU (4.6)

esitsizliginin saglanmasidir.

Harmonik yalinkat fonksiyonlar igin (4.6) ile verilen bu ifade, ilk olarak
Jahangiri (1998) tarafindan kullamilmistir. (4.4) esitsizliginde n=0 alnirsa (4.6)

esitsizligini ve U da yon koruyan harmonik yalinkat ve meromorfik yildizil £

fonksiyonunu elde etmek miimkiindiir.

4.3. GS(n) ve GS(n) simflarimin Katsayi Esitsizlikleri

Bu kesimde, katsay1 esitsizlikleri kullanilarak elde edilen GS(n) ve GS(n)

siiflarina ait f fonksiyonu i¢in yeterli sartlar1 elde edecegiz.

Teorem 4.3.1. Eger f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu A—a>1,0>0,A>0 i¢in & ve g

fonksiyonlar1 (4.2) formundaki gibi olmak {izere

g[k(l—a)+(ﬂ,—a+l)]n[k(ﬂ—a)+(/1—a—1):||ak|

+:22[(k_1)(1_a)—1}" [(k=1)(A=a)+1 ][ |+[b] <[y|-(22-2a +1)" (24-2a-1)| ]
(4.7)

esitsizligini saglarsa, f fonksiyonu U da yon koruyan harmonik yalinkat bir

fonksiyondur ve GS(n) smifinda olur.
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Ispat. (4.7) esitsizliginin saglanmasi durumunda, 7 fonksiyonunun GS(n)smifinda
oldugunu gdstermeliyiz. Boylece pozitif reel kisimli harmonik fonksiyonlarin sinifindan

olusan P (z) nin GS(n) smifinda oldugunu gostermek veya buna denk olarak

2D"f(2)-D""f(2)
D f(2)

£(2)=

olmak iizere,

|P.(2)+1]>|P, zeU (4.8)

oldugunu gostermek yeterlidir. (4.8) esitsizliginden
o s -D"f ()|
D" 1 (2) \D"f(z)\

(Z)‘ (4.9)

elde edilir. Buradan

3D"f(2)-D"' f(2)|-

/)
:‘zyz+k2[k(/1—a)+(z—a+1)]” [-k(A-a)+(-A+a+2)]az™

+(24-2a+1)' (2—2/1+2a),6’z—(—1)"i[(k—1)(/1—a)—l:ln [(k=D)(A-a)-2]bz"

[k (A-a)+(2-a+1)] [-k(i-a)-(2-a)]az"

+(24-2a+1)" (—2/1+2a)ﬂz—(—1)"i[(k—1)(z—a)—l]” [(k-D(2-a)]bz"

22Jy]z|-

(22-2a+1) (2-22+2a) pz|-2p ||

g[k(/l-ah(/l_a+1)]"‘|[—k(ﬂ—a)—(ﬂ—0!-2)]%2k|‘

-5 (k-D(A-a)-1] [(k-1)(A-a)-2]bz"

- g[k(i—a)ﬂ/l—aﬂ)]n [~k(2-a)-(2-a)]az"

—‘(2/1—2054-1)” (—2/1+2a)ﬂz‘— i[(k—l)(i—a)—l]" [(k=1)(2-a)]pz™

> 272 - z\[u a)+(A- a+1]H[ —k(2-a)-(2-a-2)]|a|[*|-|22-2a +1)||(2-22+20)| ]|

2|3 [ (2-a)+(2-

~a)-(2-a)la||-*|-[(22-2a +1)||(-22+20)| 4] 4

_;\m—nu-a)_q [[e-v2-ayed|
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{|7| Z[k A-a)+(A-a+1)| [k(A-a)+(A-a-1)]a,|-(24-2a+1)" (24-2a-1)|B]+|b]

—2[(/{—1)(/1—0;)—1]” [(k—l)(/‘t—a)+1]|bk|} >0
7 (4.10)
esitsizligi saglanir. Boylece Teorem 4.3.1 in ispati tamamlanmis olur.
Asagida verecegimiz teorem (4.7) ile verilen katsayr sartinin yeterli olmanin

yani sira GS(n) smift igin bir gerekli kosul oldugunu gdsterir.

Teorem 4.3.2. f (z)=h(z)+g,(z) olsun. f, € GS(n) olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul

Z[ki a)+(A—a+1)] [k(A-a)+(1-a-1),

0

+;[("‘1)(’1—0‘)—1T [(k-1)(2-a)+1], +b <y—(22-2a+1)" (24 -2a 1)

4.11)

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. GS(n) = GS(n) oldugu dikkate alindiginda Teorem 4.3.1 in gerekli kismi
ispatlanmis olur. Yeterli kismu ispatlamak i¢in  f, € GS(n) oldugunu kabul edelim. z

karmagik bir say1 olsun. Eger Re(z)>0 ise Re(l/z)>0 olur. (4.5) ile verilen f,

fonksiyonu kullanilarak ve
A=[k(A-a)+(A-a+1)]|", B=[k(i-a)+(A-a-1)]
=[(k-D)(A-a)-1]"ve D=[(k-1)(A-a)+1]

kisaltmalar1 yapilarak

0<Re { Df() }SI DfE)
2D"f(z)-D"' f(z)| " |2D"f(2)- D" f(2)|

‘ —yz—iAakZ_k +(2/1—2a+1)” ﬂz—(—l)"iCka_k bz ‘

k=1 k=2

‘—72 + i ABa,z™* +(24-2a +1)" (-24+2a +1) Bz - (-1)" iCDbkz'k +hz"

k=1 k=2
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7|+ ZAak\ “|+(24-2a+1) ﬁ|z|+ZCb\ ‘| +8]27]

<
7/|Z|—ZABak‘Z’k‘— 24-2a+1)" (24-2a 1) ﬁ|z|—ZCDbk‘z’ ‘+bl‘z’l‘
k=1 k=2

7+2Aak +(24- 2a+1"ﬂ+ZCb +b,
<— - - (4.12)
y—Y ABa, —(24-2a+1)" (24-2a—1) D CDb, +b,
— k=2

esitsizligi elde edilir. (4.12) ile verilen esitsizlikten de

STk(2-a)+(A-a+1)] [k(2-a)+(A-a-1)],

k=1

+Z[k )(A-a)-1]'[(k=1)(A-a)+1]p, +b <y-(24-2a+1)' (24 -2a-1)B

oldugu goriiliir. Boylece Teorem 4.3.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.

4.4. GS(n) Sinifinin Biiyiime Sinirlar

Bu kesimde, GS(n) smifindaki fonksiyonlar i¢in biiylime simrlarini elde
edecegiz.

Teorem 4.4.1 f, fonksiyonu GS(n) smifinda olsun. 0<|z|:r<1 icin

1) <(y+B r+|: —(2/1—2a+1)"(2/1—2a—1)ﬂ}ﬂ’1

ve (4.13)
-[r-(24-2a+1)" (22-2a-1) 8|

sinirlar1 elde edilir.

Ispat. Teorem 4.3.2 dikkate alindiginda, 0<|z|:r<1 icin (4.7) ile verilen katsay1

esitsizliginden

L@\ =lrrz=Y az" + pz—(-1)" Y bz
k=1 k=1

S}/r+ﬁr+i(ak +bk)r’k S}/r+,6’r+i(ak +b )r”
k=1 k=1
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Syr+frer (Z[lm a)+(A-a+l)|'[k(A-a)+(A-a-1)],
+:Zz[(k—l)(/1—a)—1]"[(k—l)(ﬂ—a)ﬂ]bk+blj

S(7/+ﬂ)r+[7/—(2/1—2a+1)"(21_20[_1)’5}71

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde

i@ =rz=Y a4 -1y Yt

Zyr—ﬂr—i(ak +bk)r"k Z}/r—ﬂr—i(ak +bk)r"1

k=1 k=1

Zyr—ﬂr—r"(i[k +(A-a+1)]|'[k(A-a)+(A-a-1)]q,

+;[(k—1)(/1—a)—1]" [(k—l)(/l—a)+1]bk+blj

<(y-B)r-|r-(22-2a+1) (22-2a-1) |1
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.4.1 de verilen sinirlar (4.5) ile verilen f, =4+ g, fonksiyonlar: i¢in
saglanir. Eger (4.7) ile verilen katsay1 sart1 saglanirsa bu sinirlarin 2 ve g fonksiyonlari
(4.2) ile verilmek tlizere f =h+ g seklindeki fonksiyonlar i¢in de saglandig1 sonucu elde
edilir.

Bir vektdr uzaymmda m ve n noktalarim birlestiren L(m,n) dogru pargasi,
0<t<1 olmak iizere s=tm+(1-1)n seklindeki tliim s noktalarmin kiimesidir. m ve n
noktalarina L(m,n) dogru parcasinin u¢ noktalar: denir. Eger 0<z<1 ise, s noktasi
L(m,n) dogru parcgasinin bir i¢ noktas: olur.

Konveks bir C kiimesindeki bir s noktasi, C kiimesinde kapsanan herhangi bir
L(m,n) dogru pargasinin bir i¢ noktasi degil ise, bu noktaya C kiimesinin bir ekstrem
noktas: denir. C kiimesinin tim ekstrem noktalarinin kiimesi E(C) ile gosterilir. Eger

bir M kiimesi konveks degilse, konveks bir kiimeye genisletilebilir. Bir M kiimesinin
kapali konveks hull’u M kiimesini kapsayan en kiigiik kapali konveks kiimedir. Bu

kiime clcoM ile gosterilir. Boyle bir kiime daima vardir. Ciinkii kapali konveks bir
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M c X kiimesi icin M kiimesini kapsayan kapali konveks kiimelerin arakesiti olan

clcoM , M kiimesinin kapali1 konveks hull’udur.

4.5. GS(n) Smifinin Ekstrem Noktalari

Bu kesimde, clcoGS(n) ile gosterilen GS(n) siifinin kapali konveks hull’unun

ekstrem noktalarini belirleyecegiz.

Teorem 4.5.1. f =h+g, fonksiyonu (4.5) ile verildigi formda olsun. A—a >1 kabul

edelim. f, eclcoGS(n) olmast igin gerekli ve yeterli kosul x, =0, y, =20,

D(x,+y)=r ve
=

0

zZ n—-—
gn,l(z):_z_(_l) z 13

h,,(z)=~z, g,.0(2)=—z+ ~ ,
! ! (22-2a+1)" 22 -2a-1)

1 &
[k(/l—a)+(/1—a+1)]n [k(/l—a)—i-(i—a—l)]

h, (z)=-z— , k=1

g, (2) =z~ (_,} ) 7, k=2
[(k=1)(A=a)-1]'[(k-D)(A-a)+1]

fonksiyonlar1 olmak tizere, f, fonksiyonunun
f,(2)= Z I:xkhn,k 2+ &us (Z)]
k=0

seklinde yazilabilmesidir.

Ozellikle GS(n) smfimin ekstrem noktalart {4,,} ve {g, | fonksiyonlar1 olur.

Ispat. A—a > 1 igin, x, >0, y, >0 ve > (x, +y,)=y olmak iizere, f, fonksiyonunun
k=0

12 =3 [k, () + 1,8, ()]

seklinde yazilabildigini varsayalim. Buradan asagidaki ifadeyi elde edebiliriz.
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S.(2)= il:xkhn,k (2)+ 1, 8us (Z)]

1

[_Z_[k(ﬂ—a)Jr(/l—aJrl)]"[k(/l—a)Jr(/I—a—l)]Z_ }

£ (-1 -k
+y°g"v°(z)+y‘g"ﬂ‘(z)+;y"[ kD) [h-D(2-a)e1] ]

=x,h,(2)+ Z X,
k=1

N N X -k

- ; F I Zl[ —a)+(A-a+ )] [k(2-a)+ (ﬂ—a—l)]z
I Yo 1 (1 Wi —k
[(2/1—2a+1)"(u—2a—1)f CD'nz-C );[(k )(A-a) 1]”[(k—1)(,1—a)+1]2

:_yz_kz_;[k(/l—a)—k(;{_a"'l)]n [k(ﬂ_a)-q_(ﬂ,—a—l)]l

I Yo 1) pz " —(-1 e -
[(u-zaﬂ)”(u—za—l)f Vs - )z[(k D(2-a)-1]"[h-D(2-a)+1]

Boylece Teorem 4.3.2 den

Z[k’i a)+(A-a+1)[ [k(A-a)+ (A_a_l)][k(,i—a)+(/1—a+1)]"k[k(/t—0!)+(/1‘0"1)1
o n Yk +
+;[(k—1)(/1_“)_11 [(k_l)(ﬂ_“)H][(k_l)(ﬂ_a)_q’[(k—l)(/l—a)HJ "
:[;xk"’yl'i'kz;yk]
e Coga1) e Yo
==y -n 27| (24-2a+1) (22-2 1)}[(21—2064'1)”(2/1—20(—1)}

esitligi elde edilir, yani f, € clcoGS(n) olur.

Aksine, f e€clcoGS(n) olsun. y> >0, a, 20, b, 20 olmak lizere

[ (2)=h(z)+g,(2)=—yz— i akz_k + fz— (—1)"ibkz_k

olarak yazilabilir.

X

[k(2-a)+(A-a+D)] [k(A-a)+(A-a-1)]

k=12,..,

a, =
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Y
b= ¢ , b=y ve

|(22-2a+1)"(22-2a-1)]

_ yk =2

[(k=1)(2-a)-1]'[(k-1)(2-a)+1]

degerleri yerlerine yazilirsa

ceeg e

f.(2)=h(z)+g,(z)=—yz— i a,z" + pz— (—1)"ibkz‘k

:_k_o(Xk+yk)Z_kZ_1:[k(/1—a)+(Z—a+l)]n[k(l—a)+(/1—a—l)]Z
I yO Z— (- n E—l_ 1\ S yk E,k
I[(2/1—2a+1)"(21—2a—1)} e =D kz_;'[(k—l)(/‘t—a)—l]"[(k—l)(l—a)+1]
2 1
=x,(=2)+ ) x| —z— - z*
; [ [k(A-a)+(A-a+1)] [k(A-a)+(A-a-1)] }

[(22-2a+1)" (22-2a+1)

ool -1y’ -
kz;y"[ [(k-1)(2-a)-1] [(k-1)(A-a)+1] }

+y,| —z+

] +y (2= (=2

ifadesi elde edilir. Sonug olarak
»f;l (Z) = Z |:xkhn,k (Z) + ykgn,k (Z):'
k=0

olarak elde edilir. Bu da istenilen sonugctur.

A-a =1 alimrsa Bostanci ve Oztiirk (2010) tarafindan yapilan calismadaki
Teorem 6 nin sonuglarini elde etmek miimkiindiir. Bu nedenle, 1 -« =1 durumu igin
Teorem 4.5.1 in ispatim1 vermekten kagindik. Boylece Teorem 4.5.1 in ispati
tamamlanmis olur.

A=1 ve a=0 alinmasi durumunda ise Bostanc1 ve Oztiirk (2010) tarafindan
yapilan ¢alismadaki sonuglar1 elde etmek miimkiindiir. Ayrica » =0 icin Jahangiri ve

Silverman (1999) tarafindan yapilan ¢alismadaki sonuglara ulasilabilir.
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5. YENI GENELLESTIRILMIS BiR AL-OBOUDI DIFERANSIYEL
OPERATORU YARDIMIYLA TANIMLANAN COK DEGERLI

HARMONIK MEROMORFIK FONKSiYONLARIN YENI BiR SINIFI

Bu boéliimde, ilk olarak 1iyi bilinen baz1 operatoérler yardimiyla yeni
genellestirilmis bir Al-Oboudi diferansiyel operatoriinii tanimlayacagiz. Daha sonra

tanimlanan bu yeni genel diferansiyel operatoriiniin yardimiyla birim diskin dis1 olan

U :{z:|z|>1} bolgesinde yon koruyan ¢ok degerli harmonik meromorfik

fonksiyonlarin yeni bir sinifin1 verecegiz. Ayrica bu sinif i¢in katsay1 sinirlari, biiyiime

siirlari, ekstrem noktalari ve konveks birlesim 6zelligi elde edilecektir.

5.1. Yeni Genellestirilmis Bir Al-Oboudi Diferansiyel Operatorii

Saldgean (1983)’1in kendi doktora tezinde tanimladigi ve kendi ismini verdigi
Salagean operatoriinden sonra Al-Oboudi (2004) tarafindan genellestirilmis Saldgean
operatdrii tanimlanmistir. Bunun iizerine birgok matematik¢i bu operatdrden yararlanip,
farkli parametreler kullanarak yeni operatorler elde etmis ve bu operatorler yardimiyla
Onemli baz1 teoremler ile sonuglar bulmuslardir. Biz de bu kesimde, ilk olarak analitik
fonksiyonlar i¢in tanimlanan Al-Oboudi diferansiyel operatoriinii genellestirerek

harmonik fonksiyonlar i¢in yeni bir diferansiyel operator elde edecegiz.

Tanm 5.1.1. 4, U= {z eC:lz|< 1} birim diskinde analitik ve

f(z)=z+iakzk (5.1)

seklindeki tiim fonksiyonlarin siifin1 gostersin.

f € 4 i¢in Al-Oboudi (2004) tarafindan asagida verilen Al-Oboudi diferansiyel

operatorii tanimlanmistir.
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1983).

edilmis

D'f(z)=f(2)

D'f(2)=(1-A)f(2)+ Az (2)=D, [ (2), 420

D" f(z)=D,(D"" f(z)) (meN={1,2,3,}).

Eger 1, (5.1) formundaki gibi ise (5.3) ve (5.4) ifadelerinden
D"f(z)= z+i[l+ Ak-D]"az*  (meN,=Nu{0})
k=2

oldugu goriiliir.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

A=1 alindiginda Saldgean diferansiyel operatorii elde edilir (Salagean

Biz burada, f(z)=h(z)+g(z) formundaki harmonik fonksiyon i¢in modifiye

D7 s, diferansiyel operatdriini asagidaki sekilde tanimlayalim.

B.A,8,y,020 ,2>68,8>y ,meN,=NU{0} igin

(2B k-t p)) ¢
o p+l1

olmak tuzere

Ve

olur.

. _ S “(k- . < “(k-
D;Ln,l;:p,(g,ﬂh(z)_zp—i_ z Oy 2 ( ")’ D;Ln,l}:p,(g,ﬂg(z)_ z o b .,z (e

k=n+p k=n+p

Dl popf (D)= D7, 5,12+ (CD' DI, 5 48(2)
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5.2. MH}7 (p,a.t) ve MHT,’uy,Qsﬂ(p,a,t) Siniflari

Bu kesimde, sonraki boliimlerde kullanacagimiz ve bir¢ok onemli 6zelligini
inceleyecegimiz ~ MH '/ S(p,a,t)  ve MH f,}yjsﬂ( p,a,t) smiflarinin  tanimlarim

verecegiz.

Sabit pozitif , tamsayisi igin

W)=+ Y a =" ve g@)= 3 bz, p,[ <1

k=n+p k=n+p

olmak tlizere

f(z)=h(z)+g(z) (5.8)

fonksiyonlarindan olusan ¢ok degerli meromorfik harmonik fonksiyonlarin % (p)

siifin1 goz onilinde bulunduralim.

(5.6) ile verilen D __h ve D77 .. g (5.7) formundaki gibi olmak {izere

A.L.p.0.p A1.p.0.B

0<a<l,t20 ,0<0<2rx icin MH}}(p,a,t) smifi

‘ D} s ' ,
Re (1+te’9) al i’ly’p’b’ﬂf(z)) - pte”’ ¢ > pa, (5.9
D/l,},p,s,ﬁf(z)

kosulunu saglasin. Bununla beraber

h(z)=z"+ i la, |25 ve  g(z)=- i bz, <1 (5.10)

k=n+p k=n+p

seklinde olmak tizere f =5+ g fonksiyonlarindan olusan MH?'/ /(p,a,t) smifinin alt

sinifi da MH 515 (p,a,t) olsun.

Cok degerli harmonik meromorfik fonksiyonlarin siniflari, Ahuja ve Jahangiri
(2003) tarafindan ¢alisilmistir. Ayn1 zamanda parametrelerin bazi1 6zel durumlar i¢in
farkl1 yazarlar tarafindan calisilan alt siniflar elde edebiliriz (Al Shaqsi, Darus 2006 ve
Murugusundaramoorthy 2003).

61



5. YENI GENELLESTIRILMIS BIR AL-OBOUDI DIFERANSIYEL OPERATORU
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5.3. MH]7(p,a.t) ve MH ?,"uy,ﬁsp( p,a,t) Smiflarimin Katsayi Esitsizlikleri

Bu kesimde, MH'/ S(p,a,t) ve MH rf,’zy,isﬂ(p,a,t) siiflarindaki fonksiyonlar

icin yeterli katsay1 sinirlarini ispatlayacagiz.

Teorem 5.3.1. 7 =+ g fonksiyonu (5.8) ile verilsin. Eger

0

Z {[(1 +t)(k—n)+p(t+ 0:)] oy, |ak_n

k=n+p

+[(1+)(k=n)-p(t+a)]oy, bk_,,|} <p(l-a) (5.11)

esitsizligi saglanirsa f e MH '/ (p,a,t) olur.

Ispat. (5.11) esitsizliginin saglandigini kabul edelim. z=re”, 0<0<27, 0<r<1, 120

Ve 0<a <1 olmak lizere feMH}; /(p,a,t) oldugunu gdstermek i¢in

!/

Re(12169)| \P2ess?@) VD 0p8@) |l Ly s
DZ},Vpﬁﬁh(z) + (_l)n D;un,};,lp,&,ﬁ’g(z)

esitsizliginin saglandigini gostermeliyiz. A(z) ve B(z)

0 0

A(z) = pz'' — z [(l+tei'g)(k—n)+pte"g}aﬁnakﬂz—“"") +(-1)" z [(1+tei9)(k—n)—pte'y}o‘,:”,nbkfnz_(k'")

k=n+p k=n+p
(5.13)
B(z)=z"+ > o4,z """ +(=D)" D of bz (5.14)
k=n+p k=n+p
seklinde olmak iizere, 0 <« <1 igin
|4(2)+ p(1—a)B(z)|-|A(z) - p(1+a)B(z)| > 0 (5.15)

esitsizliginin oldugunu gostermek yeterlidir. (5.13) ve (5.14) ifadelerinden
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|4(2)+ p(1-a)B(2)|

p= = 3 [(1+1e”) (k=n)+ pte Jor = (-1 Y [(1446)(k-n)— pre® |l bz

k—n
k=n+p k=n+p

+p(l-a)z’ + Y. p(l-a)o; a2 " +(=1)" D pl-a)o; b,z ™"

k=n+p

k=n+p

o0

pz"2-a)- Z [(1+tei9)(k—n)+pzei9 —p(l—a)} o" a_ z ¢

k=n+p

+(=1)" i [(1+tei€)(k—n)—pte’p +p(1_0‘)]0ﬁnw

k=n+p

%S

|4(2) - p(1+ ) B(2),|

= o0

pz’ =Y |:(1+te'€)(k—n)+pteig]alfinakfnz_(k_") +(=D)" Y] [(1+te"‘g)(k—n)_pte"qgﬁnm

k—n
k=n+p

k=n+p

—p+a)z’ = Y pl+a)al a2 4" =" Y p(+a)al b,z "

k=n+p k=n+p

0

pz’(—a)— z [(1 +tei9)(k —n)+ pte” + p(1+ a)] ol a,_ z ¢

k=n+p

+(=1)" i [(l +te" )(k —n)— pte’ — p(1+ a)} o', b,z "™

k=n+p

olarak bulunur. Daha sonra gerekli matematiksel hesaplamalar yapilirsa

|4(2)+ p(1-a)B(z)|-|A(z) - p(1+ @) B(2))|

>pQ2-a)- 3, [(1+’)(k_”)+Pf—p(l—a)]ak”’,n|ak,”||z|7(k7"+p)— > [(1+0)(k=n)-pt+ p-a) oy, Bl

k=n+p k=n+p

—-pa= 3 [k =n)+prs praof Ja [ = 3 (1) (k=)= pr- ps ot oo

kener k=n+p

:2{;}(1—0{)— i |:(l+t)(k—n)+p(t+a):|o-]:"_n

k=n+p

ak_n”Z'—(k—mp) -y [(1+f)(k_”)—p(t+a)]cr:’_n b _n”Z|<kn+p>}

k=n+p

22 p-a- 3 [(1en-n)s ps ot fa |- 3 [(1en(-n)- s o || =0

tufn
k=n+p

63



5. YENI GENELLESTIRILMIS BIR AL-OBOUDI DIFERANSIYEL OPERATORU
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olarak bulunur. Bu da istenilen sonucu verir, yani '€ MH'/ #(p,a,t) olur.

Asagidaki teoremde (5.11) ile verilen katsayr esitsizliginin M7 (p,a,t)
simifindaki fonksiyonlar i¢in yeterli olmanin yani sira gerekli bir kosul oldugunu
gosterecegiz.

Teorem 5.3.2. (5.10) ile verilen # ve g fonksiyonlar1 i¢in f=h+g olsun.
feMH };ﬂ(p,a,t) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (5.11) esitsizliginin
saglanmasidir.

Ispat. Teorem 5.3.1 1s131nda, eger (5.11) ile verilen katsayi sart1 saglanmazsa sadece
f emffﬁsﬁ(p,a,t) oldugunu ispatlamamiz yeterli olacaktir. zeU olmak iizere

f emf,}fﬁsﬁ(p,a,t) olmasi icin (5.12) ile verilen esitsizligin saglanmasi gerektigine
dikkat edelim. (5.12) ile verilen ifadede D;/ ; h(z), D}/, ; ;2(2), (D/'{’/ 6 ﬁh(z))l,

(Di T, ﬂg(z)) degerleri yerlerine yazilirsa ve :z=r>1 olmak iizere reel eksen

iizerindeki z degerleri secilirse,

(kfn+p)+|:(1+t)(k—n)— (t+a) ]o‘k .

r*(kfn-%-p) }

y(r)=p(l-a)- z {[1+t)k n)+p(t+a) ]ok”

k=n+p

akn

-n

Ve

o0

o0
Q(r)=1+ Z o, ak7n|r’(k7"+p) + Z o,

k=n+p k=n+p

g
Q(r)

esitsizligi elde edilir. Re( )<‘ "9‘—1 igin Re{gE ;}>0 gereklilik sartt asagidaki

—(k-n+p)
bk—n | r

olmak tlizere

ifadeye denktir.
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o

p(=a)= Y [(+e)(k=n)+ p(t+a)]or lac e = 3 [(1+0)(k=n)= p(t+a)]or, b, [r o
k=n+p k=n+p 2 O
I+ > of Ja, [r "+ 3 o b, [r
KSmep k=t p
(5.16)

Eger (5.11) ile verilen esitsizlik saglanmiyor ise, bu durumda (5.16) ifadesi 1’e yeteri

kadar yakin r degeri i¢in negatif olur. Buradan (5.16) ile verilen esitsizligi negatif yapacak
bir z, =7 >1 degeri vardir. Bu durum f e MH i (p,a,t) olmast icin istenilen sart ile

celisir. O halde (5.11) ile verilen esitsizlik saglanmiyor demektir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

5.4. MH T,]y,}sﬂ( p,a,t) Smifinin Biiyiime Simirlar:

Bu kesimde, MH Z’Zf( p,a,t) smifindaki fonksiyonlar igin biiylime

sinirlarini belirleyecegiz.
Teorem 5.4.1. 0<a <1 ve|z|=r>1i¢inefer f e MH Y (p,a,t) oluyorsa

"= p(-ay " <|D}7, , f(@| <7+ pl-a)r™” (5.17)
esitsizlikleri saglanir.

ispat. e MH:{ (p,a,t) olsun.

, 0 e 0 ______:_;:__
D75 1@ =+ Y ot a2 =" Y o b2

k=n+p k=n+p

o0
P m
<r’+ Z O',H(

k=n+p

+|b,.,

k)
a,, )r

o0
)4 m
<r'+ Z O'k_n(ak_n

k=n+p

+|b,.,

)
0

<r’+r7 3 {[(1+1)(k=n)+p(t+a)]oy,

k=n+p

ak_ﬂ|+[(1+t)(k—n)—p(t+a)]0[’_,, b,_, }

<r’+p(l-a)r”
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ve

‘D lpé'ﬂf(z)‘_ Z - Z O- ak n (k " ( 1)” Z O-k nbk n _(k "

k=n+p

k=n+p
0
<rt= 2 ol (|a, |+ b, [)r
k=n+p
©
<rf- z o, (|ak7n +|bk7n )r"”
k=n+p

0

<rt -ty {[(1+t)(k—n)+p(t+a)]a,f’_,, |a,.,

k=n+p

Sr”—p(l—a)r”’

+[(1+t)(k—n)—p(t+a)}a,’f_n b,_,

)

esitsizlikleri elde edilir.

5.5. MH T,]y,éﬂ( p,a,t) Smifinin Ekstrem Noktalar:

Bu kesimde, MH f,’zy,ﬁsﬂ (p,a,t) smifinin clcoMH f,}y,isﬁ (p,a,t) ile gosterilen
kapali konveks hull’unun ekstrem noktalarini belirleyecegiz

Teorem 5.5.1. feMH f,}y,ésﬁ( p,a,t)olmasi

icin  gerekli
fonksiyonunun ze U, h, (z) =z

ve yeterli kosul, f
?, g,.(2)=z", olmak lizere

o0

f(z)= 72 [Xk—nhk—n(z)+zc—ngk-n(z)]

(5.18)

seklinde yazilabilmesidir. Burada

p(l-a) “(k-n)
h (2)=z" C(k=2n+p.2 1
- (2)=2 +[(1+t)(k n)+p(t+a) ]o-”’ z ( REp.LRtpT

)

_ o p(l-a) ——(k=-n) _
g, (2)=z [(1+t)(k—n)—p(t+a)]0,€"_nz ,(k=2n+p2n+p+1,..)

o0

Z (X, +Y.,

)=l X,_, 20 veY >0
k=n+p-1

seklindedir.
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Ozellikle MH Z,’Z’aﬂ(p,a,t) smifinin  ekstrem noktalart {h_} ve {g_,}

fonksiyonlar1 olur.

Ispat. (5.18) ile verilen 7 fonksiyonu igin

0

f@= Y [X h ,(D+Y_ g (2]

k=n+p-1

o0 l_a i y
—X, b (2)+Y, g, (D+ D X, p(-a) " )]

Pl [Zp " [(1+£)(k=n)+ p(t+a)]oy,

LS P _ pl-a) z
S )

_ N p N pl-a) —(k=n) _ p(l-a) ——(k=n)
" 2 e +k;p{[(l+t)(k—n)+p(t+a)]a:’_” e T k) - p v a)Jor, }

yazilabilir. Teorem 5.3.2 de verilen katsay1 esitsizliginden

(1+t)(k—n)+p(t+a):| or T

+[(1+z)(k_n)_p(t+a)]a,gﬂ_n[[ pd-a) y}

(1+z‘)(k—n)—p(z‘+a)]a,’c"_n

[(1+t)(k—n)+p(t+a):|0',:”_n{[ pl-a) X }

=p(l-a) i (X, +Y_,)<p(l-a)

k=n+p

esitsizligi elde edilir. Bdylece ispatin ilk kismi tamamlanmis olur. Aksine

}gl

¥ :[(1+t)(k—n)+p(t+a)]a,f’_" ve y :[(1+t)(k—n)—p(t+a)]a,i"_n
p(i-a) pi-a) ’

feMmi Y (p,a,n oldugunu kabul edelim. Bu durumda

0

pl-a)

kgi{nu4xk—M+pu+aﬂofn

pl-a)

[(1 +t)(k—n)—p(t +a)]0',’:'7n

|bk7n

akfn

yazilabildiginden

ifadelerini yazabiliriz. Boylece
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0<X, <lveY =1-X,_-> (X_+Y._)

olur. Buradan da

0

f(z)= Z [Xk—nhk—n(z)+Yk-ngk-n(z)]

k=n+p-1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
5.6. . MH T,]y,ﬁsﬂ( p,a,t) Smifinin Konveks Lineer Birlesim Ozelligi

Bu kesimde, MH e (p,a,t) smifinin konveks lineer birlesim altinda kapali

oldugunu gosterecegiz.

f, fonksiyonu her j=1,2,... i¢in

o) o o) (k)
f@=z"+> a_, z*"=-> b, ()", @.,,;20, b_ 20

k=n+p k=n+p

(5.19)

sekilde tanimlansin.
Teorem 5.6.1. (5.19) ile tanimlanan f, fonksiyonu her j =1,2,... i¢in MH 2",}7,25/}( p,a,t)

siifinda olsun. O halde ) ¢, =1 olmak iizere,
=

t(z):icjfj(z) (0<¢; <0) (5.20)

seklinde taniml1 ¢ fonksiyonu MH Z,’leﬁ( p,a,t) sifinda olur.

Ispat. ¢’nin tanimina gore ,

k=n+p\_Jj=1

t(z)=z"+ i (icjakn’jjz(k") - i (icjbkn,jj(f)(km (5.21)
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seklinde yazilabilir. Ayrica f, W?,’f,}sﬂ( p,a,t) smifindadir. Bu durumda (5.12) de

verilen bagintidan

> {[(l+t)(k—n)+ p(t+a)]ol, [gcjak_mj}[(uz)(k_n)_ p(t+a)]or, [ZCbJ}

“Ye, {kgp{[(Ht)(k—n)Jr p(t+a)]or la, |+ [(1+0)(k=n)-p(t+a)]or, |b .. }}

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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