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FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIS iILE TABAKALI KOMPOZIT
KIRISLERIN DINAMIK, STABILITE VE STATIK ANALIiZLERI

OZET

Fonksiyonel derecelendirilmis  kompozit malzemeler, tabakali kompozit
malzemelerde olusan bir takim olumsuz 6zellikleri iyilestirmek amaciyla olusturulan
yeni tip bir kompozit malzeme tiiriidir. Tabakali kompozit malzemelerin
araylizlerinde olusan gerilme yigilmalari, tabakalar arasinda delaminasyon ve
catlaklara yol agmaktadir. Tabakalar arasindaki ani gecisten dolay1 ortaya ¢ikan bu
gerilme siireksizligini en aza indirmek i¢in, fonksiyonel derecelendirilmis malzeme ile
malzeme Ozellikleri kademeli olarak derecelendirilerek gerilme yigilmalar1 en aza
indirilir. Bu ¢calismada, tabakali kompozit ile fonksiyonel derecelendirilmis kompozit
kiriglerin karsilagtirmali analizleri yapilmistir. Calismada, kompozit malzemeler
konsol bir kiris i¢in diistiniilmiis olup, statik, stabilite ve dinamik cevaplari elde edilmis
ve kiyaslanmistir. Statik analizde, her bir kompozit konsol kirigin ucunda tekil bir yiik
etkitirilerek, statik yer degistirmeler ve gerilmeler elde edilmistir. Stabilite analizinde,
konsol kirige serbest ucunda tekil basing kuvveti etki ettirilmis olup kritik burkulma
yiikleri elde edilmis ve her bir kompozit tiirii igin kiyaslanmistir. Dinamik analizde ise,
her iki kompozit kirisin dogal frekanslar1 ile harmonik bir yiik altinda zorlanmis
titresim cevaplar1 elde edilmis ve kiyaslanmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme Ozellikleri kirisin kalinligi boyunca bir fonksiyona baglh olarak
degismektedir. Karsilastirma calismas1 i¢in, tabakali kompozit ve fonksiyonel
derecelendirilmis kiriglerin malzeme 6zellikleri ayn1t malzemelerden se¢ilmistir. Kiris
modelinde Euler-Bernoulli Kiris Teorisi ve Timoshenko Kiris Teorisi kullanilmistir.
Problemin ¢éziimiinde enerji tabanli Ritz metodu kullanilmis olup cebrik polinomlar
Ritz metodu i¢inde deneme fonksiyonlar1 ile temsil edilmistir. Problemlerin
¢oziimiinde MATLAB programinda kod ve algoritmalar yazilmis olup sayisal sonuglar
elde edilerek analizlere ait grafikler ¢izilmistir. Statik davranigin incelenmesinde
fonksiyonel derecelendirilmis kirislerde malzeme dagilim ve uzunluk/yiikseklik
oraninin statik yer degistirmelere ve gerilme dagilimlarina etkisi incelenmis ve
tabakali kompozitlerin statik sonuglar1 ile karsilastirilmistir. Stabilite analizinde;
0zdeger problemi olusturulmus ve fonksiyonel derecelendirilmis kirisin kritik
burkulma yiikii hesaplanarak tabakali durumla kiyaslanmistir. Titresim davraniglarinin
analizinde; probleme ait yonetici denklemler Lagrange prosediirii kullanilarak elde
edilmistir. Serbest titresim sonuglarmin elde edilmesinde ozdeger prosediirii
uygulanmistir. Zorlanmis titresim hareketinin ¢dziimiinde zaman tanim aralifinda
Newmark ortalama ivme yontemi kullanilmistir. Zorlanmis titresim analizinde, S6niim
etkisi de diigiiniilmiis olup, Kelvin-Voigt viskoelastik modeli kullanilmigtir. Malzeme
dagilim parametresi ile dinamik parametrelerin fonksiyonel derecelendirilmis
kirislerin dogal frekanslar1 ve zorlanmis titresim davranisi iizerindeki etkileri elde
edilmis olup sonuglar tabakali kompozit sonuglariyla kiyaslanmistir. MATLAB
programi ile elde edilen sonuclarin literatiirdeki konuya yakin calismalarin 6zel
sonuclartyla karsilastirma ¢alismalart  yapilmistir.  Ayrica ANSYS  yazilimi
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kullanilarak elde edilen sonuglarla karsilastirma ¢alismalar1 yapilmis olup verilerin
birbirine kiyasla uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Anahtar kelimeler: Kompozit Malzemeler, Fonksiyonel Derecelendirilmis
Malzemeler, Ritz Metodu, Statik Analiz, Dinamik Analiz, Stabilite Analizi
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DYNAMIC, STABILITY AND STATIC ANALYSES OF FUNCTIONALLY
GRADED AND LAYERED COMPOSITE BEAMS

SUMMARY

The functionally graded composite materials are new type composite materials
produced for correcting the negative features of layered composite materials. The
stress concentrations in the interfaces of layered composite materials cause
delamination and cracks between the laminations. To minimize this stress
discontinuity caused by the prompt transition among the laminations, the stress
concentrations are minimized by gradually grading the material features with the
functionally graded materials. In this study, the comparative analysis of layered
composite and functionally graded composite beams is performed. The composite
materials are considered for a cantilever beam and their static, stability and dynamic
responses are achieved and compared. In static analysis, a single load is applied at the
end of each composite cantilever beam and static displacements and stresses are
obtained. In stability analysis, a point pressure force is applied at the free end of
cantilever beam and critical buckling loads are obtained and compared for each
composite type. In dynamic analysis, vibration responses forced under a harmonic load
are obtained and compared with the natural frequency of the two composite beams.
The feature of the functionally graded materials changes according to a function
through the thickness of the beam. The Euler-Bernoulli Beam Theory and Timoshenko
Beam Theory are used for the beam model. Energy based Ritz method is used for
solving the problem and the algebraic polynomials are represented with the test
functions in the Ritz method. For solving the problem, the codes and algorithms are
written in MATLAB program; the numerical results are achieved and the graphics of
the analysis are drawn. In analyzing the static behavior, the effect of the material
distribution and ratio of the length/height of the functionally graded beams on the static
displacements and stress distribution is analyzed and compared with the static results
of the layered composites. In stability analysis, an eigenvalue problem is created and
the critical buckling load of the functionally graded beam is calculated and compared
with the layered case. In vibration behavior analysis, the governing equations of the
problem are achieved by using Lagrange procedure. Eigenvalue procedure is used for
achieving free vibration results. For solving the forced vibration, the Newmark average
acceleration method is used in the time definition slot. For forced vibration analysis,
the damping affect is also considered with Kelvin-Voigt viscoelastic model. The
effects of material distribution parameters and dynamic parameters on the natural
frequency and forced vibration responses of functionally graded beams are achieved
and the results are compared with the results of layered composites. The results
obtained with MATLAB program are both compared with the particular results of the
relevant studies in literature and with the results obtained by using ANSYS software,
which showed that the data are coherent when compared with each other.
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1. GIRIS

1.1 Kompozit Malzemeler

Kompozit malzemeler; iki veya daha fazla malzemenin, geleneksel malzemelerden
daha 1yi miithendislik 6zelliklerine sahip olacak sekilde birlestirilmesiyle olusturulan
malzemelerdir. Bu sekilde olusturulan malzemelerle birlikte rijitlik, mukavemet,
hafiflik, korozyona kars1 direng, termal 6zellikler, yorulma 6mrii ve asinma direnci
gibi miihendislik yapilarindaki bircok onemli Ozellik gelistirilebilir. Kompozit
malzemeler ¢gogunlukla fiber ad1 verilen bir takviye malzemesi (fiber) ile matris olarak

adlandirilan ana malzemenin birlestirilmesiyle olusur (Sekil 1.1).
Kompozit malzemeler genellikle {i¢ farkli tipte olusturulur:

e Fiber Takviyeli Kompozitler: Matris malzeme igerisinde fiberlerin

kullanilmastyla olusur.

e Parcacik Takviyeli Kompozitler: Matris malzeme igerisinde makro boyutlu

parcaciklarin olugturdugu malzeme kullanilmasiyla olusur.

e Lamine Kompozitler: Farkli tipte malzemelerin katmanlarini olusturdugu

tabakali kompozit tipidir.

Pargacik Takviyeli Kompozitler Lamine Kompozitler Fiber Takviyeli Kompozitler

Sekil 1.1: Kompozit malzeme tipleri (Reddy, 2013, s. 10-14).



Kompozit malzemelerin kullanimi antik c¢aglara dayanmaktadir. Milattan Once
1500’lerde Misirhilar ve Mezopotamya uygarliklart giiclii ve dayanikli yapilar
olusturmak i¢in ¢amur ve saman karisimini kullanmislardir. M.S. 1200’1i yillarda
Mogollar ahsap, boynuz, hayvan tendonu ve hayvan tutkali kombinasyonuyla
preslenen ve hus agaci kabuguyla sarilan ilk kompozit yayi icat etmislerdir. Yayin
gerilmeye maruz kalan kesimleri inek tendonuyla giiglendirilmis, sikisma kuvvetleri
etkisindeki kismi ise boynuzla gii¢lendirilerek belirli bir kuvvetten sonra kirilmasi
engellenmistir. Cok gii¢cli ve hassas olan bu yaylar Cengiz Han’in askeri
hakimiyetinde etkili olmustur ¢iinkii barutun icadina kadar diinyadaki en giiglii silah
konumundaydilar. 1900’lerin baslarinda vinil, polistiren, fenolik ve polyester gibi
plastikler gelistirilmistir. Fakat bu plastikler tek basina yapisal uygulamalarda yeterli
mukavemeti saglayamadigindan, rijitlik ve dayanim i¢in takviye gerekmistir. 1935°te
Owens Corning, ilk fiberglasi tanitmistir. Cam elyaflar plastik polimer ile birlestiginde
inanilmaz derecede giiglii ayn1 zamanda da hafif yapida malzeme olusturmustur. Bu

malzemeler teknelerde ve havacilik sektériinde kullanilmastir.

Kompozit malzemeler basta havacilik, insaat, enerji, ulastirma, deniz araglar1 ve spor
tiriinleri olmak iizere oldukca genis bir kullanim alanina sahiptir. Genel olarak
yerlerde yiiksek performanshi fakat daha maliyetli olan karbon fiber kompozitler
kullanilir, agirhigin kritik olmadigi uygulamalarda ise daha az maliyetli fiberglas

kompozitler kullanilmaktadir.

Savas ucaklarinda saglamligin yani sira agirlik biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu tip
ucaklarda kompozitlerin orami ugak goévdesi agirhigmin yilizde 20 ile 40’1
olusturmaktadir. Helikopterlerde cam elyaf takviyeli rotor kanatlar1 daha iyi yorulma
dayanimi saglamak amaciyla kullanilmistir. Kompozit malzemelerin askeri
havacilikta kullanimina Fransiz Hava Kuvvetlerine ait Rafele savas ugagi ornek
verilebilir. Sekil 1.2°de goriildiigli lizere ugagin imalat siirecinde bir¢ok pargada
kompozit malzemelerin kullanim1 uygun goriilmiistiir; gévdenin yiizde 29’u ve dis
yiizeyin dortte {i¢ii oraninda yiiksek performanshi kompozit malzemeler kullanilmis

olup ugak govde kiitlesinde ciddi oranda azalma saglanmustir.
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Sekil 1.2: Rafale Savas Ugagi (commons.wikimedia.org).

Biiyiik ve kiigiik olcekli ticari ucaklarda agirligi azaltma ve yakit performansim
arttirma amaciyla kompozit malzemelerin kullanimi 6nem arz eder. Ornegin Boeing
787 yolcu ugaginin kiitlece yiizde 50’si kompozit malzemelerden olusmaktadir. Bu
ucagin kendi sinifindaki diger ucaklara kiyasla yiizde 20 daha az yakat tiikettigi iddia
edilmektedir (Sekil 1.3).
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Sekil 1.3: Boeing 787 yolcu ucagi (comsol.com).

Biiyiik otomobil iireticileri aracin performans ve agirlik gereksinimlerini karsilamak
ve yakit verimliligini arttirmak icin kompozitlere yonelmislerdir. Otomotiv
endiistrisinde polimer matrisli kompozitler kullanilmis olup, yakit tasarrufu, yiiksek
performans, diisiik karbondioksit salinimi ve 1s1 dayanimi gibi bir¢cok ozelligin
tyilestirilmesi amaglanmistir. Maliyetin engel olmadig: yiiksek performansli Formula
1 yaris arabalarinda siispansiyon, kanatlar ve motor kapagi dahil sasilerin ¢ogu karbon

fiber kompozitlerden imal edilmistir.

Korozyon deniz endiistrisinde ekonomik agidan biiylik bir problemdir. Kompozitler,
metaller gibi korozyona ugramadigi ve ahsap gibi ¢lirlimedigi i¢in bu problemle
kolaylikla basa ¢ikabilirler. Kii¢lik balik¢1 teknelerinden biiylik yaris yatlarina kadar
degisen farkli biiyiikliikteki teknelerin gévdeleri cam elyafi ve polyesterden yapilir.

Riizgar enerjisi diinyanin en O6nemli enerji kaynaklarindandir. Biiylik riizgar
tiirbinlerinin bigaklart elektrik enerjisinin tiretim verimliligini arttirmak ve korozyon

problemlerini azaltmak i¢in kompozitlerden yapilir (Sekil 1.4).
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Sekil 1.4: Riizgar tiirbini bicag: (Gay, 2015, s. 218).

Fiberglas iirlinler zamanla tenis raketleri, kayaklar, sorf tahtalar1 gibi spor aletlerinde
kullanilmaya baslanilmigtir. Bor-epoksi ve grafit-epoksi gibi daha pahali fiber
sistemler golf kultiplerinde ve tenis raketlerinde (Sekil 1.5) kullanilmaktadir. Grafit-
epoksi ayrica sismik olarak aktif bolgelerde koprii kolonlarinin gii¢lendirilmesinde

kullanilmaktadir.

Sekil 1.5: Karbon Fiber Kompozit Tenis Raketi (amazon.com).



1.1.1 Tabakah kompozit malzemeler

“’Lamine Kompozit Malzeme’’ olarak da adlandirilan tabakali kompozit malzemeler
mukavemet, gozeneklilik, 1s1iletimi, agirlik, yiizey sertligi gibi miithendislik 6zellikleri
bakimindan birbirinden farkli malzemelerin herhangi bir teknikle veya bir
yapistirictyla  birlestirilmesi sonucu olusturulurlar. Farkli tabakalarin birbirine
yapistirilarak olusturulmasinin bir sonucu olarak tabakali kompozit malzemeler
yapisal olarak diger kompozit tiirlerinden farklilik géstermektedir. Taneli kompozitler
veya liflerle donatili kompozitlerde yapilan siirekli ve dagili faz, matris ve faz gibi

nitelemeler ve ayrimlar tabakali kompozit malzemeler i¢in gegerli degildir.

Tabaka niteligindeki bircok malzeme tabakali kompozit malzemelerin iiretiminde
kullanilabilir. Burada 6nemli olan birbirlerinin 6zelliklerini olumlu yonde etkileyecek
tiirden malzemelerin birlestirilmesidir. Kisaca bu birlestirmenin amaci, dayanimin,
sertligin, korozyon direncinin ve 1s1l direncin arttirilmasi ile 1s1, su ve ses yalitiminda
kullanilabilecek nitelikte malzeme elde edilmesidir. Tabakali kompozit malzemelerde
kullanilan baslica malzemeler genel olarak; metal tabakali, cam tabakali, plastik esash

tabakali ve ahsap tabakali kompozit malzemeler olarak degerlendirilebilir.

Tabakali Kompozitler yap1 alaninda; yiizey kaplama (Sekil 1.6) ve hacimlerin
boliinmesiyle ilgili alanlar, yalitim ve korunuma yonelik imalatlar, tasiyici eleman

yapimi ve i¢ mekan ¢aligmalari gibi birgok farkli grupta degerlendirilmektedir (Ersoy).

Overlay

Dekoratif Katman

HOF

Su Gegirmez Katman

Sekil 1.6: Laminat Parkenin Bilesimi (krono-original.com).



1.1.2 Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler

Kompozit malzemelerin yiiksek mukavemet, yiiksek rijitlik, korozyon direnci,
yorulma omrii, hafiflik ve buna benzer bir¢ok miihendislik 6zelliklerinde sahip oldugu
iistiin davranislar1 onlarin basta yiiksek performansl ucaklarda, uzay araglarinda ve
otomobil parcalarinda olmak iizere bir¢ok alanda kullanilmasina yol a¢mustir.
Geleneksel lamine kompozit yapilarda, homojen elastik tabakalar gelistirilmis
mekanik ve malzeme Ozellikleri elde etmek igin birbirine baglanir ve malzeme
tabakalar1 arasinda keskin bir arayiiz olusur. Lamine kompozit yapilarin anizotropik
yapist genellikle malzeme ve geometrik siireksizlik bolgelerinde gerilme y1gilmalarina
yol acar bu da malzemenin c¢atlamasi ve tabakalarin birbirinden ayrilmasi gibi

hasarlara sebep olur (Sekil 1.7).
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Sekil 1.7: Laminat plakanin kalinlig1 boyunca sekil degistirme ve gerilme degisimi
(Elishakoff ve dig. , s.14).

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler (FDM) bir ylizeyden digerine gegiste
malzeme Ozelliklerinin siirekli degistigi ve dolayisiyla lamine kompozit yapilarda
bulunan gerilme konsantrasyonlarini hafifleten bir kompozit sinifidir. FDM’lerin
tiretiminin amact malzemenin mekanik, fiziksel ve kimyasal 6zelliklerinin siirekli
degisime ugramast yoluyla malzeme igerisindeki makroskopik simirin ortadan
kaldirilmasi ve bdylece malzemenin diger kompozit malzemelere kiyasla ¢ok daha

istiin mekanik 6zelliklere sahip olmasidir.

FDM fikri ilk olarak 1984 yilinda bir uzay arag projesi kapsaminda ¢ok yiiksek sicaklik
farkina dayanabilen tiirde kompozit malzeme gerektiren bir problem iizerine ortaya
¢ikmustir. Problemde, kompozit malzemenin bir tarafi 2000 K sicakliga maruz kalmus
ve bu sicakligin kompozitin diger tarafina iletilmemesi amaglanmistir. Yani aracin i¢
ve dig kismi arasinda 1000 K~ sicaklik gradyanina maruz kalacak bir kompozit

malzemeye ihtiyag¢ vardir.



Geleneksel kompozit malzemeler bu tiir asir1 sartlar1  karsilayamadigindan,
uygulamada denenmesine ragmen basarisiz olunmustur. Basarisizligin sebebi
delaminasyon yani lamine kompozit malzemelerin birbirine baglandigi bolgeden
ayrilmasidir. Arayiizde bulunan yiiksek gerilim konsantrasyonu siireksizlige sebep
olmustur. Arastirmacilar ikinci malzemeyi kademeli olarak ilk malzemeyle
birlestirmeye ¢alismislardir ve bu sekilde keskin arayiizii yavas yavas degisen araylize
dontistirerek malzemenin istenilen yiiksek sicaklik farkina dayanabilmesini

saglamislardir (Sekil 1.8).
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Sekil 1.8: a) Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme b) Gelenceksel Tabakali
Kompozit Malzeme (Mahamood ve Akinlabi, 2017, s.3).

1987 yilinda Japonya Egitim ve Bilim Bakanlig1 tarafindan basarili bir FDM ¢aligsmasi
biiyiik bir projede kullanilmak {izere kabul edilmistir. 1987- 1991 aras: siirecte Japon
bilim adamlar1 tarafindan “Termal gerilme gevsemesi ic¢in fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme gelistirme teknolojisi tizerine calisma’’ yiiriitiilmiistiir.
1992 yilinda FDM'ler Japonya'daki en gelismis 10 teknolojiden birisi olarak
secilmistir. O siiregten sonra FDM teknolojisi 6nem kazanmis ve diinya ¢apinda bircok

arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir (Besisa ve Ewais).

FDM’lerde iiretim metodu olarak; buhar biriktirme yoOntemleri, toz metaliirjisi,
santrifiij yoOntemi, plazma spreyleme, endiiksiyonla yigma gibi yontemler

kullanilabilir.



FDM’ler otomobil, savunma sanayi, enerji, elektrik/elektronik, denizcilik,
biyomedikal, termoelektrik, uzay ve havacilik gibi genis bir uygulama alanina

sahiptirler.

Havacilik ve Uzay sanayisi FDM’lerin gelistirildigi ve uygulandigi ilk alan olmakla
birlikte malzemenin bu sektérde kullanimi yildan yila artmaktadir. Roket motor
pargalari, uzay araci kafes yapisi, 1s1 degisim panelleri, kamera muhafazasi, tiirbin
tekerlekleri, tiirbin kanat kaplamalar1 ve uzay mekigi gibi birgok havacilik ekipman ve
yapilarinda FDM’ler kullanilmaktadir. Otomobil endiistrisinde FDM’lerin kullanimi
yiiksek maliyetleri sebebiyle sinirli olsa da dizel motor pistonlari, amortisorler ve
volanlar gibi 6nemli pargalarda malzeme tercih edilmektedir. Biyomedikal alaninda
dis hekimligi ve kemik protezi icin ortopedik uygulamalarda FDM’ler
kullanilmaktadir. FDM’lerin ¢atlagi onleyerek penetrasyona karsi dayanikli olmasi
onu savunma sanayinde kullanilabilir hale getirmistir; kursun gegirmez yelekler, zirh
plakalart ve kursun gecirmez ara¢ govdesinde malzeme kullanilmaktadir. FDM’ler
enerji sektoriinde; enerji donilisim cihazlarinda, termal bariyerlerde ve tiirbin
kanalarinda kaplama olarak kullanilmaktadir. FDM’ler Denizcilik endiistrisinde,
denizaltilarinda pervane saftinda, dalis silindirlerinde ve silindirik basingli govde
icinde kullanilmaktadir. FDM’lerin kullanimi yalnizca bunlarla smirli olmayip

gelecekte maliyetinin  azalmasiyla beraber malzemenin kullaniminin artmasi

beklenmektedir (Mahamood ve Akinlabi).

1.2 Cahsmanin Amaci ve Icerigi

Bu calismada fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden olusan kiris ile tabakali
kompozit kirislerin dinamik, stabilite ve statik analizleri incelenmistir. Kirisin
modellemesinde Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerinden faydalanilmis ve
enerji tabanli Ritz yontemi problemin ¢oziimiinde kullanilmigtir. Denklemlerin elde
edilmesinde Hamilton prensibinden faydalanilmistir. Farkli malzeme dagilimlari,
farkl kiris teorileri ve farkli geometrik 6zelliklere gore fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeden olusan kiris ve tabakali kompozit malzemeden olusan kirisler igin
sonuclar elde edilip kiyaslanmistir. Problemin ¢o6ziimii icin kullanilacak
hesaplamalarda MATLAB programlama dili kullanilmis olup elde edilen formiilasyon

ve sonuglar literatiirdeki benzer ¢alismalarin sonuglari ile kiyaslanmustir.



1.3 Literatiir Calismasi

Literatiirde bu alanda yapilmis ¢alismalarda; Lewandowski (1987), Ritz metodunu
kullanarak kirislerin dogrusal olmayan serbest titresim analizini yapmustir. Hareket
denklemlerini Hamilton prensiplerini kullanarak elde etmistir. Reddy (2000),
fonksiyonel derecelendirilmis plaklarin Navier ¢6ziimiinii {igiincii derece kesme
deformasyon plak teorisine dayanarak yapmistir. Problemin ¢ozlimiinde sonlu
elemanlar modeli kullanilmistir. Sankar (2001), enine yiiklere maruz kalan
fonksiyonel derecelendirilmis bir kiris i¢in elastik ¢oziim iizerine ¢alismistir. Fasana
ve Marchesiello (2001), arastirmalarinda viskoelastik tabakaya sahip sandvig kirislerin
modal frekanslar ve kayip faktorler agisindan dinamik davranisin tahmin edilebilme
olasiligini incelemislerdir. Problem Rayleigh-Ritz metodu ile ele alinmistir ve bdylece
hemen hemen her smir kosulu tek bir prosediir kullanilarak analiz edilmistir.
Deschilder ve dig. (2006), fonksiyonel olarak derecelendirilmis bir kirisin dogrusal
olmayan yapisal analizini biiyilkk sapma teorisine dayanarak yapmislardir. Eryigit
(2006), dairesel delikli tabakali kompozit kirislerde yanal yiik etkisi ile olusan
burkulma davranislarini incelemistir. Ilk olarak deliksiz kirislerde yanal kritik
burkulma ytikleri teorik, deneysel ve niimerik olarak elde edilmis, daha sonra ise
dairesel delik bulunmas1 halinde yapilan deneylerin sonucuyla kiyaslanmistir. Sonlu
elemanlar paket programi ANSYS yardimiyla, kiris boyutunun, kiristeki dairesel
deligin konum ve boyutlarin yanal kritik burkulma yiikiine etkileri farkli fiber
acilaria gore incelenmistir. Chi ve Chung (2006), basit mesnetli sinir kosuluna sahip
fonksiyonel derecelendirilmis plak yapisinin enine yiik etkisindeki mekanik
davranigin1 sonlu elemanlar yontemiyle arastirmistir. Pavanivel (2006), yiiksek
mertebeden kayma deformasyon teorisine dayali sonlu elemanlar yontemi kullanarak
lamine kompozit kiriglerin serbest titresim analizini gergeklestirmistir. Zhong ve Yu
(2007), fonksiyonel olarak derecelendirilmis konsol kirisin farkli yiikler altindaki
gerilme analizini incelemislerdir. Aydogdu ve Taskin (2007), basit mesnetli
fonksiyonel derecelendirilmis bir kirigin serbest titresim analizini yapmistir. Temel
denklemler Hamilton prensipleri kullanilarak bulunmus ve Navier tipi ¢oziim yontemi
kullanilarak frekanslar elde edilmistir. Kadoli ve dig. (2008), yiiksek dereceden kayma
deformasyon teorisini kullanarak fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden olusan
kirigin statik analizini yapmuglardir. Li (2008), fonksiyonel derecelendirilmis

Timoshenko ve Euler-Bernoulli kirislerinin statik ve dinamik analizini donme ve
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kayma deformasyonun etkisiyle incelemek icin bir yaklasim gelistirmistir. Benatta ve
dig. (2008), fonksiyonel derecelendirilmis simetrik kiriglerin egilme analizini yiiksek
mertebeden Kkiris teorisi yardimiyla yapmislardir. Simsek (2009), tiniform dagilimli
yiik etkisi altindaki fonksiyonel derecelendirilmis bir kirigin statik analizini Ritz
metoduyla yapmistir. Enine ve eksenel sapmalar1 gosteren deneme fonksiyonlari
trigonometrik fonksiyonlar ile ifade edilmistir. Calismada ¢esitli kisimlardaki
malzeme dagilimlar ile kiriste olusan gerilmeler incelenmistir. Saidi ve dig. (2009),
fonksiyonel derecelendirilmis dairesel plaklarin eksenel simetrik egilme ve burkulma
analizini {i¢iincii mertebeden kayma deformasyon teorisini kullanarak incelemislerdir.
Amirani ve dig. (2009), cekirdek malzeme olarak fonksiyonel derecelendirilmis
malzemenin kullanildigr sandvi¢ kiriglerin serbest titresim analizini Galerkin
yontemini  kullanarak incelemislerdir. Kang ve Li (2009), fonksiyonel
derecelendirilmis konsol kirigin dogrusal olmayan statik analizini yapmislardir.
Mohammadi ve dig. (2010), fonksiyonel derecelendirilmis narin dikdortgen plaklarin
burkulma analizini klasik plak teorisi kullanarak yapmigslardir. Apatay (2010),
fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilan bir kaplamada yiizeye temas eden
diizgiin profilli siirtiinmeli rijit bir zimba etkisinde kaplamada yer alan bir kenar ¢atlag
i¢in gerilme siddeti ¢arpanlari hesaplamistir. Diizlem elastisite denklemleri Fourier
transformlartyla tekil integral denklemlere doniistiiriilmiis ve Jacobi polinomlari
yardimiyla ¢oziilmiistiir. Zimba genisligi, zzimba konumu, siirtiinme katsayis1 ve
malzeme parametrelerinin ylizey alti gerilmelerine ve gerilme siddeti carpanlarina
etkisi incelenmistir. Kocatiirk ve Akbas (2011), ¢esitli sinir kosullarinda, diizensiz
termal yiiklere maruz kalan Timoshenko kirislerin burkulma sonrasi analizini
incelemisglerdir. Danesh ve dig. (2012), konik nanorodun eksenel titresim analizini
diferansiyel kareleme yontemini kullanarak incelemislerdir. Mohammadi ve dig.
(2013), Visko — Pasternak temeline gomiilii halka seklindeki grafen tabakanin titresim
analizini sicaklik etkisi altinda incelemislerdir. Pradhan ve Chakraverty (2013),
Rayleigh-Ritz yontemini kullanarak fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin farkli
sinir kosullarinda birinci mertebeden kayma deformasyon teorisine dayali serbest
titresim analizini gerceklestirmislerdir. Akbas (2013a), bir kenar1 ¢atlamis fonksiyonel
derecelendirilmis kirisin serbest titresim analizini Euler-Bernoulli kiris teorisini ve
sonlu elemanlar metodunu kullanarak incelemistir. Akbag(2013b), fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden olusan kenar ¢atlakli Timoshenko kiriglerinin dogrusal

olmayan statik analizini sonlu elemanlar yontemini kullanarak gergeklestirmistir. Su
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ve dig. (2013), fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin serbest titresim analizi i¢in
dinamik bir rijitlik metodu uygulamiglardir. Li ve Batra (2013), eksenel basing yiikiine
maruz kalan fonksiyonel derecelendirilmis Timoshenko ve Euler-Bernoulli kirisleri
arasindaki analitik iliskileri kritik burkulma yiikii ¢er¢evesinde arastirmiglardir. Akgoz
ve Civalek (2013), bilesik gerilme teorisini kullanarak fonksiyonel derecelendirilmis
konik mikro kirislerin serbest titresim analizini ger¢eklestirmislerdir. Asemi ve dig.
(2014), tek katmanli ortotropik bir grafen tabakasinin dogrusal olmayan stabilite
analizini Eringen’in teorisini kullanarak yapmislardir. Akbas (2015a), Winkler
temeline oturan fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin statik egilme ve serbest
titresim analizini Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorisini kullanarak
incelemistir. Akbas (2015b), darbe kuvveti etkisi altindaki fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden olusan konsol kirisin termal degisiklikler altindaki
analizini Euler-Bernoulli kiris teorisini kullanarak incelemistir. Safarabadi ve dig.
(2015), donen nano kirigin serbest titresim analizini ve yiizey enerjisinin titresim
frekansin1 tizerindeki etkisini incelemislerdir. Vo ve dig. (2015), fonksiyonel
derecelendirilmis sandvi¢ kirisin burkulma ve serbest titresim davranisini bir sonlu
eleman modeli ile analiz etmislerdir. Avcar (2016), elastik temel {izerine oturan
fonksiyonel dereceli kirislerin eksenel kuvvet etkisindeki titresim analizini
aragtirmistir.  Wattanasakulpong ve Mao (2015), fonksiyonel derecelendirilmis
Timoshenko kiriglerinin farkli sinir kosullarindaki dinamik davranigsini Chebsyev
kollokasyon metodu ile incelemistir. Nguyen ve dig. (2016), Lamine kompozit
kirislerin analizinde ¢esitli sinir kosullarini saglayan trigonometrik serilere dayanan
analitik bir ¢6ziim gelistirmislerdir. Caligmalarinda lamine kompozit kirislerin; statik,
burkulma ve titresim analizlerinin incelenmesi amaciyla yiiksek mertebeli kiris teorisi
tizerinde durmuglardir. Temel hareket denklemleri Lagrange denklemlerinden
tiiretilmistir. Oziitok ve Madenci (2017), yiiksek mertebeden kayma deformasyon
teorisine dayanan karisik tip sonlu elemanlar yontemi ile lamine kompozit kirislerin
statik analizini gerceklestirmiglerdir. Civalek (2017), Katmanlar1 fonksiyonel olarak
derecelendirilmis malzemeden olusan lamine kompozit panellerin titresim analizini
incelemistir. Akbas (2017), fonksiyonel derecelendirilmis gozenekli kiriglerin termal
etkiler altindaki statik analizini yapmistir. Mohammadi ve Rastgoo (2018), yeni nesil
nanoyapilarin harmonik yiikler altindaki titresim hareketini incelemiglerdir. Ghasemi
ve Mohandes (2018), fiber-metal laminant ve kompozit silindirik yapilarin titresim

hareketlerini  karsilagtirmislardir. Akbas (2018a), sonlu elemanlar yontemini
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kullanarak fonksiyonel derecelendirilmis ortotropik bir kirigin statik ve dinamik
analizini yapmistir. Akbag (2018b), iki malzemeli kompozit bir kirisin dis basing yiikii
etkisindeki serbest ve zorlanmis titresim analizini sonlu elemanlar yaklasimiyla
gergeklestirmistir. Karamanli (2018), Timoshenko kiris teorisi ve Ritz metodunu
kullanarak lamine kompozit ve sandvi¢ kirislerin farkli sinir kosullarinda egilme
davranigin1 incelemistir. Calismanin dogrulugunu ispatlamak i¢in; orta agiklik
sapmasi, eksenel ve kayma gerilmelerinin sonuglari Onceki c¢alismalarla
karsilastirilmis ve fiber agisi, yerlesim ve uzunluk/yiikseklik oraninin sekil degistirme
ve gerilme iizerindeki etkileri gozlemlenmistir. Mahmoudi ve dig. (2018), elastik
temele oturan fonksiyonel derecelendirilmis Kkirislerin serbest titresiminde, mikro
mekanik modellerin etkilerini incelemislerdir. Moradi ve dig. (2018), Visko-Pasternak
temeline dayanan fonksiyonel dereceli nanoplagin Magneto-Termo etkileri ile
titresimini arastirmiglardir. Zargaripoor ve dig. (2018), fonksiyonel derecelendirilmis
nanoplagin serbest titresim analizini esneklik teorisi ve sonlu elemanlar metodunu
kullanarak gerceklestirmistir. Sayyad ve Ghugal (2018), fonksiyonel olarak
derecelendirilmis yiiksek mertebeden kirislerin egilme, burkulma ve serbest titresim
analizlerini yapmislardir. Kayma deformasyonunun kiristeki etkisini degerlendirmek
icin, hiperbolik kayma deformasyon teorisi kullanilmigtir. Hamilton ilkeleri hareket
denklemleri tiiretmek i¢in kullanismis ve Navier ’in teknigi kullanilarak basit mesnetli
siir kosullart i¢in analitik ¢éziimler elde edilmistir. Chen ve dig. (2018), fonksiyonel
derecelendirilmis gozenekli plagin burkulma ve egilme analizini Cherbyshev — Ritz
yontemiyle yapmislardir. Birinci dereceden kayma deformasyonuna dayanan plak
teorisinden temel denklemler tiiretilmig, daha sonra Cherbyshev polinomlar1 Ritz
metodu kullanilarak ¢oziilmiistiir. Kayma burkulma yiikleri, biikiilme egilmeleri ve
gerilmeler elde edilmis. Sayisal sonuglar geleneksel katmanli plaka ile
karsilastirilmistir. Akbas (2019a), fonksiyonel derecelendirilmis sandvi¢ kirislerin
harmonik yiik altindaki zorlanmig titresim analizini sonlu elemanlar yontemini
kullanarak yapmistir. Akbasg (2019b), lamine kompozit kirislerin higrotermal etki
altinda dogrusal olmayan statik analizini birinci mertebeden kirig teorisine dayali sonlu
elemanlar  yontemini  kullanarak  yapmistir.  Yayli  (2019), fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden olusan bir nanotiipin serbest titresim analizini
incelemistir. Nosrati ve dig. (2019), fonksiyonel derecelendirilmis katmanlara sahip
kalin duvarl kiiresel tiiplerin elasto-plastik davranisini incelemiglerdir. Yiiksel ve

Akbas (2019), fiber donatili gbézenekli lamine plaklarin kritik burkulma ytiklerini
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Navier yontemini kullanarak arastirmislardir. Mohammadi ve Rastgoo (2019),
viskoelastik kompozit bir nanoplagin dogrusal olmayan serbest ve zorlanmis titresim

analizini incelemislerdir.

1.4 Calismanin Ozgiin Degeri

Literatiir arastirmasinda konuya yakin c¢aligmalar incelendiginde fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler ile tabakali kompozit kirislerin yapisal farklarinin ortaya
kondugu calismalar ¢ok az incelenmistir. Bu ¢aligsmada fonksiyonel derecelendirilmis
ile tabakali kompozit kirislerin dinamik, statik ve stabilite davraniglar1 detayl1 olarak
incelenmis olup iki farkli kompozit tipinin avantajlar1 ve dezavantajlar tartigilmistir.
Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri yardimiyla ¢oziimlemeler yapilarak elde
edilen sonuglar karsilastirilmistir. Yapinin yer degistirme, gerilme, kritik burkulma

degeri ile serbest ve zorlanmais titresim sonugclari elde edilip yorumlanmastir.
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2. TEORI VE FORMULASYONLAR

Seramik ve metal malzemelerin karisimiyla olusturulan konsol kompozit kirisler,
tabakali ve fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimlarinda sekil 2.1°de
gosterilmistir. Serbest ucunda (P) noktasal ylikiine maruz birakilan kompozit kiris X,
Y, Z kartezyen koordinat sistemine gore geometrik 6zellik bakimindan L uzunluguna,
b genisligine ve h yiliksekligine sahiptir. Fonksiyonel derecelendirilmis Kkiriste
malzeme Ozellikleri sekil 2.1b’de gosterildigi ilizere kalinlik yoniinde siirekli
degismektedir. Tabakali kiriste ise sekil 2.1a’da gosterildigi gibi iki katman
kullanilmis olup bu katmanlarin geometrik &zellikleri aynidir. Tabakali durumda
kirigin alt katman1 seramik 6zellige sahip Zirkonya, list katmani ise bir metal malzeme
olan Aliiminadan olugmaktadir. Bu malzemelerin kalinlik yoniinde siirekli
derecelendirilmesi durumunda ise kirisin alt yiizeyleri seramik 6zellik (Zirkonya) iist

yiizeyler ise sekil 2.1°de gosterildigi gibi metal malzeme (Aliimina) olarak kabul edilir.

a) Tabakah Kompozit Malzeme P

ﬂ )Alu mina \L

4
—_—7 h

Zirconia

b) Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme

ﬂ %100 Alumina

b %100 Zirconia

Y

e N
< B 2|

Sekil 2.1: Serbest ucunda (P) nokta yiikii bulunan kompozit konsol kiris. a) Tabakali
malzeme dagilimi b) Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimi.
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Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimi durumunda: Elastisite modiilii (E),
kayma modiilii (G), poisson orani (v) ve kiitle yogunlugu (p) gibi kirisin temel
malzeme Ozelliklerinin (P) kalinlik boyunca degisimi esitlik 2.1°de verilen “Power-

Law” olarak adlandirilan bir fonksiyonla dagildigi diistiniilmiistiir.

P(Y) = (P =P (2+3) +Py 2.1)

Burada P, ve Py Kkirisin alt ve {ist yilizeylerinin malzeme 6zellikleri, n ise malzeme

dagilim parametresini ifade eden FDM katsayisidir. Esitlik 2.1°de Y = _h/ o olmasi

durumunda; P=P; , Y = h/z olmasi durumunda ise P = P, olmaktadir. FDM
katsayisi n = 0 oldugunda kiris malzemesi homojen alt malzeme (Zirkonya), n = o
oldugu durumda ise homojen ist malzeme (Aliimina) seklini alir. Sekil 2.2 de
Elastisite modiiliiniin kalinlik boyunca dagilimi esitlik 2.1°e gore alt malzeme
Zirkonya (Ezirkonya = 151 GPa) ve iist malzeme Aliimina (Egiming = 70 GPa)

degerlerine gore gosterilmistir.

-0.05

-0.04

0.03f

0.02 |

-0.01

Y{m)

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05 | | | |
70 80 90 100 110 120 130 140 150

E(GPa)

Sekil 2.2: Malzemenin elastisite modiiliiniin (E) kirisin kalinlig1 (Y) boyunca
degisimi.
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Iki katmandan olugan tabakali kiriste malzeme &zellikleri (P) asagidaki gibi tanimlanir.
_ {Pa 0<h<05h
P = {PU, —05h<h <0 (2.2)

2.1 Tabakal ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Kompozit Kirislerin Euler-

Bernoulli Kiris Teorisine Gore Ritz Yontemi Kullanilarak Statik Analizi

Euler-Bernoulli kiris teorisie gore, eksenel sekil degistirme (&,) ve eksenel gerilme

(0,) izleyen denklemlerde verilmistir.

oug 0%v,
%% o (2.3
Ouo
=EY) |- - v2 azz (2.3b)

(u) eksenel ve (v) diisey yer degistirmelerin Euler-Bernoulli kiris teorisie gore

acilimlar izleyen denklemde verilmistir.

av,
u(zy) = u Y= (2.4a)

v(z,y) = vy (2.4b)

Sekil degistirme enerjisi (U;) ve dis kuvvetlerin potansiyel enerjisi (U, ) asagidaki gibi

ifade edilir.

1L
U, = _Efo PvydZ (2.5)
1 L
= Ej;) Lo_zgszdZ (2.6a)
2
U zlfL E(Y) (au")z—zau"azv‘)y+y2 OV0\| 4adz
2y, 0z 0z 0z2 072 (2.6b)
2
U—ELA Ouo)* _ 2AauoavO+A vy dZ
i = 2 0 0 aZ 1 a a 2 azz (260)

17



Esitlik 2.6c’de kullanilan A, , A; ve A, ifadelerinin ag¢ilimi izleyen denklemde

belirtilmistir.
A
A
A, = fE(Y)YZdA (2.7¢)
A

Problemin toplam potansiyel enerji (IT) denklemi asagidaki gibi ifade edilir.
M= "U;+Ue (2.8)

Problemin ¢oziimiinde Ritz yontemi kullanildiginda eksenel ve diisey yer

degistirmenin yaklasik ¢oziim fonksiyonu k terimli dizi seklinde izleyen sekilde temsil

edilmistir.
k
Uy = zaiai(z) (2.9a)
i=1
K
v = ) bifi(2) (2.90)
i=1

Burada a; ve b; bilinmeyen Kkatsayilar; a; ve B; ise Z koordinamnin bir dizi
fonksiyonudur yani [0, L] araliginda siir kosullarina bagli tanimlanan koordinat
fonksiyonlaridir. Konsol kirisin koordinat fonksiyonlar1 cebirsel polinom seklinde

asagida verilmistir.
a;(z) = z' (2.10a)

Bi(z) = 2D (2.10b)

Burada i degiskeni kabul edilebilir fonksiyonlarda yer alan polinomlarin sayisini
gosterir. COziim fonksiyonlar1 toplam potansiyel enerji denkleminde yerine yazilir ve

minimum potansiyel enerji prensibi kullanilirsa;
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on

9a =0 (2.11a)

on —0

ab; (2.11b)
i=123....k (2.11c)

[I’nin bilinmeyen a; ve b; katsayilarina karsi kismi tlirevi sonucu asagidaki denge

denklemleri uretilir:

a—n_ = 0 uygulanirsa:

da;
k k k
szA %%a_dz_zszA 08,961 r =
(L), "% 0z 0z 7 sy 1azaz (2.12a)
i=1j=1 i=1 j=1
9T _ o uveulanirsa:
o = U uygulanirsa:
k k L 2
da; 0% B; 02B; 0B,
_ZZL 137 922 ¥4 +ZZf A2 77 572 D4 prﬁldz—o (2.12b)

=1 j=1 i=1 j=1

2.12a ve 2.12b’de bulunan denklemlerin matris formunda yazilmasi sonucunda,

-
k3 k2|~ |F? (2.13)
Burada K;;ve F; sirasiyla Euler-Bernoulli kiris teorisi i¢in rijitlik matrisi ve yiik

vektoriinii temsil etmektedir. Bu ifadelerin detay1 izleyen ifadede temsil edilmistir.

e zn:zn:JLA aaiaajd
ij = 05 5, 4% 2.14a
i=1j=1"0 0z 0z ( )
n n
L da; 0°B;
K== f N (2.14b)
= =)o 0z 0z
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n n L
da; 97B,
K = —Zz fo A= dz (2.14¢)

i=1j=1
n n
L aZBi aZﬁj
K2=>> f Aoz (2.14d)
i=1 j=1"0
F}=0 (2.14e)
noL
F? = Zf Pp;dz (2.14f)
i=1"0

2.2 Tabakal ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Kompozit Kirislerin Timoshenko

Kiris Teorisine Ritz Yontemi Kullanilarak Statik Analizi

Timoshenko kiris teorisine gore, eksenel sekil degistirme (&,) ve kayma sekil

degistirme (¥, ) izleyen denklemlerde verilmistir:

du, a0

&=->, Y3~ (2.15a)
_ Oy N av,

Yzy = dy 9z (2.15hb)

Burada (u,) eksenel, (v,) diisey yer degistirme ve (@) donme agisini temsil

etmektedirler. Gerilme ve sekil degistirme arasindaki iliski izleyen ifadede verilmistir.
ou a9
o, =EW)[32-vZ| (2.16a)

av,
0,y = GODK, [a_z - @] (2.16b)

Burada o, normal gerilme, o,,, kayma gerilmesi ve K¢ kayma diizeltme faktoriidiir.

Sekil degistirme enerjisi (U;) ve dis kuvvetlerin potansiyel enerjisi (U,) izleyen

denklemlerde tanimlanmaistir.

20



1 1
U; = —fO'ZSZdV +—fazyyzde
2 14 2 1’4

auo auo a0 09
f [ _Zlazaz AZ((’)Z)]dZ

—LKBO[((;U;) —2%¢ (DZl

1 L
U, =—= f PvydZ
2 Jo
Ay, Ay, A, ve B, ifadelerinin agilimi asagida temsil edilmistir.

A, = f E(Y)dA
A
A = jE(Y)YdA
A
4, = | E(v)v2dA
jA ¥)

B, = JG(Y)dA
A

Toplam potansiyel enerji (IT) denklemi izleyen ifadede gosterilmistir.

M= U;+U,

(2.17a)

(2.17h)

(2.18)

(2.19a)

(2.19b)

(2.19¢)

(2.19d)

(2.20)

Problemin c¢oziimiinde Ritz yontemi kullanilacak olursa; eksenel ve diisey yer

degistirme ile donme agisinin yaklasik ¢6ziim fonksiyonu k terimli dizi seklinde

izleyen fonksiyonlarda temsil edilmistir:

k

Uy = Z a;a;(2)

i=1

= Zk:biﬁi(z)
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k
Q= Z ¢ivi(2) (2.21c)

Ifadelerde yer alan a;, b; Ve c; bilinmeyen katsayilar; a;, ;, ¥; ise Z’nin bir dizi
fonksiyonudur yani [0,L] araliginda smir kosullarina bagh tanimlanan koordinat
fonksiyonlaridir. Konsol kirisin koordinat fonksiyonlar1 cebirsel polinom seklinde

asagida verilmistir.

a;(z) = 7' (2.22a)
Bi(z) = z(+D (2.22b)
yi(2) = 2* (2.22¢)

Coziim fonksiyonlari toplam potansiyel enerji denkleminde yerine yazilir ve minimum

potansiyel enerji prensibi kullanilirsa;

on _
50 =0 (2.23a)
om 0
5. (2.23b)
on _
3¢ = (2.23c)
i=123.....k (2.23d)
9% — 0 uygulanirsa:
2a, — 0 vygulanirsa:
D3| At [ s =
2.0, AoGr ez ), ) gy g, et = (2.24a)
i=1 j=1 i=1j=1
9% — 0 uygulanirsa:
op; = 0 Vygulamirsa:
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k k k k k
ZZLLKSBO%%@&—ZZL KSBO%” cjdz—;J:Pﬁidz —0 (2.24b)

L) uygulanirsa:

aCi
n n k k
k ayi aaj k ayL ay]
_z : j{; Algga]dZ-l'ZZf AZ 97 0z C]dZ
i=1j=1 i=1j=1
k k L ﬁ k k L (2240)
—ZZf K.Boyi ]bdz+ZZJ-KBoylyjcjdz—0
i=1j=1 0 i=1j=1 0
[fadelerin matris formunda yazilmasi sonucunda,
11 12 13
Kij Kij" Kij'| a; F}
21 22 23| )pl _ ) 2
ki K K {bj} =1{F (2.25)
31 32 33| ¢ 3

Esitlikte yer alan K;;ve F; sirastylaTimoshenko kiris teorisi i¢in rijitlik matrisi ve ytik

matrisini ifade etmekle birlikte agilimlari izleyen sekilde verilmistir.

S (b A da
j
k=D 2| g T (2:262)
i=1j=1"0
Kij* = (2.26h)
kK k
L 9a; dy;
13 _ _ 7
kKij” = ZZL Ay 55 dz (2.26¢)
i=1j=1
Kt = (2.26d)
kK k
L ap; 0p;
KiZjZ = ZZ[ KB, O_Zla_zjdz (2.26¢)
i=1j=1"0
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k L
ap;
Kl.2j3 = —ZZL KsBOE)’j dz (2.26f)

i=1j=1
kK k
L 0 . 0a:
31 _ _ oy 94
K3t = ZZ fo A= dz (2.269)
i=1j=1
kK
L B;
j
K3 = _Zz fo KsBoyi52 dz (2.26h)
=1 j=1
i k Kk
Loy dy; ’
K32 = EZL Azggdz +Z:Z:f0 KsBoyiy;dz (2.26i)
i=1 j=1 i=1j=1
F}=0 (2.26))
koL
=y j Pydz (2.26k)
i=1 "0
F}=0 (2.26l)

2.3 Tabakali ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Kompozit Kirislerin Euler-

Bernoulli Kiris Teorisine Gore Ritz Yontemi Kullanmilarak Stabilite Analizi

Stabilite analizinde, kompozit kirislerin eksenel basing yiikii etkisi altindaki burkulma
durumu incelenmistir. Sekil 2.3’te eksenel basing yiikiine maruz kalan kirislerin
fonksiyonel derecelendirilmis ve tabakali malzeme dagilimlarinda gosterimi
sunulmustur. Burkulma analizinde kompozit kirisi olusturan malzemeler Zirkonya ve
Aliimina olarak se¢ilmis olup bu malzemelerin kiris geometrisindeki dagilim formlar1
sekildeki gibidir. Fonksiyonel derecelendirilmis kompozit kirisin malzeme
dagiliminda denklem 2.1, tabakali kompozitin dagiliminda ise denklem 2.2 g6z 6niine

alinmustir.
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b)

=T

k4

o

Sekil 2.3: : (P) eksenel basing kuvvetine maruz kalan kompozit konsol kiris. a)
Tabakali malzeme dagilimi b) Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimi.

Eksenel yiike maruz kalan konsol kirigin toplam potansiyel enerjisi asagidaki bigimde

ifade edilirse,
= "U;+U, (2.27)

Agilimlart asagida temsil edilen U, eksenel basing kuvvetin potansiyel enerjisini, U;

ise sekil degistirme enerjisini ifade eder.
U, = lfLP <6v0)2dz
e= 773 . 9z (2.28)
1 L
Ui = Ef fo-zgszdZ (2296.)
0 Ja

U _1jL 4 <au0)2 ” 6u062v0+A 0%v, 2
i_ZO o\ 9z L9z 0z2 2\ 9z2

Ay , A7 ve A, ifadelerinin agilimlar esitlik 2.7 de tanimlanmustir.

dZ (2.29b)
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Esitlik 2.28 ve 2.29a’daki ifadelerin yerine yazilmasi sonucunda kirisin toplam

potansiyel enerji denklemi:
1t dug\> Oouy 02v, 9%v,\°
0

oz) Yoz oz2 0z?
Ritz ¢6zlimiinde deneme fonksiyonlar1 asagidaki gibi segilirse,

2

dzZ — %LLP (%) dz (2.30)

Uy = Zaiai(z) (2.31)
i=1
v = ) bifi(2) (2.32)

Burada a; ve b; ‘nin bilinmeyen katsayilar; a; ve §;’nin ise Z’nin bir dizi fonksiyonu
yani [0,L] araliginda sinir kosullarina bagli tanimlanan koordinat fonksiyonlari
oldugu daha 6nce belirtilmisti. Konsol kirigin koordinat fonksiyonlari cebirsel polinom

seklinde asagida verilmistir.
a;(z) = 7' (2.33)

Bi(z) = z(*D) (2.33b)

2.32a ve 2.32b’de belirtilen deneme fonksiyonlari, 2.31°de bulunan potansiyel enerji
denkleminde yerine yazilir ve denklemin bilinmeyen katsayilara kismi tiirevi alinirsa,

toplam potansiyel enerjinin duragan noktalar1 elde edilmis olur.

om _
a_ai =0 (2.34a)
on —0
b, - (2.34b)
i=123.. ...k (2.34c)
671' _ 0 1 .
S0 = uygulanirsa:
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kK k 0 0c, kK ko 00,08,
ZZL AOEEaJdZ_ZZfO A5, o2 2 =0 (2.352)
o

k k L 2 k k L 2 2
Bl 0 ﬁia ﬁG
_ZZf Ala —haydz +ZZ-’;)A2—622 — bz

(2.35h)

ay o6y (@) _ (0 o
Esitliklerin ¢6ziimii sonucunda [K] {b} P[K ]{b} = {0} formunda asagidaki

katsayilar matrisi olusur.

K11 K12] {af}_P Ki Kb {af}={0}
K1 Kzl b; kS kg |b; 0 (2.36)

Burada [K] rijitlik matrisini, P kirise etkiyen eksenel yiikii, [K %] ise geometrik rijitlik
matrisini temsil etmektedir. Elde edilen problem bir 6zdeger problemi olup, ¢éziimii

sonucunda kritik burkulma yiikii (P,,-) bulunur.

k Kk
K. = LA aalaa]d
11 = ZZJO 05, az ¢ (2.373)
i=1j=1
kK Kk
L aal Zﬁ]
Ky = — A
12 ZZJO 135, 372 dz (2.37b)
i=1j=1
k Kk
L
_ da; 0%B;
Ky = Z fo Ay 37 072 dz (2.37¢)
i=1j=1
kKoL 2p. 72
0°P; 0°P;
Kzz = ZZ JO Aoz o2 (2.37d)
=1 j=1
Ky =0 K5=0 K= (2.37¢)
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kK ko,
9p; 9B,
G — s}
K7, = ZZL 9z 0z dz (2.371)

2.4 Tabakal ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Kompozit Kirislerin Timoshenko

Kiris Teorisine Gore Ritz Yontemi Kullanilarak Stabilite Analizi

Timoshenko kiris teorisine gore gerilme ve sekil degistirme arasindaki iliski izleyen

denklemde verilmistir.

] L)
=E() [ﬂ Y= (2.38a)

G,
0zy = G(Y)K; [% - (D] (2.38b)

Eksenel kuvvetin potansiyel enerjisi U, ve sekil degistirme enerjisi U; asagida

verilmistir.

f f E(Y) [% i Y—]Z + GV, [% _ @]2 dzdA (2.39)

1 (Y /vy
Ue=——f P(S2) az (2.39)

Kirisin toplam potansiyel enerji denklemi:

= U;+U, (2.40)

1 L auO 2 auO a@ a@
= zfo t(5) 24554 (5;)
+ KB (6170)2 av, @ P 6170)2 4

20\ 37 (az z

Ay , A4, A,, B, ifadelerinin agilimlart esitlik 2.19 de tanimlanmistir. Problemin

2

(2.41)

¢cozlimiinde Ritz yontemi kullanildiginda, eksenel ve diisey yer degistirme ile donme
acismin yaklagik ¢oziim fonksiyonu Kk terimli dizi seklinde izleyen sekilde temsil

edilmistir:
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k

U, = Zaiai(Z) (2.42a)
i=1
k

Vo = Z bipi(2) (2.42b)
i=1
k

0= i@ (2.420)
i=1

Konsol kirigin koordinat fonksiyonlari agagida verilmistir.

a;(z) = 7' (2.43a)
Bi(z) = z(+V (2.43b)
vi(2) = 7* (2.43c)

Deneme fonksiyonlari, 2.41°de bulunan potansiyel enerji denkleminde yerine yazilir

ve denklemin bilinmeyen katsayilara kismi tiirevi alinirsa,

om
9a;, 0 (2.443)
or 0
om
Fro 0 (2.44c)
i=123.....k (2.44d)
o _ 0 uveulanirsa:
72, = 0 uygulanirsa:
zk:zk:jLA da; 0a; 4 Zk:zk:fLA da; 0y; dr=0
L la ), 97 a7 9% (i la ), 197 9z 947 = (2.452)
i=1j=1 i=1j=1
o _ 0 wveulanirsa:
ap; — 0 uygulanirsa:



i=1 j=1 i=1 j=1
(2.45b)
L 0B 9B,
- P dz=0
o 0z 0z
=1
2 _ 0 uveulanirsa:
e uygulanirsa:
S (L dy, 0 S (L ay oy
i 0Q; i 0Yj
—ZZf 1 —ajdz+ZZf 2 —=c;dz
= o 0z 0z == o dz 0
kK koo op kK koo (2.45¢)
—ZZJ KSBOyia—Zjbde+ZZJ K Boyyjcidz =0
i=1j=1"0 i=1j=1"0

Esitlik 2.46a, 2.46b ve 2.46¢’nin izleyen formda yazilmasi sonucu asagida belirtilen

serbest titresim formiilasyonlar1 elde edilir.

a a 0
[K] {b} — P[K€] {b} = {0} (2.46)
c c 0

Kil Kiz R&g qj qu Bqé Bqé Qi 0
Kor Koz Kp3|{bjt—P|K7y K3, Kis[ibip =10 (2.47)
K31 Kz K33l ¢ K$, K& K&G|\G 0

Esitlikte yer alan K;;ve Kg- sirastyla Timoshenko kiris teorisi i¢in rijitlik matrisi ve

geometrik rijitlik matrisini ifade etmekle birlikte agilimlari izleyen denklemlerde

verilmistir.
Kk k
L 0a; 0q;
11 _ it e}
Kij —ZZL Ao 5 5dz (2.48a)
=1 j=1
K =0 (2.480)
k
L 9a; dy;
13 _ _ U}
Kij” = ZZL Ao dz (2.48c)
i=1 j=1
Ki =0 (2.484)
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k k L
9B; 0B;
22 __ [
K" = ZZL KsBoaz 3z (2.48¢)

i=1j=1
k Kk
L aﬁ
Ki2j3 ZZf K.By— %z yjdz (2.48f)
i=1j=1 0
k Kk
L 9y, dq;
31 _ _ )/l j
Ki; = ZZL A5 5, 4z (2.489)
=1 j=1
k ko 3B,
K’ = —Zz ] KsBoyi o dz (2.48h)
i=1j=1"0
k Kk 3y, dy:
V
Kl.3j3 — ZZ[ i Jd +ZZf KBoyiy; dz (2.48i)
i=1j=1 i=1j=
Kii = K = K3 =K1 = Kj5 = K§i = K§ = K3 =0 (2.48))
K ZZ[ aﬁlaﬁ]
2z . 0z az (2.48K)
i=1j=

Yukaridaki bagintilarin ¢6ziimii sonucunda 6zdeger problemi elde edilir ve kirisin

kritik burkulma yiikii bulunur.

2.5 Tabakal ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Kompozit Kirislerin Euler-

Bernoulli Kiris Teorisine Gore Ritz Yontemi Kullanilarak Dinamik Analizi

2.5.1 Euler-Bernoulli kirislerinin serbest titresim analizi

Euler-Bernoulli kiris teorisine gore sekil degistirme enerjisi (U;) izleyen esitlikte

verilmistir.

U = 1fL 4 (au()) - auoa UO+A 92v,\° iz
i — 2 o 0 aZ 1 a a 2 azz (249)

Kirisin herhangi bir t anindaki kinetik enerjisi (T') asagida ifade edilmistir.
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f | eon|(

Izleyen esitliklerde kesitsel eylemsizlik katsayilar1 olan I, , I; Ve I, ifadelerinin a¢ilimi

c')uo v\
( R ) dAdz (2.50)

verilmistir.
I, = | p(v)dA
fA p(¥) (2.51)
I = jA p(V)YdA (2.52)
L = | p(Y)Y2dA
fA p(¥) (2.53)

Esitlik 2.51, 2.52 ve 2.53’deki ifadeleri 2.50°te yerlestirirsek asagidaki ifade olusur

f ; Ouo avo) Ay 6u062v0+1 9%v,\° p
0 15t 9zat + 2\azat) |“* (2.54)

Serbest titresim problemine ait Lagrange fonksiyonu izleyen sekilde verilmistir.

I=T-U (2.55)

Ritz metoduna gore eksenel ve diisey yer degistirmenin zamana bagli yaklasik ¢oziim

fonksiyonu k terimli dizi seklinde izleyen sekilde temsil edilmistir.

k

U= ) aa() (256)
i=1
k

= ) BB (257)

Esitlik 2.56-2.57 deki yaklasik ¢6ziim fonksiyonlarini enerji ifadelerine yerlestirdikten

sonra Lagrange denklemi asagida temsil edilmistir.
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9q, 9taq 0 (2.58)

Ifadede yer alan g;, bilinmeyen katsayilar a; ve b;’yi temsil etmektedir. Lagrange

prosediirii uygulandiktan sonra problemin hareket denklemi elde edilir.

[Ki{a(®} + [MI{g(D)} = 0 (2.59)

Burada [K] ve [M] sirasiyla rijitlik matrisi ve kiitle matrisini agiklar. Bu ifadelerin

detay1 izleyen esitliklerde temsil edilmektedir:
Esitlik 2.59 da elde edilen serbest titresim haraket denklemi {[Ki j] — w? [Mi ]]} {la;} =

{8} formunda yazilmas1 sonucunda asagidaki katsayilar matrisi olusturulur ve bu ayni

zamanda bir 6zdeger-6zvektdr problemidir.

Ky Ky, 2[M11 M|\ (3] _ (0
{KZI KZZ]_w M4 Mzz]}{bj}_{O} (2.60)

Burada [K;;] rijitlik matrisini, [M;;] kiitle matrisini, {z}

} mod vektorini ve w sistemin
J

dogal frekansini temsil etmektedir. Kiitle ve rijitlik matrisinin agilimlar1 izleyen

esitliklerde verilmistir. 2.60 esitligin ¢oziimiinde dogal freknslar ve titresim modlari

elde edilir.
k Kk
K= f L
w=22.) 4% @612
i=1j=1
kK Kk
L 66{62[)’]
Kz = _ZZJ A5, 5 4 (2.61b)
i=1j=1"0
kK Kk
L 9a; 02p;
K== | MG 5 (2610)
i=1j=1"0
LILINY 2p A2
0°P; 0°p;
Ky, = ZZ[ A azzl 922 dz (2.61d)
i=1j=1"0
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=1 j=1
k k
L
M, = —ZZ[ La; b dz
i i ) 0
i=1j=1
k k
L 98
M,, = —ZZf Ilajﬁdz
i i ) 0
=1 j=1
k k L k k L
9B 9B;
i=1j=1"0 i=1j=1"0

2.5.2 Euler-Bernoulli Kirislerinin zorlanms titresim analizi

(2.61¢)

(2.61f)

(2.61g)

(2.61h)

Sekil 2.4’te dinamik Q(t) yilikiine maruz kalan fonksiyonel derecelendirilmis ve

tabakali malzeme dagilimlarina sahip seramik ve metal malzemelerden olusan

kompozit kirigler gosterilmistir.

a) Q(1)

b Q)

Y

k L

N

Sekil 2.4: Q(t) dinamik yiikiine maruz kalan kompozit konsol kiris. a) Tabakali

malzeme dagilimi b) Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimi.
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Dinamik nokta yiikii Q(t)’nin zamana bagh sinlizoidal harmonik davranig gdsterdigi

varsayilmaktadir.

Q(t) = Qpsin(wt), 0<t<o (2.62)

Burada @, dinamik yiikiin genligini, @ ise yiikiin frekansini temsil etmektedir.

Kompozit kiriste soniim etkisinin ifadesinde Kelvin-Voight viskoelastik modeli

kullanilmis olup izleyen denklemde model ifade edilmistir.

du,

a duy 9%
—E(Y)( |2y 20 D (263)

Ifadede yer alan 7 viskoz séniim orani olup izleyen esitlikte temsil edilmistir.

Y
n(y) = Z,((Y)) (2.64)

Burada ¢ soniim katsayisini ifade etmektedir. Kirigin sekil degistirme enerjisi (U;) ve

kinetik enerjisi (T)izleyen sekilde verilmistir.
1t ou, Ouy 0%v, 9%v,\°
Ui_ifo AO(az) ~ g, a2 Y2 5p

(')uo (')vo ouy 02%v, 9%v,\°
f ) ~2h g azae T \Gaae ) | ¥ (2.66)

Kirise ait soniim fonksiyonu (R) asagida ifade edilmistir.

dZ (2.65)

2

R=> jo "B (h0%2) av (2.67)

v | ) () ) e () | oo

Denklemde kullanilan C, , C; ve C, ifadelerinin ac¢ilimi izleyen sekilde temsil

edilmistir.
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C, = fAE(Y) n() Y2dA (2.71)
Dis kuvvetlerin potansiyel enerjisi (U,) asagidaki gibi ifade edilir.
Ue = —Q(O)v(zp, t) (2.72)
Problemin Lagrange fonksiyonu izleyen sekilde verilmistir.

I'=T-(U;-U) (2.73)

Ritz metoduna gore eksenel ve diisey yer degistirmenin yaklasik ¢6ziim fonksiyonu K

terimli dizi seklinde izleyen sekilde temsil edilmistir.

k

U= ) aa(?) (2.742)
i=1
k

Vo = Z bi(t)B:i(2) (2.74b)
i=1

Burada a; ve b; bilinmeyen katsayilar, a;(z) ve B;(z) ise koordinat fonksiyonlaridir

ve ifadeleri izleyen sekilde verilmistir.
a;(z) = 7' (2.754)

Bi(z) = z(*D) (2.75b)

Ifadede yer alan i, kabul edilebilir fonksiyonlarda yer alan polinomlarin sayisini
gostermektedir. 2.74a ve 2.74b denklemlerindeki yaklasik ¢6ziim fonksiyonlarini 2.67,
2.68, 2.70 ve 2.72’de bulunan enerji ifadelerine yerlestirdikten sonra Lagrange

denklemi asagida temsil edilmistir.
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a_ql_aa_ql (2.76)

Ifadede yer alan g;, bilinmeyen katsayilar a; ve b;’yi temsil etmektedir. Lagrange

prosediirii uygulandiktan sonra problemin hareket denklemi elde edilir.

[KI{q(®} + [CI{q(D} + [MI{g(D} = {F(D} (2.77)

Burada [K], [C], [M] ve {F(t)} sirastyla rijitlik matrisi, soniim matrisi, kiitle matrisi ve

yiik vektoriinii aciklar. Bu ifadelerin detayi izleyen esitliklerde temsil edilmektedir:

K1y Klz]
K] =
K=k, «, (2.78a)
S oa; aa]
K, = 22,[ 3, 9z dz (2.78Db)
i=1j=1
kK Kk
L 0a; 02p;
Ko=-D > | A gt (2789
i=1 j=1"0
o (L da; 928,
j
e 33 [
i=1j=1"0
k koL 2p A2
0°p; 0°p;
K= ), s ot 0o (2.78¢)
i=1j=1"0
[ ]: Cll CIZ]
Cyy Cyy (2.79a)
S L' Oa;0a;
Ciy = ZZJ Co5 35, % (2.79b)
i=1j=1"0
kK k
L da; 02p;
Crp = —ZZf Cim oy dz 2.79)
i=1j=1"0
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kK k
o= Y 0%0%B:
21 = . . 13, 922 Z (2.79d)

L 02,8 aZﬁj
Ca2 = ZZL CzaTzl 022 dz (2.79%)
i=1j=1
My My,
M]'=|p,, Mzz] (2.80a)
kK ko
My = ZZJ- Ioa; ajdz (2.80b)
i=1j=1"0
L ap;
Mip = —Xi, 2?=1f0 Ilal-a—z’dz (2.80c)
K o,
My, = ZZ] Loy —— 37 ~d (2.80d)
i=1j=
k ko, kK ko,
9B 9B;
M;, :ZZf IoB; Bjdz + ZZJ- I azl ]b dz (2.80¢)
i=1j=1"9 i=1j=1
{FO} = QOB (2.81)

2.77°deki hareket denkleminin ¢ézliimiinde zaman tanim araliginda Newmark ortalama
ivme yontemi (@ = 0.5, f = 0.25) kullanilir. Bu prosediirle dinamik problem izleyen

sekilde verildigi gibi her adimda statik problem sistemine doniistiirtiliir.

[K(t, X){qn}j+1 = {(F(O)} (2.82)
Ifadede yer alan ;
_ [M] [Cla
[K(t, X)] = [K] + BAt2 +W (2.83)
{F()} = {F()}j4+1 + Bi{an}; + B2{dy}; + Balin}; (2.84)

Denklem 2.84’te yer alan B;, B, Ve B3 ifadelerinin agilimi izleyen sekilde verilmistir.
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[M]  [Cla

[M] a

B =g+ (01 (5 1) (2.85b)
1
B; = [M] <ﬁ - 1) + [C] (% - 1) (2.85c)
tj+1 = tj + At an1igin {q,} 4, degeri hesaplandiktan sonra ;
. [M] )

s = gz (@l = (0)1) = oy Gy = (55 1) G, (2.86)
{Qn}j+1 = {Qn}j + At (1— a){qn}j +Ata {éin}j+1 (2.87)

Her adimda ¢oziilmesi gereken 2.87a ve 2.87b denklemleri bulunur.

2.6 Tabakal ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Kompozit Kirislerin Timoshenko
Kiris Teorisine Gore Ritz Yontemi Kullanilarak Dinamik Analizi
2.6.1 Timoshenko kirislerinin serbest titresim analizi

Timoshenko kiris teorisine gore Kirisin sekil degistirme enerjisi (U;) ve herhangi bir t

anindaki kinetik enerjisi (T') asagida verilmistir.

auo Ouo 09 (6@) d

J TP az) |
v\ 2 v, , (2.88)

-j KBO( ) 2520+ 0%|az

0z
1 (L Qug\>  [0vy\° duy 00 N
T == Iy [| = — | |-2L——=—+L|=) |d
Zf(,l()[(at) +(6t>l 1ot 6t+2<6t>l ? (2.89)
Serbest titresim problemine ait Lagrange fonksiyonu izleyen sekilde verilmistir.

I'=T-U; (2.90)
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Ritz metoduna gore eksenel, diisey yer degistirme ve donme fonksiyonlarinin zamana

bagli yaklasik ¢oziim fonksiyonu k terimli dizi seklinde izleyen sekilde temsil

edilmistir.
k
Uy = Zai(t)ai(Z) (2.91)
i=1
k
v = ) hi(OF(2) (2.92)
i=1
k
0(z,t) = 2 ¢; (Dyi(2) (2.93)
i=1

Esitlik 2.93 deki yaklasik ¢oziim fonksiyonlarini enerji ifadelerine yerlestirdikten

sonra Lagrange denklemi asagida temsil edilmistir.

o oo _
dq;  0toq; (2.94)

Ifadede yer alan q;, bilinmeyen katsayilar a; ve b;’yi temsil etmektedir. Lagrange

prosediirii uygulandiktan sonra problemin hareket denklemi elde edilir.

[Ki{a(®} + [MI{§(D)} = 0 (2.95)

Burada [K] ve [M] sirasiyla rijitlik matrisi ve kiitle matrisini agiklar. Bu ifadelerin

detay1 izleyen esitliklerde temsil edilmektedir:

a
Esitlik 2.96 da elde edilen serbest titresim haraket denklemi {[Ki j] - w? [M i ]]} {b} =
c

0
{0} formunda yazilmasi sonucunda asagidaki katsayilar matrisi olusturulur ve bu
0

ayni zamanda bir 6zdeger-6zvektor problemidir.

Ki1 Kiz Kis Myy My, M7 (3 0
Ky1 Kz Kaz|—w?[Ma1 Mz Mys|iib; Z{O} (2.96)
K31 Kz, Kss M3, Ms, M3l (G 0
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aj

Burada [K;;] rijitlik matrisini, [M;;] kiitle matrisini, {bj} mod vektdriinii ve w sistemin

G
dogal frekansin1 temsil etmektedir. Kiitle ve rijitlik matrisinin agilimlar1 izleyen
esitliklerde verilmistir. 2.96 esitligin ¢oziimiinde dogal freknslar ve titresim modlari

elde edilir.

Denklemlerde yer alan rijitlik matrisi [K;;] ile kiitle matrisi [M;;]nin agilimlar:

asagida verilmistir.

kK k
L 0ai aa]
K= ) Zfo 405, a7 4 (2972)
i=1 j=1
K, =0 (2.97b)
t - L aal— 6)/]
K15 = ‘EZL 457 a2 % (2.970)
i=1j=1
Kz1 =0 (2.97d)
kK k
L 0p; 9p;
KZZ =ZZJO KsBoa—ZlEdZ (2978)
i=1j=1
kK ko, 3B,
K23 = —ZZf KSBO ZYJ dz (297f)
i=1j=1"0
kK k
L 6)/ aa]
Ku=-) Y | mpgids (2.979)
i=1j=1
kK ko, o8,
K3, = —ZZf KsBo)’iEdz (2.97h)
i=1j=1"0
kK k kK k
L ayl ayj L
K33 = ZZf 2753 4 Z f KSBO)/in dz (297')
i=1 j=1"0 0z 0z i=1j=1"0
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k
Miq, = ZZL loa; ajdz (2.98a)

M, =0 (2.98b)
kK k L
My = —Zth a;yjdz (2.98c)
i=1j=19
Mz, =0 (2.98d)
kK kL
M, = ZZJ-IO BiBjdz (2.98e)
i=1j=19
Mj3 =0 (2.98f)
kK k L
M3, = _ZZfll via;dz (2.989)
i=1j=19
Ms; =0 (2.98h)
kK k L
M33 = ZZ_[IZ Yivjdz (2.98i)
i=1j=19

2.6.2 Timoshenko kirislerinin zorlanmus titresim analizi

Dinamik nokta yiikii Q(t)’nin zamana bagli siniizoidal harmonik davranis gosterdigi

varsayilmaktadir.

Q(t) = Qo sin(at), 0<t=<oo (2.99)

Ifadede yer alan Q, dinamik yiikiin genligini, @ ise yiikiin frekansini temsil etmektedir.

Kelvin-Voigt viskoelastik modeline gére Timoshenko kirig teorisine gore kKurulan

iligki asagida verilmistir.
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o= N ([22 v P nuon 2 [2 v ) (2.100)
02y = 6K ([ 52~ 0] 4 mar) 5[ 52~ (2.10)

Burada yer alan n; ve n, viskoz sontim oranlar1 olup agilimlari izleyen sekilde temsil

edilmistir.

c(¥) c(¥)
gy W= 5w (2.102)

m) =——+

Kirisin sekil degistirme enerjisi (U;), Kinetik enerjisi (T'), soniim fonksiyonu (R) ve dis

kuvvetlerin potansiyel enerjisi (U,) izleyen sekilde sirasiyla verilmistir.

-3 G -en 5o G e

i o (2.103)
0
+ zfo KBO[(a ) —2—®+®]
T_lLlauOZ Iauo ol 16(232 Iavozdz
—zfo O(at) - 1(7)(%)* 2(5) * O(E) (2.104)
2
1 (L 9 [0u, d [0u, d (00
R=3) (@ <ﬁ(¥)> "2 (ﬁ (W)) (ﬁ (5))
a (0 a /0 SN (2109
Ug Vg
te <a_z (W)) “ (a_z (5)- (a)) “
Ue = =Q(t)v(zp, 1) (2.106)
Denklem 2.103, 2.104, 2.105 ve 2.106 ‘da yer alan;
(Ao, A1, 42) = fA E(Y)(1,Y,Y?)dA (2.107a)
By = fA G(Y)dA (2.107b)
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(10'11'12) = fp(y)(ll Y' Yz)dA (2107C)

A
(CO' Clﬂ CZ) = E(Y)nl (Y)(l, Y' YZ)dA (2107d)
Cs = fA G(Y)n(Y)dA (2.107e)

Problemin Lagrange fonksiyonu asagida verilmistir.

I= T—(U;—-U,) (2.108)

Ritz metoduna gore eksenel ve diisey yer degistirmenin yaklasik ¢6ziim fonksiyonu K

terimli dizi seklinde izleyen sekilde temsil edilmistir.

k

Uo(z,t) = Zai(t)ai(Z) (2.109a)
i=1
k

w20 = ) b (2.109b)
i=1
k

B(z,t) = Zci ®Dyi(2) (2.109¢)

Burada a;, b; ve c; bilinmeyen katsayilar, a;(z,t), B;(z,t) ve y;(z t) ise koordinat

fonksiyonlaridir ve ifadeleri izleyen sekilde verilmistir.

a;(2) = 2! (2.110a)
Bi(z) = 2D (2.110b)
Vi(2) = 7 (2.110c)

2.109a, 2.109b ve 2.109¢ denklemlerindeki yaklasik ¢6ziim fonksiyonlarmi 2.103,
2.104, 2.105 ve 2.106’da bulunan enerji ifadelerine yerlestirdikten sonra Lagrange

denklemi asagida temsil edilmistir.
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(2.111)

Lagrange prosediirii uygulandiktan sonra problemin hareket denklemi elde edilir.

[KI{a(®} + [CI{q(O} + [MI{g(D} = {F(D}

(2.112)

Burada [K], [C], [M] ve {F(t)} sirastyla rijitlik matrisi, soniim matrisi, kiitle matrisi ve

yiik vektoriinii agiklar. Bu ifadelerin detay1 izleyen sekillerde temsil edilmektedir.

Kll K12 K13
K21 K22 K23
K31 K32 K33

[K] =

45

(2.113a)

(2.113b)

(2.113¢)

(2.113d)

(2.113¢)

(2.113f)

(2.1130)

(2.113h)

(2.113i)



L

K
+ 22f K:Byy;yjdz (2.113))
0

i=1j=1
Ci2 Ci3
Cry Cys (2.114a)
C3; Cs3
c aai aa] d
05 7 (2.114b)
(2.114c)
C' %% VA
ey (2.114d)
(2.114e)
9p; 9B;
KSC3a_zlEdZ (2.114f1)
0 $72 0z " (2.1149)
dy; 0q;
Clggdz (2.114h)
L 6,8
j
KsCayi7—dz (2.114i)

. n n L
C __+ZZJ KC3y;y;dz (2.114))
i=1j=1"0
M12 M13
M,, My, (2.115a)
Mz, Ms;
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k
Miq, = ZZL loa; ajdz (2.115b)

M, =0 (2.115¢)
k k L
My3 = —Zth a;y;dz (2.115d)
i=1j=19
My, =0 (2.115€)
k k L
M, = ZZ f Iy BiBjdz (2.115f)
i=1j=19
Mz3 =0 (2.1159)
k k L
M3, = —zz:fll via;dz (2.115h)
i=1j=19
Ms; =0 (2.115i)
k k L
M3z = ZZ f Iy viv;dz (2.115j)
i=1j=19
(F()} = QO)B; (2.116)

2.112’deki hareket denkleminin ¢oziimiinde zaman tanim aralifinda Newmark
ortalama ivme yontemi kullanilir. Newmark ortalama ivme yontemini kullanarak

hareket denklemi asagidaki forma dontistiirtiliir.

[K(t, X){qn}j+1 = {(F (O} (2.117)
[fadede yer alan ;

[M] | [Cla

[K(t, X)] = [K] * 2z T pac (2.118)

47



{F®)} = {F(©)}j41 + B1{an}; + B2{qn}; + Baldn};

(2.119)

Denklem 2.119’te yer alan B4, B, ve B; ifadelerinin agilimi izleyen sekilde verilmistir.

M]  [Cla
Br=gnee T par
[M]

[fadede yer alan & = 0.50, 8 = 0.25"tir.

tis1 = t; + At ani1icin {q,,};,, degeri hesaplandiktan sonra ;

[M]
{Qn}]+1 ,BAtZ ({Qn}j+1 {Qn}j) ﬁAt{qn}] ( ,3 >{Qn}]

{dn}j+1 = {qn}; + Bt (1 — D {Gn}; + At @ {Gn}j41

Her adimda ¢6zlilmesi gereken 2.121a ve 121b denklemleri bulunur.
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3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

3.1 Statik Analiz

Bu bélimde konsol kompozit bir kirisin statik diisey yer degistirmeleri ve gerilme
durumlar1 incelenmis hem fonksiyonel derecelendirilmis malzeme formunda hem de
katmanli kompozit malzeme formunda analizler yapilarak iki farkli duruma ait elde
edilen sonugclar birbirleriyle karsilagtirilmistir. Ek olarak, sonuglar Timoshenko ve
Euler Bernoulli kiris teoremi gibi iki farkl kiris teorisi acisindan elde edilmis ve farkli
kiris boyutlar1 i¢in sonuglar incelenerek hem kiris teorilerinin hem de kirisin narinlik

oraninin analiz izerindeki etkisi gdzlemlenmistir.

Sayisal orneklerde kompozit kirisi olugturan malzemeler Zirkonya ve Aliimina olarak
secilmis ve malzeme dagilim formlart sekil 2.1°de gosterilmistir. Bu malzemelerin
temel malzeme parametreleri izleyen sekilde verilmistir. Ezirgonyqe = 151 GPa,
Vzirkonya = 0.2882, Ejimina = 70 GPa Ve Vuyiming = 0.31. Ifadede yer alan v
poisson oranini temsil etmektedir. Sayisal ¢aligmalarda kiris boyutu b=0.1m, h=0.1m
se¢ilmis kirigin uzunlugu L ise kirigsin uzunluk-yiikseklik oranina (L/h) bagli olarak
degismektedir. Elde edilen tiim teori ve formiilasyonlarin ¢oziimii icin MATLAB
programinda kodlamalar yapilmis ve sayisal sonuclar ile grafikler elde edilmistir.
Matlab programinda yazilmis olan algoritmalar sekil 3.1°de temsil edilmistir. Tiim
sayisal sonuclarda dizilere ait terim sayisi 10 olarak alinmistir. Calismada elde edilen
yer degistirmeler, konsol kirigin maksimum yer degistirme noktasi olan serbest u¢daki

degerler hesaplanmustir.

Analize yonelik iiretilen formiilasyonlar1 dogrulamak ve MATLAB programinda
yazilan kodu fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden olusan kirigin statik
analizinde kullanmak amaciyla maksimum diisey yer degistirmeler elde edilmis
(serbest ugta) ve bu alanda yapilmis spesifik bir calismayla kiyaslanmistir. Kang ve Li
(2009) c¢alismasinda, noktasal yiik etkisi altindaki fonksiyonel derecelendirilmis
konsol kompozit kirigin, farkli FDM katsayilar1 (n) i¢in statik analizini yapmis ve

maksimum yer degistirmeleri elde etmislerdir. Kang ve Li 'nin ¢aligmasindan elde
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edilen dogrusal sonuglar sekil 3.2°de MATLAB programinda elde edilen sonuglar ile

kiyaslanmistir.

RAST.A

Malzeme 6zellikleri (E,v), Geometrik degerler (b, h, L, A, I), Polinom
katsayis1 (i), FGM Katsayist (n) Belirleme

|

Sistem serbestlik derecesini hesaplama

-

Malzeme Katsayilarinin integrasyon Hesab1 (A0, A1, A2 ve B0)

-

Ritz Metodu Uygulanmasi ve Yaklagik Coziim
Fonksiyonlarinin tanimlanmasi (g, vy ve @)

 —

Enerji Denklemlerinin Hesaplanmasi

——

Rijitlik Matrisini Olugturma [K]

—

Yiik Vektoriinii Olusturma {F}

——

Bilinmeyen katsayilari elde etme <Zl ) = {F}[K]!
j

=

Bilinmeyen katsayilarin yaklasik ¢6ziim
fonksiyonlarinda yerine yazilmasi

—

Yer degistirmelerin elde edilmesi

Sekil 3.1: Kompozit kirisin statik analizine ait algoritma.
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0.8 1 I 1 |

=—=n=0.5 Kang ve Li (2009) 1
Kang ve Li (2009)
=—n=2 Kang ve Li (2009)
= =n=0.5Sunulan

n=1 Sunulan
= =n=2 Sunulan

m— =1

/L

max

0.2

0 0.1 0.5

Sekil 3.2 : Karsilastirma caligsmasi; fonksiyonel derecelendirilmis konsol kirisin farkli
FDM katsayilar1 (n) i¢in boyutsuz maksimum diisey yer degistirmeler ile yiik
arasindaki iliskinin incelenmesi.

Bu kiyaslama calismasinda boyutsuz sonuglar sunulmustur. Grafikte yer alan Q ifadesi
Q = PL?/bh3E, seklinde tanimlanan boyutsuz yiikii temsil etmektedir. Calismada

karsilastirilan yer degistirmelerin birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir.

Formiilasyon ve kodlamalar1 daha fazla dogrulamak amaciyla tabakali kompozit kiris
i¢in maksimum diisey yer degistirme (serbest ucgta) sonuclari elde edilmis ve ANSY'S
Workbench 14 programu ile karsilagtirilmistir. Sonuglar P = 100 kN nokta yiikii ve
farkli uzunluk — yiikseklik oranlarina (L/h) gore cizelge 3.1°de gosterilmektedir.
Cizelge 3.1°de goriildiigli lizere bu calismanin sonuglart ANSYS Workbench 14

programindan elde edilen sonuglarla yakinlik gostermektedir.

Cizelge 3.1: Karsilastirma ¢aligmasi; farkli uzunluk/yiikseklik oranlari igin iki
katmanli kompozit kirisin maksimum diisey yer degistirmeleri (m).

Vmax (M)
L/h=7 L/h=10 L/h=15 L/h=30
Sunulan 0.014 0.04053 0.13628 1.0877
ANSYS
Workbench 0.017 0.04215 | 0.13923 1.0886
14
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Sekil 3.3’te konsol kirisin serbest ucunda yiik artisina bagli olarak degisen diisey
maksimum yer degistirmeler incelenmis olup, sonuglar farkli uzunluk — yiikseklik
oranlar1 i¢in fonksiyonel olarak derecelendirilmis ile tabakali kompozit malzeme
formunda sunulmustur. Ek olarak sonuclar hem Euler-Bernoulli kiris teorisinde
(EBKT) hem de Timoshenko kiris teorisinde (TKT) incelenmis ve gosterilmistir.
Fonksiyonel olarak  derecelendirilmis  kirislerin  analizinde;  fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin sonuglari ve katmanli malzemelerin sonuglari arasinda

kiyaslama yapmak amaciyla farkli FDM katsayilar1 (n) kullanilmastir.

Sekil 3.3’te goriildiigii lizere FDM katsayisini (n) arttirdikca kirisin serbest ucunda
meydana gelen yer degistirmeler artmaktadir. FDM Kkatsayis1 (n) arttirdikga
azalmakta dolayisiyla yer degistirmeler artmaktadir. Ayn1i malzeme degerleri ve
malzeme pozisyonlarinda tabakali kompozit malzeme dagilimi sekillerde siyah renkte
gosterilmistir. Tabakali kompozit kirislerin yer degistirme degerlerinin, fonksiyonel
olarak derecelendirilmis kirislerin FDM katsayis1 n=1 oldugu durumda elde edilen yer
degistirme degerlerinden biiyilkk oldugu go6zlemlenmistir. Tabakli kompozit
malzemeden olusan kirislerin yer degistirme degerleri, FDM katsayis1 n=1 ve n=3 olan
FDM kirislerinin olusturdugu degerlerin arasindadir. Katsay1 n<1 oldugu durumda yer
degistirme degerleri tabakali duruma goére daha kiigliktliir. Fonksiyonel olarak
derecelendirilmis kirislerin malzeme dagilim parametreleri (n) 1 den kiigiik oldugu
durumlarda olusan yer degistirme miktarlari tabakali duruma goére daha az olmaktadir.
Bu ylizden FDM katsayisi n<l olan fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerin
secilmesi durumunda tabakali kiriglere goére ciddi bir istiinliige sahip oldugu
goriilmektedir. Sonuglar malzeme dagilim parametresinin (n); fonksiyonel olarak
derecelendirilmis malzemelerin mekanik davranisi tizerinde 6nemli bir rol oynadigin
gostermekle birlikte N parametresinin uygun secildigi takdirde fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin mekanik davranis agisindan tabakali malzemelere

gore daha fazla avantaja sahip oldugunu gostermektedir.
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0.17

vmax (m)

1.5

0.51

0.08F
-~
£
~ 0.061
"
! =
0.02r
10 2 ] b} 10
x10° PN x10°
0.6 T r .
0.5t d)L/h=10
_ 4t
g ,,% =
030 A =
: 2
>
0.2r
0.1
0 L 1
10 0 2 6 b 10
x10° PN x10°
e)L/h=15
n=0 (EBKT)
// 7 n=0 (TKT)
- n=0.2 (EBKT)
~ |- n=0.2 (TKT)
Z n=1 (EBKT)
e N n=1 (TKT)
n=3 (EBKT)
————— n=3 (TKT)
n=10 (EBKT)
n=10 (TKT)
s . Laminant (EBKT)
6 8 10 = ==Laminant (TKT)
P (N) x10°

Sekil 3.3: Fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit konsol kirislerin farkli
kirig teorileri ve uzunluk/yiikseklik oranlar1 i¢in ylik-yer degistirme iliskilerinin

incelenmesi.
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Sekil 3.3’te elde edilen bir baska sonug ise Euler-Bernoulli kiris teorisi ile Timoshenko
kiris teorisi arasindaki farkin iki farkli tip kompozit i¢in uzunluk — yiikseklik oraninin
(L/h) artmasiyla azaldigidir. Uzunluk — yiikseklik oraninin daha kii¢iik oldugu
durumlarda iki kiris teorisi arasinda 6nemli bir fark oldugu gézlemlenmistir. Uzunluk
— yiikseklik oranlarinin daha kiiciik oldugu degerlerde daha gercekei sonuglar elde
etmek i¢in, iki tip kompozitte de Euler-Bernoulli kiris teorisi yerine Timoshenko kiris

teorisi tercih edilmelidir.

Sekil 3.4 ve sekil 3.5’te fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit konsol
kiriglerin mesnet Kesitindeki normal ve kayma gerilmelerinin kalinlik boyunca
dagilimlar1 sunulmustur. Kirislerin uzunluk — ytikseklik oranlari L/ h= 8 ve kirise
etkiyen kuvvet P = 10° N olarak segilmis olup sonuglar farkli malzeme parametreleri
(n) igin elde edilmistir. Sekillerde agikca tabakali kompozitteki gerilme dagilimlarinin

fonksiyonel olarak derecelendirilmis kompozittekilerden ¢ok farkli oldugu

goriilmektedir.

-0.05 ; - S

n=0 (TKT)
—n=0.5(TKT)
n=1 (TKT)
—n=3 (TKT)
n=10 (TKT)
==—Laminant (TKT)

0.05 = '
10 5 0 5

Normal Gerilme (Pa) X 108

Sekil 3.4: Timoshenko Kirig Teorisine (TKT) gore tabakali konsol kompozit kirisler
ile farkli FDM katsayisina sahip fonksiyonel derecelendirilmis konsol kompozit
kiriglerin mesnet noktasindaki normal gerilmelerin kirisin kalinlig1 boyunca dagilima.
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n=0 (TKT)
—n=0.5(TKT)

n=1 (TKT)
=n=3 (TKT)

n=10 (TKT)
===Laminant (TKT)

LS
pos—— L
/R S S S

Kayma Gerilmesi (Pa) 10’

Sekil 3.5: Timoshenko Kiris Teorisine (TKT) gore tabakali konsol kompozit kirisler
ile farkli FDM katsayisina sahip fonksiyonel derecelendirilmis konsol kompozit
kirislerin mesnet noktasindaki kayma gerilmelerinin kirisin kalinli§1 boyunca dagilima.

Tabakali kompozit kirislerde normal ve kayma gerilmeleri arayiizlerde aniden
degismektedir. Bu noktalarda siireksizlikler olugmaktadir. Oysa, fonksiyonel olarak
derecelendirilmis kiriglerdeki gerilmeler aniden degismemekte ve kademeli olarak
dagilmaktadir. Tabakali kompozitlerde arayiizlerde olusan gerilme siireksizlikleri
sonucu siklikla catlaklar ve delaminasyon meydana gelir. Bu ylizden tabakali
kompozitler yerine fonksiyonel olarak derecelendirilmis kompozitlerin kullanimi
sonucunda ¢atlak problemleri minimize edilebilir. Ayrica sekil 3.4 ve 3.5’te goriildigi

tizere FDM katsayis1 (n), fonksiyonel derecelendirilmis kompozitlerin gerilim dagilimi
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tizerinde oldukca etkilidir. Bu parametrenin uygun bir deger secilmesi halinde

gerilmelerde 6nemli dl¢iide azalma gortilebilir.

Fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit kiriglerin statik davranisi
arasindaki farki daha net gorebilmek amaciyla; kiriglerin sekil degistirmis konumlari
sekil 3.6’da incelenmistir. L/ p=10vepP = 105 N segilmis olup sonuglar farkli FDM

katsayilar1 (n) agisindan Timoshenko Kiris Teorisine gore ele alinmistir.

=

=

.
T

n=0 (TBT)
n=1 (TBT)
—n=3 (TBT)
n=10 (TBT)
""" Laminant (TBT)

g

f—

(S
T

:-'.."D

—

S
T

0.05 | | | | I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z (m)

Sekil 3.6: Timoshenko Kiris Teorisine (TKT) gore tabakali konsol kompozit kirisler
ile farkli FDM katsayisina sahip fonksiyonel derecelendirilmis konsol kompozit
kirislerin sekil degistirmis konumlari.

Sekil 3.6°da goriildiigii iizere statik yer degistirme acisindan tabakali ile fonksiyonel
olarak derecelendirilmis malzemeler arasinda biiyiik bir fark vardir. Onceki statik
sonuglar gibi (n) parametresi fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemenin

mekanik davranisi lizerinde énemli bir role sahiptir. (n) parametresinin azalmasiyla

yer degistirmeler tabakali kompozitteki durumun aksine azalmaktadir. Bu, fonksiyonel
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olarak derecelendirilmis malzemelerin yapilarin mekanik davranisi agisindan tabakali

kompozitlere kiyasla daha iistiin oldugunu gostermektedir.

3.2 Stabilite Analizi

Bu boliimde eksenel basing yiikiine maruz kalan konsol kompozit kirigin burkulma
davranisi incelenmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme durumu ile tabakali
malzeme durumunun kritik burkulma yiikii (P.,) lizerindeki etkisi arastirilmis ve
malzeme dagilim parametresinin (n) stabilite davranisina etkisi detaylandirilmistir.
Niimerik sonuc¢lar hem Timoshenko Kiris Teorisi hem de Euler-Bernoulli Kiris Teorisi
etrafinda elde edilerek iki teori arasindaki sonug farki gozlemlenmistir. Sonuglar farkli
uzunluk — yiikseklik oranlarina (L/h) gore elde edilerek kiris geometrisinin yapilan

analizlerle iligkisi ortaya konmustur.

Burkulma analizinde kompozit kirisi olusturan malzemeler Zirkonya ve Allimina
olarak se¢ilmis olup bu malzemelerin kiris geometrisindeki dagilim formlart Sekil
2.1’de temsil edilmistir. Analizde kullanilan malzeme parametreleri; Zirkonya i¢in,
E, = 151 GPa, v, = 0.2882, Aliimina i¢in E, = 70 GPa ve v, = 0.31. Kirisin
geometrik ozellikleri ise b=0.1m, h=0.1m se¢ilmis ve kirisin uzunlugu L ise kirigin
uzunluk-yiikseklik oranmma (L/h) baghh olarak degismektedir. Teori ve
formiilasyonlarin ¢6ziimii amaciyla MATLAB programinda kodlamalar yapilmis ve
sayisal sonuclar ile grafikler elde edilmistir. Tiim sayisal sonuglarda dizilere ait terim
sayist 10 olarak alinmistir. Konsol kirisin stabilite analizinde Matlab programinda

yazilmis olan algoritmalar sekil 3.7°de temsil edilmistir.

Sekil 3.8’de eksenel basing yiikii etkisi altindaki konsol kirigin stabilite analizinde
fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit malzeme formlarmin farklari
incelenmis olup ayrica fonksiyonel derecelendirilmis kirislerde malzeme dagilim
parametresinin (n) kritik burkulma yiikii (P,,) lizerindeki etkisi arastirilmistir.
Sonuglar farkli uzunluk—yiikseklik oranlar1 (L/h) i¢in sunulmus olup Kkiris
geometrisinin burkulma iizerindeki etkisi gozlemlenmistir. Euler-Bernoulli kiris
teorisi (EBKT) ve Timoshenko kiris teorisi (TKT) olmak tizere farkli Kkiris

teoremleriyle elde edilen sonuglar sunulmustur.
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Malzeme 6zellikleri (E,v), Geometrik degerler (b, h, L, A, I), Polinom
katsayisi (i) Belirleme

|

Sistem serbestlik derecesini hesaplama

|

Malzeme Katsayilarinin Integrasyon Hesab1 (A0, A1, A2 ve B0)

|

Ritz Metodu Uygulanmasi ve Yaklagik Coziim
Fonksiyonlarinin tanimlanmasi (i, vy ve @)

l

Enerji Denklemlerinin Hesaplanmasi

l

Rijitlik Matrisini Olusturma [K]

|

Geometrik Rijitlik Matrisini Olusturma [K ¢]

|

a
Sistem denklemini olusturma ([K] — P[K¢]) {b} =0
c
Ozdeger-Ozvektor denkleminin ¢dziimii

|

Kritik burkulma yiikii (P.,-) elde edilmesi.

Sekil 3.7: Kompozit kirisin burkulma analizine ait algoritma.
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Sekil 3.8: Fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit kirigin kritik burkulma

yiikiiniin incelemesi ve FDM katsayisinin (n) etkisi.
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Sekil 3.8’de goriildiigii lizere fonksiyonel derecelendirilmis kompozit kirisin kritik
burkulma yiikii, FDM katsayisinin artmasiyla beraber azalmaktadir. Malzemenin
Elastisite modiilii; malzemenin kirig geometrisindeki pozisyonuna ve denklem 2.1°¢
gore degistiginden dolay1 n katsayisi arttik¢a Elastisite modiilii azalmakta bu da kirisin
kiriglerin kritik burkulma yiik degerlerinin; fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin
Pcr (N) — n iliskisinin temsil edildigi egride genellikle malzeme dagilim
parametresinin 2 < n < oo arasinda oldugu durumlarda FDM Kkirislerinin kritik
burkulma yiik degerlerinden fazla oldugu goériilmektedir. Bu nedenle malzeme dagilim
parametresinin 0 <n <2 arasinda bir deger se¢ilmesi durumunda FDM kirisleri tabakali
duruma gore daha avantajli olacaktir. Bu sonu¢ malzeme dagilim parametresinin
fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerin stabilite davranislari tizerinde 6nemli bir

rol oynadigini géstermektedir.

Sekil 3.8de elde edilen sonuglardan goriilecegi lizere stabilite analizinde de farkli kiris
teorileri kullanilarak elde dilen sonuglar arasindaki farkin iki farkli tip kompozit ig¢in
de uzunluk — yiikseklik oraninin (L/h) arttik¢a azaldigidir. Uzunluk/yiikseklik oraninin
az oldugu durumlarda Euler-Bernoulli Kiris Teoremi ile Timoshenko Kiris Teoremi

arasinda onemli bir fark oldugu gézlemlenmistir.

3.3 Dinamik Analiz

Sayisal orneklerde, dogal frekanslar ile sonlimlii zorlanmis titresim hareketindeki
dinamik tepkiler elde edilmis ve sonuglar fonksiyonel derecelendirilmis kompozit kiris
ile tabakali kompozit kiris igin karsilagtirilmistir. Analizlerde, kirislerin malzemeleri
Zirkonya ve Aliimina olarak secilmis olup kiris kesitindeki dagilimlar sekil 2.4°te
gosterilmistir. Bu malzemelere ait parametreler; Zirkonya i¢in, E, = 151 GPa, v, =
0.2882, p, = 2702 kg/m?® Alimina igin E, =70 GPa ve v, =031, p, =
3000 kg/m3 seklinde verilmistir. Kirise ait geometrik parametreler; b=0.1m, h=0.1m
secilmis ve kirigin uzunlugu L ise kirisin uzunluk-yiikseklik oranina (L/h) bagli olarak
degismektedir. Bes noktali Gauss integral metodu ile sayisal integral hesaplamalari
yapilmistir. Tiim sayisal sonuglarda dizilere ait terim sayist 10 olarak alinmustir.

Sayisal 6rneklerde dinamik yiikiin genligi Q, = 30 kN olarak alinmistir.
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Kirigin soniim oran1 (n(Y)) esitlik 2.1°e gore degismekte olup, Aliimina igin 7,; =

0.001 ve Zirconia i¢in 1y, = 0.002 alinmustr.

Formiilasyonlarin kullanimlarint dogrulamak amaciyla, fonksiyonel derecelendirilmis

konsol kirisin boyutsuz temel dogal frekansi (wp, = w/+/Ay/Iy); L/Ih=20 oldugu
durumda cesitli E,/E,, oranlar1 igin hesaplanarak Yang ve Chen (2008) tarafindan
yapilan ¢alismadan elde edilen sonuglarla kiyaslanmistir. Cizelge 3.2°de de gorildiigi

tizere mevcut sonuglar ile Yang ve Chen (2008) sonuglar1 birebir uyum igindedir.

Cizelge 3.2: Kiyaslama ¢alismasi; fonksiyonel derecelendirilmis kirisin L/h=20 i¢in
boyutsuz temel dogal frekanslari.

Ea/Eu Sunulan Yang ve Chen (2008)
0.2 0.8291 0.83
1 0.8794 0.88
5 0.8289 0.83

Baska bir karsilastirma ¢aligmasinda, tabakali bir kirigin serbest ucundaki maksimum
diisey yer degistirmeler elde edilmis ve ANSYS Workbench 14 yapisal analiz
programindan elde edilen sonuclar ile karsilastirilmistir. Sekil 3.9°da sonuglarin elde
edilmesinde kullanilan parametreler; uzunluk-yiikseklik orani L/h=10, dinamik yiikiin
genligi Q, = 30 kN ve kuvvetin frekanst @=2 rad/s olarak belirlenmistir. Sekil
3.9°da goriildiigii tizere bu ¢alismanin sonuglarinin ANSYS Workbench 14 programi

ile elde edilen sonuglarla yakin oldugu goriilmektedir.

0.015

HHHHH

- == Sunulan

— ANSYS Workbench 14

0 0.5 1 1.5 2
Zaman (s)

Sekil 3.9: Karsilagtirma ¢alismasi: Tabakali kompozit kirisin dinamik davranisi.
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Sekil 3.10’da fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit kirislerin dogal
frekanslar1 hesaplanmig ve birbirleri arasindaki farklar L/h=10 igin gésterilmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin dinamik davranisinda malzeme dagilim
parametresinin (n) farkli degerleri kullanilarak sonuglar elde edilmis ve tabakali

malzemelerin sonuglari ile karsilastirilmistir.

800 - ; - - -

---FGM
— Laminant

700

w = 594.85 rad/s
n=176

—---- T

o (rad/s)

N
o
—

-
~ .
- -
-
- -
- -
______
________
___________

Sekil 3.10: Fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit kirislerin dogal
frekans degerleri.

Sekil 3.10°da fonksiyonel derecelendirilmis kirise ait dogal frekans degerlerinin FDM
katsayist arttikga azaldigi goriilmektedir. Esitlik 2.1°e ve malzemenin kiris i¢cindeki
konumuna bagli olarak azalan Elastisite modiilii; kirisin rijitligini ve dogal frekanslarin
azalmasina yol agmaktadir. Tabakal1 kirislerin dogal frekans degerleri n>1.76 icin
fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin sonuglarindan daha biyiktir. FDM
katsayisinin degeri (n) 1.76°dan kii¢iik oldugu zaman fonksiyonel derecelendirilmis
kiriglerin dogal frekanslar1 tabakali kirislere kiyasla daha biiyiikk degere sahip
olacagindan dolayi, n katsayisinin bu degerin altinda secilmesi fonksiyonel

derecelendirilmis malzemeyi avantajli hale getirmektedir. Sunulan sonuglar malzeme
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dagilim parametresinin fonksiyonel olarak derecelendirilmis kirislerin titresim

karakterleri izerinde 6nemli bir rol oynadigin1 géstermektedir.

Harmonik zorlama etkisi altindaki kiriste belli bir anda (t=5s) meydana gelen ve
malzeme 6zelliklerine bagl olarak degisen maksimum yer degistirme degerleri ¢izelge
3.3’te farkli uzunluk-ytikseklik oranlar1 (L/h) i¢in elde edilmis ve her bir geometrik

kosulda iki farkl: kiris teorisi i¢in sonuglar kiyaslanmistir.

Cizelge 3.3’e gore kiristeki maksimum yer degistirme degerlerinin FDM katsayisini
(n) arttirdik¢a arttigi goriilmektedir. Bu da malzeme dagilim parametresinin (n);
fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemelerin zorlanmig titresim davranisi

tizerinde 6nemli bir rol oynadigini gostermektedir.

Cizelge 3.3’te gorildigi tizere kirisin uzunluk-yiikseklik orani (L/h) arttik¢a Euler-
Bernoulli kiris teorisi ile Timoshenko kiris teorisi araciligiyla elde edilen dinamik yer
degistirme sonuglar1 arasindaki fark ciddi oranda azalmaktadir. iki kiris teorisi
arasindaki en biiyiikk farkin L/h oraninin daha kiiglik oldugu durumlarda oldugu
gozlemlenmistir. Analizde L/h oraninin kiiciik oldugu durumlarda Euler-Bernoulli
kiris teorisi yerine Timoshenko kiris teorisi tercih edildiginde daha gergekci sonuglar

elde edildigi goriilmektedir.

Cizelge 3.3: Harmonik zorlama etkisi altindaki kiriste meydana gelen ve malzeme
ozelliklerine bagli olarak degisen maksimum dinamik yer degistirme degerleri (m).

Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme Tabakal
L/ Kiris Kompozit
h S p
Teorisi Malzeme
FDM Katsayisi (n)
0.2 0.5 1 3 10 30

E.B.K.T. 0,0000043  0,0000049 0,0000055 0,0000062 0,0000069 0,0000075 0,0000058

. T.KT. 0,0000046  0,0000050 0,0000056 0,0000064 0,0000071 0,0000078 0,0000060
% Fark 6,52 2,00 1,79 3,12 2,82 3,85 3,33
E.B.K.T. 0,0000321  0,0000364 0,0000407 0,0000460 0,0000510 0,0000561 0,0000433

6 T.KT. 0,0000328  0,0000372 0,0000416 0,0000470 0,0000522 0,0000574 0,0000441
% Fark 2,13 2,15 2,16 2,13 2,30 2,26 181
E.B.K.T. 0,0001754  0,0001985 0,0002221 0,0002509 0,0002778 0,0003058 0,0002360

. T.KT. 0,0001780  0,0002015 0,0002255 0,0002551 0,0002826 0,0003109 0,0002393

% Fark 1,46 1,49 151 1,65 1,70 1,64 1,38
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Cizelge 3.3 (Devam): Harmonik zorlama etkisi altindaki kiriste meydana gelen ve
malzeme Ozelliklerine bagli olarak degisen maksimum dinamik yer degistirme
degerleri (m).

E.B.KT. 0,0007620  0,0008625 0,0009651 0,0011093 0,0012054 0,0013035 0,0010068
6 T.KT. 0,0007709  0,0008723 0,0009763 0,0011211 0,0012128 0,0013143 0,0010116
% Fark 1,15 1,12 1,15 1,05 0.6 0,82 0,47
E.B.K.T. 0,00281 0,00320 0,00351 0,00394 0,0044 0,0048 0,0037
o T.KT. 0,00283 0,00322 0,00362 0,00396 0,0045 0,0049 0,0038
% Fark 0,70 0,62 2,77 0,50 2,22 2,04 2,63
E.B.K.T. 0,00893 0,0100 0,0112 0,0127 0,0141 0,0155 0,0119
10 T.KT. 0,00898 0,0101 0,0113 0,0128 0,0142 0,0156 0,0120
% Fark 0,55 1,00 0,88 0,78 0,70 0,64 0,83
E.B.K.T. 0,0659 0,0746 0,0835 0,0943 0,1044 0,1149 0,0887
1 T.KT. 0,0663 0,0750 0,0839 0,0948 0,1050 0,1156 0,0891
% Fark 0,60 0,53 0,48 0,53 0,57 0,60 0,45
E.B.K.T. 0,1590 0,1800 0,2014 0,2275 0,2518 0,2772 0,2139
13 T.KT. 0,1597 0,1807 0,2023 0,2285 0,2531 0,2786 0,2148
% Fark 0,44 0,39 0,44 0,43 0,51 0,50 0,42
E.B.K.T. 0,3593 0,4066 0,4550 0,5140 0,5691 0,6265 0,4834
u T.KT. 0,3606 0,4081 0,4567 0,5161 0,5715 0,6291 0,4851
% Fark 0,36 0,37 0,37 0,41 0,42 0,41 0,35
E.B.K.T. 0,7674 0,8686 0,9720 1,0979 1,2156 1,3381 1,0325
5 T.KT. 0,7700 0,8714 0,9751 1,1018 1,2201 1,3430 1,0356
% Fark 0,34 0,32 0,32 0,41 0,37 0,36 0,30

Sekil 3.11°de zorlanmas titresim hareketi etkisindeki fonksiyonel derecelendirilmis ile
tabakali kompozit Kkirislerin zamana baghh diisey yer degistirme davranislar
incelenmistir. Konsol kirisin serbest ucundaki yer degistirmeler incelenmis ve kirisin
uzunluk/yiikseklik orani L/h=10, dinamik yiikiin genligi Q, = 30 kN ve kuvvetin

frekans1 @w=_2rad/s olarak belirlenmistir.

Sekil 3.11’de FDM katsayis1 arttikca yer degistirmelerin genliginin arttig1

gozlemlenmektedir. Daha 6nce de belirtildigi gibi fonksiyonel derecelendirilmis
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hareketinde ise tabakali kirislerin dinamik yer degistirmelerinin, n katsayisinin daha
kii¢iik oldugu degerlerde fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin sonuglarindan daha
blyiik oldugu goriilmistiir. n parametresindeki artigla beraber fonksiyonel
derecelendirilmis kirisin dinamik yer degistirmeleri tabakali kirise kiyasla daha fazla
biiyiikliige sahip olur. Dolayisiyla n parametresinin uygun se¢ilmesiyle fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin dinamik davranis agisindan tabakali malzemelere gore

daha avantajli oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.12°de ise kirigin rezonans durumu incelenmis olup dinamik yiikiin frekansi
(w) ile maksimum diisey yer degistirme arasindaki iligki ortaya konmustur. Genel
parametreler: L/h = 10, t=0.2s ve n katsayis1 degiskendir. Sekil 3.12°de rezonans
frekanslar1 asimptot hatlarinda gézlemlenebilir. Malzeme dagilim parametresindeki
(n) azalmayla beraber fonksiyonel derecelendirilmis kirislerin rezonans frekanslarinin
azaldig1 tespit edilmistir. n parametrelerinin kiigiik oldugu degerlerde, tabakali
kirislerin rezonans frekanslar1 fonksiyonel derecelendirilmis kirislerinkinden daha
kiigiiktiir. n parametrelerinin daha yiiksek oldugu degerlerde bu durum tamamen

degismektedir.
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Sekil 3.11: Fonksiyonel derecelendirilmis ile Tabakali kompozit kiriglerin zamana

bagli yer degistirme grafikleri.
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Sekil 3.12 Farkli malzeme dagilim parametreleri (n) igin fonksiyonel

derecelendirilmis ve tabakali kompozit konsol kirislerin diisey yer degistirmeleri ile
dinamik yiikiin frekans1 (@) arasindaki iligki.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, bir ucu ankastre bir digeri serbest sinir sartlarinda fonksiyonel
derecelendirilmis ile tabakali malzeme dagilimlarina sahip kompozit kiriglerin
dinamik, stabilite ve statik davranislar1 incelenmistir. Calismada, malzeme 6zellikleri
kalinlik yoniinde “Power-Law” fonksiyonuna bagli olarak degisen yapida kirisler ele
alinmstir. Problemlerin ¢6ziimii i¢in enerji tabanli Ritz yontemi kullanilmistir. Euler-
Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri ile kirislerin dinamik, stabilite ve statik
karakteristikleri analiz edilmistir. Kiris i¢erisinde malzeme dagilim durumlarinin ve
kirise ait farkli uzunluk-yiikseklik oranlarinin analize etkileri arastirilmig, sonuglar
farkli kiris teorileri ile ele alinmistir. Tiim yonetici denklemler MATLAB paket
programinda kodlanmis olup, sayisal sonuglar ve grafikler bu program araciligiyla elde
edilmistir. Kullanilan formiilasyonlar1 dogrulamak amaciyla literatiirde bulunan

konuyla ilgili 6zel sonuglarla karsilastirma ¢aligmalart yapilmistir.
Sayisal analiz ve elde edilen grafiklerin yorumlanmasi sonucu su sonuglara varilmistir;

» Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme dagilimina sahip kirisler ile tabakali
malzeme dagilimia sahip kirislerin statik, dinamik ve stabilite davranislar

arasinda biiyiik bir fark oldugu goriilmiistiir.

» Malzeme  dagilim  parametresindeki  degisiklik ile  fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerin mekanik davranisi 6nemli 6l¢iide degismekte ve iki
malzeme dagilim tipi arasindaki fark Onemli derecede artmaktadir. Bu
parametrenin uygun bir deger se¢ilmesiyle beraber fonksiyonel olarak
derecelendirilmis malzemelerin mekanik davranis acisindan tabakali

malzemelere kiyasla daha fazla avantaja sahip oldugu goriilmustiir.

» Statik, dinamik ve stabilite analizlerinde fonksiyonel derecelendirilmis ile
tabakali kirigler i¢in uzunluk-yiikseklik oranlarimin daha kii¢iik oldugu
durumlarda Euler-Bernoulli kiris teorisi yerine Timoshenko kiris teorisinin

kullanilmasinin daha gercek¢i sonuglar verdigi goriilmiistiir.
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» Statik analizde; FDM katsayisinin (n) artmasiyla beraber kiriste belli bir
noktada olusan maksimum yer degistirmelerin artti1 goriilmektedir. Tabakali
kirislerde  olusan maksimum yer degistirmeler ise fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerde n=1 ve daha biiyiik oldugu durumlarda digerine
kiyasla kiiclik degerlere sahip olmaktadir. Dolayisiyla maksimum yer
degistirme acisindan FDM katsayisinin n<l segilmesi halinde fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler tabakali duruma gore ciddi bir {stiinlige

sahiptir.

» Kirigin statik davraniginin incelenmesinde; tabakali kompozite ait normal ve
kayma gerilme dagilimlarinin fonksiyonel derecelendirilmis kompozitlere ait
dagilimlardan ¢ok farkli oldugu goriilmiistiir. Tabakali kompozit kirislerde bu
gerilmelerin  araylizde aniden degistigi  goriilmektedir. Fonksiyonel
derecelendirilmis dagilimda ise gerilmelerin daha kademeli olarak degistigi
goriilmistiir. Bu yilizden araylizlerde delaminasyon ve catlak olusumunun
Oniine gegilmesi amaciyla fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler tercih

edilmelidir.

» Kirisin stabilite analizinde; fonksiyonel derecelendirilmis ile tabakali kompozit
kirigin kritik burkulma yiikii incelenmis ve FDM katsayisinin (n) burkulma
analizine etkisi arastirilmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis kiriste FDM
katsayis1 arttikga kritik burkulma yiikiiniin azalma egiliminde oldugu
gozlemlenmistir. Tabakali kompozitlere ait kritik burkulma yiik degerlerinin
genellikle fonksiyonel derecelendirilmis kirislerde malzeme dagilim
parametresi 2 < n < co araliginda iken daha fazla oldugu tespit edilmistir.
Malzeme dagilim parametresinin 0 <n <2 se¢ilmesi durumunda fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerin tabakali duruma goére daha avantajli oldugu
kanitlanmistir ve bu parametrenin malzemenin stabilite davraniginda ne derece

onemli oldugu goriilmiistiir.

» Kirigin dinamik analizinde; dogal frekanslar ve soniimlii zorlanmig titresim
cevaplart her iki kompozit malzeme igin incelenmis ve kiyaslanmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis kompozitlerden malzeme dagilim parametresi
(n) arttikga Kirisin dogal frekansinin azaldigi ve yer degistirmelerin genliginin
arttigl goézlemlenmistir. Ayrica (n) katsayisinin kirigin rezonans durumuna

etkisi incelenmis ve katsayidaki artisla beraber kiriglerin rezonans
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frekanslarinin azaldig1 tespit edilmistir. Elde edilen sonuglar; fonksiyonel
derecelendirilmis ve katmanli kirislerin dinamik tepkilerinin birbirinden ¢ok
farkli oldugunu kanitlamistir. Uygun n degeri secildiginde fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler dinamik davranis acisindan daha avantajh

olmaktadir.
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