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OZET
ARF SAYISAL YARIGRUPLARININ BIR SINIFI
DOKTORA TEZI
Meral SUER

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2013

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir.
Ik boliimde, sayisal yarigruplarin gelisimi hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde calisma boyunca ihtiyag duyulan temel kavram ve tanimlardan soz
edildi.

Ugiincii boliimde, iki, ii¢ ve dért belirtecli sayisal yariguruplarin tip dizileri ile ilgili baz1
sonuglar verildi. Ayrica bu sayisal yarigruplarin Arf sayisal yarigrubu, maksimal ve hemen
hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigrublarla olan iliskileri incelendi.

Dordiincii boliimde, Arf sayisal yarigrubu ile ilgili var olan tanimlardan Arf sayisal
yarigrubunun 6zel bir sinifi ve bu sinifla ilgili bazi sonuglar elde edildi.

Besinci boliimde, Arf sayisal yarigruplarmin pozitif bir tamsay1 ile boliimiiniin yine Arf
sayisal yarigrup oldugu gosterildi. Ayrica dordiincii béliimde verilen Arf sayisal yarigrubunun

yarimi ile ilgili baz1 sonuglar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Arf sayisal yarigrup, sayisal yanigrup, tip dizisi, maximal uzunluk,
Frobenius sayisi, Apery kiimesi, Kunz koordinatlari.
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ABSTRACT

A CLASS OF ARF NUMERICAL SEMIGROUPS

PhD THESIS

Meral SUER

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2013

This work consists of five chapters.

In the first chapter, the necessary knowledge about development of numerical
semigroups are given.

In the second chapter, some basic terms and definitions are given which are the
necessary for properly understanding of the following chapters.

In the third chapter, some results on type squences of numerical semigroups for cases of
n(S ):2, n(3):3 and n(S ):4 are given. In addition, the relationship between Arf

semigroups and numrical semigoups of maximal (respectively almost-maximal) length of these
numrical semigroups were examined.

In the fourth chapter, a special class of Arf numerical semigroups with definitions of what we
know and some results on this specific Arf numerical semigroups were obtained.
In the fifth chapter was showed that the quotient of a Arf numerical semigroup by a

positive integer is a Arf numerical semigroup. In addition, some results about the half of Arf
numerical semigroups of what we know by the fifth chapter were obtained.

Key Words: Arf numerical semigroup, numerical semigroup, type sequence, maximal
length, Frobenius number, Apery set, Kunz coortinates.
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obeb{a,b}
#(4)
Ap(S,m)

e(S)

Maximals < (X)

a(modb)

KISALTMA VE SIMGELER

: {nl yees np} ile iiretilen sayisal yarigrup

- a ile b nin en biiylik ortak boleni

- A kiimesinin eleman sayis1

: S deki m #0 elemaninin Apery kiimesi

: § sayisal yarigrubunun gémmeboyutu

: § sayisal yarigrubunun Frobenius sayis1

: § sayisal yarigrubunun temel bosluklarinin kiimesi

: S sayisal yarigrubunun cinsi (genusu)

: § sayisal yarigrubunun bosluklarinin kiimesi

: S sayisal yarigrubunun £ ya gore Kunz-koordinatlar vektorii

: S sayisal yarigrubunun katlilig
: Maksimal gdémme boyutlu sayisal yarigrup

: < swralam bagimntisina gore X kiimesinin maksimal elemanlar1
: a nmn b ile boliimiinden kalan
: § sayisal yarigrubunun belirte¢ sayisi

: S nin Frobenius sayisindan kii¢iik elemanlarmin kiimesi
: Negatif olmayan tamsayilar kiimesi

: § sayisal yarigrubunun pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi
- § sayisal yarigrubunun d pozitif tamsayisi ile boliim kiimesi

: § sayisal yarigrubunun tipi

: Tamsayilar kiimesi
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1. GIRiS
7Z ve N srrasiyla tamsayilar kiimesi ve negatif olmayan tamsayilar kiimesi
olarak verilsin. S €N olmak tizere, S, N de “+” ile gosterilen toplama islemine gore

kapali ve OeSoluyorsa S ye sayisal yarigrup adi verilir.  n,...n, €S igin

P
n <..<n,olmak tzere, S=<n,..,n,>= {Zainl. (a; € N} seklinde yazilabildigi ve

i=1

#(N\S) < 00 <= obeb {nl yeens np} =1 oldugu bilinmektedir (Barucci ve ark. 1997).

Bu kavramin basitligi, anlamas1 kolay fakat ¢6ziimii asikar olamayan problemi
ortaya ¢ikarir. Bu durum 19. Yiizyilin sonunda Frobenius ve Sylvester gibi bazi

matematikg¢ilerin  dikkatini ¢ekmistir. Sylvester (1884), n,,n,,s,,s,eN ve
obeb{n,,n,} =1 olmak tiizere ms +n,s,=g sekilde yazilamayan en biyik g

tamsaysmin nasil bulunacagmi gostermistir. Sylvester’in probleminin genellemesi

Frobenius tarafindan tasarlandi: <n,,...,n, > sayisal yarigrubuna ait olmayan en biiytik
tamsayl n,,...,n, cinsinden nasil formiile edilebilir? Literatiirde bu probleme Frobenius

problemi denir. Brauer (1942) c¢alismasinda Frobenius problemine yer vermis ve 1958-
1978 yillar1 arasinda bir ¢ok bilim adami1 bu konu iizerinde ¢esitli aragtirmalar yapmistir

( Froberg ve ark 1987).

Son yiizyilln ikinci yarisinda, sayisal yarigruplar cebirsel geometrideki
uygulamalar1 sebebiyle yeniden ilgi odagi olur. Bir boyutlu analitik indirgenemez
Noetherian bolgelerin deger yarigrubu belli kosullar altinda sayisal yarigruptur ve bu

halkalarin bir ¢ok 6zellikleri ilgili sayisal yarigruplar bakimindan karakterize edilebilir.

Bir K cismi i¢in K[[ts‘,...,ts" H halkasinin deger yarigrubu tam olarak <n,,...,n, >

dir. Bu iliski istenilen 6zellikli bir boyutlu Noetherian yerel bdlgeleri olusturmakta
kullanilabilir ve tanimlanmis bir sayisal yarigrupta bazi degismezler i¢in temel olarak
sorumludur. Bu degismezler; katlilik, gomme boyutu, cinsi, tip ve kondiiktordiir.
Sayisal yarigruplarin bazi aileleri kismen bu baglantidan dolayr ele alindi: simetrik
sayisal yarigruplar, pseudo-simetrik yarigruplar, maksimal gémme boyutlu ve Arf
ozellikli yarigruplar, saturated yarigruplar ve tam kesisim yarigruplar her birinin halka

teorisinde bir karsiligr vardir. Barucci ve Dobbs yapmis olduklar1 caligmalarda
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yarigruplar ve halka teorileri arasindaki kavramlara iyi bir terciiman olmuslardir. Bu
yapilarin sadece cebirsel geometriye uygulamalarinin 6nemi diginda ayrica onlarin
tanimlar1 sayisal yarigruplar alaninda dogal olarak ortaya ¢iktigindan da s6z etmek

gerekir.

Lipman (1971) , Arf (1948) calismasindan etkilenerek Arf halkasi ¢calismalarina
giris yapar ve Arf halkasi ¢aligmalarini yeniden canlandirir. Onlarin degerler yarigubu
olan yarigruplar yardimiyla bu halkalarin tanimlanmasi sayisal yarigruplar icin Arf
ozelligini ortaya cikarir. Arf sayisal yarigruplarmin son yillarda cebirsel hata diizeltme

kodlarina uygulanmasi 6zel bir ilgi alan1 olusturmustur.

Sayisal yarigruplar calismasi, pozitif tamsay1 katsayili homojen olmayan lineer
denklemin negatif olmayan ¢dziimlerine denktir. Boylece sayisal yarigruplar literatiirde
genis Olciide ele alinmis klasik bir problemdir. Bu klasik ¢izginin ardindan iki
degismez, sayisal yarigruplarda 6nemli rol oynar. Bunlar Frobenius sayisi ve cinstir.
Ayrica, bircok eserde bir boyutlu analitik indirgenemez yerel halkalarindegerler
yarigruplarinin ele alindigini gorebiliriz. Bu anlamda 6nemli rol oynayan sayisal
yarigruplarin bazi degismezleri ortaya ¢ikar: katlilik, gdmme boyutu, tekillik derecesi,

tip, kondiiktor, Apery kiimesi, pseudo-Frobenius sayis1 v.b.

Lineer Diophantine-Frobenius probleminin bir genellestirmesi asagidaki sekilde

ele almabilir: w,,..,u, ve d pozitif tamsayilar ve obeb{u,,..,u,}=1 olsun.

S =<u,,...,u, > ye ait olmayan d nin en biiyiik kat1 i¢in bir formiil bulma. Bu problem

% yarigrubunun Frobenius sayisinin hesaplamasiyla denktir.

Gliniimiiz matematik¢ileri  simetrik, pseudo-simetrik ve Arf sayisal
yarigruplarinin 6zellikleri, onlarin boliim yarigrublarini ve degismezlerini bulmakla
ilgilenmektedirler. Bu baglamda biz de son zamanlarda yapilan bir¢ok caligmayi
inceleyerek ve bu calismalarin 1s1ginda bir sayisal yarigrubun Arf olmasi i¢in gerekli
kosullarin tip dizisindeki elemanlar cinsinden nasil yazilacagini gosterecegiz daha sonra
yeni bir Arf sayisal yarigrubu tanimlayacagiz. Bu sayisal yarigrubun o6zelliklerini
inceleyerek boliim yarigrubunu ve degismezlerini bularak bunlar arasindaki bagmtilari

olusturacagiz.
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2. TEMEL BIiLGIiLER

Bu kesim, ¢alismamizin esasini olusturan ve tezin iyi anlasilmasi i¢in gerekli

temel tanim ve teoremleri icermektedir.

Tamm 2.1. iginde birlesme 6zelligine sahip bir ikili islem tanimlanmis olan tek islemli

cebirsel yapilara yarigrup denir.

Tamm 2.2. <S,*> bir yarigrup olsun. 7 < S olmak lizere Va,beT igin a*beT

oluyorsa T ye S nin bir alt yarigrubu denir.

Tanmm 2.3. S bir yarigrup ve 4c S olsun. § nin 4 y1 kapsayan en kiiciik alt

yarigrubuna A nin tirettigi yarigrup denir. Bu durumda 4 kiimesine de S nin iiretegler

kiimesi denir ve S=(4) vyazlr. Ozel olarak A= {nl,nz,...,np} S alinirsa
S = <nl,nz,...,np> yazilir. Eger S = <nl,nz,...,np> olacak sekilde S nin 4= {nl,nz,...,np}
iirete¢ kiimesinden daha kiigiik bir kiime yoksa o zaman A4 = {nl,nz,...,np} kiimesine S

nin minimal tirete¢ sistemi denir (Rosales 1999).

Tanim 2.4. N negatif olmayan tamsayilar kiimesi olmak tizere S €N verilsin. Eger S,
N deki toplama islemine gore kapali, birlesmeli ve 0e S oluyorsa S ye sayisal

yarigrup denir. S bir sayisal yarigup olmak tizere; m <n, <..<n, olacak sekilde

My Ny,es €S i¢in

P
S:<n,,n2,...,np>:{2niki Dk EN}
i=1

olarak yazilir ve 6zellikle
"obeb{n],nz,...,np} =1 (N\S) kiimesi sonludur"

onermesi dogrudur (Barucci ve ark. 1997).

Ornek 2.5. S =(5,6,13) = {5k, + 6k, +13k;; Kk, k,,k, € N}

={0,5,6,10,11,12,13,15,— ...}
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seklinde yazilir. Burada "—" 15 ten sonraki biitiin tamsayilarin S kiimesinde oldugu

anlamindadir.

Ornek 2.6. S =(5,12,13) = {5k, +12k, + 13k, : k,, k. k, e N}
={0,5,10,12,13,15,17,18,20,22 — ...}
olup,
N\S ={1,2,3,4,6,7,8,9,11,14,16,19,21} sonludur < (5,12,13)=1 dir.

Ornek 2.7. §=(4,6)={4k +6k,}={0,4,6,8,10,12,..} olsun.(4,6)=1 oldugundan

N\S sonlu degildir.

Tamim 2.8. § sayisal yarigrubu {nl,nz,...,np} ile minimal olarak {tiretilsin. O zaman n,
ve p sayilarma sirasiyla S nin katliligi ve gomme boyutu denir ve sirasiyla m(S ) ve
e(S) ile gosterilir,
Onerme 2.9. S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman

1. m(8)=min(5\{0})

2. e(S)Sm(S)

olur (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

Tamm 2.10. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger e(S)=m(S) ise S saysal yarigrubuna

(maksimal gomme boyutlu) MGD-yarigrup denir.

Tanmim 2.11. S bir sayisal yarigrup olmak tizere S nin Frobenius sayist S ye ait olmayan

en bliyiik tamsay1 olarak tanimlanir ve F (S ) ile gosterilir. Yani
F(S)=max{xeZ:x¢S}

olarak ifade edilir.
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Bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisini hesaplamak zordur. Ancak, 6zel bazi

sayisal yarigruplar i¢in bunu kolayca hesaplamak miimkiindiir.

Tamim 2.12. S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayis1 F (S ) olsun.O zaman
n(S)=#({0.1,2,...F ()} nS)

sayisina S nin belirte¢ sayist ad1 verilir (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

Tamm 2.13. F (S ) ve n(S) sirastyla, S nin Frobenius sayis1 ve belirteg sayisi olmak

{izere, S:{Ozso,sl,...,s s ...,sn(s):F(S)+1,—>...} seklinde verilsin.  Burada

r=1>%r»

§; <

i+1

olup “—>” F (S) +1 sayisindan biiyilik olan her tamsaymim S ye ait oldugunu

gosterir. F (S )+1 tamsayisina S nin ileticisi denir (Barucci ve ark. 1997).

Tamm 2.14. N negatif olmayan tam sayilar kiimesi ve S bir sayisal yarigrup olsun. Bu

durumda N\S kiimesinin elemanlarina S nin (gaps) bosluklar: denir. S nin biitiin
bosluklarmnmn kiimesi H (S') ile gosterilir. Yani,

H(S)={xeN:xg¢S}
olarak ifade edilir.

Tamm 2.15. Negatif olmayan tam sayilarin kiimesi N ve § sayisal yarigrup olmak
lizere g(S):#(N\S) sayisina S nin cinsi (genus) denir. Yani, H(S) kiimesinin

eleman sayis1 S nin cinsidir (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

Ornek 2.16. S =(5,6,13)={0,5,6,10,11,12,13,15,— ...} sayisal yarigrubunun cinsinin
8  oldugunu  gdstermek  zor  degildir: H(S)={1,2,3,4,7,8,9,14}  ve
g(S)=#(H(S))=8 dir.

Tamm 2.17. xeH(S) i¢in {2x,3x}cS oluyorsa, bu durumda x elemanina S nin
temel boslugu adi verilir ve  Snin biitiin temel bosluklarmin kiimesi FH () ile

gosterilir (Rosales ve ark. 2004).
Ornek 2.18. 5 =(5,6,8) ={0,5,6,8,10,— ...} olsun. O zaman FH (S)={4,7,9} olur.
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Tamm 2.19. S bir sayisal yarigrup ve me S\{O} olsun.
Ap(S,m)={seS:s—meS}
kiimesine S nin m ye gore Apery kiimesi denir. Daha agik bir ifadeyle S nin m ye

gore Apery kiimesi elemanlari, (modm) e gore kalan siniflarmin her birindeki en
kiiciik pozitif tam sayilardan olusmaktadir. Boylece #(Ap(S,m)) =m olup
F(8)=max(A4p(S,m))—m olur (Rosales 2000).

S = <nl,n2,...,np> sayisal  yarigrubu  verilsin. Bu  durumda,
Ap(S.n))={seS: s—n ¢S} kimesi, S nin (modn ) e gore kalan smiflarmm her
birinden bir eleman kapsar. Ozel olarak Ap(S,n) kimesi, i=0,1,2,...,n -1 igin
(modn,) ye gore i ye denk olan elemanlardan olusur. Yani Ap(S,n) kiimesinin
elemanlarmi w, ile gosteririz ki onlar (mod ”1) e gore i ye denktirler (Rosales 2000).

Tanim 2.20. S sayisal yarigrubunun Apery kiimesi Tanim 2.19 da oldugu gibi verilsin.

S nin k ye gore Kunz-koordinatlar vektorii K (S,k)=ueN“"seklinde yazilan

vektordiir. u=(u,) olmak tizere bu vektorin bilesenleri i=1,...,k—1 i¢in u, = L/

seklindedir (Blanco ve Rosales 2011). Bu haliyle Kunz-koordinatlar vektorii Apery

kiimesinin bir modifikasyonudur.

Ornek 2.21. S =(4,7,9)={0,4,7,8,9,11,—} olsun.
Ap(S,4)={seS:s-4¢S5}={0,7,9,14} seklinde olup i =0,1,2,3 igin

Ap(S,4)={w,, w,w,,w;} ={0,9,14,7} ve K(S,4)=ue N’ olmak iizere i =1,2,3 i¢in

w—-1 9-1
u] :T:—:
-2 14-2 12
MZZWZ :—:—:3
4 4 4
u3 = W3_3 :7—_3:i:1
4 4

u=(2,3,1)e N’ olarak bulunur.
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Tanim 2.22. S bir saysal yarigrup olsun. Eger x € Z\S olmak iizere,
Vs ES\{O} icin x+seS

oluyorsa, bu durumda x tam sayisma S nin Pseudo-Frobenius sayisi denir ve S nin biitiin
pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi PF (S) ile gosterilir. Yani

PF(S) :{er\S: x+seS§, Vse S\{O}}
olarak ifade edilir. #(PF (S )) sayisina S nin tipi de denir (Rosales ve Branco 2002).
Ornek 2.23. 5 =(4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,— ..} ve F(S)=11 olur.
O zaman S nin biitiin pseudo-Frobenius sayilarmin kiimesi;

PF(S) :{er\S:x+se S, Vs eS\{O}} :{11}

olarak bulunur.
Tamsayilar kiimesi lizerinde su bagint1 tanimlanir:
“b-ae§ ise asgb”.
S bir sayisal yarigrup oldugundan bu bagmtinin siralama bagimntis1 oldugu kolaylikla
gosterilebilir (yansima, gegisli, ters simetrik).
Onerme 2.24. S bir sayisal yarigrup ve m € S\{0} olsun.
PF(S) = {w—m :w e Maximals < Ap(S,m)}
olarak yazilir (Rosales ve Branco 2002).

Not 2.25. S:{Ozso,sl,... S 108 ey S

> n-1°>%n

) =F(S)+L—> } bir sayisal yarigrup, F(S)
ve n(S) sirastyla onun Frobenius sayis1 ve belirteg sayis1 olmak tizere, S, ve S (i )
kiimeleri asagidaki sekilde tanimlayalim: 0<i<n (S) =k i¢in
S, ={xeS:x2s} ve S(i)={xeN: x+S§, = S}.
Her bir S(i) nin bir sayisal yarigrup oldugu agiktir. Bu durumda asagidaki

zinciri elde ederiz (D'Anna 1998):
S, cS,,c..cs cScS(l)c...cS(k—l)cS(k)=N
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Tamm 2.26. S:{Ozso,sl,...,s S S :F(S)+1,—>...} bir sayisal yarigrup,

n—1°"ns°*s n(S)

F (S) ve n (S ) sirasiyla onun Frobenius sayis1 ve belirteg sayist olmak {izere,
t=t(S)= #(S ()\s ) sayisma S sayisal yarigrubunun tipi denir

Tamm 2.27. S:{Ozso,sl,...,s S ey :F(S)+1,—>...}bir sayisal yarigrup,

n—1°"ns°*s n(S)

F (S) ve n (S ) sirasiyla onun Frobenius sayist ve belirteg sayisi olmak {izere,
1<i<n(S) i¢in ¢ =1(5)= #(S(i)\S(i —~ 1)) sayilarindan  yararlanarak
{tl ,tz,...,tn(s)} kiimesini elde ederiz. Bu kiimeye de S sayisal yarigrubunun tip dizisi adi

verilir. Burada, 2<r<n(S) vet, 2t 21 olarak tanimlanir (D'Anna 1998).
Ornek 2.28. § =(4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,—>..} ve F(S)=11 dir.

S(0)=S8,={xeS:x2s,}=8

S, ={xeS:x2s5)=1{4,68,9,10,12,—..}
olup,

S(1)={xeN:x+S c 5}={0,4,6,8,-,..}
yazilir. Bu durumda S nin tipi

f=t=#(S()\S)=#({11})=1
olarak bulunur. Bdylece S nin tip dizisi de
{LLLL11}

seklinde olur.
Ornek 2.29. §=(5,6,13)=1{0,5,6,10,11,12,13,15,—>...} olup F(S)=14 tiir. Bu
durumda,

S(O)=So={xeS:x20}=S

S, ={xeS:x>5={56,10,11,12,13,15,— ..}
\
S(1)={xeN:x+5 c §}={0,5,6,7,10,11,12,13,14,15, ...}

olur. Bununla birlikte,
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f=t=#(S(1)\S)=#({7.14})=2
S, ={xeS:x>6}={6,10,11,12,13,15,— ..}
olur. Ote yandan,
SQ2)={xeN:x+5, S} ={0,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,— ...}
olup
t=#(S(2)\S (1)) =#({9}) =1

elde edilir. Boylece,

bulunur. Yani, S nin tip dizisi

{2,1,1,1,1,1,1}
seklinde olur.
Uyari 2.30. S bir sayisal yarigrup olmak tizere g(S)+n(S)=F(S)+1 oldugu agiktur.
Daha onceki calismalarda g (S)<t(S)n(S) oldugu gosterilmistir (Brown ve
Curtis1991).
Tamm 2.31. S bir saysal yarigrup olmak iizere, eger F(S)+1-n(S)=¢(S)n(S) ve
F(S)+2-n(S)=1(S)n(S) esitlikleri saglaniyorsa S ye sirastyla, maksimal uzunluklu
ve hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigrup denir (Brown ve Curtis1991).
Tanmm 2.32. x=2y=>z olan her x,y,z€S icin x+y—-ze€S oluyorsa § saysal
yarigrubuna Arf sayisal yarigrubu denir (Rosales 2003). Buna esdeger olarak;
8158,5,85,...,8, €S 1¢in 5, <s, <s;<..<s, olmak tlizere, Her bir 1<i<n(S)=n ve
t,=t,(S) i¢in t, =s,—s,, —1 oluyorsa S Arf 6zelliklidir (D'Anna 1998).
Ornek 2.33. § =(7,11,13,15,16,17,19)={0,7,11,13,— ...} sayisal yarigrubu Arf
ozelliklidir.
Tammm 2.34. § sayisal yarigrup ve d pozitif bir tamsayr olsun. O zaman
S/ d= {x eN:dxeS } kiimesi de ayn1 zamanda bir sayisal yarigruptur ve S nin d ile

béliim kiimesi olarak adlandirilir. Ustelik S<S/d olup d=1 igin S/d =S yazlw.

Ozel olarak d =2 i¢in % yarigrubuna S nin yarimi denir (Rosales 2008).



2. TEMEL BILGILER

Ornek 2.35. S =(3,5)={0,3,5,6,8,— ...} olsun. O zaman, d =2 i¢in S/d kiimesi,
S/2= {x eN:2xe S} = {0,3,4,5,6,7,8,—) }

olarak bulunur.

Tamm 2.36. S bir sayisal yarigrup ve F (S ) onun Frobenius sayis1 olsun. Bu durumda
N(S)={ ses: s<F(S) }
kiimesine S nin minimal temsilcisi denir.

Uyani 2.37. S bir sayisal yarigrup olmak iizere n(S) = #(N (S )) oldugu agiktir.

10
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3. MAKSIMAL VE HEMEN HEMEN MAKSIMAL UZUNLUKLU
SAYISAL YARIGRUPLAR

Tezin bu boliimii iki kesimden olusmaktadir. Ilk kesimde verilen bir sayisal

yarigrubun, Maksimal ve hemen hemen maksimal uzunluklu olmasi i¢in gereken

kosullar tip dizisinin elemanlar1 cinsinden ifade edilecektir. ikinci kesimde ise bir Arf

sayisal yarigrubunun maksimal ve hemen hemen maksimal uzunluklu olmasi i¢in

gereken kosullar tekrar Arf sayisal yarigrubunun tip dizisinin elemanlar1 cinsinden

verilecektir.

3.1. Maksimal ve Hemen Hemen Maksimal Uzunluklu Sayisal Yarigruplar icin
Baz1 Kosullarn

Bu kesimde n(S)S 4 olan bir sayisal yarigrubun, maksimal ve hemen hemen

maksimal uzunluklu olmas: icin gereken kosullar tip dizisinin elemanlar1 cinsinden

ifade edilecektir. Once tip dizileri ile ilgili gerekli bazi bilinen sonuglar1 hatirlayacagiz.

Teorem 3.1.1. {1,,7,} pozitif tam sayilar dizisinin, n(S)=2 ve Frobenius sayis1 F ()
olan § = {O,t1 + Lt +t,+2,> } sayisal yarigrubunun tip dizisi olmasi icin gerekli ve
yeterli kosul, 1<1, <t, ve t,+#, = F(S)-1 olmasidir (D’Anna 1998).

Teorem 3.1.2. 1<y, <1 (i=2,3)olacak sekilde {r,z,,t,} pozitif tam sayilar dizisinin,
n(S)=3 ve ¢(S)=t (heri=1,2,3 i¢in) kosullarmi saglayan bir S saysal

yarigrubunun tip dizisi olmas1 asagidakilerden birine denktir (D’Anna 1998):

(i) t, <t ve t >t +t,—1
(i1) L2t ve t, =t
(iii) L2t ve L2t +t+1.
Burada, (1) kosulu saglantyorsa 0 zaman

S = {O,t1 +2,4+,+2,t,+t,+,+3 > } seklindedir. Eger (ii) yada (ii1) kosulu

saglaniyorsa S ={0,7,+ 1,4, +1, + 2,1, + 1, + 1, +3 > ...} seklindedir.

11



3. MAKSIMAL VE HEMEN HEMEN MAKSIMALUZUNLUKLU SAYISAL
YARIGRUPLAR

Teorem 3.1.3. 1<t <¢,(i=2,3,4) olmak iizere, {¢.t,,t,,¢,} dort pozitif tam sayidan
olusan dizinin, n(S)=4 ve ¢(S)=¢t (her i=1,2,3,4 icin) olacak sekilde bir S

sayisal yarigrubunun bir tip dizisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, asagidakilerden

birinin saglanmasidir (D’Anna 1998):

i 4<t,, <, ve L2t 4+t 4+, =2,

) 4<t, t=<t,<t+t,-1 ve L2t +t+t,;

(i) #<t, t,<t,<t,+t,-1 ve t,=t,+t,-1;

av) #<t,, t;+t,-1<¢, ve L2t ++t, +2;

v) t=t, t,+t,—-1<¢, ve t,=t,+t;+1;

i) 4<t, t+t,-1<4, ve t=t,+1;

(vi)) t>t,, I<t,<t,+1 ve L2t 4+t +t, =2,

(viil) t;2>t,, tL,+1<t, <t;+t,+1 ve L=t +t+t,
L #t+1

(ix) t=t,, t,+1<t, <t +t,+1 ve t,=t,+t,-1;
L #t+1

(%) t,>t,, t,+t, +1<t, ve L2t +t+t, +2

(xi) t;=t,, t+t,+1<1t, ve L=t +t;+1

(xi)) £ =>t,, t+t,+1<1t, ve t,=t,

(xi1) ¢ >t,, L=t ve L2t +t+t,+2

(xiv) t;=>t,, t, =t, ve t=t+t+1

xv) t,=>t, ve L=t =t,.

Not 3.1.4. Burada, {t.1,,t,,t,} (i) kosulunu saglayan dizi ise o zaman
S ={0,t,+3,t, +1, +3,1, + 1, + 1, + 3,1, + 1, + 1, +1, + 4 — ...} kiimesi,
eger {tl,tz,t3,t4}, (i) yada (iii)) kosullarindan birini saglayan dizi ise
S ={0,0,+ 2,0, +1,+ 3,8, +1, + 1, + 3,0, + 1, + t; + 1, + 4 —> ...} kiimesi,
eger {tl,tz,t3,t4} (iv), (v), (vi) yada kosullarindan birini saglayan dizi ise

S ={0,t, +1,0,+ 1, + 3,8, +1, + 1, + 3,0, + 1, + 1, + 1, + 4 > ...} kiimesi,

12
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eger {tl,tz,t3,t4} (vii) kosulunu saglayan dizi ise

S ={0,t, 43,1, +1,+ 2,8, +1, + 1, + 3,0, + 1, + t; + 1, + 4 —> ...} kiimesi,

eger {tl ,t2,t3,t4} ya (viii) veya (ix) kosullarindan birini saglayan dizi ise

S={0,t, + 2,0, +1,+ 2,6, +1, + 1, + 3,1, +1, + 1, + 1, + 4 — ...} kiimesi

ve eger {tl,tz,t3,t4} (x),...,(xv) kosullarindan birini saglayan dizi ise

S={0,t, +1L,t, +1, + 2,6, +t, + t; +3,t, +1, + 1, +1,+4—> ..} kiimesi, tip  dizisi
{tl,tz,t3,t4} olan bir sayisal yarigruptur.

Teorem 3.1.5. S, n(S)=2 olan saysal yarigrup ve onun tip dizisi {7,,z,} olsun.

t, =t, 1se S maksimal uzunluklu bir sayisal yarigruptur.

Ispat. Teorem 3.1.1. ile S ={0,¢, + 1,1, +#,+2,— ..} ve t,+t, = F(S)-1 olarak yazilr.
Eger =1, ise F(S)+1-n(S)=t+t,+1+1-2=2¢=¢(S)n(S) olarak yazilr.

Boylece S maksimal uzunlukludur. o

Teorem 3.1.6. S, n(S) =3 olan sayisal yarigrup ve onun tip dizisi {tl,tz,t3} olsun. O

zaman,

a) 2t, =t, +t, ise S maksimal uzunluklu bir sayisal yarigruptur,

b) 2¢ =t +t;,+1 1se Shemen hemen maksimal uzunluklu bir sayisal
yarigruptur.
Ispat. S, n(S)=3 olan sayisal yarigrup ve {¢,t,¢} onun tip dizisi olsun. Eger
{t,,t,,t;}  igin  Teorem 3.1.2°deki (i) kosulu saglamyorsa o zaman
S={0,t, +2,t, +1, +2,t, +t,+ 1, +3 ...} seklindedir. Ote yandan, eger (ii) veya (iii)
kosullarindan herhangi biri saglaniyorsa o zaman

S ={0,t, + L1, +1, +2,t, + 1, + 1, + 3 ...} bigiminde yazilir,

13



3. MAKSIMAL VE HEMEN HEMEN MAKSIMAL UZUNLUKLU SAYISAL
YARIGRUPLAR

a) 2t, =t, +t, ise
F(S)+1-n(S)=t,+t,+t;+2+41-3=t,+t,+t, =1,+ 21, =31, =n(S)1(S)
olur. Yani, S maksimal uzunluklu sayisal yarigruptur.
b) 2t, =t, +¢, +1 ise
F(S)+2-n(S)=t,+t,+t;,+2+42-3=t,+6,+t,+1=1,+21, =31, =n(S5)t(S)
olarak bulunur. Boylece S hemen hemen maksimal uzunluklu bir sayisal yarigruptur. o

Ornek 3.1.7. S sayisal yarigrup ve onun tip dizisi {2,2,2} olsun. O zaman
§={0,3,6,9,—..} olarak yazilir. Boylece F(S)=38 ve n(S)=3 olup
F(S)+1-n(S)=8+1-3=6=23=¢(S)n(S) elde edilir. Bdylece S maksimal

uzunluklu sayisal yarigruptur.

Eger § sayisal yarigrup ve onun tip dizisi {2,1,2} olsun. O zaman
§={0,4,5,8,—...} ve F(S)=7, n(S)=3 olur. Buradan
F(S)+2-n(8S)=7+2-3=6=23=1(S)n(S)
elde edilir. Boylece S hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigruptur.
Teorem 3.1.8. n(S)=4 olmak iizere, Ssayisal yarigrubunun tip dizisi {#,t,,,.1,}

olsun. O zaman,

a) 3t, =t, +t,+t, 1se S maksimal uzunluklu sayisal yarigruptur.
b) 3¢, =t, +t,+1,+1 ise S hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigruptur.

Ispat. Teorem 3.1.6’ nin ispat1 ile benzerdir.

Ornek 3.1.9. S saysal yarigrubunun tip dizisi {2,2,2,2} ise, o zaman

§={0,3,6,9,12,—> ..}, F(S)=11 ve n(S)=4 tiir. Ashnda
F(S)+1-n(S)=11+1-4=8=2.4=1(S)n(S)

olarak bulunur. Béylece S sayisal yarigrubu maksimal uzunlukludur.

Eger Ssayisal yarigrubunun tip dizisi  {2,2,1,2} ise, o zaman
§={0,4,7,8,11,—>...} olup F(S)=10 ve n(S)=4 tir.
F(S)+2-n(S)=10+2-4=8=2.4=¢(5)n(S)

esitliginden § sayisal yarigrubu hemen hemen maksimal uzunlukludur. o

14
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3.2. Maksimal ve Hemen Hemen Maksimal Uzunluklu Arf Sayisal Yarigruplarn
icin Bazi Kosullar

Bu kesimde n( S) <4 olan bir Arf sayisal yarigrubunun maksimal ve hemen hemen

maksimal uzunluklu olmasi1 i¢in gereken kosullar, tip dizisinin elemanlar1 cinsinden
verilecek.

Not 3.2.1. n(S)=3 ve tip dizisi {¢,1,,t;} olan bir S sayisal yarigrubu verilsin. Eger,
Teorem 3.1.2° de (i1) yada (ii1) kosulu saglaniyarsa
S ={0,t, + L1, +1, + 2,0+, + 1, +3 > ..}
saytsal yarigrubu bir Arf yarigruptur . Ayrica, n(S ) =4 i¢in Teorem 3.1.3’te verilen
(x), (x1), (xi1), (x1i1), (x1v) ya da (xv) kosullarindan herhangi biri saglantyorsa
S={0,t, + 1,1, +1, + 2,0, + 1, + 1, + 3,0, + 1, + 1, + 1, + 4 > .}

sayisal yarigrubu, Arf yarigruptur (D’Anna 1998).
Teorem 3.2.2. Ssayisal yarigrubu, n(S)=2,n(S)=3 ya da n(S)=4 belirtegli tip
dizisi ise {1,6,...1, folsun. Eger, f,=t,= .=t isc S maksimal uzunluklu Arf
sayisal yarigruptur.
Ispat. n(S)=2 ve tip dizisi {¢,,t,} i¢in §={0,¢,+1,¢, +1, +2,—> ...} seklindedir. Eger,
t,=t, ise, t,=t,+t,+2—(t,;+1)—1=s,—5,—1 yazilir. Yani, S Arf yarigruptur. Ote
yandan, Teorem 3.1.5. geregi S maksimal uzunlukludur.

Eger n(S)=3 ise, 0 zaman Ssayisal yarigrubunun tip dizisi {r,,7,,¢,} ve
S ={0,t, +Lt, +1, +2,t, +t, +t, +3—> ...} olur. Eger {¢.t,,t;} Teorem 3.1.2’nin (ii) ya
da (ii1) kosullarindan birini saghyor ise, Not 3.2.1. 1s18mda S Arf yarigruptur. Bu
durumda F(S)+1-n(S)=t,+t,+t;+2+1-3=1,+1,+1, =3t =n(S)t(S) oldugundan
S maksimal uzunlukludur.

Eger n(S)=4 ise, S sayisal yarigrubunun tip dizisi {¢,1,.0,.t,} ve
S ={0,t, +1,t, + 1, + 2,1, + t, + t; + 3,¢, + 1, + 1, + 1, + 4 —> ...} olarak yazilir. Eger

{tl,tz,t3,t4} , Teorem 3.1.3’lin (x), (x1), (xi1), (xiii), (xiv) ya da (xv) kosullarindan

herhangi biri sagliyorsa Not 3.2.1° e gére § Arf yarigruptur. Son olarak

15



3. MAKSIMAL VE HEMEN HEMEN MAKSIMAL UZUNLUKLU SAYISAL
YARIGRUPLAR

F(S)+1-n(S)=t,+t,+t,+1,+3+1-4=t,+1, +t,+1, =41, =n(S)1(S)
oldugu i¢in §' maksimal uzunlukludur. O
Teorem 3.2.3. Ssaysal yarigrubu, n(S)=2, n(S)=3 yada n(S)=4 belirtegli, tip
dizisi ise {tl,tz,...,tn(s)} olsun. Eger, ¢, =¢, =...= Lys) 1 ise S hemen hemen maksimal
uzunluklu Arf sayisal yarigruptur.
Ispat. Eger n(S)=2 ise, Ssayisal yarigrubunun tip dizisi {1.t,} ve
S ={0,t, +L,t, +¢,+2,> ..} olur. Boylece t =t,+1=t,+1,+2—(,+1)-1=s—s5,—1
olup S Arf yarigruptur. Diger yandan,

F(S)+2-n(S)=t,+6,+1+2-2=t,+1,+1=21,=n(S)t(S)

oldugundan S, hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigruptur.

Eger n(S)=3 ise, o zaman Ssayisal yarigrubunun tip dizisi {r,,,¢,} ve
S ={0,t, +Lt, +1,+2,t, +t,+t, +3—> ...} olur. Eger {t,,1,,1,} Teorem 3.1.2°nin (i) ya
da (i1) kosullarindan birini sagliyor ise S Arf yarigruptur:

t=+D+0-1=s —5,-1,

t,=t+t,+2—(t,+1)-1=s,—5 -1 ve

=t +t,+t;+3—(t, +t,+2)—-1=s,—5,—1 bulunur.

Ayn1 zaman da

F(S)+2-n(S)=t,+t,+1,+2+2=-3=t,+1,+1,+1=3t, =n(S)¢(S)
oldugu i¢in §' hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal yarigruptur.
Eger n(S)=4 halinde S saysal yarigrubunun tip dizisi {¢.1,,t,,2,} ise
S={0,t, +1,t, +1, + 2,6, +t, +t; + 3,4, +1, + 1, +1,+4—>..}  olarak  yazilir.  Eger
{tl ,t2,t3,t4} , Teorem 3.1.3’Un (x), (x1), (xi1), (xiii), (xiv) ya da (xv) kosullarindan

herhangi birini sagliyorsa, gosterilen benzer islemlerle, S nin hemen hemen maksimal

uzunluklu Arf sayisal yarigrup oldugu gosterilebilir. O
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4. ARF SAYISAL YARIGRUPLARININ OZEL BiR SINIFI

Bir boyutlu analitik indirgenemez bdlgeler ve onlarin degerler yarigrubu literatiirde
onemli yer tutar. Bu yaklasimi kullanarak ¢alisilmis halkalarin biri de Arf 6zellikli
halkalar ve onun degerler yarigrubu ile elde edilmis Arf yarigruplaridir. Bu boliimde
Arf sayisal yarigruplarinin 6zel bir smifin1 tanimlayacagiz. Bu smnifin degismezlerini
bulup, bu sinifla ilgili baz1 6nemli sonuglar elde edecegiz.

Onerme 4.1. Barucci ve ark. (1997) her Arf sayisal yarigrubunun MGD-yarigrup

oldugunu tespit etmislerdir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 4.2. S = <3,7,l 1> = {0,3,6,7,9,—) } sayisal yarigrubu MGD- yarigrup olmasina
ragmen Arf yarigrup degildir. Ciinkii 7+7-6=8¢ S dir.

Onerme 4.3. S, N nin 6z alt kiimesi olsun. S Arf yarigruptur ancak ve ancak 6yle

X,,..., X, tamsay1lari vardir ki her i e {1,...,n} igin

X, € {x X, X, +..+x, —>} ve S :{O,xl,x1 + Xy 5o X Fona X, —>}

i+12 Vit i+29 0o X

i+1

seklindedir (Rosales 2003).

Ornek 4.4. x, =7, x, =4 ve x, =2 olarak alalim. Bu dizi Onerme 4.3*iin kosullarin
saglar. O zaman § ={0,7,11,13,— ...} Arf6zellikli bir sayisal yarigruptur.

Yukaridaki 6nerme kullanilarak yeni bir Arf sayisal yarigrubu elde edilebilir:

1; n=1 ise

n-=2

Teorem 4.5. acZ® ve a>2 olmak lizere genel terimi  a =
n .
a'"; n#l ise

olan (an)=(1,610,611,---,0"‘2,...) dizisinin ilk #n elemanmnin feZ" tamsayi Kkatlari

0

sirastyla x, =¢, x,_, =a’t, x :

., =a't,..,x, =a""’t olarak se¢ildiginde

S :{0,x,,xl + Xy ey Xy Fot X, } = {O,a"_zt,(a"_2 +a"_3)t,...,(a"_2 fo+ad +1)t,—>...}

bir Arf sayisal yarigruptur.

Ispat. a,t €Z" ve a>2 olmak iizere
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X = a"’te {a"_3t,(a"_3 + a"_4)t,....,(a"_3 +..+d +1)t,—> } olur. Ciinkii

a7 +.4+ad"=a"+..+4d°

(a—l)(aH+...+a°)2a""3+...+a°, (a>2)

a7t =1>a"+..+d°
ar>a" + . +ad+1
a""ztz(a""3 +o+d° +1)t, (teZ+)

yazilir ve her ie{l...n} igin  x e€{x, %, +X, Xy Footx, >} 0ldugu

goriilmektedir. Dolayisiyla x,,...,x, Onerme 4.3. deki kosullar1 saglar. Bdylece

S = {O,X,,x] FXyyeees X+t X, > } = {O,a"_zt,(a"_2 +a"_3)t,...,(a"_2 +o+ad +1)t,—> }

sayisal yarigrubu Arf 6zelliklidir. O

Not 4.6. acZ" ve a>2 olmak tlizere =1 igin

S = {O,a""z,(a""2 +a""3),...,(a""2 o+ al),—> } olarak yazilir.

Ornek 4.7. a=3,n=5,¢t=7 olsun. O halde x;=T,x,=7,x;,=21, x, =63 ve
x, =189 olup S = {0,189,252,273,280,287,—> } olarak elde edilir. S, Arf 6zellikli bir

sayisal yarigruptur.

Ornek 48. a=10,n=6,t=1 olsun. x,=1,x, =1, x, =10,x, =100, x, =1000 ve

x, =10000 olup S ={0,10000,11000,11100,11110,— ...} Arf Ozellikli sayisal
yarigruptur.
Onerme 4.9. acZ" ve a>2 olsun. t,n>1 igin

S = {O,a""zt,(a""2 +a"'3)t,...,(a""2 +ot+a +1)t,—> } seklinde verilen Arf sayisal
yarigrubunun bosuklarinim kiimesi i = 4,5,...,n —1 olmak {lizere

H(S) = {1,..., at—La"t+1,a"t+ 2...,(a"_2 + a"_3)t — 1,(a"_2 + a"_3)t + 1,(a"_2 +a" )t +1,...,
(a"‘2 +...+a"‘i)t—1,(a"‘2 ot a”"')t+1,(a”‘2 ot a”‘i)t+ 2,....,(a”‘2 Fota ™! )t ~1,

(a"‘2 fota ™! )t+1,(a"‘2 fota ™! )t+2,...,(a”‘2 +..+a +1)t—1}

olup sayisal yarigrubunun cinsi g(S) = (a”’2 +a"” . +d + l)t —n
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Ispat. a,t,ncZ" a>2 ve n,t>1 olmak iizere

A ={1,...,(1"’2t—1,a"’2t+1,a"’2t+2...,(a"’2 +a"’3)t—l,(a"’2 +a"’3)t+l,(a"’2 +a"’3)t+l,...,
(a"’2 +...+a"”')t—l,(a"’2 +...+a””')t+1,(a"’2 +...+a””')t+2,....,(a"’2 +a" +...+a"”"')t—l,

(a"’2 +d 3+ +a )t+1,(a"’2 +...+a"”"')t+2 ..... (a"’2 +o+ad +1)t—1}
olsun.

xed = O<x<a”_2t:>x¢S:>er(S)

a""2t<x<(a""2+a""3)t:>x§zS:>er(S)

i=4,5,..,n—-1 i¢cin
(a7 +a 4. +a)t<x<(a"7+a 4. +a" )t xS x e H(S)
(a7 +a 4. +a’)t<x<(a" 7 +a +.+a’ +1)t =>xe S=>xe H(S)
Dolayisiyla 4 < H(S) elde edilir.
ye H(S) olsun. O halde y ¢ S olur.
yeS=(a) ye4={12,..a" -1} yada
(b)yed={a"t+1,a""1+2,...(a" " +a" )t -1} yada
i=4,5,..,n—-1 i¢cin
(c)yed = {(a"‘2 +a" +...+a"‘i)t+1,(a”‘2 +a" +...+a"‘i)t+2,...,
,(a"‘2 +a"” . +a" )t—l}
ya da
(d)yed,= {(a"‘2 +a" . t+1(a" P +a" " +a e+ 2,
...,(a"‘2 +a" +..4° +1)t—1}
=>yedvd,u.v4du.U4 =4

Yani H (S)c A olur. Béylece H(S)=4 elde edilir
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Yine cinsin tanimi ile
g(8)=#(H(S))=(a""t=1)+[ (a7 +a" )t=a""1=1]+..+
[(a"‘2 +otad ™! )t—(a”‘2 +...+a”‘i)t —1}..+[(a”‘2 +..+a’ +1)t—(a”‘2 +...+a°)t—1}
:(a"‘zt—l)+(a"‘3t—l)+...(a”‘i“ —1)+...+(a°t—l)+(t—1)
= (a"‘2 +a"” +..+ad +l)t+n(—1)

z(a""2 +a" +..+d° +1)t—n

olarak hesaplanir. O

Onerme 4.10. aeZ" ve a>2 olsun. ¢>1 icin

S = {O,a""zt,(a""2 +a" )t,...,(a""2 +..+a’ +1)t,—> } sayisal yarigrubunun belirteg
sayis1 ve Frobenius sayisi sirasiyla n (S), F (S ) olmak tizere

n(S) =n

F(S) :(a""2 +..+a +1)t—1

olarak bulunur.

Ispat. t>1, acZ" ve a>2 olmak iizere

Belirteg sayisinm tanimiyla,

n(8)=#({0.1,. F ()} 8)=#({0.a" 1 (a2 +a" Jt,.oo (@ +..4a )1}
=[(n-2)-0+1]+1=n

Frobenius sayisinmn tanimiyla,

F(S)=(a"?+...+a"+1)t-1 olarak bulunur. 0

Not4.11. acZ" ve a>2 olmak iizere =1 igin dzel olarak

S = {O,a""z,(a""2 +a" ),...,(a"'2 ot al),—> } sayisal yarigrubunun belirte¢ sayisi,

Frobenius sayis1 ve cinsi sirasiyla n(S),F(S) ve g(S) olmak iizere

n(S)=n-2

F(S):(a”‘2 +...+a‘)—1

g(S):(a”‘2 +...+a')—(n—2)

seklindedir.
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Ornek 4.12. a =5, n=4 ve t =2 secildiginde
§ ={0,50,60,62,64,—> ...} sayisal yarigrubu igin

H(S)={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,
23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39, 40,41,
42,43,44,45,46,47,48,49,51,52,53,54,55,56,57,58,59,61,63,}

g(8)=(5"+5"+5"+1)2-4=64-4=60
n(S)=n=4

F(S)=(5+5"+5"+1)2-1=64—-1=63

Ornek 4.13. a=4, n=4 ve t=1 secildiginde
§={0,16,20,—>...} yarigrubu igin
H(S)={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,19}
g(S)=(4+4")-(4-2)=18
n(S)=n-2=4-2=2ve F(S)=(4+4")-1=19

olarak bulunur.

Onerme 4.14. a,t,neZ* ve a>2,n>2 olmak iizere

g— {O’an—Zt’(an—Z +a"‘3)t,...,(a"_2 +..4+4° +1)t,—> } = {O,S],Sz,...,Sn,—> } sayisal

yarigrubunun s, = 4"t elemanma gore Apery kiimesi Ap(S,s,)={w,:0<i<s —1} ise

0 ,i=0
a"t+i = a""3t,(a""3 +a”"4)t,...,(a""3 +...+ ao)t
w, = veya (a""3 +...+a’ +1)t£ i<a"’t-1  ise
2a" t+i NE= a"_3t,(a"_3 + a"_4)t,...,(a"_3 +...+a0)t
. n-3 0
ve z<(a +...+a +1)t

21
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ispat. a,t,nel” ve a=>2,n>2 olmak tizere K = {0 = wl.,wl,...,wsl_l} ve
0 ,i=0
at+i ,1 :a""3t,(a""3 +a""4)t,...,(a""3 +...+a°)t
w, = veya (a""3 +..+a’ +1)t <i<a"t-1  ise
2a"t+i NE= a"_3t,(a"_3 +a"_4)t,...,(a"_3 +...+a0)t
ve i<(a"_3 +..+d’ +1)t

olsun. Bu halde,

xeKise

(a)x=0=x¢e Ap(S, a”’zt) oldugu agiktir.

(b)i = 61”731‘,(61!”73 +a"74)t,...,(a”73 +...+a°) veya (a”i3 +ota +1)t <i<at-1
icinx=a""t+i seklinde olup x-s =a"t+i—a"’t=i<a"’t olur. Dolaysiyla
x—s, =igS ve xeAp(S,aHt) olur.

(c) i;taHt,(aH+a”74)t,...,(a”73+...+a°)t ve i<(a”’3+...+a°+1)t icin

2

x=2a""t+i seklinde olup x—s, =2a"*t+i—a""t=a""t+i olur.

2 2

Eger i<a"’t= s, =a""t<a"t+i<a"t+a" t=s,=>x—s5 ¢S

at<i< (a”i3 + a"74)t =s,=a"t+a" t<a"t+i<a""t +(a”73 +a”74)t =5, =>x-5 ¢S

(a”‘3 +...+a°)t <i< (a”‘3 +.tad +l)t =3 a"‘zz‘+(a”‘3 +...+a°)t <a"t+i< a”‘zt+(a”‘3 +.+d° +1)t

n-2 .
=S, <a "t+i1<s,

=>x—s5 &8

Dolayisiyla x € Ap(S,a”iZt) dir.
(a),(b) ve (c) segeneklerinden K < Ap(S,a”’zt) elde edilir.

VE Ap(S ,a”’zt) olsun. O zaman asagidaki durumlar mevcuttur:
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(a) y=ma"t (m S Z+) olamaz. Aksine y-s =ma"’t—a"*t=(m-1)a"*te S
cikar ki y e Ap(S,aHt) olusu ile ¢elisir.
(b)i,meZ", m>2 igin y=m.a" t+i seklinde de olamaz. Ciinkii

y—s =ma" " t+i—a" = (m - 1)a”_2t +i olup

(a""2 +a"” +..+ad’ +1)t <(m-1)a"t<(m-1)a" t+i

¢ikar. Yani (m —1)a”‘2t +i>s, olur ki y—s, €8 celiskisi elde edilir.

(c) Yukarida verilenlerden anlagilacagi lizere Ap (S , a”fzt) kiimesinin elamanlar1
ieZ,i<a"’t icin 0,a"*t+i veya 2a"*t+i seklindedir.

0e Ap(S, a”’zt) = 0eK oldugu agiktir.

i=a"’t igin y=a"t+a" t=a""t+ie K aksihalde

" Zt+a"t=s,eS olurkibuda

y=2a""t+a"’t olsa y—s,=2a"t+a"t—a
ye Ap(S ,a”fzt) olusu ile ¢celisir. Benzer sekilde

i=(@ 7 +d")t icin y=a"t+ (a"i3 + a"74)t =a"*t+iekK
y=2a""t+ (a"i3 + a"74)t olsa

y—s =2a""t+ (a”i3 + a"74)t —a"’t= (a”fz +a" + a”74)t =s5,€S olur ki bu da

ye Ap(S,aHt) olusu ile ¢elisir.

i=(@ +.+a"+ 1)t
i=@  +.+a’+Dt i¢in y=a"t+(@" " +..+a" +)t=a""t+ieK dir.

Ciinkii y=2a""t+(a"" +...+a’ +1)t olsa
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y—s =2a""t +(a”73 +..+a° +1)t —a"’t= (a”fz +a" +..+a’ +1)t =s, €S olurbuda
ye Ap(S,a”fzt) olusu ile gelisir.

(a”’3 +..+a +1)t <i<a"’tigin y=a"*t+icK olur. Ciinkii y=2a""t+i olsa
y—s,=2a"t+i—a"t=a"t+ieS olur (a"’t+i>s, ). Buda ye Ap(S,a”’zt)
olusu ile ¢elisir.

i<(a”73+...+a°+1)t ve iia”%t,(a”%+a”74)t,...,(a”73+...+a0)t icin
y=2a"t+ie K seklindedir. Ciinkii y=a""t+ieS olur ki buda Apery Kiimesinin

tanimu ile celigir.

Dolayisiyla y € K olur.
(a),(b) ve (c) segeneklerinden Ap(S,a”’zt) c K elde edilir.
Sonug olarak Ap(S, a”’zt) =K elde edilir. O

Ornek 4.15. a=3, n=4 ve t =3 igin

x,=3, x,=3, x,=9, x, =27 olup §= {0,27,36,39,42,—> } sayisal yarigrubuna ait

0 ,i=0
w, =4127+i ,i=9,12 veya 15<i<26 ise
54+1i J7912  ve i<l15

olup, Apery kiimesi
Ap(S, 27): {0, 36,39,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,
55,56,57,58,59,60,61,62,64,65,67, 68}

olarak elde edilir.

Onerme 4.16. Ssayisal yarigrubu {nl <...<np}ile minimal olarak fretilsin. §

maksimal gdmme boyutludur ancak ve ancak Ap(S,n,)= {O, nz,...,np} dir (Rosales ve

Garcia-Sanchez 2009).
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Onerme 4.17. a,t€Z*, a>2 ve t >1 olmak iizere

S = {O,a""zt,(a""2 +a" )t,...,(a""2 +..+a’ +1)t,—> } sayisal yarigrubunun katlilig:

olan m(S)=a""t ye gore Kunz-koordinatlar vektdri, K(S, m(S)) = K(S,a”’zt) =u
asagidaki sekildedir:

n=1 igin 1<i <t —1 olmak iizere u = (u) ve u, =1 seklindedir.

1

n=2 igin 1<i <t —1 olmak iizere u = (u) ve u, = 2 seklindedir.

1

ve n>2 igin

I Ji= a"_3t,(a"_3 + a"“‘)t,...,(a"_3 +...+ ao)t
L (ul) ohp 4= veya (a""3 +..+a’ +1)t <i<a"t-1 .
2 RE a"_3t,(a"_3 + a"_4)t,...,(a"_3 +...+a0)t

ve i< (a""3 +..+d° +1)t

olarak yazilir.
Ispat. n=1 igin sayisal yarigrup S = {O,t,—) } = <t,t +1,....t +(t —1)> olup Onerme

4.16°dan  Ap(S,1)={0,t+1,t+2,....t+(¢t—1)}dir. Her i=1,..,t=1 igin w=r+i

seklindedir. Dolayisiyla Kunz-koordinatlar vektoriiniin tanimindan
w,—i (t+i)—i -1
u, =—t—= =1 olupu=(u,)=|1,...,1|eN"" yazilr.
t 4 t—1tane
Benzer sekilde n=>2 icin sayisal yarigrubumuz

S={0,,2t > ..} =(t,2t +1,...,. 2t +(t 1)) olup Onerme 4.16’dan
Ap(S,t)={0,2+1,2¢+2,..,2t+(¢=1)} dir. Her i=1...t—-1 igin w,=2¢+i

: : : o w,—1  (2t+i)—i
seklindedir. Kunz-koordinatlar vektoriiniin tanimindan u, = — @it
t t

=2 olup

u=(u)= (2,...,2] e N yazilir.

t—ltane
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n>2 icin §= {O,a""zt,(a""2 +a"'3)t,...,(a""2 +o4d’ +1)t,—> } sayisal yarigrubunun

Apery kiimesi Onerme 4.14° den

0 ,i=0
a"t+i = a""3t,(a""3 +a”"4)t,...,(a""3 +...+a°)t
w, = veya (a""3 +..+a’ +1)t£ i<at-1  ise
2a"t+i NS a"_3t,(a"_3 +a"_4)t,...,(a"_3 +...+a0)t
ve i< (a"_3 +..4d +1)t

olmak iizere Ap(S )8, ) = {wl. :0<i<y, —1} dir. Benzer sekilde Kunz-koordinatlar
vektoriiniin tanimindan

i=a”73t,(a”73+a”74)t,...,(a”73+...+a°)t ve (a”73+...+a0+1)tﬁ i<a"’t-1 icin

s n_2t+._.
R ECEiOR

i<(a"73+...+a0+1)t ve i;taHt,(aH+a”74)t,...,(a”73+...+a0+1) icin

w—i (20" t+i)-i
u =——= =2 olarak yazariz. Dolayisiyla

-2 -2
N a"’t

K(S.m(S))=K(S,a"’t)=u ve

u=(u,)e N"" olmak iizere,

I Ji= a"_3t,(a"_3 + a"“‘)t,...,(a"_3 +...+ ao)t
veya (a""3 +..+a’ +1)t <i<a"’t-1
u, = ise
l 2 RE a"_3t,(a"_3 + a"_4)t,...,(a"_3 +...+a0)t

ve i< (a""3 +o+a+ l)t
olarak elde ederiz. O
Ornek 4.18. a=3, n=4 ve 1=3 i¢in §={0,27,36,39,42,— ...} sayisal yarigrubunun

Kunz-koordinatlar vektorini bulalim.

1 ,i=9,12 veya 15<i<26
u, = ise
Y2 i#9,12  vei<l5
u =(”f) = (2,2,2,2,2,2,2,2,1,2,2,1, 2,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) e N* olarak elde edilir.
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Onerme 4.19. a,1,neZ* ve a>2,n>2 olmak iizere
S = {O,a""zt,(a""2 +a"'3)t,...,(a""2 +o+a’ +1)t,—> } sayisal yarigrubunun Pseudo-

Frobenius sayilarinin kiimesi i =1,2,...,s, = a"*t—1 igin

i ,z'za"_3t,(a"_3 +a"_4)t,..., a o+ ao)t
n-3 0 . n-2
veya (a +...+a +1)t£ i<a""t-1
fi - 2 3 3 4 3 0 1se
a"t+i Jza' t,(a"_ +a" )t,...,(a"_ +..+a )t

ve i<(a""3 +.+a’ +1)t

olmak iizere PF(S)={f,, f,... f, 1} seklindedir.

Ispat. S sayisal yarigrubu MGD- yarigrup oldugundan Ap(S,sl) in sifirdan farkli
tim elemanlar1 <; bagmtisina gore maksimaldir. O halde PF (S ) kiimesinin
tanimindan bu kiimenin elemanlarini asagidaki sekilde yazabiliriz:

PF(S)={w=-s,:wemaximal <; Ap(S.s,)}

a""2t+i—s1=i NE a""3t,(a""3 +a”"4)t,...,(a""3 +...+a°)t
veya (a""3 +..+a’ +1)t <i<a"’t-1
W8 = n-2, | - n-2, | . . n=3 n-3 n—-4 n=3 0 1se
2a" t+i—-s,=a" t+i JA#a t,(a +a )t,...,(a +...+a )t

ve i<(a""3 +..+a° +1)t
O

Onerme 4.20. a,/,neZ* ve a>2,n>2 olmak iizere

S = {O,a""zt,(a""2 +a"> )t,...,(a""2 +..+a’ +1)t,—> } sayisal  yarigrubunun tipi
t(S)=a""t-1 olur.

Ispat. Onerme 4.19’den S sayisal yarigrubunda Ap(S,s,) in 0 dan farkli tim
elemanlarmm “<;” bagmtisina goére maksimal oldugunu biliyoruz. O halde
PF(S) = {w—s1 :w e maximal <; Ap(S,sl)} = {w—s1 iwe Ap(S,sl)\{O}} olacaktir.

t(S)=#(PF(S))=#(A4p(S.s,))-1=s,—1=a""t-1 olarak elde edilir. D
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Ornek 4.21 a=5, n=4 ve 1=2 i¢in §={0,50,60,62,64 — ...} sayisal yarigrubunda

i ,1=10,12 veya 14<i<49
ﬁ: ise

50+i J#10,12 ve i<14
PF(S) :{10,12,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,
38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,51,52,53,54,55,56,57,58,59,61, 63,}
olup #(S)= #(PF(S)) =5%22-1=49 olarak elde edilir.

Teorem 4.22. anteZ', an>2 ve t pozitf c¢ift tamsayr olmak iizere

S :{O,a"_zt,(a"_2 +a"_3)t,...,(a"_2 +...+a°)t,(a"_2 fotad +1)t —>} = {O,S],Sz,... s Sn,—>...}

9919

olan sayisal yarigrubu verilsin. S sayisal yarigrubunun temel bosluklarinimn kiimesi

i=2,3,..,n—11icin

FH(S)= {5,—,...,%,%+1,%+ 2rensS, =18, 1,8, #2008y — Lo, + Loy, — L, 1, —1}
seklindedir.

ispat. antel”, a,n>2 ve t pozitif ¢ift tamsay1 olmak tizere

K ={i,S—Z,...,S—",S—u1,S—"+2,...,s, 1S, LS, 4 2008y — LS, A LS, — LS, LS, —1}
2 2 2
olsun.
Oncelikle K = FH (S) oldugunu gosterelim.
xeK ve x=s, ise
a+.+ad=a"+..+ad
(a—l)(a""3+...+a°)>a""3+...+a° (a>2)

at-1>a"+..+d°

a”?>a . +a’+1
a7t +ad"r>a" +a" ++a’ +1
2" >a" " +..+a’ +1
2a""2t>(a""2+...+a°+1)t (teZ+)

2s,>s,

ve benzer sekilde 3s,>s, oldugu da gorilebilir. Dolayisiyla xe K ve x=>s, ise

2x,3x > s, olup 2x,3x €S ve xe FH(S) elde edilir.
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S . . .. S .. .
xeK ve L<x<~Zise j=1,..,r i¢in x=3’ bigimindedir.

\

=(a"+..4a" )t+(a"‘3 S +a”‘f‘2]t

d" a4 a0+

>(a"‘2 totad a7+ d +1)t+k =5, +k>s,, (k eZ+)

Sn

3% € S olur. Dolaysiyla x e FH (S) elde edilir.
Eger xe K ve %"<x<sl -1 ise

xz%"+l,:>2x25n+2 olup 2xe § ve 3x23%”+3=sn+%”+3>sn olup 3xe § ve

eZ*
xeFH(S) dir. Yani K c FH(S) olur.

Simdi FH (S)c K oldugunu gosterelim. xe FH(S) ve x¢K olsun. x¢ K
ise ya xeH(S) yada xgH(S) dir. xg H(S) ise xe S olur. Bu da xeFH(S)
olusu ile gelisir. O halde x e H (S) dir.
xe FH(S)=ya i<n olmak iizere2x = s, dir yada x > % dir.

- . . s, . S -
Eger 2x=5,, i<n ise, xe Kolur. x> ?” 1se3” <s, —1 oldugundan,

ya xe{%”+l,%”+2,...,si —1} ya da xe{yeN:sl Syésn}\{s],...,sn}

olmalidir. Bylece, FH (S)< K olur.

Sonug olarak FH (S)=K .o
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Sonuc¢ 4.23. a,n,t€Z", a,n>2 igin

S = {O,a"_zt,(a"_2 +a"_3)t,...,(a"_2 +...+a°)t,(a"_2 +..+d +1)t - } = {O,S],Sz,...,Sn_],Sn,—> }

sayisal yarigrubu verilsin. S sayisal yarigrubunun temel bosluklarinin kiimesi
i=2,3,..,n-11i¢in

e g pozitif ¢ift ve ¢ pozitif tek tamsay1 olmak {izere,

FH(S)=42,2, 32 50 So 1 50 i) s =L 41 42y =Ly, 4 L, =Ly s, =1
2727727272

seklindedir.
e a,t pozitif tek tamsayi ise

1) n cift olmas1 durumunda,

N N

S S
)
. "2 ,E”,E"+1,E"+2,...,s, =Ls,+Ls +2...,8,—1..,85+..,s.,,—Ls, +1..,.5s, —1}

FH(S)={2,%,
2°2

seklindedir.

2) n tek olmas1 durumunda

FH(S)={2,% Z S S g Bl 1 4L 4208, Lo, Sy — oSy + s, —1
227727272 2

bi¢imindedir.
Ornek 4.24. a=3,n=6 ve t=6 icin S = {0,162,216,234, 240,242,244, — } olan
sayisal yarigrubun temel bosluklarinimn kiimesi

FH(S)={81,108,117,120,121,122,123,124,125,126,127,128,129,130,131,132,133,
134,135,136,137138,139,140,141,142,143,144,145,146,147,148,149,150,
151,152,153,154,155,156,157,158,159,160,161,163,164,165,166,167,168,
169,170,171,172,173,174,175,176,177,178,179, 180,181,182,183,184,185,
186,187,188,189,190,191,192,193,194,195,196,197,198,199, 200, 201, 202,
203,204,205,206,207,208,209,210,211,212,213,214,215,217,218,219,
220,221,222,223,224,225,226,227,228,229,230,231,232,233,235,236
237,238,239,241,243}

olarak bulunur.
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5. ARF SAYISAL YARIGRUBUNUN BOLUMU
S bir sayisal yarigrup ve & pozitif tamsay1 olmak tizere S nin k ile bolimiinii

%:{xeN:kxeS} ile tamimlariz. % nin bir sayisal yarigrup oldugunu gostermek

kolaydir. Aslinda %, S yi kapsayan bir iist sayisal yarigruptur. Ger¢ekten de xe S ise

kxeS olup, tanimdan x e% oldugu cikar.
a,b ve cpozitif tamsay1 olamak {izere ax(modb)<cx formundaki bir ifadeye

orantili modular diophantine esitsizlik denir. % formundaki sayisal yarigruplarla ilk

olarak Rosales ve ark. (2003) te ¢alismislar ve %saylsal yarigrubunun orantili modular

diophantine esitsizliklerin ¢6zliim kiimesi oldugunu gostermislerdir.
Bu boliinde Arf sayisal yarigruplarin bolimi ile ilgili bir teorem verip, 4.
Boliimde olusturmus oldugumuz Arf sayisal yarigrubunun yarimini iiretegleri cinsinden

ifade edecegiz ve bu yarimin bazi degismezlerini bulacagiz.

5.1. Arf Sayisal Yanigruplarinin Boliimii

Bu kesimde Arf saisal yarigruplarmin herhangi bir p pozitif tamsayisi ile

boliimiinii verecegiz.

Teorem 5.1.1. peZ® ve S bir Arfsayisal yarigrup olmak tizere S sayisal yarigrubu
p

da Arf 6zelliklidir.

Ispat. Her x,y,z € 5 ve X2y 2z olsun. Boliimiin taniommdan px, py, pz € § olur. §
Arf sayisal yarigrup oldugu i¢cin px+ py— pz € S olacaktur.

Buradan p(x+y—-z)e S ve yine boliimiin tanimindan x+y-ze 5 yazilir. Boylece
% sayisal yarigrubu da Arf 6zelliklidir. O

Ornek 5.1.2. S= {0,7,14,21,27,—> } sayisal yarigrubu Arf 6zellikli bir sayisal

yarigruptur. % ={0,6,—...} olup % sayisal yarigrubu da Arf dzelliklidir.
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5. ARF SAYISAL YARIGRUBUNUN BOLUMU

5.2. Ozel Bir Arf Sayisal Yarigrubunun Yarim

Bu kesimde 4. Boliimde olusturdugumuz aeZ® ve a>2 olmak lizere genel

. L n=1 ise o 5
terimi  a, = olan (a ):(l,a ,a',...a" ,) dizisinin ilk »
n-2 . n
a'"; n#l ise
elemaninin teZ" tamsay: katlar1 swrasiyla x, =¢, x,_, =a’, x,,=a't,.,x, =a""t

olarak secilerek elde edilen
S = {O,a"_zt,(a"_2 +a"_3)t,...,(a"_2 +..+d’ +1)t,—> } = {O,S],Sz,...,Sn,—> }

sayisal yarigrubunun yarmmi bulacagiz. Sonra elde ettigimiz bu yarimin Frobenius

sayisin1 ve belirte¢ sayisini S sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi ve belirte¢ sayisi

cinsinden ifade edecegiz.

Teorem 5.2.1. a,t,neZ’, a=>2 ve t pozitif ¢ift tamsayr olmak iizere

(an):(l,ao,al,...,a"‘z,...) dizisinin ilk 7 elemaninin e Z" tamsay1 katlar1 sirasiyla

X, =t,x,_, =t,..,x =a""t olarak secilerek elde edilen
S = {O,a"_zt,(a"_2 +a"_3)t,...,(a"_2 fo+ad’ +1)t,—> } = {O,S],Sz,...,Sn ,—> }
S s, 8, S, S . .
sayisal yarigrubunun yarimi E = 0,5,3,..., "2 ,—~,—>.... seklinde bir sayisal

yarigrubudur.

Ispat. a,t,neZ*, a>2 ve t pozitif ¢ift tamsay1 olmak iizere

A= {0,%‘,%,..., S"Z" ,S—",—> } olarak almsin. Bu durumda,

xeA=i=1,2,...,n i¢cin x:% veya k =1,2,... i¢in x:%"+k

:>2x=2%=sl.eS veya 2x=2(%”+k]=sn+2keS

=2xeS

S
—=>Xe—
2

Dolayisiyla 4 < % olur.
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xe% ise 2xe S dir.2x <s, i¢in, ¢ pozitif ¢ift tamsayr oldugundan i=1,2,...,n i¢in

s, €§ lerin herbiri ¢ift tamsayidir, dolayistyla x = % € % ve x = 3_21 € 4 olur. 2x>s,

icin 2x=s,+2keSolacak sekilde 3JkeNvardr Oyleki x= %" +ke % ve

X= %"+ k € A olur. Dolayisiyla %c A olur.

Sonug olarak A4 zg elde edilir. O

Ornek 5.2.2. a=7,n=7 ve t =2 igin

x,=2,x,=2, x;,=14, x, =98, x, =686, x, =4802, x, =33614 olup

S = {0,33614,38416,39102,39200,39214,39216,39218,—> } seklindedir ve

%z {0,16807,19208,1955 1,19600,19607,19608,19609, — } olarak elde edilir.

Sonug¢ 5.2.3. a,t,n e Z" ve a > 2 olmak iizere ,
g {O’an—Zt’(an—Z +a"‘3)t,...,(a"_2 +o+a° +1)t,—> } ={0,5,,8,,...,5,,,—>...]  sayisal

yarigrubunun yarimi

i a cift tamsay1 ve ¢ tek tamsay1 oldugunda Ez O,ﬁ,s—z,...,s"‘2 ,S—",—>...
2 2°2 2 2
i. a,t tek tamsay1 ve n ¢ift tamsay1 oldugunda §: O,S—Z,S—“, ,S"‘z ,S—",—>...
2 2°2 2 2
s S Sy 8y St Sua
iii. a,n,t tek tamsayi oldugunda, —=70,—=,—,...,—2—,—2= — .. tdrr
2 22 2 2

Teorem 5.2.4. a,t,neZ", a,n,t >2 olmak iizere
S = {0,cz""2t,(a"'2 +a""3)t,...,(a""2 +ota +1)t,—> } ={0,5,,8,,...,5,,,—> ...} sayisal

yarigrubunun yarimi olan sayisal yarigrubun Frobenius sayisi;

F(S
L ; a,n,t pozitif tek tamsayi iken
F(E]: 2
2 F(S)-1
% ; diger durumlarda

seklindedir.
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ispat. a,t,neZ", a,n,t 22 olmak lizere Sonug 5.2.3’den a,n ve t pozitif tek tamsay1

. S s, S S .S .
oldugunda —=40,-%,—=2, . —=L —=l 5 ‘olup Frobenius sayisinm tanimmdan

9

2°2777 272

D) diger durumlarda ise sayisal yarigrup

oSS S S LS _Jo S8 Ses S L gen
2 2 7272772 2

~

(ﬁjzs—"—lzsn_z=(S"_l)_1=F(S)_1 olarak elde edilir. o
2) 2 2 2 2

Teorem 5.2.5. a,t,neZ", a,n,t > 2 olmak lizere
S = {0,cz""2t,(a"'2 +a""3)t,...,(a""2 +ota +1)t,—> } ={0,5,,8,,...,5 ,,—> ...} sayisal
yarigrubunun yarimi olan sayisal yarigrubun belirteg sayist;

a) t pozitif ¢ift tamsayi ise n(%) =n(S)

b) a cift tamsay1 ve ¢ tek tamsay1 ise n(%j =n (S ) -1

n(S)

. . S
c) a,t tek tamsay1 ve n ¢ift tamsayi1 ise n 2 = 5

n(S)+1

S
d) a,n,t tek tamsayi ise n(ajz 5 seklindedir.

Ispat. a,t,neZ", a,n,t >2 olmak iizere
S = {0,cz""2t,(a"'2 +a""3)t,...,(a""2 +ota +1)t,—> } ={0,5,,8,,...,5,,,—>...]  sayisal

yarigrubunun yarimi Teorem 5.2.1. ve Sonug 5.2.3” e gore

Dol forr( St of o0

bulunur.

a) t pozitif ¢ift tamsayr ise Ez{o,s—',s—z,...,s"", ",—)...} olup
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S S Sua Su
272777 2 72

Bl o)

=[(r-2)-0]+1=n-1=n(S)-1

b) a cift tamsayr ve ¢ tek tamsay: ise %:{0

elde edilir.
¢) a,t tek tamsay1r ve n ¢ift tamsay1 ise S_ 0, % —4 Sz Sn olu
4 4 2 27277 2727 0T P
n(§j=# 0,1,...,F(£] A= # { 22 S“ oy 212
2 2 2 2
{@—2)—0}1
2
_n_n(S)
2 2
olur.
S a8 s, S S,
d) a,n,t tek tamsay1ise —=40,—,—,...,—/—,—~,—...; olup
2 22 2 2
n(§j=# 0,1,...,F(£j A |4 {o,s—z,s—“,...f"‘}
2 2 2 22 2
2
_n+l_n(S)+1
22

olarak bulunur. O

Ornek 5.2.6. a=3,n=7 ve t=5 igin

§ ={0,1215,1620,1755,1800,1815,1820,1825,—...} olup F(S)=1824 ve n(S)=7

F(S
= {0,810,900,910,913,—)...} oldugundan F(%j =912 :% ve
1
E]: :n(S2)+ yazilir.
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Ornek 5.2.7. a=2,n=3 ve t=4 i¢in §={0,8,12,16,>..} olup F(S)=15 ve

F(S)-1
n(S)=3 tiir. E2{0,4,6,8,—>...} oldugundan F£:7:& ve
2

2
S .
n(zj =3=n(S) seklinde bulunur.
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