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     Bu tezin ilk bölümünde çözümlerin azalması ve patlaması ile ilgili günümüze kadar yapılan 
çalışmalar tarihi gelişimiyle ele alınmıştır. 
     İkinci bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım, teorem ve eşitsizlikler verilmiştir.  
     Üçüncü bölümde tezde kullanılan çözümlerin azalması ve patlaması ile ilgili lemmalar 
ispatları ile birlikte verilmiştir. 
     Dördüncü bölümde doğrusal olmayan damping ve kaynak terim içeren dalga denklem 
sisteminin çözümlerinin lokal varlığı, global varlığı, enerji azalması ve patlaması çalışılmıştır.  
     Beşinci bölümde yüksek mertebeden zayıf damping terimli denklem sisteminin çözümlerinin 
enerji azalması ve patlaması çalışılmıştır. 
     Altıncı bölümde ise güçlü damping, doğrusal olmayan damping ve kaynak terim içeren 
doğrusal olmayan yüksek mertebeden denklem sisteminin çözümlerinin global varlığı, enerji 
azalması ve patlaması çalışılmıştır. 
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     In the first chapter of this thesis the historical developments of the decay and blow up of 
solutions are investigated. 
     In the second chapter, basic definitions, theorems and inequalities that will be used 
throughout the thesis are given. 
     In the third chapter, some basic lemmas about the decay and blow up of solutions, used in the 
thesis, are given with their proofs. 
     In the fourth chapter, local and global existence, energy decay and blow up of solutions are 
studied for a system of wave equation with nonlinear damping and source terms. 
     In the fifth chapter, the energy decay and blow up of solutions for a higher order system with 
weak damping term are studied. 
     In the sixth chapter, global existence, energy decay and blow up of solutions are studied for a 
higher order systems with strong damping, nonlinear damping and source terms. 
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Erhan P·IŞK·IN

1. G·IR·IŞ

Bu tezin esas amac¬, dördüncü bölümde ele al¬nan do¼grusal olmayan damping ve

kaynak terimli 8<: utt + jutjp�1 ut = div
�
�
�
jruj2

�
ru
�
+ f1 (u; v) ;

vtt + jvtjq�1 vt = div
�
�
�
jrvj2

�
rv
�
+ f2 (u; v)

(1.1)

denklem sisteminin, beşinci bölümde ele al¬nan zay¬f damping terimli8<: utt + (�4)m u+ ut = f1 (u; v) ;

vtt + (�4)m v + vt = f2 (u; v)
(1.2)

denklem sisteminin ve alt¬nc¬bölümde ele al¬nan güçlü damping, do¼grusal olmayan

damping ve kaynak terim içeren8<: utt + (�4)m u�4ut + jutjp�1 ut = f1 (u; v) ;

vtt + (�4)m v �4vt + jvtjq�1 vt = f2 (u; v)
(1.3)

denklem sisteminin çözümlerinin enerji azalmas¬(energy decay) ve patlamas¬n¬(blow

up) incelemektir. Fen ve mühendislikteki bir çok problem diferansiyel denklem sistemi

olarak modellenmektedir. Örne¼gin; saç¬lma (scattering) teorisi, kuantum alan teorisi,

elektromanyetik alanda yüklü mezonlar¬n hareketi tan¬mlan¬rken ve baz¬ mekanik

uygulamalarda diferansiyel denklem sistemleri ortaya ç¬kmaktad¬r (Rammaha ve Sakun-

tasathien 2010, Fei ve Hongjun 2011).

E (t) denklem sisteminin enerji fonksiyoneli olmak üzere; 8t > 0 için
i) � > 0 ve M > 0 iken E (t) �Me��t oluyorsa buna üstel enerji azalmas¬,

ii) � > 0 ve M > 0 iken E (t) � Mt�� oluyorsa buna polinomal enerji azalmas¬

denir.

Çözümün azalmas¬na adi diferansiyel denklemler için bir örnek verelim;8<: u0 (t) = �up (t) ; t > 0;

u (0) = 1

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü8<: p = 1 ise u (t) = e�t;

p = 2 ise u (t) = (1 + t)�1

1



1. G·IR·IŞ

dir. Görüldü¼gü gibi her iki durumda da t �!1 iken u �! 0 olur. Burada p = 1 için

üstel azalma, p = 2 için polinomal azalma vard¬r.

Şimdi çözümün patlamas¬na adi diferansiyel denklemler için basit bir örnek verelim;8<: u0 (t) = u2 (t) ; t > 0;

u (0) = 1
2

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü u (t) = 1
2�t dir. Bu örnek do¼grusal olmayan den-

klemlerin büyük bir s¬n¬f¬için ortak olan bir özelli¼gi göstermesi aç¬s¬ndan önemlidir,

yani çözüm sonlu zamanda sonsuz olur (bu örnekte t �! 2� için u (t) �! 1 d¬r),

buna çözümün patlamas¬(blow up) denir. Buradan başlanarak çözümlerin patlamas¬

kavram¬genelleştirilebilir ki adi diferansiyel denklemler için ilk ad¬m olarak p > 1 için

u0 (t) = up (t) denklemini verebiliriz. Daha genel olarak

u0 (t) = f (u)

denklemini verebiliriz ki burada f pozitif veZ 1

1

ds

f (s)
<1

koşulu alt¬nda süreklidir. Bu koşul adi diferansiyel denklemler teorisinde 1898 de tespit

edilen Osgood koşulu olarak bilinmektedir. Bu koşul pozitif başlang¬ç verili herhangi

bir çözümün sonlu zamanda patlamas¬için gerekli ve yeterlidir (Polat 2005, Hu 2011).

Şimdi evolüsyon denklemlerin çözümlerinin azalmas¬ve patlamas¬ile ilgili günümüze

kadar yap¬lan çal¬̧smalara k¬saca de¼ginece¼giz.

Çözümlerin azalmas¬özellikle 1980 �lerde incelenmeye başlanm¬̧st¬r. Bu denklem-

lerdeki enerjiyi azaltan terime damping terim denir.

Patlama konusunun matematiksel teorisi ise 1960 �larda; Kaplan (1963), Friedman

(1965), Fujita (1966) ve di¼ger baz¬yazarlar taraf¬ndan genel bir yaklaş¬m verildikten

sonra aktif olarak araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Ilk olarak

utt �4u+ g (ut) = f (u) (1.4)

şeklindeki damping ve kaynak terim içeren denklemlerin patlamas¬n¬Levine (1973,

1974), Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978) incelemi̧stir. Levine g (ut) = ut şeklindeki

do¼grusal damping için denklemin patlamas¬n¬"Konkavl¬k metodu" olarak bilinen kendi

metodu ile ele alm¬̧st¬r. Konkavl¬k metodunun temel �kri, problemin lokal çözümünün

2



Erhan P·IŞK·IN

varl¬¼g¬koşulu alt¬nda tan¬mlanan, denklemi ve s¬n¬r koşullar¬n¬temsil eden pozitif bir

F (t) fonksiyonelini inşa etmek ve daha sonra 
 > 0 say¬s¬için t zaman¬na ba¼gl¬bir

F�
 (t) konkav fonksiyonu göstermektir. Bunun için

d2F�
 (t)

dt2
= �
F�
�2 (t)

�
FF 00 � (1 + 
)F 02

�
� 0; 8t � 0

olmal¬d¬r. Bu da 8t � 0 için

FF 00 � (1 + 
)F 02 � 0

olmas¬ile mümkündür. Fakat bu metot do¼grusal olmayan damping (g (ut) = ut jutjp�1)
ve kaynak terim (f (u) = u jujq�1) içeren denklemlere uygulanamamakt¬r (Houari
2010). Ayr¬ca do¼grusal olmayan damping ve kaynak terim içeren denklemlerin çözüm-

lerini incelemek oldukça zordur (Agre ve Rammaha 2006). Georgiev ve Todorova

(1994), do¼grusal olmayan damping ve kaynak terim içeren denklemler için yeni bir

metot geli̧stirdiler. Georgiev ve Todorova çal¬̧smalar¬nda (1.4) denkleminde g (ut) =

ut jutjp�1 ve f (u) = u jujq�1 iken p � q > 1 için çözümün global oldu¼gunu, 1 < p <

q � n
n�2 için de çözümün patlad¬¼g¬n¬gösterdiler. Daha sonra Levine ve Serrin (1997)

ve Levine ve ark. (1998) bu sonuçlar¬s¬n¬rl¬olmayan bölgede ve soyut denklemler için

geli̧stirdiler. Daha sonra Messaoudi (2001) de (1.4) denkleminin patlamas¬n¬çal¬̧st¬,

Runzhang ve Jihong (2009) ise uygun başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ile Galerkin meto-

dunu kullanarak (1.4) denkleminin çözümünün global varl¬¼g¬n¬ elde ettiler. Ayr¬ca

(1.4) denkleminde g (ut) nin yerine G (ut;4ut) = �4ut+ut jutjp�1 ve f (u) = u jujq�1

al¬narak Yu (2009), Chen ve Liu (2013) te çözümün varl¬¼g¬n¬, patlamas¬n¬ve azalmas¬n¬

çal¬̧st¬lar.

Messaoudi (2002) de, Petrovsky denklemi olarak adland¬r¬lan

utt +42u+ g (ut) = f (u)

denkleminde g (ut) = ut jutjp�1 ve f (u) = u jujq�1 iken çözümünün varl¬¼g¬n¬ve pat-
lamas¬n¬, Wu ve Tsai (2009) da çözümün azalmas¬ ve patlamas¬n¬ çal¬̧st¬lar. Daha

sonra Li ve ark. (2012) de, g (ut) nin yerine G (ut;4ut) = � 4 ut + ut jutjp�1 ve
f (u) = u jujq�1 alarak çözümün azalmas¬va patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.

3



1. G·IR·IŞ

Ye (2010) da m � 1 için

utt + (�4)m u+ ut jutjp�1 = u jujq�1

denkleminin global varl¬¼g¬n¬ve asimptotik davran¬̧s¬n¬çal¬̧st¬. Daha sonra Zhou ve ark.

(2012) de Ye (2010) un sonuçlar¬n¬geli̧stirdiler.

Son zamanlarda denklem sistemleri oldukça fazla çal¬̧s¬lmaktad¬r. Agre ve Rammaha

(2006) da uygun koşullar¬sa¼glayan f1 (u; v) = (p+ 1)
h
ju+ vjr�1 (u+ v) + juj

r�3
2 jvj

r+1
2 u
i

ve f2 (u; v) = (p+ 1)
h
ju+ vjr�1 (u+ v) + jvj

r�3
2 juj

r+1
2 v
i
fonksiyonlar¬için

8<: utt �4u+ jutjp�1 ut = f1 (u; v) ;

vtt �4v + jvtjq�1 vt = f2 (u; v)
(1.5)

denklem sisteminin zay¬f lokal ve global çözümünün varl¬¼g¬n¬ve patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.

Burada Agre ve Rammaha, r � max fp; qg iken çözümün global, r > max fp; qg iken
çözümün patlad¬¼g¬n¬ gösterdiler. Houari (2010) da (1.5) denklem sisteminin patla-

mas¬n¬ve Houari (2012) de ise Nakao eşitsizli¼ginden faydalanarak çözümün azalmas¬n¬

göstermi̧stir.

Li ve ark. (2011) de8<: utt +42u+ jutjp�1 ut = f1 (u; v) ;

vtt +42v + jvtjq�1 vt = f2 (u; v)
(1.6)

Petrovsky denklem sisteminin çözümlerinin azalmas¬ve patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.

Wu ve ark. (2010) da (1.1) denklem sisteminin patlamas¬n¬ başlang¬ç enerjisi

negatif iken çal¬̧st¬lar. Daha sonra Fei ve Hongjun (2011) de Wu ve ark. sonuçlar¬n¬

pozitif başlang¬ç enerjiye geli̧stirdiler.

Ye (2012) de (1.3) denklem sisteminde p = q ve f1 (u; v) ; f2 (u; v) yi de özel seçerek

çözümün global varl¬¼g¬ve asimptotik davran¬̧s¬çal¬̧s¬ld¬.

Pi̧skin ve Polat (2013) te (1.1) denklem sisteminin çözümlerinin lokal ve global

varl¬¼g¬n¬, azalmas¬n¬ve patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.

Ayr¬ca, bir çok denklemi kapsayan (1.2) ve (1.3) denklem sistemlerinin azalma ve

patlamalar¬Pi̧skin ve Polat (2012a), Pi̧skin ve Polat (2012b) ve Polat ve Pi̧skin (2012)

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

4
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2. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬tan¬mlar, uzaylar ve eşitsi-

zlikler verilecektir (Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011).

2.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m Uzay¬ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 2.1.1. X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun.

k:k : X ! R+; x! kxk dönüşümü 8x; y 2 X ve 8a 2 K için

(N1) kxk � 0; kxk = 0() x = 0;

(N2) kaxk = jaj kxk ;

(N3) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde norm ad¬n¬al¬r ve bu durumda (X; k:k) ikilisine
bir normlu uzay ad¬verilir, kxk say¬s¬na da x 2 X eleman¬n¬n normu denir.

Her kxk normu, d : X �X �! R+ olmak üzere,

d (x; y) = kx� yk

şeklinde bir uzakl¬k fonksiyonu oldu¼gundan her normlu uzay ayn¬zamanda bir metrik

uzayd¬r. Bununla birlikte, bir metrik uzay¬n normlu uzay olmas¬gerekmez. Bir normlu

uzay, üzerinde tan¬mlanan norm alt¬nda vektör uzay¬belirtir.

Tan¬m 2.1.2. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her " > 0 için

n;m � N oldu¼gunda kxn � xmk < " olacak şekilde bir N do¼gal say¬s¬ varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.1.3. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xk = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsakt¬r denir ve xn ! x ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.4. Bir X normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi X in bir eleman¬na

yak¬ns¬yor ise bu uzaya tam uzay denir. (X; k:k) uzay¬tam ise bu uzaya Banach uzay¬
denir.

5



2. ÖN B·ILG·ILER

Tan¬m 2.1.5. X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬iki norm, k:k1 ve k:k2 olsun. A > 0;

B > 0 sabitleri için

A kxk1 � kxk2 � B kxk1

eşitsizli¼gi X uzay¬ndaki her x noktas¬ için geçerli ise, k:k1 ve k:k2 normlar¬na denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektör) uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar denktir.

Dolay¬s¬yla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar o uzay üzerinde

ayn¬ topolojiyi tan¬mlarlar; örne¼gin X normlu uzay¬ndaki bir (xn) dizisi k:k1(k:k2)
normuna göre yak¬nsak, s¬n¬rl¬ veya Cauchy dizisi ise, k:k2(k:k1) normuna göre de
yak¬nsak, s¬n¬rl¬veya Cauchy dizisidir.

Tan¬m 2.1.6. K cismi üzerinde bir X vektör uzay¬verildi¼ginde, X � X uzay¬

üzerinde tan¬ml¬K de¼gerli

(:; :) : X �X ! K

bir fonksiyonun her x; y 2 X ve a; b 2 C için aşa¼g¬daki özellikleri varsa, bu fonksiyona
iç çarp¬m denir;

(i) (x; x) � 0; (x; x) = 0() x = 0;

(ii) (x; y) = (y; x) (burada c; c 2 C nin karmaş¬k eşleni¼gini belirtir),

(iii) (ax+ by; z) = a (x; z) + b (y; z) :

K = R halinde (x; y) = (y; x) oldu¼gu hemen görülür.

Bir iç çarp¬m ile

kxk = (x; x)
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 2.1.7. Normlu bir uzay olan bir iç çarp¬m uzay¬bir Banach uzay¬ise bu

uzaya Hilbert uzay¬ denir. Başka bir ifadeyle, bir iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy

dizisinin bu uzay¬n bir ö¼gesine yak¬nsak olmas¬halinde bu uzaya Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 2.1.8. n�boyutlu Rn ve gerçel Euclid uzay¬nda bir nokta x = (x1; :::; xn)

ve bu noktan¬n normu jxj =
�Pn

j=1 x
2
j

� 1
2
ile tan¬mlan¬r. x ve y nin iç çarp¬m¬x � y =Pn

j=1 xjyj şeklindedir.

6



Erhan P·IŞK·IN

Tan¬m 2.1.9. X bir normlu uzay olsun. X üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer fonksiy-

onellerin kümesi X uzay¬n¬n dual uzay¬n¬ oluşturur. X 0 veya X� ile gösterilen bu

uzay

kfkX0 = sup
x2X;x 6=0

jf (x)j
kxkX

<1

normuyla bir Banach uzay¬d¬r. X 0 uzay¬n¬n duali (X 0)0 = X 00 şeklindeki lineer vektör

uzay¬d¬r ve ikinci dual olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.1.10. X normlu uzay¬nda bir dizi (xn) olsun.

lim
n!1

kxn � xkX = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine güçlü yak¬nsak dizi denir ve bu yak¬nsama

xn ! x şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.1.11. (xn) ; X normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her f 2 X 0 için

lim
n!1

f (xn)! f (x)

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine zay¬f yak¬nsak dizi denir. Bu yak¬nsama

xn * x veya xn
z! x ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.12. (fn); X normlu uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

(a)

kfn � fk ! 0

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine güçlü yak¬nsakt¬r denir. fn ! f

şeklinde yaz¬l¬r.

(b) her x 2 X için

fn(x)! f (x)

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine zay¬f* yak¬nsakt¬r denir. fn
z��! f

şeklinde yaz¬l¬r.

7
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Tan¬m 2.1.13. � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j lerin n-bileşenlisi ise � ya

çoklu-indis denir ve x�; j�j =
Pn

j=1 �j mertebeye sahip olan x
�1
1 :::x

�n
n tek terimlisi,

yani x� = x�11 :::x
�n
n ile tan¬mlan¬r. Benzer şekilde 1 � j � n için Dj = @=@xj ise, o

zaman

D� = D�1
1 :::D

�n
n

j�j : mertebeden bir diferansiyel operatör belirtir. D(0;:::;0)u = u olur.

Tan¬m 2.1.14. E¼ger G � Rn ise Rn de G nin kapan¬̧s¬G ile belirtilir. G � 
 ve
G; Rn in kompakt (kapal¬ve s¬n¬rl¬) altkümesi ise G �� 
 şeklinde gösterilir. u;G de
tan¬ml¬bir fonksiyon ise, u fonksiyonun deste¼gi

supp u = fx 2 G : u (x) 6= 0g

şeklinde tan¬mlan¬r. supp u �� 
 ise u fonksiyonu 
 da kompakt deste¼ge sahiptir

denir.

Tan¬m 2.1.15. 
; Rn de bir bölge olsun. Negatif olmayan her m tamsay¬s¬için


 bölgesinde sürekli bütün � fonksiyonlar¬ve j�j � m mertebesine kadar bütün D��

k¬smi türevleri sürekli olan vektör uzay¬Cm (
) ile gösterilir. C0 (
) � C (
) ve

C1 (
) =
T1
m=0C

m (
) olur. C (
) ve C1 (
) uzaylar¬na ait ve kompakt deste¼ge

sahip olan fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzaylar s¬ras¬yla C0 (
) ve C10 (
) ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.16. 
 aç¬k bir bölge oldu¼gundan, Cm (
) deki fonksiyonlar¬n 
 böl-

gesinde s¬n¬rl¬olmas¬gerekmeyebilir. CmB (
) ile 0 � j�j � m için 
 bölgesinde D��

lerin s¬n¬rl¬oldu¼gu � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬belirtilir. CmB (
) uzay¬

k�kCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�� (x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.1.17. E¼ger � 2 C (
) ; 
 bölgesinde s¬n¬rl¬ ve düzgün sürekli ise, 


bölgesinin kapan¬̧s¬olan 
 bölgesinde de tek, s¬n¬rl¬ve süreklidir. Cm
�


�
ile 0 � j�j �

m için 
 bölgesindeD�� lerin s¬n¬rl¬ve düzgün sürekli oldu¼gu � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬
belirtilir. (E¼ger 
 bölgesi s¬n¬rs¬z ise simgelerin yanl¬̧s kullan¬m¬belirsizli¼ge yol açar;

örne¼gin, Rn = Rn olsa bile Cm
�
Rn
�
6= Cm (Rn) d¬r.) Cm

�


�
uzay¬CmB (
) uzay¬n¬n

8
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kapal¬bir alt uzay¬d¬r. Bu nedenle Cm
�


�
uzay¬da

k�kCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�� (x)j

ayn¬norm ile bir Banach uzay¬d¬r.

2.2. Lebesque Uzay¬(Lp (
))

Tan¬m 2.2.1. 
; Rn de bir bölge ve p pozitif gerçel say¬olsun. 
 bölgesinde

tan¬ml¬bütün ölçülebilir u fonksiyonlar s¬n¬f¬na aşa¼g¬daki koşul alt¬nda

R


ju (x)jp dx <1

Lp (
) uzay¬denir. Bu uzay bir vektör uzay¬d¬r. 1 � p <1 olmak üzere bu uzay

kukLp(
) =
�R


ju (x)jp dx

�1=p
normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2.2. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen her

yerde ju (x)j � K olacak şekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen

s¬n¬rl¬d¬r denir. Böyle K lar¬n en büyük alt s¬n¬r¬na da juj n¬n 
 bölgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve ess sup

x2

ile gösterilir. 
 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬

u fonksiyonlar¬yla tan¬mlanan uzaya L1 (
) uzay¬denir. L1 (
) uzay¬

kukL1(
) = ess sup
x2


ju (x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2.3. 
, Rn de bir bölge ve 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinin her

bir kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilen bütün ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬na Lp;loc (
) uzay¬denir.

Tan¬m 2.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. E¼ger

(i) X; Y nin bir alt uzay¬,

(ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan I birim operatörü sürekli ise,

X uzay¬Y uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir.

9
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I birim operatörü do¼grusal oldu¼gundan ii) koşulu

kIxkY �M kxkX ; x 2 X

olacak şekilde bir M > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.

Tan¬m 2.2.5. vol (
) =
R


1dx ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq (
) ise o

zaman u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � (vol (
))
(1=p)�(1=q) kukq

olur. Bu nedenle

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 2.2.6. L2 (
) uzay¬

(u; v) =
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2.7. �1 � a < b � 1 olsun. ku (:)kX 2 Lp (a; b) koşulunu sa¼glayan

(a; b) den X e tan¬mlanm¬̧s ölçülebilir u fonksiyonlar¬uzay¬na Lp (a; b;X) uzay¬denir.

Lp (a; b;X) uzay¬

kukLp(a;b;X) =

8><>:
�R b

a
ku (t)kpX dt

�1=p
; 1 � p <1

ess sup
t2(a;b)

ku (t)kX ; p =1

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Benzer şekilde a < c < d < b olmak üzere her bir c; d için u 2 Lp (c; d;X) ise, o

zaman u 2 Lp (a; b;X) yaz¬l¬r ve p = 1 için u lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 2.2.8. Her t 2 [0; T ] için [0; T ] den X e tan¬mlanm¬̧s ve m. mertebeden

türevleri sürekli olan u fonksiyonlar¬uzay¬na Cm ([0; T ] ;X) uzay¬denir. Cm ([0; T ] ;X)

uzay¬

kukCm([0;T ];X) = max
0�j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�u (t)kX

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

10
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2.3. Sobolev Uzay¬(Wm;p (
))

Tan¬m 2.3.1. u 2 L1;loc (
) olsun. Bir � çoklu-indisi verilsin. Her ' 2 C10 (
)

için R


'vdx = (�1)j�j

R


uD�'dx

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, v 2 L1;loc (
) fonksiyonuna u fonksiyonunun �: zay¬f türevi denir. v
fonksiyonu, u fonksiyonunun genelleştirilmi̧s türevi olarak da adland¬r¬l¬r ve v = D�u

şeklinde yaz¬l¬r.

E¼ger u fonksiyonu, klasik anlamda D�u sürekli k¬smi türevlere sahip olacak şek-

ilde yeterince düzgün ise, o zaman D�u ayn¬zamanda u fonksiyonunun zay¬f k¬smi

türevidir. Elbette D�u klasik anlamda olmaks¬z¬n zay¬f anlamda mevcut olabilir.

Tan¬m 2.3.2. 
, Rn de bir bölge, m herhangi bir pozitif tamsay¬ve 1 � p � 1
olmak üzere,

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Wm;p (
) uzay¬

kukWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
; 1 � p <1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

tan¬mlanan bu normlar ile bir Banach uzay¬d¬r.

Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬W
m;p
0 (
)ile gösterilir.

Aşikâr olarak W 0;p (
) = Lp (
) d¬r ve 1 � p < 1 olmak üzere C10 (
) uzay¬

Lp (
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan W 0;p
0 (
) = Lp (
) d¬r. Herhangi bir m pozitif

tamsay¬s¬için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmeleri geçerlidir.

Tan¬m 2.3.3. E¼ger p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur ve

Hm (
) uzay¬nda norm

kukHm(
) =

 P
0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2

11
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ile verilir.

Tan¬m 2.3.4. Hm (
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m
(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬d¬r, burada (u; v) =
R


u (x) v (x)dx olup L2 (
) uzay¬n-

daki iç çarp¬md¬r.

H1
0 (
) uzay¬için iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=
R


rurvdx

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda norm

kukH1
0 (
)

=
�R


(ru)2 dx

�1=2
olur.

Bir 
 � Rn bölgesinde tan¬mlanan Sobolev uzaylar¬n¬n özelliklerinin ço¼gu ve özel-

likle bu uzaylarda verilen gömülme özelli¼gi, 
 bölgesinin düzgünlü¼güne (regularity)

ba¼gl¬d¬r. Bu tür özellikler, verilen bölgede sa¼glanan veya sa¼glanmayan geometrik ya

da analitik koşullar türünden ifade edilir. Aşa¼g¬da bu geometrik özelliklerden biri olan

koni özelli¼ginden bahsedilecektir.

Tan¬m 2.3.5. Rn de Br1 (x) ve x noktas¬n¬içermeyen Br2 (y) aç¬k yuvarlar¬n¬göz

önüne alal¬m.

Kx = Br1 (x) \ {x+ �(z � x) : z 2 Br2 (y) ; � > 0}

kümesine tepe noktas¬x olan bir sonlu koni ad¬verilir. 
; Rn de aç¬k bir bölge olmak

üzere, e¼ger 
 n¬n her x noktas¬bir Kx � 
 konisinin tepesi ise ve bütün Kx konileri bir

sonlu K konisinden izomor�k ve izometrik dönüşümlerle elde edilebiliyorsa, o zaman


 bölgesi koni özelli¼gini sa¼glar denir.

Tan¬m 2.3.6. Sobolev Gömülme Teoremi. 
, Rn de koni özeli¼gine sahip aç¬k

bir bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p <1 olmak üzere;

(i) mp > n ise

W j+m;p (
) ,! CjB (
)

12
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gömülmesi elde edilir.

(ii) mp = n ise

W j+m;p (
) ,! W j;p (
) ; p � q <1

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

gömülmesi elde edilir. Ayr¬ca p = 1 olarak al¬n¬rsa

W j+m;1 (
) ,! CjB (
)

elde edilir.

(iii) mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;p (
) ; p � q � p�

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

gömülmesi elde edilir. Burada

p� =

8<: np
n�mp ; n > mp

+1; n � mp

şeklindedir.

Yukar¬daki gömülmelerde W yerine W0 uzay¬al¬n¬rsa, 
 bölgesi üzerinde herhangi

bir k¬s¬tlama yap¬lmaks¬z¬n yukar¬daki gömülmeler yine geçerli olur.

Teorem 2.3.7. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi baz¬ p � q de¼gerleri için

kompakt ise, o zaman j
j <1 dur.

Teorem 2.3.8. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan

baz¬p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 dur.

2.4. Operatörler

Tan¬m 2.4.1. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olsun. A : DA �
X ! Y dönüşümü X deki bir x eleman¬n¬Y de bir tek elemana götürüyorsa A ya

operatör, DA ya da A operatörünün tan¬m kümesi denir.

13
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Tan¬m 2.4.2. DA � X; X in bir alt uzay¬ olmak üzere A : DA � X ! Y

operatörüne her x; y 2 DA ve her �; � 2 K için

A (�x+ �y) = �A (x) + �A (y)

koşuluyla birlikte do¼grusal operatör denir.

Tan¬m 2.4.3. Bir H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬A operatörüne her x; y 2 DA için

(Ax; y) = (x;Ay)

eşitli¼gi ile birlikte simetrik operatör denir.

Tan¬m 2.4.4. A : DA � X ! Y operatörüne belli birM � 0 say¬s¬ve her x 2 DA

için

kAxk �M kxk

eşitsizli¼gi ile birlikte s¬n¬rl¬operatör denir.

Tan¬m 2.4.5. H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬do¼grusal, simetrik bir A operatörüne

her x 2 DA � H

(Ax; x) � 0

eşitsizli¼gi ile birlikte negatif olmayan operatör denir. Negatif olmayan A operatörü

için

(Ax; x) > 0) x = 0

ile pozitif operatör denir.

Tan¬m 2.4.6. X ve Y iki Hilbert uzay¬ve (:; :) X uzay¬n¬n, [:; :] de Y uzay¬n¬n

iç çarp¬m¬ve A : X ! Y do¼grusal, s¬n¬rl¬operatörü tüm X Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬

olsun. Her x 2 X ve her y 2 Y için

[Ax; y] = (x;A�y)

koşulunu sa¼glayan A� : Y ! X operatörüne, A operatörünün eş operatörü denir. E¼ger

A = A� ise böyle bir operatöre öz-eşlenik (self-adjoint) operatör denir.

Tan¬m 2.4.7. H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬do¼grusal ve öz-eşlenik bir A operatörüne

her x 2 H için

(Ax; x) � C kxk2H ; C > 0

14
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ile birlikte pozitif belirli bir operatör denir.

2.5. Eşitsizlikler

Lemma 2.5.1. Cauchy Eşitsizli¼gi. E¼ger " > 0 ve a; b 2 R ise, o zaman

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Lemma 2.5.2. Young Eşitsizli¼gi. E¼ger " > 0; a; b 2 R, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ise,

o zaman

jabj � jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼gi veya

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r.

Lemma 2.5.3. Hölder Eşitsizli¼gi. u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ; p � 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1

ise, o zaman uv 2 L1 (
) olup

kuvkL1(
) � kukLp(
) kvkLq(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir. p = 1 durumunda, q =1 ve kvkLq(
) = ess sup



jvj al¬r¬z.
p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

Lemma 2.5.4. ·Interpolasyon Eşitsizli¼gi. 1 � p � q � r ve 0 < � < 1 için
1
q
= �

p
+ 1��

r
olsun. E¼ger u 2 Lp (
) \ Lr (
) ise u 2 Lq (
) olur ve

kukLq(
) � kuk
�
Lp(
) kuk

1��
Lr(
)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Lemma 2.5.5. Minkowski Eşitsizli¼gi. u; v 2 Lp (
) ve p � 1 olmak üzere

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir.
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Lemma 2.5.6. Sobolev Eşitsizli¼gi. n > 1 olmak üzere 
 � Rn aç¬k olsun.

n > p, p � 1 ve u 2 W 1;p
0 (
) ise, o zaman

kukLnp=(n�p)(
) � C kDukLp(
)

olacak şekilde C = C (n; p) sabiti vard¬r.

p > n ve 
 s¬n¬rl¬ise, o zaman u 2 C
�


�
ve

sup


juj � C j
j1=n�1=p kDukLp(
)

olur.

Lemma 2.5.7. Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi. p say¬s¬2 � p < 1 (n = 1; 2)

ve 2 � p � 2n
n�2 (n � 3) şeklinde olsun. Bu durumda C� = C� (
; p) sabit say¬s¬ve

u 2 H1
0 (
) için

kukLp(
) � C� krukL2(
)

olur.

Lemma 2.5.8. K¬smi ·Integral Alma Formülleri. 
 � Rn ( @
 2 C1 s¬n¬r¬na
sahip) bölgesinde tan¬ml¬A (x) = (A1 (x) ; :::; An (x)) vektörü i = 1; :::; n olmak üzere

Ai (x) 2 C
�


�
\ C1 (
) bileşenleri ile verilsin. divA (x) = @A1

@x1
+ :::+ @An

@xn
fonksiyonu


 ( Rn uzay¬nda s¬n¬rl¬bölge) bölgesinde sürekli veya 
 bölgesinde integrallenebilir

ise, R


divA (x) dx =

R
@

A (x)n (x) dS

olup, burada n (x) ; 
 bölgesine göre d¬̧sa yönlendirilmi̧s @
 s¬n¬r¬için birim normal

vektördür. Bu formül, Ostrogradsky formülü olarak bilinmektedir.

u (x) 2 C2 (
)\C1
�


�
; v (x) 2 C1

�


�
ve �u = div (ru) fonksiyonu 
 bölgesinde

integrallenebilir olsun. v�u = v � div (ru) = div (vru) � rurv; rurv = ux1vx1 +

:::+ uxnvxn oldu¼gundan Ostrogradsky formülüne göre

R


v�udx =

R
@

v
@u

@n
dS �

R


rurvdx

elde edilir. Burada ru � nj@
 = @u
@n

��
@

olup bu formül Green formülü olarak bilinmek-

tedir.
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Lemma 2.5.9. Gronwall Eşitsizli¼gi (Diferansiyel Form).

� (t) negatif olmayan, [0; T ] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli bir fonksiyon, � (t) ve  (t)

negatif olmayan [0; T ] üzerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak üzere,

�0 (t) � � (t) � (t) +  (t)

eşitizli¼gi sa¼glan¬yorsa. Bu durumda tüm 0 � t � T için

� (t) � e
R t
0 �(s)ds

�
� (0) +

Z t

0

 (s) ds

�
olur.

Lemma 2.5.10. Gronwall Eşitsizli¼gi (·Integral Form).

(i) � (t) ; hemen hemen her t ve C1; C2 � 0 sabitleri için

� (t) � C1
R t
0
� (s) ds+ C2

integral eşitsizli¼gini sa¼glayan negatif olmayan, [0; T ] üzerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0 � t � T için

� (t) � C2
�
1 + C1te

C1t
�

olur.

(ii) Özel olarak, e¼ger hemen hemen her 0 � t � T için

� (t) � C1
R t
0
� (s) ds

ise, o zaman her yerde � (t) = 0 d¬r.

17
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3. ÇÖZÜMLER·IN AZALMASI VE PATLAMASI ·ILE ·ILG·IL·I BAZI

LEMMA VE EŞ·ITS·IZL·IKLER

Bu bölümde, ilerleyen bölümlerde çözümlerin azalmas¬n¬ve patlamas¬n¬gösterirken

kullanaca¼g¬m¬z baz¬önemli lemma ve eşitsizlikleri verece¼giz.

3.1. Çözümlerin Azalmas¬ile ·Ilgili Baz¬Lemma ve Eşitsizlikler

3.1.1. Komornik Lemmas¬

Lemma 3.1.1.1. h : [0;1) �! [0;1) artmayan bir fonksiyon ve c > 0 sabit

say¬s¬8t � 0 için Z 1

t

h (�) d� � ch (t) (3.1.1)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda 8t � c için

h (t) � h (0) e1�
t
c (3.1.2)

d¬r (Komornik 1994).

·Ispat. 8x � 0 için
f (x) = e

x
c

Z 1

x

h (�) d� (3.1.3)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Burada f lokal mutlak sürekli ve (3.1.1) den dolay¬art-

mayand¬r. (3.1.3) eşitsizli¼ginin türevi al¬n¬r ve (3.1.1) göz önünde bulundurulursa

f 0 (x) =
1

c
e
x
c

Z 1

x

h (�) d� + e
x
c (�h (x))

=
1

c
e
x
c

�Z 1

x

h (�) d� � ch (x)

�
� 0

olur. f artmayan oldu¼gundan 8x � 0 için f (x) � f (0) d¬r. Bu gerçe¼gin göz önünde

bulundurulmas¬ve (3.1.1) den

e
x
c

Z 1

x

h (�) d� = f (x) � f (0) =

Z 1

0

h (�) d� � ch (0)

bulunur. Buradan Z 1

x

h (�) d� � ch (0) e�
x
c (3.1.4)

olur.
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Di¼ger taraftan h negatif olmayan ve artmayan oldu¼gundanZ 1

x

h (�) d� �
Z x+c

x

h (�) d� � min
�2[x;x+c]

h (�)

Z x+c

x

d� = ch (x+ c) (3.1.5)

d¬r.

(3.1.4) ve (3.1.5) ten 8x � 0 için

h (x+ c) � h (0) e�
x
c

olur. Buradan da x+ c = t olarak seçilmesiyle

h (t) � h (0) e1�
t
c

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.1.1.2. h : [0;1) �! [0;1) artmayan bir fonksiyon, � > 0 ve c > 0

sabit say¬lar¬, 8t � 0 için Z 1

t

h�+1 (�) d� � ch� (0)h (t) (3.1.6)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda 8t � c için

h (t) � h (0)

�
c+ �t

c+ �c

�� 1
�

(3.1.7)

d¬r (Komornik 1994).

·Ispat. E¼ger h (0) = 0 ise h (t) = 0 olur. Bu durumda (3.1.7) eşitsizli¼gi do¼grudan

sa¼glan¬r. Kabul edelim ki h (0) 6= 0 olsun. Bu durumda h(t)
h(0)

tan¬ml¬d¬r. Şimdi h (t)

nin yerine h(t)
h(0)

ve genelli¼gi bozmadan h (0) = 1 olarak al¬rsak, böylece 8t � c için

h (t) �
�
c+ �t

c+ �c

�� 1
�

(3.1.8)

eşitsizli¼ginin ispatlanmas¬gerekir.

F : [0;1) �! [0;1) olmak üzere

F (t) =

Z 1

t

h�+1 (�) d� (3.1.9)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu durumda F lokal mutlak sürekli ve artmayand¬r.
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(3.1.9) eşitsizli¼ginin türevi al¬n¬rsa

F 0 (t) = �h�+1 (t) (3.1.10)

bulunur. Di¼ger taraftan (3.1.6) ve h (0) = 1 kabulü göz önünde bulundurulursa

F (t) =

Z 1

t

h�+1 (�) d� � ch� (0)h (t) = ch (t)

bulunur. Buradan da

h (t) � F (t)

c
(3.1.11)

yaz¬l¬r. (3.1.10) ve (3.1.11) den hemen hemen bütün (0;1) aral¬¼g¬nda

�F 0 � c���1F�+1

olur. Burada B = sup ft : h (t) > 0g olmak üzere, hemen hemen bütün (0; B) ar-
al¬¼g¬nda �

F��
�0 � �c���1 (3.1.12)

yaz¬labilir (F�� (t) n¬n t < B için tan¬ml¬oldu¼guna dikkat ediniz). 8s 2 [0; B) için
(3.1.12) eşitsizli¼ginin [0; s] aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

F�� (s)� F�� (0) � �c���1s

bulunur. Buradan 8s 2 [0; B) için

F (s) �
�
F�� (0) + �c���1s

�� 1
� (3.1.13)

olur. s � B iken F (s) = 0 oldu¼gundan (3.1.13) eşitsizli¼gi asl¬nda 8s � 0 için sa¼glan¬r.
(3.1.6) dan F (0) � ch�+1 (0) = c d¬r. Böylece (3.1.13) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬

�
F�� (0) + �c���1s

�� 1
� �

�
c�� + �c���1s

�� 1
�

= c
�+1
� (c+ �s)�

1
� (3.1.14)

olur. Di¼ger taraftan h negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyon oldu¼gundan (3.1.13)
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eşitsizli¼ginin sol taraf¬

F (s) =

Z 1

s

h�+1 (�) d�

=

Z c+(�+1)s

s

h�+1 (�) d� +

Z 1

c+(�+1)s

h�+1 (�) d�

�
Z c+(�+1)s

s

h�+1 (�) d�

� (c+ �s)h�+1 (c+ (�+ 1) s) (3.1.15)

olur. Böylece (3.1.13)-(3.1.15) ten

(c+ �s)h�+1 (c+ (�+ 1) s) � c
�+1
� (c+ �s)�

1
�

yaz¬l¬r. Buradan da

h�+1 (c+ (�+ 1) s) � c
�+1
� (c+ �s)�

1
�
�1

=
�
1 +

�s

c

���+1
�

bulunur. Buradan c+ (�+ 1) s = t olarak seçilirse

h (t) �
�
c+ �t

c+ �c

�� 1
�

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Not 3.1.1.3. (3.1.2) ve (3.1.7) eşitsizlikleri 0 � t < c için de sa¼glan¬r. Bu durumda

h (t) � h (0) olur.

Not 3.1.1.4. Lemma 3.1.1.2 de � �! 0 olursa Lemma 3.1.1.1 elde edilir.

3.1.2. Genelleştirilmi̧s Komornik Lemmas¬

Lemma 3.1.2.1. h : [0;1) �! [0;1) artmayan bir fonksiyon, � : [0;1) �!
[0;1) artan C1 s¬n¬f¬ndan bir fonksiyon,

� (0) = 0 ve t �!1 için � (t) �!1
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olsun. Ayr¬ca � � 0; ! > 0 ve 8S � 0 içinZ 1

S

h�+1 (t)�0 (t) dt � 1

!
h� (0)h (S) (3.1.16)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda 8t � 0 için

E¼ger � = 0 ise h (t) � h (0) e1�!�(t); (3.1.17)

E¼ger � > 0 ise h (t) � h (0)

�
1 + �

1 + !�� (t)

� 1
�

(3.1.18)

d¬r (Martinez 1999).

·Ispat. f : [0;1) �! [0;1) olmak üzere

f (�) = h
�
��1 (�)

�
fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu durumda f artmayand¬r ve 80 � S � T <1 için

Z �(T )

�(S)

f 1+� (�) d� =

Z �(T )

�(S)

h1+�
�
��1 (�)

�
d�

=

Z T

S

h1+� (t)�0 (t) dt

� 1

!
h� (0)h (S)

=
1

!
f� (0) f (� (S))

d¬r. s = � (S) olsun ve lim
T�!1

� (T ) =1 oldu¼gundan 8s � 0 için

Z 1

s

f 1+� (�) d� � 1

!
f� (0) f (s) (3.1.19)

olur. (3.1.19) ifadesi Gronwall tipli eşitsizliktir böylece Komornik eşitsizliklerinden

(Lemma 3.1.1.1 ve Lemma 3.1.1.2), 8s � 0 için

E¼ger � = 0 ise f (s) � f (0) e1�!s;

E¼ger � > 0 ise f (t) � f (0)

�
1 + �

1 + !�s

� 1
�

bulunur. h (t) = f (� (t)) oldu¼gundan (3.1.17) ve (3.1.18) elde edilir.
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Not 3.1.2.2. Lemma 3.1.2.1 de 8t � 0 için � (t) = t al¬n¬rsa Lemma 3.1.1.1 ve

Lemma 3.1.1.2 elde edilir.

3.1.3. Nakao Eşitsizli¼gi

Lemma 3.1.3.1. � (t) ; [0;1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, artmayan ve negatif olmayan
bir fonksiyon olmak üzere; w0 > 0 ve � � 0 için

�1+� (t) � w0 (� (t)� � (t+ 1)) ; t � 0 (3.1.20)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda 8t � 0 için8<: � (t) � � (0) e�w1[t�1]
+

; � = 0;

� (t) �
�
� (0)�� + w�10 � [t� 1]+

�� 1
� ; � > 0

d¬r. Burada [t� 1]+ = max ft� 1; 0g ve w1 = ln
�

w0
w0�1

�
d¬r (Nakao 1977, Nakao

1978).

·Ispat. i) � > 0 için

y (t) = ��� (t)

olsun. Bu durumda

y (t+ 1)� y (t) =

Z 1

0

d

d�
[�� (t+ 1) + (1� �)� (t)]�� d�

=

Z 1

0

�� [�� (t+ 1) + (1� �)� (t)]���1 [� (t+ 1)� � (t)] d�

� �

Z 1

0

[�� (t+ 1) + (1� �)� (t)]���1w�10 �1+� (t) d�

= �w�10 �1+� (t)

Z 1

0

[�� (t+ 1) + (1� �)� (t)]���1 d�

� �w�10 �1+� (t)��1�� (t)

= �w�10

olur. Buradan

y (t+ 1) � y (t) + �w�10

ve

y (t+ 1) � y (0) + �w�10 t
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yaz¬labilir. y (t) nin tan¬m¬ndan

��� (t+ 1) � ��� (0) + �w�10 t

ve

��� (t) � ��� (0) + �w�10 [t� 1]+

elde edilir. Böylece

� (t) �
�
��� (0) + �w�10 [t� 1]+

�� 1
�

bulunur.

ii) Şimdi � = 0 olsun. (3.1.20) eşitsizli¼ginden

� (t+ 1) �
�
1� 1

w0

�
� (t)

d¬r. Ayr¬ca e¼ger t � 1 al¬n¬rsa n tamsay¬s¬için n � t � n+ 1 dir. Buradan

� (t) �
�
1� 1

w0

�
� (t� 1)

yaz¬labilir. Böylece

� (t) �
�
1� 1

w0

�2
� (t� 2) � ::: �

�
1� 1

w0

�n
� (t� n)

olur. Buradan

� (t) �
�
1� 1

w0

�n
� (t� n)

� � (0)

�
1� 1

w0

�[t�1]+
= � (0) e

�[t�1]+ ln
�
1� 1

w0

��1
= � (0) e�w1[t�1]

+

elde edilir. Burada w1 = ln
�

w0
w0�1

�
d¬r.
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3.2. Çözümlerin Patlamas¬ile ·Ilgili Baz¬Lemma ve Eşitsizlikler

Lemma 3.2.1. � > 0 ve B (t) 2 C2 (0;1) negatif olmayan fonksiyonu, t � 0 için

B00 (t)� 4 (� + 1)B0 (t) + 4 (� + 1)B (t) � 0 (3.2.1)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. r2 = 2 (� + 1)� 2
p
� (� + 1) olmak üzere; e¼ger

B0 (0) > r2B (0) +K0 (3.2.2)

ise, bu durumda t > 0 için B0 (t) > K0 d¬r. Burada K0 sabit say¬d¬r (Li ve Tsai 2003).

·Ispat.

r2 � 4 (� + 1) r + 4 (� + 1) = 0

denkleminin kökleri r1 = 2 (� + 1) + 2
p
� (� + 1) ve r2 = 2 (� + 1) � 2

p
� (� + 1) dir.

Bu durumda (3.2.1) diferansiyel eşitsizli¼gi�
d

dt
� r1

��
d

dt
� r2

�
B (t) � 0

şeklinde yaz¬labilir. Buradan da

(B0 (t)� r2B (t))
0

B0 (t)� r2B (t)
� r1 (3.2.3)

olur. (3.2.3) ifadesinin 0 dan t ye integrali al¬n¬rsa

B0 (t) � r2B (t) + (B
0 (0)� r2B (0)) e

r1t

bulunur. (3.2.2) den B0 (t) > K0 d¬r.

Lemma 3.2.2. E¼ger H (t) ; [t0;1) aral¬¼g¬nda artmayan ve t � t0 için

[H 0 (t)]
2 � a+ b [H (t)]2+

1
� (3.2.4)

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glayan bir fonksiyon ise, bu durumda

lim
t�!T ��

H (t) = 0
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eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde sonlu bir T � zaman¬vard¬r. Burada a > 0; b 2 R dir.
T � ¬n üst s¬n¬rlar¬için aşa¼g¬daki kestirimler geçerlidir:

(i) E¼ger b < 0 ve H (t0) < min
�
1;
p
�a
b

	
ise, bu durumda

T � � t0 +
1p
�b
ln

p
�a
bp

�a
b
�H (t0)

(3.2.5)

d¬r.

(ii) E¼ger b = 0 ise, bu durumda

T � � t0 +
H (t0)p

a
(3.2.6)

d¬r.

(iii) E¼ger b > 0 ise, bu durumda

T � � H (t0)p
a

veya T � � t0 + 2
3�+1
2�

�cp
a

h
1� (1 + cH (t0))�

1
2�

i
(3.2.7)

d¬r. Burada c =
�
a
b

�2+ 1
� d¬r (Li ve Tsai 2003).

·Ispat. (i) c � d > 0 için
p
c2 � d2 � c� d oldu¼gundan, (3.2.4) ten t � t0 için

H 0 (t) � �
p
a+

p
�bH (t)1+

1
2�

� �
p
a+

p
�bH (t)

olur. Buradan

H (t) �
�
H (t0)�

r
�a
b

�
e(t�t0)

p
�b +

r
�a
b

bulunur. Böylece burada lim
t�!T ��

H (t) = 0 olacak şekilde pozitif bir T � < 1 say¬s¬

vard¬r ve T � say¬s¬n¬n üst s¬n¬r¬(3.2.5) te verildi¼gi gibidir.

(ii) b = 0 ise, (3.2.4) ten t � t0 için

H (t) � H (t0)�
p
a (t� t0)

olur. Böylece burada lim
t�!T ��

H (t) = 0 olacak şekilde pozitif bir T � < 1 say¬s¬vard¬r

ve T � say¬s¬n¬n üst s¬n¬r¬(3.2.6) da verildi¼gi gibidir.

(iii) b > 0 ise, (3.2.4) ten

H 0 (t) � �
r
a
�
1 + (cH (t))2+

1
�

�
(3.2.8)
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d¬r. Burada c =
�
a
b

�2+ 1
� d¬r.

m;n > 0 ve q � 1 olmak üzere

mq + nq � 21�q (m+ n)q

eşitsizli¼gi göz önünde bulundurulursa, q = 2 + 1
�
olarak seçilirse (3.2.8) den

H 0 (t) � �
p
a2

�1��
2� (1 + cH (t))

1+ 1
2�

diferansiyel eşitsizli¼gi bulunur. Bu diferansiyel eşitsizlik çözülürse

H (t) � 1

c

(
�1 +

�
(1 + cH (t0))

� 1
2�
+

p
a

�c
2�

3�+1
2� (t� t0)

��2�)

bulunur. Böylece burada lim
t�!T ��

H (t) = 0 olacak şekilde pozitif bir T � < 1 say¬s¬

vard¬r ve T � say¬s¬n¬n üst s¬n¬r¬(3.2.7) de verildi¼gi gibidir.

Lemma 3.2.3.  (t) ; iki defa sürekli diferansiyellenebilen ve8<:  00 (t) +  0 (t) � C0 
1+� (t) ; t > 0; C0 > 0; � > 0;

 (0) > 0;  0 (0) � 0
(3.2.9)

şartlar¬n¬ sa¼glayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda  (t) çözüm fonksiyonu sonlu

zamanda patlar. Ayr¬ca patlama zaman¬aç¬kça tahmin edilebilir ((3.2.12) ye bak¬n¬z)

(Zhou 2005).

·Ispat.  0 (0) > 0 olarak alabilece¼gimizi kolayca görebiliriz. Gerçekten (3.2.9)

eşitsizli¼ginden  0 (t0) > 0 olacak şekilde baz¬t0 say¬lar¬vard¬r. Bu durumda (3.2.9) da

t > t0 için başlang¬ç verilerini  (t0) > 0 ve  
0 (t0) > 0 olacak şekilde kayd¬rabiliriz.

�0 (t) = ��1+
�
2 (t) ; � (0) =  (0) > 0 (3.2.10)

olsun. Burada � daha sonra belirlenecek bir sabittir. (3.2.10) de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir

adi diferansiyel denklemi çözülürse

� (t) =

�
 �

�
2 (0)� ��

2
t

�� 2
�

(3.2.11)
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bulunur. � (t) ifadesinin artan oldu¼gu aç¬kt¬r ve

t �! T0 =
2

��
 �

�
2 (0) (3.2.12)

için � (t) �!1 olur.

Di¼ger taraftan

�00 (t) + �0 (t) = �2
�
1 +

�

2

�
�1+� (t) + ��1+

�
2 (t)

=
h
�2
�
1 +

�

2

�
+ ���

�
2 (t)

i
�1+� (t)

�
h
�2
�
1 +

�

2

�
+ ���

�
2 (0)

i
�1+� (t)

=
h
�2
�
1 +

�

2

�
+ � �

�
2 (0)

i
�1+� (t)

� C0�
1+� (t) (3.2.13)

olur. Burada � > 0 say¬s¬,

�2
�
1 +

�

2

�
+ � �

�
2 (0) � C0

şart¬n¬sa¼glayan yeterince küçük bir say¬d¬r. Ayr¬ca � y¬

�0 (0) = � 1+
�
2 (0) <  0 (0) (3.2.14)

olacak şekilde seçebiliriz.

Şimdi her 0 � t � T0 için

 0 (t) > �0 (t) (3.2.15)

oldu¼gunu kabul edelim. (3.2.9) un çözümünün süreklili¼ginden ve (3.2.14) e ba¼gl¬olarak

yeterince küçük t > 0 say¬lar¬için  0 (t) > �0 (t) olmas¬n. Bu durumda 0 < t0 < T0

olacak şekilde öyle bir t0 say¬s¬vard¬r ki

 0 (t) > �0 (t) ; 0 � t < t0 ve  
0 (t0) = �0 (t0) (3.2.16)

olur. Böylece, 0 � t < t0 aral¬¼g¬nda  � � için

 00 (t)� �00 (t) +  0 (t)� �0 (t) � C0
�
 1+� (t)� �1+� (t)

�
� 0
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denklemini elde ederiz. Bu denklemin çözülmesiyle

 0 (t0)� �0 (t0) � e�t0 ( 0 (0)� �0 (0)) > 0

bulunur. Bu (3.2.16) ile çeli̧smektedir. Böylece (3.2.15) do¼grudur, yani (3.2.9) un

çözümü sonlu zamanda patlar.
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4. DO¼GRUSALOLMAYANDAMP·INGVEKAYNAKTER·IM ·IÇEREN

DALGA DENKLEM S·ISTEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN VARLI¼GI, AZAL-

MASI VE PATLAMASI

Bu bölümde (4.1.1) denklem sisteminin çözümlerinin lokal varl¬¼g¬n¬, global varl¬¼g¬n¬,

enerji azalmas¬n¬ve patlamas¬n¬elde edece¼giz (Pi̧skin ve Polat 2013).

4.1. Giri̧s

Bu bölümde do¼grusal olmayan damping ve kaynak terim içeren dalga denklem

sistemi için8>>>>>>>><>>>>>>>>:

utt + jutjp�1 ut = div
�
�
�
jruj2

�
ru
�
+ f1 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

vtt + jvtjq�1 vt = div
�
�
�
jrvj2

�
rv
�
+ f2 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

u (x; t) = v (x; t) = 0; (x; t) 2 @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
v (x; 0) = v0 (x) ; vt (x; 0) = v1 (x) ; x 2 


(4.1.1)

başlang¬ç de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada 
; Rn de @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip

s¬n¬rl¬bir bölgedir. Ayr¬ca n = 1; 2; 3; p; q � 1 olup fi (: ; :) : R2 �! R (i = 1; 2)

fonksiyonlar¬n¬daha sonra verece¼giz.

� fonksiyonu s > 0 için

� (s) 2 C1; � (s) > 0; � (s) + 2s�0 (s) > 0

şatlar¬n¬sa¼glas¬n. Bu çal¬̧smada � fonksiyonunu özel olarak

� (s) = b1 + b2s
m; m � 0 (4.1.2)

şeklinde seçece¼giz. Burada b1; b2 negatif olmayan sabitler ve b1 + b2 > 0 d¬r.

(A1) a; b > 0 sabit say¬lar olmak üzere F (u; v) = a ju+ vjr+1 + 2b juvj
r+1
2 olsun.

Burada n = 1; 2 için r � 3 ve n = 3 için r = 3 tür. f1 (u; v) = @F
@u
; f2 (u; v) =

@F
@v

ve

n = 1; 2 için p; q � 1 ,n = 3 için 1 � p; q � 5 d¬r.
Burada, 8 (u; v) 2 R2 için

u f1 (u; v) + vf2 (u; v) = (r + 1)F (u; v) (4.1.3)

oldu¼gu kolayca görülebilir.
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Lemma 4.1.1. c0 ve c1 pozitif sabitler olmak üzere

c0
�
jujr+1 + jvjr+1

�
� F (u; v) � c1

�
jujr+1 + jvjr+1

�
(4.1.4)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Messaoudi ve Houari 2010).

·Ispat. (4.1.4) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n do¼grulu¼gu aç¬kt¬r. Sol tarafta e¼ger u =

v = 0 ise do¼grudur. Şimdi genelli¼gi kaybetmeden v 6= 0 ve juj � jvj veya juj > jvj
durumlar¬n¬ele alal¬m.

juj � jvj için,

F (u; v) = jvjr+1
�
a
���1 + u

v

���r+1 + 2b ���u
v

��� r+12 �
yaz¬labilir. Şimdi [�1; 1] aral¬¼g¬nda

j (s) = a j1 + sjr+1 + 2b jsj
r+1
2

sürekli fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Burada min j (s) � 0 d¬r. E¼ger min j (s) = 0

olursa, baz¬s0 2 [�1; 1] say¬lar¬için

j (s0) = a j1 + s0jr+1 + 2b js0j
r+1
2 = 0

olur. Buradan j1 + s0j = js0j = 0 olmas¬gerekir, bu da imkans¬zd¬r. Yani min j (s) =
2c0 > 0 d¬r. Bu nedenle

F (u; v) � 2c0 jvjr+1 � 2c0 jujr+1

d¬r. Sonuç olarak

F (u; v) � c0
�
jujr+1 + jvjr+1

�
olur.

E¼ger juj > jvj ise, benzer şekilde

F (u; v) = jujr+1
�
a
���1 + v

u

���r+1 + 2b ���v
u

��� r+12 �
� 2c0 jujr+1 � 2c0 jvjr+1

olur. Buradan da istenen sonuç elde edilir. Böylece lemman¬n ispat¬tamanlan¬r.
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4.2. Lokal Varl¬k

Bu k¬s¬mda (4.1.1) probleminin lokal çözümünün varl¬¼g¬n¬Faedo-Galerkin Meto-

dundan faydalanarak elde edece¼giz.

Tan¬m 4.2.1. (u; v) ikilisi [0; T ] aral¬¼g¬nda aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa (4.1.1)

probleminin bir zay¬f çözümü olur:

u; v 2 C
�
[0; T ] ;W

1;2(m+1)
0 (
) \ Lr+1 (
)

�
;

ut 2 C
�
[0; T ] ;L2 (
)

�
\ Lp+1 (
� (0; T )) ;

vt 2 C
�
[0; T ] ;L2 (
)

�
\ Lq+1 (
� (0; T )) :

Ayr¬ca � 2 W 1;2(m+1)
0 (
) \ Lp+1 (
) ; ' 2 W 1;2(m+1)

0 (
) \ Lq+1 (
) test fonksiyonlar¬
için hemen hemen bütün t 2 [0; T ] aral¬¼g¬ndaki (u; v) ikilileriZ




u0 (t)�dx�
Z



u1 (t)�dx+

Z



�
�
�
jruj2

�
ru
�
r�dx+

Z t

0

Z



ju0jp�1 u0�dxd�

=

Z t

0

Z



f1 (u (�) ; v (�))�dxd�; (4.2.1)

Z



v0 (t)'dx�
Z



v1 (t)'dx+

Z



�
�
�
jrvj2

�
rv
�
r'dx+

Z t

0

Z



jv0jq�1 v0'dxd�

=

Z t

0

Z



f2 (u (�) ; v (�))'dxd� (4.2.2)

eşitliklerini sa¼glar.

Teorem 4.2.2 (Lokal varl¬k). (A1) deki koşullar sa¼glans¬n. Baz¬ [0; T ] ; T > 0

aral¬¼g¬nda tan¬ml¬u0; v0 2 W 1;2(m+1)
0 (
)\Lr+1 (
) ve u1; v1 2 L2 (
) başlang¬ç verileri

için (4.1.1) probleminin bir tek (u; v) lokal zay¬f çözümü vard¬r ve bu çözüm

E (t) +

Z t

0

�
ku� (�)kp+1p+1 + kv� (�)k

q+1
q+1

�
d� = E (0) (4.2.3)

enerji özdeşli¼gini sa¼glar. Burada E (t), (4.3.3) te tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. ·Ispat¬Faedo-Galerkin metodu ile yapaca¼g¬z.

Yaklaş¬k çözüm:

fwjg1j=1 ; W
1;2(m+1)
0 (
) için bir baz ve k � 1 için Vk = span fwjg1j=1 olsun. Prob-
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lemimizin

uk (t) =
kX
j=1

uk;j (t)wj; vk (t) =

kX
j=1

vk;j (t)wj (4.2.4)

formunda yaklaş¬k çözümünü arayal¬m. Burada uk;j (t) ve vk;j (t) aşa¼g¬daki başlang¬ç

de¼ger probleminin çözümleridir:Z



n
u00k � div

�
�
�
jrukj2

�
ruk

�
+ ju0kj

p�1
u0k

o
wjdx =

Z



f1 (uk; vk)wjdx; (4.2.5)

Z



n
v00k � div

�
�
�
jrvkj2

�
rvk

�
+ jv0kj

q�1
v0k

o
wjdx =

Z



f2 (uk; vk)wjdx (4.2.6)

başlang¬ç koşullar¬

uk (0) = u0k; u
0
k (0) = u1k; vk (0) = v0k; v

0
k (0) = v1k (4.2.7)

d¬r. Burada u0k; u1k; v0k; v1k lar Vk da aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayacak şekilde seçilmi̧stir:

W
1;2(m+1)
0 (
) da u0k �! u0; v0k �! v0 (4.2.8)

ve

L2 (
) de u1k �! u1; v1k �! v1: (4.2.9)

Do¼grusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin standart teorisinden biliniyor

ki (4.2.5)-(4.2.7) probleminin baz¬[0; tm) aral¬klar¬nda çözümü vard¬r. Öyleki bu çözüm

aşa¼g¬daki önsel tahminler kullan¬larak [0; T ] kapal¬aral¬¼g¬na geni̧sletilebilir.

Önsel tahmin I:

(4.2.5) denklemini u0k;j (t) ile (4.2.6) denklemini de v
0
k;j (t) ile çarp¬p j = 1; :::; k için

toplarsak

1

2

d

dt

�
ku0k (t)k

2
+ b1 kruk (t)k2 +

b2
m+ 1

kruk (t)k2(m+1)2(m+1)

�
+

Z



ju0k (t)j
p+1

dx

=

Z



f1 (uk; vk)u
0
kdx; (4.2.10)

1

2

d

dt

�
kv0k (t)k

2
+ b1 krvk (t)k2 +

b2
m+ 1

krvk (t)k2(m+1)2(m+1)

�
+

Z



jv0m (t)j
q+1

dx

=

Z



f2 (uk; vk) v
0
kdx (4.2.11)
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buluruz. (4.2.10) ve (4.2.11) i toplay¬p 0 dan t ye integral al¬rsak

1

2

�
ku0k (t)k

2
+ kv0k (t)k

2
+ b1 kruk (t)k2 + b1 krvk (t)k2

�
+
1

2

�
b2

m+ 1
kruk (t)k2(m+1)2(m+1) +

b2
m+ 1

krvk (t)k2(m+1)2(m+1)

�
+

Z t

0

Z



ju0k (�)j
p+1

dxd� +

Z t

0

Z



jv0k (�)j
q+1

dxd�

� C0 +

Z t

0

Z



(f1 (uk; vk)u
0
k + f2 (uk; vk) v

0
k) dxd� (4.2.12)

olur. Şimdi (4.2.12) nin sa¼g taraf¬ndaki terimler için kestirime ihtiyac¬m¬z var. Bunun

için (A1), Hölder eşitsizli¼gi, Sobolev gömülme teoremi ve Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa����Z t

0

Z



f1 (uk (�) ; vk (�))u
0
k (�) dxd�

����
� C

Z t

0

Z



�
juk (�)jr + jvk (�)jr + juk (�)j

r�1
2 jvk (�)j

r+1
2

�
ju0k (�)j dxd�

� C

Z t

0

�
kuk (�)kr2r + kvk (�)k

r
2r + kuk (�)k

r�1
2

3(r�1) kvk (�)k
r+1
2

3(r+1)
2

�
ku0k (�)k d�

� C

Z t

0

�
kruk (�)kr + krvk (�)kr + kruk (�)k

r�1
2 krvk (�)k

r+1
2

�
ku0k (�)k d�

� C

Z t

0

�
ku0k (�)k

2
+ kruk (�)k2r + krvk (�)k2r + kruk (�)kr�1 krvk (�)kr+1

�
d�(4.2.13)

elde edilir. Benzer şekilde����Z t

0

Z



f2 (uk (�) ; vk (�)) v
0
k (�) dxd�

����
� C

Z t

0

�
kv0k (�)k

2
+ kruk (�)k2r + krvk (�)k2r + kruk (�)kr+1 krvk (�)kr�1

�
d�(4.2.14)

bulunur. Bu durumda (4.2.12)-(4.2.14) ten

yk (t) + 2

Z t

0

Z



ju0k (�)j
p+1

dxd� + 2

Z t

0

Z



jv0k (�)j
q+1

dxd� � C0 + C

Z t

0

yk (�)
r d�

(4.2.15)

yaz¬labilir. Burada yk (t) = 1+ ku0k (t)k
2+kv0k (t)k

2+
R



�
P
�
jruk (t)j2

�
+ P

�
jrvk (t)j2

��
dx

d¬r. Yani özel olarak Gronwall tipli

yk (t) � C0 + C

Z t

0

yk (�)
r d�
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eşitsizli¼gine sahibiz. Bu eşitsizlik çözülürse

yk (t) � [C0 � (r � 1)Ct]�
1

r�1 (4.2.16)

bulunur. Böylece (4.2.16) dan bir T > 0 zaman¬vard¬r ki 8t 2 [0; T ] için

yk (t) � C1 (4.2.17)

d¬r. Burada C1; k dan ba¼g¬ms¬z pozitif sabittir.

(4.2.15) ve (4.2.17) den 8t 2 [0; T ] için

Z t

0

Z



ju0k (�)j
p+1

dxd� + 2

Z t

0

Z



jv0k (�)j
q+1

dxd� � C2 (4.2.18)

ifadesi kolayca yaz¬labilir. (4.2.17) ve (4.2.18) den

uk; vk; L
1
�
[0; T ] ;W

1;2(m+1)
0 (
)

�
; (4.2.19)

u0k; v
0
k; L

1 �[0; T ] ;L2 (
)� ; (4.2.20)

u0k; L
2
�
[0; T ] ;Lp+1 (
)

�
; (4.2.21)

v0k; L
2
�
[0; T ] ;Lq+1 (
)

�
;

da s¬n¬rl¬d¬r. Şimdi A : W
1;2(m+1)
0 (
) �!

�
W

1;2(m+1)
0 (
)

�0
s¬n¬rl¬operatör olmak

üzere, A! = div
�
�
�
jr!j2

�
r!
�
olsun. (4.2.19) dan

A (uk) ; A (vk) ; L
1
�
[0; T ] ;

�
W

1;2(m+1)
0 (
)

�0�
da (4.2.22)

s¬n¬rl¬d¬r.

Önsel tahmin II için (Sango 2009) dakine benzer i̧slemler yap¬l¬rsa;

u; v 2 L1
�
[0; T ] ;W

1;2(m+1)
0 (
) \ Lr+1 (
)

�
; ut 2 L1 ([0; T ] ;L2 (
))\ Lp+1 (
� (0; T ))

ve vt 2 L1 ([0; T ] ;L2 (
)) \ Lq+1 (
� (0; T )) bulunur. (Lions ve Magenes 1972)

teki Lemma 8.1-8.2 kullan¬l¬rsa u; v 2 Cw

�
[0; T ] ;W

1;2(m+1)
0 (
) \ Lr+1 (
)

�
; ut 2

Cw ([0; T ] ;L
2 (
)) \ Lp+1 (
� (0; T )) ve vt 2 Cw ([0; T ] ;L

2 (
))\ Lq+1 (
� (0; T ))
olur. Sonuç olarak düzgünlük (regularity) (Rammaha ve Sakuntasathien 2010) daki

Lemma 2.11 gibi yap¬labilir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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4.3. Global Varl¬k ve Enerji Azalmas¬

Bu k¬s¬mda (4.1.1) probleminin çözümlerinin global varl¬¼g¬n¬ve enerji azalmas¬n¬

gösterece¼giz. Bunun için önce aşa¼g¬daki fonksiyonelleri tan¬mlayal¬m;

J (t) = J (u (t) ; v (t)) =
1

2

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx�

Z



F (u; v) dx (4.3.1)

ve

I (t) = I (u (t) ; v (t)) =

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx�(r + 1)

Z



F (u; v) dx (4.3.2)

d¬r. Ayr¬ca (4.1.1) probleminin E (t) = E (t; u (t) ; v (t)) enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+
1

2

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx�

Z



F (u; v) dx (4.3.3)

şeklindedir. Burada s � 0 için P (s) =
R s
0
� (�) d� d¬r.

Son olarak

W =
n
(u; v) : (u; v) 2 W 1;2(m+1)

0 (
)�W
1;2(m+1)
0 (
) ; I (u; v) > 0

o
[ f(0; 0)g

(4.3.4)

olsun.

Lemma 4.3.1. E (t) fonksiyoneli t � 0 için artmayand¬r. Yani

d

dt
E (t) = �kut (t)kp+1p+1 � kvt (t)k

q+1
q+1 � 0 (4.3.5)

d¬r.

·Ispat. (4.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini ut ile ikinci denklemini vt ile

çarp¬p 
 bölgesi üzerinden integral ald¬ktan sonra k¬smi integrasyon uygularsak, t � 0
için

E (t)� E (0) = �
Z t

0

�
ku� (�)kp+1p+1 + kv� (�)k

q+1
q+1

�
d� (4.3.6)

elde edilir.

Lemma 4.3.2. Kabul edelim ki8<: r � 3; n = 1; 2 ise

r = 3; n = 3 ise
(4.3.7)
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olsun. Ayr¬ca (u0; v0) 2 W ve (u1; v1) 2 L2 (
) için

� = c1C
p+1
� (r + 1)

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)
E (0)

� r�1
2

< 1 (4.3.8)

oluyorsa, bu durumda 8t � 0 için (u; v) 2 W olur.

·Ispat. I (0) > 0 oldu¼gundan, u (t) ve v (t) nin süreklili¼ginden t = 0 ¬n komşu-

lu¼gundaki baz¬aral¬klarda 8t 2 [0; Tm] için Tm > 0 maksimum zaman¬vard¬r ve

I (t) > 0

d¬r. (4.3.1) ve (4.3.2) den

J (t) =
r � 1
2 (r + 1)

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx+

1

r + 1
I (t)

� r � 1
2 (r + 1)

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx

=
r � 1
2 (r + 1)

�
b1
�
kruk2 + krvk2

�
+

b2
m+ 1

�
kruk2(m+1)2(m+1) + krvk

2(m+1)
2(m+1)

��
(4.3.9)

d¬r. Buradan

kruk2 + krvk2 � 2 (r + 1)

b1 (r � 1)
J (t)

� 2 (r + 1)

b1 (r � 1)
E (t)

� 2 (r + 1)

b1 (r � 1)
E (0) (4.3.10)

olur. Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi ve (4.3.8) göz önüne al¬n¬rsa t 2 [0; Tm] için

c1 (r + 1) kukr+1r+1 � c1C
r+1
� (r + 1) krukr+1

� c1C
r+1
� (r + 1) krukr�1 kruk2

� c1C
r+1
� (r + 1)

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)
E (0)

� r�1
2

kruk2

< kruk2 (4.3.11)

olur. Benzer şekilde

c1 (r + 1) kvkr+1r+1 < krvk
2

olur. Sonuç olarak (4.3.2) nin kullan¬lmas¬yla bütün t 2 [0; Tm] için I (t) > 0 yaz¬l¬r.
Bu ad¬mlar¬tekrarlayarak Tm yi T ye geni̧sletebiliriz. Böylece lemma ispatlan¬r.
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Lemma 4.3.3. Kabul edelim ki Lemma 4.3.2 nin koşullar¬sa¼glans¬n. Bu durumdaZ



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx � 1

1� c1C
r+1
� (r + 1)

�
2(r+1)
b1(r�1)E (0)

� r�1
2

I (t) (4.3.12)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

·Ispat. (4.3.2), (4.1.4), (4.3.10) ve (4.3.11) den

I (t) =

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx� (r + 1)

Z



F (u; v) dx

�
Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx� c1 (r + 1)

�
kukr+1r+1 + kvk

r+1
r+1

�
�

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx

�c1Cr+1� (r + 1)

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)
E (0)

� r�1
2 �
kruk2 + krvk2

�
�

"
1� c1C

r+1
� (r + 1)

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)
E (0)

� r�1
2

#Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx

bulunur. Buradan istenen elde edilir.

Teorem 4.3.4. Kabul edelim ki (4.3.7) sa¼glans¬n. (u0; v0) 2 W; (4.3.8) i sa¼gl¬yorsa,
bu durumda (4.1.1) probleminin çözümü global olur.

·Ispat. Çözümün global oldu¼gunu göstermek için kutk2 + kvtk2+R



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx ifadesinin t den ba¼g¬ms¬z olarak s¬n¬rl¬ oldu¼gunu

göstermek yeterlidir. Bunu yapmak için (4.3.4) ve (4.3.6) y¬ kullan¬rsak I (t) � 0

oldu¼gundan

E (0) � E (t) =
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+
1

2

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx�

Z



F (u; v) dx

=
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+

r � 1
2 (r + 1)

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx+

1

r + 1
I (t)

� 1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+

r � 1
2 (r + 1)

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx

yaz¬l¬r. Böylece

kutk2 + kvtk2 +
Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx � CE (0)

bulunur. Burada C = max
n
2; 2(r+1)

r�1

o
d¬r. Sonuç olarak Teorem 4.2.2 den çözüm
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global olur.

Teorem 4.3.5. Kabul edelim ki (A1), (4.1.4), (4.3.8) ve (u0; v0) 2 W sa¼glans¬n.

Böylece

E (t) �

8<: E (0) e�w1[t�1]
+

; e¼ger p = q = 1;�
E (0)�� + C�19 � [t� 1]+

�� 1
� ; e¼ger p; q > 1

enerji kestirimi yaz¬labilir. Burada w1; � ve C9 daha sonra belirlenecek olan pozitif

sabitlerdir.

·Ispat.
d

dt
E (t) = �kut (t)kp+1p+1 � kvt (t)k

q+1
q+1 (4.3.13)

ifadesinin t > 0 için [t; t+ 1] üzerinde integralin al¬nmas¬yla

E (t)� E (t+ 1) =

Z t+1

t

�
ku� (�)kp+1p+1 + kv� (�)k

q+1
q+1

�
d�

= Dp+1
1 (t) +Dq+1

2 (t) (4.3.14)

bulunur. (4.3.14) ve Hölder eşitsizli¼ginden

Z t+1

t

Z



jutj2 dxdt �
Z t+1

t

"�Z



jutjp+1 dx
� 2

p+1
�Z




1
p+1
p�1dx

� p�1
p+1

#
dt

= j
j
p�1
p+1

Z t+1

t

ku�k2p+1 = CD2
1 (t) (4.3.15)

yaz¬l¬r. Benzer şekildeZ t+1

t

Z



jv� j2 dxdt � j
j
q�1
q+1 D2

2 (t) = CD2
2 (t) (4.3.16)

olur.

t1 2
�
t; t+ 1

4

�
ve t2 2

�
t+ 3

4
; t+ 1

�
olmak üzere (4.3.15) ve (4.3.16) dan

kut (ti)k � CD1 (t) ; i = 1; 2 (4.3.17)

ve

kvt (ti)k � CD2 (t) ; i = 1; 2 (4.3.18)

yaz¬l¬r.

(4.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini u ile, ikinci denklemini v ile çarp¬p
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� [t1; t2] üzerinde integral al¬rsakZ t2

t1

I (t) dt = �
Z t2

t1

Z



[uutt + vvtt] dxdt

�
Z t2

t1

Z



jutjp�1 utudxdt�
Z t2

t1

Z



jvtjq�1 vtvdxdt (4.3.19)

olur.

(4.3.19) un sa¼g taraf¬ndaki ilk terime k¬smi integrasyon ve Cauchy-Schwarz eşitsi-

zli¼gi uygularsak

Z t2

t1

I (t) dt �
�����
Z



uutdx

����t2
t1

�
Z t2

t1

kut (t)k2 dt
�����+
�����
Z



vvtdx

����t2
t1

�
Z t2

t1

kvt (t)k2 dt
�����

� kut (t1)k ku (t1)k+ kut (t2)k ku (t2)k

+ kvt (t1)k kv (t1)k+ kvt (t2)k kv (t2)k

+

Z t2

t1

kut (t)k2 dt+
Z t2

t1

kvt (t)k2 dt

�
Z t2

t1

Z



jutjp�1 utudxdt�
Z t2

t1

Z



jvtjq�1 vtvdxdt (4.3.20)

bulunur.

Şimdi amac¬m¬z (4.3.20) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki son iki terim için kestirim

elde etmektir. Hölder eşitsizli¼ginden

Z t2

t1

Z



jutjp�1 utudxdt �
Z t2

t1

"�Z



jutjp+1 dx
� p

p+1
�Z




jujp+1 dx
� 1

p+1

#
dt

=

Z t2

t1

kut (t)kpp+1 ku (t)kp+1 dt (4.3.21)

ve benzer şekildeZ t2

t1

Z



jvtjq�1 vtvdxdt �
Z t2

t1

kvt (t)kqq+1 kv (t)kq+1 dt (4.3.22)

olur.
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Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi ve (4.3.10) danZ t2

t1

kutkpp+1 kukp+1 dt � C�

Z t2

t1

kutkpp+1 kruk dt

� C�

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)

� 1
2
Z t2

t1

kutkpp+1E
1
2 (s) dt

� C�

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)

� 1
2

sup
t1�s�t2

E
1
2 (s)

Z t2

t1

kutkpp+1 dt

= C�

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)

� 1
2

sup
t1�s�t2

E
1
2 (s)Dp

1 (t) (4.3.23)

buluruz. Ayr¬ca (4.3.10), (4.3.17) ve Sobolev-Poincare eşitsizli¼ginden

kut (ti)k ku (ti)k � C1D1 (t) sup
t1�s�t2

E
1
2 (s) (4.3.24)

buluruz. Burada C1 = 2C�
q

2(r+1)
b1(r�1)C d¬r. Benzer şekilde

Z t2

t1

kvt (t)kqq+1 kv (t)kq+1 dt � C�

�
2 (r + 1)

b1 (r � 1)

� 1
2

sup
t1�s�t2

E
1
2 (s)Dq

2 (t) ; (4.3.25)

kvt (ti)k kv (ti)k � C2D2 (t) sup
t1�s�t2

E
1
2 (s) (4.3.26)

yaz¬l¬r. Burada C2 = 2C 0�
q

2(r+1)
b1(r�1)C d¬r. Böylece (4.3.23)-(4.3.26) dan

Z t2

t1

I (t) dt � C3

�
sup

t1�s�t2
E

1
2 (s) (D1 (t) +D2 (t)) +D

2
1 (t) +D2

2 (t)

+C�

s
2 (r + 1)

b1 (r � 1)
sup

t1�s�t2
E

1
2 (s) (Dp

1 (t) +Dq
2 (t))

#
(4.3.27)

olur.

Di¼ger taraftan (4.3.12) eşitsizli¼ginin göz önüne al¬nmas¬yla

E (t) � 1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+ C4I (t) (4.3.28)

yaz¬labilir. Burada C4 = r�1

2(r+1)

"
1�c1Cr+1� (r+1)

�
2(r+1)
b1(r�1)

E(0)
� r�1

2

# + 1
r+1

d¬r.

(4.3.28) in [t1; t2] aral¬¼g¬nda integralini al¬rsakZ t2

t1

E (t) dt � 1

2

Z t2

t1

�
kutk2 + kutk2

�
dt+ C4

Z t2

t1

I (t) dt
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olur. Böylece (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.27) den

Z t2

t1

E (t) dt � 1

2
CD2

1 (t) +
1

2
CD2

2 (t)

+C4C3

�
sup

t1�s�t2
E

1
2 (s) (D1 (t) +D2 (t)) +D

2
1 (t) +D2

2 (t)

+C�

s
2 (r + 1)

b1 (r � 1)
sup

t1�s�t2
E

1
2 (s) (Dp

1 (t) +Dq
2 (t))

#
(4.3.29)

d¬r.
d
dt
E (t) ifadesinin [t; t2] aral¬¼g¬nda integralini al¬rsak

E (t) = E (t2) +

Z t2

t

h
ku� (�)kp+1p+1 + kv� (�)k

q+1
q+1

i
d� (4.3.30)

olur.

Ayr¬ca t2 � t1 � 1
2
oldu¼gundan (4.3.30) dan

Z t2

t1

E (t) dt �
Z t2

t1

E (t2) dt

= (t2 � t1)E (t2)

� 1

2
E (t2)

yaz¬l¬r. Yani

E (t2) � 2
Z t2

t1

E (t) dt (4.3.31)

d¬r.

Sonuç olarak (4.3.14), (4.3.29), (4.3.30), (4.3.31) ve t1; t2 2 [t; t+ 1] oldu¼gundan

E (t) � 2

Z t2

t1

E (t) dt+

Z t+1

t

�
ku� (�)kp+1p+1 + kv� (�)k

q+1
q+1

�
d�

= 2

Z t2

t1

E (t) dt+Dp+1
1 (t) +Dq+1

2 (t) (4.3.32)

d¬r. Böylece (4.3.29) dan

E (t) �
�
1

2
C + C4C

��
D2
1 (t) +D2

2 (t)
�
+Dp+1

1 (t) +Dq+1
2 (t)

+C5 [D1 (t) +D2 (t) +Dp
1 (t) +Dq

2 (t)]E
1
2 (t)

43



4. DO¼GRUSAL OLMAYAN DAMP·ING VE KAYNAK TER·IM ·IÇEREN DALGA
DENKLEM S·ISTEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN VARLI¼GI, AZALMASI VE
PATLAMASI

olur. Sonuç olarak Young eşitsizli¼ginden

E (t) � C6
�
D2
1 (t) +D2

2 (t) +Dp+1
1 (t) +Dq+1

2 (t) +D2p
1 (t) +D2q

2 (t)
�

(4.3.33)

elde edilir.

1. Durum: E¼ger p = q = 1 ise (4.3.33) ifadesi

E (t) � 3C6
�
D2
1 (t) +D2

2 (t)
�
= 3C6 [E (t)� E (t+ 1)]

olur. Lemma 3.1.3.1 den

E (t) � E (0) e�w1[t�1]
+

bulunur. Burada w1 = ln 3C6
3C6�1 d¬r.

2. Durum: E¼ger p; q > 1 ise (4.3.33) ifadesi

E (t) � C6D
2
1 (t)

�
1 +Dp�1

1 (t) +D
2(p�1)
1 (t)

�
+ C6D

2
2 (t)

�
1 +Dq�1

2 (t) +D
2(q�1)
2 (t)

�
� C6

�
1 +Dp�1

1 (t) +D
2(p�1)
1 (t) +Dq�1

2 (t) +D
2(q�1)
2 (t)

� �
D2
1 (t) +D2

2 (t)
�

olur.

8t � 0 için E (t) � E (0) oldu¼gundan ve (4.3.14) ten

E (t) � C6

�
1 + E

p�1
p+1 (0) + E

2(p�1)
p+1 (0) + E

q�1
q+1 (0) + E

2(q�1)
q+1 (0)

� �
D2
1 (t) +D2

2 (t)
�

� C7
�
D2
1 (t) +D2

2 (t)
�

yaz¬l¬r. Böylece

E (t)1+maxf
p�1
2
; q�1
2 g �

�
C7
�
D2
1 (t) +D2

2 (t)
��1+maxf p�12 ; q�1

2 g

� C8

�
D
maxfp+1;q+1g
1 (t) +D

maxfp+1;q+1g
2 (t)

�
(4.3.34)

yaz¬labilir. � = max
�
p�1
2
; q�1
2

	
olarak seçersek, (4.3.34) ifadesi

E (t)1+� � C8
�
Dp+1
1 (t)D2��p+1

1 (t) +Dq+1
2 (t)D2��q+1

2 (t)
�

� C8

�
Dp+1
1 (t)E

2��p+1
p+1 (0) +Dq+1

2 (t)E
2��q+1
q+1 (0)

�
� C9

�
Dp+1
1 (t) +Dq+1

2 (t)
�

= C9 [E (t)� E (t+ 1)] (4.3.35)
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ifadesine dönüşür. Burada C9 = C8max
n
E

2��p+1
p+1 (0) ; E

2��q+1
q+1 (0)

o
d¬r. Böylece

(4.3.35) ve Lemma 3.1.3.1 den

E (t) �
�
E (0)�� + C�19 � [t� 1]+

�� 1
�

bulunur. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

4.4. Çözümün Patlamas¬

Bu k¬s¬mda (4.1.1) probleminin p = q = 1 için çözümünün patlamas¬ ile il-

gilenece¼giz.

E¼ger (4.1.1) probleminde p = q = 1 al¬n¬rsa8<: utt + ut = div
�
�
�
jruj2

�
ru
�
+ f1 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

vtt + vt = div
�
�
�
jrvj2

�
rv
�
+ f2 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T )

(4.4.1)

denklem sistemi elde eilir.

Tan¬m 4.4.1. (4.4.1) probleminin bir (u; v) çözümü için

lim
t�!T ��

�Z



�
u2 + v2

�
dx+

Z t

0

Z



�
u2 + v2

�
dxds

�
=1 (4.4.2)

şart¬n¬sa¼glayan sonlu bir T � zaman¬varsa buna çözümün patlamas¬denir.

t � 0 için
a (t) =

Z



�
u2 + v2

�
dx+

Z t

0

Z



�
u2 + v2

�
dxds (4.4.3)

olsun.

Lemma 4.4.2. Kabul edelim ki (A1) sa¼glans¬n ve m2 � � � r�1
4
olsun. Bu durumda

a00 (t) � 4 (� + 1)

Z



�
u2t + v2t

�
dx+ (�4� 8�)E (0)

+ (4 + 8�)

Z t

0

�
kutk2 + kvtk2

�
dt (4.4.4)

d¬r.

·Ispat. (4.4.3) ten

a0 (t) = 2

Z



(uut + vvt) dx+ kuk2 + kvk2 (4.4.5)
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yaz¬l¬r. (4.4.1) ve diverjans teoreminin kullan¬lmas¬ile

a00 (t) = 2

Z



�
u2t + v2t

�
dx+ 2

Z



(uutt + vvtt) dx+ 2

Z



(uut + vvt) dx

= 2

Z



�
u2t + v2t

�
dx� 2

Z



�
�
�
jruj2

�
jruj2 + �

�
jrvj2

�
jrvj2

�
dx

+2 (r + 1)

Z



F (u; v) dx (4.4.6)

bulunur. Ayr¬ca (4.3.6) ve (4.4.6) dan

a00 (t) = 4 (� + 1)

Z



�
u2t + v2t

�
dx+ (�4� 8�)E (0) + (4 + 8�)

Z t

0

�
kutk2 + kvtk2

�
dt

+(4� + 2)

Z



�
P
�
jruj2

�
+ P

�
jrvj2

��
dx

�2
Z



�
�
�
jruj2

�
jruj2 + �

�
jrvj2

�
jrvj2

�
dx

+(2r � 8� � 2)
Z



F (u; v) dx

= 4 (� + 1)

Z



�
u2t + v2t

�
dx+ (�4� 8�)E (0) + (4 + 8�)

Z t

0

�
kutk2 + kvtk2

�
dt

+4�b1
�
kruk2 + krvk2

�
+ b2

�
4� + 2

m+ 1
� 2
��

kruk2(m+1)2(m+1) + krvk
2(m+1)
2(m+1)

�
+(2r � 8� � 2)

Z



F (u; v) dx

yaz¬l¬r. m
2
� � � r�1

4
oldu¼gundan 4�b1 � 0; b2

�
4�+2
m+1

� 2
�
� 0 ve 2r � 8� � 2 � 0 olur.

Böylece (4.4.4) elde edilir.

Lemma 4.4.3. (A1), m
2
� � � r�1

4
ve aşa¼g¬daki durumlardan biri sa¼glans¬n:

(i) E (0) < 0;

(ii) E (0) = 0 ve
R


(u0u1 + v0v1) dx > 0;

(iii) E (0) > 0 ve

a0 (0) > r2

�
a (0) +

K1

4 (� + 1)

�
+
�
ku0k2 + kv0k2

�
: (4.4.7)

Bu durumda t > t� için a0 (t) > ku0k2 + kv0k2 bulunur. Burada, (i) durumunda
t0 = t� ve (ii), (iii) durumlar¬nda da t0 = 0 d¬r. Ayr¬ca K1 ve t� s¬ras¬yla (4.4.13) ve

(4.4.8) de tan¬mlanm¬̧st¬r.
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·Ispat. (i) E¼gerE (0) < 0 ise, (4.4.4) ten

a0 (t) � a0 (0)� 4 (1 + 2�)E (0) t; t � 0

yaz¬l¬r. Böylece, t > t� için a0 (t) > ku0k2 + kv0k2 olur. Burada

t� = max

(
a0 (0)�

�
ku0k2 + kv0k2

�
4 (1 + 2�)E (0)

; 0

)
(4.4.8)

d¬r.

(ii) E¼ger E (0) = 0 ve
R


(u0u1 + v0v1) dx > 0 ise, bu durumda t � 0 için a00 (t) � 0

d¬r. Böylece t � 0 için a0 (t) > ku0k2 + kv0k2 d¬r.
(iii) E¼ger E (0) > 0 ise, önce

2

Z t

0

Z



uutdxdt =

Z t

0

Z



@u2

@t
dxdt

=

Z



u2dx

����t
0

= kuk2 � ku0k2 (4.4.9)

oldu¼gunu not edelim. (4.4.9) a Hölder eşitsizli¼gi ve Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

kuk2 � ku0k2 +
Z t

0

kuk2 dt+
Z



kutk2 dt (4.4.10)

bulunur. Benzer şekilde

kvk2 � kv0k2 +
Z t

0

kvk2 dt+
Z



kvtk2 dt (4.4.11)

d¬r. Hölder eşitsizli¼gi, Young eşitsizli¼gi, (4.4.10) ve (4.4.11) den

a0 (t) � a (t) + ku0k2 + kv0k2 +
Z



�
u2t + v2t

�
dx+

Z t

0

�
kutk2 + kvtk2

�
dt (4.4.12)

bulunur. Böylece (4.4.4) ve (4.4.12) den

a00 (t)� 4 (� + 1) a0 (t) + 4 (� + 1) a (t) +K1 � 0

bulunur. Burada

K1 = (4 + 8�)E (0) + 4 (� + 1)
�
ku0k2 + kv0k2

�
(4.4.13)
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d¬r. t > 0 için

b (t) = a (t) +
K1

4 (� + 1)

olsun. Bu durumda b (t) ; Lemma 3.2.1 i sa¼glar. Sonuç olarak, (4.4.7) den a0 (t) >�
ku0k2 + kv0k2

�
; t > 0 olur. Burada r2; Lemma 3.2.1 de verildi¼gi gibidir.

Teorem 4.4.4. Kabul edelim ki (A1) ve m
2
� � � r�1

4
sa¼glans¬n. Aşa¼g¬daki

durumlarda

(i) E (0) < 0;

(ii) E (0) = 0 ve
R


(u0u1 + v0v1) dx > 0;

(iii) 0 < E (0) <
(a0(t0)�(ku0k2+kv0k2))

2

8[a(t0)+(T1�t0)(ku0k2+kv0k2)]
; (4.4.7) sa¼gland¬¼g¬nda,

(u; v) çözümü (4.4.2) anlam¬nda sonlu bir T � zaman¬nda patlar.

(i) durumunda,

T � � t0 �
H (t0)

H 0 (t0)
(4.4.14)

d¬r. Ayr¬ca, e¼ger H (t0) < min
�
1;
p
�a
b

	
ise,

T � � t0 +
1p
�b
ln

p
�a
bp

�a
b
�H (t0)

(4.4.15)

d¬r. Burada

a = �2H2+ 2
� (t0)

h�
a0 (t0)� ku0k2 � kv0k2

�2 � 8E (0)H� 1
� (t0)

i
> 0 (4.4.16)

b = 8�2E (0) (4.4.17)

d¬r.

(ii) durumunda

T � � t0 �
H (t0)p

a
(4.4.18)

d¬r.

(iii) durumunda

T � � H (t0)p
a

veya T � � t0 + 2
3�+1
2�

�a
b

�2+ 1
� �p

a

(
1�

�
1 +

�a
b

�2+ 1
�
H (t0)

�� 1
2�

)
(4.4.19)

d¬r. Burada a ve b; (4.4.16) ve (4.4.17) de verildi¼gi gibidir.

·Ispat. t 2 [0; T1] için

H (t) =
�
a (t) + (T1 � t)

�
ku0k2 + kv0k2

����
(4.4.20)
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olsun. Burada T1 > 0 daha sonra belirlenecek olan bir sabittir. Buradan

H 0 (t) = ��
�
a (t) + (T1 � t)

�
ku0k2 + kv0k2

�����1 �
a0 (t)�

�
ku0k2 + kv0k2

��
= ��H1+ 1

� (t)
�
a0 (t)�

�
ku0k2 + kv0k2

��
; (4.4.21)

H 00 (t) = ��H1+ 2
� (t) a00 (t)

�
a (t) + (T1 � t)

�
ku0k2 + kv0k2

��
+�H1+ 2

� (t) (1 + �)
�
a0 (t)�

�
ku0k2 + kv0k2

��2
(4.4.22)

ve

H 00 (t) = ��H1+ 2
� (t)V (t) (4.4.23)

d¬r. Burada

V (t) = a00 (t)
�
a (t) + (T1 � t)

�
ku0k2 + kv0k2

��
� (1 + �)

�
a0 (t)�

�
ku0k2 + kv0k2

��2
(4.4.24)

d¬r. Hesaplamalarda kolayl¬k olsun diye

Pu =
R


u2dx; Ru =

R


u2tdx; Qu =

R t
0
kuk2 dt; Su =

R t
0
kutk2 dt;

Pv =
R


v2dx; Rv =

R


v2t dx; Qv =

R t
0
kvk2 dt; Sv =

R t
0
kvtk2 dt

gösterimlerini kullanal¬m. (4.4.5), (4.4.9) ve Hölder eşitsizli¼ginden

a0 (t) = 2

Z



(uut + vvt) dx+ ku0k2 + kv0k2 + 2
Z t

0

Z



(uut + vvt) dxdt

� 2
�p

RuPu +
p
QuSu +

p
RvPv +

p
QvSv

�
+ ku0k2 + kv0k2 (4.4.25)

olur.

E¼ger (i) ve (ii) durumlar¬sa¼glan¬yorsa, (4.4.4) ten

a00 (t) � (�4� 8�)E (0) + 4 (1 + �) (Ru + Su +Rv + Sv) (4.4.26)

yaz¬l¬r. Böylece (4.4.20) ve (4.4.24)-(4.4.26) dan

V (t) � [(�4� 8�)E (0) + 4 (1 + �) (Ru + Su +Rv + Sv)]H
� 1
� (t)

�4 (1 + �)
�p

RuPu +
p
QuSu +

p
RvPv +

p
QvSv

�2
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yaz¬l¬r. (4.4.3) ten

a (t) =

Z



�
u2 + v2

�
dx+

Z t

0

Z



�
u2 + v2

�
dxds = Pu + Pv +Qu +Qv

d¬r. Yukar¬daki eşitsizlik ve (4.4.20) den

V (t) � (�4� 8�)E (0)H� 1
� (t)

+4 (1 + �)
�
(Ru + Su +Rv + Sv) (T1 � t)

�
ku0k2 + kv0k2

�
+�(t)

�
bulunur. Burada

�(t) = (Ru + Su +Rv + Sv) (Pu +Qu + Pv +Qv)

�
�p

RuPu +
p
QuSu +

p
RvPv +

p
QvSv

�2
d¬r. Schwarz eşitsizli¼ginden �(t) negatif de¼gildir. Böylece

V (t) � (�4� 8�)E (0)H� 1
� (t) ; t � t0 (4.4.27)

d¬r. Ayr¬ca, (4.4.23) ve (4.4.27) den

H 00 (t) � 4� (1 + 2�)E (0)H1+ 1
� (t) ; t � t0 (4.4.28)

d¬r. (4.4.21) ve Lemma 4.4.3 ten, t � t0 için H 0 (t) < 0 oldu¼gunu biliyoruz. (4.4.28) i

H 0 (t) ile çarp¬p t0 dan t ye integrallersek, t � t0 için

H 02 (t) � a+ bH2+ 1
� (t)

buluruz. Burada a; b s¬ras¬yla (4.4.16) ve (4.4.17) deki gibidir.

E¼ger (iii) sa¼glan¬yor ise, (i) deki ad¬mlara benzer olarak, a > 0 ancak ve ancak

E (0) <

�
a0 (t0)�

�
ku0k2 + kv0k2

��2
8
�
a (t0) + (T1 � t0)

�
ku0k2 + kv0k2

��
d¬r. Böylece Lemma 3.2.2 den lim

t�!T ��
H (t) = 0 şart¬n¬sa¼glayan sonlu bir T � zaman¬

vard¬r ki T � ¬n üst s¬n¬rlar¬E (0) nin i̧saretine göre belirlenir.
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5. DO¼GRUSAL OLMAYAN YÜKSEK MERTEBEDEN DENKLEM

S·ISTEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN AZALMASI VE PATLAMASI

Bu bölümde, (5.1.1) denklem sisteminin çözümlerinin enerji azalmas¬n¬ve patla-

mas¬n¬elde edece¼giz (Pi̧skin ve Polat 2012a).

5.1. Giri̧s

Bu bölümde yüksek mertebeden başlang¬ç s¬n¬r de¼ger8>>>>>>>><>>>>>>>>:

utt + Pu+ ut = f1 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;
vtt + Pv + vt = f2 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
v (x; 0) = v0 (x) ; vt (x; 0) = v1 (x) ; x 2 
;
@iu
@�i
= @iv

@�i
= 0; i = 0; 1; :::;m� 1; x 2 @


(5.1.1)

problemi çal¬̧s¬lacakt¬r. Burada P = (�4)m ve m � 1 do¼gal say¬d¬r. 
; Rn de @


düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge ve � d¬̧s normalidir.

f1 (u; v) ve f2 (u; v) fonksiyonlar¬n¬

f1 (u; v) =
h
k ju+ vj2(r+1) (u+ v) + l jujr u jvjr+2

i
;

f2 (u; v) =
h
k ju+ vj2(r+1) (u+ v) + l jujr+2 jvjr v

i
şeklinde seçelim. Burada k; l > 0 sabit say¬lar ve r8<: �1 < r; n � 2m ise

�1 < r � 3m�n
n�2m ; n > 2m ise

(5.1.2)

şeklindedir. Yukar¬daki eşitliklerden 8 (u; v) 2 R2 için

u f1 (u; v) + vf2 (u; v) = 2 (r + 2)F (u; v) (5.1.3)

yaz¬labilir. Burada

F (u; v) =
1

2 (r + 2)

h
k ju+ vj2(r+2) + 2l juvjr+2

i
(5.1.4)

d¬r.

51



5. DO¼GRUSAL OLMAYAN YÜKSEK MERTEBEDEN DENKLEM S·ISTEM·IN·IN
ÇÖZÜMLER·IN·IN AZALMASI VE PATLAMASI

Lemma 5.1.1. c0 ve c1 pozitif sabitler olmak üzere

c0

�
juj2(r+2) + jvj2(r+2)

�
� 2 (r + 2)F (u; v) � c1

�
juj2(r+2) + jvj2(r+2)

�
(5.1.5)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Messaoudi ve Houari 2010).

·Ispat. Lemma 4.1.1 dekine benzer şekilde yap¬labilir.

Şimdi, baz¬fonksiyonelleri tan¬mlayal¬m:

J (t) =
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� Z




F (u; v) dx; (5.1.6)

I (t) =



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 � 2 (r + 2) Z




F (u; v) dx: (5.1.7)

Enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� Z




F (u; v) dx (5.1.8)

şeklindedir. Ayr¬ca

W = f(u; v) : (u; v) 2 Hm
0 (
)�Hm

0 (
) ; I (u; v) > 0 g [ f(0; 0)g

olsun.

Lemma 5.1.2. E (t) enerji fonksiyoneli t � 0 için artmayand¬r. Yani,

E 0 (t) = �
�
kutk2 + kvtk2

�
� 0 (5.1.9)

d¬r.

·Ispat. (5.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini ut ile ikinci denklemini vt ile

çarp¬p 
 bölgesi üzerinden integral ald¬ktan sonra k¬smi integrasyon uygularsak, t � 0
için

E (t)� E (0) = �
Z t

0

�
ku�k2 + kv�k2

�
d� (5.1.10)

elde edilir.
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Teorem 5.1.3 (Lokal varl¬k). Kabul edelim ki (5.1.2) sa¼glans¬n, ayr¬ca (u0; v0) 2
Hm
0 (
)�Hm

0 (
) ; (u1; v1) 2 L2 (
)� L2 (
) olsun. Bu durumda (5.1.1) problemi

u; v 2 C ([0; T ) ;Hm
0 (
)) ;

ut 2 C
�
[0; T ) ;L2 (
)

�
\ L2 (
� [0; T )) ve vt 2 C

�
[0; T ) ;L2 (
)

�
\ L2 (
� [0; T ))

lokal çözümüne sahiptir.

Ayr¬ca, aşa¼g¬daki ifadelerden en az biri do¼grudur:

i) T =1;

ii) t �! T� için kutk2 + kvtk2 +



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 �!1.

·Ispat. Teoremin ispat¬Agre ve Rammaha (2006) çal¬̧smas¬na benzer olarak yap¬la-

bilir.

5.2. Enerji Azalmas¬

Bu k¬s¬mda (5.1.1) probleminin çözümlerinin üstel olarak s¬f¬ra azald¬¼g¬n¬göstere-

ce¼giz.

Teorem 5.2.1. Kabul edelim ki (5.1.2) sa¼glans¬n. Ayr¬ca c1C
2(r+2)
�

�
2(r+2)
r+1

E (0)
�r+1

<

1 ve (u0; v0) 2 W olsun. Bu durumda t � 0 için

E (t) � Ke�kt (5.2.1)

d¬r. Burada K ve k daha sonra belirlenecek pozitif sabitlerdir.

·Ispat. � > 0 için

F (t) = E (t) + �

Z



(uut + vvt) dx (5.2.2)

olsun. Basit bir hesaplama ile F (t) ve E (t) nin denk oldu¼gu gösterilebilir. Yani � na

ba¼gl¬�1; �2 > 0 say¬lar¬için

�1F (t) � E (t) � �2F (t) (5.2.3)

d¬r.
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F (t) nin t ye göre türevi al¬nd¬ktan sonra, (5.1.1) denklem sistemi, k¬smi integral,

(5.1.9) ve (5.1.5) teki 2 (r + 2)F (u; v) � c1

�
juj2(r+2) + jvj2(r+2)

�
eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

F 0 (t) = E 0 (t) + �
�
kutk2 + kvtk2

�
+ �

Z



(uutt + vvtt) dx

= �
�
kutk2 + kvtk2

�
+ �
�
kutk2 + kvtk2

�
� �

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

��
Z



(uut + vvt) dx+ 2 (r + 2) �

Z



F (u; v) dx

� (�� 1)
�
kutk2 + kvtk2

�
� �

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

��
Z



(uut + vvt) dx+ �c1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
bulunur. � > 0 için Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

F 0 (t) �
�
�� 1 + �

4�

� �
kutk2 + kvtk2

�
� �

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

+��
�
kuk2 + kvk2

�
+ �c1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
olur.

Sobolev-Poincare eşitsizli¼ginden

F 0 (t) � �
�
1� �

�
1 +

1

4�

�� �
kutk2 + kvtk2

�
� � (1� C��)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

+�c1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(5.2.4)

yaz¬l¬r.

Di¼ger taraftan I (t) > 0 oldu¼gundan

J (t) =
r + 1

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ 1

2 (r + 2)
I (t)

� r + 1

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

yaz¬l¬r. Böylece




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2 � 2 (r + 2)

r + 1
J (t) � 2 (r + 2)

r + 1
E (t) � 2 (r + 2)

r + 1
E (0)

olur.
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Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

kuk2(r+2)2(r+2) � C2(r+2)�




P 1
2u



2(r+2)

= C2(r+2)�




P 1
2u



2(r+1) 


P 1

2u



2

� C2(r+2)�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1 


P 1
2u



2 (5.2.5)

ve benzer şekilde

kvk2(r+2)2(r+2) � C2(r+2)�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1 


P 1
2v



2 (5.2.6)

olur.

(5.2.5) ve (5.2.6) eşitsizlikleri (5.2.4) te yaz¬l¬rsa

F 0 (t) � �
�
1� �

�
1 +

1

4�

�� �
kutk2 + kvtk2

�
� � (1� C��)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

+�c1C
2(r+2)
�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

= �
�
1� �

�
1 +

1

4�

�� �
kutk2 + kvtk2

�
+�

 
C�� + c1C

2(r+2)
�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1
� 1
!�


P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2�(5.2.7)

bulunur.

Teoremdeki varsay¬mdan

c1C
2(r+2)
�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1
� 1 < 0

d¬r. Şimdi

C�� + c1C
2(r+2)
�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1
� 1 < 0

olacak şekilde � y¬yeterince küçük seçelim. (5.2.7) den sadece � ya ba¼gl¬bir � > 0

say¬s¬vard¬r ki

F 0 (t) � �
�
1� �

�
1 +

1

4�

�� �
kutk2 + kvtk2

�
� ��

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� (5.2.8)

olur.
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Sonuç olarak (5.1.8) enerji özdeşli¼ginin kullan¬lmas¬yla

F 0 (t) � ��E (t) +
�
�

�
1 +

1

4�
+
1

2

�
� 1
� �
kutk2 + kvtk2

�
+�

�
1

2
� �

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� (5.2.9)

olur. Şimdi � � 1
2
ve � � 4�

1+6�
olarak seçersek, (5.2.9) dan

F 0 (t) � ��E (t)

� ���1F (t) (5.2.10)

ifadesi elde edilir. (5.2.10) dan integralin al¬nmas¬yla 8t � 0 için

F (t) � F (0) e�kt

bulunur. Burada k = ��1 d¬r. (5.2.3) eşitsizli¼gi göz önünde bulundurulursa 8t � 0 için

E (t) � Ke�kt

olur. Burada K = �2F (0) d¬r. Böylece teorem ispatlan¬r.

5.3. Çözümün Patlamas¬

Bu k¬s¬mda (5.1.1) probleminin çözümünün patlamas¬n¬üçüncü bölümde verdi¼gimiz

Lemma 3.2.3 ten faydalanarak gösterece¼giz.

Teorem 5.3.1. Teorem 5.1.3 teki koşullara ek olarak

E (0) � 0;
Z



(u0u1 + v0v1) dx � 0

olsun. Bu durumda (5.1.1) probleminin çözümü sonlu zamanda patlar. Di¼ger bir ifade

ile lim
t�!T �

�
kuk2 + kvk2

�
=1 olacak şekilde pozitif bir T � say¬s¬vard¬r.

·Ispat. Lemma 3.2.3 ü uygulamak için

 (t) =
1

2

Z



�
juj2 + jvj2

�
dx (5.3.1)
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olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda

 0 (t) =

Z



(uut + vvt) dx (5.3.2)

ve

 00 (t) =

Z



�
u2t + v2t

�
dx+

Z



(uutt + vvtt) dx (5.3.3)

olur.

(5.3.3) te (5.1.1) denklem sistemi kullan¬l¬rsa

 00 (t) =

Z



�
u2t + v2t

�
dx�

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

�
Z



(uut + vvt) dx+ 2 (r + 2)

Z



F (u; v) dx (5.3.4)

bulunur.

Şimdi (5.1.8) deki enerji özdeşli¼ginden



P 1

2u



2+


P 1

2v



2 ifadesini (5.3.4) te yerine

yazarsak

 00 (t) +  0 (t) = 2
�
kutk2 + kvtk2

�
� 2E (t) + 2 (r + 1)

Z



F (u; v) dx

� 2
�
kutk2 + kvtk2

�
� 2E (t) + c0

r + 1

r + 2

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
� 


�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(5.3.5)

bulunur. Burada 
 = c0
r+1
r+2

d¬r.

Şimdi kuk2(r+2)2(r+2) ve kvk
2(r+2)
2(r+2) ifadeleri için kestirim elde etmek için Hölder eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa Z



juj2 dx �
�Z




juj2(r+2) dx
� 1

r+2
�Z




1dx

� r+1
r+2

olur. Wn; 
 bölgesinin hacmini göstermek üzere

kuk2(r+2)2(r+2) �
�Z




juj2 dx
�r+2

(Wn)
�(r+1) (5.3.6)

olur. Benzer şekilde

kvk2(r+2)2(r+2) �
�Z




jvj2 dx
�r+2

(Wn)
�(r+1) (5.3.7)
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d¬r. Sonuç olarak

 00 (t) +  0 (t) � 
 (Wn)
�(r+1)

"�Z



juj2 dx
�r+2

+

�Z



jvj2 dx
�r+2#

(5.3.8)

bulunur.

(5.3.8) in sa¼g taraf¬ndaki ifadeye X; Y � 0; 1 � � <1 olmak üzere

(X + Y )� � 2��1 (X� + Y �)

eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

2�(r+1)
�Z




juj2 dx+
Z



jvj2 dx
�r+2

�
�Z




juj2 dx
�r+2

+

�Z



jvj2 dx
�r+2

bulunur.

Sonuç olarak (5.3.8) eşitsizli¼gi

 00 (t) +  0 (t) � 2�(r+1)
 (Wn)
�(r+1)

�Z



juj2 dx+
Z



jvj2 dx
�r+2

= 2
 (Wn)
�(r+1)  r+2 (t)

ifadesine dönüşür. Burada C0 = 2
 (Wn)
�(r+1) > 0 ve � = r + 1 > 0 olarak al¬n¬rsa

Lemma 3.2.3 ün şartlar¬sa¼glan¬r. Böylece  (t) sonlu zamanda patlar.
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6. GÜÇLÜ DAMP·ING TER·IML·I YÜKSEK MERTEBEDEN DEN-

KLEM S·ISTEM·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN AZALMASI VE PATLAMASI

Bu bölümde, (6.1.1) denklem sisteminin çözümlerinin global varl¬¼g¬n¬, enerji azal-

mas¬n¬(Pi̧skin ve Polat 2012b), negatif başlang¬ç enerjisi için (Polat ve Pi̧skin 2012)

ve pozitif başlang¬ç enerjisi için patlamas¬n¬elde edece¼giz.

6.1. Giri̧s

Bu çal¬̧smada yüksek mertebeden başlang¬ç s¬n¬r de¼ger8>>>>>>>><>>>>>>>>:

utt + Pu�4ut + jutjp�1 ut = f1 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;
vtt + Pv �4vt + jvtjq�1 vt = f2 (u; v) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
v (x; 0) = v0 (x) ; vt (x; 0) = v1 (x) ; x 2 
;
D�u (x; t) = D�v (x; t) = 0; j�j � m� 1; x 2 @


(6.1.1)

problemi çal¬̧s¬lacakt¬r. Burada P = (�4)m ; m � 1 do¼gal say¬ ve p; q � 1 reel

say¬lard¬r. 
; Rn de @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬ bir bölgedir. Ayr¬ca � =

(�1; �2; :::; �n) ; j�j =
nX
i=1

�i; D
� =

nY
i=1

@�i

@x
�i
i

; x = (x1; x2; :::; xn) d¬r.

f1 (u; v) ve f2 (u; v) fonksiyonlar¬n¬a; b > 0 sabit say¬lar olmak üzere

f1 (u; v) =
h
a ju+ vj2(r+1) (u+ v) + b jujr u jvjr+2

i
;

f2 (u; v) =
h
a ju+ vj2(r+1) (u+ v) + b jujr+2 jvjr v

i
biçiminde seçelim. Burada r8<: �1 < r; n � 2m ise

�1 < r � 3m�n
n�2m ; n > 2m ise

(6.1.2)

şeklindedir. Yukar¬daki eşitliklerden 8 (u; v) 2 R2 için

u f1 (u; v) + vf2 (u; v) = 2 (r + 2)F (u; v) (6.1.3)

yaz¬labilir. Burada

F (u; v) =
1

2 (r + 2)

h
a ju+ vj2(r+2) + 2b juvjr+2

i
(6.1.4)
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d¬r.

Lemma 6.1.1. c0 ve c1 pozitif sabitler olmak üzere

c0

�
juj2(r+2) + jvj2(r+2)

�
� 2 (r + 2)F (u; v) � c1

�
juj2(r+2) + jvj2(r+2)

�
(6.1.5)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Messaoudi ve Houari 2010).

·Ispat. Lemma 4.1.1 dekine benzer şekilde yap¬labilir.

Şimdi baz¬fonksiyonelleri tan¬mlayal¬m:

J (u (t) ; v (t)) = J (t) =
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� Z




F (u; v) dx (6.1.6)

ve

I (u (t) ; v (t)) = I (t) =



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 � 2 (r + 2) Z




F (u; v) dx: (6.1.7)

Ayr¬ca enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� Z




F (u; v) dx (6.1.8)

d¬r.

Lemma 6.1.2. E (t) enerji fonksiyoneli t � 0 için artmayand¬r. Yani,

E 0 (t) = �
�
krutk2 + krvtk2

�
�
�
kutkp+1p+1 + kvtk

q+1
q+1

�
� 0 (6.1.9)

d¬r.

·Ispat. (6.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini ut ile ikinci denklemini vt ile

çarp¬p 
 bölgesi üzerinden integral ald¬ktan sonra k¬smi integrasyon uygularsak, t � 0
için

E (t)� E (0) = �
Z t

0

�
kru�k2 + krv�k2 + ku�kp+1p+1 + kv�k

q+1
q+1

�
d� (6.1.10)

elde edilir.

Ayr¬ca, 0 � s � t < T için

E (t) +

Z t

s

�
kru�k2 + krv�k2 + ku�kp+1p+1 + kv�k

q+1
q+1

�
d� � E (s) (6.1.11)
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enerji eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 6.1.3 (Lokal varl¬k). Kabul edelim ki (6.1.2) sa¼glans¬n. Ayr¬ca p; q8<: 1 � p; q; n � 2m ise

1 � p; q � n+2m
n�2m ; n > 2m ise

(6.1.12)

şeklinde verilsin ve (u0; v0) 2 Hm
0 (
)�Hm

0 (
) ; (u1; v1) 2 L2 (
)� L2 (
) olsun. Bu

durumda (6.1.1) problemi

u; v 2 C ([0; T ) ;Hm
0 (
)) ;

ut 2 L2
�
[0; T ) ;H1

0 (
)
�
\ Lp+1 (
� [0; T )) ve

vt 2 L2
�
[0; T ) ;H1

0 (
)
�
\ Lq+1 (
� [0; T ))

lokal çözümüne sahiptir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki ifadelerden en az biri do¼grudur.

i) T =1;

ii) t �! T� için kutk2 + kvtk2 +



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 �!1:

·Ispat. Teoremin ispat¬Agre ve Rammaha (2006) çal¬̧smas¬na benzer olarak yap¬la-

bilir.

6.2. Global Varl¬k ve Enerji Azalmas¬

Bu bölümde, (6.1.1) probleminin global varl¬¼g¬ve enerji azalmas¬n¬inceleyece¼giz.

Lemma 6.2.1. Kabul edelim ki (6.1.2) sa¼glans¬n. Bu durumda (u; v) 2 Hm
0 (
)�

Hm
0 (
) için � > 0 say¬s¬vard¬r ki

ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk
r+2
r+2 � �

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2 (6.2.1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Messaoudi ve Houari 2010).

·Ispat. Minkowski ve Sobolev-Poincare eşitsizliklerinden

ku+ vk22(r+2) � 2
�
kuk22(r+2) + kvk

2
2(r+2)

�
� 2C

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�
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yaz¬labilir. Ayr¬ca Hölder, Young ve Sobolev-Poincare eşitsizliklerinden

kuvkr+2 � kuk2(r+2) kvk2(r+2)

� 1

2

�
kuk22(r+2) + kvk

2
2(r+2)

�
� C

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

olur. Son iki eşitsizlikten (6.2.1) elde edilir.

·Ispatlar¬m¬zda genelli¼gi bozmadan (6.1.4) te a = b = 1 olarak alabiliriz. Ayr¬ca

B = �
1

2(r+2) ; �� = B� r+2
r+1 ; E1 =

�
1

2
� 1

2 (r + 2)

�
�2� (6.2.2)

olarak tan¬mlayal¬m. Burada �; (6.2.1) i sa¼glayan en iyi sabittir. Şimdi ifade ve ispat

edece¼gimiz lemma Vitillaro�nun (Vitillaro 1999) daki çal¬̧smas¬na benzerdir.

Lemma 6.2.2. Kabul edelim ki (6.1.2) sa¼glans¬n. (u; v) ; (6.1.1) denklem sistemi-

nin çözümü olsun. Ayr¬ca E (0) < E1 ve

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

< �� (6.2.3)

durumunda 8t 2 [0; T ) için

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� 1

2

< �� (6.2.4)

d¬r.

·Ispat. Önce (6.1.8), (6.2.1) ve B nin tan¬m¬ndan

E (t) � 1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� Z




F (u; v) dx

=
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� 1

2 (r + 2)

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
� 1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� 1

2 (r + 2)
�

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2

=
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� B2(r+2)

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2 (6.2.5)
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yaz¬labilir. Bu durumda t � 0 için

E (t) � G

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� (6.2.6)

olur. Burada G (�) = 1
2
�2 � B2(r+2)

2(r+2)
�2(r+2) d¬r. G (�) ; maksimum de¼gerini �� = 1

B
r+2
r+1

noktas¬nda al¬r ve bu maksimum de¼ger

E1 = G (��) =

�
1

2
� 1

2 (r + 2)

�
�2� (6.2.7)

d¬r.

Şimdi (6.2.4) ü çeli̧ski yoluyla elde edelim. Kabul edelim ki (6.2.4) sa¼glanmas¬n,

bu durumda (u (t) ; v (t)) nin süreklili¼ginden

�


P 1
2u (t0)




2 + 


P 1
2v (t0)




2� 1
2

= �� (6.2.8)

olacak şekilde t0 2 (0; T ) vard¬r. (6.2.5) ten

E (t0) � G

"�


P 1
2u (t0)




2 + 


P 1
2v (t0)




2� 1
2

#
= G (��) = E1 (6.2.9)

oldu¼gu görülüyor. Bu t � 0 için E (t) � E (0) < E1 olmas¬yla çeli̧sir. Bu nedenle

(6.2.4) sa¼glan¬r.

Teorem 6.2.3 (Global varl¬k ve enerji azalmas¬). Kabul edelim ki (6.1.2) sa¼glans¬n.

E¼ger başlang¬ç verileri (u0; u1) 2 Hm
0 (
) � L2 (
) ; (v0; v1) 2 Hm

0 (
) � L2 (
) ve

E (0) < E1; �


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

< �� (6.2.10)

ise (6.1.1) probleminin çözümü globald¬r. Yani T =1 dur. Burada �� ve E1 sabitleri

(6.2.2) de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

Ayr¬ca, e¼ger "1; "2 yeterince küçük say¬lar¬için

2

 
1� �

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1!
>

2 (r + 2)

r + 1

"
Cp+1"1

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

� p�1
2

+Cq+1"2

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

� q�1
2

#
(6.2.11)
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ise, bu durumda her t � C5
b
için

E (t) � E (0) e1�bC
�1
5 t (6.2.12)

eşitsizli¼gi vard¬r. Burada C5 pozitif sabittir.

·Ispat. Önce T =1 oldu¼gunu ispatlayalm. E (0) < E1 ve

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

< ��

oldu¼gundan Lemma 6.2.2 den




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2 < �2� = ��

1
r+1

olur. Bu t 2 [0; T ) için

I (t) =



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 � 2 (r + 2) Z




F (u; v) dx

=



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 � �ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
�




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2 � �

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2

=

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�"1� �

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+1#

�
�


P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2��1� �

�
��

1
r+1

�r+1�
� 0

olmas¬n¬gerektirir. Ayr¬ca, (6.1.6) ve (6.1.7) den

J (t) =
r + 1

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ 1

2 (r + 2)
I (t)

� r + 1

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

yaz¬labilir. (6.1.8) ve E (t) � E (0) den t 2 [0; T ) için




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2 � 2 (r + 2)

r + 1
J (t) � 2 (r + 2)

r + 1
E (t) � 2 (r + 2)

r + 1
E (0) (6.2.13)
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olur. (6.2.13) ve Lemma 6.1.2 den 8t 2 [0; T ) için

r + 1

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ 1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
� J (t) +

1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
= E (t) � E (0) < E1

olur. Buradan

kutk2 + kvtk2 +



P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2 < C 0E1 (6.2.14)

olur. Burada C 0 = max
n
1
2
; 2(r+2)
r+1

o
d¬r. Böylece, Teorem 6.1.3 ten global varl¬k elde

edilmi̧s olur.

Şimdi, (6.1.1) probleminin enerji azalmas¬n¬gösterelim. (6.1.1) denklem sistem-

inin birinci denklemini u ile ikinci denklemini v ile çarp¬p, 
 � [t1; t2] (0 � t1 � t2)

bölgesinde integral ald¬ktan sonra k¬smi integrasyon uygulay¬p elde etti¼gimiz ifedeleri

toplarsak Z



uutdxjt2t1 �
Z t2

t1

kutk2 dt+
Z



vvtdxjt2t1 �
Z t2

t1

kvtk2 dt

+

Z t2

t1




P 1
2u



2 dt+ Z t2

t1




P 1
2v



2 dt

+

Z t2

t1

Z



rurutdxdt+
Z t2

t1

Z



rvrvtdxdt

+

Z t2

t1

Z



u jutjp�1 utdxdt+
Z t2

t1

Z



v jvtjq�1 vtdxdt

=

Z t2

t1

Z



[uf1 (u; v) + vf2 (u; v)] dxdt

elde edilir. (6.1.8) den

2

Z t2

t1

E (t) dt� 2 (r + 1)
Z t2

t1

Z



F (u; v) dxdt

= �
Z



(uut + vvt) dxjt2t1 + 2
Z t2

t1

�
kutk2 + kvtk2

�
dt

�
Z t2

t1

Z



(rurut +rvrvt) dxdt

�
Z t2

t1

Z



�
u jutjp�1 ut + v jvtjq�1 vt

�
dxdt

= A1 + A2 + A3 + A4 (6.2.15)

yaz¬labilir.
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Şimdi (6.2.15) deki A1; A2; A3; A4 için kestirimler elde edelim. Hölder, Young ve

Sobolev-Poincare eşitsizlikleri kullan¬larakZ



(juutj+ jvvtj) dx � 1

2
ku (t)k2 + 1

2
kut (t)k2 +

1

2
kv (t)k2 + 1

2
kvt (t)k2

� C

2




P 1
2u (t)




2 + 1
2
kut (t)k2 +

C

2




P 1
2v (t)




2 + 1
2
kvt (t)k2

yaz¬labilir. Bu durumda (6.2.14) ten

A1 �
Z



(juutj+ jvvtj) dxjt2t1 � 2C1E (t1) (6.2.16)

elde edilir.

(6.2.15) teki A2 için, Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi ve (6.1.9) dan krutk2+krvtk2 �
�E 0 (t) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

A2 = 2

Z t2

t1

�
kutk2 + kvtk2

�
dt

� 2C

Z t2

t1

�
krutk2 + krvtk2

�
dt � 2C2E (t1) (6.2.17)

kestirimi elde edilir.

(6.2.15) teki A3 için basit bir hesaplamayla

A3 =

Z t2

t1

Z



(rurut +rvrvt) dxdt

=
1

2

Z t2

t1

d

dt
kruk2 dt+ 1

2

Z t2

t1

d

dt
krvk2 dt

=
1

2

�
kru (t2)k2 � kru (t1)k2

�
+
1

2

�
krv (t2)k2 � krv (t1)k2

�
� 2 (r + 2)

r + 1
E (t1) = C3E (t1) (6.2.18)

elde edilir.

Son olarak A4 için, Young eşitsizli¼gi, Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi (6.1.9) ve (6.2.13)
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ten

A4 = �
Z t2

t1

Z



�
u jutjp�1 ut + v jvtjq�1 vt

�
dxdt

�
Z t2

t1

�
"1 kukp+1p+1 + C ("1) kutkp+1p+1

�
dt

+

Z t2

t1

�
"2 kvkq+1q+1 + C ("2) kvtkq+1q+1

�
dt

� Cp+1"1

Z t2

t1




P 1
2u



p+1 dt+ C ("1)

Z t2

t1

kutkp+1p+1 dt

+Cq+1"2

Z t2

t1




P 1
2v



q+1 dt+ C ("2)

Z t2

t1

kvtkq+1q+1 dt

� 2 (r + 2)

r + 1
Cp+1"1

Z t2

t1

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

� p�1
2

E (t) dt+ C ("1)

Z t2

t1

kutkp+1p+1 dt

+
2 (r + 2)

r + 1
Cq+1"2

Z t2

t1

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

� q�1
2

E (t) dt+ C ("2)

Z t2

t1

kvtkq+1q+1 dt

� a

Z t2

t1

E (t) dt+ C4E (t1) (6.2.19)

bulunur. Burada a = 2(r+2)
r+1

�
Cp+1"1

�
2(r+2)
r+1

E (0)
� p�1

2
+ Cq+1"2

�
2(r+2)
r+1

E (0)
� q�1

2

�
d¬r.

(6.2.16)-(6.2.19) daki kestirimleri (6.2.15) te yazarsak

2

Z t2

t1

E (t) dt� 2 (r + 1)
Z t2

t1

Z



F (u; v) dxdt � C5E (t1) + a

Z t2

t1

E (t) dt (6.2.20)

eşitsizli¼gi bulunur. Burada C5 = 2C1 + 2C2 + C3 + C4 d¬r.

Di¼ger taraftan (6.2.1) ve (6.2.13) ten

2 (r + 1)

Z



F (u; v) dx =
r + 1

r + 2

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
� r + 1

r + 2
�

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2

� 2�

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1
E (t)

olup buradan da hemen

2

Z t2

t1

E (t) dt�2 (r + 1)
Z t2

t1

Z



F (u; v) dxdt � 2
 
1� �

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1!Z t2

t1

E (t) dt

(6.2.21)

bulunur.
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Böylece (6.2.20) ve (6.2.21) den

2

 
1� �

�
2 (r + 2)

r + 1
E (0)

�r+1!Z t2

t1

E (t) dt � C5E (t1) + a

Z t2

t1

E (t) dt

yani

b

Z t2

t1

E (t) dt � C5E (t1) (6.2.22)

olur. Burada b = 2
�
1� �

�
2(r+2)
r+1

E (0)
�r+1�

� a d¬r.

(6.2.22) yi yeniden her t 2 [0;1) için

b

Z 1

t

E (t) dt � C5E (t) (6.2.23)

şeklinde yazabiliriz.

b > 0 oldu¼gundan Lemma 3.1.1.1 den her t � C5
b
için

E (t) � E (0) e1�bC
�1
5 t

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

6.3. Negatif Başlang¬ç Enerjisi için Çözümün Patlamas¬

Bu k¬s¬mda (6.1.1) probleminin çözümünün patlamas¬n¬başlang¬ç enerjisi negatif

iken elde edece¼giz.

Önce bu k¬s¬mda bize gerekli olacak bir eşitsizli¼gi verelim.

Lemma 6.3.1. Kabul edelim ki

p � 2n� 1
n� 2 ; n � 3

olsun. C > 1 sabiti sadece 
 ya ba¼gl¬olmak üzere, u 2 H1
0 (
) ; 2 � s � p için

kuksp � C
�
kruk2 + kukpp

�
d¬r (Messaoudi 2001).

·Ispat. E¼ger kukp � 1 ise kuksp � kuk2p olur. Sobolev gömme teoreminden de
kuksp � kuk

2
p � C kruk2 bulunur. E¼ger kukp > 1 ise, bu durumda kuk

s
p � kuk

p
p olur.

Böylece lemma ispatlan¬r.
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Teorem 6.3.2. Kabul edelim ki 2 (r + 2) > max fp+ 1; q + 1g ve E (0) < 0 olsun.
Bu durumda denklem sisteminin çözümü sonlu bir T � zaman¬nda patlar. Burada

T � � 1� �

��	
�

1�� (0)

d¬r. 	(t) ve � s¬ras¬yla (6.3.1) ve (6.3.2) de tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. Çözümün bütün zamanlar için var oldu¼gunu kabul edip buradan çeli̧ski elde

edece¼giz. Bu amaçla H (t) = �E (t) olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda teoremdeki
E (0) < 0 kabulünden ve (6.1.9) dan H (t) � H (0) > 0 d¬r. " daha sonra belirlenecek

yeterince küçük bir say¬olmak üzere

	(t) = H1�� (t) + "

�Z



uutdx+

Z



vvtdx

�
(6.3.1)

ve

0 < � � min
�
2 (r + 2)� (p+ 1)

2p (r + 2)
;
2 (r + 2)� (q + 1)

2q (r + 2)
;
r + 1

2 (r + 2)

�
(6.3.2)

olsun.

Burada amac¬m¬z 	(t) nin

	0 (t) � �	� (t) ; � > 1

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬göstermektir. Bu da çözümün sonlu bir zamanda

patlad¬¼g¬n¬göstermektedir.

(6.3.1) in türevini al¬p (6.1.1) denklemlerini kullan¬rsak

	0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "
�
kutk2 + kvtk2

�
� "

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�

�"
�Z




rurutdx+
Z



rvrvtdx
�
+ 2" (r + 2)

Z



F (u; v) dx

�"
�Z




uut jutjp�1 dx+
Z



vvt jvtjq�1 dx
�

(6.3.3)

bulunur.

H (t) nin tan¬m¬ndanZ



F (u; v) dx = H (t) +
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
+
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� (6.3.4)

d¬r.
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(6.3.4) ü (6.3.3) te yazarsak

	0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (r + 3)
�
kutk2 + kvtk2

�
+" (r + 1)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ 2" (r + 2)H (t)

�"
�Z




rurutdx+
Z



rvrvtdx
�

�"
�Z




uut jutjp�1 dx+
Z



vvt jvtjq�1 dx
�

(6.3.5)

bulunur. (6.3.5) in son terimi için kestirim elde etmek için, X;Y � 0; � > 0; k; l 2 R+

ve 1
k
+ 1

l
= 1 olmak üzere

XY � �kXk

k
+
��lY l

l

şeklindeki Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬r; k = p+ 1 ve l = p+1
p
olarak seçilirse

Z



uut jutjp�1 dx � �p+11

p+ 1
kukp+1p+1 +

p�
� p+1

p

1

p+ 1
kutkp+1p+1

� �p+11

p+ 1
kukp+1p+1 +

p�
� p+1

p

1

p+ 1
H 0 (t)

bulunur. Benzer şekilde

Z



vvt jvtjq�1 dx � �q+12

q + 1
kvkq+1q+1 +

q�
� q+1

q

2

q + 1
kvtkq+1q+1

� �q+12

q + 1
kvkq+1q+1 +

q�
� q+1

q

2

q + 1
H 0 (t)

olur. (6.3.5) sondan bir önceki terimi için de Lemma 2.5.2 deki Young eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa Z



rurutdx � 1

4�
kruk2 + � krutk2

� C�
4�




P 1
2u



2 + �H 0 (t) ;

Z



rvrvtdx � 1

4�
krvk2 + � krvtk2

� C�
4�




P 1
2v



2 + �H 0 (t)
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kestirimleri elde edilir. Burada �1; �2 daha sonra belirlenecek t ye ba¼gl¬sabitlerdir.

Böylece (6.3.5) ten

	0 (t) � (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (r + 3)
�
kutk2 + kvtk2

�
+" (r + 1)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ 2" (r + 2)H (t)

�"C�
4�

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� 2"�H 0 (t)

�" �
p+1
1

p+ 1
kukp+1p+1 � "

�q+12

q + 1
kvkq+1q+1 � "

0@p�� p+1
p

1

p+ 1
+
q�
� q+1

q

2

q + 1

1AH 0 (t)(6.3.6)

olur.

Böylece k1; k2; k3 > 0 olmak üzere �1, �2 ve � yu �
� p+1

p

1 = k1H
�� (t) ; �

� q+1
q

2 =

k2H
�� (t) ; � = k3H

�� (t) olacak şekilde seçersek, H (t) = �E (t) �
R


F (u; v) dx �

c1
2(r+2)

�
juj2(r+2) + juj2(r+2)

�
oldu¼gundan

�p+11 = k�p1 H�p (t) � k�p1 C1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

��p
(6.3.7)

ve

�q+12 = k�q2 H�q (t) � k�q2 C1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

��q
(6.3.8)

olur.

(6.3.7) ve (6.3.8) i (6.3.6) da yazarsak

	0 (t) �
�
1� � � "pk1

p+ 1
� "qk2
q + 1

� 2"k3
�
H�� (t)H 0 (t) + 2" (r + 2)H (t)

+"

�
r + 1� C�

4�

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ " (r + 3)

�
kutk2 + kvtk2

�
�"k

�p
1 C1
p+ 1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

��p
kukp+1p+1

�"k
�q
2 C1
q + 1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

��q
kvkq+1q+1 (6.3.9)

bulunur.

2 (r + 2) > max fp+ 1; q + 1g oldu¼gundan

kukp+1p+1 � C kukp+12(r+2) � C
�
kuk2(r+2) + kvk2(r+2)

�p+1
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ve

kvkq+1q+1 � C kvkq+12(r+2) � C
�
kuk2(r+2) + kvk2(r+2)

�q+1
yaz¬labilir. Böylece

	0 (t) �
�
1� � � "pk1

p+ 1
� "qk2
q + 1

� 2"k3
�
H�� (t)H 0 (t) + 2" (r + 2)H (t)

+"

�
r + 1� C�

4�

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ " (r + 3)

�
kutk2 + kvtk2

�
�"k

�p
1 C1C

p+ 1

�
kuk2(r+2) + kvk2(r+2)

�2�(r+2)p+p+1
�"k

�q
2 C1C

q + 1

�
kuk2(r+2) + kvk2(r+2)

�2�(r+2)q+q+1
(6.3.10)

olur. Burada (a+ b)� � C
�
a� + b�

�
; a; b > 0 eşitsizli¼gi kullan¬ld¬.

(6.3.2) den 2 � 2�p (r + 2)+ p+1 � 2 (r + 2) ; 2 � 2�q (r + 2)+ q+1 � 2 (r + 2)
d¬r. Lemma 6.3.1 ve Sobolev-Poincare eşitsizli¼ginden

kuk2�p(r+2)+p+12(r+2) � C
�
kruk2 + kuk2(r+2)2(r+2)

�
� C 0

�


P 1
2u



2 + kuk2(r+2)2(r+2)

�
ve

kvk2�q(r+2)+q+12(r+2) � C
�
krvk2 + kvk2(r+2)2(r+2)

�
� C 0

�


P 1
2v



2 + kvk2(r+2)2(r+2)

�
d¬r.

Böylece

	0 (t) �
�
1� � � "pk1

p+ 1
� "qk2
q + 1

� 2"k3
�
H�� (t)H 0 (t) + 2" (r + 2)H (t)

+"

�
r + 1� C�

4�

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ " (r + 3)

�
kutk2 + kvtk2

�
+"

�
�k

�p
1 C1C

0

p+ 1
� k�q2 C1C

0

q + 1

��
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
+"

�
�k

�p
1 C1C

0

p+ 1
� k�q2 C1C

0

q + 1

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� (6.3.11)
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olur.

H (t) = �1
2

�
kutk2 + kvtk2

�
� 1
2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ Z




F (u; v) dx

ve (6.3.11) de 2 (r + 2) " = 2"r + 4" yaz¬labilece¼ginden

	0 (t) �
�
1� � � "pk1

p+ 1
� "qk2
q + 1

� 2"k3
�
H�� (t)H 0 (t) + 2"rH (t)

+" (r + 1)
�
kutk2 + kvtk2

�
+"

�
2c0
r + 2

� k�p1 C1C
0

p+ 1
� k�q2 C1C

0

q + 1

��
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
+"

�
r � 1� C�

4�
� k�p1 C1C

0

p+ 1
� k�q2 C1C

0

q + 1

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�(6.3.12)

olur.

k1 ve k2;
2c0
r + 2

� k�p1 C1C
0

p+ 1
� k�q2 C1C

0

q + 1
>

c0
r + 2

ve

r � 1� C�
4�
� k�p1 C1C

0

p+ 1
� k�q2 C1C

0

q + 1
>
r � 1
2

� C�
8�

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde yeterince büyük seçilsin.

Ayr¬ca " da 1� � � "pk1
p+1

� "qk2
q+1

� 2"k3 � 0 olacak şekilde yeterince küçük seçilsin.
Böylece (6.3.12) eşitsizli¼gi

	0 (t) � " (r + 1)
�
kutk2 + kvtk2

�
+ 2"rH (t)

+"

�
r � 1
2

� C�
8�

��


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ "

c0
r + 2

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
� �

�
kutk2 + kvtk2 +H (t) +




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2 + kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.3.13)

olur. Burada � = min
�
" (r + 1) ; 2"r; "

�
r�1
2
� C�

8�

�
; " c0

r+2

	
d¬r. Sonuç olarak 8t � 0

için

	(t) � 	(0) = H1�� (0) + "

�Z



u0u1dx+

Z



v0v1dx

�
> 0 (6.3.14)

olur.
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Di¼ger taraftan Hölder eşitsizli¼ginden

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��

� kuk
1

1�� kutk
1

1�� + kvk
1

1�� kvtk
1

1��

� C

�
kuk

1
1��
2(r+2) kutk

1
1�� + kvk

1
1��
2(r+2) kvtk

1
1��

�
(6.3.15)

olur.
1
�
+ 1

�
= 1 olmak üzere Young eşitsizli¼ginden

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��

� C
�
kuk

�
1��
2(r+2) + kutk

�
1�� + kvk

�
1��
2(r+2) + kvtk

�
1��

�
(6.3.16)

olur. � = 2 (1� �) olarak al¬n¬rsa � = 2(1��)
1�2� olur. Böylece (6.3.16),

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��

� C

�
kutk2 + kvtk2 + kuk

2
1�2�
2(r+2) + kvk

2
1�2�
2(r+2)

�
(6.3.17)

şeklinde yaz¬l¬r.

(6.3.2) den 0 < � � r+1
2(r+2)

oldu¼gundan 2
1�2� � 2 (r + 2) olur. Böylece Lemma 6.3.1

den ����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��

� C

�
kutk2 + kvtk2 + kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2) +




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� (6.3.18)

olur.

Sonuç olarak

	
1

1�� (t) =

�
H1�� (t) + "

�Z



uutdx+

Z



vvtdx

�� 1
1��

� 2
�

1��

 
H (t) + "

1
1��

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��
!

� C

�
kutk2 + kvtk2 +H (t) + kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2) +




P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�(6.3.19)

bulunur.

(6.3.13) ve (6.3.19) den � pozitif sabit olmak üzere

	0 (t) � �	
1

1�� (t) (6.3.20)
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olur.

(6.3.20) nin (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa; 	
�

1�� (t) � 1

	
� �
1�� (0)� ��t

1��
bulunur.

Burada çözüm sonlu T � zaman¬nda patlar ve

T � � 1� �

��	
�

1�� (0)

d¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

6.4. Pozitif Başlang¬ç Enerjisi için Çözümün Patlamas¬

Bu k¬s¬mda (6.1.1) probleminin çözümünün patlamas¬n¬başlang¬ç enerjisi pozitif

iken elde edece¼giz.

·Ispatlar¬m¬zda genelli¼gi bozmadan a = b = 1 olarak alabiliriz. Ayr¬ca

B = �
1

2(r+2) ; �1 = B� r+2
r+1 ; E1 =

�
1

2
� 1

2 (r + 2)

�
�21 (6.4.1)

olarak tan¬mlayal¬m. Burada �; (6.2.1) i sa¼glayan en iyi sabittir. Şimdi ifade ve ispat

edece¼gimiz lemma Vitillaro�nun (Vitillaro 1999) daki çal¬̧smas¬na benzerdir.

Lemma 6.4.1 Kabul edelim ki (6.1.2) sa¼glans¬n ve (u; v) ; (6.1.1) denklem sistem-

inin çözümü olsun. Ayr¬ca E (0) < E1 ve

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

> �1 (6.4.2)

olsun. Bu durumda �2 > �1 olacak şekilde bir �2 sabiti vard¬r ve 8t 2 [0; T ) için

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� 1

2

� �2; (6.4.3)

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

� 1
2(r+2) � B�2 (6.4.4)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.
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·Ispat. (6.1.8), (6.2.1) ve (6.4.1) de B nin tan¬m¬ndan

E (t) � 1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� Z




F (u; v) dx

=
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� 1

2 (r + 2)

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
� 1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� 1

2 (r + 2)
�

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2

=
1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� B2(r+2)

2 (r + 2)

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�r+2

=
1

2
�2 � B2(r+2)

2 (r + 2)
�2(r+2) = G (�) (6.4.5)

olur. Burada � =
�


P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2� 1

2

d¬r. G; 0 < � < �1 aral¬¼g¬nda artan ve

� > �1 aral¬¼g¬nda azaland¬r. Ayr¬ca � �!1 için G (�) �! �1 ve

G (�1) =
1

2
�21 �

B2(r+2)

2 (r + 2)
�
2(r+2)
1 = E1 (6.4.6)

d¬r. E (0) < E1 oldu¼gundan G (�2) = E (0) olacak şekilde �2 > �1 sabiti vard¬r.

Şimdi �0 =
�


P 1

2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda (6.4.5)

ten G (�0) � E (0) = G (�2) yaz¬labilir. Bu da �0 � �2 olmas¬n¬gerektirir. Ayr¬ca

kabul edelim ki (6.4.3) do¼gru olmas¬n yani baz¬t0 > 0 için

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

< �2

olsun.
�


P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2� 1

2

nin süreklili¼ginden

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

> �1

olacak şekilde t0 say¬s¬seçebiliriz. Tekrar (6.4.5) i kullan¬rsak

E (t0) � G

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� > G (�2) = E (0)

olur. Bu da 8t 2 [0; T ) için E (t) � E (0) oldu¼gundan mümkün de¼gildir. Böylece

(6.4.3) sa¼glan¬r.
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Şimdi (6.4.4) ü göstermek için (6.1.8) den

1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2� � E (0) +

1

2 (r + 2)

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
yazabiliriz. Sonuç olarak (6.4.3) ten

1

2 (r + 2)

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
� 1

2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�� E (0)

� 1

2
�22 � E (0)

� 1

2
�22 �G (�2)

=
B2(r+2)

2 (r + 2)
�
2(r+2)
2 (6.4.7)

olur. Böylece (6.4.7) ve (6.4.1) den istenen elde edilir.

Teorem 6.4.2. Kabul edelim ki (6.1.2) sa¼glans¬n. Ayr¬ca 2 (r + 2) > max fp+ 1; q + 1g ;

�


P 1
2u0




2 + 


P 1
2v0




2� 1
2

> �1 ve E (0) < E1

olsun. Bu durumda (6.1.1) denklem sisteminin çözümü sonlu bir zamanda patlar.

Burada �1 ve E1; (6.4.1) de tan¬mland¬¼g¬gibidir.

·Ispat. Çözümün bütün zamanlar için var oldu¼gunu kabul edip buradan çeli̧ski

elde edece¼giz.

Bu amaçla

H (t) = E1 � E (t) (6.4.8)

olarak tan¬mlayal¬m. (6.1.8) ve (6.4.8) in kullan¬lmas¬yla

0 < H (0) � H (t) = E1 �
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
�1
2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ Z




F (u; v) dx (6.4.9)
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olur. (6.1.5) ve (6.4.3) ten

E1 �
1

2

�
kutk2 + kvtk2

�
� 1
2

�


P 1
2u



2 + 


P 1

2v



2�+ Z




F (u; v) dx

� E1 �
1

2
�21 +

c1
2 (r + 2)

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
� � 1

2 (r + 2)
�21 +

c1
2 (r + 2)

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
� c1

2 (r + 2)

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.4.10)

olur. (6.4.9) ve (6.4.10) dan

0 < H (0) � H (t) � c1
2 (r + 2)

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.4.11)

olur. " daha sonra belirlenecek yeterince küçük bir say¬olmak üzere

	(t) = H1�� (t) + "

Z



(uut + vvt) dx+
"

2

�
kruk2 + krvk2

�
(6.4.12)

ve

0 < � � min
�
2 (r + 2)� (p+ 1)

2p (r + 2)
;
2 (r + 2)� (q + 1)

2q (r + 2)
;
r + 1

2 (r + 2)

�
(6.4.13)

olsun.

(6.4.12) nin türevini al¬p (6.1.1) denklemlerini kullan¬rsak

	0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "
�
kutk2 + kvtk2

�
�"
�


P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2�+ 2" (r + 2) Z




F (u; v) dx

�"
�Z




uut jutjp�1 dx+
Z



vvt jvtjq�1 dx
�

(6.4.14)

bulunur.

H (t) nin tan¬m¬ndan

�
�


P 1

2u



2 + 


P 1

2v



2� = 2H (t)� 2E1+ �kutk2 + kvtk2�� 2Z




F (u; v) dx (6.4.15)
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d¬r. (6.4.15) i (6.4.14) te yazarsak

	0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + 2"
�
kutk2 + kvtk2

�
+2"H (t)� 2"E1 + "

�
1� 1

r + 2

��
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
�"
�Z




uut jutjp�1 dx+
Z



vvt jvtjq�1 dx
�

(6.4.16)

bulunur. Daha sonra (6.4.4) ten

	0 (t) � (1� �)H�� (t)H 0 (t) + 2"
�
kutk2 + kvtk2

�
+2"H (t) + "c0

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
�"
�Z




uut jutjp�1 dx+
Z



vvt jvtjq�1 dx
�

(6.4.17)

olur. Burada c0 = 1 � 1
r+2

� 2E1 (B�2)�2(r+2) d¬r. �2 > �1 = B� r+2
r+1 oldu¼gundan

c0 > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. (6.4.17) nin son terimine ili̧skin olarak kestirim elde etmek için;

X;Y � 0; � > 0; k; l 2 R+ ve 1
k
+ 1

l
= 1 olmak üzere

XY � �kXk

k
+
��lY l

l

şeklindeki Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

Z



uut jutjp�1 dx � �p+11

p+ 1
kukp+1p+1 +

p�
� p+1

p

1

p+ 1
kutkp+1p+1

� �p+11

p+ 1
kukp+1p+1 +

p�
� p+1

p

1

p+ 1
H 0 (t)

ve

Z



vvt jvtjq�1 dx � �q+12

q + 1
kvkq+1q+1 +

q�
� q+1

q

2

q + 1
kvtkq+1q+1

� �q+12

q + 1
kvkq+1q+1 +

q�
� q+1

q

2

q + 1
H 0 (t)
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bulunur. Burada �1; �2 daha sonra belirlenecek t ye ba¼gl¬sabitlerdir. Böylece (6.4.17)

	0 (t) � (1� �)H�� (t)H 0 (t) + 2"
�
kutk2 + kvtk2

�
+2"H (t) + "c0

�
ku+ vk2(r+2)2(r+2) + 2 kuvk

r+2
r+2

�
�" �

p+1
1

p+ 1
kukp+1p+1 �

�q+12

q + 1
kvkq+1q+1 � "

0@p�� p+1
p

1

p+ 1
+
q�
� q+1

q

2

q + 1

1AH 0 (t)(6.4.18)

ifadesine dönüşür.

k1; k2 > 0 daha sonra belirlenecek sabitler olmak üzere �1 ve �2 yi

�
� p+1

p

1 = k1H
�� (t) ; �

� q+1
q

2 = k2H
�� (t) (6.4.19)

olacak şekilde seçelim. Böylece (6.1.5) ve (6.4.19) nin kullan¬lmas¬yla (6.4.18) ifadesi

	0 (t) � ((1� �)� "K)H�� (t)H 0 (t) + 2"
�
kutk2 + kvtk2

�
+2"H (t) + "C 0

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
�" k

�p
1

p+ 1
H�p (t) kukp+1p+1 � "

k�q2
q + 1

H�q (t) kvkq+1q+1 (6.4.20)

şekline dönüşür. Burada C 0 = c0c0 pozitif sabit ve K = pk1
p+1

+ qk2
q+1

d¬r.

2 (r + 2) > max fp+ 1; q + 1g oldu¼gundan, ayr¬ca (6.1.5) ve (6.4.11) den c3 ve c4
pozitif sabitler olmak üzere

H�p (t) kukp+1p+1 � c3

�
kuk2�p(r+2)+p+12(r+2) + kvk2�p(r+2)2(r+2) kukp+1p+1

�
; (6.4.21)

H�q (t) kvkq+1q+1 � c4

�
kvk2�q(r+2)+q+12(r+2) + kuk2�q(r+2)2(r+2) kvkq+1q+1

�
(6.4.22)

olur. (6.4.13) ün göz önünde bulundurulmas¬ve

z� � z + 1 �
�
1 +

1

a

�
(z + a) ; 8z � 0; 0 < � � 1; a � 0 (6.4.23)

cebirsel eşitsizli¼ginden

kuk2�p(r+2)+p+12(r+2) � d
�
kuk2(r+2)2(r+2) +H (0)

�
� d

�
kuk2(r+2)2(r+2) +H (t)

�
(6.4.24)
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yaz¬l¬r. Burada d = 1 + 1
H(0)

d¬r. Benzer şekilde

kvk2�q(r+2)+q+12(r+2) � d
�
kvk2(r+2)2(r+2) +H (t)

�
(6.4.25)

d¬r. Ayr¬ca

(a+ b)� � C
�
a� + b�

�
; a; b � 0; � > 0

eşitsizli¼gi, (6.4.13) kabulü ve (6.4.23) eşitsizli¼ginden

kvk2�p(r+2)2(r+2) kukp+1p+1 � C
�
kvk2(r+2)2(r+2) + kuk

2(r+2)
p+1

�
� C

�
kvk2(r+2)2(r+2) + kuk

2(r+2)
2(r+2)

�
; (6.4.26)

kuk2�q(r+2)2(r+2) kvkq+1q+1 � C
�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
q+1

�
� C

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.4.27)

olur. Burada C pozitif sabittir. (6.4.21)-(6.4.27) ifadelerini (6.4.20) de yazarsak

	0 (t) � ((1� �)� "K)H�� (t)H 0 (t) + 2"
�
kutk2 + kvtk2

�
+"
�
C 0 � Ck�p1 � Ck�q2

� �
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
+"
�
2� Ck�p1 � Ck�q2

�
H (t) (6.4.28)

bulunur. Burada yeterince büyük k1 ve k2 say¬lar¬için pozitif �1 ve �2 sabitleri bulun-

abilir ki (6.4.28) eşitsizli¼gi

	0 (t) � ((1� �)� "K)H�� (t)H 0 (t) + 2"
�
kutk2 + kvtk2

�
+"�1

�
kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
+ "�2H (t) (6.4.29)

şeklinde yaz¬l¬r. " nu (1� �)� "K � 0 olacak şekilde yeterince büyük seçersek

	(0) = H1�� (0) + "

�Z



u0u1dx+

Z



v0v1dx

�
> 0 (6.4.30)

olur. H 0 (t) � 0 oldu¼gundan, � > 0 say¬s¬vard¬r ki (6.4.29) ifadesi

	0 (t) � "�
�
H (t) + kutk2 + kvtk2 + kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.4.31)
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şeklinde yaz¬l¬r. Buradan 8t � 0

	 (t) � 	(0) (6.4.32)

olur.

Şimdi 1
�
+ 1

�
= 1 için Hölder ve Young eşitsizliklerinden

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��

� kuk
1

1�� kutk
1

1�� + kvk
1

1�� kvtk
1

1��

� C

�
kuk

1
1��
2(r+2) kutk

1
1�� + kvk

1
1��
2(r+2) kvtk

1
1��

�
� C

�
kuk

�
1��
2(r+2) + kutk

�
1�� + kvk

�
1��
2(r+2) + kvtk

�
1��

�
(6.4.33)

olur. � = 2 (1� �) olarak al¬n¬rsa � = 2(1��)
1�2� olup. (6.4.13) ve (6.4.23) ten

kuk
1

1�2�
2(r+2) � d

�
kuk2(r+2)2(r+2) +H (t)

�
;

kvk
1

1�2�
2(r+2) � d

�
kvk2(r+2)2(r+2) +H (t)

�
elde edilir. Bu yüzden, (6.4.33) ifadesi 8t � 0 için

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��

� C
�
H (t) + kutk2 + kvtk2 + kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.4.34)

şekline dönüşür.

Ayr¬ca

	
1

1�� (t) =

�
H1�� (t) + "

�Z



uutdx+

Z



vvtdx

�� 1
1��

� 2
�

1��

 
H (t) + "

1
1��

����Z



uutdx+

Z



vvtdx

���� 1
1��
!

� C
�
H (t) + kutk2 + kvtk2 + kuk2(r+2)2(r+2) + kvk

2(r+2)
2(r+2)

�
(6.4.35)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. (6.4.31) ve (6.4.35) in birlikte de¼gerlendirilmesiyle

	0 (t) � �	
1

1�� (t) (6.4.36)

olur. Burada � pozitif sabittir.
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(6.4.36) n¬n (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa, 	
�

1�� (t) � 1

	
� �
1�� (0)� ��t

1��
bulunur.

Buradan çözüm sonlu bir T � zaman¬nda patlar ve

T � � 1� �

��	
�

1�� (0)

d¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇLAR

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n esas k¬sm¬n¬oluşturan son üç bölümünde farkl¬tipten denklem

sistemleri ele al¬nm¬̧s, bu denklem sistemlerinin çözümlerinin lokal ve global varl¬¼g¬,

azalmas¬ve patlamas¬çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde ele al¬nan8<: utt + jutjp�1 ut = div
�
�
�
jruj2

�
ru
�
+ f1 (u; v) ;

vtt + jvtjq�1 vt = div
�
�
�
jrvj2

�
rv
�
+ f2 (u; v)

denklem sisteminin çözümlerinin varl¬¼g¬Faedo-Galerkin yaklaş¬m¬ile azalmas¬Nakao

eşitsizli¼gi ve patlamas¬ise Li ve Tsai (2003) nin lemmas¬ndan faydalan¬larak göster-

ilmi̧stir. Çözümlerin azalmas¬Komornik lemmas¬kullan¬larak, patlamas¬ise p = q = 1

için Zhou (2005) nun lemmas¬ndan faydalan¬larak gösterilebilir.

Beşinci bölümde ele al¬nan8<: utt + Pu+ ut = f1 (u; v) ;

vtt + Pv + vt = f2 (u; v)

denklem sisteminin çözümlerinin azalmas¬üstel çarp¬m metodu ile, patlamas¬ise Zhou

(2005) nun lemmas¬ndan faydalanarak elde edildi. Çözümlerin azalmas¬ve patlamas¬

farkl¬metotlar ile çal¬̧s¬labilir.

Alt¬nc¬bölümde ele al¬nan8<: utt + Pu�4ut + jutjp�1 ut = f1 (u; v) ;

vtt + Pv �4vt + jvtjq�1 vt = f2 (u; v)

denklem sisteminin çözümlerinin azalmas¬n¬ve patlamas¬farkl¬metotlar ile çal¬̧s¬la-

bilir.

Beşinci ve alt¬nc¬bölümdeki denklem sistemleri P = (�4)m ve m � 1 olmak üzere
çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu denklemler 0 < m < 1 için yani kesirli mertebeden türevler için

çal¬̧s¬labilir.

Ayr¬ca dördüncü ve alt¬nc¬bölümde çal¬̧s¬lan denklemler do¼grusal olmayan damping

terimler içermektedir. Çal¬̧smalar¬m¬zda damping terimlerin kuvvetleri birden büyük

olarak seçilmi̧stir, bu damping terimlerin kuvvetleri (0; 1) aral¬¼g¬nda iken bu denklem

sistemleri tekrar çal¬̧s¬labilir.
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Tez de 
 � Rn s¬n¬rl¬bölgede yap¬lan i̧slemler s¬n¬rs¬z bölgeye geni̧sletilebilir.
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