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OZET

DOGRUSAL OLMAYAN EVOLUSYON DENKLEMLERIN
COZUMLERININ AZALMASI VE PATLAMASI

DOKTORA TEZI
Erhan PISKIN

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2013

Bu tezin ilk boliimiinde ¢6ziimlerin azalmasi ve patlamasi ile ilgili glinlimiize kadar yapilan
caligmalar tarihi gelisimiyle ele alinmistir.

Ikinci boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, teorem ve esitsizlikler verilmistir.

Ucgiincii béliimde tezde kullanilan ¢oziimlerin azalmasi ve patlamasi ile ilgili lemmalar
ispatlart ile birlikte verilmistir.

Dordiincii boliimde dogrusal olmayan damping ve kaynak terim igeren dalga denklem
sisteminin ¢dzlimlerinin lokal varligi, global varligi, enerji azalmasi ve patlamasi ¢alisilmstir.

Besinci boliimde yiiksek mertebeden zayif damping terimli denklem sisteminin ¢éziimlerinin
enerji azalmasi ve patlamasi ¢alisilmistir.

Altier boliimde ise giliglii damping, dogrusal olmayan damping ve kaynak terim igeren
dogrusal olmayan yiiksek mertebeden denklem sisteminin ¢oziimlerinin global varligi, enerji
azalmas1 ve patlamasi ¢aligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lokal Varlik, Global Varlik, Enerji Azalmasi, Patlama, Dogrusal Olmayan
Damping, Gi¢lii Damping, Evoliisyon Denklem Sistemi, Nakao Esitsizligi, Komornik
Lemmasi.



ABSTRACT

DECAY AND BLOW UP OF SOLUTIONS OF NONLINEAR
EVOLUTION EQUATIONS

PhD THESIS
Erhan PISKIN

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2013

In the first chapter of this thesis the historical developments of the decay and blow up of
solutions are investigated.

In the second chapter, basic definitions, theorems and inequalities that will be used
throughout the thesis are given.

In the third chapter, some basic lemmas about the decay and blow up of solutions, used in the
thesis, are given with their proofs.

In the fourth chapter, local and global existence, energy decay and blow up of solutions are
studied for a system of wave equation with nonlinear damping and source terms.

In the fifth chapter, the energy decay and blow up of solutions for a higher order system with
weak damping term are studied.

In the sixth chapter, global existence, energy decay and blow up of solutions are studied for a
higher order systems with strong damping, nonlinear damping and source terms.

Keywords: Local Existence, Global Existence, Energy Decay, Blow up, Nonlinear Damping,
Strong Damping, System of Evolution Equations, Nakao Inequality, Komornik Lemma.
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1. GIRIS

Bu tezin esas amaci, dordiincii boliimde ele alinan dogrusal olmayan damping ve

kaynak terimli

wpe + | e = div (p (|Vul®) Vu) + f1 (u,0),

(1.1)
Vg + ]vt|q71 v, = div (p (]Vv|2) Vv) + fo (u,v)

denklem sisteminin, besinci boliimde ele alinan zayif damping terimli

Uy + (_A)mu+ut = f (Uav)7

1.2
Utt‘i‘(_A)m'U‘i"Ut:fQ (U,’U) ( )

denklem sisteminin ve altinci boliimde ele alinan giiglii damping, dogrusal olmayan

damping ve kaynak terim iceren

uy + (=) u — Duy + ‘ut’p_l up = f1(u,v),

. o (1.3)
v+ (=) v — Avg+ v v = fo (u,v)

denklem sisteminin ¢oziimlerinin enerji azalmas: (energy decay) ve patlamasini (blow
up) incelemektir. Fen ve miihendislikteki bir ¢ok problem diferansiyel denklem sistemi
olarak modellenmektedir. Ornegin; sacilma (scattering) teorisi, kuantum alan teorisi,
elektromanyetik alanda yiiklii mezonlarin hareketi tanimlanirken ve bazi mekanik
uygulamalarda diferansiyel denklem sistemleri ortaya gikmaktadir (Rammaha ve Sakun-
tasathien 2010, Fei ve Hongjun 2011).

E (t) denklem sisteminin enerji fonksiyoneli olmak iizere; V¢ > 0 igin

i)a>0ve M >0 iken F (t) < Me " oluyorsa buna {istel enerji azalmas,

ii) 3> 0ve M > 0 iken F (t) < Mt ? oluyorsa buna polinomal enerji azalmas
denir.

Coziimiin azalmasina adi diferansiyel denklemler icin bir érnek verelim;

u (t) =—uP(t), t>0,
u(0)=1

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii

p=1liseu(t)=e",

p=2iseu(t)=1+t)"
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dir. Goriildiigii gibi her iki durumda da t — oo iken u — 0 olur. Burada p = 1 i¢in
iistel azalma, p = 2 icin polinomal azalma vardir.

Simdi ¢oziimiin patlamasina adi diferansiyel denklemler icin basit bir 6érnek verelim;

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii u () = ﬁ dir. Bu ¢rnek dogrusal olmayan den-
klemlerin biiyiik bir sinifi i¢in ortak olan bir 6zelligi gostermesi agisindan 6nemlidir,
yani ¢oziim sonlu zamanda sonsuz olur (bu 6rnekte t — 27 igin u (¢) — oo dir),
buna ¢oziimiin patlamasi (blow up) denir. Buradan baglanarak ¢tziimlerin patlamasi
kavrami genellestirilebilir ki adi diferansiyel denklemler icin ilk adim olarak p > 1 i¢in

u' (t) = uP (t) denklemini verebiliriz. Daha genel olarak

denklemini verebiliriz ki burada f pozitif ve

> ds

1 (s)

kogulu altinda siireklidir. Bu kogul adi diferansiyel denklemler teorisinde 1898 de tespit

< 00

edilen Osgood kosulu olarak bilinmektedir. Bu kosul pozitif baglangi¢ verili herhangi
bir ¢ziimiin sonlu zamanda patlamasi i¢in gerekli ve yeterlidir (Polat 2005, Hu 2011).

Simdi evoliisyon denklemlerin ¢oziimlerinin azalmasi ve patlamast ile ilgili giiniimiize
kadar yapilan ¢alismalara kisaca deginecegiz.

(oziimlerin azalmast 6zellikle 1980 ’lerde incelenmeye baglanmistir. Bu denklem-
lerdeki enerjiyi azaltan terime damping terim denir.

Patlama konusunun matematiksel teorisi ise 1960 ’larda; Kaplan (1963), Friedman
(1965), Fujita (1966) ve diger baz1 yazarlar tarafindan genel bir yaklagim verildikten
sonra aktif olarak arastirmacilar tarafindan ¢aligilmigtir.

Ik olarak

u — Au+ g (u) = f(u) (1.4)

seklindeki damping ve kaynak terim igeren denklemlerin patlamasimi Levine (1973,
1974), Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978) incelemistir. Levine g (u;) = u; seklindeki
dogrusal damping icin denklemin patlamasini "Konkavlik metodu" olarak bilinen kendi

metodu ile ele almigtir. Konkavlik metodunun temel fikri, problemin lokal ¢oziimiiniin
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varligi kogulu altinda tanimlanan, denklemi ve sinir kosullarin1 temsil eden pozitif bir
F (t) fonksiyonelini inga etmek ve daha sonra v > 0 sayist i¢in ¢ zamanima bagh bir
F~7(t) konkav fonksiyonu gostermektir. Bunun i¢in

d’F~7 (t)

T =~V F ) [FFY = (14 9) F? <0, ¥E>0

olmalidir. Bu da V¢t > 0 icin
FF'—(1+7y)F?>0

olmasi ile miimkiindiir. Fakat bu metot dogrusal olmayan damping (g (u;) = uy |u”™")
ve kaynak terim (f (u) = w|u|*"") iceren denklemlere uygulanamamaktir (Houari
2010). Ayrica dogrusal olmayan damping ve kaynak terim igeren denklemlerin ¢6ziim-
lerini incelemek oldukga zordur (Agre ve Rammaha 2006). Georgiev ve Todorova
(1994), dogrusal olmayan damping ve kaynak terim igeren denklemler igin yeni bir
metot geligtirdiler. Georgiev ve Todorova ¢aligmalarinda (1.4) denkleminde g (u;) =
g gt ve f (u) = u|u|”" iken p > ¢ > 1 icin ¢oziimiin global oldugunu, 1 < p <
q < -5 icin de ¢oziimiin patladigini gosterdiler. Daha sonra Levine ve Serrin (1997)
ve Levine ve ark. (1998) bu sonuglar1 simirli olmayan bélgede ve soyut denklemler igin
geligtirdiler. Daha sonra Messaoudi (2001) de (1.4) denkleminin patlamasini calisti,
Runzhang ve Jihong (2009) ise uygun baglangic ve simir kogullar1 ile Galerkin meto-
dunu kullanarak (1.4) denkleminin ¢oziimiiniin global varhigini elde ettiler. Ayrica
(1.4) denkleminde g (u;) nin yerine G (uy, Auy) = — Ay +ug Jug[P" ve f(u) = w|u|
alimarak Yu (2009), Chen ve Liu (2013) te ¢dziimiin varligini, patlamasini ve azalmasin
caligtilar.
Messaoudi (2002) de, Petrovsky denklemi olarak adlandirilan

Uy + N*u+g (u) = f (u)

denkleminde ¢ (u;) = uy |ue|”™ ve f(u) = u|u|”" iken ¢oziimiiniin varhgm ve pat-
lamasimi, Wu ve Tsai (2009) da ¢oziimiin azalmasi ve patlamasim galigtilar. Daha
sonra Li ve ark. (2012) de, ¢ (u;) nin yerine G (ug, Auy) = — A uy + uy Jug[P" ve

f(u) = ulu|"" alarak ¢oziimiin azalmasi va patlamasin cahstilar.
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Ye (2010) da m > 1 igin
U + (—A)m U+ Uy |Ut|p_1 =1U |’U/|q_1

denkleminin global varligini ve asimptotik davranigini ¢aligti. Daha sonra Zhou ve ark.
(2012) de Ye (2010) un sonuglarim gelistirdiler.

Son zamanlarda denklem sistemleri oldukga fazla ¢aligilmaktadir. Agre ve Rammaha
(2006) da uygun kogullar: saglayan f; (u,v) = (p + 1) []u + o (u+v) + \ul% |vl% u]
ve fo(u,v)=(p+1) [\u +o| " (u4v) + |U|%3 ]u|%1 v] fonksiyonlar: igin

U — AU+ |Ut|p_1 u = f1(u,v), (1.5)
vy — Av + |Ut|qi1 v = fo (u,v)

denklem sisteminin zayif lokal ve global ¢oziimiiniin varligini ve patlamasini caligtilar.
Burada Agre ve Rammaha, r < max {p, ¢} iken ¢oziimiin global, r > max {p, ¢} iken
¢ozlimiin patladigini gosterdiler. Houari (2010) da (1.5) denklem sisteminin patla-
masin ve Houari (2012) de ise Nakao esitsizliginden faydalanarak ¢dziimiin azalmasimi
gostermigtir.

Li ve ark. (2011) de

Uy + A2u + |ut|p71 Uy = fl (U, U) )

(1.6)
vy + A%+ ]vt\qfl vy = fo (u,v)

Petrovsky denklem sisteminin ¢oziimlerinin azalmasi ve patlamasini galigtilar.

Wu ve ark. (2010) da (1.1) denklem sisteminin patlamasini baglangig enerjisi
negatif iken ¢ahstilar. Daha sonra Fei ve Hongjun (2011) de Wu ve ark. sonuglarim
pozitif baslangic enerjiye geligtirdiler.

Ye (2012) de (1.3) denklem sisteminde p = ¢ ve fi (u,v), fa (u,v) yi de 6zel secerek
¢oziimiin global varhigi ve asimptotik davranigi calisildi.

Pigkin ve Polat (2013) te (1.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin lokal ve global
varligini, azalmasini ve patlamasini caligtilar.

Ayrica, bir ¢ok denklemi kapsayan (1.2) ve (1.3) denklem sistemlerinin azalma ve
patlamalar1 Pigkin ve Polat (2012a), Pigkin ve Polat (2012b) ve Polat ve Pigkin (2012)

tarafindan calisilmigtir.
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2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tamimlar, uzaylar ve esitsi-

zlikler verilecektir (Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011).

2.1. Normlu Uzay, I¢ Carpim Uzay: ve Hilbert Uzay:

Tanim 2.1.1. X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun.

Il : X = R*, 2 — ||z|| doniisiimii Vz,y € X ve Va € K i¢in
(M) [lzfl = 05 [lz]} = 0 ==z = 0;
(N2) [laz|l = fal [l ;
(Na) [lz +yll < [lell + llyll (dggen esitsizligi)

ozelliklerini saghiyorsa X iizerinde norm adim alir ve bu durumda (X, ||.||) ikilisine
bir normlu uzay adi verilir, ||z|| sayisina da x € X elemanimin normu denir.

Her [|z|| normu, d: X x X — R™ olmak iizere,

d(z,y) = |z =yl

seklinde bir uzaklik fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik
uzaydir. Bununla birlikte, bir metrik uzayin normlu uzay olmasi gerekmez. Bir normlu

uzay, lizerinde tanimlanan norm altinda vektor uzay: belirtir.

Tanim 2.1.2. (z,), (X,|.||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin
n,m > N oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa (z,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.3. (z,), (X,].]|) normlu uzaymda bir dizi olsun.

lim ||z, —z|| =0

n—0o0

olacak sekilde bir z € X varsa (z,) dizisine yakinsaktir denir ve z,, — x ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. Bir X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X in bir elemanina
yakinsiyor ise bu uzaya tam uzay denir. (X, ||.||) uzay: tam ise bu uzaya Banach uzay:

denir.



2. ON BILGILER

Tanim 2.1.5. X vektor uzay: tizerinde tanimli iki norm, |[|.||; ve ||.||, olsun. A > 0,
B > 0 sabitleri icin
Allzlly < flzfly < Bl

esitsizligi X uzaymndaki her x noktasi icin gegerli ise, ||.||; ve [.||, normlarina denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektor) uzaylarda tamimlanan tiim normlar denktir.
Dolayisiyla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanimlanan tiim normlar o uzay iizerinde
ayn1 topolojiyi tamimlarlar; érnegin X normlu uzaymndaki bir (z,) dizisi ||.[|,(||.],)
normuna gore yakinsak, siirh veya Cauchy dizisi ise, [|.||5(]|.]|;) normuna goére de

yakinsak, sinirhi veya Cauchy dizisidir.

Tanim 2.1.6. K cismi {izerinde bir X vektor uzay: verildiginde, X x X uzayi
tizerinde tanimli K degerli

(L,): X xX—>K

bir fonksiyonun her z,y € X ve a,b € (' icin agagidaki ozellikleri varsa, bu fonksiyona

i¢ carpym denir;

(i) (z,z) >0; (z,2) =0<= 2 =0,

(i) (z,y) = (y,z) (burada ¢, ¢ € C nin karmagik eslenigini belirtir),
(i) (az + by, 2) = a(2,2) + by, 2).

K = R halinde (x,y) = (y, x) oldugu hemen goriiliir.
Bir i¢ carpim ile

1
2] = (2, 2)2

tanimlanan [.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gormek oldukga kolaydir.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tamimlanan uzaya i¢ carpwm

uzayr denir.

Tanim 2.1.7. Normlu bir uzay olan bir i¢ carpim uzay1 bir Banach uzay1 ise bu
uzaya Hilbert uzay: denir. Bagka bir ifadeyle, bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy
dizisinin bu uzaym bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tanmim 2.1.8. n—boyutlu R" ve gercel Euclid uzayinda bir nokta = = (21, ..., z,)
1

2, o
ve bu noktanin normu |z| = (Z" x2> ile tanimlanir. = ve y nin i¢ carpmm z - y =

=17}
> i1 ;Y5 seklindedir.
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Tanim 2.1.9. X bir normlu uzay olsun. X iizerindeki tiim sinirh lineer fonksiy-
onellerin kiimesi X uzaymin dual uzayine olusturur. X' veya X* ile gosterilen bu

uzay

e = sup &

vex 0 2] x

< 00

normuyla bir Banach uzayidir. X’ uzaymm duali (X’)' = X" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve tkinci dual olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.10. X normlu uzayinda bir dizi (x,) olsun.
lim ||z, — x|y =0

olacak sekilde bir z € X varsa (z,,) dizisine gi¢li yakinsak dizi denir ve bu yakinsama

x, — x seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.11. (x,), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her f € X’ i¢in

lim f(z,) — f ()

n—oo

olacak gekilde bir z € X varsa (x,) dizisine zayif yakinsak dizi denir. Bu yakinsama

z . . o1
Tn, — x veya x, — z ile gosterilir.

Tanim 2.1.12. (f,), X normlu uzay: iizerinde simurh lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

(a)

olacak gekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine gii¢li yakinsaktir denir. f, — f
seklinde yazilir.
(b) her x € X i¢in
fu(z) = [ (@)

olacak sekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine zayif* yakinsaktir denir. f, =, f
seklinde yazilir.
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Tanim 2.1.13. o = (o, ..., ;) negatif olmayan «; lerin n-bilegenlisi ise o ya
goklu-indis denir ve z%, |a| = Y 7, a; mertebeye sahip olan z{"...z5" tek terimlisi,
yani % = z7'...2%" ile tanimlamir. Benzer sekilde 1 < j < n i¢in D; = 0/0x; ise, o
zaman

D = D& ...Don

|| . mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. D0y = 4 olur.

Tanim 2.1.14. Eger G C R" ise R" de G nin kapams: G ile belirtilir. G C § ve
G, R" in kompakt (kapali ve simirh) altkiimesi ise G CC € seklinde gosterilir. u, G de

tanimh bir fonksiyon ise, u fonksiyonun destegi

suppu={r € G:u(x)#0}

seklinde tanimlanir. supp u CC €2 ise u fonksiyonu €2 da kompakt destege sahiptir

denir.

Tanim 2.1.15. , R" de bir bolge olsun. Negatif olmayan her m tamsayisi igin
Q bolgesinde siirekli biitiin ¢ fonksiyonlar1 ve |a| < m mertebesine kadar biitiin D¢
kismi tiirevleri siirekli olan vektor uzayr C™ (2) ile gosterilir. C°(Q) = C(Q) ve
C®(Q) = N_y C™ () olur. C(Q2) ve C™ () uzaylarina ait ve kompakt destege

sahip olan fonksiyonlarin olugturdugu uzaylar sirasiyla Cy (2) ve C§° (Q2) ile gosterilir.

Tanmim 2.1.16. 2 agik bir bolge oldugundan, C™ (2) deki fonksiyonlarin €2 bol-
gesinde sinirh olmasi gerekmeyebilir. CF () ile 0 < |a| < m igin Q bolgesinde D¢
lerin siurh oldugu ¢ € C™ (Q) fonksiyonlar: belirtilir. CF (2) uzay:

Hd)Hcg;(Q) = nax Sug‘Da¢($)’

0<|aj<mge

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.1.17. Eger ¢ € C(Q), Q bolgesinde sinirhi ve diizgiin siirekli ise, 2
bolgesinin kapamsi olan Q bolgesinde de tek, smirh ve siireklidir. C™ (€2) ile 0 < |a| <
m igin §2 bolgesinde D¢ lerin sinirh ve diizgiin siirekli oldugu ¢ € C™ (Q2) fonksiyonlar:
belirtilir. (Eger € bolgesi sinirsiz ise simgelerin yanlg kullanimi belirsizlige yol acar;

ornegin, R* = R" olsa bile C™ (R*) # C™ (R") dir.) C™ (Q) uzay1 C% (Q) uzaymmn
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kapali bir alt uzayidir. Bu nedenle C™ (ﬁ) uzay1 da

1]

J— (0%
ey = o0, 1P 1076 )

ayn1 norm ile bir Banach uzayidir.

2.2. Lebesque Uzay: (L? (Q2))

Tanim 2.2.1. €2, R™ de bir bolge ve p pozitif gercel say1 olsun. €2 bolgesinde

tanimh biitiin olgiilebilir u fonksiyonlar sinifina agagidaki kosul altinda
Jo lu (@) do < oo
LP (Q) uzay denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak {izere bu uzay

1/
[ull o) = (Jo lu (@) da) ™"
normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.2.2. () bolgesinde 6l¢iilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her
yerde |u(z)| < K olacak gekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen
siirhdir denir. Boyle K larin en biiyiik alt sinirima da |u| min Q bolgesindeki esas

(essential) supremumu denir ve ess sup ile gosterilir. {2 bolgesinde hemen hemen simirh
€N
u fonksiyonlariyla tanimlanan uzaya L™ (2) uzay: denir. L* (£2) uzay1

[l oo () = €55 8D [ ()]
e
normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.2.3. ), R" de bir bolge ve 1 < p < oo olmak {izere ) bolgesinin her
bir kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen biitiin 6lciilebilir fonksiyonlar

uzayma Ly, o (2) uzay1 denir.
Tanim 2.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger
(i) X,Y nin bir alt uzayn,

(ii) Her x € X igin X den Y ye Iz = z ile tanimlanan I birim operatorii siirekli ise,

X uzay1 Y uzayina goémiiliir denir ve X — Y ile gosterilir.

9
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I birim operatorii dogrusal oldugundan ii) kogulu
[ally < Mally, @eX

olacak gekilde bir M > 0 sabitinin varligina denktir.

Tamm 2.2.5. vol () = [,1dz ve 1 < p < g < oo olsun. Eger v € L1(9) ise o

zaman u € LP () dir ve
], < (vol (€2))"P =9 |ju,

olur. Bu nedenle

Ly () = L, (©)
gomiilmesi gecerlidir.

Tamim 2.2.6. L*(Q) uzay

(u,v) = [qu(z)v(z)dx
i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tanim 2.2.7. —oo < a < b < oo olsun. ||u(.)||y € L?(a,b) kosulunu saglayan
(a,b) den X e tammlanmig dlgiilebilir u fonksiyonlar1 uzayna L? (a, b; X') uzay: denir.

LP (a,b; X) uzay

1/
(@l dr) ™ 1<p<o

esssupllu(®ly, p=oo
te(a,b)

||U||Lp(a,b;X)

normu ile bir Banach uzayidir.
Benzer sekilde a < ¢ < d < b olmak iizere her bir ¢,d i¢in u € L? (¢,d; X) ise, o

zaman u € LP (a,b; X) yazilir ve p = 1 i¢in u lokal integrallenebilirdir denir.

Tanmim 2.2.8. Her t € [0,7] i¢in [0,7] den X e tanimlanmig ve m. mertebeden
tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlari uzayina C™ ([0, T ; X) uzay: denir. C™ ([0, T]; X)
uzay1

| vy = max sup |[[D%u(t
Jullonqoran = s s D% (@)l

normu ile bir Banach uzayidir.

10
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2.3. Sobolev Uzay:1 (W™P (Q2))

Tanim 2.3.1. u € Ly, () olsun. Bir « ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C§° (f2)
igin

vdr = (—1)1 [LuD*pdx
ngp ( ) QO ¥

esitligi saglanirsa, v € Ly j,. (€2) fonksiyonuna u fonksiyonunun a. zay:f tirevi denir. v
fonksiyonu, u fonksiyonunun genellesgtirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v = D%u
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D%u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak gek-
ilde yeterince diizgiin ise, o zaman D%u ayni zamanda u fonksiyonunun zayif kismi

tiirevidir. Elbette D%u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanim 2.3.2. 2, R" de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1 < p < o0

olmak {izere,
WmP(Q)={ue LP(Q): D*uec L*(Q),0 < |a] <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir. WP (Q) uzay1

0<|a|<m

1/p
H“Hmep(Q) - ( > ||Dau||ip(sz)) , 1<p<oo,

HUHWWOO(Q) = ogn\ﬁ%{m ”Dau”Loo(Q) y D=0

tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

WP (Q) uzayinda C§° () uzayimn kapamsgi Wy"" (Q)ile gosterilir.

Agikar olarak W% (Q) = LP(Q) dir ve 1 < p < oo olmak tizere C§° (Q) uzay
L7 () uzaymda yogun oldugundan W7 (Q) = LP (Q) dir. Herhangi bir m pozitif
tamsayisi ic¢in

Wo™ () = W™ (Q) — LP (Q)
gomiilmeleri gecerlidir.
Tanmm 2.3.3. Eger p = 2 ise W™2(Q) = H™(Q), W™ (Q) = HJ* (Q) olur ve

H™ (Q) uzayinda norm

1/2
a 2
||u||Hm(Q) = ( > D u||L2(Q)>

0<|a|<m

11
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ile verilir.

Tanim 2.3.4. H™ (2) uzay1

(u, U)Hm(ﬂ) = > (D%, D)
0<|a<m
i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir, burada (u,v) fQ d:C olup Ls (2) uzayin-
daki i¢ ¢arpimdir.
H} () uzay igin ig garpim

(u, U)Hé(ﬂ) = [ VuVudz

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

lull gy = (Jop (Vi) dr)

olur.

Bir (2 C R"™ bolgesinde tanimlanan Sobolev uzaylarinin ézelliklerinin ¢ogu ve 6zel-
likle bu uzaylarda verilen gomiilme 6zelligi, Q2 bolgesinin diizgiinliigiine (regularity)
baglidir. Bu tiir 6zellikler, verilen bolgede saglanan veya saglanmayan geometrik ya
da analitik kogullar tiiriinden ifade edilir. Agagida bu geometrik zelliklerden biri olan

koni 6zelliginden bahsedilecektir.

Tanmim 2.3.5. R" de B,, (x) ve x noktasini igermeyen B,, (y) acik yuvarlarini goz

oniine alalm.
K,=B,(x)n{z+Xz—x):2€ B, (y),\>0}

kiimesine tepe noktasi x olan bir sonlu koni adi verilir. €2, R™ de acgik bir bolge olmak
iizere, eger {2 min her x noktasi bir K, C §2 konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir
sonlu K konisinden izomorfik ve izometrik doniisiimlerle elde edilebiliyorsa, o zaman

Q bolgesi koni dzelligini saglar denir.

Tanim 2.3.6. Sobolev Gomiilme Teoremi. (2, R" de koni ¢zeligine sahip agik

bir bolge, m > 1 ve j > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olmak {izere;

(i) mp > n ise
W () < O ()

12
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gomiilmesi elde edilir.

(ii) mp =n ise

WP (Q) = WP (Q),  p<g<oo

ya da
W™ (Q) — L1(Q), p<g< o

gomiilmesi elde edilir. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
W) O ()

elde edilir.

(iif) mp < n ise

WP (Q) — WP (Q), p<q<p*

ya da
WP (Q) — L1(Q), p<q<p'

gomiilmesi elde edilir. Burada

np
* n—mp’

n > mp

+oo, n<mp

seklindedir.

Yukaridaki gomiilmelerde W yerine Wy uzay1 alinirsa, €2 bolgesi tizerinde herhangi

bir kisitlama yapilmaksizin yukaridaki gomiilmeler yine gegerli olur.

Teorem 2.3.7. Eger WP (Q) — L9(Q) gomiilmesi baz1 p < ¢ degerleri i¢gin

kompakt ise, o zaman |{2| < oo dur.

Teorem 2.3.8. Eger W™ (Q) — L9(Q) gomiilmesi 1 < ¢ < p 6zelligini saglayan

bazi p ve ¢ degerleri i¢in mevcut ise, o zaman || < oo dur.

2.4. Operatorler

Tanim 2.4.1. X ve Y aym K cismi iizerinde iki vektor uzayi olsun. A : Dy C

X — Y doniigtimii X deki bir x elemanim1 Y de bir tek elemana gotiiriiyorsa A ya

operator, D4 ya da A operatoriiniin tanim kiimes: denir.

13
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Tanim 2.4.2. D,y C X, X in bir alt uzay1 olmak tizere A : Dy C X — Y

operatoriine her x,y € D4 ve her «, f € K icin
A(az + By) = aA(x) + BA(y)

kosuluyla birlikte dogrusal operatér denir.

Tanim 2.4.3. Bir H Hilbert uzayinda tanimli A operatoriine her z,y € D, icin

(Az,y) = (z, Ay)

esitligi ile birlikte simetrik operator denir.
Tanim 2.4.4. A: Dy C X — Y operatoriine belli bir M > 0 sayis1 ve her x € D4
icin

[Az]| < M |||
esitsizligi ile birlikte sinirle operatér denir.

Tanim 2.4.5. H Hilbert uzayinda tanimh dogrusal, simetrik bir A operatoriine
herz e Dy C H
(Az,z) >0

esitsizligi ile birlikte negatif olmayan operator denir. Negatif olmayan A operatorii
icin

(Az,2) >0=2=0
ile pozitif operator denir.

Tanim 2.4.6. X ve Y iki Hilbert uzay: ve (.,.) X uzaymn, [.,.] de Y uzaymn
i¢ carpimi ve A : X — Y dogrusal, sinirhi operatorii tiim X Hilbert uzayinda tanimli

olsun. Her z € X ve her y € Y icin
[Az,y] = (z, Ay)
kosulunu saglayan A* : Y — X operatoriine, A operatoriiniin eg operatéri denir. Eger

A = A* ise boyle bir operatére dz-eslenik (self-adjoint) operatér denir.

Tanim 2.4.7. H Hilbert uzayimda tanimlh dogrusal ve 6z-eglenik bir A operatériine
her x € H icin
2
(Az,z) > C||z||, C>0

14



Erhan PISKIN

ile birlikte pozitif belirli bir operator denir.

2.5. Esitsizlikler

Lemma 2.5.1. Cauchy Esitsizligi. Eger ¢ > 0 ve a,b € R ise, o zaman
€ 2 -
bl < = — b
jabl < 5 lal” + o 0]
esitsizligi gecerlidir.
Lemma 2.5.2. Young Esitsizligi. Eger ¢ > 0, a,b€ R, p > 1 ve % + % =1 ise,
0 zaman
jal” | [0

lab] < — + —
p q

esitsizligi veya
labl < ea? + C'(g) b
esitsizligi gegerlidir. Burada C (¢) = (ep) » ¢~ dur.

Lemma 2.5.3. Holder Esitsizligi. v € LP (Q), v € L1(Q), p > 1 ve % + % =1

ise, 0 zaman uv € L' (Q) olup

[woll aiy < Null Loy 101l 2oge)

esitsizligi gecerlidir. p = 1 durumunda, ¢ = oo ve ||v]|4(q) = esssup [v] alniz.
Q

p = q = 2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

Lemma 2.5.4. Interpolasyon Esitsizligi. 1 < p < ¢ <rve0 < A < 1 icin

é = % + =2 olsun. Eger u € L? () N L™ (Q) ise u € L7 () olur ve

el ooy < Nl zoey llull iy
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 2.5.5. Minkowski Esitsizligi. u,v € L? () ve p > 1 olmak iizere
Ju+ UHLP(Q) < ||u||LP(Q) + ||U||LP(Q)
esitsizligi gecerlidir.

15
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Lemma 2.5.6. Sobolev Esitsizligi. n > 1 olmak iizere 2 C R" agik olsun.

n>p, p>1veuc W, (Q) ise, o zaman

||U||L"p/(n,p)(9) <C ||Du||LP(Q)

olacak sekilde C' = C' (n, p) sabiti vardur.

p > n ve {2 siirh ise, o zaman u € C (ﬁ) ve
1/n—1
Slgllp lul < C[Q frtie ||Du||LP(Q)

olur.

Lemma 2.5.7. Sobolev-Poincare esitsizligi. p sayis1 2 < p < oo (n=1,2)
ve 2 < p< % (n > 3) seklinde olsun. Bu durumda C, = C, (€2, p) sabit says1 ve
u € H (Q) igin

[ull o) < CallVull 2

olur.

Lemma 2.5.8. Kismi Integral Alma Formiilleri. Q ¢ R" ( 9Q € C! smirina
sahip) bolgesinde tammh A (z) = (A4 (z), ..., A, (z)) vektorii ¢ = 1,...,n olmak iizere
A; (z) € C (Q) NC* () bilesenleri ile verilsin. div A (z) = % + ..+ g;i: fonksiyonu
Q ( R™ uzaymda siirh bolge) bolgesinde siirekli veya € bolgesinde integrallenebilir
ise,

JodivA(z)de = [,oA(z)n (x)dS

olup, burada n (z); 2 bolgesine gore diga yonlendirilmig 92 sinir1 igin birim normal
vektordiir. Bu formiil, Ostrogradsky formiilii olarak bilinmektedir.

u(z) € C*(Q)NC (), v (z) € C' (Q) ve Au = div (Vu) fonksiyonu 2 bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAu = v - div (Vu) = div (vVu) — VuVu, VuVo = vy, v,y +

woo + Uy, v, oldugundan Ostrogradsky formiiliine gore

vaAud:c = faﬂv%dé’ — fQVuVde

olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmek-

elde edilir. Burada Vu - nl,, = %‘39

tedir.

16
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Lemma 2.5.9. Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form).
n (t) negatif olmayan, [0, 7] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢ (¢) ve 1 (¢)

negatif olmayan [0, 7] iizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak {izere,
n' () <o (t)n(t)+(t)
esitizligi saglaniyorsa. Bu durumda tiim 0 < ¢ < T igin

) < el (o) + [ 0(s) i)

olur.
Lemma 2.5.10. Gronwall Egitsizligi (Integral Form).

(i) £(t), hemen hemen her t ve C7,Cy > 0 sabitleri igin
E(t) < C1fy€(s)ds + Oy

integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, [0, T'] iizerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0 < ¢ < T i¢in
£(t) < Cy (14 Cite™)

olur.

(ii) Ozel olarak, eger hemen hemen her 0 <t < T igin

E(t) < C1fyé(s)ds

ise, o zaman her yerde £ (t) = 0 dir.
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3. COZUMLERIN AZALMASI VE PATLAMASI iLE ILGILi BAZI
LEMMA VE ESITSiZLIKLER

Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde ¢oziimlerin azalmasini ve patlamasimi gosterirken

kullanacagimiz bazi énemli lemma ve esitsizlikleri verecegiz.

3.1. Coziimlerin Azalmas ile Ilgili Bazi Lemma ve Esitsizlikler
3.1.1. Komornik Lemmasi

Lemma 3.1.1.1. A : [0,00) — [0,00) artmayan bir fonksiyon ve ¢ > 0 sabit
sayis1t V¢ > 0 icin

/Ooh (1)dr < ch(t) (3.1.1)

esitsizligini saglasin. Bu durumda V¢ > ¢ i¢in
(3.1.2)

dir (Komornik 1994).

Ispat. Vz > 0 icin

f(z)=e (3.1.3)

o8
h
8
>
—
\]
N—
ISH
)

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada f lokal mutlak siirekli ve (3.1.1) den dolay1 art-

mayandir. (3.1.3) esitsizliginin tiirevi almir ve (3.1.1) goz oniinde bulundurulursa

Flz) = ei/ooh(T)dT—i—eﬁ(—h(x))

(/:Oh(T)dT—ch(:E)> <0

olur. f artmayan oldugundan Vx > 0 i¢in f () < f(0) dir. Bu gergegin goz 6niinde

o8

e

Ol ol

bulundurulmas: ve (3.1.1) den

bulunur. Buradan
/ h(r)dr < ch (0) e * (3.1.4)

olur.
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ESITSIZLIKLER

Diger taraftan h negatif olmayan ve artmayan oldugundan

/:oh(T)dTZ/:JFCh(T)dTZ min h(T)/:+CdT:ch(:c+c) (3.1.5)

TE[z,2+C]

duir.
(3.1.4) ve (3.1.5) ten Vo > 0 igin

z

h(zx+c) <h(0)e -
olur. Buradan da x + ¢ =t olarak segilmesiyle

h(t) < h(0)e—¢

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.1.2. h: [0,00) — [0,00) artmayan bir fonksiyon, & > 0 ve ¢ > 0

sabit sayilari, V¢ > 0 icin
/ B (2) dr < ch® (0) b (1) (3.1.6)
t

esitsizligini saglasin. Bu durumda V¢ > ¢ icin

h(t) < h(0) <C+O‘t>; (3.1.7)

¢+ ac
dir (Komornik 1994).

Ispat. Eger h(0) = 0 ise h () = 0 olur. Bu durumda (3.1.7) esitsizligi dogrudan

saglanir. Kabul edelim ki A (0) # 0 olsun. Bu durumda % tamumhidir. Simdi A (¢)

0)
nin yerine % ve genelligi bozmadan h (0) = 1 olarak alirsak, boylece Vt > ¢ igin

h(t) < (Ho‘t)_i (3.1.8)

c+ ac

esitsizliginin ispatlanmasi gerekir.

F :]0,00) — [0, 00) olmak iizere

Ft) = /t T he (1) dr (3.1.9)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda F' lokal mutlak siirekli ve artmayandir.
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(3.1.9) esitsizliginin tiirevi alinirsa
F' (t) = —h*T (1) (3.1.10)
bulunur. Diger taraftan (3.1.6) ve h (0) = 1 kabulii goz 6niinde bulundurulursa
F(t) = / TR (P dr < ch® () B (1) = ch (1)
t

bulunur. Buradan da
F(t)

Cc

ht) > (3.1.11)

yazilir. (3.1.10) ve (3.1.11) den hemen hemen biitiin (0, c0) araliginda
_F/ > c—a—lFa+1

olur. Burada B = sup{t:h(t) > 0} olmak iizere, hemen hemen biitiin (0, B) ar-

aliginda
(F~)" > ac™? (3.1.12)

yazilabilir (F~*(¢) nin ¢ < B igin tamimh olduguna dikkat ediniz). Vs € [0, B) igin
(3.1.12) egitsizliginin [0, s] araliginda integrali alinirsa
F~(s) = F™(0) > ac *'s

bulunur. Buradan Vs € [0, B) igin
1
F(s) < (F*(0)4+ac*'s) @ (3.1.13)

olur. s > B iken F'(s) = 0 oldugundan (3.1.13) esitsizligi ashnda Vs > 0 igin saglanir.
(3.1.6) dan F' (0) < ch®*! (0) = ¢ dir. Boylece (3.1.13) esitsizliginin sag tarafi

(F~(0) + ozc_o‘_ls)fé < (a4 ozc_a_ls)fé

a+1

= co (c+ ozs)fé (3.1.14)

olur. Diger taraftan h negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyon oldugundan (3.1.13)
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ESITSIZLIKLER

esitsizliginin sol tarafi

o)

F (S) — ha+1

cx+1 fo'e)
RO (7) dT + / RO (1) dr
c+(a+1)s
+(a+1)s

I
\\\

v

haJrl ) dr

> + as) b (c+ (a+1)s) (3.1.15)

olur. Boylece (3.1.13)-(3.1.15) ten

[

a+1

(c+as)h® e+ (a+1)s)<ca (c+as) =

yazilir. Buradan da

e+ (a+1)s) < ¢ (c+ as)_é_l

+1

- ()
c

bulunur. Buradan ¢+ (o + 1) s = t olarak secilirse

ho) < (c+at)—i

c+ ac

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Not 3.1.1.3. (3.1.2) ve (3.1.7) esitsizlikleri 0 < ¢ < ¢ i¢in de saglanir. Bu durumda
h(t) < h(0) olur.

Not 3.1.1.4. Lemma 3.1.1.2 de &« — 0 olursa Lemma 3.1.1.1 elde edilir.

3.1.2. Genellestirilmis Komornik Lemmasi

Lemma 3.1.2.1. & : [0,00) — [0,00) artmayan bir fonksiyon, ¢ : [0,00) —

[0, 00) artan C! siifindan bir fonksiyon,

»(0)=0vet — oo igin ¢ (t) — oo
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olsun. Ayrica o > 0, w > 0 ve VS > 0 i¢in

/ TR () of () dt < éha (0) 1 () (3.1.16)

esitsizligi saglansin. Bu durumda V¢ > 0 i¢in

Eger a = 0ise h(t) < h(0)el W) (3.1.17)
1+« o
Eg Oise h(t) <h(0) | ———= 1.1
gera > 0Oise h(t) < ()(1+wa¢(t)) (3.1.18)

dir (Martinez 1999).

Ispat. f:[0,00) — [0, 00) olmak iizere

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f artmayandir ve VO < .5 < T < o0 igin

o(T) *(T)
/ fre(r)ydr = / W (¢ (1)) dr
¢ »(S)

— /S ' RYT () ¢ (t) dt
éh‘“ (0) 1 (S)

= SO 6(9)

VAN

dir. s = ¢ (S) olsun ve Tlim ¢ (T') = oo oldugundan Vs > 0 igin

o0

/ T dr < 0 £ () (3.1.19)

olur. (3.1.19) ifadesi Gronwall tipli egitsizliktir boylece Komornik esitsizliklerinden
(Lemma 3.1.1.1 ve Lemma 3.1.1.2), ¥s > 0 i¢in

Eger a = 0Oise f(s) < f(0)e' ™,

Eger a > Oisef(t)gf(())( Lta )

1+ was

bulunur. 4 (t) = f (¢ (t)) oldugundan (3.1.17) ve (3.1.18) elde edilir.
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Not 3.1.2.2. Lemma 3.1.2.1 de Vt > 0 i¢in ¢ (t) = t alinirsa Lemma 3.1.1.1 ve
Lemma 3.1.1.2 elde edilir.

3.1.3. Nakao Esitsizligi

Lemma 3.1.3.1. ¢ (t), [0,00) araliginda tamimli, artmayan ve negatif olmayan

bir fonksiyon olmak iizere; wg > 0 ve a > 0 igin
¢ (t) Swo(p(t) —d(t+1)), >0 (3.1.20)

esitsizligi saglansin. Bu durumda V¢ > 0 icin

6 (1) < ¢ (0)e =1, a=0,

o(t) < (6(0) " +wglalt—1") ", a>0
dir. Burada [t — 17 = max{t — 1,0} ve w; = 1n< ) dir (Nakao 1977, Nakao
1978).

Ispat. i) a > 0 igin

olsun. Bu durumda

vyl = [ GBoar1+a-0)o@ d
- / —aBo(t 1)+ (1—8) SB[t + 1) — b (1)] b
> o / 66 (t+1) + (1— 0) 6 (8] wy o+ (1) db

() / 66 (t+1) + (1— )6 (6) " db

> awg oM () o (1)

_ ~1
= aw,

olur. Buradan

y(t+1) >y (t) + awy’

ve

y(t—i—l)zy(O)—i—awglt
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yazilabilir. y (¢) nin tanimindan
o (t+1) > ¢ (0) + awy 't

ve

¢~ (t) = " (0) +awy ' [t —1]"

elde edilir. Boylece

-

¢ (t) < (67 (0) + awg [t —1]T) @

bulunur.

ii) Simdi o = 0 olsun. (3.1.20) esitsizliginden

b(t+1) < (1—i)¢(t)

Wo

dir. Ayrica eger t > 1 alimirsa n tamsayisi icin n < t < n + 1 dir. Buradan

o= (1-2)ol-1)

Wo

yazilabilir. Boylece

olur. Buradan

—_

elde edilir. Burada w; = In ( o ) dir.

wo—
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3.2. Coziimlerin Patlamas: ile Ilgili Bazi Lemma ve Esitsizlikler

Lemma 3.2.1. § > 0 ve B (t) € C? (0, ) negatif olmayan fonksiyonu, ¢ > 0 igin
B"(t)—4(0+1)B (t)+4(6+1)B(t) >0 (3.2.1)

esitsizligini saglasin. 7o =2 (d + 1) — 24/0 (6 + 1) olmak iizere; eger
B'(0) > 2B (0) + K, (3.2.2)

ise, bu durumda ¢ > 0 i¢in B’ (t) > K, dir. Burada K sabit sayidir (Li ve Tsai 2003).

ispat.
?—4(6+1)r+4(0+1)=0

denkleminin kokleri 71 =2 (0 +1) +2/6 (0 +1) ve ra =2 (6 + 1) — 24/0 (6 + 1) dir.

Bu durumda (3.2.1) diferansiyel esitsizligi

(%—rl) (%—TQ)B(t)ZO

seklinde yazilabilir. Buradan da

(B'(t) =B (1))
5 (0 1B (1 > (3.2.3)

olur. (3.2.3) ifadesinin 0 dan ¢ ye integrali alinirsa
B'(t) > ryB (t) + (B (0) — roB (0)) e

bulunur. (3.2.2) den B’ (t) > K, dir.

Lemma 3.2.2. Eger H (), [ty,00) araliginda artmayan ve t > t; igin
(H' ()] > a+b[H ()7 (3.2.4)
diferansiyel egitsizligini saglayan bir fonksiyon ise, bu durumda
lim H(t)=0

t—T*—
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esitligini saglayacak sekilde sonlu bir 7™ zamam vardir. Burada a > 0, b € R dir.
T 1 st sinirlan icin agagidaki kestirimler gegerlidir:

(i) Eger b < 0 ve H (o) <min {1,,/—%} ise, bu durumda

ccns L VI
T §t0+\/__bln\/__%_H<t0) (3.2.5)

dir.
(ii) Eger b = 0 ise, bu durumda

H (to)
T <t 3.2.6
Slo+ Ja ( )
dir.
(iii) Eger b > 0 ise, bu durumda
H(t )
T* < V(EO) veya T* < to + 23‘3?7% 1—(1+cH (to))—%] (3.2.7)

dir. Burada c = (£)*"% dir (Li ve Tsai 2003).

Ispat. (i) ¢ > d > 0 icin v/ — d2 > ¢ — d oldugundan, (3.2.4) ten t > t; icin

H'(t) < —va+V—bH ()"
< —Va+V-bH (t)
olur. Buradan
1) < (H()— -5 o [

bulunur. Boylece burada lim H (¢) = 0 olacak gekilde pozitif bir T* < oo sayist
t—T*—

vardir ve 7% sayisiun iist siur1 (3.2.5) te verildigi gibidir.

(i) b =0 ise, (3.2.4) ten t > t; i¢in
H(t) < H (to) = Va(t —to)

olur. Boylece burada lir%l H (t) = 0 olacak sekilde pozitif bir 7% < oo sayis1 vardir
t—T*—
ve T™ sayisinin {iist sinir1 (3.2.6) da verildigi gibidir.

(iii) b > 0 ise, (3.2.4) ten

H () < —\/a (1 + (cH (t))2+%> (3.2.8)
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1
dir. Burada ¢ = (%)HS dir.

m,n > 0 ve ¢ > 1 olmak {izere
m? +n? > 277 (m 4 n)?

esitsizligi goz ontinde bulundurulursa, ¢ = 2 + § olarak segilirse (3.2.8) den

1+

H' (t) < —a27 s (1+ cH (1))

diferansiyel esitsizligi bulunur. Bu diferansiyel esitsizlik ¢oziiliirse

C

H(t) < ! {—1 + {(1 +cH (to))_Tl“ + gz‘“ﬁl (t — tg)]_ }

bulunur. Béylece burada thI} H (t) = 0 olacak sekilde pozitif bir 7% < oo sayisi
t—>T™*—

vardir ve 7% sayisinin iist sinir1 (3.2.7) de verildigi gibidir.

Lemma 3.2.3. ¢ (), iki defa siirekli diferansiyellenebilen ve

() + () > Ot (1), t>0, Co >0, a>0,

¢ (0)>0, ¢'(0)>0 (3.2.9)

sartlarini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda 1 (¢) ¢oziim fonksiyonu sonlu
zamanda patlar. Ayrica patlama zaman agik¢a tahmin edilebilir ((3.2.12) ye bakiniz)

(Zhou 2005).

Ispat. 1 (0) > 0 olarak alabilecegimizi kolayca gorebiliriz. Gercekten (3.2.9)
esitsizliginden v (t9) > 0 olacak sekilde baz1 ty sayilari vardir. Bu durumda (3.2.9) da
t >ty igin baglangig verilerini 9 (o) > 0 ve ¢’ (ty) > 0 olacak sekilde kaydirabiliriz.

¢ (1) =607 (1), ¢(0) =¢(0)>0 (3.2.10)

olsun. Burada ¢ daha sonra belirlenecek bir sabittir. (3.2.10) degiskenlerine ayrilabilir

adi diferansiyel denklemi ¢oziiliirse

(1) = (1#‘3 (0) - —t> E (3.2.11)
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bulunur. ¢ (t) ifadesinin artan oldugu aciktir ve

o

2 a
t—>T(): El/)_Q (0)

i¢in ¢ (t) — oo olur.

Diger taraftan

SO+ W) = &(1+3) e 0+t
= [ (1+5) + a7 @] o
< [2(1+5) +007t O] 6™ )

=)+ uTE )] 0t o)

- _52<+

2
< Cop' ™ (1)

olur. Burada § > 0 sayisi,
5 (1+ %) Lo (0) < G
sartini saglayan yeterince kiigiik bir sayidir. Ayrica § y1

¢’ (0) = dyp'*2 (0) < ¢’ (0)

olacak sekilde secebiliriz.
Simdi her 0 <t < Tj igin
W(t) > ¢ (1)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

oldugunu kabul edelim. (3.2.9) un ¢oziimiiniin siirekliliginden ve (3.2.14) e bagh olarak

yeterince kiigiik ¢ > 0 sayilan i¢in ¢’ () > ¢’ (t) olmasin. Bu durumda 0 < tq < Ty

olacak sekilde 6yle bir ty sayisi vardir ki

P () > (1), 0<t<tyved (ty) =

olur. Boylece, 0 <t <ty araliginda ¢ — ¢ icin

W) = ¢" (1) U (1) = & () = Co (V™ (t) —

29
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denklemini elde ederiz. Bu denklemin coziilmesiyle

V' (to) — ¢ (to) = €7 (¥ (0) — ¢ (0)) > 0

bulunur. Bu (3.2.16) ile celismektedir. Boylece (3.2.15) dogrudur, yani (3.2.9) un

¢Oziimii sonlu zamanda patlar.
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4. DOGRUSAL OLMAYAN DAMPING VE KAYNAK TERIiM iCEREN
DALGA DENKLEM SiSTEMININ COZUMLERININ VARLIGI, AZAL-

MASI VE PATLAMASI
Bu boliimde (4.1.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin lokal varligini, global varligina,

enerji azalmasini ve patlamasimi elde edecegiz (Pigkin ve Polat 2013).

4.1. Giris
Bu bolimde dogrusal olmayan damping ve kaynak terim igceren dalga denklem

sistemi igin

w + [we" g = div (p (|Vul?) Vi) + fi (u,0),  (2,t) € 2 x (0,T),

vy + vy v = div (p (\Vv[z) Vo) + fo(u,v), (1) € Q% (0,T),

u(z,t) =v(z,t) =0, (z,t) € 90 x (0,T), (4.1.1)
u(x,0) =up (), ut(z,0) =uy (x), x €,

v (z,0) = v (x), v (x,0) =0y (2),

baglangi¢ deger problemi ele alinmigtir. Burada €2, R™ de 0f) diizgiin sinirina sahip

x €€

simirh bir bolgedir. Ayrica n = 1,2,3; p,q > 1 olup fi(.,.) : R?> — R (i = 1,2)
fonksiyonlarini daha sonra verecegiz.
p fonksiyonu s > 0 i¢in

p(s) €Ch p(s) >0, p(s)+2sp' (s) >0

satlarim saglasin. Bu calismada p fonksiyonunu 6zel olarak
(4.1.2)

p(S) :b1+bgsm, TTLZO

seklinde sececegiz. Burada by, by negatif olmayan sabitler ve by + by > 0 dir.

(A1) a,b > 0 sabit sayilar olmak iizere F (u,v) = a|u+v|""" + 2b|uv|r2i1 olsun.
YT

Burada n = 1,2 i¢gin r > 3 ve n = 3 igin r = 3 tiir. fi (u,v) = %Z? fa (u,v)
n=12icinp,g>1 n=3icin 1 < p,q <5 dir.
Burada, V (u,v) € R? igin
u fi(u,v) +vfs(u,v) = (r+1) F (u,v) (4.1.3)

oldugu kolayca goriilebilir.
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Lemma 4.1.1. ¢y ve ¢; pozitif sabitler olmak iizere
co (lul ™" + o) < F(u,v) < er (Ju™ + o) (4.1.4)

esitsizligi saglanmir (Messaoudi ve Houari 2010).

Ispat. (4.1.4) esitsizliginin sag tarafinm dogrulugu aciktir. Sol tarafta eger u =

v = 0 ise dogrudur. Simdi genelligi kaybetmeden v # 0 ve |u| < |v| veya |u| > |v]

r+1
2 :|

durumlarinm ele alalim.

lu| < |v| igin,
U

r+1
F(u,v) = |o| ™ {a‘1+2 +2b
v

v

yazilabilir. Simdi [—1, 1] arahiginda
j(s) = all+s " +2bs| T

siirekli fonksiyonunu tamimlayalim. Burada minj(s) > 0 dir. Eger minj(s) = 0

olursa, baz1 sy € [—1, 1] sayilar1 i¢in
- r+1 r+i
Jj(so) =all+ s/ +2b|sg] 2 =0

olur. Buradan |1 + so| = |so| = 0 olmas1 gerekir, bu da imkansizdir. Yani min j (s) =

2¢o > 0 dir. Bu nedenle
F (u,v) > 2¢0 |v|™ > 2¢0 |ul ™!

dir. Sonug olarak

F (u,0) > co (Ju™ + ol )

olur.

Eger |u| > |v]| ise, benzer sekilde

r+1
F(u,v) = |ul"! {a‘1+g‘ +26‘E
u u

r+1
2 :|

olur. Buradan da istenen sonug elde edilir. Boylece lemmanin ispat1 tamanlanir.

> 2CO |u|7‘+1 > 2C0 |'U‘T+1
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4.2. Lokal Varhk

Bu kisimda (4.1.1) probleminin lokal ¢oziimiiniin varligini Faedo-Galerkin Meto-

dundan faydalanarak elde edecegiz.

Tanim 4.2.1. (u,v) ikilisi [0,7] araliginda asagidaki kosullar1 sagliyorsa (4.1.1)

probleminin bir zayif ¢oziimii olur:

wv € C([O,T];W&’Z(mﬂ) (Q)ﬁL”l(Q)),
u, € C([0,T];L%(Q) N LP*1 (Q x (0,T)),
v, € C([0,T];L% () NLT (2% (0,T)).

Ayrica ¢ € ng,2(m+1) Q)N LF(Q), pe ng,2(m+1) () N LT (Q) test fonksiyonlar:

icin hemen hemen biitiin ¢ € [0, 7] arahgindaki (u,v) ikilileri

/ ()¢dx—/ ()gbdx—l—/g(p(|Vu|2) Vu) ngdx—i—/ot/g|u'|plu'¢dxd7'

/ / £ (u 7)) ¢ddr, (4.2.1)

/ v (t )gpd:v—/ ()gpd:n%—/g(p (IVol*) Vo) Vgoda:+/0t/£2|v'|q_lv’<pd9:d7

/ / Fo (u(7) v (7)) pdzdr (4.2.2)

esitliklerini saglar.

Teorem 4.2.2 (Lokal varlik). (A1) deki kogullar saglansin. Baz1 [0,7], T" > 0
araliginda tanimh ug, vg € Wy 2™ (Q)N L+ (Q) ve uy, vy € L2 () baslangig verileri

i¢in (4.1.1) probleminin bir tek (u,v) lokal zayif ¢dziimii vardir ve bu ¢oziim

B0+ [ (I I+ - 1) dr = B0 (123

enerji 6zdegligini saglar. Burada E (t), (4.3.3) te tammmlanmugtir.

Ispat. Ispat1 Faedo-Galerkin metodu ile yapacagz.
Yaoklasik ¢oziim:
{w;i}2y, W2 (Q) icin bir baz ve k > 1 icin Vi = span {w;}>2, olsun. Prob-
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lemimizin i i
= upg () wy, v (t) =D vry (t) w (4.2.4)
j=1 j=1

formunda yaklagik ¢oziimiinii arayalim. Burada wuy j (t) ve vy ; (f) asagidaki baslangig

deger probleminin ¢oziimleridir:

/ {u',; —div (p (|Vug|*) Vug) + [uf, |~ " }wjdx = / fi1 (g, vp) wide,  (4.2.5)
0 Q

/ {vg —div (p (|Vvk| ) Vo) + [vi | Y }wjdx = / fa (ug, vg) widx (4.2.6)
Q Q

baglangi¢ kosullar
ug, (0) = ugg; uy, (0) = urg, vy (0) = vor; vy, (0) = vy, (4.2.7)
dir. Burada ugg, w1k, vok, v1x lar Vi da asagidaki sartlar saglayacak sekilde secilmistir:
Wol’2(m+1) (Q) da ugr — ug, vor — Vo (4.2.8)

ve

L*(Q) de wy — uy, vip — v1. (4.2.9)

Dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin standart teorisinden biliniyor
ki (4.2.5)-(4.2.7) probleminin baz [0, ¢,,,) araliklarinda ¢oztimii vardir. Oyleki bu ¢oziim
agagidaki onsel tahminler kullanilarak [0, 7'] kapal araligina genisletilebilir.

Onsel tahmin I:

(4.2.5) denklemini uj, ; (¢) ile (4.2.6) denklemini de v}, ; (¢) ile garpip j = 1,..., k icin

1) + [ o

fr (ug, vi) wpd, (4.2.10)

toplarsak

(Huz 02 + b1 [V (9]

N | —
SIS

I
S~

1d [, ,

3 (1oL 1+ 170 O] O + [ o o
_ /fz(ukwk)uadx (4.2.11)

Q
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buluruz. (4.2.10) ve (4.2.11) i toplayip 0 dan ¢ ye integral alirsak

i ()1 + o (O] + ||wk OIF + by V0 ()]

b2 m m
( IV (2 )||2m1}§ o [V (t )Iliﬁmiii)

¢
+/ /|u}€ (7’)|p+1dmd7+/ /|v}€ ()| dedr
0 JQ 0 JQ

S Co + /0 /Q (fl (Uk, Uk> U;C + f2 (uk, Uk) U];) dxdr (4212)

olur. Simdi (4.2.12) nin sag tarafindaki terimler i¢in kestirime ihtiyacimiz var. Bunun

i¢in (A1), Holder esitsizligi, Sobolev gémiilme teoremi ve Young esitsizligi kullanilirsa

/ f1 (ug (7) v (7)) wy, (7) daedr

< // i (D + o () + i (0T o ()] F) o (7)] v

< c / (ruk Pl + o (), + e (Dl o (Dl )Hu;(ﬂudr
< ¢ / (190 I + V0 O + 190 (DI 190 (DI F )l (7)] dr
<

c / (e PP + [V () F + [V () + [V (D [T (1) 9)

elde edilir. Benzer gekilde

(ug (1), vg (7)) vy, (7) dadr

= C/O (\!v;(T)H?+HVuk(T>H2T+Hvuk(rwwHwk(T)uT“vak(ﬂw@l.;.azzﬁ)

bulunur. Bu durumda (4.2.12)-(4.2.14) ten

t

¢ ¢
yr () + 2/ / |, (7')|]0Jr1 dxdr + 2/ / |y, (T)|q+1 dxdr < Cy + C/ yr (1) dr
Q Q
" ’ Y (4.2.15)

yazilabilir. Buraday (t) = 1+ |[uj, (8)[*+llv; 0)II*+ fi, (P (IVue (OF) + P ([Voe (D)) da

dir. Yani 6zel olarak Gronwall tipli

t
yk(t)§00+0/ yk(T)rd’T
0
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esitsizligine sahibiz. Bu esitsizlik ¢oziiliirse
yi (1) < [Co — (r— 1) Ct] 7 (4.2.16)
bulunur. Béylece (4.2.16) dan bir 7' > 0 zamam vardir ki V¢ € [0, 7] igin
yk (1) < G (4.2.17)

dir. Burada (', k£ dan bagimsiz pozitif sabittir.
(4.2.15) ve (4.2.17) den Vt € [0, T] igin

t t
/ / il (7) P dadr + 2 / / L ()" dadr < C (4.2.18)
0 Q 0 Q

ifadesi kolayca yazilabilir. (4.2.17) ve (4.2.18) den

s vy L <[0,T];Wg’2(m“) (Q)), (4.2.19)
up,, vy L= ((0,T]; L% (), (4.2.20)
up; L?([0,T]; L (), (4.2.21)

v L?([0,7]; L1 (Q)) ,

/
da smirhdir. Simdi A : W2 (Q) — <W01 2m+1) (Q)) siirh operator olmak
tizere, Aw = div (p (|Vw|2) Vw) olsun. (4.2.19) dan

Alup), Avy); L® ([O,T]; <W01’2(m+1) (Q))') da (4.2.22)

sinirhdir.
Onsel tahmin IT icin (Sango 2009) dakine benzer iglemler yapilirsa,;
u,v € L ([O,T] WA () A (Q)) Jup € L ([0,T]; L2 (Q)) N L (2 x (0, 7))
ve v; € L™ ([0,T];L*(Q)) N L (Q x (0,T)) bulunur. (Lions ve Magenes 1972)
teki Lemma 8.1-8.2 kullanilirsa w,v € C, ([O,T] W () 0 Lt (Q)) , U €
Cy ([0,T); L2 () N LPTH(Q x (0,T)) ve vy € C, ([0,T]; L*(Q)) N L (Q x (0,T))
olur. Sonug olarak diizgiinliik (regularity) (Rammaha ve Sakuntasathien 2010) daki

Lemma 2.11 gibi yapilabilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4.3. Global Varlik ve Enerji Azalmasi

Bu kisimda (4.1.1) probleminin ¢oziimlerinin global varligini ve enerji azalmasini

gosterecegiz. Bunun i¢in 6nce asagidaki fonksiyonelleri tanimlayalim;

J(@t)=J(u(t),v(t) = 1/Q (P (\Vu\2) + P (‘VUF)) dx — / F(u,v)dz (4.3.1)

Q

ve

I(t)=1(u(t),v(t)) =/Q(P(|Vu12) +P(\Vv\2))dm—(r+1)/F(u,v) dr (4.3.2)

Q

dir. Ayrica (4.1.1) probleminin E (t) = E (t,u (t),v (t)) enerji fonksiyoneli

E(t) =

DO | —

(HutH2+|\th2)+%/Q(P(Nu\2)+P(yvuy2))dx—/F(u,v)da: (4.3.3)

Q

seklindedir. Burada s > 0 i¢in P (s) = [ p (£) d¢ dur.

Son olarak

W = {(u, V) : (u,0) € WD (Q) s WE2 D Q)| T (u,0) > 0 } U{(0,0)}

(4.3.4)
olsun.
Lemma 4.3.1. E (t) fonksiyoneli ¢ > 0 i¢in artmayandir. Yani
d p+1 q+1
S E ) == llue )55, = llve (@)llg2r < 0 (4.3.5)

dir.

Ispat. (4.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini u; ile ikinci denklemini v, ile
carpip {2 bolgesi iizerinden integral aldiktan sonra kismi integrasyon uygularsak, ¢ > 0
icin

E(t) - E(0) = - /O t (Il VL + llor (11251 dr (4.3.6)

elde edilir.
Lemma 4.3.2. Kabul edelim ki

r>3, n=12 ise
(4.3.7)

r=3, n=3 ise
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olsun. Ayrica (ug,v9) € W ve (ug,v1) € L* () igin

2(r+1)

B=caCl (r+1) (m

E (0)) <1 (4.3.8)

oluyorsa, bu durumda V¢ > 0 i¢in (u,v) € W olur.
Ispat. I(0) > 0 oldugundan, u(t) ve v (t) nin siirekliliginden ¢+ = 0 m komsu-

lugundaki baz araliklarda V¢ € [0, 7] i¢in 7}, > 0 maksimum zamani vardir ve
I(t)>0
dir. (4.3.1) ve (4.3.2) den

160 = grg | POVl) P (9oR) det =510

sy [ (P () + P (Vo)) do

r—1 2 2 bo
—— |b
s | (7l 9ol +

2(m+1 2(m+1
(173 + IVl 59
dir. Buradan

2 2
< ZN 7T
A A Py

IN

=T B (0) (4.3.10)
olur. Sobolev-Poincare esitsizligi ve (4.3.8) goz oniine alimirsa t € [0, 7}, igin

a(r+ D) uli < @l (4 1) || Vol

< O (e + 1) [V [Vl

a4 1) () T Il

| Vul|? (4.3.11)

IN

A\

olur. Benzer sekilde

e (r+ 1) ol Ty < Vol
olur. Sonug olarak (4.3.2) nin kullamlmasiyla biitiin ¢ € [0,75,] i¢in I (¢) > 0 yazilr.
Bu adimlan tekrarlayarak 7}, yi T" ye genigletebiliriz. Boylece lemma ispatlanir.
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Lemma 4.3.3. Kabul edelim ki Lemma 4.3.2 nin kosgullar1 saglansin. Bu durumda

/ (P (IVul?) + P (|Vol)) de < ! _I() (43.12)
o L=t 4+ 1) (25 E(0)

bi(r—1)

esitsizligi yazilabilir.

Ispat. (4.3.2), (4.1.4), (4.3.10) ve (4.3.11) den

I(t) = /Q(P (|Vu|2) —|—P(|Vv|2))dx—(r—i—l)/F(u,v)dm

Q
> / (P (IVul®) + P (IVu*)) dz — e (r + 1) (JJulli5) + [|olli5))

> /Q (P (|Vul?) + P (|Vo]*)) dz

r—1

O (4 1) (%E (o>> IVl + [ Vl)
> ll—chf,:H(r—i—l) <%E(O))2 /Q(P(\Vu|2)+P(\VU\2))dx

bulunur. Buradan istenen elde edilir.

Teorem 4.3.4. Kabul edelim ki (4.3.7) saglansin. (ug,vo) € W, (4.3.8) i sagliyorsa,

bu durumda (4.1.1) probleminin ¢oziimii global olur.

fspat. Coziimiin global oldugunu gostermek icin ||u||” + [|v:]|* +
Jo (P (\Vu|2) + P (\Vv|2)) dz ifadesinin ¢ den bagimsiz olarak sinirh oldugunu
gostermek yeterlidir. Bunu yapmak i¢in (4.3.4) ve (4.3.6) y1 kullamirsak 7 (t) > 0

oldugundan
1 1 2
BO) = B =g (lul+ ) +3 [ (P(Ta) + P (Vo) do = [ Fluo)ds
. 1 2 T 2 1
= 5 (el +1l®) + 5= [ (POTa) = P (9)) do+ =T 0
1 2 r—1 2
> = P
> 5 (el + ) + 5= [ (PAVal) + P (9ol do

yazilir. Boylece
Jeal? + el + [ (P(9a) + P (195F)) do < OB 0)
Q

bulunur. Burada C' = max {2 2(”1 } dir. Sonug olarak Teorem 4.2.2 den ¢oziim
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global olur.

Teorem 4.3.5. Kabul edelim ki (A1), (4.1.4), (4.3.8) ve (ug,v9) € W saglansin.
Boylece
E (0) ewrli=1" eger p=gq =1,
(EO0)*+Cy'lalt— 1]+)_é , egerp,g>1

E(t) <

enerji kestirimi yazilabilir. Burada w;, a ve Cy daha sonra belirlenecek olan pozitif

sabitlerdir.

ispat.
d
ZE (1) == llu I = [l 0553 (4.3.13)

ifadesinin ¢ > 0 i¢in [t, ¢ + 1] iizerinde integralin alinmasiyla

BO-BG+) = [ (lue ORI+ o O ar

= DY (t) + DI (1) (4.3.14)

bulunur. (4.3.14) ve Holder esitsizliginden

t+1 t+1 1 ., b
[ futtasa < [ o)™ ()™ a
t Q t Q Q
p1 [HHT )
— 1205 [l =enz (43.15)
t
yazilir. Benzer gekilde
t+1 -
/1U£mfmmgumﬂpgw:om@> (4.3.16)
t

olur.

t1 € [t,t+ 1] vets € [t+ 2,¢+ 1] olmak {izere (4.3.15) ve (4.3.16) dan
lus ()|l < CD;y (t), i =1,2 (4.3.17)

ve

e (8)]] < CD2 (t), i =1,2 (4.3.18)

yazilir.

(4.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini u ile, ikinci denklemini v ile ¢arpip
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Q X [t1, to] lizerinde integral alirsak

t2 t2
/ I(t)dt = —/ /[uutt—irvvtt] dxdt
t1 t1 Q
12 t2
—/ /|ut|p_1utudxdt—/ /|vt|q_1 vdzdt  (4.3.19)
t1 Q t1 Q

(4.3.19) un sag tarafindaki ilk terime kismi integrasyon ve Cauchy-Schwarz egitsi-

to to t2 to
(/wm:—/|muwﬁ (/WM —/|mwww
9) t 1 Q t1 31

[[eee (E0) [ e (B [lue (E2)1] 1w (22) ]
+ o @) v EDI A+ [loe @) o (E)]]

to [2)
+/Hm@Wﬁ+/Hw@Wﬁ

t1 t1

to to
—/ /\ut]pl utudxdt—/ /]vt|q1 vvdzdt (4.3.20)
t1 Q t1 Q

Simdi amacimiz (4.3.20) esitsizliginin sag tarafindaki son iki terim igin kestirim

olur.
zligi uygularsak

to
/ I(t)dt < +
t1

IN

bulunur.

elde etmektir. Holder esitsizliginden

t2 t2 T T
/ / |ut|p71 wudrdt < / [</ |Ut|p+1 dg:) (/ |u|p+1 d;p) ] dt
t1 Q t1 Q Q
to

=!/nmwmﬂw@mﬂﬁ (4.3.21)

t1

ve benzer sekilde

to to
/ / (0, vyudadt < / lon ()12, flo (O], dt (4.3.22)
t1 Q

t1

olur.
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Sobolev-Poincare esitsizligi ve (4.3.10) dan

to to
[l elde <00 [l 19l d
t1

t1
1
2(T+1) 2 (b 1
Ci | —= PoE dt
(1))} Lo [
sup E? (s U
s (9 / o2, it

—) ’ sup Ez (s) DY (t) (4.3.23)

t1<s<t2

IN

VAN

Q
N
SN
?\3
| |+
- ==
~__
[V

buluruz. Ayrica (4.3.10), (4.3.17) ve Sobolev-Poincare esitsizliginden

e (#)Il Ju (8)]| < C1Dy () sup B (s) (4.3.24)

t1<s<tp
_ [2(r+1)
buluruz. Burada Cy = 2C./ 5775

J Y e ey O IO

t bi(r—1)) n<s<t
v (t)]] [Jo (1:)]] < CaDy () sup E? (s) (4.3.26)
t1<s<ts

yazlr. Burada Cy = 2C1/ 2755C dir. Boylece (4.3.23)-(4.3.26) dan

/tQ I(t)dt < Cs [ sup E2 (s) (Dy (t) + Dy (1)) + D2 (t) + D2 (1)

t t1<s<ts

1)21 ((7; +_ 11))“2%2 B3 (s) (DP () + D (1)) (4.3.27)

+C,

olur.

Diger taraftan (4.3.12) esitsizliginin g6z 6niine alinmasiyla

E(t) < = (Jlugl® + [vel?) + Cul (2) (4.3.28)

l\DI»—t

yazilabilir. Burada Cy = r=1 =7 + m dir.
2(r+1) |:1chI+1(r+1)(b21((Tr+1l)>E( )) z }

(4.3.28) in [t1, t5] arahiginda integralini alirsak

to 1 to to
/E(t)dt§§/ [||ut\|2+|]ut||2]dt+(3’4/ I(t) dt

t1 t1 t1
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olur. Boylece (4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.27) den

t2
/ E@)dt < %CD%(t)Jr%CD%(t)

t1

+C4C; [ sup E2 (s) (D (t) + Dy (1)) + D2 (t) + D2 (1)

t1<s<t2

+C, (4.3.29)

dir.

L E (t) ifadesinin [t, t,] arahginda integralini alirsak

B0 =B+ [ [l QI+ o (DI o (4.3.30)

olur.

Ayrica ty — t1 > % oldugundan (4.3.30) dan

to to
/E(t)dt > / E (t2) dt
t1 t1

(ta —t1) E (t2)
SE (1)

v

yazilir. Yani

E(t) <2 / CEwd (4.3.31)

t1

dur.
Sonug olarak (4.3.14), (4.3.29), (4.3.30), (4.3.31) ve 1,1t € [t,t + 1] oldugundan

50 < 2 [ BO@s [ (e @ e 0l dr

t1 t

= 2 / : E (t)dt + D' (t) + DI (¢) (4.3.32)

t1

dir. Boylece (4.3.29) dan

E{) < (%C + 040) (D3 (t) + D3 (t)) + DY (t) + D (1)

(t)

N

+C5[Dy (t) + Do (t) + DY (t) + DI (t)| E
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olur. Sonug olarak Young esitsizliginden
E(t) < Cs [DI(t) + D3 (t) + DY (t) + D§T (1) + D (t) + D3 (t)]  (4.3.33)

elde edilir.
1. Durum: Eger p = q = 1 ise (4.3.33) ifadesi

E(t) <3Cq [D} (t) + D3 (t)] = 3Cs [E (t) — E (t +1)]

olur. Lemma 3.1.3.1 den

E(t) < E(0)e 1"

bulunur. Burada w; = In 326—0‘—;1 dir.

2. Durum: Eger p,q > 1 ise (4.3.33) ifadesi

E(t)

IN

CeD? (1) (1 + DP7L () + DAY (t)) + CsD2 (1) (1 + DI () + DAY (t)>

< G (14D @+ DYV @)+ Dy (1) + DIV (1) (D3 (1) + D3 (1)

olur.

Vt > 0i¢in F (t) < E (0) oldugundan ve (4.3.14) ten

2(p—1) 2(q—1)

E(t) < Co(1+ B (0)+E #1 (0)+ 5 (0)+ 1 (0)) (D} (1) + D3 (1))
< G (D2(t)+ DE(1))

yazilir. Boylece

FE (t)”max{p%l:q;zl} [07 (Df (t) + Dg (t))]”max{%’q%l}

< G (D‘fla"{p“"’“} (t) + Dextpriati} (t)) (4.3.34)

IN

yazilabilir. @ = max {5}, 42} olarak secersek, (4.3.34) ifadesi

E <t>1+a

IN

Cs (DY (1) D*7* (1) + DY (1) D3 (1)

P B (0) 4+ DS () BT (0))

+ D5 (1))

= Cy[E(t)— E(t+1)] (4.3.35)

IN N
SR
—~
ASAS
A
=
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2a—p+1 2a—qg+1

ifadesine doniigtir. Burada Cy = Cjy maX{E i (0), B ot (O)} dir.  Boylece
(4.3.35) ve Lemma 3.1.3.1 den

[

E{t)< (B0 *+Colalt—1]7) =

bulunur. Boylece teorem ispatlanmig olur.

4.4. Coziimiin Patlamasi

Bu kisimda (4.1.1) probleminin p = ¢ = 1 i¢in ¢6ziimiiniin patlamas: ile il-

gilenecegiz.

Eger (4.1.1) probleminde p = ¢ = 1 alinirsa

wy +up = div (p (|Vul®) Vu) + fi (w,0),  (2,t) € 2 x (0,T),

i (4.4.1)
vy + v = div (p (|Vo]7) Vo) + fo (u,v), (x,t) € Q2 x (0,7)

denklem sistemi elde eilir.

Tanim 4.4.1. (4.4.1) probleminin bir (u,v) ¢oziimii igin

lim {/Q (v + v?) do + /Ot/ﬂ (u® +v?) dmds} =00 (4.4.2)

sartin1 saglayan sonlu bir 7™ zamani varsa buna ¢oziimiin patlamasi denir.
t > 0 icin

a(t) = /Q (u® +v*) dx + /Ot/Q (u® +v*) dads (4.4.3)

olsun.

Lemma 4.4.2. Kabul edelim ki (A1) saglansin ve 5 <6< % olsun. Bu durumda
(1) > A4 1)/ (2 + 0?) de + (—4 — 85) E (0)
Q
t
+(4+85)/ (el + flenll?) dt (4.4.4)
0

dir.
Ispat. (4.4.3) ten

a (t) = 2/ (uy + vvy) do + ||ul|® + [|Jv]? (4.4.5)
Q
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yazilir. (4.4.1) ve diverjans teoreminin kullanilmasi ile

a(t) = 2/ (uj +v7) dv + 2/ (uuy + voy) do + 2/ (uuy + voy) da
Q Q Q

_ 2/ (2 + o?) dm—2/ (p (IVul2) [Val® + p (1902) [Vol?) da
Q Q

+2(r 4 1) / F (u,v) dz (4.4.6)

bulunur. Ayrica (4.3.6) ve (4.4.6) dan

a'(t) = 4(5+1)/Q(ut+vt)dx—l—( 4—85)E(0)+(4+85)/0 (luell® + [lvel|?) dt
+(45+2)/Q(P(|Vu|2) + P (|Vv|*)) da
—2/ (p(|Vu|2) |Vu|? +p(|VU|2) |Vv|2) dx
Q

+(27"—8(5—2)/F(u,v)dx

_ 4(5—1—1)/9(ut+vt)dx+( 4 85)E(0)+(4+86)/ (el + lenll?) dt

0

+40by (| Vull* + [ V0]?) +bs (m T 2) (IVullsins) +19ols)

+(2r—85—2)/F(u,v)dw

Q

yazihir. § <0 < 7= —L oldugundan 49b; > 0, b, (45+2 2) >0ve2r—8—2 >0 olur.
Boylece (4.4.4) elde edilir.

Lemma 4.4.3. (Al), 2 < < ™! ve agagidaki durumlardan biri saglansin:
(i) E(0)<

(ii) E(0) = 0 ve [, (uguy + vovy) dx > 0,

(iii) £(0) > 0 ve

K

a' (0) > ry |a(0) + m] + (Iluoll® + [fvoll?) - (4.4.7)

Bu durumda ¢t > t* icin o’ (t) > |juo||* + ||vo||* bulunur. Burada, (i) durumunda
to = t* ve (ii), (iii) durumlarinda da ¢ty = 0 dir. Ayrica K; ve t* sirasiyla (4.4.13) ve
(4.4.8) de tanimlanmgtir.
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Ispat. (i) EgerE (0) < 0 ise, (4.4.4) ten
a(t)>ad(0)—4(1+25)E0)t, t>0

yazihr. Boylece, ¢t > t* icin a’ (t) > |Jug||* + ||vo|* olur. Burada

. @’ (0) — (fluoll” + flvol*)
t —max{ I +20)E0) ,O} (4.4.8)

dir.

(ii) Eger £ (0) =0 ve fQ (uouy + vovy) dx > 0 ise, bu durumda ¢ > 0 igin a” (¢) > 0
dir. Boylece t > 0 icin a’ (¢) > ||uo||> + ||vo||* dar.

(iii) Eger F (0) > 0 ise, tnce

t t 2
2/ /uutdmdt = / %ida:dt
0o Ja 0o Jo Ot
t
= / u?dr
Q 0

= Jlul® — fluo|” (4.4.9)

oldugunu not edelim. (4.4.9) a Holder esitsizligi ve Young esitsizligi uygulamrsa

t
Jal® < ol + [l a+ [ el (4.4.10)
0
bulunur. Benzer sekilde
2 2 ¢ 2 2
ol < ol + [ ol de+ [ o as (a.4.1)
0
dir. Holder esitsizligi, Young esitsizligi, (4.4.10) ve (4.4.11) den
t
& (1) < a () + Juol® + Jvol? +/ (2 + o?) da +/ (el + ue?) de - (4.4.12)
Q 0
bulunur. Boylece (4.4.4) ve (4.4.12) den
a"(t)—4(0+1)d (t)+4(0+1)a(t)+ K, >0
bulunur. Burada

Ki=(4+85)E0)+40+1) (|luol® + [Jvoll) (4.4.13)
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dir. ¢ > 0 icin

b(t):a(t)—i—ﬁ

olsun. Bu durumda b(¢), Lemma 3.2.1 i saglar. Sonug olarak, (4.4.7) den d' (t) >
(HuOH2 + HUOHZ) , t > 0 olur. Burada ry, Lemma 3.2.1 de verildigi gibidir.

Teorem 4.4.4. Kabul edelim ki (Al) ve 2 < § < = saglansm. Asagidaki

durumlarda
(i) E(0) <0,
(ii) E(0) = 0 ve [, (uguy + vovy) dz > 0,
(i) 0 < B (0) < - (mlcll®)) =)y ) standuginda
8[a(to)+(T1—to) (Iluol*+llvo[l*)]” ’
(u,v) ¢oziimii (4.4.2) anlaminda sonlu bir 7* zamaninda patlar.
(i) durumunda,
H (to)
T <ty — 4.4.14
= 40 o’ (tO) ( )
dir. Ayrica, eger H (to) < min {1, /—%} ise,
T <to+ ——1 b (4.4.15)
< n—— 4.
Vb —% — H (to)

dir. Burada

a:YH”%moUd@@—HWW—HmWf—8EmﬂT%@@ >0 (4.4.16)

b=85%E (0) (4.4.17)
dir.
(ii) durumunda
H
T* <ty — (to) (4.4.18)
Va

dir.

(iii) durumunda

H(t 1 2+1 5 941 25
T* < \ﬁaO) veya T* < to + 2°% (%) T {1 - {1+ (9) ’ H(to)]

dir. Burada a ve b, (4.4.16) ve (4.4.17) de verildigi gibidir.
Ispat. t € [0, 7] igin

H(t) = [at)+ (T —t) (Juol® + lwol?)] ™ (4.4.20)
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olsun. Burada 77 > 0 daha sonra belirlenecek olan bir sabittir. Buradan

H'(t) = =8 [a(t)+ (T =) (Juoll” + lol?)] " o () = (luol® + [ooll”)]
= —SHY5 () [@ (t) — (luol® + [lvo]*)] . (4.4.21)
H'(t) = —0HY5 (t)a" (1) [a(t) + (T = t) (Juoll® + [lwoll*)]
SR (£) (14 6) [0/ (£) — (luoll? + wo]l?)]? (4.4.22)
H (t) = —6H"5 (t) V (¢) (4.4.23)
dir. Burada

V() = a" @) [a)+(T1—t) (luol® + [Jvol*)]
— (1 +68) [d () = (luol® + [vo]*)]” (4.4.24)

dir. Hesaplamalarda kolaylik olsun diye

P, = [yuidr, R, = [,ulde, Q.= [y|lul’dt, S.= [ |luldt,
P, = [yvidr, R,= [yvide, Q,= [y |vl*dt, S,= [ |lv?dt

gosterimlerini kullanalim. (4.4.5), (4.4.9) ve Holder esitsizliginden

t
d(t) = 2/(uut+vvt)d:c+HuoH2—|—|\voH2+2/ /(uut—l—vvt)dxdt
Q 0 Q

< 2 <\/RUPU +V/QuSa + VR.P, + \/QUSU> + [Juol® + [[vol|? (4.4.25)

olur.

Eger (i) ve (ii) durumlar saglaniyorsa, (4.4.4) ten
a’"(t) > (=4 —85) E(0) +4(1+0) (R, + Su+ R, + S,) (4.4.26)
yazilir. Boylece (4.4.20) ve (4.4.24)-(4.4.26) dan

V() > [(—4—88)E(0)+4(1+0)(Ry+ Su+Ry+S,)H 7 (1)
~4(1+0) (VR + VS, + VR4 V@S
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yazilir. (4.4.3) ten
¢
a(t) = / (u2+v2) d:r;—l—/ / (u2—|—02) drds = P, + P, + Q, + Q,
Q 0o Jo
dir. Yukaridaki egitsizlik ve (4.4.20) den

V() > (—4—88)E(0)H 5 (t)
+4(1+0) [(Ru + Sy + Ry + S0) (Ty — 1) (Juol” + [[vo]|?) +© (2)]

bulunur. Burada

O() = (Ru+S.+Ry+S5,)(P.+Q.+ P, +Q,)

— (VR + QuSu+ VR + \/stv)2

dir. Schwarz egitsizliginden O (t) negatif degildir. Boylece
V(t)>(—4—85)E)H 5 (), t >t (4.4.27)
dir. Ayrica, (4.4.23) ve (4.4.27) den
H" (1) < 46 (1+28) E (0) HY5 (1), t >t (4.4.28)

dir. (4.4.21) ve Lemma 4.4.3 ten, t > ¢, i¢in H' (t) < 0 oldugunu biliyoruz. (4.4.28) i
H' (t) ile garpip to dan ¢ ye integrallersek, t > tq icin

H” (t) > a+ bH>"5 (1)

buluruz. Burada a, b sirasiyla (4.4.16) ve (4.4.17) deki gibidir.

Eger (iii) saglaniyor ise, (i) deki adimlara benzer olarak, a > 0 ancak ve ancak

(a/ (to) = (ol + o]®))’
8 [a(to) + (Ty — to) (|luo]l” + [[vo]*)]

E(0) <

dir. Boylece Lemma 3.2.2 den lim H (¢) = 0 sartin1 saglayan sonlu bir 7% zamani
t

—T*—

vardir ki 7% 1n tist simirlart £ (0) nin isaretine gore belirlenir.
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5. DOGRUSAL OLMAYAN YUKSEK MERTEBEDEN DENKLEM

SISTEMININ COZUMLERININ AZALMASI VE PATLAMASI

Bu boliimde, (5.1.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin enerji azalmasini ve patla-
masin elde edecegiz (Pigkin ve Polat 2012a).

5.1. Giris

Bu boliimde yiiksek mertebeden baglangic sinir deger

(utt+Pu+ut:f1(u,v), (x,t) € Q2 x (0,T),
vy + Pv+ v = fo(u,v), (r,t) € Q x (0,7,

u(x,0) =ug (), ut(z,0) =uy (x), x €,

(5.1.1)
U(I,O)ivo(x),Ut(JI,O):’Ul(l’), erv
Pu—9v =0, i=0,1,...,m— 1, z € 00
\ v v

problemi gahigilacaktir. Burada P = (—A)™ ve m > 1 dogal sayidir. 2, R" de 9

diizgiin sinirina sahip sinirlh bir bolge ve v dig normalidir.
f1 (u,v) ve f5 (u,v) fonksiyonlarim

f1 (u,v) = [k‘ |u + UIQ(TH) (u+v)+1|ul"u |v|r+2} ,

fa (u,v) = [k 4 02 (w4 0) + 1 |u) 2 o] v]

seklinde secelim. Burada k,[ > 0 sabit sayilar ve r

-1 < n < 2m ise
(5.1.2)
—1<T§2T;m”, n > 2m ise

seklindedir. Yukaridaki esitliklerden V (u,v) € R? igin

u fi (u,v) +vfs (u,v) =2(r+2) F (u,v) (5.1.3)
yazilabilir. Burada
1

F(w0) = 50y [Flet o202 4 g |uv|’”+2] (5.1.4)

dur.

o1



5. DOGRUSAL OLMAYAN YUKSEK MERTEBEDEN DENKLEM SiSTEMININ

COZUMLERININ AZALMASI VE PATLAMASI

Lemma 5.1.1. ¢y ve ¢; pozitif sabitler olmak iizere

Co (|u|2(r+2) + |v|2(r+2)> <2(r+2)F (u,v) <¢ (|u|2(r+2) i |v|2(7“+2))

esitsizligi saglanmir (Messaoudi ve Houari 2010).
Ispat. Lemma 4.1.1 dekine benzer sekilde yapilabilir.

Simdi, baz1 fonksiyonelleri tanimlayalim:

2 1
[P

J(t) = % <HP%U

\7—AFWMM,

I(t) = HP%U ‘2 + HP%’U

Enerji fonksiyoneli

B0 = (lall + lol?) + 5 (|4 + o

seklindedir. Ayrica

W ={(u,v): (u,v) € HJ* () x H" (), I (u,v) >0 }U{(0,0)}

olsun.

Lemma 5.1.2. F(t) enerji fonksiyoneli £ > 0 igin artmayandir. Yani,

E'(t) = — (el + [luell”) <0

dir.

‘2—2(7“4—2)/!2F(u,v)d:1:.

\3—AFWMM

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

ispat. (5.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini u, ile ikinci denklemini v, ile

carpip (2 bolgesi tizerinden integral aldiktan sonra kismi integrasyon uygularsak, ¢ > 0

icin .
E@—E@z—lqu+mWMT

elde edilir.
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Teorem 5.1.3 (Lokal varlik). Kabul edelim ki (5.1.2) saglansin, ayrica (ug,vg) €
HP (Q) x H (), (ug,v1) € L? () x L*(Q) olsun. Bu durumda (5.1.1) problemi

u,v € C([0,T); Hy" (),

u € C ([0,T); L* (Q)) NL* (2 x [0,T)) vev, € C([0,T);L*(Q)) NL* (2 x [0,T))

lokal ¢oziimiine sahiptir.
Ayrica, agagidaki ifadelerden en az biri dogrudur:
i) T = oo,
i) £ — T igin uel]* + [l + | Pu

2 L2
‘ —{—HP§U‘ — 0.

Ispat. Teoremin ispat1 Agre ve Rammaha (2006) calismasina benzer olarak yapila-

bilir.

5.2. Enerji Azalmasi

Bu kisimda (5.1.1) probleminin ¢oziimlerinin iistel olarak sifira azaldigim gostere-

cegiz.

r+1
Teorem 5.2.1. Kabul edelim ki (5.1.2) saglansin. Ayrica ¢;C2U 2 (%E (0)) <

1 ve (ug,v9) € W olsun. Bu durumda ¢ > 0 igin
E(t) < Ke™ (5.2.1)

dir. Burada K ve k daha sonra belirlenecek pozitif sabitlerdir.

Ispat. ¢ > 0 icin
F(t) = E(f) +e / (g + vvy) d (5.2.2)
Q

olsun. Basit bir hesaplama ile F' (t) ve E (t) nin denk oldugu gosterilebilir. Yani € na

bagh oy, as > 0 sayilari icin
a1 F(t) < E(t) < aF (t) (5.2.3)

dir.
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F(t) nin ¢ ye gore tiirevi alindiktan sonra, (5.1.1) denklem sistemi, kismi integral,

(5.1.9) ve (5.1.5) teki 2 (r + 2) F (u,v) < ¢ (\u|2(T+2) - |U|2(T+2)> esitsizligi kullanilirsa

) - E'(t)—l—e(HutHZ—l—HthZ)+e/(uutt—i-vvtt)dx
Q

[+l

= = (lhael =+ oul®) + € (el + lel ) (HPw

)

2(r+2 2(r+2)
e [ v do -+ cen (Il + 101305

)

—e/(uut+vvt)dx+2(r+2)e/F(u,v)dm
Q Q

IN

(e= 1) (hul? + Foul?) = e (| P2 + [ Po

bulunur. 6 > 0 i¢in Young esitsizligi kullanilirsa

F'(t) < (e—l—i— )(HutH el —e<szu

e ([l + ol®) + eer (2013 + I0l2072)

)

olur.

Sobolev-Poincare esitsizliginden

P < - [1—6(1+415>} (el + nll?) — € (1 = C.5) (”péuﬂ2+HPév 2)

2(r+2) 2(r+2
teer (lul30ts) + 013073 (5.2.4)

yazilir.

Diger taraftan 7 (¢) > 0 oldugundan

r-+1 1 2 1
10 = 5oy ([Pl + P2
(t) 2(r+2)( ul| + v
r+1

2(r+2)

\2) + ﬁ] ()

)

2(r+2)
r+1

2
(e« o

yazilir. Boylece

2(r+2)

1 2 1
| Pl + |2
r+1

2
\ <

J (1) <

olur.
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Sobolev-Poincare esitsizligi kullanilirsa

2(r42 , 1 ]20r+2)
||“||2Erizg < R0+ ‘qu
— 2 || phy e |Paal
2 2 L2
g(ﬁ“”(liilEmo Wﬁu (5.2.5)
r+1
ve benzer sekilde
" 2 (r + 2 e
iy <czen (225 0)  p (5.2.6)
olur.
(5.2.5) ve (5.2.6) egitsizlikleri (5.2.4) te yazilirsa
1 2 2
F'(t) < - [1 —€ (1 + 4—5)} (luell* + llodl|*) = € (1 = C.5) <HP%U‘ + HP%U‘ )

2 2 rH 4
Fec; CXr+2) (ME <0)) <H P
r+1

)
o [1 . (1 " %)] (el + ol

2(r+2 ! P2 s
e G e N (e

2 1
+ HP%

r+1

2(?.2.7)

bulunur.

Teoremdeki varsayimdan

2 2 rH
e C20+2) ((T—+)E (0)> _1<0
r+1

dir. Simdi
2(r+2)

C.6 + c,C2+2) (
r+1

E(0)>r+l—1<0

olacak sekilde § y1 yeterince kiigiik secelim. (5.2.7) den sadece ¢ ya bagh bir n > 0

sayis1 vardir ki

]_ 1 2 1
P <= [1- (14 55)] G+ 1) = en (23] 4 o

2) (5.2.8)

olur.
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Sonug olarak (5.1.8) enerji 6zdegliginin kullanilmasiyla

PO s B0+ |e(1 g3 ) -1 (il + ful?

e G . n) <Hp;u ) (5.2.9)

olur. Simdi 7 > 3 ve e < 1ﬁ$6 olarak segersek, (5.2.9) dan

[+l

F' (1)

IA

—eF (1)
< —ea F (1) (5.2.10)

ifadesi elde edilir. (5.2.10) dan integralin alinmasiyla V¢ > 0 icin
F(t)< F(0)e ™
bulunur. Burada k = eay dir. (5.2.3) esitsizligi goz oniinde bulundurulursa V¢ > 0 igin
E(t) <K ekt

olur. Burada K = s F' (0) dir. Boylece teorem ispatlanir.

5.3. Cozilimiin Patlamasi

Bu kisimda (5.1.1) probleminin ¢tziimiiniin patlamasin tigiincii béliimde verdigimiz

Lemma 3.2.3 ten faydalanarak gosterecegiz.

Teorem 5.3.1. Teorem 5.1.3 teki kogullara ek olarak
E(0) <0, / (uouy + vovy) dx >0
Q

olsun. Bu durumda (5.1.1) probleminin ¢tziimii sonlu zamanda patlar. Diger bir ifade

ile hm (||u|| + [|v]|*) = oo olacak sekilde pozitif bir T* sayist vardir.

Ispat. Lemma 3.2.3 i uygulamak icin

P (t) = %/Q (|u\2 + |v|2) dx (5.3.1)
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olarak tamimlayalim. Bu durumda

P (t) = /Q (wuy 4+ vvy) do (5.3.2)

ve

V" (t) = /Q (uf +v7) dx + /Q (g + vy do (5.3.3)

olur.

(5.3.3) te (5.1.1) denklem sistemi kullanilirsa

w0 = [ d)dn ([Prf 4 pi])

— / (wuy + vvy) dx 4+ 2 (r + 2) / F (u,v)dx (5.3.4)

bulunur.

2 L2
Simdi (5.1.8) deki enerji 6zdegliginden ”P%UH + HPEU ‘ ifadesini (5.3.4) te yerine

yazarsak
)Y () = 2wl + [ve]®) - 2B (t)+2(7"+1)/F(u>v) d
Q
2 2 r+1 2(r+2 2(r+2
> 2l + oul?) = 28 (0) + cor= (Iullsy13) + I0l573)
2(r+2 2(r+2
> (Il 1) + Iol5073) (5.3.5)
bulunur. Burada v = ¢ dur.
Simdi ||u||2(:i§) ve “UHEE:ﬁ; ifadeleri igin kestirim elde etmek i¢in Holder esitsizligi
kullanilirsa

1 i1
r42 r+42
/ ul® dz < (/ |22 dx) (/ 1dx)
0 0 0

olur. W,,, £ bolgesinin hacmini gostermek {iizere

r+2
2042 > ( / |u\2da:) (W)~ (5.36)

olur. Benzer sekilde

r+2
2(r+2 —(r
oty = ([ fas) awye (537
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dir. Sonug olarak

() + (1) >y (W)Y [(/Q \u|2d;c> - + (/Q yv|2d:c) THI (5.3.8)

bulunur.

(5.3.8) in sag tarafindaki ifadeye X, Y > 0, 1 < p < oo olmak iizere
(X+Y) <271 (XP+Y7)

esitsizligi uygulanirsa

r+2 r—+2 r+2
2~ (r+D) </ |ul® da:+/ |v\2dx) < </ |u|2dx) + (/ |v\2dx)
Q " 0 0

bulunur.

Sonug olarak (5.3.8) esitsizligi

W)+ () > 27Ty —(r D) (/ |ul? dx+/\vy d:v)

_ ZV(Wn) r+1)wr+2

—(r+1)

ifadesine dontisiir. Burada Cy = 2y (W,,) > 0vea=r+1>0 olarak almirsa

Lemma 3.2.3 iin gartlar saglanir. Boylece v (t) sonlu zamanda patlar.
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6. GUCLU DAMPING TERIMLi YUKSEK MERTEBEDEN DEN-
KLEM SISTEMININ COZUMLERININ AZALMASI VE PATLAMASI

Bu boliimde, (6.1.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin global varhgmi, enerji azal-
masi (Pigkin ve Polat 2012b), negatif baglangi¢ enerjisi i¢in (Polat ve Pigkin 2012)

ve porzitif baglangi¢ enerjisi i¢in patlamasini elde edecegiz.

6.1. Giris

Bu calisgmada yiiksek mertebeden baglangi¢ sinir deger

p

U + Pu — Ay + [we]” ™ ug = fy (u,0) (x,t) € Q2 x (0,7),
vy + Pv— Dvg + o) v = fo (u,0), (x,t) € Q% (0,7T),
u(x,0) =ug (z), ut(z,0) =uy (x), xr €Q, (6.1.1)
v (z,0) =vo (x), v (,0) = vy (), x €,
| D%u(z,t) = D% (z,t) =0, [af <m—1, x € 02

problemi cahsilacaktir. Burada P = (—A)"™, m > 1 dogal say1 ve p,q > 1 reel
sayillardir. €, R™ de 0f) diizgiin sinirina sahip simirhi bir bolgedir. Ayrica a =

n n

(a1, 9, .oy ain), ] = Zal, D% = a% = (21,29, ..., T,) dir.

1= 1
f1(u,v) ve fa(u, v) fonk31yon1ar1n1 a,b > 0 sabit sayilar olmak {izere

f1(u,v) = [a lu + v|2(T+1) (u+v)+blul"u ]v|T+2} ,

fo (u,v) = [ w4 0?7 (w4 v) + b |ul |v|rv]

bi¢iminde secelim. Burada r

—1<r, n<2mise

(6.1.2)
3m—n :
“l<r <255t n>2mise
seklindedir. Yukaridaki esitliklerden V (u,v) € R? igin
u f1(u,v) +vfe(u,v) =2(r+2)F (u,v) (6.1.3)
yazilabilir. Burada
F o) =505 alu+ v]2+? +zb\uur+2] (6.1.4)
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dir.

Lemma 6.1.1. ¢y ve ¢; pozitif sabitler olmak iizere
%<mﬂ””+wﬂ””)g2@+mF@mggq(mﬂ””+wﬂ””) (6.1.5)

esitsizligi saglanir (Messaoudi ve Houari 2010).
Ispat. Lemma 4.1.1 dekine benzer sekilde yapilabilir.

Simdi baz1 fonksiyonelleri tanimlayalim:

J(u@)ﬂmw)zzja)::%(Hpéuf-+HP%v

3—Lmem (6.1.6)

ve

Iu(®),v(0) = 1() = |[Ph| + [ Pho

2
—2(r+2) / F (u,v)dx. (6.1.7)
Q
Ayrica enerji fonksiyoneli

B O = 5 (o + ) + 5 (|72 + | o

3—AF@MM (6.1.8)
dir.

Lemma 6.1.2. F (t) enerji fonksiyoneli ¢ > 0 i¢in artmayandir. Yani,

E (&) = = (IVal? + IVol?) = (Il + elid) <00 (61.9)

q+1

dir.

Ispat. (6.1.1) denklem sisteminin birinci denklemini u; ile ikinci denklemini v, ile
carpip {2 bolgesi iizerinden integral aldiktan sonra kismi integrasyon uygularsak, ¢ > 0

icin
! 2 2 +1 +1
E@) - EO == [ (19l + Vol + furlp + o) o (6.110)
0

elde edilir.
Ayrica, 0 < s <t < T igin

t
B@)+ [ (IVarl 4190+l + org) dr < BGs) - (6.111)
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enerji egitsizligi saglanir.

Teorem 6.1.3 (Lokal varlik). Kabul edelim ki (6.1.2) saglansin. Ayrica p, ¢

1<p,q n<2mise
=4 - (6.1.12)

1<p,q < ngz, n > 2m ise

seklinde verilsin ve (ug,vo) € HY" (Q) x HF' (Q), (u1,v1) € L* () x L? (22) olsun. Bu
durumda (6.1.1) problemi

u,v € C([0,T); Hy" (),

ug € L?([0,T); Hy () N L1 (Q % [0,T)) ve
v, € L? ([0,T); Hy (Q)) N LI (Q x [0,T))

lokal ¢oziimiine sahiptir. Ayrica agagidaki ifadelerden en az biri dogrudur.
i) T = oo,

2

i) t — T~ icin ||lug|* + |Jve]|* + HP%u — .

2 1
e

Ispat. Teoremin ispat1 Agre ve Rammaha (2006) cahismasina benzer olarak yapila-

bilir.

6.2. Global Varlik ve Enerji Azalmasi
Bu boliimde, (6.1.1) probleminin global varligi ve enerji azalmasini inceleyecegiz.
Lemma 6.2.1. Kabul edelim ki (6.1.2) saglansin. Bu durumda (u,v) € HJ* (2) x

H{™ (Q) igin n > 0 sayist vardir ki

2 ) 2 r+2
|+ || P ) (6.2.1)

2(r+2 r4+2 1
o+ oI35+ 2l < o ([P

esitsizligi saglamir (Messaoudi ve Houari 2010).

Ispat. Minkowski ve Sobolev-Poincare esitsizliklerinden

2 2 2
lu+vl342 < 2 (||u||2(7"+2) + ||U||2(r+2)>

)

IN

2
2C (HPéuH + HP%U
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yazilabilir. Ayrica Holder, Young ve Sobolev-Poincare esitsizliklerinden

||UU||T+2 < ||U||2(r+2) ||U||2(r+2)
1 2 2

< 5 (lulldpszy + 10151

L2 L2

< o([lpl + [e])

olur. Son iki egitsizlikten (6.2.1) elde edilir.

Ispatlarimizda genelligi bozmadan (6.1.4) te a = b = 1 olarak alabiliriz. Ayrica

. 1 1
Bepio®, a, =B 5 B= (- —— a2 6.2.2
s, a 1= (2 2(r+2)>0‘* (6.2.2)

olarak tanimlayalim. Burada 7, (6.2.1) i saglayan en iyi sabittir. Simdi ifade ve ispat

edecegimiz lemma Vitillaro'nun (Vitillaro 1999) daki galigmasina benzerdir.

Lemma 6.2.2. Kabul edelim ki (6.1.2) saglansm. (u,v), (6.1.1) denklem sistemi-

nin ¢oziimii olsun. Ayrica F (0) < E; ve

=

L2 o2 2
<HP2UOH —|—HP5UOH ) < o (6.2.3)

durumunda V¢ € [0,T) igin

1

2) "< (6.2.4)

1 2 1
(&R
dir.

Ispat. Once (6.1.8), (6.2.1) ve B nin tanimindan

1 1|2 2
E(t) > 5( Pzu| + | P2v ) /F(u v) dx

1 1|2 r+2

= 3 Pay|| + P2v Hu+v!|2 +2HUUHT+2)
1 . 5 ) r+2

> —( P2uf| + ||P2v ) (HP uH —l—HPQU )
2 r+2
1 T B2(r+2) r+2

= 5( Pay|| + || P2v ) 2(r12) (”Pw ) (6.2.5)
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yazilabilir. Bu durumda ¢ > 0 i¢in
L2 L2
E(t)>C (Hqu + |[Pho ) (6.2.6)
olur. Burada G (a) = 302 — g?r(f:)) o2 +2) dir. G (), maksimum degerini o, = —
Br1
noktasinda alir ve bu maksimum deger
1 1
Gla)=|=— 2 6.2.7
(@) (2 2(r+2)> ‘ (6.2.7)

dur.
bu durumda (u (t), v (t)) nin siirekliliginden
(6.2.8)

(IPraco + [prowl’)” =

Simdi (6.2.4) ii geligki yoluyla elde edelim. Kabul edelim ki (6.2.4) saglanmasin,

(6.2.9)

_— o

) ~ G ()

olacak sekilde ¢y € (0,7 vardir. (6.2.5) ten

1 2 1
E(to) > G <HP2u(t0) + HP?v(to)
oldugu goriiliiyor. Bu ¢ > 0 i¢in E (t) < E(0) < E; olmasiyla geligir. Bu nedenle

(6.2.4) saglanir.
Eger baslangig verileri (ug,u;) € HI' () x L2 (Q), (vo,v1) € HF () x L*(Q) ve
(6.2.10)

E(0) < Ey,
<HP§u0 + HP%UO

Teorem 6.2.3 (Global varlik ve enerji azalmasi). Kabul edelim ki (6.1.2) saglansin.
ise (6.1.1) probleminin ¢oziimii globaldir. Yani 7' = oo dur. Burada «, ve E} sabitleri

1
2\ 2
)<a*

(6.2.2) de tanimlandig: gibidir.
2 2 2
2(r+2) E (0))

Ayrica, eger 1, €9 yeterince kiigiik sayilari i¢in

r+1
(o (2 Br0) ) 2B o (2
Lo, (%E(O))gl (6.2.11)
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ise, bu durumda her ¢ > % icin
E(t) < E(0)e %"

esitsizligi vardir. Burada C5 pozitif sabittir.

Ispat. Once T' = oo oldugunu ispatlayalm. E (0) < E; ve

Lo e e\
[Pl + [P ) <o

oldugundan Lemma 6.2.2 den

1|2 1|2 9 _1
Paul| +||P2v|| <ai=mn

olur. But € [0,7) igin

2 2

I(t) = ||P2u|| +||P2v —2(r+2)/F(u,v)d9;
Q

2
= ||P2u +||P2v —<HU+UH;E:E§+2‘|UUH:3>

Q)M 41
)]

1 2 1 2 1 2
> ||P2ul| + ||P2v —7](HP2U

|+ ]pe

1 2 2 1 2 1
= (HP2U > 1—n (HP2UH + HPﬂ)
L2 2 L N7+
(1) ot o

olmasini gerektirir. Ayrica, (6.1.6) ve (6.1.7) den

v

r4+1 1
T(0) = [t + 2] ) + s
*) r+2( ) e (*)
5 ([P )
7"+2

yazilabilir. (6.1.8) ve E'(t) < E(0) den t € [0,7") i¢in

2(r+2)
r+1

2(r+2)
r+1

2(r+2)

HP%U(2+HP5U * < J(t) < E(t) < =B (0)
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olur. (6.2.13) ve Lemma 6.1.2 den V¢ € [0,T) igin

1 1
—T+ <HP2u

2 1
.
2(r +2) +H v

2 1 1
‘)+§(Hutrl2+llvtrl2) < O+ 5 (luall” + lloe]*)

= E@)<E0)<E

olur. Buradan

2 2 12 112 ,
el + ol + | PAu| "+ || Poo]|” < By (6.2.14)

olur. Burada C" = max {%, 2(;112)} dir. Boylece, Teorem 6.1.3 ten global varlik elde

edilmis olur.
Simdi, (6.1.1) probleminin enerji azalmasii gosterelim. (6.1.1) denklem sistem-
inin birinci denklemini w ile ikinci denklemini v ile garpip, Q x [t1,ts] (0 <t; < t3)

bolgesinde integral aldiktan sonra kismi integrasyon uygulayip elde ettigimiz ifedeleri

to t2
/uutdxﬁf—/ ||ut||2dt+/ wtdx\;j—/ o2 dt
Q t1 Q t1
t2 L2 t2 2
+/ PauH dt+/ dt
t t1

to [2)
+/ /VuVutdxdt+/ /VvVvtdxdt
t1 Q t1 Q
to to
—l—/ /u || P~ wpdadt —|—/ /v v | wydadt
t1 Q t1 Q

_ /: /Q [ fy (u,0) + 0 fa (u, )] dact

toplarsak

1
Pzv

elde edilir. (6.1.8) den

to to
2/ E(t)dt—Q(r—f—l)/ /F(u,v)dxdt
t1 11 Q
t2
_ _/ (uutﬂvt)dx\;jm/ (haell? + loell?) dt
Q t1

[2)
—/ / (VuVu, + VoVu,) dedt
t1 Q

to
—/ / (u|ut|p_1 g + v vy ) dadt
t1 Q

— A+ A+ A+ A (6.2.15)

yazilabilir.
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Simdi (6.2.15) deki Ay, A,, Az, Ay igin kestirimler elde edelim. Holder, Young ve

Sobolev-Poincare esitsizlikleri kullanilarak

1 1 1 1
[ el + s <5 @I + 5 OF + 5 10 @ + 5 o 0
Q
C .1 2 1 C 52 2 1
< S|P + sl @+ 5 [Pl + 5l or

yazilabilir. Bu durumda (6.2.14) ten
A g/ (] + fove]) da]2 < 201 (1) (6.2.16)
Q

elde edilir.
(6.2.15) teki A, i¢in, Sobolev-Poincare esitsizligi ve (6.1.9) dan ||V |* + ||V ||* <
—FE' (t) esitsizligi kullanilirsa

to
A, — 2/ (haell? + o) dt

t1

to
< 20/ (IVucll® + [Vul?) dt < 26, (1) (6.2.17)

t1

kestirimi elde edilir.

(6.2.15) teki Az icin basit bir hesaplamayla

t2
Ay = //(VuVut—ierVUt)dxdt
t1 Q

1 [2d ) 1 [2d )
= -/ — dt+=[ — dt
> / I Vul*dt + 3 / vl

1

= S (ITu@)I = 1Fu @) + 5 (190 @)1 = 190 (0)])

2(r+2)
r+1

IN

elde edilir.
Son olarak Ay i¢in, Young esitsizligi, Sobolev-Poincare esitsizligi (6.1.9) ve (6.2.13)
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ten
t2
Ay = —/ /(u|ut|p1ut+v|vt|q1vt)dxdt
t1 Q
t2
< [ (it o e i) d
t1
t2
[ (sl + 0 (ea) Rl
t1
t2 41 t2
< Op+151/ 2 Hp dt+0(51)/ ||ut||§iidt
t1 t1
t2 g+1 t2
+C’q+152/ ‘ dt+0(52)/ ||Ut||gﬁdt
t1 t1
200+2) i (2 (20042, N7 I
< ﬁcp 51/t1 H—IE(O) E(t)dt"‘C(gl)/tl ||ut||§+1dt
q—1
2(r+2) 2 2(r+2) Ea & )
——— it / ———E(0 E(t)dt+ C / o dt
2o, [F (2 p0) T poas o [
to
< a / E(t)dt + CLE (1) (6.2.19)
t1
bulunur. Burada a = =222 T+2 (C’Z’Jrl (%E(ODT-FC‘”%Q (%E(O))Z) dur.

(6.2.16)-(6.2.19) dakl kestirimleri (6.2.15) te yazarsak
to to to
2/ E(t)dt—2(r+ 1)/ /F (u,v)dedt < C5E (t1) + a/ E(t)dt  (6.2.20)
t1 t1 Q t1
esitsizligi bulunur. Burada Cy5 = 2C; + 2C5 + C3 + Cy dir.

Diger taraftan (6.2.1) ve (6.2.13) ten

r+1 2(r+2) T
200+ [ Flaods = T (o305 + 2 ol 3)

T+1 L 2 2 r+2
P2
r+277 <H Y )

1
P2v

IN

AN
[\
VR
N}
—
=
+
o
=
—
=
~~
3
AN
ey
=

olup buradan da hemen

/ E@)dt—2(r+1 / / w,v) dxdt > 2( (2(T:12)E(0))T+1> /tthE(t) dt

(6.2.21)

bulunur.
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Boylece (6.2.20) ve (6.2.21) den

5 (1 . (ME (o))w) /tQE (1) dt < C5E (1)) + a/t2E () dt

r+1 t t

yani

b / CBW)dt < CoE (1) (6.2.22)

t1

r+1
olur. Burada b = 2 <1 - (%E (0)) > — a dir.

(6.2.22) yi yeniden her ¢ € [0, 00) i¢in
b / E(t)dt < C5E (t) (6.2.23)
t

seklinde yazabiliriz.
b > 0 oldugundan Lemma 3.1.1.1 den her ¢ > % igin

E(t) < E(0) 0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

6.3. Negatif Baslangi¢ Enerjisi i¢cin C6ziimiin Patlamasi

Bu kisimda (6.1.1) probleminin ¢oziimiiniin patlamasini baglangic enerjisi negatif
iken elde edecegiz.

Once bu kisimda bize gerekli olacak bir esitsizligi verelim.

Lemma 6.3.1. Kabul edelim ki

1
p<2tT = >3

—Tn-=-2’

olsun. C > 1 sabiti sadece Q ya bagh olmak iizere, u € H} (Q), 2 < s < p igin
s 2 p
lully < € (Il + [lul?)

dir (Messaoudi 2001).

Ispat. Eger Jull, < 1ise [lull;, < HuHi olur. Sobolev gémme teoreminden de
Jull, < Hu||12) < C'||Vul|* bulunur. Eger [ull,, > 1 ise, bu durumda [juf|; < [lul[} olur.

Boylece lemma ispatlanir.
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Teorem 6.3.2. Kabul edelim ki 2 (r +2) > max{p+ 1,¢q + 1} ve E (0) < 0 olsun.

Bu durumda denklem sisteminin ¢oziimii sonlu bir 7™ zamaninda patlar. Burada

e 1o
Eoli=7 (0)

dir. W (t) ve o sirasiyla (6.3.1) ve (6.3.2) de tamimlanmugtir.

Ispat. Coziimiin biitiin zamanlar icin var oldugunu kabul edip buradan celiski elde
edecegiz. Bu amacla H (t) = —F (t) olarak tammlayalim. Bu durumda teoremdeki
FE (0) < 0 kabuliinden ve (6.1.9) dan H (t) > H (0) > 0 dir. € daha sonra belirlenecek

yeterince kiiciik bir say1 olmak tizere

U(t)=H"(t) +e¢ (/Q uudx + /vitdx) (6.3.1)

ve

(6.3.2)

O<U§min{2(r+2>_(p+1) 2(r+2)—(¢g+1) r+1 }

2p(r+2) ’ 2q (r+2) "2(r+2)
olsun.

Burada amacimiz W (¢) nin
W (t) = €T (1), (> 1

diferansiyel esitsizligini sagladigin1 gostermektir. Bu da ¢oziimiin sonlu bir zamanda
patladigimi gostermektedir.
(6.3.1) in tiirevini alip (6.1.1) denklemlerini kullanirsak

V() = (1—o)H () H (1) +¢ (Ju]® + o)) —s(HP%uH2+HPév

)
—& (/ VuVudzr +/ VUV'UtdiU> +2e(r+2) / F (u,v)dx
Q Q Q

—€ (/ g |ug|P d + / vy oy " dx) (6.3.3)
Q Q

H (t) nin tanimindan

bulunur.

1 2 2 1 1|2 1
F(u,v)dx:H(t)+§(HutH + vl )+5 HpuH _|_Hsz
Q

2) (6.3.4)

dir.

69



6. GUCLU DAMPING TERIMLI YUKSEK MERTEBEDEN DENKLEM
SISTEMININ COZUMLERININ AZALMASI VE PATLAMASI

(6.3.4) ii (6.3.3) te yazarsak

V() = (L—o)H () H (t) + 2 (r+3) ([l + [|ve]|")

+e(r+1) (HP%UH2 + HP%U ‘2> +2e(r+2)H(t)

—€ </ VuVutdx+/VvVvtda:>
0 0

—€ (/ g |ug|P da + / vy oy " da:) (6.3.5)
0 Q

bulunur. (6.3.5) in son terimi igin kestirim elde etmek i¢in, X, Y >0, § > 0, k,l € RT

ve % + % = 1 olmak iizere
skxk  5lyt

XY <
S T

l_p+1

seklindeki Young esitsizligi kullanilir; £ =p + 1 ve olarak secilirse

ptl

p—ld < 5p+ p+1 _T p+1
TN G ety o7+
» _ptl
< i+ P
— p+1 +1

bulunur. Benzer gekilde

11 _ g+l
q—ld < 5q q+1 ! q+1
vit|vt| S 7 lollg + [+t
q+1
+1
< B+ @ T H 0

olur. (6.3.5) sondan bir 6nceki terimi i¢in de Lemma 2.5.2 deki Young esitsizligi

kullanilirsa

1
/VuVutda: < £ IVul® + 7 [ vul?
Q

C,
4T

IN

[ 4 1),

1
/VUVUtdx < —|IVol? + 7 ||V ?
QO 4T
C !
= || pz
4t H v

*

IN

2
CrH )
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kestirimleri elde edilir. Burada d;, d» daha sonra belirlenecek ¢ ye bagh sabitlerdir.

Boylece (6.3.5) ten

() = 1-0)H™"

1 2 1
+e(r+1) (HP2UH + HP%

50* 1 2
— P
4T <H o

2) e H (1)

(t) H' () + & (r +3) (Jlul|* + [|ve]1*)
2) + 22 (r +2) H (t)

p+1 g+l
5p+1 5(1 +1 péiT q(;*T
Sl —e 2 llvlliin —< p1+ Tt q: T | H(816.3.6)
olur.
_p+l _axl
Boylece ki, ko, k3 > 0 olmak iizere 61, 63 ve 7 yu &y * = kiH 7 (t), 05 * =
keH™° (t), T = ksH 7 (t) olacak sekilde secersek, H (t) = —E (t) < [, F (u,v) dx <
(T+2) (| |2(r+2 + |u | T+2)) oldugundan
— o — T T ap
S = kP (1) < kO (Il ) + o503 (6.3.7)
ve
5 = 1 (1) < 150y (Il + )™ (6:3.9)
olur.
(6.3.7) ve (6.3.8) i (6.3.6) da yazarsak
epk eqks _
() > (l—0——————=—2ks | H7(t)H (t)+2c(r+2)H (¢
0 2 (1-0- 202t eg (1) B (1) + 22 (r + 2) H (1)
C.
+e (r+1——) (szu )—|—5(r—|—3)(||ut||2—|—||vt||2)
5k7pCl T T op
= () + eli) ™ s
cky 1 aq
o () + hel6s) et (6.3.9)
bulunur.

2(r+2)>max{p+1,¢+ 1} oldugundan

p+1

[llyia
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ve
1 1 q+
o253 < C ol sy < © (Hullaraz) + Mol

yazilabilir. Boylece

() > (1—0—]%]{:11 — %—%kg) H™° (t)H' (t)+ 2 (r+2) H (1)
+e (r—i— 1 — —) (pr b ) e (r+3) ([[ue]? + [[or]?)
RO (e + o)
p+1
(TS Rt (6:3.10)

olur. Burada (a + b)* < C (a* + ), a,b > 0 esitsizligi kullamldi.
(6.32) den2 < 20p(r+2)+p+1<2(r+2), 2<20q(r+2)+q¢+1<2(r+2)

dir. Lemma 6.3.1 ve Sobolev-Poincare esitsizliginden

2(r+2) — 2(r+2)

1 2(r+2
< (szuH + HuH2ET+2§>

20p(r+2) 1 2(r+2)
lull 2 < e (Il + 1l 13)

ve
20q(r 2 1 r 2
ol <o (1ol + 1el2 )
< o (|[prf + i)
dir.
Boylece
€p/€1 Equ —
vty > (1l—-0— —— — —= —2ckg | H(t)H' (t) +2c(r+2)H(t
0 2 (1-o— LB S ) e )+ 2 (2 H )
C. 1|2 1 2 2
e (re1- 2 HPuH —I—HPM)‘ +e(r+3) (lul® + [Joel*)

kprlC" qCI r+2 2(r+2)
+e (— L (H H2 1"12% + H H2ET12 )

p+1 g+1
kPO k0 RNCIRTINT

te (— 1 G0k 010> <Hqu Py > (6.3.11)
p+1 qg+1
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olur.

1) =~ (hulP + ) — 5 ([ P2+ [ Pho

j+Lmem

ve (6.3.11) de 2 (r + 2) e = 2er + 4e yazilabileceginden

v'(t) > (1 —0—-—-—= —ZEkg) H™7 (t) H' (t) + 2erH (t)

e (1) ([fudll* + [loel|”)
+5( 200 kKGO kTGO )(H 2042

2(r+2
oo+ v ||W)

r—+2 p+1 q+1
C. KkPCiC"  EICC
pe(ro1- G MGOC kG HP?u (6.3.12)
4T p+1 g+1
olur.
]{31 ve kg,
260 _ kl_polc'/ _ k;qCHC” > Co
r+2 p+1 g+1 r+2
ve
1 C, k'CiC"  ky1CiCY ST 1 C,
/r' — —_—— — — —_— —
4T p+1 qg+1 2 8T
esitsizlikleri saglanacak sekilde yeterince biiyiik secilsin.
Ayricaedal—o0 — ;”% — Zq% — 2eks > 0 olacak gekilde yeterince kiigiik secilsin.

Boylece (6.3.12) esitsizligi

V() > e(r+1) (Jlull® + [|vel|”) +2erH (t)

+€ T_l—%
2 8T

9 2 P 2
> (Nl + ol + 7 () + [Pl 4 ]| Ph

2
‘P%UH + HP%’U

2 2(r+2) 2(r+2)
) ) 7’ + r+2 <|| Ul + ||“”2(r+2))

2(r+2 2(r
ol + ||v|!2§rj(§.>.13>

olur. Burada n = min {5 (r+1), 2er, ¢ (% — g—T) , 57,%} dir. Sonug olarak Vi > 0

icin

U(t) >V (0)=H"7(0)+¢ (/Q upuidx —1—/Qvovldzv> >0 (6.3.14)

olur.
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Diger taraftan Holder esitsizliginden

/uutdx+/vvtdw
Q Q

1—0o

1 1 1 1
< ull™= uell =+ loll7= Joell7==

IN

1 1 %U e
(Hqu ey (7] i o O e o 1—0)6.3.15)

+ % = 1 olmak {izere Young esitsizliginden

1
s
/uutdx—i—/vvtdx
Q Q

. B
< O (J[ull3 7y + el ™% + 00135y + e 77)  (6:3.16)

olur. § =2 (1 — o) olarak alimirsa p = 2 ) olur. Boylece (6.3.16),

/ uudx + / v dT
Q Q

seklinde yazilir.

(6.3.2) den 0 < 0 <

1—0o

(nutn ol + 5T + P15, 6317

oldugundan =5~ < 2 (r + 2) olur. Boylece Lemma 6.3.1

- 2( +2)
den
/uutdx+/vvtdx -
Q Q
< c(uutnuuwnuuuugg ) 0l + [P+ [P )(6.3.18)
olur.

Sonug olarak

1
X T
Uio (t) = [Hl" (t)+¢ (/Q uudr +/vitdx>}
e
pie (H (t) +em /uutdﬂf+ / vvyd )
Q Q

2 2 2(r+42 2(r+2 1 2 A 2
C(Hut\l e + H (@) + Jul30 5 + ol + [P+ | Réaig)

IN

IA

bulunur.

(6.3.13) ve (6.3.19) den & porzitif sabit olmak iizere

1

U (1) > 0T () (6.3.20)

74



Erhan PISKIN

olur.

6.3.20) nin (0,%) araliginda integrali alinirsa; U5 (t) > —t——— bulunur.
ot

— ¥ T-o(0)— L2t
Burada ¢oziim sonlu 7™ zamaninda patlar ve

l1—0

< ——
IR 2= ()

dir. Boylece ispat tamamlanir.

6.4. Pozitif Baslangic Enerjisi icin C6ziimiin Patlamasi

Bu kisimda (6.1.1) probleminin ¢6ziimiiniin patlamasini baglangig enerjisi pozitif
iken elde edecegiz.

Ispatlarimizda genelligi bozmadan a = b = 1 olarak alabiliriz. Ayrica

1 r+2 1 1
B = n2tr+2) =B 1, E B — 2 6.4.1
n , Q1 1= <2 9 (7" + 2)) aq ( )

olarak tanimlayalim. Burada 7, (6.2.1) i saglayan en iyi sabittir. Simdi ifade ve ispat

edecegimiz lemma Vitillaro'nun (Vitillaro 1999) daki galigmasina benzerdir.

Lemma 6.4.1 Kabul edelim ki (6.1.2) saglansin ve (u,v), (6.1.1) denklem sistem-

inin ¢oziimii olsun. Ayrica F (0) < E; ve

(&

olsun. Bu durumda as > a3 olacak sekilde bir ay sabiti vardir ve V¢ € [0,T) i¢in

2\ 2
) > ay (6.4.2)

1

L2 2\| 2
(HPWH —i—HP%’U ) > (g, (6.4.3)
(lu-+ oI55 + 2 unl22) ™™ > B (6.4.4)

esitsizlikleri saglanir.
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Ispat. (6.1.8), (6.2.1) ve (6.4.1) de B nin tammindan

1 1|2
E(t) > 5( Pauf| + ||P2v ) v) dx

1 1 2 (r+2) r—+2

= (|74 + pho’ Hu—l—v||2(r+2 +2 fluv];33)
1 2 2

> — | |[P2u|| + P2v HPQUH + HPQU‘
2 7“+2
1 L2 2(r+2) e

= — | [|P2u| + P2v HP2U
2 T+2
1 ) B2(r+2) )

— o - ——_q20r+2) 6.4.5
2" T2+ 2" G a) (6.4.5)

L2 L2\ 2
olur. Burada o = (Hqu’ + || P2v ) dir. G, 0 < a < «ap araliginda artan ve

a > o araliginda azalandir. Ayrica o — o0 i¢in G (o) — —o0 ve

1 B2(r+2)
Sa? -

5 a2 = By (6.4.6)

G = —

() 2(r+2) "

dir. £ (0) < E; oldugundan G (Oéz) = (0) olacak gekilde ay > ay sabiti vardir.
1

Simdi o = <HP2u0 olarak tanmmlayalim. Bu durumda (6.4.5)

ten G (ap) < E(0) = G (az) yazlabilir. Bu da ag > a9 olmasim gerektirir. Ayrica
kabul edelim ki (6.4.3) dogru olmasin yani bazi t, > 0 i¢in

L2 2\ 2
HPEUO < Qg

1
2\ 2
) nin siirekliliginden

L2 2\ 2
HPEUO >

olacak gekilde ¢y sayist segebiliriz. Tekrar (6.4.5) i kullanirsak

D=

L2
olsun. (Hqu

D=

1 2 1
E(ty) > G (szuoH + HP%0

2) > G (an) = E (0)

olur. Buda Vt € [0,T) i¢in E (t) < FE(0) oldugundan miimkiin degildir. Boylece
(6.4.3) saglanir.
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Simdi (6.4.4) i gostermek i¢in (6.1.8) den

1 1|2
5@PW

yazabiliriz. Sonug olarak (6.4.3) ten

2 1 2(r+2) r+2
) < B0+ 5 (ol + 2l 3)

1 (r+2) 42 1 1 1|2
m(“?ﬁ‘i‘ |’2(7‘+2 "‘2”UU”T+2) Z 5 HP2U +HP2U ) —E(O)

1
1

> 5043 — G ()
B2(r+2) 9(r12)

= - 6.4.7
2(r+2)"” (6.4.7)

olur. Boylece (6.4.7) ve (6.4.1) den istenen elde edilir.

Teorem 6.4.2. Kabul edelim ki (6.1.2) saglansimn. Ayrica2 (r +2) > max{p+ 1,9+ 1},

1 2
(HP2U0

olsun. Bu durumda (6.1.1) denklem sisteminin ¢oziimii sonlu bir zamanda patlar.

1
2\ 2
) >y ve E(0) < By

Burada «; ve Ey, (6.4.1) de tanimlandigy gibidir.

Ispat. Coziimiin biitiin zamanlar i¢in var oldugunu kabul edip buradan celigki
elde edecegiz.

Bu amacla

H(t)=E —E(t) (6.4.8)
olarak tamimlayalim. (6.1.8) ve (6.4.8) in kullanilmasiyla

) < m:a—HmWHwﬁ

H (0
_%wpm )+LFWme (6.4.9)
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SISTEMININ COZUMLERININ AZALMASI VE PATLAMASI

olur. (6.1.5) ve (6.4.3) ten

IN

1 1 1 2 1
B g (hul? + 1ol®) = 5 (| Phaf] o

2
L, €1 2(r+2) 2(r+2)
B~ g0d+ 5 gy (I + el 13)

1

-2 “ 2(r+2) 2(r+2)
TR AT (M3 + oll3ss)

&1
2(r+2)

2(r+2 2(r+2
(a3 + o133

olur. (6.4.9) ve (6.4.10) dan

1 2(r4-2 2(r42
0 < H(0) < H (1) < 5 (Il + o))

olur. € daha sonra belirlenecek yeterince kiigiik bir say1 olmak iizere

U (t)=H"" (1) —1—5/

ve

0<0§min{

olsun.

(uuy + vvy) d + g (||Vu||2 + ||Vv||2)
Q

2r+2)—(p+1) 2(r+2)—(¢g+1) r+1 }
2p (r +2) ’ 2q(r+2) "2(r+2)

(6.4.12) nin tiirevini alip (6.1.1) denklemlerini kullanirsak

bulunur.

U'(t) =

(L—o) H7 () H' (t) + & (lludl|* + [[uel)

—EOFQL 3+@dr+ml¥w%wdx

—¢ (/ wy |ugP " da + / A dx)
0 0

2 1
+ HP%

H (t) nin tanimindan

_ (HP;U

2 1
+ HP%
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dir. (6.4.15) 1 (6.4.14) te yazarsak

V() = (L—o)H () H () + 2 (lusl* + [|ui]|*)

1 r r
v2et ()~ 225+ 2 (1= g ) (ol 23) + 2 ol )

—€ (/ g |ug|P " da + / vy oy ! da:) (6.4.16)
Q Q

bulunur. Daha sonra (6.4.4) ten

V() 2 (L—o) H () H' (t) + 2 (|lue]l® + [loe]”)

r+2) r+2
+2=H (1) + e (Jlut o300 + 2 fuel]732)

—€ (/ wy |ugP " da + / vy oy dx) (6.4.17)
0 Q

olur. Burada ¢ = 1 — ¢12 — 2F; (Boz2)72(r+2) dir. ag > oy = B i oldugundan
¢ > 0 oldugu agiktir. (6.4.17) nin son terimine iligkin olarak kestirim elde etmek igin;
X, Y >0,0>0, k,l € R" ve £ + ; = 1 olmak tizere

S Xk Y

_|_

XY <
~ k [

seklindeki Young esitsizligi kullanilirsa

_ptl
-1 5p+1 p+1 3
/Quut\ut]p dr < || ullpyy + p+1
b1 _p+1
5 p
< 1 p+l | POy =1 g
ve
+1 %
vlul e < et Py e
@ - q+1 a1 Ty Wlen
g+l
q+1 o 5 .
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bulunur. Burada ¢;, d» daha sonra belirlenecek ¢ ye bagh sabitlerdir. Boylece (6.4.17)

V() = (L—o)H () H (t) + 2 (Jlue]® + [loe]”)
122 H (t) + o (Jlu+ ]33 + 2 fluv]33)

p+1 q+1
5p+1 p+1 5q+1 q+1 pé;T Q(S;T /
7 lllpey = = lvllg = P R H' ({$.4.18)
ifadesine doniisiir.
ki1, ko > 0 daha sonra belirlenecek sabitler olmak iizere §; ve ds yi
_ptl g+l
51 Po= leiU (t) 5 (52 7 = szﬁa (t) (6.4.19)

olacak sekilde segelim. Boylece (6.1.5) ve (6.4.19) nin kullamilmasiyla (6.4.18) ifadesi

V(1) > (1= ) —eK) H (1) H (8) + 2 (Jud + o))
+2eH (1) + < ([ull30 33 + w3 13

—p —‘1

PR lullpiy — € q+ ) vl (6.4.20)

sekline doniisiir. Burada C' = ¢/¢g pozitif sabit ve K = p kl + :1]-1?1 dir.

2(r+2) > max{p+1,¢+ 1} oldugundan, ayrica (6.1.5) ve (6.4.11) den c3 ve ¢4

pozitif sabitler olmak iizere

o 1 20p(r+2 1 20p(r+2 1

Ho? (1) [l < e (Il 7 + ol Julzth) (6.4.21)
o 1 20q(r+2 1 20q(r+2) 1

H7 (1) oIl < en (o370 + gl el ) (6.4.22)

olur. (6.4.13) iin gz 6niinde bulundurulmas: ve
1
z“§z+1§<1—|——)(z—|—a),‘v’220,0<v§1,a20 (6.4.23)
a

cebirsel esitsizliginden

20p(r+2) 1 2(r+2
Il < a (i + 4 0)
< a(ful3 + H @) (6.4.24)
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yazilir. Burada d = 1 + dlI‘ Benzer sekilde

20q(r+2) 1 2(r+2)
ol < d (ol + H () (6.4.25)

dir. Ayrica
(a+b)*<C(a*+b"),a,6>0, A>0

esitsizligi, (6.4.13) kabulii ve (6.4.23) esitsizliginden

20p(r+2 1 2(r+42 r+2)
I3 lulst < ¢ (ol + Iulld™)
2(r+2 (r+2)
< O (I3 + Il3i). (6.4.26)
20q(r+2 1 r+2 r+2)
L3722 olless < ¢ (s + wl2™)
r+2 r+2)
< Ol + Iolb3) (6.4.27)

olur. Burada C pozitif sabittir. (6.4.21)-(6.4.27) ifadelerini (6.4.20) de yazarsak

V(1) > (1= o) = eK)H (1) H (1) + 2 (Jud® + oe])
e (O = Ok = Ci5) (lull3 1) + 1ol

(r+2) (r+2)

+e (2 - Cki" = Cky") H (1) (6.4.28)

bulunur. Burada yeterince biiyiik k; ve ko sayilari icin pozitif x; ve ko sabitleri bulun-

abilir ki (6.4.28) esitsizligi

V() 2 (L—o0)—eK)H () H (t) + 2 (Juil* + ui]*)

2(r+2 r+2)
e (301 + I0I301)) + eral (1 (6.4.29)

seklinde yazilir. € nu (1 — o) — e K > 0 olacak sekilde yeterince biiyiik segersek

U(0)=H"7(0)+¢ ( /Q ugurd + /Q vovldx> >0 (6.4.30)

olur. H'(t) > 0 oldugundan, x > 0 sayis1 vardir ki (6.4.29) ifadesi

2(r r+2)
(1) > e (H 1)+l + ol + ull2 1) + 03052 (6.4.31)
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seklinde yazilir. Buradan V¢ > 0
U (t) > W (0) (6.4.32)

olur.

Simdi % + % = 1 i¢in Holder ve Young esitsizliklerinden

/uutd:z:—l—/'uvtdx
Q Q

1—0o

1 1 1 1
<l =l 7= + ol == Jlo =

IN

1 1 1
€ (Il Il + 015y I
_0 = 0
< O (ulligay + Il ™% + 0l3g5 + ol TB)8.33)

olur. # =2(1 — o) olarak alinirsa p = ( ) olup. (6.4.13) ve (6.4.23) ten
o 2(r+2
a5y < d (Il + 1 ()

05,7 < d (1112553 + H (1))

2(r+2) 2(r+2

elde edilir. Bu yiizden, (6.4.33) ifadesi V¢ > 0 i¢in

1
/uutd:p+/vvtdx
Q Q

sekline dontigtir.

_1
Ue (t) {Hl" (t)+¢ (/Q uutda:Jr/vitdxﬂ
2177 (H(t)Jreliv /uutd$+/wtd1' _0>
Q Q

2 2 2(r+2 2(r+2
< C(H @)+l + ol + 1ul3073) + 0130 5)  (64.35)

r+2 2(r+2)
< O (H @)+ el + ol + 53 + 1el333)
(6.4.34)

Ayrica

IN

esitsizligi yazilabilir. (6.4.31) ve (6.4.35) in birlikte degerlendirilmesiyle
U (t) > £ (1) (6.4.36)

olur. Burada & pozitif sabittir.
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(6.4.36) mn (0,t) aralignda integrali ahmrsa, Wi (t) > W bulunur.
i

Buradan ¢oziim sonlu bir 7™ zamaninda patlar ve

e 10
Eoli=7 (0)

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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7. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez calismasimin esas kismini olusturan son ii¢ boliimiinde farkl tipten denklem
sistemleri ele alinmig, bu denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin lokal ve global varlg,
azalmasi ve patlamasi ¢aligilmigtir.

Dordiincii boliimde ele alinan

s+ [ue" uy = div (p (|VU|2) Vu) + fi (u,v),
vie + [0 o = div (p (|VI?) V) + f (u,0)

denklem sisteminin c¢oziimlerinin varligl Faedo-Galerkin yaklagimi ile azalmasi1 Nakao
esitsizligi ve patlamasi ise Li ve Tsai (2003) nin lemmasindan faydalanilarak goster-
ilmigtir. Coziimlerin azalmas1 Komornik lemmasi kullanilarak, patlamasiise p = ¢ = 1

i¢in Zhou (2005) nun lemmasindan faydalanilarak gosterilebilir.

Besinci boliimde ele alinan

uy + Pu+u, = fi1(u,v),
vy + Pv+ v = fo(u,v)

denklem sisteminin ¢oziimlerinin azalmasi iistel carpim metodu ile, patlamasi ise Zhou
(2005) nun lemmasindan faydalanarak elde edildi. Coziimlerin azalmasi ve patlamasi

farkli metotlar ile caligilabilir.

Altinci boliimde ele alinan

Uy + Pu— Aut + |Ut’p_1 Uy = fl (U, U) s
vy + Pv — Avy + |vt|q*1 v, = fo (u,v)

denklem sisteminin ¢oziimlerinin azalmasini ve patlamasi farkli metotlar ile caligila-

bilir.

Besinci ve altina boliimdeki denklem sistemleri P = (—A)™ ve m > 1 olmak iizere
caligilmigtir. Bu denklemler 0 < m < 1 i¢in yani kesirli mertebeden tiirevler icin

caligilabilir.

Ayrica dordiincii ve altinc boliimde ¢aligilan denklemler dogrusal olmayan damping
terimler icermektedir. Caligmalarimizda damping terimlerin kuvvetleri birden biiyiik
olarak se¢ilmistir, bu damping terimlerin kuvvetleri (0, 1) araliginda iken bu denklem

sistemleri tekrar caligilabilir.
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Tez de €2 C R™ simirh bolgede yapilan iglemler siirsiz bolgeye genisletilebilir.
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