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OZET
KLASIK LEBESGUE UZAYLARINDA

HARDY OPERATORUNUN SINIRLILIGI
YUKSEK LISANS TEZi
Fatma CAPA

DICLE UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2013

Bu tezin giris boliimiinden sonra ikinci boliimiinde analizde 6nemli bir yeri olan fonksiyonel
ve reel analizin temel kavramlarindan; kiime ve yuvar kavramlari, metrik ve metrik uzay, vektor uzayi,
normlu uzay, i¢ ¢arpim ve i¢ ¢arpim uzay1, operatdr, 6l¢iim, Riemann ve Lebesgue integralleri gibi tez
konusu ile alakali temel kavramlar agiklanmistir. Ugiincii boliimde p > 1 olmak iizere ,

0

L("O’w) = { f 6lgﬁlebilir;j f |p dx < oo} ile tanimlanan Klasik Lebesgue uzayinda; H ( f ) = J. f (t) dt
0

0

ile gosterilen Hardy operatorii, duali ve L? uzayinin 6zellikleri tanitilmigtir. Dérdiincii boliimde
I 1
—+—=1 olmak iizere,1 < p<g <0 ve 1<q < p < oo durumlarinda

P q

Hv(x)Hf ()

i SCHW(X) f(x)

o agirlikli Hardy operatoriiniin sinirliligi aragtirilmigtir. Ayrica

(0; L

(0.0)

ist fonksiyonu (O, | ) araliginda azalan iken Hxﬂ i esitsizliginin

p sCHxﬁ(*)f (X,

Loy Lo

saglanmasi i¢in f ( X) fonksiyonunun sifirin bir komsulugunda Lipschitz —Dini kosulunu saglamasi

gerektigi gosterilmistir.
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In the second section of this thesis after the introduction we give basic concepts in
functional analysis and real analysis and some important concepts which are necessary for the
purpose of this thesis such as sets and neighborhoods, metric and metric spaces, vector spaces,

normed spaces, inner products and inner product spaces, operators, measure, Riemann and

Lebesgue integrals. In the third section, we introduce the Hardy operator H ( f ) :J. f (t) dt in
0

o0

the classical Lebesgue Space L(po,oc) = {f measurable; I

0

f |p dx < oo} its dual and the properties

of LP space. In the fourth section the boundedness of weighted Hardy operator

Hv(x)Hf ()|

g wherel+l=land I<pLgLovel<g<p<owois
(0:2) P qQ

investigated. Furthermore, when the upper function is decreasing in the interval (0,1) we show

q
(0,0

| SCHW(X) f(x)

that the inequality Hxﬁ 0 HLP SCHXﬂ ¢ (X)HLp holds only when the function f(x)
o) o)

satisfies the Lipschits-Dini property in a neighborhood of zero.

Vi
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1.GIRIS

1920°de a, > 0veb, > 0olmak iizere

Za <o veZb2 <o |sezz 30, serisi yakinsaktir
=&~ m+n
n=1l m=1

ifadesi ile 6zdes olan ve

SEateo(Le] (5]

n—Lm= M+N

ile gosterilen Hilbert esitsizligini daha basit bir sekilde ispatlamak icin 19.y.y. baslarinda
aragtirmalara baglayan G.H. Hardy, siireklilik durumunda a >0 i¢in

IGI f (t)dtde < 4I 2 (x)ix

a a

esitsizligini ispatlamig ve giiniimiize kadar yapilan ¢ok sayida bilimsel ¢aligmaya temel
olusturmustur.

p > 1 ve f fonksiyonu; (0, o)araliginda tanimli negatif olmayan p-integrallenebilir bir
fonksiyon olmak tizere ;f fonksiyonu x > 0 i¢in herhangi (0, o) araliginda integrallenebilirdir

ve
0 1 X p p 0
j(—jf(t ]dx<( ij
o\ X% 0
esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin ilk agirlikli halini tiim negatif olmayan 6lgiilebilir f

fonksiyonlar1 p >1ve & < p—1igin [Ll

jen iyi sabitiyle,

{210 coce 2 oo

0 0 0

seklinde ifade eden Hardy; p >1ve &£ < p—1igin [Tp
g+

) en iyi sabiti ile

0 X 0

TGT f (t)dtlpxngS[Hf_ pﬁ f(x)"x“dx

dual esitsizligini elde etmistir.
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p>1 f(x)>0ve fP, (O, oo) da integrallenebilir olmast durumunda ;

T[%j f (t)dthdx S[pi—ljp]j f (x)°x

o\"o
esitsizligi Hardy esitsizliginin orjinal formu olarak bilinir.

Hardy esitsizliginin bir ¢ok alanda uygulamasi bulunmaktadir. Adi diferansiyel
denklemler teorisi,Sturm-Liouville problemleri,fonksiyonel analiz,kompleks
fonksiyonlar teorisi uygulama alanlarinin baslicalarindandir. Hardy esitsizligi ile ilgili
olarak bir ¢ok kitap yazilmistir.. Glinlimiizde Hardy operatorii ve esitsizlikleri ilgili
calismalar devam etmektedir.
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, sabit iistlii Hardy esitsizliginin sinirlili1 incelenirken gerekli olacak
temel Ol¢lim teorisi ve fonksiyonel analiz kavramlar1 ve ilgili baz1 esitsizlikler

tanitilacaktir.

2.1. Kiime ve yuvar kavramlari:

2.1.1 I¢ nokta: X, € A noktasi igin {X : |X— Xo| < &‘} A olacak bigimde bir £>0

(0]
say1s1 varsa X,’a A’ nin bir i¢ noktas: denir ve A’ nin biitiin i¢ noktalarinin kiimesi A ile

gosterilir.

2.1.2 Acik Kiime: Her bir X, € A noktast i¢in {X : |X—X0| < 8} c A olacak

bigimde bir £ >0 sayis1 varsa (yani A’ nin her noktasi bir i¢ nokta ise) A ’ya bir agik kiimedir

denir.

2.1.3 Kapah Kiime: Ac M ve M \ A kiimesi agik kiime ise, A kiimesine kapali

kiime denir.

2.14 Kiimenin Kapamsi: Ac M veX, € M olmak iizere X,”in >0

komsulugunda A kiimesinin en az bir elemani varsa X,’a A ’nin kapanis noktasidir

denir.(y181lma noktasi)
2.1.5 Yogun Kiime: A=M ise A ’ya(M iginde) yogundur denir. Eger Z\hig ic

o
noktaya sahip degil ise(yani Y ’nin kapanisinin ici bos ise, baska bir yazihsla A = ise ) A,
M iginde higbir yerde yogun degildir denir.

2.1.6 Kiimelerin sinirhiigi: A =[] olmak iizere, VX € A icin X > a olacak sekilde
bir areel sayisi1 varsa, A kiimesine alttan sinirlidir denir, @ reel sayisina da A ’nin alt sinirt
denir. Alttan sinirh bir A kiimesinin alt sinirlarinin en biiytigiine A kiimesinin en biiyiik alt
sinir1 veya infimumu denir ve inf A ile gosterilir. Benzer sekilde VX € A i¢in x <b olacak
sekilde bel] varsa A kiimesine iistten sinirlidir,b reel sayisina da A ’nin st siniri
denir.Ustten sinirli bir A kiimesinin iist smirinm en kii¢iigiine Akiimesinin en kiigiik iist sinir1

veya supremumu denir ve sup A ile gosterilir.Alttan ve tistten sinirli olan kiimeye kisaca sinirlt
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kiime denir.Yani, VX, y € A i¢gin,d (X, y) < C olacak sekilde bir C >0 sayisi varsa A

kiimesi smirlidir ifadesini kullaniriz.
2.1.7 Yuvarlar: M <[ olsun. Herhangi X, € M noktasi ve herhangi I >0 sayist
igin ,

B, (%) ={yeM:]y—x|<r}

kiimesine X, merkezli r yarigapli agik yuvar (acik top)

B [%]={yeM:|y—x]|<r}

kiimesine X, merkezli r yarigapl kapali yuvar (kapali top) ve

S, (%) ={y M :|y—x|=r}

kiimesine X, merkezli r yarigaph kiire yiizeyi (sphere) denir. Eger I =1 ve X, =0 ise B, (0)
kiimesine agik birim yuvar ve B, [O] kiimesine kapali birim yuvar ad1 verilir
B, (Xo) , B, [Xo] ve S, (Xo) gOsterimleri i¢in sirasiyla B(XO; r), B [XO; l‘] ve S (XO; I’)

gosterimleri de kullanilir.
2.2  Metrik ve Metrik Uzay kavramlari
2.2.1. Metrik:Bir M kiimesi iizerinde tanimli, her X,Yy,Z € M igin
a) d(x,y)=0;
b) d(x,y)=0<=x=Yy
c) d(x,y) =d(y,x);
d) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (liggen esitsizligi)
ozelliklerini saglayan d : M x M —[] fonksiyonuna metrik denir.

2.2.2 Metrik uzay:Eger d, M iizerinde bir metrik ise o zaman (M,d) ciftine bir

metrik uzay denir. Verilen herhangi bir M kiimesi (M kiimesi bir elemanli bir kiime
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olmadikga) birden ¢ok metrige sahip olabilir. Genellikle hangi metrigin kullanildig1 acik olarak

biliniyorsa “ (M, d) metrik uzay1” yerine “M metrik uzay1” yazilir.

(M, d) bir metrik uzay ve A, B;M ’nin bos olmayan alt kiimeleri olsun. A ’nin B ye
uzaklhigi d(A, B) =inf {d(X, y):XxeAye B} dir. Her bir X € M i¢in X ’in A’ ya,uzakhig1
d(x,A) =inf {d(x,y):y e A} dir.Her bir xe M igin |d(x, A) —d(y, A)| < d(X,y) oldugu

ve buradan x — d(X, A) fonksiyonunun M iizerinde siirekli oldugu kolayca gériilebilir.

Ornek 2.2.1 Herhangi bir k >1 tamsayisi i¢in ,

K ) 1/2
d,(xY) =(Z;|Xj - yj| }
e

fle tammhi d, F“xF* >0 fonksiyonu F*iizerinde bir metriktir. Bu metrik F"iizerinde

standart metrik olarak adlandirilir.

2.2.3 Kompakt Kiime: (M,d) bir metrik uzay1 olsun. Bir A M kiimesindeki her{xn}
dizisi A’ nin bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse A ’ya bir kompakt kiime denir.

Bir Ac M kiimesi verildiginde A kapanis1 kompakt ise A ’ya relatif (goreceli) kompakt

denir.

2.24 Metrik uzayda yakinsama: Eger{X,}, M kiimesinde bir dizi ise {X,} e (M,d)
metrik uzayinda bir dizidir denir. (M, d) metrik uzayinda bir dizi {Xn } olsun.
a) X€M olmak iizere her £ >0 sayisina karsilik her N> N igin, d(X, X,) < & olacak

bigimde bir N €[] varsa, {Xn} dizisi X € M ye yakinsar (yada{xn } dizisi yakinsaktir) denir.

Bu durumda

limx, = Xveyax, — x

nN—o0

yazilir.

b) her &> 0 sayisina karsilik her m,n > N igin

d(x,,X,) <&
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olacak bigimde bir N €[] varsa {x} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Reel sayilarin bir dizisinin yakinsakliginin fikrini kullanarak yukaridaki tanimlarin

sirastyla
n—ooicind(x,x ) —0
ve
m,n> N i¢ind(X,,X,) =0
ifadelerinin denk olduklar1 goriiliir.

Teorem 2.2.1 {Xn } ,(M,d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi olsun. O zaman

a) x=limx, limiti tektir.

b) {Xn} > nin herhangi bir alt dizisi de X ’e yakinsar ve {Xn} bir Cauchy dizisidir.
2.2.5 Tam Metrik Uzay: (M,d) metrik uzayinda ki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir

elemana yakinsiyorsa, bu uzaya tamdir denir.

2.2.6 Metrik Uzayin Tamlamasi: (X,d) bir metrik uzay olmak iizere bir (X*,d") metrik

uzay1 agsagidaki 6zellikleri sagliyorsa (X,d) metrik uzayinin tamlamasidir denir.

a)X : X"1n bir alt uzayidir.

b) X" tamdur.

c)X, X" iginde yogundur..( X’ i her noktas1, X igindeki bir dizinin limitidir.)
Ornek 2.2.2 ( LP [a, b] .d 0 ) uzayi (C [a, b] .d o ) uzayinin tamlamasidir,
2.2.7 Denk Metrikler: d, ve d, aymi X kiimesi iizerindeki metrikler olmak iizere VX, y € X
icin

cd, (x,y)<d,(x y)<c,d, (xY)

olacak sekilde C; ve C, sabitleri varsa d, Ve d, metriklerine denktirler denir.
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Ornek 2.2.3:11" de
d; (% Y) =%~ Vil
i=1
n 2 1/2
d, (x, y){Z(Xi -¥;) }

i=1

d, (X, y)=max|x -y

1<x<n
metrikleri denktir.
2.3 Vektor Uzayi

Tanim 2.3.1V bos olmayan bir kiime olsun. Her X,y €V ve a €F i¢in V xV -V

seklinde taniml1
+:(X,y) > X+Yy

fonksiyonu (islemi) ve FxV —V seklinde tanimli
(a4, X) > a- X

fonksiyonu (islemi) asagidaki aksiyomlari saglarsa V kiimesine F iizerinde bir vektor uzay1

denir.(o - X yerine kisaca X yazariz.)
Her o, f € F ve her X,y,Z €V igin,
a) X+y=y+Xx,
b) X+(y+2)=(X+Y)+z
¢) X+ 0 = Xolacak sekilde (X den bagimsiz)bir tek 0 €V vardur;
d) X+ (—x) = 0 olacak sekilde bir tek —X €V vardir;
e) 1x = X olacak sekilde bir tek 1 €V vardr.
f) a(fx) = (af)x

g)a(X+Yy)=ax+ay,.
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h) (@ + B)x = ax+ BX

Eger F =01 (yada F =[] )ise,V ’ye reel (yada kompleks) vektor uzay1, F > nin
elemanlarina skaler veV ’° nin elemanlarina vektor denir. X+ Y islemine vektor toplami, aX

islemine skaler carpim denir. Vektor uzaylar ile ilgili bir ¢cok sonug reel ve kompleks uzaylarin
her ikisi i¢inde gecerlidir. Bu nedenle eger uzayin tipi reel veya kompleks seklinde kesin olarak

belirtilmemisse vektor uzayi terimini kullaniriz. Vektor uzayi yerine bazen “lineer uzay” veya
“dogrusal uzay” terimleri de kullamlir. EgerV bir vektor uzay1, XeV ,ABcV ve feF

ise

x+A ={x+a:aeA},
A+B={a+b:acAbeB]}
BA ={pa:acA}

notasyonlari kullanilir.

2.3.1 Vektor Alt Uzayr:V bir vektor uzayr ve & #U <V olsun. Eger U * nun kendisi bir
vektdr uzay1 (vektdr toplami ve skaler carpim V  deki ile ayn1 olmak iizere) ise U »ya V ’nin
lineer alt uzayi(veya lineer manifold, vektor alt uzayi)denir. Bu tanim her «, f € F ve

X,y €U igin,

ax+ py ey
olmak kosulu ile denktir.(Bu alt uzay testi olarak bilinir.)

2.3.2  Lineer Bagimhhk:V bir vektsr uzay, K > 1 igin v={v,,......,v, } =V sonlu bir

kiime ve A CV bos kiimeden farkli rastgele secilen bir kiime olsun.

a) Skalerlerin herhangi bir {al, ...... , Otk} kiimesi i¢in ,V > nin elemanlariin bir lineer

kombinasyonu

k
oV, +.+a\V, = Z“ozivi eV
i=1

seklinde bir vektordiir.
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by v, +..+ v, =02 =a,=...=, =0

gerektirmesi dogru ise ,V ’ye “lineer bagimsiz” denir.i =1,2,...,K i¢in ¢, ’lerden en az biri

stfirdan farkl iken esitlik saglaniyorsa , V ’ye lineer bagimlidir denir.

c) Eger A’ nin sonlu her alt kiimesi lineer bagimsiz ise A ’ya lineer bagimsizdir denir.

Alineer bagimsiz degil ise A ’ya lineer bagimlidir denir.

2.3.3 Sifir Uzayr:V,W vektor uzaylari ve T € L(V,W){V *den W ’ye lineer

doniisiimlerin kiimesi} olsun.

a) T *nin goriinti kiimesi ImT =T (V) alt uzayidir, T *nin ranki
r(T) =dim(ImT) sayisidir.
b) T ’ nin kerneli (¢ekirdegi) (T ’ nin sifir uzayi olarak ta sdylenir.)
kerT = {X eV:T(x)= 0} =T" ({0}) alt uzayidir ve T nin sifiriligi A sayisidir. r(T ) ranki

ve n(T ) sifirlilig1 oo degerine sahip olabilir.
c) r(T ) sonluise T sonlu ranka sahiptir denir; yani bir sonlu ranka sahip lineer
bir doniistim goriintii kiimesi sonlu boyutlu olan bir lineer dontigimdiir. r(T ) =oo ise , T

sonsuz ranka sahiptir denir.

2.4 Normlu Uzaylar:

2.4.1 Norm ve Normlu Uzay: X,F iizerinde bir vektor uzayi olsun. X iizerinde bir norm

asagidaki ozellikleri saglayan bir ||[{: X — [ déniisiimiidiir. Her X,y € X ve her a € F igin,
2)[x|>0;
b)|X||=0ancak ve ancak x =0;
&) lerx|| =[]

)+ =[x+l
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tizerinde bir |||| normu tanimlanmis olan bir X vektdr uzayina normlu vektoruzay ya da
sadece normlu uzay ad verilir ve (X,||) ile gosterilir. X bir normlu uzay ise ||x| =1

esitligini saglayan bir X € X vektdriine birim vektor ad: verilir.

2.4.2 Denk Normlar: Bir X vektor uzay iizerinde |||| ve ||||' normlari tanimli olsun. Eger

her X € X icin
mix| < x| <M x]
olacak bigimde m, M >0 sayilar1 varsa ||' normu ||| normuna denktir denir.

2.4.3 Zayif Yakinsakhk ve Kuvvetli Yakisakhk: X bir vektdr uzay olsun. X igindeki

bir {x,} dizisi, eger her f € X igin
f(x,)— f(x)
yani !]EEIO f(x,) = f(X) 6zelligini saglarsa {Xn} dizisi X € X ’e zayif yakinsar (yada zay1f
olarak yakinsaktir) denir ve X € X elemamna{xn } dizisinin zay1f limiti denir.
Bir (X, ||||) normlu uzay1 i¢in norm iginde
{X,} > x<|x,—x| >0(n—>x)
ile verilen yakinsakligi kuvvetli yakinsaklik olarak adlandiririz.

2.4.4 Mutlak Yakinsak Seri: X bir normlu vektor uzay ve {Xk} , X ig¢inde bir dizi olsun.

Her pozitif n tamsayisi igin

0
e dizinin n inci kismi toplami adi verilir. Eger X iginde lims, varsa Z X, serisinin yakinsak
nN—oo
k=1

oldugu sdylenir ve kisaca Z X, <ooolarak gosterilir ve bu durumda
k=1

10
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X, =lims,

n—oo

TTMS
ok

olarak yazilir.

Eger X i¢indeki bir {Xk} dizisi igin i”xk”serisi [ i¢inde yakinsak ise ixk
k=1

k=1

serisi mutlak yakinsaktir denir.

2.4.5 Banach Uzay: ( X, ||||) normlu uzay1 olsun.Bu uzaydanalinan her Cauchy dizisi norma

gore yakinsak ise, yani ( X, ||||) uzay1 tamsa, bu normlu uzaya bir Banach uzay1 denir.(Bir

normlu vektdr uzayi ,normdan indirgenen metrige gore tam ise ,bir Banach uzayi olarak

adlandirilir.)

*

Tanim 2.4.1 X bir Banach uzay1 ve X~ da duali olsun.Bu durumda X ’in duali (X*) =X"

olarak tamimlayabiliriz. Eger X~ = X ise bu durumda X ’ e refleksivdir denir.

2.4.6 Smirhhk: (X,””) bir Banach uzay1 olsun ve bir  f :[] — X fonksiyonu verilsin.
Eger f fonksiyonu [J diizleminin tamamu iizerinde analitik ise f ’ye tam integral veya entire
fonksiyon denir. Eger M > O sabiti ve her z €[] i¢in || f (Z)” <M ise f >ye [] iizerinde

siirhidir denir.

2.4.7 Siireklilik ve Diizgiin Siireklilik: ( X, ||||X ) ve (Y , ||||Y ) normlu vektdr uzaylar: ve

f : X =Y bir fonksiyon olsun.
a) X€ X olsun. Eger her Y € X igin, her& >0 sayisina karsilik
=yl <e=[f0)-fW, <&

olacak bicimde bir 0 >0 varsa, f > ye X noktasinda siireklidir denir(yani & sayist hem X € X

’e hem de &’a bagli olabilir).

b) Eger f fonksiyonu X ’in her noktasinda siirekli ise , f ( X {izerinde) siireklidir

denir.

11
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c) Eger her £ >0 sayisina karsilik her X,y € X igin,
[x=yl, <6=[fCO-fW, <&
olacak bigimde sadece & ’a bagli bir 6 >0 varsa, f e (X iizerinde) diizgiin siireklidir denir

2.4.8 Mutlak siireklilik: f (x) ,[a, b] araliginda taniml bir fonksiyon olsun.

& el " verildiginde, [a,b] araliginin sonlu sayidaki her [Xv XZ],[XZ, X3],...,[X X ]

n-11"*n

ayrik alt araliklari i¢in;
D% —xa| < =D F(x) - f(x)|<e
i-1 i-1

olacak bigimde en az bir & = 6(&) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna [a, b] araliginda

mutlak siirekli fonksiyon denir.
2.5 i¢ carpim ve i¢ ¢arpim uzaylan

2.5.1 ¢ carpim: X bir reel vektdr uzaylari olsun. X iizerinde bir i¢ carpim asagidaki
ozellikleri saglayan bir<., > : X x X —[] fonksiyonudur.

Her X,y,Z€ X veher o, €l i¢in

a) (x,x)>0;

b) (X,X)=0 < x=0;

c) (ax+ By, z)=|a|(x, 2)+|B/(y,2);
A (xy)=(y.%)

2.5.2 1l¢ carpim uzayi: X bir kompleks veya reel vektdr uzay olmak iizere , <., .>, X

ilizerinde bir i¢ ¢arpim ise (X , <., >) ikilisine bir i¢ ¢arpim uzayi ad1 verilir.

2.5.3 Hilbert Uzayt: Bir i¢ ¢carpim uzayz, i¢ ¢arpimin indirgedigi normdan indirgenen

metrige gore tam ise, bu uzaya bir Hilbert uzayi ad1 verilir.

R" de kare integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi bir Hilbert uzayidir.

12
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LZ(D”):{f(x): | fz(x)dx<oo}

n
0

f,0el’(0")igin(f.g)=(g, f)=[ f.gdx  (f, f)=|f

2
E(7)
L’ (D ) ) , ayrilabilir tam bir vektdr uzayidir.

Asagidaki 6zellikleri saglayan H kiimesine Hilbert uzay: denir.

1. H,0J veya U iizerinde bir vektor uzayidir.

2 sabitlenmis 9 € H igin T —(f,9),H iizerinden lineerdir.( f.9) = (9, )
vf eHicin(f, f)=|f| >0

3 [f]=0 f =0

4. [(F.9)[ <[ f]-loll sehwartz esitsiztigi Vf.9 € H icin | f + 0] <[] +]g]

5. d ( f, 9) = ” f - g” metrigine gore H tam sayidir.
6. H aynlabilirdir.
Ornek 2.5.1 (' 2,0 ) bir Hilbert uzayidir.

2.5.4 Adjoint Operatorii: T : H — H sinurli bir lineer déniisiim olsun. H iizerinde sinirli

T" lineer doniisiimii
1(Tf,g)=(f,T"g)

2| =T

3(T°) =T

ozelliklerini sagliyorsa T": H — H lineer T operatoriiniin Adjoint operatoriidiir. T* =T ise

T" a T ’nin self Adjoint operatdrii denir.

2.5.5 Kompakt Uzay: H bir Hilbert uzay1 ve X < H olsun. Eger X ’deki her {fn}

dizisinin X ’teki bir elemana yakinsayan { fnk } gibi bir alt dizisi varsa X kompakttir denir.

Sonlu boyutlu Euclid uzayindaki kapali ve sinirli her kiime kompacttir.

13
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Sonsuz boyutlu bir uzayin bu 6zelligi yoktur.

2.6 Operator ve Fonksiyonel:

2.6.1 Operator:V ve W ,aym1 F skaler cismi iizerinde vektor uzaylari olsun.Bir
T :V > W déniisiimii, herat, B F ve X,y €V igin,
T(ax+py)=al (X)+ BT (y)
ozelligini saglarsa veya buna denk olarak her @ € F ve X,y €V i¢in
TX+Yy)=TX)+T(y)veT(ax)=aT(X)
ozelligini saglarsa T ’ye bir lineer doniisiim ad1 verilir.

H,, H, iki Hilbert uzay: olmak iizere, eger @, S €[] skalerleri ve Vff,g € H, i¢in,

T(af +p9)=aT ( f)+ 4T (9 ) kosulu saglaniyorsa T : H; =& H déniisiimiine

Lineer operator denir.

T (f)

. <C || f ||H olacak sekilde C >0 varsa T ye simrli operatdr denir.

.
Burada [[T[| = inf {C:[Tf[|, <C[f], | veya fsuelunffTHz =C dir,
Hy H;

Lineer doniisiim ayn1 zamanda siirekli (bu nedenle sinirh) ise bu durumda lineer

doniisiim yerine lineer operator veya kisaca operator ifadesi kullanilir.

2.6.2 Ters Operator: X bir normlu vektor uzay ve X {izerinde sinirh operatérlerin
kiimesi B(X) olmak iizere ,T € B(X) igin, ST =1 =TS olacak sekilde S € B(X) varsa
T ye terslenebilirdir denir.Bu durumda S operatériine T operatoriiniin tersi denir ve T ™ ile

gosterilir. Eger kosullar saglanmiyorsa o zaman bu doniisiime terslenemez denir.

2.6.3 Lineer Fonksiyonel: H Hilbert uzayindan skalerler kiimesine tanimli | doniisiimiine
bir fonksiyonel denir.

vf eH ,|||f || < C” f || olacak sekilde C >0 varsa | ye H iizerinde sinirh lineer

fonksiyonel denir.

Ayrica T :V — F lineer doniisiimiine de lineer fonksiyonel denir.(Soykan 2008)
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2.7 Olciim, Lebesgue 6l¢ciimii ve Olgiilebilir Fonksiyonlar:

2.7.1 (")lg:ii: U , X ’in alt kiimelerinin bir sinifi omak iizere , ( X,U ) olgiilebilir uzayinda

:U —[] fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa g fonksiyonuna U iizerinde bir

Olctidiir denir.

a) () =0
b) VAeU igin u(A) >0
c) Viell igin, A €U vei=# j icin AmAj =, olmak iizere

ﬂ[U A j =2 H1(A)
i=1 i=1
dir.

(X,U, u)igliisiinede bir 8lgiim uzay denir.

2.7.2 Das olgii: X bir kiime , P(X), X ’in tiim alt kiimelerinin kiimesi (kuvvet kiimesi)
olmak iizere; £ : P(X) —[ fonksiyonu

a) H#(2)=0

b) VE € p(X)igin z*(E) >0

C) AcBc Xicin g (A) < 1’ (B)
d) vn e Nigin A, € P(X) oldugunda

i [UA] <> U (A)
n=1 n=1
ozelliklerini sagliyorsa u* fonksiyonuna X iizerinde bir dis 6lgii denir.

2.7.3 @ —cebir Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir U simifi asagidaki dzellikleri saglarsa ,

U ya bir o —cebir denir.

15
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a)X eU
b)vS €U icin, X\S=S"eU;

c)n=12,..icin S, eU iken, | JS, €U

n=1

2.7.4 Borel fonksiyonu: B(R*) Borel cebirine gére 8lgiilebilen bir fonksiyona Borel

oOlciilebilir fonksiyon veya Borel fonksiyonu ad1 verilir.

2.7.5Kiimenin Acik Ortiisii:Sonlu veya sayilabilir sonsuz saylda{a i = ( P;.q; ), jeld }
agik araliklar ailesi verilsin. Eger bu araliklarin tiimiiniin birlesimi E kiimesini kapsiyorsa ,yani
Ec Uai ise {aj je J} ailesine E kiimesinin agik ortiisii veya ortiisii denir. J sonlu ise,

J

sonlu Ortii denir.

{a fJe J} agik araliklarinin uzunluklarinin toplami ,Z(q =P ) >0dir. E
jed
kiimesinin biitlin a¢ik ortiilerinin kiimesi alttan sinirlt olup infimumu,yani en biiyiik alt sinir1

inf Z(q i~ P ) vardir. Bir tek E kiimesine bagli olan en biiyiik alt sinira , E > nin dis dsgiisii
jed

denir. m”"E ile gosterilir. Bu tammdan & > Qicin E ’ nin 6yle bir {0{ fie J} ortiisii vardir ki,

m'E sZ(qj - pj)gm*E+gdlr.

jed
S= [0,1] kapali araliginin uzunlugu ile S i¢indeki E° tiimleyeninin dis dl¢iisiiniin farkina E°
nin i¢ 6lgiisii denir. M,E =1—m"E°ile gosterilir.

Herhangi bir kiimenin i¢ ve dis dl¢iileri negatif olamaz.

I¢ 6lciisii dis dlgiiden biiyiik olamaz.

E, cEisemE, <m,E vem'E, <m'E dir.

Tanim 2.7.1Eger E kiimesinin i¢ ve dis Olgiileri esit ise , E * ye Lebesgue anlaminda
olgiilebilir kiime denir. m, ( E) =m" (E) = m( E) ile gosterilir.
E 6lciilebilir ise , E€ 6lciilebilirdir. Yani
m(E)=m,(E)=1-m"(E) ve
(E°)=1-m"(E) oldugundan m(E)=m" (E)=1-m, (E°)=>m" (E®)=m, (E°) dir.

m

*

Sonlu veya sayilabilir sonsuz elemanli kiimeler 6l¢iilebilirdir ve 6l¢iimii sifirdir.
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[0,1] araligindaki irrasyonel sayilarin kiimesi 6l¢iilebilir olup dlgiimii 1 dir.

Acik bir kiime 6lgiilebilirdir.

Tanim 2.7.2 Bir E kiimesinin dis 6l¢timii E ’yi kapsayan biitiin agik kiimeler igin
m* ( E) =infL (O) ile tammlidir.

Bir E kiimesinin i¢ dl¢iimii E ’nin kapsadigi biitiin kapali [1 kiimeleri i¢in

m, (E) =sup L(C) ile tanimlidir.

Biitin T kiimeleri igin m” (T)=m" (T, (E))+m’ (Tn (EC)) ise E "ye olciilebilirdir

denir. m( E) =m" (E) ye E *nin 6l¢iimii denir. E "nin m*E =m” (E) dis dl¢iimiine Lebesgue

Ol¢limii denir.

Eger | bir aralik ise m(l): L(I)
Eger O bir agik kiime ise m(O) =L (O)
Eger [| bir kapali kiime ise m(C) = L(C)dir.

Acik veya kapali kiimelerin sayilabilir birlesimine veya kesimine Borel kiimelerinin
sinifi denir.

Ornek 2.7.1 Reel sayilarin @,,d,,8,,... elemanlarindan olusan bir E kiimesi icin, bu
ise

noktalari sirastyla bulunduran agik kiimelerin (araliklarin) uzunluklart — £ ¢

2'22' %"
. E € & . . < .

m (E) SE+?+§+...:€,8 yeterince kii¢iik oldugundan Z=0 ve m (E)ZO
olur.(Harman 2012)

2.7.6. Lebesgue ol¢iimii: [ i¢inde birU o -cebiri ve U iizerinde bir 4 dl¢iimii vardir dyle
ki, herhangi sonlu | =[a,b] araligi iin, | €U, ve g (1) =I(l) dir. Bu uzay iginde 8lgiimii 0

olan kiimeler kesinlikle asagidaki 6zellikleri saglayan A kiimeleridir.

Herhangi € >0 igin | | C [, J=12,..., araliklarinin bir dizisi vardir dyle ki ,

Ac|J1,veSI(,) <e
=1 =l
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dir. Bu 6l¢iim Lebesgue ol¢iimii adini alir ve U igindeki kiimelere Lebesgue dlgiilebilirdir

denir.(Soykan 2008)

2.7.7 Lebesgue dlgiilebilir kiime: VA kiimesi icin;
e ()=s (AE) 7 ()

esitligi gerceklesiyorsa E <l ve E° =0 \E olmak iizere E kiimesine (Lebesgue)dlciilebilir
kiime ya da & *ye gore Slgiilebilir kiime denir.
Asagidaki 6zelliklere dikkat etmekte fayda vardir;

a)Kiimenin oOlgiilebilirligini gostermek igin

,u*(A)Sy*(AﬂE)Jr,u*(AﬂE')
kosulunun saglandigin1 gostermek yeterlidir.
b) #*(E) =0 jse, E kiimesi 6lciilebilirdir.
¢) E: ve E; sliilebilir ise, B JE, kiimesi de dlgiilebilirdir.
d) E: ve E; siciilebilir ise, B |E, kiimesi de 8lciilebilirdir.

e) Acll herhangi bir kiime olmak iizere E.E,...E, Olgitilebilir kiimelerin sonlu bir

dizisi i¢in

ﬂ{Aﬂ(UEH iﬂ*(AﬂEi)

f) E kiimesi 6lgiilebilirse E® kiimesi de dlciilebilirdir.

9) Vaell icin (a,OO) Olgiilebilirdir.
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Tamm 2.9.2 f ,6lgiilebilir bir E kiimesi iizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon olmak
iizere, VK €l icin {X cE:f (X) > k} kiimesi 6lgiilebilir ise, f ' e dlgiilebilir fonksiyon

denir.
E= [a, b] olmak iizere f (X) = X :X e E fonksiyonu dlgiilebilirdir.

Bir A kiimesi i¢in

B ILxeA
A= 00,x ¢ A

seklinde tanimlanan y, fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir. ¥,

fonksiyonunun 6l¢iilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin 6lgiilebilir olmasidir.(Balci

2009)

Ayrica f kapali E kiimesinde siirekli ise 6lgiilebilirdir.
Tanim 3.1.2 E olgiilebilir bir kiime ve f (X) bu kiime tizerinde taniml bir fonksiyon olsun.
Eger her Cell sayisiigin f (X) > ¢ olan X € E noktalarmin kiimesi (E[ f (X) > C])

dlgiilebilirise f (X)’e Lebesgue élgiilebilir ya da sadece dlgiilebilir fonksiyon denir. Bu

tanimdan ve E kiimesinin 6lgiilebilir olmasindan faydalanarak, ( E [ f (X) < C]) ,

(E[ f (X) < C]) , ( E[ f (X) > C]) kiimelerinden herhangi birinin her C €[] sayis1 i¢in
Ol¢iilebilir olmasinin (E[ f (X) > C]) ile esdeger oldugunu sdyleyebiliriz.(Murray 1990)

2.8. Riemann integrali: a,b reel sayilar ve a <b olmak iizere f : [a, b] — [ smirh bir

reel fonksiyon olsun. @ = X, < X, < X,... < X, =bolmak iizere sonlu bir P ={X;, X, X,..., X, }

kiimesine [a, b] nin bir pargalanigi denir. Bu P parcalanisi, her i <n igin AX, =X —X_;

M, = sup f(x)
ve
m = inf f(x)
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olmak iizere sirasiyla iist ve alt Riemann toplamlari adi verilen

LMRU:iMAm

i=1

Ve
L(P, f)=> mAx
i=1

toplamlarini verir.

Ust Riemann toplamlari dizisi azalan, alt Riemann toplamlari dizisi ise artan olup

b b b
bunlarin — 0 veya N — ooigin limitleri sirasiyla | f ve | f ile gosterilir. | f =| f
Y Yy
a a a

QD C— T

oldugunda, f fonksiyonu [a,b]’da Riemann integrallenebilirdir denir ve bu genel olarak

b
I f (X)dx ile gosterilir.
a

Sekil 2.8.1:Riemann integralinin Geometrik yorumu
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Tamm 2.8.1 f ,[a, b] da tamml1 bir fonksiyon olsun. & = X, < X, <... < X, =D noktalarindan

olusan p= {XO, X, ...Xn} parcalanist igin,

n
Z[f (Xi)_ f (Xi—l)] <M
=
olacak sekilde bir M sayisi varsa, f e [a, b] da degisimi veya varyasyonu sinirli fonksiyon

denir.

VX, X; €[a,b]igin,
‘f (x)-f (xj)‘ <L|x —x]

olacak sekilde L sabiti varsa f Lipschitz kosulunu saglar denir. Lipschitz kosulunu saglayan

her fonksiyon varyasyonu siirlidir.

2.9. Lebesgue integrali: f (X) , [a, b] arahiginda smirh ve dlgiilebilir olsun.

Farz edelimki a < f (X) < p olan a, f sayilari var. (o, ) araliginda Y, Y,,..., Y4

degerlerinia =Y, <Y, <Y, <..<Y, ; <Y, = olacak sekilde se¢ip aralig1 N alt araliga

bolelim.Bu noktalar sekildede goriildiigii gibi geometrik olarak y eksenindeki noktalara

karsilik gelmektedir.
u
Up = P S T s |
Yp1bh-—-———————-- - - - ——-—- - }
Lt s - S
Yp-1p————— — - ——— e —— —— £
p
3 |
e
11 |
B |
|
Yo = 0O “——*T ———————————————— T_l_':
{1
| |
[ g ! =
a b

Sekil 2.9.1:Lebesgue integralinin Geometrik Yorumu
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E, (k =1, 2,...,n), Ve, < f (X) <Y, olan tiim X ’lerin kiimesi yani;
E ={X:y,<f(x)< yk},k =1,2,...,n olsun.

f (X) Olciilebilir oldugundan bu kiimelerde odl¢iilebilirdir ve kolayca goriilebilecegi gibi

ayriktir,

n n
S= Z Yyl ( E, )ve S= Z Y 1l ( E, ) seklinde tanimlanan iist ve alt toplamlar1 géz 6niinde
k=1 k=1
bulunduralim. Parcalanmayi cesitlendirerek S ve s’nin farkli degerlerinin kiimesini elde
ederiz.Miimkiin olan tiim pargalanmalar icin | =inf S ve J =supsolsun.Her zaman var olan

bu degerler f(x) fonksiyonunun [a, b] araligindaki alt ve iist Lebesgue integralleri olarak

b b
adlandirilir ve | = I f(x)dx,J = .[ f (x)dx ile gosterilir.
a a

Eger | =J ise f(x)fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue integrallenebilirdir denir

b
ve bu deger | f (x)dx ile gosterilir. S azalans artan olup bunlarin =max{Ay ! —0 veya
g g p p Y

a

N — oo iken limit degerleri sirastyla | ve J dir.

Tamm 2.9.1Eger E iizerinde f ’e diizgiin yakinsayan integrallenebilir basit fonksiyonlarin
bir (fn) dizisi varsa 6lgiilebilir f fonksiyonuna E kiimesi iizerinden integrallenebilir veya
toplanabilir denir.

lim| f, (X)d,u :J. f (X)d,u limitine f in E iizerinden Lebesgue integrali denir.

nN—o0
E

n-1

Tamm2.9.3S = Z y:mE(y; < f <vy,,) Lebesgue toplaminin @ — 0 igin limitine f in E
i1

kiimesindeki Lebesgue anlamindaki integrali denir.

(L)I f (x)dx Veya‘[ f (X) dx ile gosterilir.
E E

Burada f 6lgiilebilir E kiimesi iizerinde tanimli sinirl ve 6lgiilebilir bir fonksiyon
olup, m< f (X) <M , oy ekseni iizerindeki [m, I\/I] kapali aralig {yi} ,1=012,...n

ayirim noktalar1 yardimiyla pargalara bolinir, M=y, <Yy, <...<Yy, =M, a =max | Yia— yi|

n-1
iken, S, = Z y,mE ( y, < f <y, +1) toplami Lebesgue anlaminda integral toplamidir.
i=0
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mE(yi <f<y, +1) degeri, E kiimesinin Y, < f <y, , esitsizligini saglayan kismimin

dlgiimiidir. E,y, < f <y, , olan X noktalarmin kiimesidir.

-1

1. I|m2ymE y,<f<y.,) _I|mZy,[mE (Vi > F)-mE(y, > f)]

_Ilmzy||:g y|+1 :' J.ydg(y) d”'
2. Eger ME ISeJ- dX Odur.

3. Eger E kiimesinde tammlanmis f ve g fonksiyonlar1 igin m( f g) =0 ise

jfdx:jgdx dir.
E E

4. f (X) fonksiyon [a,b] da Riemann integrallenebilir ise Lebesgue anlaminda

integrallenebilir.

L).Tf(x)dx:(R).Tf(x)dx

b b

5. lim f (x) = f(x) ise lim [ f, (x)dx = I(Iim fn(x))dx:_[f(x)dx dir.

n—o0 n—oo n—o0
a E

6. E=E| JE, ve E[)E,=O isejf(x) If dx+J. x)dx dir.

2

7. f (X) sinirl1 ve dlgiilebilir bir fonksiyon ise
a) j x)dx=C j

b)[ Cdx =C.m(E)

c)m(E)=0 ise I f (x)dx =0dur.

E

d) Eger A< f(Xx)<B ise A.m(E)S_[ f (x)dx < B.m(E)dur.

E

e)Bger E=E| JE, ve E[)E, =D ise
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'Eff(x)dx=£ f (x)dx+j f (x)dx, E “ler

E

ikiser ikiser ayrik ve E = U E :>I dX Z I f (X)dX dir.
i E

f).l.[f (x)+g(x) Jdx ise E[ f (x)dx+_£g(x)dx dir.

g) Eger f ve g sinirli ve 6lgiilebilir ise ,j f (x).g(x)dx <o dir.

E

h)f(x)<g(x)= I x)dx<_[g x)dx dir.

k) f, E de sinirli va 6lgiilebilir ise, I dX

E

<j|f (x)fdx dir.

I)E de h.h.h(hemen hemen her) yerde f lse I :I x)dx dir.

b
Ornek 2.9.1C bir sabit olmak iizere J.C =C (b - a)

a

~1:0<x<3 % 2 F
f(x):{4;3<x<5 :>_(|).f(x)dx:_([—ldx+.?|:4dx:—3+8=5

Tanim?2.9.4 f (X) >0 sinirsiz ve dlgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere , p bir dogal say1 ise

f (x); f(x)< p kosulunu saglayan biitiin x  E ler igin

(o), -|

p ;f(x)>p kosulunu saglayan biitin X € E ler igin

seklindeki| f (x)]p fonksiyonu her p igin siirli ve 6lgiilebilir olacagindan Lebesgue

integrallenebilir ve f (x) in E iizerinden Lebesgue integrali I (x)dx = Ilmj[f ]p dx

—>0
E p

seklinde tanimlanabilir. Bu limit negatif olmayan bir say1 veya sonsuz olabilir, sonlu olan bu

limite ise f (X) in E lizerinden Lebesgue integrali denir.

Eger f(x)<0 ise f(x) in Lebesgue integrali, I f (x)dx =—ﬂf (X)‘dx olarak
E E

tanimlanabilir.
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f(x); f(x)=0,vxeE icin
Genel olarak , f*(x)= ( ) (x) < _9_
0 ;f(x)<0,vxeE icin
- —f(x); f(x)<0,vxeE i¢in
X)=
) 0 ; f(x)=0,vxeE igin

ise f* ve f~ birlikte negatif degildir. f (X) =f" (X) -f- (X) olacagindan ,

'l' f (x)dx:_l' f*(x)dx—'E[ f~(x)dx olur.

Eger f (X) >0 ise, (a,oo) sinirsiz araliginda Lebesgue integrali ,

b
f (X)dX =lim| f (X)dX ile tamimhidir. f (X)keyﬁ isaretli ise

b—w
a

f(x)dx=.Tf+ Tf (x)dx dir.

D 8 W C—— 8

f(X),E iizerinde integrallenebilirdir. <> f (x) mutlak integrallenebilirdir. E nin

sinirliligina veya sinirsizligina bakmaksizin H dX‘ ﬂ ‘dX dir.

8
N dx
Ornek 2.9.2 | —= integralini hesaplarken,

=3 f(x)< p,i_ p:x>i
Ix Ux p?
p X<

p

—+6——p :Ilmjx3dx 6= D(J'x3dx]

p—

Ornek 2.9.3 f (x) = - 1[0,8] fakat f (x) ¢ L°[0,8]

I
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2.9.1 Fubini Teoremi: E ve F,[] icinde aralik olsunlar ve k: E x F —[] fonksiyonu

L' (E x F)’yeaitolsun. O zaman

a) Hemen hemen her(h.h.h) s € E igin t — k(s,t), L'(F) ’nin bir elemanini tamimlar.

b) s— Ik(S,t)dt, L (E) ’nin bir elemanini tanimlar.
F

c) Hemen hemen her t € F igin s — K(s,t), L'(E) *nin bir elemanini tammlar.

d t— I k(s,t)ds, L' (F) ’nin bir elemanini tammlar.
E

| { | k(s,t)dt}ds = { | k(s,t)ds}dt = [ k(s t)dsdt.

E F ExF

D
~

Fubini teoreminin temel pratik kullanilisi (e) pargasidir.

2.9.2 Fatou Lemmasi: (X, A, 1) bir 6lgii uzay1 ve (f,)de Q de negatif olmayan

Slgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise liminf f, (X) integrallenebilirdir ve

[liminf f,dz < liminf [ f,dx
X n—oo n—o X
dir.
2.9.3 Beppo-Levi Teoremi: (X,U, 1) bir slgii uzay: VeZ| fk| olgiilebilir fonksiyonlarin
k=1

bir serisi olsun.Bu taktirde | f,| serisi her X icin yakisak ve Y., || fi| sonlu ise
k=1 k=1 x

I(i fi ﬂ:if fdu
% k=L k=1 X

dir.

2.9.4 Levi Teoremi:{f } dlciilebilir bir Q —[1" kiimesi iizerinde Lebesgue dlgiilebilir

fonksiyonlarin bir dizisi, dyleki h.n.h X€Q i¢in f,(X)< f,(X)<..<f (X)<f ,(X)<...ve

n+1

J f,(x)dx > —oo olsun. Bu durumda h.h.h X € Qigin f(X)=Ilim f_(X) limiti vardir, f
n—w
)

fonksiyonu integrallenebilirdir ve
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J.Iim f (x)dx = IimJ' fn(x)dx:j f (x)dx
QI’\~>oo r'I—)ooQ 2
olur.

2.9.5 Monoton Yakinsaklik Teoremi: (X,U, z)bir dlgiim uzay1 ve ( f, )f negatif
olmayan lgiilebilir bir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger genel terimi f, olan monoton artan dizi

f fonksiyonuna yakinsar yani her X igin f, — f ise
lim [ f,(X)du= [ fdu
n—o0
X X

dir.
2.9.6 Lebesgue Yakinsaklik Teoremi: (X, A, z) bir élgii uzay1, g : X — [0,+00]

integrallenebilen bir fonksiyonve f, f, f,..... de X iizerinde A— dlgiilebilir [—oo,+oo]—

degerli fonksiyonlar olsun. Eger hemen hemen her X igin

a) lim f,(x) =  (x)
b) Vne N igin |f, (X)|< g(x)
ise f ve fn fonksiyonlari integrallenebilirdir ve
lim [ f.du=fdu

dir.

2.9.7 LPde Yakinsaklik: f vef fonksiyonlari g uzaymnin elemanlari olsun. (f) dizisi
f fonksiyonuna p-inci mertebeden ortalama yakimsaktir <> V& >0 igin In, €] &yle ki

vn=n, igin || f.—f || < ¢ dir.Bu yakinsaklik ¢esidine L >de yakinsaklik denir. Burada p >1

olup

1/p
=11, {1t~ 7 e

dir. Buna gore (f,) dizisi f fonksiyonuna L” de yakinsaktir < Iim|| f, - f”p =0
n—
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2.9.8 Lebesgue Simirh Yakinsakhk Teoremi: (X, A, ) bir 6lgiim uzay1 olsun.

{ f, } , X iizerinde (kompleks )dlgiilebilir fonksiyonlarm bir dizisi olsun ve her X € X igin
f(x)= LI_EQ f.(X)

tanimli olsun. Eger | f, (X)| <g(x) (n=123,...;xe X)

olacak sekilde bir g € L'(X) fonksiyonu varsa o zaman f e L'(X) dir ve

lim [|f, - fldu=0
X

n—o0

dir ve

in] 0= 01
X X
dir.

2.9.9 Olgiisel Yakinsaklik: (X, A, £) bir 6lgii uzay1, f, ve f *ler X iizerinde tanimli ,

reel degerli ve A —dlgiilebilir fonksiyonlar olsun. ( f,) dizisi f fonksiyonuna dlgiisel

yakmsaktir <> Ve >0 icin,

lim z({x e X :|f,00 - f(x) = ¢]})=0

n—oo

dir.

Bu tanima gore verilen bir dizinin yakinsaklig tanimlanan dlgiiye baglidir. Olgii

degisince yakinsaklik bozulabilir.Eger ( f,) dizisi f fonksiyonuna u dlgiisiine gore yakinsak

u
ise bu, ( f, )—) f bi¢iminde gosterilir.

2.9.10 Riesz-Fisher Teoremi: (X, A, ) bir 6lgii uzay ve 1< p <+o0 olsun. L (X, A, x)

uzayl1

Up
I, {Ilfl"duJ
X
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normu altinda tamdir.(Balc1 2009)

2.9.11 Lebesgue integrali ile Riemann Integrali Arasindaki Iliski

f, bir (a,b) da Riemann integrallenebilir ise bu aralikta Lebesgue anlaminda da

integrallenebilir, bunun tersi genelde dogru degildir.

Riemann integrallenebilir fonksiyonlar, olduk¢a kati olan siireklilik kosulu altinda
tanimli iken Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar, siireklilik yerine 6lgiilebilirlik kosulu
altinda tanmimlhidir. Lebesgue integrali daha genis bir fonksiyon siifina uygulanabilir.

Riemann integrali sadece sinirli fonksiyonlar igin tanimli iken Lebesgue integrali ,hem
sinirli hem de sinirsiz fonksiyonlar i¢in tanimlidir.

Lebesgue yakinsaklik teoreminden integral isareti altinda limit alma, Olgilebilir
fonksiyonlar yardimiyla miimkiin iken, Riemann integralinde bu durum siirekliligi bozabilir.

Eger f, [a, b] da Riemann integrallenebilir ve bu iki integralin degeri aynidir.

b b
R)If(x)dx:(Ljf(x)de:jfdu* dir. Burada E=[a,b] ve u" Lebesgue
a a E

Olglistidiir.

sin x
j —dx 0, —oo +oo) da Lebesgue integrali iraksaktir.

sin X
j —dX 7, T inimproper(has olmayan) Riemann integrali vardir.

Riemann integrali olgiilebilir fonksiyonlar icin kullanilamaz. Ornegin Irrasyonel
noktalarda sifir, rasyonel noktalarda bir olan Dirichlet fonksiyonu olgiilebilirdir. Bu
fonksiyonun Riemann anlaminda integrali yoktur.Yani Riemann integrali dlg¢iilebilir
fonksiyonlar i¢in pek de kullanish degildir.Bunun nedeni Riemann integralinin tanimindan
kaynaklanmaktadir.Bir f fonksiyonunun Riemann integralinin olmasi igin f ’nin tanim
araliginda stirekli olmas1 ya da siireksiz oldugu noktalar kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta
elemana sahip olmasi gerekir.Yani f integrallenme bolgesinde smirli  salinimh
olmalidir.Sinirli fonksiyonlarinda Riemann anlaminda integrallenebilmesi igin gerek ve yeter
sart siireksiz oldugu noktalarin kiimesinin 6l¢iimiiniin sifir olmasidir. Lebesgue integralinde ise
Riemann integralinin tersine X noktalarin X ekseni tizerindeki yakinliklart ile degil
fonksiyonlarin degerinin bu noktalardaki yakinliklari ile ilgilidir. Ayrica Lebesgue integrali
herhangi bir 6l¢iim uzayinda tanimlanabilir ama Riemann integrali i¢in bu gecerli degildir.
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Asagidaki 6zelliklere dikkat etmekte de fayda vardir;

a) f Riemann anlaminda integrallenebilir ancak ve ancak f ,[a,b] kapali araliginin

hemen hemen her noktasinda siireklidir.
b) f Riemann anlaminda integrallenebiliyorsa Lebesgue anlaminda da integrallenebilirdir

ve her iki integral birbirine esittir.

2.10 Stieltjes integrali
Stieltjes integrali, Riemann integralinin genisletilmesidir. f (X) Vea(X) , [a, b] da
taniml1 sinirh fonksiyonlar ve p = {XO, X yeeny Xn} de [a, b] araliginin bir pargalanisi olsun.

a:x0<x1<...<xi_l<xi<...<xn=bi<;in

X"; [0[ (Xi—l)]:é/i E[Xi—l’xi]

toplamina Stieltjes toplami denir. Eger keyfi secilen & >0, her p parcalamsi ve §; noktalari
igin ()< iken |l =8| <& olacak sekilde & =& (&)>0 bulunabiliyorsa z( p)—> 0 iken

o (%,¢;) ile verilen toplamin limiti | dir denir.

Tanim?2.10.1 Eger,u( p) — 0 iken G(Xl,é’) toplaminin sonlu bir | limiti varsa , f ( )

fonksiyonuna , (X) fonksiyonuna goére [a, b] da Stieltjes anlaminda integrallenebilirdir denir.

if (x)der(x)

ile gosterilir. a(X) = X+ C (c sabit) alinarak Riemann toplami ve integrali elde edilir. ( X)

monoton artandir.

Aa(x)=a(x)-a(x,)>0:i=123,..,n

S= ZMAa ZmAaI,M = Sup {f(x)},m=inf {f(x)}

i=1 i=1 xe[%1.%] xe[Xi4.%]

Her bir p parcalanisi igin S(p)SO'(Xi,é’i)SS(p)

Stieltjes anlaminda s alt toplar dizisi artan, S st toplamlar dizisi azalandir.

s(p)<1.<1"<S(p) olup I*=Slips(p),I*=ir;fS(p),LiLr(1)s(p)= I, ,,('E,')‘los(p)= |*

dir.
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Teorem 2.10.1 f ,[a, b] da Riemann anlaminda integrallenebilir ve o (X) Lipschitz kosulunu

saglhyorsa f (X) fonksiyonu o (X) fonksiyonuna gore Stieltjes anlaminda integrallenebilirdir.

2.11 Bazi 6nemli esitsizlikler:

2.11.1 Young Esitsizligi: ¢ : [0, +oo) —[J ,siirekli, monoton artan, ¢(0) =0 ve

lim g(u) = +o0 , ézelliklerine sahip bir fonksiyon ve @~ = olsun. VX €[] i¢in
Uu—oo

(X) :I¢(u)du, w(X) :Iw(u)du

denirse, hera,b [0, +) igin
ab < 2(a) +y (b)

dir. Esitlik sadece b = (@) olmasi halinde gegerlidir.
o1 5 11 ..
go(u)=u ahnd1g1nda,5+a:1 Icin

p q
a.bsa—+b—
P qQ

olur. Bu da Young Esitsizligi olarak bilinir.

2.11.2 Cauchy Esitsizligi: X = (X, X, X,) ve Y =¥y, Yz

sayilar olmak lizere ,

i=1

i=1

veya

n

2 XY <X [,

i=1

31
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dir.

2.11.3 Cauchy-Schwartz Esitsizligi: X bir i¢ carpim uzay1 ve X,y € X olsun.

O zaman

O y) < (6 x) (v, y)

dir. Esitlik saglanir ancak ve ancak bazt @ € F igin y —aX = 0dir. (Balc1 2009)
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3. KLASIK LEBESGUE UZAYLARI

( X, A ,u) bir 6l¢ii uzay1 olsun. 0 < p < oo olmak iizere,

L ={f eM (X, A)[ " e L(X, A p)

kiimesine p .kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

Yukaridaki tanima gore L' = L dir,zira f ’nin integrallenebilir olmas ile | f

’nin

integrallenebilir olmast aym seydir. f € LPolsun.a €] ise f e L” dir,giinkii| f |p

integrallenebilir oldugunda |05|p | f |p de integrallenebilirdir. Dolayisiyla |a f |p

integrallenebilir.Ayrica f,g e L ise,

|f+g]” <(|f|+]g])" <(2.maks{| | |g]})’ 32"(|f|p +|g|p)

olacaglndan| f+ g|p intregrallenebilir ve dolayisiyla f + g € L olur.Su halde L" kiimesi

bir vektor uzayidir.

L* de P =1 olmak iizere , norm

Up
Il =(I|f|"dX)
X

ile tanimlidir.

3.1 L, (0,) Lebesgue Uzayr:

o0

L, (0,00) ={f :(0,0) >[1; f Glgiilebilir, |

0

ile tanimlidir.
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3.2 L,(0,0) Lebesgue uzaymnin temel dzellikleri:

a) L, (0,00) Tam bir normlu uzaydir(Banach Uzay1).Burada norm

- Up
||f||Lp(o,w>=[J \f(x)\"dxj
0

ile tanimlidir.

1 1
b) L, (0,0) uzaymin duali —+— =1 olmak iizere L.(0,0) uzayidir.
P
C) L, (0, 00) uzay1 reflexivdir(dualinin duali kendisidir).
d) L, (0, 00) uzay1 bir vektor uzayidir.

e) Bu uzaydaki diizgiin fonksiyonlar (C°O (O, oo)) her yerde yogundur.

Vi el iginEl{(Dj} cC” (0,00) vardir dyleki j — oo igin,Hf ~, H

dir.

Ly (0,00)

3.3  Hélder Esitsizligi: p >1,£+1 =Tolsun. f eL”,gel%ise f.gel'.Ve
P qQ

-9l <l -lal

dir.

3.4  Minkowski Esitsizligi: Eger p>1, f,ge L ise f+geL"dirve

£+, <[], +]gl,

dir. (Balc1 2009)

3.5 Integraller icin Minkowski esitsizligi:

d

IK(X, y)dy

c

Le(a,

34
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Yani,

[T o . [ o] o

a\c a

r=1 i¢in esitlik Fubini teoremine doniisiir.

3.6  Agirhkh Lebesgue Uzay1: 0< p<oovew, (a, b) tizerinde agirlikli fonksiyon olmak
iizere LP (a, b; W) =L° (W) ile gosterilen agirlikli Lebesgue uzayi, (a, b) tizerinde Ol¢iilebilir

biitiin f = f (X) fonksiyonlarindan olusur. Oyle ki,

b Up
I£1l,.. Z=(f|f(x)|pW(X)de <oo; O<p<w

I, =esssup|f(x)|<oo
’ a<x<b
dir.(Kufner 2007)
3.7 LP(w)'nin Duali:1< p <o olmak iizere L?(w) agirlikli Lebesgue uzaymnin duali ig
carpim ile tamimlidir. Oyle ki;

<g,f >:_b[g(x)f(x)dx: f eL”(w)

dir.q = pil,v‘v= W9 olmak iizere (L (w))" = L% (W) dir.

[<g. f > < [lg()|w™® ()] f (w)|w"” (x)dx

S(I|g(x)|q wq’p(x)dxj U| f(x)|° w(x)dx] =[t],..-lal,

dir. (Holder Esitsizliginden)

H Hardy operatort, H ise eslenik Hardy operatdrii olmak {izere ,
p—q,q—p,vow" w—Vv"" almarak
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H:L?(v) > L"(w); 1< p,g<o
(HY =H: LW ") - L")

bulunur.Fubini teoreminden ise;
b X b b 5
< g, Hf >=jg(x)jf(t)dtdx:jf(t)jg(x)dxdt =< f,Hg >
a a a t

elde edilir. (Kufner 2007)
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4.L° UZAYINDA HARDY OPERATORUNUN SINIRLILIGI

4.1 Kesikli Hardy Operatorii

(a, ) negatif olmayan terimli bir dizi ve p>1 olmak iizere

B8] 5 8

n=1 \ N %=

Klasik Hardy esitsizliginin kesikli formu olarak bilinir. Burada lZ:ak =H (an) kesikli Hardy
n

k=1
operatoriidiir ve agirlikli hali ise ,

dir.

4.2 Siirekli Hardy Operatorii

(@,b)iizerinde f fonksiyonlari igin tanimli H operatérii Hf (x) = J. f (t)dt ile tanimh olup
a

b
bu integral veya Hardy operatérii olarak bilinir. Bunun dual operatérii H™ f (X) = I f (t)dt dir.
X

H:L (a, b) - U (a, b)sﬁreklidir ve || Hf ||qu <C,, || f ”p,wve ||g||qu < C||g '”p’w dir.

K (X, t) , (a, b) X (a, b) iizerinde tanimlanmis bir kernel olmak iizere
(Kf )(X) = J K (X, t) f (t)dt seklindeki operatore Voltera operatorii denir.Hardy operatorii
a

bu operatoriin 6zel halidir. (Kufner 2007)
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4.3  Hardy Esitsizliginin Diferansiyel Formu

K el igin K —1 inci mertebeden mutlak siirekli biitiin fonksiyonlarin kiimesi AC*™
olsun.

Her g e AC® icin g(a)=0 veya g(b) =0 baslangic kosullarini saglayan ¢

fonksiyonlar tarafindan saglanan

1/p

('[|g(x)|q v(x)de <C [.ﬂg'(x)‘p W(X)dX]

esitsizlik, Differansiyel Hardy esitsizligi olarak bilinir. Bu durumda ||g '(X)||p ,, <o olup

g() =] f®)dt=H(f(x)
veya
g0) = f©)dt = H (f (x))

dir.

lal,, <Clgl,,, =1<p<g<wigin

sup Uvq(t)dtj qﬁw“"(t)dtj p

1<p<qg<ow
dir.

Bazi yazarlarin ¢aligmalarinda (modiffied) degistirilmis agirlik Hardy operatorii olarak
adlandirilan

H(f(x))= v(x)j f (t)w(t) de kullanilarak || H(f (X))||q <C || f (X)||p esitsizligi

b 1/q o 1p
1< p<q<igin saglanir < sup (J.Vq (t)dtj [J-Wp'(t)dt] <o
a<x<b\ 2

bb rlq X r/p' ur
p > qi¢in saglanir @[(_”Vq (t)dtJ “Wp'(t)dtJ dXJ <oo dur.

b
Benzer durum H (f (x) =v(x)[ f ()w(t)dt operatdril i¢in gegerlidir.
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g(x)=H(f(x)) icin g(a)=0veg'(x)=f(x)
g(x)=H(f(x)) icin g(b)=0veg'(x)=f(x)

alindiginda, H ve H operatérlerin agirlikli Lebesgue uzaylari arasinda simirlilign griiliir.

(a,b) = (0,00) isef >0 ve v,w agirlikli fonksiyonlari i¢in agirlikli Hardy esitsizligi,

[T[X f(t)dtJ v(x)dx} SC(T f p(x)w(x)dx}

veg(0)=0 ile 1<p<qg<w igin

Up

(Tﬁg(x)r‘ v(x)dx] <C ﬁ|g '(x)|” W(X)dX]

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

suva(t)dt] qUW(t)lp'dt] p <o

x>0 X

dur.(a,b)=(—o0,) ise,

1/q

<C [ T fP (x)w(x)dx}

o

esitsizliginin negatif olmayan f fonksiyonlari tarafindan saglanmasi igin gerekli ve yeterli

kosul

xell

sup[]ov(t)dtj [ I W(t)“"dtj <o

dur.

[ de 1< p <ooolmak lizere

(1 M P p i p
Jw [mj f(t)dt] dxs(p—_lj jw f P (x)dx

esitsizligi;

j&j f (t)dtJ i s(pL_Jj 2 (x)dx
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esitsizligine karsilik gelir.

1/p lx
m[xjf (t)dt] exp[xlln f(t)dt)

olarak verilen f ’nin geometrik ortalamas1 ve Klasik Hardy esitsizliginde f yerine f*°

alimdiginda

I[ jf“"(t)dt] dx<ilzf(x)dx:>zexp@iln f(t)]dXSe]:f(x)dx

Seklinde Knopp esitsizligi olarak bilinen esitsizlik bulunur.

Benzer limit yontemiyle Klasik Hardy esitsizliginin kesikli hali olan ve Carleman
esitsizligi olarak bilinen

> ifaa,..a, <ed a,
n=1 n=1

esitsizligi bulunur. (Kufner 2007, Opic ve Kufner 1990)

Ayrica agirlikli Hardy esitsizliginin saglanmasi ,
3 = [ (y'09)" w00 - y(9°v(x) Jix
0
fonksiyoneli i¢in

%[W(X)[%(X)T—lj +W(X)y(x)*" =0

Euler-Lagrange genel lineer olmayan adi diferansiyel denkleminin bir pozitif y
¢Oziimiiniin varligina esdegerdir. (Muckenhoupt 1972),(Opic ve Kufner 1990)

4.4  Hardy Ortalama (averaging) operatorii:
(H, 1) (0: 2] @yt
a X °
aritmetik ortalama operatdrii olarak bilinir. f ’nin geometrik ortalama operatorii ise
1 X
G(f)(x):= exp(—jln f (t)dtj; f>0
X 0

olarak bilinir. G(f)(x) <(H, f)(x) dir.(Kufner 2007)
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4.5. N Boyutlu Hardy Operatorii
X ell"igin B(x) = {y ed"lyl< |X|} yuvarinin hacmi |B(X)| olmak tizere, H , ile gosterilen N

boyutlu Hardy operatorii,

(Hyf)()=—=—

f(y)dy,xell"
a1

ile taniml1 olup

“(H f) (x)| dx<(pp J j|f(x)| dx;l< p<oo

[ n
esitsizligi N boyutlu Hardy esitsizligidir.
V,W N boyutlu agirliklar ve 1< p<q<oo i¢in
1Up

[ j (Hy ))[° v(x)dxj sc( j f p(x)w(x)de

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

sup( J. v(y).|y|_qdyJ sc{jwl‘p'(y)dy] <o
B(x)

n
Xl T\ 0n/B(x)

dur.

1<p<o icin I|H f(x)|pdx<[ J j|f(x)|pdx

P
esitsizligi C = (pi—lJ en iyi sabiti ile saglanir. 1< P <0 <jcin

[ [IHy f(x)|qv(x)dx] < c[ [1feor W(x)de

dir ancak ve ancak

1/r

| [ | v(t)dt} ( | w(t)”'dtJ W(x)"P'dx | <0 dir.(Kufner 2007)

A\ 1"/B(x) B(x)
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4.6. Teoremler

Teorem 1 :v,w agirlik fonksiyonlari olmak tizere,

Up

(T(Gf )? (x)v(x)dx] <C ﬁ fP (x)w(x)dxj

0

1)

esitsizliginin biitiin negatif olmayan f fonksiyonlar tarafindan saglanmasi igin gerekli ve

yeterli kosul

i)0< p<g<owoiken

o fefats)] o)<

i)0<g< p<owoiken

EEEYICERIE

Dur.(Person ve ark. 2002)
Xy
(H, )0 y) =[] f(s,t)dtds

iki boyutlu Hardy operatorii olarak bilinir.
V,W; (0, oo) X (0, oo) tizerinde agirlik fonksiyonlari olmak iizere
Up

ﬁ? H, )" (x y)v(x,y) dxdyT <C(”fp X,y )w(Xx, y)dydxj

esitsizligininl< p < g <o ve negatif olmayan biitiin f (X, y) fonksiyonlari tarafindan

saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul

X>sotjyp>o(”v st dtds} (

y 1/p
_[W1 P (st dtdsj <
0

O S, <

dur.(Muckenhoupt 1972)
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Teorem 2: p >1,r—Jrl < ligin,.
p

[Ixr(iif(t)dtydx}”pS(p_r 1] (If tdtjﬂp

dir.

ispat:
t=xsilet > igin dt =xds ve 0 <$<1 oldugundan

[NECSORIRHEOR

1Up Up

[fxr p@f XS dSJpX"dXJ ’ @x @f(XS)dsjpdep -

(integraller icin minkowski esitsizligi)

1 1 Up
<[]t 0xs)] j(jfp(xs)xdx] ds
0 Lp (x3(0,0)) 0
X —>tigin
L= t\ 1 e Xs=t ise
=j J.fp(t) —| Zdx| ds D
o\ % s) s dx =sdt
O<t<w
1 r+l Up P o Up
=|s fP()t dt] ds = [ fp(t)t'dt}
1] ==
(Kufner 2007)
Teorem 3:

l<p<g<wove

= sup le p(t)dt]_ p[jv(t)[jwl pds] dt]

a

olmak iizere, negatif olmayan f fonksiyonlarinin
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1/q 1p

Tﬁf(t)dt] v(x)dx SCUfp(X)W(x)dxj 9)

a\a

seklindeki Hardy esitsizligini saglamasi icin gerekli ve yeterli kosul,

B<owve BLSC<p'Bdir. (10)
Burada ,W (X) = j WP (t)dt dir.

Ispat:
Gereklilik:

(9) esitsizliginin C < oo bir sabit ile biitin f >0 fonksiyonlari igin saglandigim kabul edelim.
t € (a,b) keyfi bir sabit  f, (X) = 7. (X)W (X) olmak iizere ,(9) esitsizliginin sol yani ,

1/q q 1/q

TU f (t)dt]q v(x)dx | = jﬁ f (t)dt]q v(x)dx + .TU f (t)dt} v(x)dx (11)

a\a a\a

seklinde yazilabileceginden ve (10)’nun dogrulugunun kabuliinden ,

1/q

[t [ q t Up

j [ vvl‘p'(s)ds] v(x)dx gc{ j vvl‘p'(x)dx] =N

t 1/q

.[Wq (x)v(x)dxj <CW"P(t)=>B<C<w (12)
bulunur.
Yeterlilik:

(9) esitsizliginin duali, aym1 C sabiti ile g >0 igin,

1/p'

j'ﬁg(t)dt} WP (x)dx | < C[jlgq'(x)vlq'(x)dx] (13)

a\Xx

yazilabilir.

Kismi integrasyon ve Holder esitsizliginden,
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p'-1

Ji= j(j g(t)dt] WP (x)dx = p° j[j g(t)dt] g(x)ﬁvvl‘p'(t)dtde

_ p.j‘g(x)v(l—q)/q'(x)(jlg(t)dt] _ (j('vvl—r)'(t)dtJV(Q'—l)/q'(x)dX

b V'l rp a(p'1) ,y q 1/a
< p'(f g“(x)vl-‘*'(x)] [I (I 9(t>dt} [I W“"(t)dtj v(x)dx]

b a(p'-1)
h(x) := (I g (t)dtj olmak tizere Fubini teoremini uygularsak,
X

b /b a(p™-1)
J, = j ( | g(t)dt] ( j WP (t)dt] v(x)dx
- Th(x)ﬁmﬁ‘“(t)dtjq v(X)dx = j‘h(x)Wq (X)v(x)dx

[—h'(t)]dtw * (x)v(x)dXx

Il
D ey T D ey T
D e S —C

[ —h' W (x)v(x) Jdxdt = T[—h '] jv(x)w 9 (x)dxdt
B=w"P Uv(t)W“(t)dt] ise

BY = jv(t)W a (t)dtle‘p'(t)dt] (14)

olacagindan ,

a

J< B“T[—h'(t)][jvvl‘p'(x)de (15)

bulunur. Minkowski integral esitsizliginden sag yanin integrali kestirilerek ,

< B (ﬁ —h(t)dt]”"* wh (x)deq p
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_ B¢ Uhp’Q(xw—p'(x)de

b (p1)p
Ug(t)dt] W(x)“"dx]

A

b 1/q
— JYr < p'B[ng'(x)vlq'(x)dxj (16)

alp

= B

D —— T

alp

g(t)dtj W(X)lp'dx] — BYJ9'P

X ey T

Dual esitsizlikten ,C < p'B bulunur.(Kufner ve Person 2003)

Teorem4:0<q< p<o, p>1, 111 ,W(x):=Ivvl’p'(t)dt icin
r-qg p a

Ur

B= [_TUV(S)W a (s)ds] W9 (t)dw (t)] (17)

olmak iizere,negatif olmayan biitiin f fonksiyonlarinin 1 ile verilen Hardy esitsizligini

saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul B < oodur ve Hardy esitsizligindeki C sabiti,
gp(p)*r2MB<C<q"p'B (18)
esitsizligini saglar.

Ispat:

Yeterlilik:

J = j[i f (t)dt]q v(x)dx

a\a

- TU f (t)dt] VOOW T ()W~ (x)dx
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qj.U f (t)dt] v(X)W* (X)_TW “97(s)dW (s)dx

a X

X q

- qj.qu(S)[j.( [ fodt | voow® (x)dedW (s)

a

< qj“j f (t)dt] WAL (s)}

UV(X)W a (x)deW - (s)} dw (s)

X S
Burada x <'s i¢in IS I ve Fubini teoremi kullanilmstir.

a a

r
BVe [Ej = — parametreleri ile Holder esitsizligi uygularsak,

a \qg
b/ s P alp
JSq[!(af(t)dt] \O/vaq—((sﬂ B¢ (19)
dur. Bir 6nceki teoremden ,
i Y awe| [
[ j [ j f(t)dt] va—(s)J <p [ j f p(s)w(s)dsj (20)
1/q

yazilabilir. Béylece , C <" p'B < o ile (10) esitsizligi saglanmus olur.

Gereklilik:

C < ile (10) esitsizliginin saglandigimi kabul edelim.(18)deki alt sinir ,

1/r

B, = UU’v(t)dtJ W”q(x)dW(x)] (21)

1/q'

olmak iizere C >q"¢(p") a B, oldugunu gosterecegiz.
r

Bunun igin, W " (X) =c(X) olsunve 0<v, <v, 0<w<w, , Vv, ve o;(X) =W " (x)

integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Ayrica ,
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1/r

|

W, (x) = Jx'wll‘p' (t)dt = j.al (t)dtileB, : ['TUV (t)dt] Wl”q'(x)dwl(x)J

X ey T

Vl(t)dtJ WJ“"(X)dVl(X)}

olmak iizere eger,

b ripg oy r/pq
f(x) =( | vl(t)dt] [ | al(t)dtJ o, (X) seklinde bir f fonksiyonu segersek,

r/pq X/t

If(t)dtz[fvl(t)dt] j(jal(s)ds] &, (t)dt
=pqu[ivl(t)dtj @al(s)dsJ

Kismi integrasyon , son kestirim ve (9) esitsizliginden ,

= T(%jq (j.vl(t)dtjr ‘)(Jx.al(t)dtjr p vl(x)de

<[j j[f(t)dt v (x)dx} < ﬁ(i f (t)dth V(x)dx}

<C [i fP (x)w(x)dx]

le(t)dtj Ual(t)dtJ allp(x)alpde

1/q

Up

=C

D ey T

1/p

-C W vl(t)olt]r q Ual(t)dt]r q Jl(x)de
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1/p

<C ﬁ vl(t)dtJ Uo-l(t)dt] o-l(x)dx]

X ey T

b/ b r/q L
=c|| { | vl(t)dt] A dWl(x)J =CB," (22)
bulunur.
1/r
Boylece , ql/q ( p’)lfff q B, <c elde edilir. (18)’in alt stnmirmin B < (Zq)l/q (Ej B,
r r

oldugunu gostermek igin ,

B' = TUWQ (t)d (—Iv(s)dsn W9 (x)dW (x)

ve

J, = TW‘* (t)d [—iv(s)ds} = qJX.Uv(s)dst Lt)dW (1)
Uv(s)dsjw o (t)}w-wp (£)dW (t)
R

r
—Vve —j _P parametreleri ile Holder esitsizliginden,

g \q q

alp

31Sq[j[]v(s)ds] W(t)[“”qp);dwa)} [fW(t)“de(t)j @)

yazilabilir. Fubini teoreminden,

B" < q”“2”pii(_x[(jlv(s)ds}r qW[q_hzi"]%dw (t)J WA (0 dW (%)

a\ a

b

=qe2p j (bv(s)dsJ W2 () TW“_“(x)dW(x)dW(t)

a
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qa p 2p+1

(2q)€.p

r

r
rBO

bulunur.(Kufner ve Person 2003)

b v(s)ds quqr'(t)dW(t)
o

Teorem5:1< p<q<ow ve se(l, p) olmak iizere, eger

0

esitsizligi saglanmasi igin:

A, p.a) =supW () ° ( [veow (x)°

sup

1<s< P
P}
p-—s S—

dir.

)

L(p-s)

[T[T f (t)dt] v(x)de < Cﬁ f p(X)W(X)de

1/p

1/q
dXJ <o

t
dir.Burada W (t) = jw(x)l‘”'dx ,eger C en iyi sabit ise ,
0

A(s,p,q) <C<inf

1<s<p

1

(p—‘lj AGs, p.)
p—s

ispat: f P (X)W(X) = g(X) alindiginda (26) esitsizligi:

seklinde yazilabilir.

DW (t) =w(t)" " = w(t) o w(t)P = w(t) P

1

P

-1

dir. (Holder ve Minkowski esitsizliginden)

i

1 1

[a@Pw) *dt

J v(x)dx]

1/q

50

Ig(t)pw(t)_p dt} v(x)dx} <C ﬁ g(X)dx]

i

P

(24)

(25)

(26)

(27)
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s-1 1

:[TUg(t)"W(t) 0 W(t) P w) pdtJ v(x)dx]

IN

TUg(t)Ws’l(t)dtJq pUW(t) pllrJ'W(t) P dtJ v(x)dx}

p-s q

- p_—lj TU g(t)Ws‘l(t)dtJ W(x)’”""v(x)dx]

1

i P
q

s( P 4) Tg(t)W O ﬁwpps'q (x)v(x)dx} dt

s[ p‘lj AGs. p,q)[fg(t)dtJ
p—S 0

bulunur. Boylece (27)’nin sag yanindaki sabit ile (28) ve (26) denklemleri saglanir.

g(x) = (ppsj W (®)*W(X)™ Z00 (X) + W (X)W(X)™ 7.0 (X)

test fonksiyonu se¢ildiginde,(26) ve dolayisiyla (28)’ in saglandigini kabul edelim. Burada t
pozitif bir sabit sayidir.

ﬁg(t)dtJ {f (ﬁj W(t)SW(X)l"'dx+TW(x)Sw(x)lpdx}

0

<(( p ]W(t)ls_iw(t)lsJ
p—s 1-s

ve

[I(I (ﬁjw () " w(y) " dy+ [w(y) ° W(y)l“"dyJ v(x)dx]

0

- [I ( - sj weel o v(x)dx]llq

t

1/q

Ifadesi (30)’un sol yanindan kiiciiktiir. Boylece (28) den
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q 1/q

(ij Tw(x)(p) v(x)dx <CU P j"+ si—l J W(t)%s:

p—sS
[ P jp+ ! ] W [TW(X)[lp]qv(x)de <C
p-s) s-1 )

=

veya Ozdes olarak ,

{ P=S W(t) * [TW (x)[p]qv(x)dx] <C

p
[pj L1
p-s s—-1

Boylece (27)’nin sol yan1 kestirilmis oldu.(Kufner ve Person 2003)

Lemmal:l<p<g<ow ve v,weW(a,b) olmak iizere,

a<x<b

b 1/q X 1/p'
B_(a,b,v,w, p,q) = sup Uv(t)dt} [jvvl""(t)dt]
ve
a<x<b

b X
Uv(t)dt:V(x) ve Ivvl‘p'(t)dt:W(x) olmak iizere sup VY W? <oo]

ise,

[fﬂHf (x)| v(x)dx} <C['t|l|f(x)| w(x)dx}

a a

esitsizligi her Hf (X)— f (t)dt e AC, (a,b) icin saglar ve C_ en iyi sabiti

D Sy X

1/q AL p!
C < (1+ &J [1+ ﬁ} B, kestirimini saglar.
p q

(CL.<K(a,p)B,)

ispat: BL < o oldugunu kabul edelim. Bu durumda S > 1 sabit olmak iizere,

t t 1/p's
Vvt e (a,b) iginJ.W(y)lfp' dy < oo olacagindan , h(t) = (J.Wlp'(y)dy] fonksiyonu
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Vt € (a,b) icin 0 < h(t) <oo olur. f € M (a,b)olsun. Holder esitsizliginden,

= j f (t)dt =T f ©w(t)”Ph)w(t) ™ h(t) *dt

[j f 2 (t)w(t)h® (t dtj U h®" ()w(t) r:’oltJ (37)

yazilabilir. Ayrica,

X X[/t -1/s

j h= ()w(t)*® dt = j [ j vv“"(y)dyj w(t)® dt
s ([F L. %l s .

:_le P (y)dyj =——h(x)*™? (38)
s—1(% s-1

oldugundan,

p/q

[T[If(t)dt) v(x)dx] s(si_Jp ,, ﬁUfp(t)w(t)hp(t)dtj h(“)q(X)v(x)dx} (39)

[(integraller igin Minkowski esitsizliginden) &,y e M* (@,b) ver = P icin
q

1/r

<] V/(y)( J @(x)dx] dy]

J @(x)ﬁw(y)dyj dxj

b/ x q p/a p/p' b p/q
J U f(t)dtJ V(X)dX] S(%) j f P (Ow(t)h® (t)Uh(s e (x)v(x)de dt (40)
a\a S_
bulunur. B, sayisinin tanimindan,
A —(s1)
hE99(x) = e ()¢9 < B 09" ( J v(y)dy] (41)

olup,

1

J.(J'v(y)dy] s v(x)dx

(s-1)q

b
j heD9(xv(x)dx < B, °
t

(s—l)ﬂ b 1/s
= 5B, S[IV(y)dy] =
t
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p/ags

b p/q b
{ [hee (x)v(x)dx} <srhlap P [ | V(y)dy]
f t

/s

P t ~1/p' 7P
SSP"‘BL( l)SlBLUW“’(y)dyJ ] =sP 9B Ph " (t) =

1/q

[j_(j‘. f (t)dtj V(X)dXJ S(ij p s/ B, |:.T f p(t)W(t)hp(t)h_p(t)dti|

a\a

1/ p

=g(s)B, U f p(t)W(t)dt} (42)

1/p'
Burada, g(s) =s"® (ilj ve s>1 keyfi
sabittir. inf g(s) = g(L+ 3Y—k(q,p) alndiginda
S>. p

UU f (t)dth v(x)dx}

bulunur.(Kufner ve Person 2003, Kufner ve Opic 1990)

1/q

<k(a, p)B, ﬁ fP (t)W(t)dt} (43)

Teorem 6 :1< p <q < oo reel sayilar ve V,w:[]" — [O, oo) pozitif Slgiilebilir agirlik

fonksiyonlar1 ve a>0 i¢in

1

o=w"te Ll(B(O,a)), v(x) e ! (D "/ B(O, a)) ,V(0) = o0, W(c0) = o0 kosullarmi

saglamak iizere, herhangi bir f >0 i¢gin

1/q

a /
I [ I f (y)dy} v(x)dx | < CU (f (x))p w(x)dx}l ” (44)
0\ v i) ik
esitsizligi saglanir ancak ve ancak
RN
_ 1 v
C, Stl;lg)[m“/£(0,t)V(X)dX]£B(£t)W(X) P de <o, CC," di. (45)
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Ispat:(yeterlilik) : F(x) = I f(y)dy olmak iizere , F(X) bir radyal fonksiyondur.

{ye, ”:\y\<\x\}
]
F (|X|) = F(x) ve F(t) tek reel degiskenli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir
0
Ae (O, limsup F(X)j i¢in ve t >0, i¢in F(t) > A olacak sekilde o, >0 gibi bir minimal
t—w

vardir. A = I f (X)dx ise Holder esitsizliginden

0,<|X<0y;

j v(x)dx<[ j v(x)dx}{% j f(x)de (46)

[X>03, [X|=0, 0, <|X<0y;

yeterlilikten

alp . alp
1 _P
(v.va<cpq)sF( j v(x)dx].{ j fp(x)w(x)de [ j w(X) pdx]

alp
<%( J f(x)pw(x)dx] (47)

|
|X|>au:>{X:F(|x|)221}:>0<1< F(2|X|)

HI dxjd}“q f" )| 2(x)dA%dx, 0<2< (2|X|)

[ n

0 q

:'[ v(x)!@diqu = 2§ I (F(|x|)j v(x)dx

)
= T( I v(x)dedﬂbq
0\ xell™mF(x)>24
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alp
fr (X) W( X) dXJ d% (Minkowski esitsizliginden )

n F(X)

alp
F(x)
<qC, { d—;t f P (x)w(x)dx

alp
=qC,, In 2[ j fp(x)w(x)dx] (48)

/
bulunur. Boylece esitsizlik , C = (2“.qCpq In 2)1 * sabiti ile saglanmis olur.

Gereklilik:

q 1q

I j f(y)dy | v(x)dx SC(J‘ fp(x)w(x)dxj (49)

" {ye[ ":\y\s\x\}

1
esitsizligi f >0 icin dogru olsun. f, (X) = w(x) P+ Xoon (X) 11> 0 test fonksiyonu igin de

esitsizlik saglanir. Yani,

1/q

J'{ I W(y)fﬁzmn (y)dy} v(x)dx | < CU W(X)fﬁ Xeon (x)w(x)de
! "yl< ‘

n

:{ I v(x)dx] [ j W(x)_"l‘ldx}( I w(x)_"l‘ldxj_psc

0"/B(0,t) B(0,t) B(0,t)

:>[ j v(x)dx} ( I W(x)_”lldx]_psc

"/B(0,t) B(0,t)
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:>sup£ I v(x)dx}.[ '[ W(X)pldXJ <o (50)

EERGLIEICT) B(0.1)
bulunur.
Sonug: Eger yukaridaki esitsizlik, 0 <a<b < oo olmak iizere f(X) Zad (x) test

X<b

fonksiyonu i¢in saglaniyorsa,

q 179 1p
j v(X) j f(t)dt | dx sc( j w(x)fp(x)dx} (51)
B(0,b)/B(0,a) B(0,X)) B(0,b)/B(0,a)

dir. Burada,

1 a’p
cll sup( j v(x)dx}( ,f w(x) p_ldXJ (52)
a<x<b B(0,b)/B(0,a) B(0,x)/B(0,a)

dir.(Harman ve Mamedov 2009)

Teorem7: i) Eger 1< p<qg<w ise

fonfeo

esitsizligini (a, b) da 6lgiilebilir negatif olmayan f (X) fonksiyonlarinin saglamasi i¢in gerekli

1/q

< C[E fP (x)w(x)dxjﬂp (53)

ve yeterli kosul

A= Sup)[]jv(t)dtjﬂq [Tw(t)l“" dtJup <o0 (54)

xe(a,b a

dir. Ayrica C en iyi sabiti 1< p <o igin
ASCSmin(p“".(p')ﬂp ,ql’q.(q')ﬂqu (55)

dir. p=1igin, C=Adur.

il) Eger 1<q < p <o ise(53)in saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

57
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Ur

A= j:@v(t)dtjr/q Uw(t)“’ dtJle w(x) " dx | <o (56)

a

dir.

g .
Ayrica, [Mj A<C< ( p')llpp qeA dir.
p

i) Eger 0 < <1< p<oo ise (53)iin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kosul

. Ur
b/ b r/ip M . rip
A = j[[v(t)dtJ [jw(t)l“’ dtJ v(x)dx | <o (57)
dir.Ayrica g'PA, <C < ( p')ﬂr q’PA, dir.
IV) Eger 0<q <1= p ise (53)iin saglanmas igin gerekli ve yeterli kosul

1,
q

b[ b a/(1-q)
A = J'[J'v(t)dtw(x)l} v(x)dx | <oo (58)
Burada W(X) =ess algfx W(t) dir.Ayrica,
q(l-q)A <C<(1-q) " A (59)

(Kufner 2007)

Teorem 8 : (an ) , (Vn ) ve (Wn ) pozitif terimli diziler olmak iizere,

n q v 0 Up
(Zakj v, | < C(Zafwnj (60)
Agirlikli kesikli Hardy esitsizligi

i) 1< p< Q<o igin saglanir ancak ve ancak
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veya
n “Up( k q v
A, :SUp( kpj zvk (zwrlnpj <®
nell \ k=1 k=1 m=1
veya

N

nell \ k=n

dur.

i) 0< p<1, p<(g<oo icin saglanir ancak ve ancak

nel

- 1/q
A4::sup(2vkj WP < a0
k=n

i) 1< p<o,0<qg< p,1 = 11 icin saglanir ancak ve ancak
r P

- - e s , rip
&:Z{Vn(z“vk} ( ij ]<oo dir.

iv) < p =1li¢in saglanir ancak ve ancak

. q

0 o0 17q
— g-1 :
A= E vn[z ij Maxw™ | <o dir.

n=1 k=n

V) 0<g<l<p<omo, 1 = 1.1 icin saglanir ancak ve ancak
r-q
- - riq n r/p ur
A= Z(kaj ( vvipJ WP <o dir
n=1 \_k=n k=1
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.(Kufner ve ark. 2007)

Teorem 9: pel ve B:(0,1) >0 fonksiyonu (0,5) araliginda azalan ,

x—0

limB(x)=(0) ve ﬂ(0)<1—% olsun.

f

esitsizliginin

=C H|X| L?; (o)

Hf (X) =|f (t)dt olmak iizere ,

LP:(01)

O Sy <

saglanmasi i¢in ,B(X) fonksiyonunun

A= {g (X) : |g (ZX) -9 (X)| In 1 <C,0<x< %} kosulunun saglamasi gerekir.
X

Ispat: kell,5, = g4 ve f, (X) = XiEiﬂ(X);((ﬁk’Mk) (X) . Xe (O,I) icin

25, —l—ﬂ(t) P 25,
1, (X" F, (x)) = j(tﬁ“).t P J dt= [ t"dt=In2<Lolur.

S S

1, (X" H (1, () ):j[x” katp dt]pdx>4fk[ katp o Jp X

35,

45 25, 1 P 45 1 p
k K —=—p(25) k 1-=-p(25)
zj[xﬂ“)-ljtp( dex>CJ£ s P ]dx
p

[ 36¢

45 pB(25,)-B(25) \ln—

=C, j x(PO)=A(26))p-1 4 =C, 5[ pa8)-p(23)]p =C,e % >o0icin S e Aolmasi
35,

gerekir.
(61) de ki A (54) deki A ya,(65) deki A, (56) da ki A e, (67) deki A, (57) deki A, ye ve (66)

da ki A; (58) de ki A, ‘e karsilik gelir.
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5. SONUC VE ONERILER

X
VVveW agirhk fonksiyonlar1 olmak iizere Hf (X)ZIf(t)dt ile tanimli Hardy
a

operatoriiniin siirliligit ve Hardy esitsizliginin saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosullar
incelenmis, bu sartlar altinda Hardy operatoriiniin sinirliligi gosterilmistir.

Ispati verilen , pell ve ﬂ:(O,I)—)D fonksiyonu (0,5) araliginda azalan,

lim B(x)=(0) ve ﬁ(o)<1—1 olsun. Hf(x)zjf(t)dt olmak iizere,

Xx—0 p

esitsizliginin saglanmasi igin [ (X) fonksiyonunun
L?;(0,1)

T ] (e

LP:(0,1)
A= {g (X) : ‘g (ZX) -g (X)‘ In 1 <C,0<x< %} kosulunun saglamasi gerektigi
X

gosterilmistir. Bununla birlikte ﬁ(x) iist fonksiyonu sifirin bir komsulugunda Lipschitz-Dini

kosulunu saglamazsa operator sinirsiz olacak sekilde bir fonksiyon dizisinin bulunabilecegi
incelenebilir.  p ve g, X'in fonksiyonlar1 iken Agirlikli Hardy operatoriiniin - smirlihig

arastirilabilir.

Ayrica matematigin yaninda ekonomi ve miihendislik gibi dallarda kullanilan Hardy
esitsizliginin farkli dallarda kullanilip kullanilmayacagi bir arastirma konusu olabilir.
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