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OZET

LINEER OLMAYAN EVOLUSYON DENKLEMLERIN ILERLEYEN DALGA
COZUMLERI UZERINE

DOKTORA TEZI

Mustafa MIZRAK

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

2013

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Bu tezin ilk bdliimiinde tek dalgalarin kisa bir tarihi verilmistir.

Ikinci béliimde ilerleyen dalgalar betimlenmistir.

Uciincii boliimde ilerleyen dalga c¢oziimlerini elde etmek igin kullanilan bazi analitik
yontemlerin analizi yapilmistir.

Dérdiincii boliimde, bazi analitik yontemlerin uygulamalar aragtirtlmistir.

Besinci boliimde, elde edilen sonuglar tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tek Dalga, ilerleyen Dalgalar, ilerleyen Dalga Céziimleri, Solitonlar.



ABSTRACT

ON TRAVELLING WAVE SOLUTIONS OF NONLINEAR EVOLUTION EQUATIONS

PhD THESIS

Mustafa MIZRAK

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2013

This thesis contains five chapters.

In the first chapter, brief history of solitary waves are given.

In the second chapter , travelling waves are described.

In the third chapter chapter, some analytical methods for obtaining travelling
wave solutions are analyzed.

In the fourth chapter, applications of some analytical methods are examined.

In the fifth chapter, results are discussed.

Keywords: Solitary wave, Travelling waves, Travelling waves solutions, Solitons.
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Mustafa MIZRAK

1. GIRIiS

Lineer olmayan denklemlerin dalgalarla modellenmesi ilk defa 1834 yilinda
Edinburgh-Glasgow kanalinda John Scott Russel tarafindan tek (solitary) dalganin veya
biiylik dalganin yer degisiminin kesfi ile dogmustur. Russel’in tek dalgalarla ilk kez
karsilasmas1 1844 yilinda the British Association’daki “Dalgalar Uzerine Rapor (Report
on Waves)” adl1 ¢aligmasinda rapor edilmistir (Russell 1844). John Scott Russel (1808-
1882) bu olay1 sOyle anlatir:

“Dar bir kanalda bir ¢ift at tarafindan ¢ekilen bir botu izliyordum. Bot aniden durunca
bir miktar su aniden ileriye dogru biiyiik bir hizla, yuvarlak diizgiin ve iyi tanimli bir su
y1gmi seklinde ve hizinda bir azalma olmadan hareketini yol boyunca devam ettirdi. At
sirtinda bu dalgay1 takip ettim. Saatte 8-9 mil hizla 30 feet uzunlugundaki ve 1,5 feet
yuksekligindeki ilk orijinal seklini koruyarak yuvarlamiyordu. Yiiksekligi giderek

azaliyordu ve 1-2 millik bir takipten sonra onu kanalin dénemeglerinde kaybettim.”

Sekil 1.1. Russell’in gordiigii olay.

Russel gozlemledigi bu fenomeni tekrar elde etmek ve ozelliklerini arastirmak

icin 1844 yilinda bir su tank1 insa eder (Bakiniz Sekil 1.2).

%,

T e T
‘/ )/

Sekil 1.2. Russel’1n tek dalga elde etmek icin yaptigi deney.
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Russel yaptig1 bu deney sonucunda biiyiik dalgalarin yer degisimi veya tek dalga

adin1 verdigi seklini degistirmeyen bu uzun su dalgasinin @ maksimum genlik
(amplitude) ve h sonlu su derinligi arasinda ¢* = g(h+a) iliskisini elde etti. Buradaki g

yer ¢ekimi ivmesi ve ¢ dalga hizidir. Ikinci olarak, iki tek dalganim birbirinin i¢inden
ge¢mesi durumunda dagilmadigini ve liciincii olarak baslangicta yeterince genis bir su

tepecigi ile iki veya daha fazla tek dalga iiretebilecegini buldu (Scott 2006).

Russel’n yaptigi bu deney daha sonra, 1995 yilinda Iskogya Edinburgh’taki

Heriott-Watt liniversitesi tarafindan tekrar canlandirilmistir (Sekil 1.3)

Sekil 1.3. 1834 yilindaki Russel’in gozlemledigi tek su dalgalarinin 1995 yilinda Edinburgh

*l
i ". !;

yakinlarindaki Union Kanal’da tekrar canlandirilmasi1 (Yang 2010).

Russel’n tek dalga tanimi1 G. B. Airy ve G. G. Stokes’un su dalga teorileriyle
celisiyordu. Onlar Russel’in tek dalga tanimini1 giindeme getirerek boyle dalgalarin sivi

bir ortamda seklini koruyarak ilerleyemeyecegini 6ne siirdiiler.



Mustafa MIZRAK

Matematik teorilerine ragmen deneyle ispatlanmis tek dalga modeli daha
inandirictyydi. Buna ragmen ancak 1870’lerde birbirinden bagimsiz olarak Lord
Rayleigh (1876) ve J. Boussinesq (1871) tarafindan Russel’in Ongdriisii ispatlandi.
Suyun derinliginden daha uzun olan bir tek dalga varsayilarak sikistirilmayan ideal

akigkan bir stvinin hareket denklemini Z =/ (X,t), ortalama su seviyesinden yiiksekligi

3a

h =2
P 4h*(h+a)

ve her pozitif a genligi i¢in

w(x,t) = asech’ [ S(x—ct] (1.1)

olarak elde edildi. Bununla beraber Boussinesq daha fazlasini yapti. Eger diizgiin h
ylksekligine sahip diiz tabanli bir su kanalinda ilerleyen ¢ok biiyiik dalga uzunluguna
ve h’ye bagli olarak diistik bir genlige sahip bir su dalgasinin yaklasik olarak

M. — 9hm, —gh Sp TS =0 (1.2)

denklemini sagladigim kesfetti ( 7 = 7(x,t), t zamanina bagl olarak su yiiksekliginin X

koordinatindaki yiiksekligini gosteren bir fonksiyon, g yer ¢ekimi ivmesi ve /gh ise

s1 su dalgasmin hizidir). Bu denklem Iki Yénlii (Bidirectional) Boussinesq denklemi
olarak bilinir. Bu denklemi kullanarak pozitif ve negatif X yoniinde ilerleyen su

dalgalarinin acik gosterimini elde etti. Yani,

Ny (X, 1) = asechz(x)[\/i:?(xict)} (1.3)

Boussinesq (1.2) denkleminin ¢dziimlerinin davranisini arastirirken bu giinlerde tek

dalga ¢oziimlerinin tutarliligr ad1 verilen teorinin kdkenini buldu.

1895 yilinda D. J. Korteweg ve G. de Vries Russel tarafindan goézlemlenen
fenomenin matematiksel modelini formiile ettiler. Onlar bunu yaparken agikca

Boussinesq’in ¢aligmalarindan haberdar degillerdi. Onlar su yiizey yogunlugunun p

oldugu tek yonlii ilerleyen dalgalar igin
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v, :@KHEVJVX +lavm} (1.4)
h 2 2

denklemini elde ettiler. Burada Vv :V(X,t) hareket eden dalganin x koordinati, & ¢ok

kiiciik bir parametre ve T(S% ph?) yiizey gerilimi ihmal edilebilir oldugunda

h> T 1 : : .
T= (———ngw tir. Aslinda bu bu ifade Korteweg-de Vries denkleminin

orijinal formudur. Bu denklem sonradan KdV denklemi olarak adlandirilacaktir. Dikkat
edilirse bu denklemin bulunmasinda kullanilan yaklasik deger uzun dalganin X yoniinde
artan yayilimina gore bulunmustur. (1.4) denklemi tek dalgalar i¢in kullanilan en basit

ve kullanigh lineer olmayan model denklemlerinden biridir.

Yirminci yiizyilin ilk yarisina kadar tek dalgalar ve bagl evoliisyon denklemler
bilimsel konusmalarin ana basliklarindan biri degildir. Teorideki modern gelismeler ve
KdV tek dalgalarin uygulamalar1 1955 yilinda Enrico Fermi, John Pasta ve Stanislaw
Ulam’m ayrik lineer olmayan kiitle-yay sistemi iizerinde yayinladiklari Los Alamos

Bilimsel Laboratuar ¢aligsmasiyla baglar.

1941 yilinda Debye harmonik olmayan latislerdeki sonlu termal iletkenligin
yaylardaki lineer olmayan kuvvetlerden kaynaklandigini iddia etti. Bu iddia Fermi,
Pasta ve Ulam’in diizgiin bir baslangi¢ kosulu ile lineer olmamadan dolay1 enerjinin
tim modlar arasinda giderek esit parcalanacagina inanmalarina sebep oldu. Fakat
onlarin ¢aligmalar1 modlar arasinda esit bir enerji par¢alanmasinin olmayacagini acik bir
sekilde ortaya ¢ikardi. Onlarin bulusu tam olarak 1s1 iletimine karsilik gelmiyordu. Bu
basit kiitle ve yay sisteminin baslangic kosullar1 yakimindaki bir 6zelligi gibi
goziikiiyordu. Yani beklenenin aksine bir ¢esit 1sinma degildi. Buna ragmen tiim enerji
baslangigta en diisiik modda iken sonralar1 farkli diisiik modlarda gidip geliyordu.
Sonunda en diisiik moda doniiyordu ve bunlar bir seri tekrar agamalartydi. Bu ayirt edici
gercek, Fermi-Pasta-Ulam (FPU) tekrar yaklasim (recurrence) asamalar1 olarak
adlandirildi. Bir Los Alamos raporu tam zamaninda olusturulmus fakat o zamanlarda

yeterince aktif olmamustir.
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Birkag¢ y1l sonra Gardner ve Marikawa niikleer flizyondan kaynaklanan soguk
carpismali bir plazmanin kararlilifi iizerine ¢alistilar. Tam magneto-hidrodinamik
denklemlerde ¢alismaya baglayarak plazmanin hareketi lizerinde varsayimda bulunmaya
basladilar. Sonucta fiziksel igerigi farkli olmasina ragmen Boussinesq ve Kortewg-de
Vries ile aym formiilii buldular. Daha sonralar1 Fermi, Pasta, Ulam, Gardner ve
Marikawa’nin ¢aligmalar1 Kruskal ve Zabusky’e ilham vererek lineer olmayan kiitle yay
sisteminin siirekli bir modelini formiile etmelerini ve tekrarlayan olusumlar

anlamalarini sagladi. Gergekte, baslangi¢ degerli KAV denklemini
u,+uu, +ou,, =0 (1.5)

olarak ele almislardi. Burada o > 0 baslangic kosulu
u(x,0)=coszx, 0<x<2 (1.6)

ve periyodik sinir kosulu 2 olarak alinmisti. Yani tiim t degerleri i¢in u(Xx+2,t) = u(x,t)

dir. \/g =0.022 alindiginda niimerik c¢aligmalar degisik ve ilging sonuglar verdi.
Gergekte ¢ozlimler sonralar sekiz iyi dalga serisi gelistirildi (Bakiniz Sekil 1.4). Her

biri sech® fonksiyonuna benziyordu ve uzun (hizlr) dalgalar kisa (yavas) dalgalara
yetiserek geciyordu. Bu dalgalar KdV denklemine gore lineer olmayan etkilesimlerde
bulunuyordu. Ve etkilesimden sonra genlik ve sekillerinde bir degisiklik olmuyor
sadece fazlarinda ufak bir degisim oluyordu. Sonug olarak en ilgi ¢ekici 6zellikleri bu
dalgalarin lineer olmayan bir etkilesimden sonra sekillerini korumalariydi. Diger bir
dikkat cekici sonugta, baslangi¢ profilleri FPU tekrar olusum profiline ¢ok benziyordu.
Bu dalgalarin seklini korumasi pargacik hareketini animsattigindan Kruskal ve Zabusky
bu tek dalgalara solitonlar admi verdiler. 1965 yilinda Kruskal ve Zabusky’nin
makalelerini yayinlamalari ile “Soliton” olarak adlandirilan yeni bir terim dogmus ve bu
terim pargacik gibi davranan biyiikliiklere verilmistir (Zabusky ve Kruskal 1965). Lax
1968 yilinda KdV denklemi ile gosterilen iki farkli solitonun lineer olmayan
etkilesiminin korundugu analitik ¢6zliimiinii verir. Bu kesifler teorik, deneysel ve

bilgisayar destekli ¢aligmalarin son yillarda artmasina sebep olmustur.
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Sekil 1.4. KdV denklemi i¢in periyodik sinir-deger probleminin ¢6ziimii. t =0 baslangic profili

noktali ¢izgi ile, t=l profili kirik ¢izgi ile ve t=ﬁ profili tam bir cizgi ile gosterilmistir
Tz zr

(Drazin ve Johnson 1989).

Ornegin, KAV denkleminin tam ¢6ziimiiniin ¢ok akillica bir yéntemle olusturulmasi
Gardner, Kruskal, Greene ve Miura’nin Ters Sa¢ilim Transformasyonu (Inverse
Scattering Transform) veya Ters Sacilim Yontemi (Method of Inverse Scattering) ile
1974 yilinda elde edildi. Bu yontem ile diger bir¢ok lineer olmayan denklem
¢Oziilmiistiir (Pava 2009).
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2. ILERLEYEN DALGALAR

Dogada c¢ok farkli dalga tipleri bulabiliriz. Kesin bir dalga tanimin1 vermek
oldukga giictiir. Bununla beraber igerdigi fiziksel olaylari, nasil bir matematiksel
problemi formiile ettigi ve nasil ¢oziildiiglinii gostermeye ornek verilebilir. Bunlardan
bir kagini sayarsak: nehir veya okyanuslardaki su dalgalari, su lstiindeki veya su
altindaki akustik dalgalar, biyolojik dalgalar, kimyasal dalgalar ve hatta statlardaki
dalgalar (Meksika Dalgas1 veya La Ola). Tiim bu dalgalar farkli yapidadir. Fakat
hepsinin ortak bir noktasi vardir: Bir bilgi iletilmektedir. Ornegin Meksika dalgasini ele
alalim. Burada iletilen bilgi ayaga kalkmak, kollarin1 kaldirmak ve oturmaktir. Etrafina
bakarak bir kisi bu bilginin kendisine ulastigin1 bilir. Béylece ¢ok iyi tanimli bir hizla
ilerleyen ¢ok iyi tanimli bir dalga iletimini goriirliz. Bu bilgi tiim stat etrafinda sabit bir
hiz ve sekille hareket eder. Bu da bir ilerleyen dalgay1 karakterize eder. Bu tiim
dalgalarda olusmaz. Dikkat edersek dalga ile bir sey tasinmaz fakat bilgi tasinir
(Nachbin 1999).

Ilerleyen bir dalga (Travelling wave) uzayda veya herhangi bir ortamda hareket
eden sabit titresimli bir sekil olusturmayan bir dalgadir. Boyle dalgalarin varligi
hiperbolik denklemlerle gosterilen fenomenlerin tanimlanmasiyla baglamistir. Sinir
impulslarin ilerlemesi, kimyasal yanma, genetigi degistirilmis (veya klonlanmis)

organizmalar ve aerodinamikteki birgok olay bir ilerleyen dalga davranis1 gosterir.

Bir teli ¢ekip biraktigimizda zit yonde hareket eden iki ilerleyen dalga olusur. Bu
iki dalga da ayni sekle ve hiza sahiptir (Sekil 2.1).

/\

/\ /\

Sekil 2.1. Bir teli ¢ekip biraktigimizda olusan zit yonde hareket eden iki ilerleyen dalga
(Ritzwoller 2005).
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Tiim bu alanlardaki ortak nokta dalga ilerleyisi teriminin en basit bir boyutlu
u, —c’u, =0 2.1

dalga denklemi ile modellenmesidir. Burada c pozitif bir sabittir.

3.1. ilerleyen Dalga Céziimleri

Ilerleyen dalga ¢oziimleri, u(x,t): f(X—Ct) bicimindeki kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleridir. Burada f:R —V tamimli bir dalga sekli olusturan bir

fonksiyon, X uzay degiskeni ve C sabiti de dalganin ilerleme hizidir (Palais 2000).

Fisher denklemi, ilerleyen dalga ¢oziimlerinin varhigi ispatlanan ilk lineer
olmayan parabolik denklemdir. Fisher denklemi 1937 yilinda R. A. Fisher tarafindan
avantajli bir genin uzaydaki dagilimin modellenmesi i¢in dnerilmistir. Bdyle ¢oziimlerin
varligini R. A. Fisher’in denklemini ¢aligsan A. N. Kolmogorov, I. G. Petrovskii ve N. S.
Piskunov bulmustur (Mbah ve Loth 2005).

Bu ¢oziimler, u (—oo,t) =sabit ve U (oo,t) =sabit smir kosullarin1 saglar.
u(—oo,t) =u(oo,t) esitligi durumunda ilerleyen dalgaya bir titresim denir.
flerleyen dalga ¢dziimlerinin, tiim denklem gesitleri igin varligini gosteren genel

bir formiil bulmak giictiir. Bu yiizden her sistem i¢in ayr1 ayri ¢alisilir. Bununla beraber

asagidaki prosediir uygulanabilir:

-Oncelikle kismi diferansiyel denklemin u(x,t)=f(x—ct) bi¢iminde bir
¢Ozlimii oldugu kabul edilir.
-Bu 6nerme kullanilarak kismi diferansiyel denklem f(§), &=X—ct dalga

biciminde bir adi diferansiyel denklem sistemine doniistiirtiliir.
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2.1.1. ilerleyen Dalga Coziim Cesitleri

S1g su dalgalarindan plazma fizigine bir¢ok bilim dalinda hizla gelisen tek dalga
teorisinde ¢ok cesitli ilerleyen dalga ¢6ziimleri vardir. Simdi bu ¢esitlerden bazilarini

aciklayalim.

2.1.1.1. Tek Dalgalar ve Solitonlar

Tek dalgalar (Solitary waves) sabit hizli ve sekilli olup sinirl ilerleyen dalgalardir.

Uzun mesafelerde asimptotik olarak sifira yaklasirlar.

Solitonlar da bir ¢esit 6zel tek dalgalardir. Soliton ¢éziimler boyutsal olarak sinirh
¢oziimlerdir. Yani, &=Xx-ct icin &—doo iken u'(&),u"(&) veu”(£)—0 olur.

Solitonlarin dikkate deger bir diger 6zelligi diger solitonlarla etkilesime girdiklerinde

ozeliklerini koruyabilmeleridir.

Solitonlar birgok fiziksel fenomende karsimiza ¢ikarlar. Solitonlar bir ortamdaki
lineer olmayan ve dispersive etkiler arasindaki zarif bir dengeden kaynaklanir. Soliton
ismi Zabusky ve Kruskal tarafindan verilmistir. Solitonlar sech® ¢an sekilli veya kink
bi¢iminde olabilir. Solitonlar pargaciklar gibi hareket ederler yani bir ¢arpismadan sonra
ozelliklerini korurlar. Solitonun kesin tanimini vermek zordur. Bununla beraber Drazin
ve arkadaslar1 solitonu lineer olmayan bir denklem (veya sistemin) ¢dziimii olarak

tanimlamislar ve asagidaki 6zelliklere sahip olmasi gerektigini belirtmislerdir:

e Siirekli formda bir tek dalga,

e Smirhdir, sonsuza yaklasirken sdner veya bir sabite yaklasir,

e Diger solitonlarla etkilesime girdiginde kimligini kaybetmez (Sekil 2.2),

e Lineer olmayan etki ile dispersive etki arasindaki zarif bir dengeden

kaynaklanir.
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) =0 —_
)

(@) t=0 (b) tz=0

&

Sekil 2.2. iki solitonun birbiriyle etkilesimi.

Fizik literatiiriinde tek dalga ile solitonlar genelde birbiriyle karistirilir. Genellikle
bir soliton ¢6ziim bir tek dalga olarak gosterilirken, ¢6ziimde birden fazla soliton varsa

soliton olarak adlandirilirlar (Wazwaz 2009).

Solitonlar 10°m’°den 10°m o&lgiilerinde gozlemlenmistir. Spiral galaksilerdeki
yogun dalgalar, Jiipiter’in atmosferindeki kirmizi nokta (Red Spot), cesitli plazma
dalgalari, s1g su dalgalar1, siv1 kristaller, lazer atiglari, akustik, yiiksek 1sili siiper
iletkenler, molekiiler sistemler, sinir atiglari, popiilasyon dinamigi vb. Ornekler

verilebilir.

Ozel olarak, 1+1 boyuttaki (1 konum+1 zaman boyutu) lineer olmayan KDD’

lerin solitonlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(1) Konumsal olarak sinirlidir.
(2) Dalgalar stirekli formdadir.
(3) Bir soliton diger bir soliton ile carpistiginda her ikisi de &zelliklerini ve

hizlarini ¢arpismadan sonra korur.

Genellikle matematikgiler yukaridaki li¢ 6zelligi saglayan ¢oziimlere soliton
olarak adlandirirlar. Ve ilk iki 6zelligi saglayan ¢oziimlere de tek dalgalar (solitary
wave) olarak adlandirirlar. Ugiincii 6zellik lineer olmayan KDD’lerin integre
edilebilirlikleri ile ilgilidir. Bununla beraber bir¢ok fizik makalelerinde soliton kavrami
cok genis bir sekilde kullamlmstir (Ikinci ve iigiincii sartlar saglamasa bile). Ciinkii
diinyamizda bu kavram o kadar ¢ok yararli ve verimlidir ki sadece soliton denklemlerin

milkemmel matematik diinyasina birakilmamasi gerekir (Maccari 2006).

10
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Sekil 2.3. sech’ (X —t) , —3<X<6, —6<1t<3 soliton ¢oziimiiniin grafigi, sonsuz yan
destek veya kuyruga sahiptir.

2.1.1.2. Periyodik Coziimler

cos(x—t) seklinde periyodik olan ilerleyen dalga ¢o6ziimlerine Periyodik

Coztimler denir.

Sekil 2.4. U =cos(x—t), —3<x<6, —6<t<3 periyodik ¢oziimiiniin grafigi.

11
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2.1.1.3. Kink Coziimler

Kink ¢éziimler (Kink solutions), bir asimptotik durumdan diger bir asimptotik
duruma gecerek algalan veya yiikselen ilerleyen dalga formundaki ¢6ztiimlerdir. Kink

¢Ozlimler sonsuzda bir sabite yaklasirlar.

Sekil 2.5, U=1—tanh(x—t), —10<x<6, —6<t<10 kink ¢dziimiin grafigi.

2.1.1.4. Peakon

Peakon pik yapmis tek dalga ¢oziimleridir. Bu durumda ilerleyen dalga
coziimleri pikin zirve kdsesi disinda her yerde diizglindiir. Peakon boyutsal tiirevlerin
isaret degistirdigi noktalardir. Bu ylizden peakonlar u(x,t) ¢Ozlimiinlin  birinci
tiirevinde sonlu sigrama noktasina sahiptir. Peakonlarda ¢arpistiktan sonra sekillerini ve
hizlarin1 koruyan solitonlardir. Peakonlar arastirmalar sonucu iki kisma ayrilmistir:

Ustel olarak sénen ve periyodik peakonlar.

12
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Sekil 2.6. U = g , —1<x<1, =1Lt <1 bir peakon ¢dziimiiniin grafigi.

2.1.1.5. Cusponlar

Cusponlar diger bir ¢esit soliton ¢ézlimler olup zirvelerinde cusponlar olusur.
Peakonlar tersine tepe noktasinda tiirev sadece igaret degistirir ve bir cuspon si¢grama

noktasindaki turevler raksaktir.

Sekil 2.7. U = g () , —1<Xx<1.1, 0<t <1 cuspon grafigi.

13
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u =(x,t) soliton ¢Oziimii |x| — oo iken tiirevleri sifira yakinsar. Bu solitonun

karakteristik dzelliklerindendir.

2.1.1.6. Compacton

1993 yilinda Rosenau ve Hyman yeni bir tek dalga sinifi tanittilar (Rosenau ve
Hyman 1993). Bu tek dalga sinifina “Compacton” adim1 verdiler. Compactonlar sonlu
dalga uzunluguna sahip solitonlar veya sonsuz bir kuyruga sahip olmayan soliton olarak
tanimlanabilir. Rosenau ve Hyman tek dalgalarin lineer olmayan dispersiyon etkisiyle
kompakt (yogun) bir hale doniistiigiinii kesfettiler. Compacton’larin elastik olarak
carpistiklart ve yeniden birleserek eski yapilarina dondiigii ispatlanmistir. Bu tip tek

dalga ¢6ziimleri sonlu ana bir bdlgenin disinda yok olurlar.

Solitonlarin aksine Compacton’lar analitik olmayan ¢ozlimlerdir. Analitik
olmayan noktalar Compacton’un kenarindadir. Bu noktalar denklemin lineer olmayan

noktalarina baglidir (Wazwaz 2009).

Compacton yeni bir soliton siifi olup kompakt boyutsal bir destege sahip olup
oyle ki her bir Compacton sonlu bir merkeze sahiptir. Compacton’lar, nemli bir soliton
ozelligi olan, diger bir Compacton ile carpistiktan sonra tekrar ayni seklini koruyan tek
dalgalar olarak da tanimlanmaktadir. Bu parcacik benzeri dalgalar soliton
carpismalarina  benzer elastik bir c¢arpisma gdosterirler. Arastirmalar sonucu
Compacton’larin kompakt bir destege sahip bir tek dalga oldugunu ve lineer olmayan
dispersiyonun sonlu bir merkezi sinirladigindan {stel kanatlarinin  olmadiginm

gostermistir. Buradan Compacton’un sahip oldugu 6zellikleri sdyle 6zetleyebiliriz:

e Compacton’lar sonlu dalga boyuna sahip solitonlardir,

e Compacton’lar kompakt bir destege sahip solitonlardir,

e Compacton’lar iistel bir kuyrugu olmayan solitonlardir,

e Compacton’lar sonsuz kanatlar1 olmayan solitonlar olarak karakterize
edilir,

e Compacton’lar saglam soliton-benzeri ¢oziimlerdir.

14
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Son birka¢ yildir Compacton’lar iizerindeki calismalar dikkate deger sekilde

artmistir. Compacton’larin bu saydigimiz 6zelliklerinden en 6nemlisi su ikisidir:

1- Standart KdV solitonlarmim aksine & — oo igin U (&) — 0 Ozelligine sahip

degildir, listel kuyruk veya kanatlarinin olmamas ile karakterize edilirler.

2-Standart KdV solitonlarmin aksine genislik azalinca genligi artmaz ve

Compacton’larin genigligi genlikten bagimsizdir.

Sekil 2.8. u(x,t)=cosi(x—t), 0<x<1, 0<t<1 compacton grafigi.

Compacton’lar Tlizerindeki arastirmalar siiper deforme olmus c¢ekirdek,
yer¢ekimsel flizyon vb. birgok bilimsel siireglere yeni bir goriis katacaktir. Soliton ve
Compacton kelimelerinin sonundaki -on takisi foton gibi parcacik 6zelligine sahip

olmasindan dolayidir (Wazwaz 2009).
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3. ILERLEYEN DALGA PROBLEMLERI iCiN ANALITIK YONTEMLER

Diferansiyel denklemler 6zellikle lineer olmayan karmasik fiziksel siireclerin
aciklanmasmin en etkili olamidir. Fiziksel sistemlerin matematik modellemeleri
genellikle lineer olmayan evoliisyon denklemleriyle gosterilir. Bu tiir denklemlerin agik
¢Oziimleri, buna baglh fiziksel problemlere bakis acisimizi degistirdiginden biiyiik bir
Ooneme sahiptir (Meleshko 2005).

Ilerleyen dalga ¢dziimleri lineer olmayan bilimde &nemli bir rol oynar. Bu
¢oziimler titresimler, solitonlar vb. dogadaki ¢ok cesitli fenomenlerin agiklanmasini ve

fizik problemleri daha iyi anlamamizi saglar.

Son yillarda lineer olmayan evoliisyon denklemlerinin ilerleyen dalga
coziimlerini elde etmek Mathematica, Maple vb. yazilim programlari sayesinde oldukca
dikkat ¢cekmektedir. Bu programlar sayesinde oldukg¢a karmasik matematiksel islemler
kolaylikla yapilabilmekte boylece lineer olmayan evoliisyon denklemlerinin yeni

¢Oziimleri bulunabilmektedir.

Genel olarak, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimiinii
elde etmek icin genel bir yontem yoktur. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler
genellikle cok cesitli yontemler ve sayisal ¢oziimlerle c¢oziiliirler. Fakat, tim bu
yontemlerin ortak bir noktasi vardir. Bu da verilen kismi diferansiyel denklemin uygun

dontisiimler yapilarak adi diferansiyel denkleme indirgenmesine dayanir.
3.1. Dalga Denkleminin d’Alembert Coziimii
Bir boyutlu dalga denklemini

u, —c’u, =0 (3.1.1)

tt XX

1752 yilinda d’Alembert titresen bir tele model olarak tanitti ve analiz etti. Onun bu
calismasi Euler (1759) ve sonra D. Bernoulli (1762) tarafindan 2 ve 3 boyutlu dalga

denklemlerine genisletildi (Brezis ve Browder 1998).
Simdi bir boyutlu dalga denklemini ¢6zlimiinii bir 6rnek iizerinde inceleyelim.

Bir violin telinin baslangi¢ pozisyonu

17
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u(x,0)=f(x) (3.1.2)

olsun. Bu telin zaman bagli ve telin pozisyonu boyunca degisimini veren bir fonksiyon

bulmak istiyoruz. Ayrica, baglangi¢ hizin1 6zellestirmemiz gerekir:

U (x,0)=g(x). (3.1.3)
Bdylece, bu bilgiler bize bir boyutlu

u, —c’u, =0, XeR, t>0 (3.1.4)

XX

dalga denkleminin

u(x,0)=f(x),u (x,0)=g(x) (3.1.5)
baslangi¢ kosullarina sahip baslangi¢ deger problemini verir.

Dalga denkleminin baslangi¢ deger probleminde

E=X—-Ct, p=x+ct (3.1.6)

degisken doniisiimlerini yaparak
u(x,t)=v(&,n)=v(x—ct,x+ct), (3.1.7)

u'nun & ve 17’ya gore tiirevleri zincir kuralindan

Uy = V&, +V 17 =V +V

Uy = (Ve )5 £ +(V§),] +(V, ); £+ (vq )77 M =Ve +2V,, +V,,,

Uy =V.& +V 1 =V (-C)+V (c),

Uy =—c(V, )g & +(—c)(v§)” m+c(v, )g &+ C(V,, )77 M =C (Ve —2V5, +V,, ). (3.1.8)
bulunur. Bu déniisiimleri (3.1.4) denklemine yerlestirdigimizde

2

Uy — €U, =—4c’v, =0 (3.1.9)

denklemi de

18
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V. =0 (3.1.10)

denklemine indirgenir. Bu durumda (3.1.10) denklemini 6nce 7 ’ya gore sonrada & ’ye

gore tekrar integre edersek,

c=F(8),  v(é&n)=[F (&) dE+G(n) G.1.11)

denklemi elde edilir. Burada F, (&) ve G(77) tek degiskenli keyfi fonksiyonlardir. F

yine keyfi bir fonksiyon olmak iizere F (&) = I F (&) d¢& almirsa

V(&) =F(&)+G(n) (3.1.12)

ve bdylece dalga denkleminin genel ¢oziimi
u(x,t)=F(x—ct)+G(x+ct) (3.1.13)

bulunur. Dikkat edersek F(x—ct) ve G(x+ct) fonksiyonlarmmn ikisi de dalga

denkleminin ¢oziimleridir. Bu ¢oziim aslinda ilk dalga F(x—ct) (saga dogru hareket
eder) ile ikinci dalganin G(x+ct) (sola dogru hareket eder) toplamidir. F ve G keyfi

fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar baglangi¢ kosullar ile belirlenir.

X —ct =sabit, ¢ >0 igin pozitif egimli bir dogru belirtir. F bu dogru iizerinde
sabittir. Benzer sekilde G, X+ct =sabit dogrusu iizerinde bir sabittir (negatif egimli).

X F ct = sabit dogrularina karakteristikler denir.

x+or=x,

Sekil 3.1. Iki karakteristik.
19
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Boylece baglangi¢ kosullarini uygularsak
F(x)+G(x)=f(x), (3.1.14)
U, (x,0)=—cF'(x)+cG'(x) = g(X) (3.1.15)

elde edilir. (3.1.15) denklemi sabit bir X, noktasina gore integre edilirse C integral

sabiti olmak tlizere
—cF(x)+cG(x)+C=jg(r)dr (3.1.16)
%

bulunur. (3.1.14) ve (3.1.16) denklemleri birlikte ¢oziiliirse

1 1 | C
F(x):Ef(x)—z—CJ;g(r) dr+2—c, (3.1.17)
1 1 | C
G(x)=§¢(x)+§EJg(1)dr—§E (3.1.18)

elde edilir. Elde edilen F ve G fonksiyonlar1 (3.1.13) denklemine yerlestirilirse

x+ct

1
= [x a+fwmQ+Ejg@mr (3.1.19)

x—ct

¢cOziimii elde edilir. Bu ¢oziime dalga denkleminin d’Alembert ¢oziimii adi verilir

(Birnir 1998). Bu ¢oziimler de saga ve sola hareket eden iki ilerleyen dalga toplamidir.

|

f{z—et)

SFx+et)

e

Sekil 3.2. Sag ve sol ilerleyen dalgalar.
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3.2. KdV Denkleminin Tam Coziimii

KdV denklemini baglangic veya smir kosulu olmadan genel tam ¢o6ziimlerini

bulalim. Bu ¢6ziimler tek dalga veya soliton ¢oziimler olarak da adlandirilir.
Bunun i¢in KdV denklemini
u, —6uu, +u,, =0 (3.2.1)

standart formunda ele alalim. Bu denklemin ilerleyen dalga ¢6ziimleri ¢ bir sabit olmak

uzere

u(x,t)=f (&), E=x-ct (3.2.2)
olsun. Bu doniistimii (3.2.1) denklemine uygularsak

—cf'—6ff'+f"=0 (3.2.3)

denklemini elde ederiz. Bu denklemi bir kez integre edersek A integral sabiti olmak

luzere
—cf -3f*+f"=A (3.2.4)

denklemi elde edilir. (3.2.4) denklemini 2f' ile garpip bir kez integrallersek B bir

integral sabiti olmak lizere
—cf2—2f% +(f') =2Af +B (3.2.5)

denklemi elde edilir. Bu asamada & —*ooiken f,f’, f”"— 0’a giden smir kosullarini

uygulayalim. Bu durumda A ve B sabitlerinin ikisi sifir alinirsa
(f') =f2(2f +c) (3.2.6)

esitligi elde edilir. A ve B sabitleri sifirdan farkli alinirsa bu durumda olusan ¢oziimler

eliptik integraller seklinde gosterilir.

Sadece ( f ')2 >0, 2f +c>0 ise reel ¢oziimler olusur.
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(3.2.6) denklemi integrallenirse
e L
fy@2f+c)

ve f = —%csechzﬁ doniisiimii (¢ >0) uygulanirsa

N

C C
f =—Zsech’ —
2 2 d

veya X, integral sabiti olmak {iizere,

Je

u(x.t) :gsech2 T(X—Ct—xo)

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

¢Ozlimii elde edilir. = sec¢imi keyfidir (ihmal edilebilir) ¢linkii ¢6ziim ¢ift fonksiyondur.

Ayrica X, degerinin ¢ok 6nemli bir rolii yoktur (Bir faz 6telenmesidir).

Sabit bir tek dalga olugmasimin sebebi lineer olmayan terim ile dispersiyon

teriminin neden oldugu etkilerin birbirini yok etmesinin sonucudur.
Sayet dispersive terim olmasaydi denklemimiz

u, —6uu, =0

formunda olurdu. Bu denklemin ¢6ziimiiniin birinci tiirevinde t; >0 aninda

bir stireksizlik noktasi olusur. Bunu sonucunda bir sok (shock) dalgasi olusur.

Sok |

1‘:'3' II}O

Sekil 3.3. (3.2.10) denkleminin ok dalga profili (Dunajski 2010).
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Eger lineer olmayan terim olmasayd1 baslangic dalga profili

u, +u,, =0 (3.2.11)

XXX

denkleminin evoliisyonu igerisinde sagilacaktir.

Dispersiyon

i
o
.

== = = =i

l-.'. LY ..I '\
.--‘"f .\"H. . _-"'”"-.‘ ! .\-._
- o

t =0 t> 10

Sekil 3.4. (3.2.11) denkleminin dispersiyon dalga profili (Dunajski 2010).

Lineer olmayan terim ile dispersive terimin birlikte olmasi ile diizgiin sinirl

soliton ¢oziimler elde edilir (Dunajski 2010).

Soliton

—— - -

t =0 t>0

Sekil 3.5. KdV denkleminin soliton dalga profili (Dunajski 2010).

3.3. Direkt integral Yontemi

Son on yilda lineer olmayan evoliisyon denklemlerin ilerleyen dalga ¢oziimlerini
bulmak i¢in bir¢ok acilim ydntemi ortaya atilmistir. Fakat bu yontemlerin tamami
indirekt yontemler olup ¢ozlimleri ele alinan bir denklemin ¢oziimleri formundaki 6n
kabuliine dayanmaktadir. Bu indirekt yontemler uygulanarak ele alinan denklemlerin
tiim ilerleyen dalga ¢oziimleri elde edilemez. Bununla beraber direkt integral yontemi
oldukca basit ve giiclii bir yontemdir. Sayet lineer olmayan bir denklem direkt olarak
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du

p, (u)

integral formunda yazilabilirse, (3.3.1) denklemindeki integralin tiim ¢oztimleri p, (u)

i(g—go):j (3.3.1)

n. derecedeki polinomun tam ¢arpanlarina ayrilmasi ile elde edilebilir (Liu 2008a).

3.4. Carpanlara Ayirma Yontemi

[k zamanlarda linear olmayan evoliisyon denklemleri ilerleyen dalga doniisiimii
ve integral alma ile ¢oziiliiyordu. Bu yontemler direkt ve etkili yontemlerdi. Fakat bu
yontemlerle sadece bazi tip lineer olmayan evoliisyon denklemler ¢oziilebiliyordu. Son
zamanlarda ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde etmek i¢in ¢ok farkli yontemler ortaya

konmustur.

Liu linear olmayan evoliisyon denklemlerinin tiim ilerleyen dalga ¢dziimlerini
bulmak icin direkt integral yontemi ve polinom sistemlerinin tam ayrimi yontemini
ortaya koymustur. Lineer olmayan evoliisyon denklemlerini adi diferansiyel denklem
formuna indirgeyerek incelemistir. Bu indirgemeyi ilerleyen dalga doniisiimii ve direkt
integral olarak elde etmistir. Daha sonra polinom sistemlerinin tam ayirimi ile tiim

ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde ettigini iddia etmistir.

Resu ve Coninegii Perez ise bir kisim adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin
bir Carpanlara Ayirma (Factorization) Yontemi ortaya koymustur. Fakat bu yontem ile

sadece ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler ¢oziilmiistiir.

Carpanlara Ayirma Yontemi’ni genellikle Schrédinger’e mal etseler de bu
teknigi ilk kez P. A. M. Dirac’in The Principles of Quantum Mechanics adli kitabinda
rastlamaktayiz. Dirac bir boyutlu kuantum salingaci (osilator) i¢in olusturulan spektral

problemi ¢6zmek i¢in bu yontemi kullanmistir (Mielnik ve Rosas-Ortiz 2004).
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3.4.1. Ikinci Mertebeden Bir ADD’in Carpanlara Ayrilmasi

Lineer olmayan ikinci mertebeden

U du
_U  EUy=0 3.4.1
ey Rt G 4.1

ADD’lerin ¢arpanlara ayrilis1 daha 6nceden ¢alisilmis ve bu denklem D :;—9 olmak
uzere
[D-f,(U)][D-f(U)]u(g)=0 (3.4.2)

seklinde ¢arpanlara ayrilmistir. Rosu ve Perez ise bu ifadeyi

d’uU df du
- f+f +—U|—+F(U)=0 343
do? (1 > du jde L) (343)

olarak ele almiglardir. (3.4.1) ve (3.4.3) denklemlerini karsilagtirarak

f,(U)f,U) —#: (3.4.4)
f,(U)+ 4(tL)V) =1 (3.4.5)

kosullarini elde etmislerdir (Cornejo-Pérez ve ark. 2006).

Bu yontemi Deng-Shan Wang ve Hongbo Li genisleterek daha karmasik
denklemler ve denklem sistemlerinin tek dalga ¢éziimlerini elde etmislerdir (Wang ve

Li 2008).

3.5. Hiperbolik Tanjant Yontemi

Tanh yontemi (Tanh Method) ilk kez Willy Malfliet tarafindan 1992 yilinda
gelistirilmistir (Malfliet 1992). Tanh fonksiyonu yontemi c¢esitli arastirmacilar
tarafindan kullanilmistir. Bu aragtirmacilar olasi bir ¢6ziim bulmak i¢in tanh fonksiyonu
seklinde bir kuvvet serisini ele alarak bu agilimi direkt olarak denklemde yerine koyarak
cozmeye caligmiglardir. Fakat bu kuvvet serisinin katsayilarinin ve hizinin

hesaplanabilmesi i¢in ¢ok sayida cebirsel denklem ¢oziimii gerekmektedir. Bu sebeble
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G. C. Das ve Jnanjyoti Sarma (Das ve Sarma 1999) gibi arastirmacilar bu yonteme

Tanh-Yontemi denilmesine kars1 ¢ikmislardir.

Bu teknikte, hiperbolik tanjant fonksiyonunun tiirevleri de tekrar hiperbolik
tanjant fonksiyonu olacagindan tanh fonksiyonu seklinde yeni bir degisken

tammlanmustir. Ornegin,

(tanh X)’ =1—tanh’ X,

(tanh X)" = —2tanh X(tanh X)’ = 2tanh X+ 2tanh* X  vb.

Tanh Yontemi'nin ana hatlar1 sdyle siralayabiliriz:

Bir boyutlu lineer olmayan evoliisyon denklemini

u =G(u,u,u_,u,,..) (3.5.1)

X TIXX Y XXX 20

ele alalim.

[lk adim olarak X vet bagimsiz degiskenlerini yeni bir & =Kk(x—Vt)

degiskeni ile birlestirelim. Bu doniisiimii yapildiginda u (X,t) fonksiyonu
u(x,t)=U(&), £ =k(x-Vt) (3.5.2)

sekline doniigiir. Buradaki U (5), V' hiziyla ilerleyen dalga ¢oziimlerini gosterir.

Genellikle, k dalga sayis1 keyfi olarak alinir, fakat bazi durumlarda 6zel bir sabit deger
olarak da almabilir. Bu degisken hareketin ilerleme yoniinii belirler. Buradaki Kk
ilerleyen dalgalarin dalga sayisini, V ilerleyen dalganin hizin1 gostermektedir. Her iki

parametrede belirsiz olup, k>0 durumunu ele alacagiz. u(x,t) bagimh degiskeni

U (&) ile degistirildiginde (3.5.1) denklemi

2
_kvd_U:G(U,kd_U,kZ d’u

E TR
U (&) seklinde adi diferansiyel denkleme déniisiir.

) (3.5.3)
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Bizim ana amacimiz bu adi diferansiyel denklemlerin tam c¢o6ziimlerini

hiperbolik tanjant fonksiyonu bi¢ciminde bulmaktir. Bu amagla da (3.5.3) adi
diferansiyel denkleminde yeni bir Y = tanh(é‘ ) bagimsiz degiskeni tanimlanarak gerekli

doniisiim yapildiginda U (5) ifadesinin miimkiin olabilecek sayida integrali alinir.

Daha sonra

& —Foo igin U(f)—)O ve

sinir kosullart g6z onilinde bulundurularak varsa tiim integral sabitleri sifir olarak alinir.

Ilerleyen dalga c¢oziimlerinin tanh(é) seklinde oldugu varsayilarak,
Y =tanh(§) seklinde yeni bir bagimli degisken tanimlanir. U(&)=F(Y) adi

diferansiyel denklemindeki katsayilar yalmz Y degiskenine bagli olup (3.5.3)

denklemindeki C;j_ﬁ ifadesi (1-Y 2)%, ...vb. ifadeler ile yer degistirilir. Boylece

u(x,t):U(f):S(Y):nZi;anY“ ve Y =tanh(£)=tanh[k(x-Vt)]  (3.5.5)

seklinde ¢oziimler bulunur.

Buradaki N  degeri, (3.5.5) denkleminin adi diferansiyel denkleme

yerlestirilmesiyle elde edilen en yiiksek dereceli lineer ve lineer olmayan terimlerin

esitlenmesi ile bulunur. Yapilan bu isleme Homojen Balans islemi adi verilir.
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3.6. Genellestirilmis Tanh Yontemi

1996 yilinda Bo Tian ve Yi-Tian Gao Genellestirilmis Tanh Yontemi’ni (The
Generalized Tanh Method) ortaya koydular (Tian ve Gao 1996). Bu yontemde

u(x,y,t) tek dalga ¢dziimleri

N
u(x,y.t) =) a, tanh™ (bx +cy +dt) (3.6.1)
m=0

formunda ele alinmustir.

3.7. Genellestirilmis Tanh Yonteminin Genisletilmesi

1997 yilinda Bo Tian ve Yi-Tian Gao Genisletilmis Genellestirilmis Tanh

Yontemi’ni ortaya koydular (Tian ve Gao 1997). Bu yontemde U (X,t) soliton benzeri

¢oziimler, M bir tamsay1, A, (x,t) ve w(x,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak
uzere
M

u(x.t) =X Aj(x.t)tanh’ [y (xt)] (3.7.1)

=0

formunda ele alinmstir.

3.8. Genisletilmis Tanh Yontemi

2000 yilinda Engui Fan (Fan 2000) Tanh Y6ntemi’nin bagka bir versiyonu olan
Genisletilmis Tanh Fonksiyon Yontemi’ni sunmustur. Bu yontem ile Malfliet tarafindan
ortaya konan Tanh Yontemi arasindaki tek fark Tanh Yontemi ile (3.5.1) denklemi i¢gin

sadece Y =tanh(&) formunda hareket eden dalga ¢dziimleri elde edilir iken Fan bu

yontem ile tan ve cot fonksiyonlari cinsinden ¢ézlimler elde etmistir.

Bunun igin Y = tanh (¢) formunda ¢oziimler yerine
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w' =b+w? (3.8.1)

Riccati denkleminin ¢oziimlerini kullanmustir.  Yani, w(x,t)=tanh(¢&) olarak

alinmustir.

Boylece Riccati denkleminin

—J-b tanhﬁé‘,
= b<0, 3.8.2
! {—\/—_btcothﬂf, ) (382)
w=-1 b=0 (3.83)
é b b 0.
Jb tan \/Bf,
_ b>0, 3.84
! {—\/Bcot\/gf, ” 334)

¢Oziimleri seklinde (3.5.1) denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimleri elde edilmistir.
Engui Fan 2001 (Fan 2001) yilinda yayinladig bir bagka makalesinde
w = k(l—wz) (3.8.5)

Riccati denklemini kullanarak (3.5. 1) denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimlerini elde

etmistir. Fakat bu durumda sadece
w = tanh (k&) ve w = coth (k&) (3.8.6)

fonksiyonlart seklinde ¢oziimler elde etmistir.

Huaitang Chen ve Hongqing Zhang ise 2004 yilinda yayinladiklar
makalelerinde (Chen ve Zhang 2004) Y = tanh (&) formunda ¢éziimler yerine

W' = A+ Bw+Cw (3.8.7)

Riccati denkleminin ¢oziimlerini kullanmustir.
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A. M. Wazwaz ise 2006 (Wazwaz 2006) yilinda yayinladigi bir makalesinde

Genisletilmis Tanh Yo6ntemi adim verdigi yontemde sonlu Y = tanh (¢) seri ¢dziimiinii

u(é)= p_imapr (3.8.8)

formunda ele almistir.

3.9. Degistirilmis Genisletilmis Tanh Yontemi

2002 yilinda S. A. Elwakil, S. K. El-labany, M. A. Zahran, R. Sabry
Degistirilmis Tanh Yontemi’ni (The Modified Extended Tanh-function Method) ortaya
koydular (Elwakil ve ark. 2002) . Bu yontemin diger tanh yontemlerinden farkli olan tek

tarafi verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemde u (X,t) =Uu (é’ ), $=X+At

ilerleyen dalga doniisiimii yapildiktan sonra ¢oziimii
o' =b+w’ (3.9.1)
olmak iizere

u(é):gaia)‘ + 2 b (3.9.2)

_do
dg
“dir. Ayrica 2003 yilinda Zhuo-Sheng Lii ve Hong-Qing Zhang tarafindan ortaya konan

formunda ele almasidir. Burada b bulunmasi gereken parametre ve @ = a)(rf ), w

bagka bir Degistirilmis Tanh Yontemi vardir (Lii ve Zhang 2003). Bu yontemde
¢Oziimler

u(£)=a,(x)+ 3 ()¢ (o () + |

n
i=0 j=0

b, (097 (0(x)  (393)

formunda ele alinmistir.
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3.10. Genellestirilmis Genisletilmis Tanh Yontemi

2003 yilinda Xuedong Zheng, Yong Chen ve Hongqing Zhang diger tanh
yontemleriyle elde edilemeyen ¢oziimleri Genellestirilmis Genisletilmis Tanh Y ontemi
(The Generalized Extended Tanh-function Method) adimi verdikleri bir ydntemle
bulmusglardir (Zheng ve ark. 2003).

Bu yontemde Tanh Yontemi’ne benzer islem basamaklarina sahiptir. Diger

yontemlerden farkli  yan1 ¢Oziimii aranan kismi diferansiyel denklemde

U, (X,t) =g (§ ), &=XxX-At ilerleyen dalga doniisiimii yapildiktan sonra ¢éziimiin

(0]

m; ) ) ) / 2
4 (&) =a, +z{aijwl +b0 +c0 ' VR+ @ +d, L}“’} (3.10.1)

i1
formunda ele alinmasidir. Burada @ = (&) seklinde olup

0 =92 Ry (3.10.2)

oy

denkleminin ¢oziimiidiir.

4.11. Gelistirilmis Tanh Yontemi

2003 yilinda Yong Chen, Biao Li ve Hongqing Zhang Genisletilmis Tanh
Yontemi’ni gelistirerek yeni bir yontem ortaya koydular (Chen ve ark. 2003). Bu

yontemde (3.5 .3) denkleminin ilerleyen dalga ¢oztimleri

u(g):_zm:w‘-'(g)[Aw(g)+ BR+a* (&) ]+ A (3.11.1)

i=1

formunda ele alindi. Burada o = a)(f ) seklinde olup

——(R+w2)=0 (3.11.2)

denkleminin ¢éztimiidiir.
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Bu yontemlerin diginda Tanh Yontemi’nden esinlenerek bazi arastirmacilar

asagidaki yontemleri ortaya koymuslardir:

2002 yilinda Xi-Qiang ve Liu Song Jiang Tanh Yontemi’nden esinlenerek Secq-
tanhq Yontemi’ni gelistirmislerdir (Liu ve Song 2002) .

S. A. Khuri 2004 yilinda Schrodinger denklemi gibi kompleks degerli ¢oziime

sahip lineer olmayan KDD’lerin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in U ¢6ziim fonksiyonunu
N
u(xt)=u(ic)=> a, tanh"(i&) (3.11.3)
n=0

formunda ele almistir (Khuri 2004).

3.12. Sin-Cos Yontemi

Sin-Cos Yontemi (Sine-cosine Method) Wazwaz tarafindan 2004 (Wazwaz
2004) yilinda gelistirilmistir. Aslinda literatiire baktigimizda daha 6ncede Sin-Cos
Yontemi (Yan 1996) ve gelistirilmis Sin-Cos Yontemi (Yan ve Zhang 1999) adi altinda
bazi yontemler gérmekteyiz. Fakat burada Wazwaz referans alinmigtir. Bu yontemde
Tanh Yontemi’ne benzer ¢oziim basamaklarmna sahiptir. Tek fark ¢oziimleri tanh

fonksiyonu yerine siniis ve kosiniis fonksiyonlari cinsinden almasidir.
Yontemin agsamalari sOyle siralanir:
1. Oncelikle & = x—ct dalga degiskeni ile

P(,u,,u,,u,,.,..)=0 (3.12.1)

XX 2

KDD’1

Q(u,u’,u",u",.)=0 (3.12.2)

ADD’ine indirgenir. Burada u(x,t)=u(¢) bir ilerleyen dalga ¢dziimiidiir ve u’ = Z—U i

gosterir. (3.12.2) denklemi yeteri kadar integrallenir ve tiim integral sabitleri sifir alinir.
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2. u(x,t) ¢Oziimleri

u(xt)=asin” (u€), |&<Z (3.12.3)
y7,
ve
_ ) z
u(xt)=Acos’ (ué), |&< Y (3.12.4)

formlarinda ele alinir. Burada #, 4 ve £ bulunmasi gereken parametrelerdir. x dalga

sayisini ve C dalga hizin1 gosterir. (3.12.3) ve (3.12.4) esitliklerinden

(u") (4,€) = —nBuA" cos™ ! (u&)sin (u), (3.12.5)

(u") (u.8) =07 B 12 A" cos™ (u&)+nu’ A" B(nf 1) cos™ > (ué)

Ve

(u") (&) =npud’ sin" (&) cos (ué), (3.12.6)

(") (&) = =2 222" sin™ (&) 40227 (0 —1)sin™ > (u)
bulunur. (3.12.5)-(3.12.6)  esitlikleri  (3.12.2)  denklemine yerlestirildiginde
sin® ( ,u§) veya cos” ( ,ué) terimlerinden olusan trigonometrik bir denklem elde edilir.
Her denklem i¢in homojen balanstan siniis veya kosiniis fonksiyonlar1 i¢in R degeri

bulunur. Daha sonra tiim ayni dereceli terimler kendi aralarinda toplanarak katsayilari

sifira esitlenir. Boylece olusan cebirsel denklem sisteminden g, A ve S bilinmeyenleri

bulunarak istenen ¢6ziim bulunmus olur.

Tanh-Coth Yontemi ile Sin-Cos yontemlerinin ortak bir yan1 da Pseudo Spectral
Yontemi, The Inverse Scattering Yontemi, Hirota’s Bilinear Yontemi ve Truncated
Painlev’e A¢ilim Yontemi gibi yontemlere gore daha az matematiksel islem igermesi ve

¢Oziimlerin Mathematica veya Maple gibi programlarla ¢ok ¢abuk elde edilmesidir.
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Literatliri arastirdigimizda bu yontemden esinlenerek ortaya konan bagka
yontemler de bulabiliriz. Ornegin 2006 yilinda Yadong Shang (Shang 2006) tarafindan
gelistirilen Genisletilmis Sinh-Cosh Yontemi (The Extended Sinh-cosh Method) gibi.

3.13. Tanh-Coth Yontemi

Bu yontem ilk kez 2007 yilinda A. M. Wazwaz tarafindan ortaya konmustur
(Wazwaz 2007a,b). Bu yontem de aslinda Malfiet’in gelistirdigi Tanh Yo6ntemi’nin bir

baska versiyonudur. Bu teknikte de, hiperbolik tanjant fonksiyonunun tiirevlerinin

tekrar hiperbolik tanjant fonksiyonu olmasindan yararlanilmistir. Ornegin T = tanh(f )

aliirsa
T =tanh (&),
T =1-T7, (3.13.1)
T"=-2T +2T°,

T"=-2+8T*-6T",
T = 16T —40T° +24T°

olur. Yontemin asamalar1 soyledir:
P(u,u,,u,, ,U,,,..) =0 (3.13.2)

KDD’i & = x—ct dalga degiskeni ile

Q(u,u’,u”,u”,..)

0 (3.13.3)

ADD’ine indirgenir. (3.13.3) denkleminin tiim integral sabitleri sifir alinarak yeteri

kadar integrallenir. Diger bir deyisle, x dalga sayisi olmak {izere yeni bir
Y =tanh(y§), E=x-ct (3.13.4)

bagimsiz degiskeni tanimlanirsa, tiirevler
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d d
@=ﬂ(1—Y2)W,
d =-2 2Y(1—Y2)i+ 2(1—Y2)2 d-
age M a ~ av?’
d’ d d? d’
d—§3=2g3(1—\(2)(3\(2—1)O|—Y—6;13\((1—\(2)2 dY2+ﬂ3(1—Y2)3W,
d* d d?
i =8 (1-Y7)(3Y* ~2) -+ (1-Y2) (9v2 ~2) s
1244 (1-Y2) . f1-v?) d” -
a avs X ay*
seklinde olur. Tanh-Coth Yontemi’nde
M M
u(ué)=s(Y)=>aY +> bY™ (3.13.6)
k=0 k=1

sonlu ac¢ilimi kullanilir.

Bununla beraber bu yontemde degisime ugramistir. Ornegin Luwai Wazzan
tarafindan gelistirilen Degistirilmis Tanh-Coth Yontemi vardir (Wazzan 2009). Bu

yontemde ¢oziim fonksiyonu

n

u(x,t)=u(§)=a0+Z[an"(§)+ij“'(§)] (3.13.7)

j=1
acilimi ve

Y'= A+BY +CY? (3.13.8)

Riccati denklemi ile elde edilir.
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3.14. Ustel Fonksiyon Yéntemi

J. H. He ve X. H. Wu tarafindan 2006 yilinda gelistirilen bu yontem sistematik
olarak bircok arastirmacilar tarafindan ¢alisilmis ve bu yontem ile ¢ok sayida lineer
olmayan evoliisyon denklem veya sistemi ¢oziilmiistiir (He ve Wu 2006). Bu yontemin

asamalar1 soyledir:
Oncelikle
P (U, U, U, Uy, Uy, Uy, ) = 0 (3.14.1)
KDD’nde k ve w sabitler olmak tizere
u(x,t)=u(n), n=kx+ot (3.14.2)
dontistimii yapilarak

Q(u,u’,u"u",.)=0 (3.14.3)

ADD’ine indirgenir. Buradaki tiirev sembolleri 77 ’ya gore tiirevleri gdstermektedir.

Ustel fonksiyon ydntemi temel olarak ilerleyen dalga ¢oziimlerinin

Zd: a, exp(nz)
u(n)="3* (3.14.4)

formunda gosterilmesine dayanmaktadir. Buradaki C, d, pveq keyfi pozitif
tamsayilar, a, ve b, bilinmeyen sabitler olup daha sonra belirlenecektir. Buradaki

Cc ve p sabitleri homojen balanstan belirlenir. Boylece (3.14.3) denkleminin ¢oziimii

u(n)= a,exp(cn)+...+a 4 exp(—dn)

3.14.5
a, exp( p77)+...+a_q exp(—qn) ( )

formunda elde edilir.

Bu yontem de farkli arastirmacilar tarafindan farkli isimler adi altinda degistirilerek

calisilmustir.
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D. D. Ganji ve M. Abdollahzadeh tarafindan Rasyonel Ustel Fonksiyon Y®éntemi
(The Rational Exp-function Method) olarak (Ganji ve Abdollahzadeh 2008), H. M. Fu
ve Z. D. Dai tarafindan Ikili Ustel Fonksiyon Y&ntemi (The Double Exp-function
Method) olarak (Fu ve Dai 2009) ve A. T. Ali ve E. R. Hassan tarafindan Genel Ustel
Fonksiyon Yontemi (General Exp,-function Method) olarak ¢alisilmistir (Ali ve Hassan

2010).

3.15. (%) -A¢ilim Yontemi

2008 yilinda M. Wang, X. Li ve J. Zhang tarafindan ortaya konan son yillardaki

’

en etkili yoOntemlerden biride (%j -Ac¢ilim  Yontemi (The (%j -expansion

!

Method)’dir (Wang ve ark. 2008). Bu yontemin agamalar1 su sekildedir :
X ve t bagimsiz degiskenlerine sahip

P (U, Uy, Uy Uy, U Uy, ) = 0 (3.15.1)
lineer olmayan denklemini ele alalim. P denklemi, u=u (X,t) seklinde iki degiskenli,

U ve U’ nun kismi tlirevlerini igeren lineer olmayan bir denklem olsun.

Adim 1. (3.15.1) denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerini bulmak igin u(x,t)=U (&)

doniistimiinii yapalim. Burada & =X—-Vt olmak iizere V dalganin hizin1 gostermektedir.

Bu doniisiim ile (3.15.1) denklemi
Q(U, U, VU, U, VU",..)=0 (3.15.2)
denklemine doniisiir. Buradaki tiirev sembolleri & ’ye gore tiirevleri gostermektedir.

Adim 2. Miimkiinse (3.15.2) denklemi birka¢ kez integrallenir. Bu durumda olusan

integral sabitlerini kolaylik olsun diye sifir alinir.
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3. ILERLEYEN DALGA PROBLEMLERI ICIN ANALITIK YONTEMLER

Adim 3. (3.15.2) denkleminin ¢6ziimii olan U (&)

U=, (%J (3.15.3)

m=0

seklinde sonlu bir seri olarak ele alinir. Buradaki a, sabitleri a # 0 olmak iizere reel

sayilardir.

G (&) fonksiyonu, 4 ve u reel sabitler olmak {izere

G"(&)+AG'(&)+ uG (£)=0 (3.15.4)

lineer diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir ve bu denklem

-5 -48)»

seklinde yazilabilir.

Adim 4. N belirlenir. Bu genellikle (3.15.2) denklemindeki en yiiksek mertebeli lineer

terim ile lineer olmayan terimlerin dereceleri esitlenerek belirlenir.

Adim 5. (3.15.3) ve (3.15.4) denklemleri (3.15.2) denklemine yerlestirildiginde

!

(Ej 'nin  kuvvetleri elde edilir. (%j 'nin her teriminin sifira esitlenmesi ile

a;, A, u veV terimlerinden olusan cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Daha sonra
bu denklem sistemi Mathematica veya Maple programi ile ¢oziilerek bu sabitler

belirlenir. Diger taraftan, A=A1°-4u determinantinin isaretine gore (3.15.4)

denkleminin ¢oziimleri bulunur.

Bu yontemde Tanh Yontemi gibi farkli isimler adi altinda ¢ok degisikliklere

ugramistir. Bunlardan birkagi; Jiao Zhang, Xiaoli Wei ve Yongjie Lu tarafindan ortaya

!

konulan yeni bir Genellestirilmis (%) -Acilim Yontemi (Zhang ve ark. 2008), Sheng
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Zhang, Jing-Lin Tong ve Wei Wang tarafindan ortaya konulan Genellestirilmis (%) -

Acilim Yontemi (Zhang ve ark. 2008), Hai-Ling Lii, Xi-Qiang Liu ve Lei Niu

!

tarafindan ortaya konulan Genellestirilmis (%) -Acilim Yontemi (Li ve ark. 2010),

!

Guo and Zhou tarafindan ilk kez ortaya konulan Genisletilmis (%) -A¢ilim Yontemi

(Guo ve Zhou 2010), Ling-xiao Li, Er-qiang Li ve Ming-liang Wang tarafindan

!

gelistirilen (%,éj -A¢ilim Yontemi (Li ve ark. 2010), Shimin Guo, Yubin Zhou ve

!

Chenxia Zhao tarafindan gelistirilen Gelistirilmis (%) -Acgilim Yontemi (Guo ve

ark.2010), Elsayed. M. E. Zayed tarafindan ortaya konulan daha da Gelistirilmis (%) -

Acilim Yontemi (Zayed 2011) , A. R. Shehata, E. M. E. Zayed ve K. A. Gepreel

!

tarafindan ortaya konulan yeni bir Gelistirilmis (%j -A¢ilim Yontemi (Shehata ve ark.

2011), Yanhong Qiu ve Baodan Tian tarafindan ortaya konulan yine Genellestirilmis

(%) -Ac¢ilim Yontemi (Qiu ve Tian 2011), Junchao Chen ve Biao Li tarafindan ortaya

’

konulan Coklu (%j -Acilim Yontemi (Chen ve Li 2012)’dir. Daha fazla bilgi i¢in

referanslara bakilabilir.

3.16. Degistirilmis Basit Denklem Yontemi

Degistirilmis Basit Denklem Yontemi (The Modified Simple Equation Method)
Anwar Ja’afar Mohamad Jawad ve ark. tarafindan 2010 (Jawad ve ark. 2010) yilinda

gelistirilmistir.
Yontemin asamalar su sekildedir:

Lineer olmayan
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F (U,U, Uy, Up,...) =0 (3.16.1)

tox 2 Mxx 2t

evoliisyon denklemi verilsin. Burada F, U ve U'nun kismi tlirevlerine bagli bir

polinomdur. (3.16.1) denklemini ¢6zmek i¢in asagidaki adimlar1 uygulanir:
1. Adim.

u(x,t)=u(z), z=x-t (3.16.2)
dalga doniisiimii yapilir. Boylece (3.16.1) ve (3.16.2)’den

P(u, u’,u”, u",..)=0 (3.16.3)
adi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada u =u(z) bilinmeyen fonksiyonu P, u ve
U’nun tiirevlerine bagh bir polinomdur.

2. Adim. (3.16.3) denkleminin A = sabit , A, #0 olmak iizere

u(z):i&(ﬁjk (3.16.4)

formunda sonlu bir seri agilimina sahip oldugu kabul edilir. Burada y (z) bulunmasi

gereken bilinmeyen bir fonksiyondur.

3. Adim. (3.16.3) denklemindeki en yiiksek dereceli lineer terim ile lineer olmayan

terim esitlenerek (3.16.4) denklemindeki N pozitif tamsayisi bulunur.
4. Adim. (3.16.4) denklemi (3.16.3) denklemine yerlestirilir, l//(Z) fonksiyonu dikkate
alinarak gerekli olan tim u’,u”,... tiirevleri hesaplanir. Sonu¢ olarak, L ve onun

tiirevlerine bagl bir polinom elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar1 sifira esitlenir.

Bu islem sonucunda elde edilen denklem sisteminden A ve l//(Z) bulunur. Boylece

(3.16.1) denkleminin tam ¢6ziimii elde edilmis olur.
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3.17. Ustel Bicimindeki Rasyonel Fonksiyon Yontemi

Ustel Fonksiyon Yontemi ilk kez B. Q. Lu ve arkadaslari (B. Q. Lu ve
arkadaslar1 1993) tarafindan ortaya konmus ve sistematik olarak basarili bir sekilde

bir¢ok denkleme uygulanmistir.

Bu yontemde ¢oziimler a,,a,,...,a, keyfi sabitler olmak iizere

formunda ele alinmustir.

Ustel bigimindeki rasyonel fonksiyon ydntemi birgok arastirmaci tarafindan

calisilmigtir (Kudryashov 2013, Liu 2008c, Yusufoglu ve Bekir 2008).
Bu yontemin ana hatlar su sekildedir:
1. Genel lineer olmayan
P(u,u_,u_,u )=0 (3.17.1)

2 X2 TIXX 2 TIXXX 2ttt

denklemini ele alalim. Oncelikle (3.17.1) denkleminin ilerleyen dalga ¢dziimleri elde

etmek i¢in

u(x,t)=U (&), & =a(x—pt) (3.17.2)

doniisiimii yapilir.

2. Bu doniisiim ile (3.17.1) denklemi
QuU,UU",..)=0 (3.17.3)

ADD’ine déniisiir. Burada u(x,t)=U (&) bir ilerleyen dalga ¢dziimiidiir ve U’ = % i

gosterir. (3.17.3) denklemi yeteri kadar integrallenir ve tiim integral sabitleri sifir alinir.

3. u(x,t) ¢oziimleri
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3. ILERLEYEN DALGA PROBLEMLERI ICIN ANALITIK YONTEMLER

o a
U=» —* 3.17.
Siny 18

formunda ele alinarak (3.17.3) denklemine yerlestirilir. Homojen balanstan m degeri

bulunur.

4. Aym kuvvetteki tim e° terimlerinin katsayilar1 sifira esitlenir. Olusan denklem

sisteminden a,,a,,...,a,, keyfi sabitler bulunarak (3.17.1) denkleminin {istel bi¢imindeki

rasyonel ¢oziimii elde edilir.
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4. ILERLEYEN DALGA PROBLEMLERI ICIN BAZI ANALITIK
YONTEMLERIN UYGULAMALARI

Bu boliimde 3. Boliimde belirtilen baz1 analitik yontemlerin uygulamalar1 ele

alinarak ¢oziimlerin bazi1 6zel degerleri i¢in grafikleri elde edilmistir.

4.1. Direkt integral Yonteminin Sine-Gordon Denklemine Uygulanmasi
Sine-Gordon denkleminin

u, =asinu (4.1.1)

xt

tiim ilerleyen tek dalga ¢ozlimlerini siniflandiralim. Bu denklem uygulamali fizik ve
miihendislikte ¢ok genis bir kullanim alanina sahiptir. Bu denklemin ilerleyen dalga
coztimleri farkli yontemlerle farkli fonksiyon formlarinda elde edilmistir. Fakat bu
yontem ile Sine-Gordon denkleminin tiim ilerleyen dalga c¢oziimleri bulunabilir.
Asagida da goriilecegi gibi bunu yapmak icin sadece temel integral yontemlerine

ithtiyacimiz vardir.

Oncelikle u=u(&), & =kx+ ot doniisiimii (4.1.1) denklemine uygulamir ve bir

kez integral alinirsa ¢ integral sabiti olmak iizere

du

i(§—§0)=j (4.1.2)
\/_k‘;(cosu —c)
ifadesi elde edilir. Daha sonra
U = arccos @ (4.1.3)
degisken dontigiimii yapilirsa (4.1.2) denklemi
d
i(g_go)zj' ® (4.1.4)
L (@0-1)(0+1)(0-c)

ko

denklemine doniistir.
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Oncelikle = > 0 durumu ele alinacaktir. Bu halde ti¢ durum olabilir:

1. Durum:

ve

elde edilir.

2. Durum:

elde edilir.

3. Durum:

ko

c=1,

c#*l,

u= arcsin{Ztanh2 (% If_z)(g_go)J_l} (4.1.5)
u = arcsin { 2 coth’ 1 2—a(§ -&) |-1 (4.1.6)
2V ko 0

u= arcsin{—2sec2 [%‘/z—z)(f—fo)]ﬂ} (4.1.7)

durumunda —1, 1 ve c¢ sayilarini tekrar siralayarak o < <y ile gosterelim.

) @ << f oldugunda,

elde edilir.

u=ar(:sin{oc+(,8—05)sn2 {—"7/2_0{\/;2(5—50)], m} (4.1.8)
@

ii) @ >y oldugunda, m’ = f-a olmak tizere

y—a
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y = Bsn’ (\/g—a\/g(f—e%)], m)

u = arcsin (4.1.9)
NV — 2a
[ 2 N\ko (=)} m)
elde edilir.
ki < 0 durumunda, @ = —v alinirsa (4.1.4) denklemi
@
dv
i(g—go)zj (4.1.10)
a
—(v-1)(v+I)(v+c
L)
denklemine doniisiir. Benzer sekilde ti¢ durum olusur:
1. Durum: c=1,
u = —arcsin{ 2tanh?| = |- 29 (- ) |1 (4.1.11)
2\ ko ’
ve
u = —arcsin 2coth?| = |- 2% (£ - &) | -1 (4.1.12)
2\ ko ’
elde edilir.

2. Durum: c=-1,

u=—arcsin{—2sec2 (%‘,_%(5_50)]+1} (4.1.13)

elde edilir.

3. Durum: c#tldurumunda -1, 1 ve ¢ sayilarim tekrar siralayarak a<f <y ile

gosterelim.
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i) a<w< f oldugunda,

. (r=a [ 2
u=arcsm{a+(,8—a)sn { }/2 ¢ —i(f—fo)],m} (4.1.14)

elde edilir.

24 ..
olmak lzere
y—a

y—ﬂsn2[ 72—05@(5_50)], m)
an( 72—05\/%(5_50)} m)

ii) @ >y oldugunda, m’ =

u = —arcsin

(4.1.15)

elde edilir.

Sonug olarak Direkt Integral Yontemi lineer olmayan KDD’in ilerleyen dalga
coziimlerini bulmak icin kullanilan ¢ok dogal ve basit bir yontemdir. Tam ayirma
sistemi Direkt Integral Yontemi’ni daha etkili ve giiclii bir yontem yapar. Daha birgok
lineer olmayan matematiksel fizik denklemine Direkt Integral Yéntemi uygulanabilir ve
tiim ilerleyen dalga ¢6ziimleri siniflandirilabilir. Bu tam sonuglar diger yontemlerle elde

edilemez (Liu 2008b).

4.2. Carpanlara Ayirma Yonteminin KdV-Burgers Denklemine Uygulanmasi

Simdi bu teknigi KdVB (KdV-Burgers) denklemine

u,=su_ —Hu_ —auu, (4.2.1)

uygulayalim. Burada s, g ve @ reel sabitlerdir. Bu denklem ion-akustik sok

dalgalarinin modellenmesinde karsimiza ¢ikar. Bu denklemin ilerleyen dalga ¢6ziimiini

bulmak icin oncelikle

u(x,t):¢(cf), E=x—vt (4.2.2)
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doniigiimiinii uygulayalim. Burada v dalganin hizin1 verir. (4.2.2) doniisiimii (4.2.1)

denklemine uygulanirsa s # 0 kosuluyla

3 2
df_ﬁdgh(ﬁ_%;j@:o (4.23)
d& s dé& s s )d&
bulunur. Bu denklem tizerinde de
S 240
E==06, ¢(&)= w(6) (4.2.4)
Y7, as

bagimli ve bagimsiz degisken doniisiimleri uygulanirsa p = V—Sz olmak tizere

do d*w

g’ do’

+(p—2a))fi—2)=0 (4.2.5)

elde edilir. Bu denklemin bir kez integrali alinirsa k integral sabiti olmak {izere

d’o do 5
7 —%-i-(pa)—a) )=k (4.2.6)

denklemi elde edilir. £ =0 olmasi durumunda (4.2.6) denklemi (3.4.1) formunda olur.

Bu zorlugu agmak igin & sonradan hesaplanacak bir sabit olmak tlizere

o(0)=U(0)+5 (4.2.7)
déniisiimii yapilir. Bu doniisiim ile (4.2.6) denklemi k= pd—6° olmak iizere

d’U dU
— —%-i-((p—Zé‘)U—Uz):O (4.2.8)

olur. Simdi F(U)=(p-26)U-U’ almrsa (4.2.8) denklemini ¢arpanlarina
ayirabiliriz.

(3.4.4)-(3.4.5) esitlikleri goz oniine alirsa f,(U) ve f,(U) fonksiyonlarinin

2, B:2

A== = 429
3 s (4.2.9)

olmak tizere
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1

£ (U)=4U>+B, (4.2.10)
fz(U)Zl—B—%AU; (4.2.11)

formunda olmasi gerekir. Bu durumda p ve § sabitleri arasinda

p :25+2—65 (4.2.12)

bagintisi olusur. Sayet bu p degerini (4.2.8) denklemine yerlestirirsek bir c¢esit genel

¢oziim elde edilir. (4.2.8) denkleminin 6zel ¢éziimleri Bernoulli tipinde

3
d—U=i\/§U2 +2U (4.2.13)
do 3 5
denklemi olur. Bunun ¢6ztimleri de
2
U () =3 14 tann| 2% | (4.2.14)
50 10

v (e):i{ncoth(@—
50 10

(4.2.15)

BN
N—
DS}

olur. Baslangigtaki tiim doniisiimler yerine konulursa

2

2 — Vvt —

i (50) =2 2 [ 2B SN L 4006
a 25as 10s

A~

u (%) =—+ 34 {Hcoth(WH —20 (42.17)
N

coziimleri elde edilir (Cornejo-Pérez ve ark. 2006).
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Sekil 4.2.1. (4.2.16) ¢dziimiiniin soliton dalga profili.

Sekil 4.2.2. (4.2.17) ¢dziimiiniin soliton dalga profili.
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4.3. Hiperbolik Tanjant Yonteminin Burgers Denklemine Uygulanmasi

Tanh yontemini ¢ok bilinen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerden

ou ou 0u
—tu—— =0
ot ox  ox’

(4.3.1)

seklinde ifade edilen Burgers denklemine uygulayalim. Burgers denklemi en 6nemli
lineer olmayan yayilim denklemlerinden biridir. Bu denklem akiskanlar dinamigindeki
yayilan dalgalar i¢in en basit lineer olmayan denklem modelidir. ilk olarak Burger
tarafindan bir boyutlu tiirbiilans1 tanimlamak i¢in kullanilmistir. Ayrica bu denklem
vizkositeli bir ortamdaki ses dalgalari, sivi dolu vizkositeli elastik tiiplerdeki dalgalar

gibi birgok fiziksel problemlerde karsimiza ¢ikar (Debnath 2005).

Oncelikle u(x,t) =U (f) =U [k(x - Vt)] degisken degistirmesi yapilarak kismi

diferansiyel denklem

_pdue) | U (&) avu(e) _, dZU(f) -0 (43.2)
e e e

adi diferansiyel denklemine doniistiiriiliir. Bu denklemin bir defa integrali alinirsa,

1 » ,dU(©)
-Vu¢)+-U —k————==C 433
() 5 (€3] e (4.3.3)
elde  edilir. Bu  denklemde de  integral  sabiti C=0 alinarak
N
Y =tanh (&) = tanh [k(x - Vt)] olmak iizere U(¢&)=58(Y)=>a,¥" degisken
n=0
degistirmesi yapilirsa

1

—VS(Y)+5S(Y)2 —k(l—)ﬂ)m

=0 (43.4)

denklemi elde edilir. Bu denkleme (3.5.5) agilim yerlestirildiginde

—Vﬁ:a Y” +lia2Y2”—kina Y”‘1+kina Y™ =0 (4.3.5)
n=0 " 2n=0 " n=0 ! n=0 " - o
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ifadesine ulasilir. Bundan sonra en yiiksek dereceli Y terimlerini esitlenir. Bu

yerlestirmeden sonra, (4.3.2) denkleminde ikinci terimde Y*" ve son terimde Y

ifadeleri olusur. 2N = N +1 esitliginden N =1 bulunur. Buradan,
S(Y):a0+a1Y (4.3.6)

seklinde bir tek ¢oziim elde edilir. Bu ¢oziim (4.3.4) denkleminde yerine konursa en

fazla Y’nin ikinci kuvveti olusur. Olusan tiim Y terimlerinin katsayilari sifira esitlenirse
asagidaki denklem sistemi elde edilir:

Y° terimli katsayilar: %af +ka, =0 veya a, =2k, (4.3.7)

Y' terimli katsayilar: —Va, +a,a, =0 veya a, =V, (4.3.8)

Y? terimli katsayilar: %aé —Va, —ka, =0 veya V?* =4k (4.3.9)
Bu denklem sisteminden

v

a,=V,a =V, k= 5 (4.3.10)

bulunur. Buradan
(1) = V{l -tanh[g(x- Vt)}} (43.11)

sok dalgasi seklinde (Sekil 4.3.1) bir ¢éziim bulunur (Malfliet 1992) .

Sekil 4.3.1. u(x,t)=2—2tanh(x - 2¢) ¢oziimiiniin -10<x <6, 0 <t <2 igin grafigi.
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4.4. Sin-Cos Yonteminin Degistirilmis Kawachara Denklemine Uygulanmasi
Bu yontemi degistirilmis Kawachara (The modified Kawachara equation)
u +u +ulu +pu +qu_. =0 (4.4.1)

XXXXX

denklemine uygulayalim. Burada p ve ¢ sabitlerdir. Kawachara denklemi yiizey

gerilimine sahip su dalgalarinin hareketini betimler (Ruo-Xia ve Zhi-Bin 2002).
Simdi bu denklemi Sin-Cos Yontemi ile ¢6zelim:

Ilk olarak (4.4.1) denklemine & = x —¢¢ dalga doniisiimii uygulanarak
(1—c)u'+u2u+pu"'+qu(5) =0 (4.4.2)

ADD’1 elde edilir. Bu denklem bir kez integre edilerek ve integral sabiti sifir olarak

alinarak

2

(l—c)u +u?+pu"+qu(4) =0 (4.4.3)

denklemi elde edilir. (4.4.3) denklemine kosiniis agilim1 yerlestirilirse

/13 3 2 2 2 -2
(l—c)/icosﬂ (,ug")+?cos”(,u§)—py > Acos” (,uf)+p/1u ﬂ(ﬂ—l)cos/’ (yéj)-l—

qu' B Acos” (&)= 2qu' AB(B-1)(B° =28 +2)cos”* (ué)+
qu'2B(B-1)(B-2)(B~-3)cos”" (1) =0 (4.4.4)

elde edilir.

Kosiniis fonksiyonlarinin {isleri ve benzer terimlerin katsayilarini toplayip sifira

esitlenirse
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B(B-1)(B-2)(B-3)=0,
B—-4=3p,
(1-c)A—4pu*A+16qu’2 =0, (4.4.5)
Opu’A—120qu* 2 =0,

3

%+120q,u4l =0

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse

ﬂ:_za
1 [5(1-
u=%g (pc), p=0, (4.4.6)
3 S(C—I)
A‘:__ s
2\ 2
2
_ “4p +25q, 70
25q

olarak bulunur. Bu sonugclar siniis a¢ilimi1 kullanilarak da bulunabilirdi. Bu sonuclar

1- ..
15181nda 750 i¢cin

3 5(0—1) | 1 5(1—0)
o (50) =F [ = sec {Z T(x_“) (4.4.7)
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35 55

Sekil 4.4.1. Tsec T(x - 3t), -l<x<1, 0<t<4 ¢oziimiiniin ¢ =3, p=-2 i¢in grafigi.

Ve

(4.4.8)

35,5

Sekil 4.4.2. = esc T(x -3t), -1<x<1, 0<t<5 ¢dziimiiniin ¢ =3, p=-2 igin grafigi.

periyodik ¢oziimleri elde edilir. Bununla beraber I=z¢ <0 i¢in,
P
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5(c—1 5(c—1
us,é(x,t)zig %sech2 % M(x—ct) (4.4.9)

35 J10

5
Sekil 4.4.3. Tsech2 T(x - 3[), -8<x <8, 0<t<l ¢dzlimiiniin ¢ =3, p =2 i¢in grafigi.

soliton ¢oziimleri ve

(4.4.10)

3\2/5 csch? @(

Sekil 4.4.4. —— x— 3t), -2<x<5, 0<t<] ¢dzlimiinin ¢ =3, p =2 i¢in grafigi.

ilerleyen dalga ¢6ziimleri elde edilir.
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4.5. Tanh-Coth Yonteminin Boyutsuz KdV Denklemine Uygulanmasi
Simdi bu yontemi boyutsuz KdV denklemi

u, +auu_ +u_ =0 (4.5.1)

iizerine uygulayalim. Oncelikle &= x—ct dalga degiskeni (buradaki ¢ dalga hizidir)

(4.5.1) denklemine yerlestirilir ve bir kez integre edilirse
a - "
-cu—i—Eu +u" =0 (4.5.2)

elde edilir. u*>ve u" terimleri arasindaki homojen balanstan, yani u* teriminden gelen

2M ve u" teriminden gelen M+2 ifadelerinin

2M=M+2 (4.5.3)
esitliginden
M=2 (4.5.4)
bulunur. Tanh-Coth Y&ntemi’nden
u(E)=S(1)=Y ay +> by 4.5.5)
J=0 i=1

elde edilir. (4.5.5) denklemi (4.5.2) denklemine yerlestirilip elde edilen tim Y’
kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenip, olugan cebirsel denklem sistemi ¢oziildiiglinde

asagidaki ¢oziim kiimeleri elde edilir:

i) aq 3¢ a,=a,=b =0, b, __3¢ y:l\/E, ¢>0, (4.5.6)
a a 2
. c 3c 1
(11) a,=——, a,=a,=b =0, b,=—, u=—+-c, c<0, (4.5.7)
a a 2
(i) a, _3¢ a,=b =b,=0, a, _3¢ =L eso, (4.5.8)
a a 2
. c 3c 1
(iv) ay,=——, a,=b=b,=0, a,=—, IUZE\/—C, c<0. (4.5.9)
a a
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Sonug olarak,

ul(x,t):zsech2 (%(x—ct)} c>0, (4.5.10)
a

Sekil 4.5.1. 3sech’ (x — 4t), 0<x<4, 0<t<?2 soliton ¢dziimiiniin a =c =4 i¢in grafigi.

uz(x,t)—ﬁ(lﬁanh2 [%(XCI)JJ, c<0 (4.5.11)
a

Sekil 4.5.2. 1-3tanh® (x+4¢), -4<x<2, 0<r<2 soliton ¢dziimiinin a=4, c=—4
icin grafigi.

soliton ¢oziimleri elde edilir. (Bakiniz Sekil 4.5.1 ve Sekil 4.5.2)
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Ayrica

(4.5.12)

8.

4 icin grafi

=C=

Sekil 4.5.3. -3csch® (x—4¢), -1<x<3, 0<¢<1 ¢dziimiiniin a

~
on
—
‘"
NI
~

=—4 igin grafigi.

=4, c

Sekil 4.5.4. 1-3coth® (x+4¢), -3<x<1, 0<t<1 ¢dziimiiniin a

ilerleyen dalga ¢oziimleri de elde edilir. (4.5.10) ve (4.5.11) ¢oziimlerinin fiziksel

yapilar1 tamamiyla ¢ dalga hizinin isaretine baglidir. Son olarak
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us(x,t):3—ccsc2 (%(x—ct)} c<0, (4.5.14)
a

Sekil 4.5.6. -1-3cot? (x - 4t), -3<x<3, 0<t<3 ¢bdziimiiniin ¢ =c =4 i¢in grafigi.
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(4.5.16)

Sekil 4.5.8. -3-3tan’ (x - 4t), -3<x<3, 0<t<3 ¢oziiminiin a =c=4 i¢in grafigi.
diizlem periyodik ¢oziimleri elde edilir (Wazwaz 2009).
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4.6. Ustel Fonksiyon Yénteminin Degistirilmis KdV Denklemine Uygulanmasi

Bu yontemin temel fikrini
u +ulu, +u, =0 (4.6.1)

formundaki denklemi ¢ozerek gosterelim. Bu denkleme Degistirilmis KdV denklemi
denir. Lineer olmayan agilim ve sivi damlalar1 gibi yapilarin olugsmasinda bu denklem

karsimiza ¢ikar. Oncelikle 77 degiskenini
n =kx+ ot (4.6.2)
olarak tanimliyoruz. Bu durumda (4.6.1) denklemi
ou' +ku'u' +kEu" =0 (4.6.3)

denklemine doniisiir. Buradaki tiirevler 7 degiskenine gore alinmistir. (4.6.3)

denkleminin ¢oziimiiniin

(n)= a,exp(cn)+...+a_, exp(—dn)
= a,exp(pn)+...+a_ exp(—qn)

(4.6.4)

formunda oldugunu varsayalim.

c ve p degerlerini bulmak icin (4.6.3) denklemindeki en yiiksek mertebeli

terimleri esitliyoruz. Basit bir hesaplama ile

= ¢ exp[(7p + c)?]] +..+d, exp[—(7q + d)ﬂ]
c, exp[Spn] +..+d, exp[—Sqq]

(4.6.5)

Ve

' c, exp[(Sp + 30)77} +...+d, exp[—(sq + 30),7]
c,exp[8pn]+...+d, exp[-8¢n]

(4.6.6)

bulunur. (4.6.5) ve (4.6.6) iistel fonksiyonlarin en yiiksek dereceli terimlerini esitlersek
Tp+c=5p+3c (4.6.7)
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esitliginden p=c bulunur. Benzer sekilde en diisiik dereceli terimleri esitlersek
—(7q+d)=—(5q+3c ) (4.6.8)

esitliginden g=d bulunur. Basit olmasi i¢in p=c =1 ve g=d=1 alinirsa (4.6.4) denklemi

u(n) - a,exp(n)+a, +a_ exp(-n)

exp(7)+b, +b_, exp(-n) (4.69)

seklinde bulunur. (4.6.9) esitligi (4.6.3) denklemine yerlestirilip, Matlab yardimi ile
hesaplanirsa
1| G, exp(3n7)+C, exp(2n)+C, exp(n)+ C, + C_, exp(—n) +

il =0 (4.6.10
4| C, exp(-2n)+C_ exp(-37n) ( )

ifadesi elde edilir. Buradaki exp(nn) katsayilari sifira esitlenip ¢oziiliirse

3k2h b (3k* +2a’ b (3k* +2a’
a, = a,b, + C,a, = 0( 1)’b—1: 0( 2 1)
a, 8a, 8a,

, w=—ka? — Ik’ (4.6.11)

olarak bulunur. Boylece

3k%b,

a

u(x,t) =a, +

! (4.6.12)

2 2 2
exp| ke —(ka} + 1)t |+, +bo(3k+2al)exp[—kx+(kaf +1)t

2
a

coziimii elde edilir. Genellikle a, b, ve k reel sayilardir ve (4.6.12) denklemi bir

genellesmis soliton ¢oziimdiir (He ve Wu 20006).
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Sekil 4.6.1. u (x,¢)=1+

4.7. (%j -Acilim Yonteminin Birlesik KdV-Burgers Denklemine Uygulanmasi

!

Bu boliimde (%j -a¢ilim Yontemi’ni bilenen birlesik KdV-Burgers denklemine

uygulayalim.

Birlesik KdV-Burgers denklemi

u, + puu, +quu, +ru, —su_ =0 (4.7.1)

XXX

seklindedir. p, g, r, s sabitlerdir. Bu denklem KdV, mKdV ve Burgers denklemlerinin

birer genellemesidir. Bu denklemin kuantum alan teorisi, plazma fizigi ve kat1 hal

fiziginde uygulamalar1 mevcuttur (Kaya 2004).

Oncelikle &=x-V¢ seklinde bir degisken doniisiimii yaparak u(x,7)=U/(¢)

ifadesinden, (4.7.1) denklemi
—VU'+ pUU'+qUU'+rU" —sU" =0 (4.7.2)
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adi diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklemi ¢’ye gore bir kez integrallersek

—VU+§U2 +%U3 + U —sU"+C =0

(4.7.3)

denklemine doniisiir. Buradaki C integral sabitidir. (4.7.3) denkleminin ¢oziimiiniin

(3.15.3) denklemi seklinde oldugunu varsayalim. (3.15.4) denklemini de kullanarak

(4.7.3) denklemini indirgersek, U * ve U" terimleri esitlenerek 3m=m+2’den N=1

bulunur. Bu durumda (4.7.3) denkleminin ¢oziimii

U:a0+al(i], a, #0
G

seklinde olur. (3.15.4) ve (4.7.4) den

, G( 3 G( 2 G(
U" =2aq, (Ej +3a]/1(6j +(2a],u+a1/12)[EJ+alﬂ,u

olur. (4.7.4)-(4.7.5) ifadeleri (4.7.3) denklemine yerlestirilir,

(4.7.4)

(4.7.5)

(G'/G)"

(m = 1,2,..,4) terimlerinin katsayilar1 sifira esitlenirse asagidaki denklem sistemi elde

edilir:

3
:C—Va, +%+%—r,ual —sAua,,

2 2
a

. 2
:—ra, —3sAa, + +qa,a;,

N
(%) : —Va,—rAa, —sA’a, - 2sua, + paa, +qaga,,

"3 3
(QJ : —2sa, + 44
G 3

Bu sistem Mathematica programindan yararlanilarak ¢oziiliirse iki sonug elde edilir:
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1. Durum:

5 q#0,a =% @,/1:—2r+pal+2qaoa1
q 6s

V= é(—4r/1 —12su+ 6pa, +6qa; — pAa, —2qlaya, ),

C=é(—4r/ta0 +3pa; +4qa; +4rua, — plaa, —2qla,a, +p,ua12), (4.7.6)

a, ve u keyfi sabitlerdir. (4.7.6) ve (3.15.4) denklemlerini (4.7.4) denklemine

yerlestirirsek {i¢ tip ilerleyen dalga denklemi ¢6ziimii bulunur:

A* —4u > 0igin,

(1’«/6%]—3&0]$ ]
6s

q
_ A —du A —du
Ui =% (;LZ _ 4y)6sq C sinh(2)§ +C, cosh(‘z)é‘ (4'7'7)
2q (2 —4u) (4 -4u)

Ccosh S L+ Cysinh S

Sekil 4.7.1. U, ¢Oziimiinii -2 <x<2, 0<¢<1 i¢in grafigi.

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunur. Burada,
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2
£ex- [ —4rA=12sp+ 6pa, *66q"° — pAay =294, j; , C, ve C, keyfi sabitlerdir.
A? =44 <0 igin,

(), |

661(]
Uy =% \ 4/1_12) V(4’u_/12) (4.7.8)

(4y—/12)6sq C, cos ( §—Czsinf§
(

2
2q / _/12 / _/12
C cos4ﬂz)§+ C, sin(4'u)

2

g

Sekil 4.7.2. U, ¢oziimiiniin -10 < x <10, 0<¢ <100 i¢in grafigi.

trigonometrik fonksiyon ¢éziimleri bulunur. Burada,

2
E=x —[_4}% — 125+ 6pa, +694, — pAa, ~2qAa,q, Jt , C, ve C, keyfi sabitlerdir.

6
A —4u=0igin,
\J6sq F3 \J6
U, =+ ry6sq ¥3sp | J6sq C, (4‘7.9)
’ 6sq g \C +C<¢
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rasyonel ¢oziimler elde edilir. Burada,
2
E=x —(_4’% —12s5p+6pa, +66an — pAa, —2qAa,a, } , C, ve C, keyfi sabitlerdir.

b=
AT

L 77

S
Wiy i
e

L

i /
A I S

Sekil 4.7.3. U, ¢oziimiiniin -13<x<13, 0<7<3 i¢in grafigi.

2. Durum:

s,q=0,p,r#0, q :% , V==-rl+pa,,
(4.7.10)

C=%(—2rﬂ,a0 + pa; +2r,ua1),
a,, Aveu keyfi sabitlerdir. (4.7.10) ve (3.15.4) denklemlerini (4.7.4) denklemine

yerlestirirsek {i¢ tipte ilerleyen dalga ¢oziimleri bulunur:

A*—4u>0igin,

J(2 - J(2 -
yor (/12—4,U) Clsinh(24ﬂ)§+Czcosh(24[u)§
v, =L . (47.11)
p J(A - YA =
C cosh(24‘u)§ +C, Sinh(24[u)§

p

E=x—(pa,—rA)t , C, ve C, keyfi sabitlerdir.
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A* =44 <0 igin,

“(4ﬂ_/12)§—C2 sin“(4lu_lz) &

yor (4/1—/12) C, cos

U =+ . (47.12)
o : C cos\/(étluzfﬂbz)§+C2 sinWﬁ
£=x—(pa,—rA)t, C, ve C, keyfi sabitlerdir.
A* =44 =0 igin,
U, :K+£(Lj, (4.7.13)
p p\C+C¢

&=x—(pa,—rA)t, C, ve C, keyfi sabitlerdir.

Bu yontemin diger yontemlere gore daha etkili ve kesin sonuglar verdigi
goriilmektedir. Cok karisik ve cebirsel hesaplama gerektiren denklemler bilgisayar
yardimiyla coziildiiglinden bu yonteme giivenilebilinir. Matematik fizikteki bircok

lineer olmayan evoliisyon denklemleri bu yontemle ¢6ziilebilir (Mizrak ve Ertas 2012a).

4.8. Degistirilmis Basit Denklem Yonteminin Konveksiyon Terimli Fisher

Denklemine Uygulanmasi

Bu yontemi konveksiyon terimli Fisher
u, +kuu, —u —u(l-u)=0 (4.8.1)

denklemine uygulayalim. (3.16.2) ilerleyen dalga doniisiimiinii kullanarak (4.8.1)

denklemi
—u, +hkuu, —u_ —u(l-u)=0 (4.8.2)

adi diferansiyel denklemine indirgenir. wu. veu_ terimleri arasindaki homojen

balanstan N =1 bulunur. Dolayisiyla, (4.8.2) denkleminin ¢éziimii
68



Mustafa MIZRAK

u(z)= A, + 4 (‘”—j (4.8.3)
74
formundadir. Buradan,
y. v
u, = Al( = Zj (4.8.4)
72
3
u, =4 (&_3_%{’2 + 2"’_3j (4.8.5)
7 v v

oldugu kolayca goriiliir. (4.8.3), (4.8.4) ve (4.8.5) ifadeleri (4.8.2) denklemine

yerlestirilip w°, w™', w™ ve w terimli ifadelerin katsayilar1 sifira esitlenirse

—A4,+A4; =0, (4.8.6)

(1-kd))y. —v... +(24, - )y, =0, (4.8.7)
(kA +3)y_ +(—kAd,+ 4 +1)y. =0, (4.8.8)
24, - kAl =0 (4.8.9)

esitlikleri elde edilir. (4.8.6) denkleminden 4, =0 ve 4, =1 bulunur. Boylece iki farkli

¢0ziim s0z konusu olur:
I. Durum: 4, =0 ise
(4.8.7) ve (4.8.8) denklemlerinden
Yoo W +y. =0, (4.8.10)
(kA +3)y_. +(4 +1)y. =0 (4.8.11)
elde edilir. (4.8.10) ve (4.8.11) denklemlerinden

(kd, +3) ... +((k=1) 4 +2)y, =0 (4.8.12)
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denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii c¢,, ¢, ve ¢, keyfi parametreler ve

a=1 w olmak tlizere
kA +3

v(z)=c, +ce” +c,e " (4.8.13)

bi¢imindedir. (4.8.13) ifadesi (4.8.3) denklemine yerlestirildiginde

—a(x—t)
—a(x—t)

—t
e’ +cpe

(x=1)

u(x,t)=Aa (4.8.14)

a
c,tce U +ee

tam ¢Ozimii elde edilir.

2\/€cosh(x_

&\
~
N

Sekil 4.8.1. (x,t) = ¢Oziimiiniin -20 < x < 20, 0< ¢ <20 i¢in grafigi.

~

1+ 2cosh X7t

&

IL. Durum: 4, =1 ise

(4.8.7) ve (4.8.8) denklemlerinden

(1-k)y"—y"+y' =0, (4.8.15)

(k+3)y"+(—k+ 4, +1)y' =0 (4.8.16)

elde edilir. (4.8.16) denklemi (4.8.15) denklemine yerlestirilirse
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(k+3)y"+(K —k+(1-k) 4 +4)y' =0 (4.8.17)

denklemi elde edilir. Bu durumda (4.8.17) denkleminin ¢6ziimii c¢,, ¢, ve ¢, keyfi

kK —k+(1-k) 4 +4
k+3

olmak tizere

parametreler ve b = i\/

v (z)=c, +ce” +ce™” (4.8.18)

bicimindedir. (4.8.18) ifadesi (4.8.3) denklemine yerlestirildiginde

—b(x—t)

b(x—t)
e +c,e
£ (4.8.19)

b(x—t)

G

u(x,t)=1+Ale oo
0 1

+c,e

1

Sekil 4.8.2. 4 (x,¢) =2
u(x1) 1+2cosh(¢—x)

¢Ozlimiiniin -10< x <15, 0 <z <10 i¢in grafigi.

tam ¢6zimii elde edilir (Mizrak ve Ertas 2012b).
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4.9. Ustel Bicimindeki Rasyonel Fonksiyon Yénteminin Damping Terimli

6. mertebeden Boussinesq Denklemine Uygulanmasi

Bu yontemi damping terimli 6. mertebeden Boussinesq denklemine

u,—u_—u_ —u__—au_ = b(u2 )xx (4.9.1)

23

uygulayalim. Burada a pozitif ve b bir reel sabittir. Bu denklem ylizey gerilimine
sahip, kiigiik genlikli s1§ sularin yiizeyinde olusan iki yonlii yercekimi dalgalarini

betimler (Daripa 2006) .

Bu denklemin lokal, global ve asimptotik davranisi Polat ve Piskin tarafindan

calisilmistir (Polat ve Pigkin 2013).
Oncelikle u(x,t)=U(&)=U [a(x — ,Bt)} degisken degistirmesi yapilarak kismi

diferansiyel denklem
(,32 _I)Un_i_aaﬂUm_aZﬂZU(ﬁl) _a4U(6) Zb(Uz)rr (492)
adi diferansiyel denklemine indirgenir.

Daha sonra homojen balanstan, yani en yiiksek mertebeli terim U ©) ile en

yiiksek dereceli lineer olmayan terimin (U ? )” esitliginden m =4 bulunur. Bu ylizden

(4.9.2) denkleminin ¢oziimii

a, a, a, a,

U()=a, : : . (4.9.3)
S TE T hE) (L) (14€)

formunda olur. Burada a; (j=0,1,2,3,4) bulunmasi gereken sabitlerdir. Sonra (4.9.3)
esitligi (4.9.2) denklemine yerlestirilir. Bu yerlestirmeden sonra ayni kuvvete sahip e*

terimleri toplanarak katsayilari sifira esitlenir. Buradan asagidaki cebirsel denklem

sistemi elde edilir:
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4 2 222
—a,—2a,ab—-aa’ —aaaf+apf —aoa =0,

—6a, —12a,a,b —4a}b—4a, —8a,a,b+54a,a’ —64a,a’ —2a,af3
—8aa,af} +6a, 5’ +4a, F +6a.0’ f° —16a,a’ B =0,

~14a, —28a,a,b —22ab—22a, — 44a,a,b—18a,a,b —9a, —18a,a.b
~134a,a*+818 a,a* —729a,a* +8aa,af — 26aa,a3 — 2 Taa,o +

14a, 8+ 22a, 8 +9a, 8’ +34a,a’ B H2a,a’ B —8la,a’ B =0,

~14a, —28a,a,b — 48a’b —48a, —96a,a,b —84a,a,b—16a;b—42a,

—84a,a,b—32a,a,b—16a, —32a,a,b—434a,a* —588a,a +
4998a,a* —4096a,a" +34aa,a —12aa,a3 — T8aa,a3
—64aa,aff+14a,f° +48a, 8 +42a,5°+ 16a,3°+
46a,a’ B* +132a,0° B° — 42a,0° B —256a,a’ B =0,

—50a,b—50a, —100a,a,b —150a,a,b — 60a;b — 75a, —150a,ab
—120a,a,b —50a,a,b — 60a, —120a,a,b — 50a,a,b — 2450a,a*

— 3675a,a* +21540a,a* +50aa,a8+50aa,af3 — 45aa,af3

— 140aa,a+50a, 8> +75a, 3> +60a, B +190a,0° B> +
285a,a’ B — 60 a,a’ f° =0,

14a, +28a,a,b —20a’b —20a, — 40a,a,b —120 a,a,b—80a;b
—60a, —120a,a,b —160a,a,b —140a,a,b —36a:b—80a,
~160a,a,b —140a,a,b—72a,a,b+ 434a,a* +280a,a*
~5460a,a* —25880a,a* +34aa, +80aa,af} + 60aa,aff
—40aa,aff —14a,’+ 20a,5° + 60a,° +80a, 5’
—46a,0’ f* +40 a,a’ B +300a,a’ B +520a,a° f° =0,

14a, +28a,a,b + 6a;b +6a, +12a,a,b —30a,a,b — 40a;b

~15a, —30a,a,b —80a,a,b —120a,a,b — 66a;b —40a, —80a,a,b
—120a,a,b —132a,a,b —98a,a,b +134a,a* +1086a,a* +
3585a,a" +8360a,a* +8aa,af + 42aa,af3 +75aa,af3 +
80aa,of —14a,a’ —6a,B” +15a,° +40a,’ —34aa’ f°
—66a,a’ f* —15a,0° f*+200a,a” B =0,
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(4.9.4b)

(4.9.4¢)

(4.9.4d)

(4.9.4¢)
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6a,+12a,a,b+8a; b+8a,+16a,a,b+12a,a,b+6a,+12a,a.b

—20a,a,b—24a;b—20a,a,b — 48a,a,b —84a,a,b — 64a,b

—S4a,a* —172a,a* —354a,a* —600a,a”* —2aa,af + (4.9.4h)
daa,af +18aa,aff +40aa,aff —6a, 3’ —8a, B’ —6a, 3’

—6a,0’ B -28,a° 7 —66a,a’ B —120a,a’ B> =0,

a,+2a,a,b2a’b+ 2a,+4a,a,b+6a,a,b+4a;b+3a,+6a,a,b+
8a,a;b+10a,a.b+6a;b+4a,+8a,a,b+10aa,b +12a,a,b +

l4a,a,b+8a;b+aa*+2a,a* +3a,0" +4a,0* — aaaff (4.9.41)
—2aa,aff -3aa,aff —4aa,aff—a, - 2a, —3a, 8’

~da,f’ +aa’ B’ +2a,0’ B 3a0’ B +4a,a’ B =0.

Bu denklem sistemini b katsayisinin iki durumu i¢in incelersek, yani

b =1 igin
—if —if
a=—— Vveya a4 =——
J13 J13
Y= ~-169+1694> + 363
0 338 ’
a, =0, (4.9.5)
-8404*
169
a, =-2a,,
a, a,,
Ve
b=-1 i¢in
—if ip
o0=——= veya o =——
J13 J13

Y 169-169 3> —363°*

‘ 338 ’
a, =0, (4.9.6)
840"
2169
a, =-2a,,
614 612,
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¢oziimleri elde edilir. Boylece (4.9.1) denkleminin

. 2 4 4 4
() = 169+16958° +36° 8403 . 16803 3
338 B g B g
169| 1+ 169| 1+
(4.9.7)
8403
—(x—pt
169{1+e@ )
_ 2 4 4 4
s (x,1) = 169+1698° +364* 840 . 16803 3
338 B B
169| 1+e¥B3 169| 1+e¥B3
(4.9.8)
840"
——(x—pt
169[1+em J
_ 2 4 4 4
u}(x’t):169 1694 -36" | 8403 _ 16803 3
338 B B g
169| 1+¢¥3 169| 1+¢¥3
(4.9.9)
840"
,lﬂ( ﬁ) 4
—\x—pt
169[1+em J
Ve
_ 2 4 4 4
u4(x’t):169 1694 -364" 8403 2_ 16803 3
338 B B
169|143 169| 1+¢¥13
(4.9.10)

8403

is 4
169 (1+e@(x_ﬂt)J

5
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rasyonel iistel ¢oziimleri elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Yapilan bu c¢aligmadan goriilecegi iizere ilerleyen dalga ¢oziimleri Fisher’in
denklemini arastiran Kolmogorov ve arkadaslarindan bu yana biiylik ilerleme kat
etmistir. Ama ilerleyen dalga ¢6ziimleri 6zellikle 1965 yilinda Kruskal ve Zabusky’nin
makalelerini yayinlamalarindan sonra 6nem kazanmustir. Yani, 1834 yilinda Edinburgh-
Glasgow arasindaki Union kanalinda John Scott Russel’in gozlemledigi ilk tek dalganin

Onemi bir asirdan fazla bir siire gectikten sonra anlagilmistir.

Ilerleyen dalga c¢Oziimleri, Mathematica, Maple vb. bilgisayarli cebir

programlarinin gelisimi ile doksanli yillarda biiyiik bir artis gostermistir.

Ozellikle son on yilda lineer olmayan evoliisyon denklemlerin ilerleyen dalga

¢Oziimii icin ¢ok sayida yontem ortaya konulmustur.

Tim ilerleyen dalga ¢oziimlerinin ortak noktasi lineer olmayan evoliisyon

denklemlerinin u (X,t) =u (5) , & =X-Vvt dalga doniisiimii ile adi diferansiyel denkleme

indirgenmesidir. Daha sonra bu ¢oziimler i¢in uygun bir fonksiyon (ansatz) segilerek

¢Oziim basitlestirilmistir.

Bu yontemlerin tiimiinii karsilastirdigimizda her bir yontemin daha etkili oldugu

bir denklem smifi oldugu goriilmektedir. Ozellikle Tanh Yéntemi, Ustel Agilim

!

Yontemi  ve [Ej- A¢ilim Yontemi ile c¢ok sayida denklemin ¢oziimi

gerceklestirilmistir. Bu ii¢ yontem matematiksel fizikteki bir¢ok denkleme basariyla

uygulanmis ve halen uygulanmaya devam edilmektedir.

Lineer olmayan evoliisyon denklemlerinin ilerleyen dalga ¢6ziimleri fizik, kimya
ve biyoloji bilim insanlar1 i¢in ilerleyen yillarda da ¢ok faydali olacaktir. Giintimiizde de
bu yontemler hala ¢ok ilging ve dnemli ¢aligma alanlarindandir. Bundan sonra da ortaya

konabilecek yeni yontemler bulunabilir.
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