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OZET

DOGRUSAL OLMAYAN EVOLUSYON DENKLEMLERIN COZUMLERININ
KARARLILIGI VE KARARSIZLIGI

DOKTORA TEZI

Nurhan DUNDAR

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2014

Bu tezin ilk boliimiinde dogrusal olmayan evoliisyon denklemleri, onlarin matematiksel
davranislar1 ve tez calismasinin temelini olusturan kararlilik konusu ele alinmustir.

Ikinci boliimde s1g su dalgalar1 ve tek dalgalar ele alimmis ve bu dalga modellerinin tarihi
gelisimine ve literatiir ¢aligmasina yer verilmistir.

Ucgiincii bolimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, teorem ve esitsizlikler
verilmistir. Ayrica Kato teoremi, tek dalgalar i¢in yoriingesel kararlilik ve s1g su dalga modelleri
icin bir blow-up olusumu olan dalga kirilmasi ele alinmistir.

Dérdiincii béliim bu tezin orijinal kismudir ve {i¢ alt boliimden olusmaktadir. Ik kisimda,
gliclii dispersif terim igeren integrallenebilir genellestirilmis bir s1ig su dalga denkleminin
¢ozlimlerinin lokal iyi konumlulugu g¢alisilmistir. Bunun yani sira ayni denklemin tek dalga
¢dziimlerinin varlig1 ve kararliligi calisilmustir. Ikinci kisimda, genellestirilmis Dullin-Gottwald-
Holm denklemi igin dalga kirilmasi ve tek dalga ¢dziimlerinin kararlilig1 calisiimistir. Ugiincii
kisimda ise bir genellestirilmis KdV-BBM tipli denklemin ¢éziimlerinin lokal varligi, tek dalga
¢Oziimlerinin varligi ve kararliligi ¢aligilmastr.

Besinci boliimde ise elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve bazi oneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Lokal Iyi Konumluluk, Kato Teoremi, Evoliisyon Denklem, Sig Su
Dalgalari, Tek Dalgalar, Yoriingesel Kararlilik, Dalga Kirilmasi, Patlama.
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ABSTRACT

STABILITY AND INSTABILITY OF SOLUTIONS OF NONLINEAR EVOLUTION
EQUATIONS

PhD THESIS

Nurhan DUNDAR

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2014

In the first chapter of this thesis nonlinear evolution equations, their mathematical behavior
and stability, which constitute the main subject of this thesis, are considered.

In the second chapter, shallow water waves and solitary waves are investigated, and
historical development of these models and related literature are given.

In the third chapter, basic definitions, theorems and inequalities that will be used throughout
the thesis are given. Moreover, Kato’s theorem, orbital stability and wave breaking, which is a
blow-up phenomena for shallow water wave models, are given.

The fourth chapter is the original part of this thesis and consists of three subsections. In the
first part, local well-posedness of an integrable generalized shallow water wave equation with
strong dispersive term is studied. Moreover, existence and stability of solitary wave solutions of
this equation is studied. In the second part, wave breaking and stability of solitary wave
solutions are studied for the generalized Dullin-Gottwald-Holm equation. In the third part, local
existence, existence and stability of solitary waves are studied for solutions of a generalized
KdV-BBM type equation.

In the fifth chapter, the obtained results are summarized and suggestions are presented.

Keywords: Local Well-Posedness, Kato’s Theorem, Evolution Equation, Shallow Water
Waves, Solitary Waves, Orbital Stability, Wave Breaking, Blow-up.
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1. GIRIS

Dogrusal olmayan evoliisyon denklemler, bagimsiz degiskenlerinden biri ¢ zamani
olan kismi diferansiyel denklemlerdir. Isi iletimini tamimlayan 1s1 denklemi ve bir
telin titresimini tanimlayan dalga denklemi evoliisyon denklemlerine en basit iki 6rnek
olarak verilebilir. Dogrusal olmayan evoliisyon denklemler sadece matematigin bazi
alanlarinda degil aym zamanda fizik, kimya, biyoloji ve malzeme bilimi gibi bilim dal-
larmda da ortaya cikan kismi diferansiyel denklemlerdir. Ornegin; Navier-Stokes ve
Euler denklemleri akig mekaniginde, dogrusal olmayan reaksiyon-difiizyon (reaction-
diffusion) denklemi 1s1 transferinde ve biyoloji biliminde, dogrusal olmayan Klein Gor-
don denklemi ve dogrusal olmayan Schrodinger denklemi kuantum mekaniginde ve
Cahn-Hilliard denklemi malzeme biliminde ortaya c¢ikan dogrusal olmayan evoliisyon
denklemlerden sadece birkagidir (Zheng 2004).

Gortildiigii gibi uygulamali bilimlerde birgok islem evoliisyon denklemlerle veya
boyle denklemlerin sistemleriyle modellenebilmektedir. Bu durum dogrusal olmayan
evoliisyon denklemlerini ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin matematiksel davraniglarini
aragtirma konusunda bir¢ok aragtirmaciy1 biiyiik bir ¢aba sarf etmeye itmigtir.

Evoliisyon denklemlerle ilgili bir¢gok soru sorulabilir: Denge coziimleri, ilerleyen
dalgalar, self-similar ¢oziimler, zaman-periyodik ¢oziimler gibi 6zel ¢oziimlerin varligi;
bu ¢oziimlerin dinamik kararliligi; coziimlerin uzun zaman asimptotik davranisi; kaotik
dinamikler; tam integrallenebilirlik; ¢oziimler icin singiiler pertiirbasyon ifadesi; rasgele
¢oziimlerin evoliisyonu; niimerik semalarin yakinsakligi v.b.

Stiphesiz ki en temel soru ise ¢oziimlerin varligi ve tekligi ile ilgilidir. Dogrusal
olmayan evoliisyon denklemler icin c¢oziimlerin varhigi, tekligi ve ¢oziimlerin verilere
stirekli bagimlilig1 yani ¢oziimiin iyi konumlulugu bir¢ok aragtirmacinin ilgisini cek-
migtir. Bunun yam sira ¢oziimlerin sonlu zamandaki singulariteleri (yani ¢oziimiin
tekilligi), ¢oziimlerin kararhligi, ¢oziimlerin zamanda asimptotik davramsi gibi sorular
da evoliisyon denklemlerini incelerken ele alinan en temel problemler arasina girmistir.

Bu tez ¢alismasinda bagimsiz degiskenlerinden biri ¢ zamani oldugundan dolay1
birer evoliisyon denklemi olan bazi sig su dalga denklemlerinin matematiksel davraniglar
ele alinmigtir. Burada kastedilen matematiksel davraniglar, sézii gegcen denklemler icin
lokal iyi konumluluk (local well-posedness) dalga kirilmasi (wave-breaking) formunda
blow-up, tek dalga (solitary wave) ¢oziimleri ve bu tek dalga ¢oziimleri i¢in kararhlik
gibi davramglardir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararlihigini ve kararliligin 6zelliklerini tespit
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etmek bazen c¢ok zor olabilir. Matematiksel tanimlamalar ¢cogu zaman ¢ok kuralli ola-
bilir. Caligilan probleme gore farkli tanimlamalar kullanilir. Bu durumdan dolay:
calisacagimiz problemin kararlhiligini incelerken karsimiza literatiirde ¢ok fazla karar-
lilik gesidi gikacaktir. Literatiirde yaygin olarak kullanilan kararlilik cesitleri Lyapunov
kararlilik (Lyapunov stability), asimptotik kararlilik (asymptotic stability), iistel karar-
hilik (exponentially stability) ve yoriingesel kararliliktir (orbital stability). Basit bir
ornekle bu kararhilik gesitlerinin matematiksel tanimini verelim.

r = f(x(t), 2(0) = ¢ dogrusal olmayan dinamik sistemi diigiinelim. Burada
x(t) € D C R", D orijini igeren acik bir kiime ve f : D — R™ D iizerinde siirekli
bir fonksiyon olsun. f (x.) = 0 olacak sekilde f fonksiyonunun bir z. denge noktasina

sahip oldugunu kabul edelim.

(i) Her e > 0 i¢in ||z (0) — z.|| < § iken, her ¢ > 0 i¢in ||« (t) — z.|| < € olacak sekilde

bir 6 = ¢ (¢) > 0 var ise sistemin dengesi Lyapunov kararlidir denir.

(ii) Sistemin dengesi Lyapunov kararh ve eger ||z (0) — .|| < 0 iken tlim |z (t) — || =

0 olacak sekilde bir § > 0 var ise sistemin dengesi asimptotik kararlidir denir.

(iii) Sistemin dengesi asimptotik kararl ve eger ||z (0) — z.|| < d iken, her ¢t > 0 i¢in
(1) = |l < a [l (0) — zef e
olacak gekilde bir a, 3,0 > 0 var ise sistemin dengesi iistel kararlidir denir.

Kavramsal olarak, yukaridaki ifadeleri agsagidaki sekilde anlamlandirabiliriz:

(i) Lyapunov kararlilik baglangig ¢oziimleri denge noktasina yeterince yakinsa sonsuza

kadar yeterince yakindir anlamina gelir.

(ii) Asimptotik kararlilikta ¢oziimler sadece yeterince yakin kalmaz sonunda dengeye

yakinsar.

(iii) Ustel kararlilik ise ¢oziimlerin yakinsama ile birlikte daha hizli ya da en azindan

bilinen belli bir oran kadar hizli yakinsadigl anlamina gelir.

Yoriingesel kararlilik ise dogrusal olmayan dalga denklemlerinin tek dalga ¢oziim-
lerinin kararlhigini incelemek i¢in kullanilan bir kavramdir. Lokalize ilerleyen bir dal-
gay1 temsil eden bir tek dalganin kiigiik bir pertiirbasyonu, bir digerini farkli hiz ve

faz kaymasiyla olusturacagindan kararlilik i¢in uygun kavram yoriingesel kararliliktir.
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Yani, bir tek dalgaya yakin basglayan bir dalga, diger biitiin zamanlarda daima bu
dalganin baz1 6telemelerine yakin kalir; bir tek dalganin biitiin 6telemelerinin kiimesi
onun yoriingesidir. Boylece dalganin sekli tiim zamanlar i¢in yaklagik olarak ayni kalir.

S1g su dalga denklemlerinin ¢oziimleri i¢in blow-up olusumu da son yillarda bircok
aragtirmacinin ilgisini ¢eken bir konu olmustur. Tekilligin basit bir ¢esidi sonlu bir
zamanda ¢oziimiin kendisi sinirsiz iken olusan tekilliktir. Su dalgalarini tanimlayan
denklem modelleri igin ise ¢oziim (dalga temsil eder) siirh ise ¢dziimiin egimi sonlu
zamanda siirsiz oldugunda dalga kirillmasi meydana gelir. Dalga kirilmasi su dalga
modelleri i¢in bir blow-up olusumudur.

Bu tez bes béliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra, Onceki Calismalar
adinm alan ikinci boliimde, ele alinan konu ve denklemler ile ilgili literatiir 6zeti ver-
ilmigtir.

Materyal ve Metot olarak adlandirilan ii¢iincii boliimde, sonraki boliimlerde kul-
lanilacak olan bazi temel kavramlara, tamimlara, uzaylara, esitsizliklere ve teoremlere
yer verilmigtir. Yine bu boliimde Kato teoremi, tek dalgalar igin kararhlik yontemleri
ve s1g su dalgalar1 i¢in blow-up olusumu yer almigtir.

Aragtirma Bulgular: olarak adlandirilan dordiincii boliim ise tezin orijinal kismidir.
Bu boliim ¢ alt boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, matematiksel analizin ispat
tekniklerini kullanarak gerceklegtirmek istedigimiz esas amac giiclii dispersif terimli

genellegtirilmis bir s1g su dalga denklemi olan

U — Pty + (9 (0), +7 (u— @ Uy,

) rxrxr

_ 2 <h'§“) &+ h (u) u> (1.1)

xT

denkleminin baz1 matematiksel davraniglarini incelemektir. Bu kisimda ilk olarak
(1.1) denklemi igin bir baglangig deger probleminin lokal iyi konumlulugu ¢aligilmigtar.
Bunun i¢in denklem uygun formatta yazildiktan sonra Kato teoremi kullanilmistir.
Daha sonra (1.1) denklemin tek dalga ¢oziimlerinin varhg Konsantrasyon-Kompaktlik
(Concentration-Compactness) lemmasi (Lions 1984) uygulanarak elde edilmigtir. Bu
boliimde son olarak da tek dalga ¢oziimlerinin kararliligi incelenmistir.

Aragtirma Bulgular1 boliimiiniin ikinci alt boliimii ise bagka bir sig su dalga den-
klemi olan genellestirilmis Dullin-Gottwald-Holm

g (u)
2

u? + g (u) um> (1.2)

x

U — O Uggr + (h(w)), + Vlgea = ol <

denkleminin dalga kirilmasimi (blow-up) ve tek dalga ¢oziimlerinin yoriingesel karar-
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liligin igermektedir.
Dordiincii boliimde son olarak tek yonlii dalga yayilimini modelleyen ve dogrusal

olmayan bir dispersif kismi diferansiyel denklem olan genellestirilmis KdV-BBM tipli

denklemi ele alinmigtir. (1.3) denkleminin ¢oziimlerinin lokal varlik teorisi elde edildik-
ten sonra tek dalga ¢oziimlerinin varligi ve yoklugu calisilmigtir. Daha sonra da tek
dalga coziimlerinin kararliligi incelenmigtir.

Besinci boliimde ise, tezde elde edilen temel sonuglar verilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Diinya yiizeyinin %70’inden fazlas1 sularla kaphdir. Riizgarh bir giinde bir botla
kiigiik bir gezi yapildiginda suyun durgun bir yapiya sahip olmadig goriiliir. Deniz al-
tindaki depremlerin olusturdugu dalgalar veya bir okyanusa diigsen bir meteor, kiyilarda
5 000 kilometreden daha uzaga ciddi zararlar verebilir. Yanhs hizla giden bir geminin
olusturdugu neredeyse siirekli formdaki dalgalar kiyiya ulastiginda ¢ok yikici olabilir-
ler. Tim bu ornekler, yiizeydeki su dalgalarinin davraniglarinin gézlemlenmesinin
glinliik hayat acisindan ne kadar ¢nemli oldugunu gostermektedir. Dalgalarin yikici
etkilerinin diginda, sagladig1 faydalar agisindan da gozlemlenmeleri ve formiile edilerek
davramslarinin belirlenmesi biiyiik énem tasimaktadir. Soyle ki, dalgalar kontrol al-
tina alinamamis ¢ok biiyiik enerji barindirmaktadirlar. Giiniimiizde de yenilenebilir
enerji kaynaklar1 biiyiik 6nem tagidigindan, bu enerjinin en azindan bir boliimii kon-
trol altina alimabilirse, diinyanin giinliik elektrik ihtiyacim (bazi tahminlere gére diinya
enerji tiiketiminin %10’unu) karsilayabilir. Bu kapsamda Portekiz’de Pelamis aygit-
lar1 kullanilarak diinyanin ilk dalga ciftligi kurulmus. Ingiltere, Irlanda, Norveg gibi
iilkelerde de dalga enerjisinin 6nemi anlagilmig, santraller kurulmus, devlet destegiyle
pilot calismalar baslatilmis ya da konu, enerji planlamalarinda yakin hedef olarak yer
almigtir. Norve¢’in kuzey sahillerinde, Endonezya-Avustralya arasinda dalga enerjisi
ile caligan santraller de hizmettedir (Tagkesen 2012).

Fiziki oldugu kadar matematiksel problemler de su dalgalar1 ve onlarin sahil {izerine
kirilmalari, nehirlerdeki su tagkinlarindan olusan dalgalar, okyanuslardaki firtinalar-
dan olusan dalgalar, sulardaki gemi dalgalari, goller ve limanlar gibi kapali sulardaki
serbest salimimlarla ilgilenmiglerdir (Debnath, 1994).

Bu calismada sig su dalgalar: iizerinde durulacaktir. Sig su dalgalari, yer cekimi
kuvveti altindaki sig su kiitlelerinin serbest yiizeylerindeki akiga veya bir akigkanin
yatay basing yiizeyinin altindaki akisa karsilik gelir. Sig su dalga denklemleri sig su
dalgalarini tanimlayan kismi diferansiyel denklemlerin bir kiimesidir.

Her ne kadar si1g su dalgalarinin matematiksel modellenmesinin tarihgesi 18. yiizyil
ve 19. yiizyilin baglarinda Fransiz ve Ingiliz matematikgilere (Craik 2004) kadar gitse
de George Gabriel Stokes (1847) hidrodinamigin énciilerinden biri olarak kabul edilir
(Craik 2005). Alttan gegirimsiz bir taban ve iistten serbest bir yiizeyle sinirlandirilmis,
sabit diigey bir yer ¢cekimi kuvvetine maruz kalan sikigtirilamaz, invisid bir akigkanin
hareketi icin denklemler tiiretmistir. Bu temel denklemlerden baslayarak ve daha

basitlestirerek, varsayimlar yaparak cesitli s1g¢ su dalga modelleri elde edilebilir. Bu
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sig su modelleri yaygin olarak osinografi ve atmosfer bilimlerinde kullanilir.
Ilerleyen dalga coziimleri sig su dalga denklemlerinde de biiyiikk 6neme sahiptir.
Ilerleyen dalgalar, kismi diferansiyel denklemlerin kendi seklini koruyarak sabit ¢ € R

hiz1 ile hareket eden ¢oziimleridir. Diger bir ifade ile denklemin

U(t,l‘):(pc(f), §=x—ct

formundaki ¢oziimleridir. ¢, (§) fonksiyonu, |{| — oo iken sifira yaklagan bir tek
tiimsek seklinde ilerliyor ise tek dalga olarak adlandirilir.

S1g sularda sonlu genlik ve sabit hizda seklini koruyarak yayilan tek dalgalar icin
ilk gozlem, John Scott Russell tarafindan yapildi. Scott Russell, 1834 de Edinburgh
ve Glasgow sehirlerini birbirine baglayan kanalda bir gemi girketi i¢in arastirmalar
yaparken, hiz ve sekil degigikligine ugramadan ilerleyen ve hizi genligine bagh olan
tek dalgalar1 kesfetmis ve 1844 teki "Reports on waves" isimli ¢aligmasinda bu dal-
galar icin matematiksel bir bagint1 vererek, akiskanlardaki, plazmalardaki ve elastik
ortamlardaki dalgalarin modellenmesine onciiliik etmistir. Russell evinde dalga tan-
klar1 inga ederek ve bir su kanalinin bir ucunda bir agirlik birakip tek dalgalar tireterek
baz1 deneysel calismalar yapmustir. Ozellikle Russell’m bu calismalarindaki iki sonug
akigkan modeller i¢in dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin geligiminin il-

erlemesinde ¢ok onemliydi:

1. Tek dalgalar1 gozlemleyip boylece onlarin varligi sonucuna varmasi,

2. a dalganin genligi, h suyun bozulmamig derinligi ve g yercekimi ivmesi olmak

iizere tek dalganin yayilim hizi ¢ i¢in
A =g(h+a)
seklindeki esitligi elde etmesi.

Ancak Scott Russell, tek dalgalarin énemini anlamakta caginin ¢ok ttesindeydi.
Russell'ln deneysel caligmalari Isaac Newton ve Daniel Bernoulli'nin hidrodinamik
teorileri ile geligkili goriiniiyordu. George Biddell Airy ve George Gabriel Stokes, Rus-
sell'ln gozlemlerini kabul etmek istemiyorlardi ¢iinkii onlar lineer su dalga teorisi ile
aciklanamiyordu. Cagdaglar teoriyi gelistirmek icin uzun bir siire harcamasina rag-
men Diederik Korteweg ve Gustav de Vries’in 1895 deki teorik bir agiklamasi 6ncesine

kadar ciddi bir ilerleme kaydedilemedi.
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Ayrica bu tip dalgalarin varligi ve bagka sonuglar ¢ok tartigilan konulardi. Airy,
Russell’in dalga teorisinin var olamayacagl sonucuna vardi. Bu arada, Stokes dogru
denklemi kullandi ama yanlg sonuglar elde etti. Diger taraftan Rayleigh ve Boussi-
nesq birbirlerinden bagimsiz benzer sonuclar buldular. Boussinesq sonuclarini elde
etmek i¢in bir boyutlu lineer olmayan evoliisyon denklemini tiiretmigtir. Onlarin galig-
malar1 invisid su dalgas1 denklemlerinin boylesi kesin ¢oziimler iiretip iiretemeyecegi
konusunda biiyiik bir tartigsma yaratti. Nitekim bu tartismalar uzun yillar sonra en ni-
hayetinde 1895 de Korteweg-de Vries tarafindan dogru temellere oturtulabildi. Onlar
kiiciik genlikli ve dalga boyu uzun si1g su dalgalarini tanimlayan meshur KdV denklem-
ini

Uy + QUU, + Ugpy = 0 (2.1)

modellediler. Burada yaygin olarak o« = +1 ya da o = £6 olarak almir. u; terimi bir
yondeki dalga yayiliminin zaman evoliisyonunu tanimlar. Bundan dolay1 KdV den-
klemi bir evoliisyon denklemidir. Dogrusal olmayan auu, terimi dalganin diklegsmesini
aciklar ve dispersif u,,, terimi dalganin yayilmasini tanimlar. Bu denklem, s1g su dal-
galari, iyon akustik plazma dalgalar1, kabarcik-sivi karigimlari, uyumsuz kristallerde
dalga olay1 gibi birgok fiziksel olayin modellenmesinde kullanilir. KdV denkleminin
tek dalgalar: solitondur. Solitonlar elastik sacilma 6zelligine sahip tek dalgalardir yani
birbirleriyle ¢arpistiktan sonra sekillerini ve hizlarini korurlar.

Tek dalgalarin varhigini kapsamli olarak gosteren ve dogrusal olmayan bir kismi
diferansiyel denklemle modelleyen KdV denkleminin erken gelisimine ragmen ne yazik
ki dogrusal olmayan dalgalar alaninda tek dalgalar uzun bir siire 6énemsiz olarak al-
gilandi. 1965 yilina kadar da KdV denkleminin herhangi bir yeni uygulamasi bulun-
mamigtir. Zabusky ve Kruskal (1965), termalizasyonu incelemek igin Fermi ve ark.
(1955) tarafindan kullamlan tek boyutlu harmonik olmayan bir latisin siirekli lim-
iti olarak KdV denkleminin ortaya ciktigimi farkettiler. Zabusky ve Kruskal’in 1965
deki bu bulgular1 bir yandan soliton kavramim (Scott Russel’n tek dalgasi ashinda
bir solitondur) ve en nihayetinde integrallenebilirlik kavramini ortaya ¢ikarirken, diger
yandan da Hamilton kaosunun ortaya ¢ikmasina onciiliik etmigtir. 1970 lerden beri
tek dalgalar ve soliton ¢oziimler KAV denkleminin ve bagka denklemlerin yogun bir
calisma konusu olmustur.

KdV denkleminden ¢nce elde edilen, sig sularin yiizeyindeki uzun dalgalarin yayilimini
modelleyen ve Scott Russell’in deneysel gozlemlerini destekleyen diger bir denklem de

Boussinesq denklemidir. 1872 de Joseph Valentin Boussinesq’in (Boussinesq, 1872)



2. ONCEKI CALISMALAR

yayllma ve dogrusal olmama etkilerini de hesaba katarak Euler’in hareket denklem-

lerinden olusturdugu bu denklem asagidaki gibi yazilabilir:

Ut = Ugy — OUgggg + ﬁ (UQ)JH: . (22)

Burada u (¢, z) akiskanin serbest yiizeyindeki yiikselti (genlik), o, 8 (o < 0) akigkanin
derinligine ve uzun dalgalarin karakteristik hizina bagl olan sabitlerdir. (2.2) den-
klemi, s1g su dalgalarinin disinda, serbest yiizeyli ince akismaz tabaka dinamikleriyle il-
gili caligmalarda, dogrusal olmayan geritlerde, sekil-koruyan alagimlarda, elastik cubuk-
lardaki dalgalarin yayiliminda, birlestirilmis elektrik devreleri gibi bircok yerde kargimiza
gikmaktadir (Denklemin 6zellikleri ve detaylh literatiir bilgisi i¢in bkz. Polat ve Ertag
2009, Tagkesen 2012).

Bagka bir iinlii denklem de Benjamin, Bona ve Mahony (1972) tarafindan bulunan
ve BBM veya diizenlenmis uzun dalga denklemi (regularized long wave (RLW)) olarak

adlandirilan agagidaki denklemdir:
Up + Uy + QUUL — Uggr = 0. (2.3)

BBM denklemi KdV denklemine alternatif bir model olarak ¢nerilmistir ve dogrusal
olmayan dispersif dalga sistemlerinde tek yonlii uzun dalgalarin yayilimini tanimlar.
Bona ve ark. (1980), niimerik ¢alismalarinda BBM denkleminin tek dalgalarimin soliton
olmadigini gostermislerdir.

Camassa ve Holm (1993, 1994) tarafindan su dalgalarini modelleyen dogrusal ol-

mayan, integrallenebilen ve dispersif terimli bir denklem
U + 20Uy — Uggr + ULy = 2UgUyy + Ulgsy (2.4)

olarak verilmigtir. Burada w kritik si1g su dalga hizi ile ilgili bir sabittir. (2.4) Camassa-
Holm denklemi yercekimi etkisi altinda sig su serbest yiizeyinde, bir-boyutlu yiizey
dalgalarimi tanimlamak igin ortaya gikan bir modeldir. (2.4) Camassa-Holm denklemi
global ¢oziimlere ve sonlu zamanda blow-up olan ¢oziimlere sahiptir (Constantin ve

Escher 1998a, 1998b, Yin 2004). Camassa-Holm denklemi
u(t,z) =¢(x—ct)

formundaki tek dalga ¢oziimlerine sahiptir. w > 0 durumunda ¢oziimler diizgiin tek
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dalgalardir ve bu tek dalgalarin kararlihg Girillakis ve ark. (1987) min yoriingesel
kararhlik teoremi kullanilarak Constantin ve Strauss (2002) tarafindan ¢ahgildi. w = 0
durumunda tek dalgalar

u(t,z) = cp(x —ct)

formunda olup burada ¢ () = exp (— |z|) seklindedir. Bu tek dalgalar zirvede sivrilesen
ve peakon olarak adlandirilan tek dalgalardir. Bunlarin kararliligi Constantin ve
Strauss (2000a) tarafindan ¢ahigildi. Ayrica Camassa-Holm denkleminin tek dalgalar
solitondur. Bunlarin diginda Camassa-Holm denklemi ve onun gegitli genellegtirilmis
modelleri bir cok matematik¢i tarafindan galigilmigtir (Constantin 1997, Molinet 2004,
Yin 2004, 2007, Hakkaev ve Kirchev 2005, Tian ve ark. 2011).

Dogrusal olmayan sig su dalgalarini modelleyen bagka bir denklemde asagidaki

Degasperis- Procesi denklemidir (Degasperis ve Procesi 1999, Degasperis ve ark. 2002):
Up — Uggr + 4UU; = SUpUgy + Ulgpy- (2.5)

(2.5) denkleminin ¢oziimlerinin matematiksel davranmiglar1 genis bir sekilde bir ¢ok
yazar tarafindan galigilmigtir (Escher ve ark. 2006, Wu ve Yin 2010, Chen 2011).

Dogrusal olmayan evoliisyon denklemi,
Yt + Coly + Yy, + Qy% + VUzagr = 0 (26)

diiz bir taban tizerindeki tek yonlii s1g su dalgalar1 i¢in bir modeldir. Burada y =
u — ou,, momentum degiskeni, o ve % uzunluk olceklerinin kareleri, ¢y = v/gh > 0
(co = 2w) uzamsal sonsuzda dinlenme halindeki su igin lineer dalga hizi, h ortalama
akigkan derinligi ve ¢ yercekimi sabitidir. Dullin ve ark. (2001) (2.6) denklemini
sig su rejiminde Euler denklemleri i¢in Hamiltonian da asimptotik acilimlar1 direkt
kullanarak tiiretmiglerdir. Bi-Hamiltonian formundadir. (2.6) Dullin-Gottwald-Holm
denklemi (kisaca DGH denklemi olarak adlandirilacaktir) ters sagilma doniigiimii (in-
verse scatterring transform (IST)) metoduyla integrallenebilir bir sistemdir ve hem
Korteweg-de Vries (KdV) hem de Camassa-Holm (CH) denklemlerini (Johnson 2002)
limit durumu olarak icerir.

y = u — a?u,, notasyonunu kullanarak (2.6) denklemi

Uy — O Uy + 20Uy + JUly + Vpre = O (QUplpy + Ullgey ) (2.7)
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seklinde yazilabilir. (2.7) su dalgalar igin iki ayr integrallenebilir soliton denklem ile
ilgilidir. & = 0 ve v # 0 oldugu zaman bu denklem KdV denklemine doniigiir. o = 1
ve v = 0 i¢in Camassa-Holm denklemine doniisiir.

Son zamanlarda DGH denklemi bir ¢ok caligmanin konusu olmustur. Tian ve
ark. (2005) DGH denklemi i¢in Cauchy probleminin iyi konumlulugunu ve sagilma
problemini ¢aligtilar. DGH denkleminin global ¢oziimleri ve blow-up ¢oziimleri de bir
¢ok matematikgi tarafindan ¢aligilmigtir (Yin 2005, Zhou 2007, Zhang ve Yin 2008).
DGH denklemi v = —2a?w iken zirvede sivrilegen (pik olan) tek dalga ¢oziimlerine
ve v # —202w iken ise diizgiin tek dalga c¢oziimlerine sahiptir. DGH denkleminin pik
olan tek dalgalar1 da diizgiin tek dalgalar1 da yoriingesel kararlidir (Tian ve ark. 2005,
Hakkaev 2006). (2.7) DGH denkleminin bir genellestirilmisi olan

/
Up — P Uyys + h (u), + Vgee = a? (#ui + g (u) um) (2.8)

denklemi Liu ve Yin (2011) tarafindan cahgildi. (2.8) de h (u) = 2wu + 3u? ve g (u) =
u olarak almirsa (2.7) DGH denkleminin elde edildigi kolayca goriiliir. Liu ve Yin
(2011) caligmalarinda Kato teoremini kullanarak (2.8) denklemi i¢in bir baglangig deger
probleminin lokal iyi konumlulugunu calismislardir. Ayrica aym calismada yazarlar
h(u) = 2wu + E2uP*! ve g(u) = uP igin (2.8) in pik olan tek dalga ¢oziimlerinin

yoriingesel kararliligini incelemislerdir.

2

(2.7) de zayif dispersif terim ~yu,,, yerine giiclii dispersif terim ~ (u — a’uy,),.,..

yazilirsa denklem

2

= 0 (gl + Ullgay) (2.9)

Up — QP Uggr + 20Uy + Uty + ¥ (u —« um)

rxrxr

2

denklemine doniigiir. Giiglii dispersif terim v (v — a*t,, tirbiilans i¢in Lagrangian

)
ortalamali Navier-Stokes alfa denklemine kargilik gelir ve ¢oziimler iizerinde analitik
kontrol saglayabilir (Tian ve ark. 2006). Tian ve ark. (2006) Kato'nun yarigrup
yaklagimim kullanarak (2.9) denklemi i¢in bir baglangic deger probleminin lokal iyi
konumlulugunu ¢aligmiglardir. Ayrica, kesin blow-up senaryosunu elde etmis ve daha
genel basglangig verileriyle (2.9) denkleminin giiclii ¢oziimlerinin patlama kriterini ver-

miglerdir. Agiktir ki (2.9) denkleminde o = 1, v = 1 ve w = 0 olarak alimirsa
Up — Uggt + SUU:E = 2uxumm + Ulggy

seklindeki Camassa-Holm denkleminin yiiksek mertebeden bir modifikasyonu olan agagi-

10
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daki besinci mertebeden sig su denklemi

elde edilir. (2.10) denklemi i¢in Cauchy probleminin iyi konumlulugu Sobolev uzay-

larinda galigilmigtir (Himonas ve Misiolek 2000a, 2000b).

11
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar, uzaylar ve egit-
sizlikler yer almaktadir (Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis
2011). Ayrica tezin temel kisimlarinin olugturulmasida kullanilacak olan teorem ve

metotlara da bu boliimde yer verilmigtir.
3.1. Normlu Uzay, I¢ Carpim ve Hilbert Uzay1

Tanim 3.1.1. X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun.

Il : X = R, 2 — ||z|| doniisiimii Vz,y € X ve Va € K igin
(M) [lzll = 05 [lz]} = 0 = = = 0;
(N2) [laz]| = laf [l ;
(N3) [l +yll < [lzll + llyll (icgen esitsizligi)

ozelliklerini saghiyorsa X iizerinde norm adim alir ve bu durumda (X, ||.||) ikilisine
bir normlu uzay adi verilir, ||z|| sayisina da x € X elemanimin normu denir.

Her ||z| normu, d : X x X — R olmak iizere,

d(z,y) = |z =yl

seklinde bir uzaklik fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik
uzaydir. Bununla birlikte, bir metrik uzayin normlu uzay olmasi gerekmez. Bir normlu

uzay, lizerinde tanimlanan norm altinda vektor uzay: belirtir.

Tanmim 3.1.2. (z,), (X, ].||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin
n,m > N oldugunda ||z, — x| < € olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa (x,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.3. (z,), (X,].||) normlu uzaymnda bir dizi olsun.

lim ||z, —z|| =0

n—oo
olacak sekilde bir € X varsa (z,) dizisine yakinsaktir denir ve z,, — x ile gosterilir.

Tanim 3.1.4. Bir X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X in bir elemanina
yakinsiyor ise bu uzaya tam uzay denir. (X ||.||) uzay: tam ise bu uzaya Banach uzay:

denir.

13
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Tanim 3.1.5. X vektor uzay: tizerinde tanimli iki norm, |[|.||; ve ||.||, olsun. A > 0,
B > 0 sabitleri icin
Allzlly < flzfly < Bl

esitsizligi X uzaymndaki her x noktasi icin gegerli ise, ||.||; ve [.||, normlarina denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektor) uzaylarda tamimlanan tiim normlar denktir.
Dolayisiyla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanimlanan tiim normlar o uzay iizerinde
ayn1 topolojiyi tamimlarlar; érnegin X normlu uzaymndaki bir (z,) dizisi ||.[|,(||.],)
normuna gore yakinsak, siirh veya Cauchy dizisi ise, [|.||5(]|.]|;) normuna goére de

yakinsak, sinirhi veya Cauchy dizisidir.

Tanim 3.1.6. K cismi {izerinde bir X vektor uzay: verildiginde, X x X uzayi
tizerinde tanimli K degerli

(L,): X xX—>K

bir fonksiyonun her z,y € X ve a,b € (' icin agagidaki ozellikleri varsa, bu fonksiyona

i¢ carpym denir;

(i) (z,z) >0; (z,2) =0<= 2 =0,

(i) (z,y) = (y,z) (burada ¢, ¢ € C nin karmagik eslenigini belirtir),
(i) (az + by, 2) = a(2,2) + by, 2).

K = R halinde (z,y) = (y, z) oldugu hemen goriiliir.
Bir i¢ carpim ile

1
2] = (2, 2)2

tanimlanan |[.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gormek oldukga kolaydir.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tamimlanan uzaya i¢ carpwm

uzayr denir.

Tanim 3.1.7. Normlu bir uzay olan bir i¢ carpim uzay1 bir Banach uzay1 ise bu
uzaya Hilbert uzay: denir. Bagka bir ifadeyle, bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy

dizisinin bu uzaym bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tanim 3.1.8. n—boyutlu R” ve gergel Euclid uzayinda bir nokta = = (x4, ..., z,)
1
ve bu noktanin normu |z| = (Z" x2> * ile tammlamr. z ve Y nin i¢ ¢arpimi - y =

=17}
> i1 ;Y5 seklindedir.

14
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Tanim 3.1.9. X bir normlu uzay olsun. X iizerindeki tiim sinirh lineer fonksiy-
onellerin kiimesi X uzaymin dual uzayine olusturur. X' veya X* ile gosterilen bu

uzay

e = sup &

veX o0 |7 x

< 00

normuyla bir Banach uzayidir. X’ uzaymm duali (X’)' = X" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve tkinci dual olarak adlandirilir.
Tanim 3.1.10. X normlu uzayinda bir dizi (x,) olsun.
Tim [z, — ]y =0
olacak sekilde bir z € X varsa (z,,) dizisine gi¢li yakinsak dizi denir ve bu yakinsama
x, — x seklinde gosterilir.

Tanmim 3.1.11. (x,), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her f € X’ i¢in

lim f(z,) — f ()

n—oo

olacak gekilde bir z € X varsa (x,) dizisine zayif yakinsak dizi denir. Bu yakinsama

z . . o1
Tn, — x veya x, — z ile gosterilir.

Tanim 3.1.12. (f,), X normlu uzay: iizerinde simurh lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda
(a)

olacak gekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine gii¢li yakinsaktir denir. f, — f
seklinde yazilir.

(b) her x € X i¢in
fulx) = f (2)

olacak sekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine zayif* yakinsaktir denir. f, =, f
seklinde yazilir.

15
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Tanim 3.1.13. o = (o, ..., ;) negatif olmayan «; lerin n-bilegenlisi ise o ya
goklu-indis denir ve z%, |a| = Y 7, a; mertebeye sahip olan z{"...z5" tek terimlisi,
yani % = z7'...2%" ile tanimlamir. Benzer sekilde 1 < j < n i¢in D; = 0/0x; ise, o
zaman

D = D& ...Don

|| . mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. D0y = 4 olur.

Tanim 3.1.14. Eger G C R" ise R” de G nin kapamsi G ile belirtilir. G C € ve
G, R™ in kompakt (kapali ve smirh) altkiimesi ise G CC Q seklinde gosterilir. u, G de

tanimh bir fonksiyon ise, u fonksiyonun destegi

suppu={r € G:u(zx)#0}

seklinde tanimlanir. supp u CC €2 ise u fonksiyonu €2 da kompakt destege sahiptir

denir.

Tanim 3.1.15. €, R™ de bir bolge olsun. Negatif olmayan her m tamsayisi i¢in
Q bolgesinde siirekli biitiin ¢ fonksiyonlar1 ve |a| < m mertebesine kadar biitiin D¢
kismi tiirevleri siirekli olan vektor uzayr C™ (2) ile gosterilir. C°(Q) = C(Q) ve
C®(Q) = N_y C™ () olur. C(Q2) ve C™ () uzaylarina ait ve kompakt destege

sahip olan fonksiyonlarin olugturdugu uzaylar sirasiyla Cy (2) ve C§° (Q2) ile gosterilir.

Tanmim 3.1.16. 2 agik bir bolge oldugundan, C™ (2) deki fonksiyonlarin €2 bol-
gesinde sinirh olmasi gerekmeyebilir. CF () ile 0 < |a| < m igin Q bolgesinde D¢
lerin siurh oldugu ¢ € C™ (Q) fonksiyonlar: belirtilir. CF (2) uzay:

Hd)Hcg;(Q) = nax Sug‘Da¢($)’

0<|aj<mge

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.1.17. Eger ¢ € C(Q), Q bolgesinde sinirhi ve diizgiin siirekli ise, 2
bolgesinin kapamsi olan Q bolgesinde de tek, smirh ve siireklidir. C™ (€2) ile 0 < |a| <
m igin §2 bolgesinde D¢ lerin sinirh ve diizgiin siirekli oldugu ¢ € C™ (Q2) fonksiyonlar:
belirtilir. (Eger € bolgesi sinirsiz ise simgelerin yanlg kullanimi belirsizlige yol acar;

ornegin, R = R" olsa bile C™ (R") # C™ (R") dir.) C™ (Q) uzay1 C'y () uzaymmn

16
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kapali bir alt uzayidir. Bu nedenle C™ (ﬁ) uzay1 da

1]

J— (0%
ey = o0, 1P 1076 )

ayn1 norm ile bir Banach uzayidir.

3.2. Lebesque Uzay1 (L* (2))

Tanim 3.2.1. 2, R" de bir bolge ve p pozitif gercel say1 olsun. 2 bolgesinde

tanimh biitiin olgiilebilir u fonksiyonlar sinifina agagidaki kosul altinda
Jo lu (@) do < oo
LP (Q) uzay denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak {izere bu uzay

1/
[l o) = (Jo lu (@) da) ™"
normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.2.2. () bolgesinde 6lciilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her
yerde |u(z)| < K olacak gekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen
siirhdir denir. Boyle K larin en biiyiik alt sinirina da |u| min Q bolgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve ess sup ile gosterilir. {2 bolgesinde hemen hemen simirh

€N
u fonksiyonlariyla tanimlanan uzaya L* (2) uzay: denir. L* (£2) uzay1

[l oo () = €55 8D [ ()]
e
normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.2.3. 2, R” de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere {2 bolgesinin her

bir kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen biitiin 6lciilebilir fonksiyonlar

p
loc

uzayina Lj . (£2) uzay1 denir.
Tanim 3.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

(i) X,Y nin bir alt uzayn,

(ii) Her x € X igin X den Y ye [z = z ile tanimlanan I birim operatorii siirekli ise,

X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir.
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I birim operatorii dogrusal oldugundan ii) kogulu
[ally < Mally, @eX

olacak gekilde bir M > 0 sabitinin varligina denktir.

Tamm 3.2.5. vol () = [,1dz ve 1 < p < g < oo olsun. Eger v € L1(9) ise o

zaman u € LP () dir ve
], < (vol (€2))"P =9 |ju,

olur. Bu nedenle

L1(Q) — LP(Q)
gomiilmesi gecerlidir.

Tanmim 3.2.6. L?(Q) uzay

(u,v) = [qu(z)v(z)dx
i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tanim 3.2.7. —o0 < a < b < oo olsun. ||u(.)||y € L?(a,b) kosulunu saglayan
(a,b) den X e tammlanmig dlgiilebilir u fonksiyonlar1 uzayna L? (a, b; X') uzay: denir.

LP (a,b; X) uzay

1/
(@l dr) ™ 1<p<o

esssupllu(®ly, p=oo
te(a,b)

||U||Lp(a,b;X)

normu ile bir Banach uzayidir.
Benzer sekilde a < ¢ < d < b olmak iizere her bir ¢,d i¢in u € L? (¢,d; X) ise, o

zaman u € LP (a,b; X) yazilir ve p = 1 i¢in u lokal integrallenebilirdir denir.

Tanmim 3.2.8. Her t € [0,7] i¢in [0,7] den X e tanmimlanmig ve m. mertebeden
tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlari uzayina C™ ([0, T ; X) uzay: denir. C™ ([0, T]; X)
uzay1

| vy = max sup |[[D%u(t
Jullonqoran = s s D% (@)l

normu ile bir Banach uzayidir.
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3.3. Sobolev Uzay:1 (W™? (Q))

Tanmim 3.3.1. u € L, () olsun. Bir a ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C§° (Q) i¢in

loc

Jopvdr = (—1) JuD%pdz

1

loe (£2) fonksiyonuna u fonksiyonunun . zayif tirevi denir. v

esitligi saglanirsa, v € L
fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v = D%u
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D%u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak sek-
ilde yeterince diizgiin ise, o zaman D“u ayn zamanda u fonksiyonunun zayif kismi

tirevidir. Elbette D“u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanim 3.3.2. 2, R™ de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1 < p < oo

olmak {izere,
WmP(Q)={ue LP(Q): D e LP(Q),0 < |a| <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir. WP () uzay1

1/p

0<|al<m

||u||Wm»°°(Q) = ngﬂfi;(m ”Dau”Loo(Q) y P=00
tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.
WP () uzaymnda C° () uzaymin kapamsi Wy"" (2)ile gosterilir.
Asikar olarak WO (Q) = LP(Q) dir ve 1 < p < oo olmak iizere C§° () uzay
L? (Q) uzaymda yogun oldugundan Wy* (Q) = L? (Q) dir. Herhangi bir m pozitif
tamsayisi igin

Wg™ (@) = W™ (Q) — L (Q)
gomiilmeleri gecerlidir.

Tanim 3.3.3. Eger p = 2 ise W™2(Q) = H™(Q), Wi (Q) = HJ* (Q) olur ve

H™ () uzayinda norm

0<|a|<m

1/2
a 2
HUHHm(Q) - ( > D u||L2(Q)>
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ile verilir.

Tanim 3.3.4. H™ (2) uzay1

(u, U)Hm(ﬂ) = > (D%, D)
0<|a<m
i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir, burada (u,v) fQ d:C olup L? () uzayn-
daki i¢ ¢arpimdir.
H} () uzay igin ig garpim

(u, U)Hé(ﬂ) = [ VuVudz

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

lull gy = (Jop (Vi) dr)

olur.

Bir €2 C R” bolgesinde tanimlanan Sobolev uzaylarinin ¢zelliklerinin ¢ogu ve 6zel-
likle bu uzaylarda verilen gomiilme 6zelligi, Q2 bolgesinin diizgiinliigiine (regularity)
baglidir. Bu tiir 6zellikler, verilen bolgede saglanan veya saglanmayan geometrik ya
da analitik kogullar tiiriinden ifade edilir. Agagida bu geometrik zelliklerden biri olan

koni 6zelliginden bahsedilecektir.

Tanim 3.3.5. R" de B,, (z) ve x noktasim igermeyen B,, (y) acik yuvarlarii goz

oniine alahm.
K,=B,(x)n{z+Xz—x):2€ B, (y),A>0}

kiimesine tepe noktasi x olan bir sonlu koni adi verilir. €2, R™ de acik bir bolge olmak
iizere, eger {2 min her x noktasi bir K, C §2 konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir
sonlu K konisinden izomorfik ve izometrik doniisiimlerle elde edilebiliyorsa, o zaman

Q) bolgesi koni dzelligini saglar denir.

Tanim 3.3.6. Sobolev Gomiilme Teoremi. (2, R" de koni 6zeligine sahip acik

bir bolge, m > 1 ve j > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olmak {izere;

(i) mp > n ise
Wt () < O ()
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gomiilmesi elde edilir.

(ii) mp =n ise

WP (Q) = WH(Q),  p<g<oo

ya da
W™ (Q) — L1(Q), p<g<oo

gomiilmesi elde edilir. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
WL (Q) — CL (Q)

elde edilir.

(iif) mp < n ise

ya da
WP (Q) — L1(Q), p<qg<p
gomiilmesi elde edilir.
Burada
np
R T n >mp
+oo, n<mp
seklindedir.

Yukaridaki gomiilmelerde W yerine Wy uzay1 alinirsa, €2 bolgesi tizerinde herhangi

bir kisitlama yapilmaksizin yukaridaki gomiilmeler yine gecgerli olur.

Teorem 3.3.7. Eger W™ (Q) — L9(Q) gomiilmesi baz1 p < ¢ degerleri igin

kompakt ise, o zaman |{2| < oo dur.

Teorem 3.3.8. Eger W™ (Q) — L9(Q) gomiilmesi 1 < ¢ < p 6zelligini saglayan

bazi p ve ¢ degerleri i¢in mevecut ise, o zaman || < oo dur.

3.4. Operatorler

Tanim 3.4.1. X ve Y aym K cismi iizerinde iki vektoér uzayi olsun. A : Dy C
X — Y doniigtimii X deki bir x elemanim1 Y de bir tek elemana gotiiriiyorsa A ya

operator, D4 ya da A operatoriiniin tanim kiimes: denir.
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Tanim 3.4.2. D,y C X, X in bir alt uzay1 olmak tizere A : Dy C X — Y

operatoriine her x,y € D4 ve her «, f € K icin
A(az + By) = aA(x) + BA(y)

kosuluyla birlikte dogrusal operatér denir.

Tanim 3.4.3. Bir H Hilbert uzayinda tanimli A operatoriine her z,y € D, icin

(Az,y) = (z, Ay)

esitligi ile birlikte simetrik operator denir.
Tanim 3.4.4. A: Dy C X — Y operatoriine belli bir M > 0 sayis1 ve her x € D4y
icin

[Az]| < M |||
esitsizligi ile birlikte sinirle operatér denir.

Tanim 3.4.5. H Hilbert uzayinda tanimh dogrusal, simetrik bir A operatoriine
herz e Dy C H
(Az,z) >0

esitsizligi ile birlikte negatif olmayan operator denir. Negatif olmayan A operatorii
icin

(Az,2) >0=2=0
ile pozitif operator denir.

Tanim 3.4.6. X ve Y iki Hilbert uzay: ve (.,.) X uzaymn, [.,.] de Y uzaymn
i¢ carpimi ve A : X — Y dogrusal, sinirhi operatorii tiim X Hilbert uzayinda tanimli

olsun. Her z € X ve her y € Y icin
[Az,y] = (z, Ay)
kosulunu saglayan A* : Y — X operatoriine, A operatoriiniin eg operatéri denir. Eger

A = A* ise boyle bir operatére dz-eslenik (self-adjoint) operatér denir.

Tanim 3.4.7. H Hilbert uzayimda tanimlh dogrusal ve 6z-eglenik bir A operatériine
her x € H icin
2
(Az,z) > C||z||, C>0
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ile birlikte pozitif belirli bir operator denir.

3.5. Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 3.5.1. Cauchy Esitsizligi. Eger ¢ > 0 ve a,b € R ise, o zaman
€ 2 -
bl < = — |b
jabl < 5 lal” + o 0]
esitsizligi gecerlidir.
Lemma 3.5.2. Young Esitsizligi. Eger ¢ > 0, a,b € R, p > 1 ve % + % =1 ise,
0 zaman
jal” | [b]*

lab] < — + —
p q

esitsizligi veya
labl < ea? + C'(g) b
esitsizligi gegerlidir. Burada C (¢) = (ep) » ¢~ dur.

Lemma 3.5.3. Holder Esitsizligi. v € LP (Q), v € L1(Q), p > 1 ve % + % =1

ise, 0 zaman uv € L' (Q) olup

[woll aiy < Null Loy 101l 2oge)

esitsizligi gecerlidir. p = 1 durumunda, ¢ = oo ve ||v]|4(q) = esssup [v] alniz.
Q

p = q = 2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

Lemma 3.5.4. Interpolasyon Esitsizligi. 1 < p < ¢ <rve0 < A < 1 icin

é = % + =2 olsun. Eger u € L? () N L™ (Q) ise u € L7 () olur ve

el ooy < Nl zoey llull iy
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 3.5.5. Minkowski Esitsizligi. u,v € L? () ve p > 1 olmak iizere
Ju+ UHLP(Q) < ||u||LP(Q) + ||U||LP(Q)
esitsizligi gecerlidir.
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Lemma 3.5.6. Sobolev Esitsizligi. n > 1 olmak iizere 2 C R" agik olsun.

n>p, p>1veuc W, (Q) ise, o zaman

||U||an/<n—p)(9) <C HDUHLP(Q)

olacak sekilde C' = C' (n, p) sabiti vardur.

p > n ve {2 siirh ise, o zaman u € C (ﬁ) ve
1/n—1
Slgllp lul < C[Q frtie ||Du||LP(Q)

olur.

Lemma 3.5.7. Kismi Integral Alma Formiilleri. Q ¢ R” ( 9Q € C! smirina
sahip) bolgesinde tamml A (z) = (4, (z), ..., A, (x)) vektorii ¢ = 1,...,n olmak tizere
A; (z) € C (Q) NC* () bilegenleri ile verilsin. div A (z) = % + ... + 242 fonksiyonu

n

Q2 ( R™ uzayinda simirli bolge) bolgesinde siirekli veya € bolgesinde integrallenebilir
ise,

JodivA(z)de = [,oA(x)n (x)dS

olup, burada n (z); Q bolgesine gore diga yonlendirilmig 92 sinir1 igin birim normal
vektordiir. Bu formiil, Ostrogradsky formiilii olarak bilinmektedir.

u(z) € C*(Q)NC (), v (z) € C' (Q) ve Au = div (Vu) fonksiyonu 2 bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAu = v - div (Vu) = div (vVu) — VuVu, VuVo = vy, v,y +

oo + Uy, v, oldugundan Ostrogradsky formiiliine gore
ou
fQUAudx = faﬂva—ds — fQVuVde
n

olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmek-

elde edilir. Burada Vu - n|,, = g—};\ag

tedir.

Tanim 3.5.8. Daralma Doniisiimii. X bir metrik uzay olsun. Bir T": X — X

dontistimii verilsin. Eger
d(T (z),T (y)) < cd(z,y), r,ye X

olacak gekilde bir 0 < ¢ < 1 sabit sayisi varsa, T' daralma doniisiimii olarak adlandirilir.
Teorem 3.5.9. Daralma Doniigiimii Prensibi. X tam bir metrik uzay olsun.

T : X — X, c daralma sabiti ile verilmig bir daralma doniigiimii olsun. xg € X olsun
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ve tiimevarimsal olarak

Tpy1 =T (z,), n>0

tanimlansin. Bu durumda 7' bir tek a sabit noktasina sahip, x,, dizisi a ya yakinsak
ve

d (aa xn) < c*d (Cl, xO)

dir.

Lemma 3.5.10. Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form).
n (t) negatif olmayan, [0, 7] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢ (¢) ve 1 (¢)

negatif olmayan [0, 7] iizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak {izere,
() <o (t)n(t)+(t)
esitizligi saglaniyorsa. Bu durumda tiim 0 < ¢ < T igin

n@éawwfmm+f¢@w)

olur.
Lemma 3.5.11. Gronwall Egitsizligi (Integral Form).

(i) £(t), hemen hemen her t ve C,Cy > 0 sabitleri igin
E(t) < C1f € (s)ds + Oy

integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, [0, T'] iizerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0 < ¢ < T i¢in
£ (t) < Cy (14 Cyte™)

olur.

(ii) Ozel olarak, eger hemen hemen her 0 <t < T igin

£(t) < C1fy&(s)ds

ise, o zaman her yerde £ (t) = 0 dur.
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Tanim 3.5.12. X ve Y Banach uzaylar ve F': X — Y bir fonksiyon olmak tizere

| (z + h) — F(x) — Ahlly

—0
1Al —0 1Al x

olacak gekilde bir A : X — Y dogrusal sinirli operatorii varsa F' ye © € X noktasinda
tiirevlenebilirdir denir. A operatoriine F' nin x € X noktasindaki Fréchet tirevi denir

ve F' (z) ile gosterilir.

Tanim 3.5.13. Bir u (z,t) fonksiyonunun = € R degiskenine gére Fourier dondsimii

FA{u(z,t)} = u(k,t) ile gosterilir ve

Flulz,t)} =k, ek (2, 1) da

tm/

integrali ile tanmimhdir. Burada k bir reel sayidir ve doniisiim degigkeni olarak ad-

landirihr. Ters Fourier donitigtimii F ! {u (k, )} = u (z,t) seklinde gosterilir ve

FHau(k,t)} =u(xt) e*q (k,t) dk

)

integrali ile tanimlidir.
Teorem 3.5.14. Konvoliisyon Teoremi. Eger F {f (z)} = F' (k) ve F{g (z)} =
G (k) ise, o zaman
FAf (@) xg(2)} = F (k)G (k)
veya

FHF (k)G (k)} = f (2) * g ()

saglanir. Burada f (z) * g (), integrallenebilir f (x) ve g (z) fonksiyonlarmin kon-

voliisyonudur ve

1 o0
f(x)*g(:v)—\/—Q—W/_wf(x—é)g(f)df

ile tanimlidir.
f = g stireklidir. Buradan iki fonksiyonun konvoliisyonu olan f % g nin f ve g den
daha diizgiin oldugu anlagilmaktadir, ¢iinkii f ve g sadece integrallenebilir (Riemann

anlaminda) fonksiyonlardir.

3.6. Kato Teoremi
Aragtirma Bulgular1 boliimiinde (1.1) denklemi igin bir baglangig deger problem-

inin lokal iyi konumlulugu Kato teoremi kullanilarak calisilacaktir. Bu amacla Kato
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teoremini amacimiza uygun bir bigimde ifade edelim. Asagidaki soyut yari-lineer

evoliisyon denklemi diisiinelim:

dv
S AR =F), 120, v (0)=u. (3.6.1)

Y siirekli ve yogun olarak X ’e gomiilecek sekilde X ve Y Hilbert uzaylari ve Q) : Y —
X bir topolojik izomorfizm olsun. L(Y, X), Y den X e biitiin sinirh lineer operatorlerin
uzay1 olsun. Eger X =Y ise bu uzay1 L(X) ile belirtiriz. 3 bir reel say1 olmak iizere
lineer operator A € G (X, 1,5), yani —A, X iizerinde T'(t) Cy-yarigrup iiretir ve her
t >0 icin ||T(t)||rx) < € olur.

Farzedelim ki:
(D)
[(A(y) = A) wlx < killy = 2llx lwlly,  y,2weY

esitsizligi ile y € Y icin A(y) € L(Y,X) ve A(y) € G(X,1,5), (yani A(y)

yari-m-accretive), Y icindeki simirh kiimeler iizerinde diizgiindiir.

(IT) Swrh, Y igindeki stmirh kiimeler tizerinde diizgiin B(y) € L(X) i¢in QA(y)Q ™! =
A(y) + B(y) dir. Ayrica

I(B(y) = B(z))wllx < hally —zlly wllx,  92€Y, weX

olur.

(III) f:Y — Y ve ayrica X den X igine bir doniigiime genigler. f , Y deki simirh

kiimeler iizerinde sinirhidir ve

A

I(F@W) = fIly < mslly—zlly,  wz€Y,
I(f(y) = fEDIlx < kmally—=2lx, yz€Y

esitsizliklerini saglar.
Burada k1, k2, k3 ve kg sadece max {||yl|y , ||2||y-} bagh sabitlerdir.

Teorem 3.6.1. (I), (II) ve (III) saglansin. vy € Y baglangic verisi ile (3.6.1) in

sadece bir tek v ¢oziimii ve ||vo|y ye bagh bir 7" > 0 zamani vardir dyle ki;

v=uv(,v0) €C([0,T);Y)NC([0,T); X)
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olur. Ayrica, vg — v (., vg) déniigiimii Y den C ([0,T);Y)NC* ([0,T); X) e bir siirekli
doniistimdiir (Kato 1975).

3.7. Tek Dalgalar icin Kararhlik

Grillakis ve ark. (1987) nin yoriingesel kararlilik teorisi:

Bir X uzayinda lokal iyi konumlu; E bir enerji fonksiyoneli; J
u,v € D(J) i¢in (Ju,v) = — (u, Jv)

olacak gekilde bir skew-simetrik lineer operator olmak {izere

du ,
pri JE" (u(t)) (3.7.1)

formunda ki Hamiltonian sistemini diigiinelim.
(3.7.1) denkleminin X iizerinde bir grubun bir 7' (.) temsili altinda degigmezligini

varsayalim. Tek dalga, (3.7.1) denkleminin w € R olmak iizere

u(t) =T (Wt) e,

seklindeki bir ¢oziimiidiir.

Temel varsayimlar asagidaki gibi siralanir:

(i) B* = B olacak gekilde B : X — X* bir smurh lineer operator ve

1

Q (u) = D) <Bu,u>

seklinde tanimlanan bir @) : X — R fonksiyoneli vardir.

(ii) (Coziimlerin varhigi). Her ug € X igin ¢y > 0 ve [0, ¢y) araliginda (3.7.1) denklem-

inin bir u ¢6zlimii vardir 6yle ki;

(a) u(0) = ugy ve
(b) t € [0, 1) igin E (u (1)) = E (uo), @ (u(t)) = Q (uo)-

(iii) (Tek dalgalarin varhigr). w; < we olmak iizere

(a) her w € (w1,ws) igin (wy,ws) agik arahgindan X e w — ¢, doniigiimii C*

dedir ve
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(b) E' (¢,) =wQ' (p,),
(c) T'(0) p, # 0
dir.

(iv) Her w € (wy,w9) icin, H. = E" (p,) — wQ" (p,,) kesin olarak bir negatif basit
ozdegere sahiptir ve ¢ekirdegi 7" (0) ¢, tarafindan gerilir ve spektrumunun kalani

sifirdan uzakta pozitif ve siirhdir.

Teorem 3.7.1. (i)-(iv) varsayimlar altinda eger

d(w) = E(p,) —wQ(¢,)

skaler fonksiyonu w nin bir komsulugunda konveks bir fonksiyon yani d” (w) > 0 ise
©,, yoriingesel kararhdir (Grillakis ve ark. 1987).

Bu yoriingesel kararlilik analizi sayesinde bir ¢ok denklemin tek dalga coziimlerinin
kararlihgr galigilmigtir. Constantin ve Strauss (2000b) sikigtirilabilir esnek gubuklar
igindeki tek dalgalarin bir sinifinin kararliligini bu yontemle ¢aligmiglardir. Tian ve ark.
(2005) Dullin-Gottwald-Holm denkleminin, Hakkaev ve Kirchev (2005) genellestir-
ilmis Camassa-Holm denkleminin, Zhang ve Liu (2010) iki bilegenli Camassa-Holm
sisteminin, Liu ve Yin (2013) iki bilegenli Dullin—Gottwald-Holm sisteminin tek dalga
¢oziimlerininin kararhligimi galhigirken Grillakis ve ark. (1987) nin yoriingesel kararlilik
teorisinden faydalanmiglardir.

Hamilton dalga denklemlerinde tek dalgalarin kararliligini kanitlamak icin kul-
lanilan bir diger yontemde varyasyonel yontemlerdir. Spektral sartlara bagli olmayan
bu yontem Lions’un (1984) Konsantrasyon-Kompaktlik prensibi kullanilarak Cazenave
ve Lions (1982) tarafindan gelistirildi. Bu yaklagimda, kisitlanmig varyasyonel prob-
lemle baglanir ve global minimize ediciler aranir. Metot ¢alistiginda, sadece global min-
imize edicilerin varligin1 gostermez ayni1 zamanda her minimize edici dizinin 6telemelere
kadar nispeten kompakt oldugunu da gosterir. Sonug olarak global minimize edici-
lerin kiimesi ilgili baslangi¢ deger problemi icin kararli bir kiimedir, yani kiimenin
yaninda baglayan bir ¢tziim her zaman yaninda kalir. Cazenave ve Lions (1982) calig-
malarinda dogrusal olmayan Schrodinger denklemlerinin tek dalga ¢oziimlerinin karar-
lihgini ispatladilar. Benzer bir yontem dispersif evoliisyon denklemlerinin biiyiik bir
araligindaki denklemlerin tek dalga coziimlerinin yoriingesel kararhiligini kanitlamak
i¢in birgok yazar tarafindan uygulandi (Albert 1999, Levandosky 1999, Angulo 2006,
Bhattarai 2012).
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3.8. Dalga Kirilmas1 ve Blow-up

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler teorisinde temel sorulardan biri
sudur: Ne zaman bir tekillik olusabilir ve yapisi nedir? Tipik iyi konumluluk sonucu
ya tiim zamanlarda bir kismi diferansiyel denklemin bir ¢oziimii oldugunu ya dat — T
iken ¢oziimiin baz1 normlarini siirsiz yapan bir 7' < oo var oldugunu ileri siirer.
Bunlardan ikincisi sonlu zamanda blow-up olarak adlandirilir.

Blow-up zamanina yaklagilirken ¢oziimiin davranigi 6zel 6nem tagimaktadir. Coziimiin
kendisi sonlu bir zaman iginde sinirsiz oldugunda tekilligin basit bir cesidi olugur. Su
dalgalarimi tamimlayan modeller igin eger ¢oziim (dalga) sinirh iken ¢oziimiin egimi
sonlu zamanda simirsiz oluyor ise dalga kirilmasinin meydana geldigi soylenebilir: Pro-
fil yayilirken egimin dik oldugu bir nokta olusturuncaya kadar agamali olarak diklege-
cektir ve dalganin kirilldigi soylenir (Whitham 1980).

Dalga kirilmasi su dalga teorisinin en ilgi ¢ekici ve koklii problemlerinden biridir.
Kirillan dalgalar yaygin olarak okyanusta gozlenmektedir ve cesitli nedenlerden dolay1
onemlidir ama sagirtict derecede onlar hakkinda az sey bilinmektedir. Aslinda kirilan
dalgalar, insan yapimi yapilara biiyiik hidrodinamik yiikler yerlestirir, yiizey dal-
galarina yatay momentum aktarir, okyanusun iist tabakalarini karigtirmak icin tiir-
biilansh enerji kaynagi saglar, sig sularda sediment tasir. Bu 6zelliklerinden dolay:
dalga kirilma teorisi aragtirmacilar i¢in biiyiik 6nem tagimaktadir.

Blow-up tekniklerinin her tiir denklem icin oldukca 6zel oldugunu ve genel bir
metodun olmadigini Strauss (1989) belirtmigtir (Constantin ve Escher 1998b). Sig su
dalgalarimi modelleyen baz fiziksel denklemlerin blow-up olugumunu (dalga kirilmasi
formundaki) ve tahmin edilen dalga kirilmalarimi ispatlamak igin farkli bir yaklagima
ihtiyag duyulur.

Whitham (1980) su dalga teorisinin siiriincemede kalan en ilging problemlerinden
birinin kirillma olay1 oldugunu vurgulamig ve KdV denkleminin ¢oziimlerinin fiziksel
su dalgalar1 yaparken kirilmadigimi gozlemlemistir. Nitekim Bourgain (1993) baslangic
verisi L? de olmak tizere KAV denkleminin ¢oziimlerinin global oldugunu gostermistir.
Whitham KdV modeli yerine dalgalarin kirilma ¢oziimlerinin var olacagim éngordiigii

agsagidaki denklemi onerdi:

e + iy + /R Ko (2 — &) s (£,€) dE = 0 (3.8.1)
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burada

h 12
K, (5(]) _ % i (taré 5) €Z£Id€

tekil gekirdektir (Constantin ve Escher 1998b). Whitham denklemi i¢in gergeklestir-
ilmis niimerik hesaplamalar soliton etkilesimi beklenebilecegi yoniinde herhangi bir
giiclii iddiay1 desteklemez (Dodd ve ark. 1984).

Camassa-Holm denklemi ise KdV ve Whitham denklemlerinin aksine hem dalga
kirilmasi hem de tek dalgalarinin birer soliton olmasi 6zelliklerini ayni anda barindirir.
Yani Camassa-Holm denklemi pik ¢oziimlere, kirllan dalgalara ve degismez dalgalara
sahiptir (Constantin ve Escher 1998a, 1998b).

Whitham denklemi ve Camassa-Holm denklemi icin dalga kirilmasi ispat1 Seliger’in
(1968) bir fikrinden esinlenmektedir (Constantin ve Escher 1998b). Seliger (1968)
K diizgiin (R iizerinde siirekli ve integrallenebilir), simetrik cekirdek, R, iizerinde

monoton azalan olmak iizere

ut—l—uum—F/RK(:v—§)u§(t,§)d§:0
u (0, ) = ug (2)

(3.8.2)

problemi i¢in dalga kirilmasini bigimsel olarak gostermeyi basardi. Soyle ki: sirasiyla

x=2¢& (t) ve x = &, (¢) ile elde edilen

ma (f) = min [u, (t,2)] ve m (t) = max [u, (¢, 7)]

ifadelerini diigiinelim. (3.8.2) denklemini diferansiyelleyerek ve = = &, (t), i = 1,2
alarak istenilen dalga kirilmasini veren m; ve ms icin bigimsel olarak diferansiyel esitsi-
zlikler elde etti. Benzer bir fikir (3.8.1) Whitham denklemi i¢in dalga kirilmasina iligkin
Whitham’in (1980) siiriincemede kalan éngoriisiinii ¢6zmek igin Naumkin ve Shish-
marev (1994) tarafindan kullanildi. Ama matematiksel olarak yaptiklar: analiz kesin
degildir. Ciinkii ¢calismada min,cg [u, (f, )] in elde edildigi &, (t) egrisinin diizgiin-
liigiinii garantilemek miimkiin degildir. Bundan dolay1 &, (t) ve &, (¢) egrilerinin diizgiin
oldugu ek olarak varsayilmalidir (Constantin ve Escher 1998b).

Yukarida belirtildigi gibi Whitham tipi denklemler i¢in dalga kirilmas: ile ilgili
gesitli sonuglar ¢oziimiin egiminin minimumunun diizgiin bir egri boyunca elde edilmesi
varsayimi altinda Naumkin ve Shishmarev (1994) tarafindan elde edildi. Daha sonra
Constantin ve Escher (1998b) elde ettikleri bir teorem (Teorem 2.1, sf: 233) ile bu

varsayimi ortadan kaldirip Whitham tipli denklemlerin dalga kirilmast ile ilgili sonuglar
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elde ettiler. Aymi galigmada bu teoremden faydalanarak w = 0 igin (2.4) Camassa-
Holm denkleminin de dalga kirilmasini caligtilar. Bu teorem kullanilarak Camassa-
Holm, Dullin-Gottwald-Holm, Degasperis-Procesi gibi denklemlerin ve bu denklem-
lerin genellestirilmis modellerinin dalga kirilmasi incelenmigtir (Yin 2004, Tian ve ark.

2005, Wu ve Yin 2010).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Giiglii Dispersif Terimli Integrallenebilir Genellestirilmis Bir Si1g Su
Dalga Denklemi

Bu boéliimde giiclii dispersif terim iceren genellestirilmis bir s1g su dalga denklemi
icin

Uy — g + (g (w), +7 (u— Puyy),,, = a? (@ui + h (u) um) , >0,z eR,

u(0,2) = ug (), ' reR

(4.1.1)

baglangig deger problemi ele ahmmigtir. Burada g (u), b (u) : R — R dogrusal olmayan

fonksiyonlar olup a ve v sabit sayilardir. (4.1.1) de g (u) = 2wu + 3u? ve h(u) = u
seklinde alindiginda (2.9) denklemi elde edilir.

Kolaylk saglamak igin, (4.1.1) problemini yeniden formiile edelim. = — £ alarak

(4.1.1)

Up — Uggr + (g (1)), +a (U — Upy),p =0 (@ufj + h(u) um> , >0, reR,

u(0,2) = ug (), ) reR
(4.1.2)

seklinde yeniden yazilir. Burada a = % ve b= % seklindedir.

Bu boliimde ilk olarak (4.1.2) (veya (4.1.1)) probleminin lokal iyi konumlulugu
Kato teoremi uygulanarak elde edilecektir. Daha sonra (4.1.1) deki denklemin dogrusal
olmayan fonksiyonlarinin 6zel halleri icin tek dalga ¢oziimlerinin varhigi gosterilecek
ardindan da bu tek dalga ¢oziimlerinin kararlihg ispatlanacaktir (Diindar ve Polat

2014).
4.1.1. Lokal Iyi Konumluluk

Ik olarak boliim icinde kullanilacak olan notasyonlar: verelim: s € R olmak iizere

A= (1- 85)8/2 ve
= — 1 2)®
- (/( 1)

normu ile H* (R) = H*® olarak ve (., .) ile i¢ garpim gosterilecektir. [A, B] = AB — BA,

/]

-2 1/2
7 ds)

A ve B lineer operatorlerin komiitatoriinii gosterir. Kolaylik saglamak amaci ile farkl

pozitif sabitler ayni ¢ sembolleri ile gosterilecektir.
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(4.1.2) probleminin iyi konumlulugunu Kato teoremini uygulayarak elde edecegiz.

Ik olarak kullanacagimiz lemmalar: ispatsiz olarak verelim:

Lemma 4.1.1.1. f € H® s> % olsun. O zaman
JA (A M Ay < el Il <51

olacak gekilde f ile carpimin operatorii My ve sadece r, ¢t ye bagh bir pozitif ¢ sabiti

vardir (Kato 1979).

Lemma 4.1.1.2. —r <t < r olacak gekilde r ve t reel sayilar olsun. O zaman

. 1
I£gll, < clifll, llgll,, — egerr >3,

) 1
1£gll vz < cllfll llglly eBerr <3

olacak gekilde 7 ve t ye baglh pozitif bir ¢ sabiti vardir (Kato 1975).

Lemma 4.1.1.3. X ve Y iki Banach uzay1 olsun ve Y, X e siirekli ve yogun olarak
gomiilsiin. —A, X iizerinde T (t) Cy yarigrubunun sonsuz kiigiik bir iireteci ve S, Y
den X iizerine bir izomorfizm olsun. Y, —A- kabul edilebilirdir (yani 7' ()Y C Y,
Vit >0, ve T (t) nin Y ye kisitlamas:1 Y iizerinde bir Cy- yarigrubudur) ancak ve ancak
—A; = —SAS™!, X iizerinde T (t) = —ST (t) S~ Cy yangrubunun sonsuz kiigiik
iiretecidir. Ayrica eger Y, —A- kabul edilebilir ise, bu durumda —A nin Y deki kismi
T (t) nin Y ye kisitlamasinin sonsuz kiigiik tiretecidir (Pazy 1983).

Lemma 4.1.1.4. f € CFFY(R), f(0) =0, s > 0 olsun. O zaman herhangi bir

R > 0 igin baz1 C; (R) sabiti vardir ki ||ul|; - < R ile tim v € H* N L™ icin

L (@)l < Cr (R) [Jull

olur (Wang ve Chen 2006).

Lemma 4.1.1.5. f € CF*1(R), s> 0 olsun. O zaman herhangi bir R > 0 icin
baz1 C5 (R) sabiti vardir ki |[ul|;« < R, ||v]|;« < R ve ||ull, < R, |jv]|, < R ile tiim
u,v € H° N L™ igin

1f (u) = f (W)l < G2 (R) [lu — vl

olur (Wang ve Chen 2006, Duruk ve ark. 2009).
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Eger « € R igin p (z) = te 71"l ise 0 zaman tiim f € L? (R) i¢in (1 —02) " f = px f

olur. Burada x ile konviiliisyonu belirtiyoruz. (4.1.2) problemini yeniden

g + bh () Uy + AUy, = —0pp * (g (W) + 21/ (u) u2) +p = (bh (v u,), t >0, z €R,
u(0,2) = up (), r€R
(4.1.3)

seklinde veya

g + bh (u) Uy + QUgpe = —Ox A2 (g (u) + gh’ (u) ui) + A2 (bh (u) ug), t >0, v € R,
u(0,2) = ug (), reR
(4.1.4)

seklinde yazabiliriz.

Kato teoremine uygun olarak burada

A() = bh(u)d, + ad,
0 (9 0) + 5 ()12 + A2 00 (),

~

S

~—
I

Y =H, X =H1l'veQ=A=(1 —83)% alalm. @, H* nin H* ! {izerine bir
izomorfizmidir.

(4.1.1) problemi igin lokal iyi konumluluk teoremi:

Teorem 4.1.1.6. g¢,h € CFFL(R) ve h(0) = g(0) = 0 oldugu kabul edilsin.
up € H*, s > 3 baglangig verisi ile (4.1.1) (veya 4.1.4) probleminin

u=u(.,u) €C([0,T);H)NC" ([0,T); H )

seklinde bir tek u ¢oziimii ve T' = T (up) > 0 maksimal zamani vardir. Ayrica ¢ziim

baglangi¢ verisine siirekli bagimhdir; yani
up — u(.,up) : H* — C([0,T); H*)nC* ([0,T); H)

dontigiimii siireklidir.
Teorem 3.6.1 den Teorem 4.1.1.6 ispatlanacaktir. Bunun i¢in A(u) ve f(u) nun 3.6

daki (I)—(III) varsayimlarin sagladigini gostermemiz yeterlidir.

Lemma 4.1.1.7. v € H*, s > 2 ile A(u) = bh (u) 9, + ad? operatorii G (L 1, 3)

e aittir.
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Ispat. L? bir Hilbert uzay1 oldugundan dolay1 baz1 /3 reel sayilar icin ancak ve

ancak agagidaki sartlar saglamirsa A (u) € G (L%, 1, 3) olur (Kato 1983).

(i) (A(w)y,y)o =B yllo.

(ii) Baz (ya da tiim) A > (i¢in A/ + A nmn araligy X in tiimidiir.
Ik olarak (i)’yi ispatlayalim. s > % ile u € H® oldugundan u,u, € L*™ ve
[tall oo < fully; full o < lull

olduguna dikkat edelim. Boylece

(A y. )l = [((bh () By, y)l + | (adiy, y),]
< |3 1000 (ol Dol
< |3 In G, i3

< ¢Cy (R) |Jul, lyll2

olur. B = cCy (R)||ul, alarak (A (u)y,y), > —fB|ylli oldugunu goriiriiz. Simdi
A (u) nun (ii) sagladigim gosterelim. A(u) bir kapali operatér oldugundan ve (i) yi
sagladigindan dolay1 tiim A > 3 igin (A + A), L? de kapali araliga sahiptir. Bundan
dolay1 tiim A > f i¢in (M + A) min L? de yogun araliga sahip oldugunu gostermek
yeterlidir. u € H®, s > % ve y € L? verilsin. Genellestirilmis Leibniz formiiliinden H !
de

Oy ((bh (u) + ad2) y) = 0, (bh (u) + ad2) y + (bh (u) + ad?) O,y

olur. u, u, € L*> oldugundan dolay1
D(A) = D((bh(u))0, +adl) = {y € L?, (bh(u)) py + adly € L*}

= {2 L% -0, (bh(u) +adf) = € I*}
= D (((bh(u)) 9, +ad2)") = D (A)

elde ederiz. Farz edelim ki A/ + A nin araligi L? in tiimii olmasin. O zaman Yy € D (A)

igin (Al + A)y, z), = 0 olacak sekilde z € L?, z # 0 vardir. H' C D (A) oldugundan
D (A), L? de yogundur. Boylece L? icinde z € D (A*) ve Az + A* = 0 oldugu goriiliir.
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D (A) = D (A*) oldugundan z ile garpilip kismi integrasyon alnirsa
0= (AL +A47)2,2), = Az )y + (2. A2)y 2 A= B) 2], VA>3
oldugu elde edilir ve boylece z = 0 olur. Bu da z # 0 varsayim ile celisir. Boylece

Lemma 4.1.1.7 nin ispat1 tamamlanir.

Lemma 4.1.1.8.  A(u) = bh(u) 0, + ad? olmak tizere u € H*, s > 3 ile

Au) € G(H",1,5).

N

Ispat. H*! bir Hilbert uzay:1 oldugundan dolay1 baz1 /3 reel sayilari icin ancak ve

ancak agsagidaki sartlar saglamirsa A(u) € G(H*,1, ) olur (Kato 1975).

) (AW y,9)r = =Bllyls -
(i) Baz1 (ya da tiim) A > 3 igin —A (u), H*™! iizerinde bir Cy—yarigrubunun

sonsuzluk kiiciikliikteki iiretecidir.

(A adiy, Ay), = 0, (4.1.5)

AT (bh (u) Byy) = [A°7',bh (u)] Opy + bh (u) A0,y
esitliklerini kullanarak

(A(w)y,y),_,| =

|
= |
|

(A>T ((bh (u) 0, + ad2) y) , A y)
(As Lbh (1) Dy, A*! ) ‘
(
b

o

[A°71 bk ()] Dpy, A ) + (bh (u) As_lﬁry,/\s_ly)0|
S | ([A51h ] Al SAST 1y,A51)|

b s—1
+|5 (@), (a ))0‘

IN

|6 [A7 b (u)] A Ay |)2+ Hg@h | ()

0

Iz |

Lo

esitsizligini elde ederiz. r =0, t = s — 2 ile Lemma 4.1.1.1 den ve Lemma 4.1.1.4 den

VAN

e (B @)ll, + 10:h (@)ll o) lyll3-y
c(Ih @)+ Ih @) Iyl
cC1 (R) [lull, llyl13-

(A (u)y,9),_|

IN

IN

esitsizligini elde ederiz. 8 = cCy (R) ||ul|, almisa (A (u)y,y),_; > —B|lyl>_, olur.

Simdi (ii) ispatlansin. S = A*"! olsun. S nin L? iizerinde H*~! in bir izomorfizmi

37



4. ARASTIRMA BULGULARI

olduguna dikkat edelim ve s > % oldugunda H*"! yogun ve siirekli olarak L? ye

gomiiliir.
Ay (u) =SA W) ST =ATAW) AT, Bi(u) = A (u) — A(u)
tamimlayalim. y € L? ve u € H® olsun. Ayrica
(A, (b () 8] A = [A, (bh (w))] AT~0,
oldugunu biliyoruz. O zaman (4.1.5) esitligini de kullanarak

1Byl = [[[A" bk (w) 0] Ay

1[4, bR ()] A*0ey ]|

1o (A R )] AT ) (1A D
cllh )l Iyl

< <Ci (R) [lull, Il

IA

IN

esitsizligini elde ederiz. Burada r =0, t = s — 2 ile Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.4
kullamldi. Boylece By (u) € L (L?) olur. Ay (u) = A (u)+ By (u) ve A (u) € G (L% 1,03)
(Lemma 4.1.1.7) oldugunu hatirlayalim. Bir yarigrup igin pertiirbasyon teoremi ile
A (u) € G(LA1,B)) olur. X = [2Y = H* ! ve S = A*! ile Lemma 4.1.1.3
den H*"! in A-kabul edilebilir oldugu sonucuna varilir. Bundan dolayr —A(u), H*™!

iizerinde bir Cy-yarigrubun sonsuz kiigiikliikte tiretecidir.
Lemma 4.1.1.9. u € H*, s > 3 ile A(u) = bh(u) 9, + ad? olsun. O zaman
A(u) € L(H*, H') olur. Ayrica

I(A(uw) = Aw))wll;y < s lflu = vl flwlly, w00 e H

olur.

ispat. u,v,w € H® s > % olsun. H*~! in bir Banach cebiri oldugunu hatirlayalim.

Daha sonra Lemma 4.1.1.5 1 kullanarak

I(A(w) = A@))wll;y = [[b(h(u) = h(v) dwl],
< o (R (u) = A ()]ooy 0]y
< Gy (B) [lu =l fJwll;
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egitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizlikte v = 0 alinarak A (u) € L(H® H*™')

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.1.1.10. u € H*, s > 3 ile B (u) = [A, (bh (u) + ad?) 0, A+ € L (H*™)
dir. Ayrica
[(B(u) = Bv))wlly—y < ko flu = vl [l

olur.

Ispat. u,v € H* vew € H" !, s > 3 olsun.
[A, (bh (u)) 0] A~1 = [A, (bh (u))] A0,
esitligini kullanarak

I(B(w) = B))wll,.y = [[A" ([A, (bh (u) + ad}) 0,] A~
= [ (b (v) + a0Z) 0] A1)

= ||ATH A, (b (u) — bR (v)) ) A w]

= ||ATH A, (b (u) — bR (0)] A 0,0,

< [PATTA, (R () = B )] AT o 14200

Iz |

elde edilir. r =1 —s,t =5 — 1 ile Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.5 kullanilarak

[(B(u) = Bv))wll,y < ell(h(u) =h @)l
< Oy (R) [Ju =l flwlls—

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte v = 0 almarak B (u) € L(H*™!) elde

edilir.

Lemma 4.1.1.11.

P =0, (1-2) 7 (g0 + 3 @) + (1-28) th(wu)

olsun. O zaman f fonksiyonu, H* deki sinirhh kiimeler iizerinde simirhidir ve
) [1f(w) = f)l, < mgllu—oll, w0 e H?,

(i) [1f(u) = f@)l,y S wallu—oll,y  wved
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esitsizliklerini saglar.
ispat. u,v € H®, s > % olsun.

fiw) = (1=02)7" (bh (u) uy) = b3, (1 — 02) ™" (k (w)),

folu) = =0, (1—0%) " (g(u)),

Ao = -0, (1-2)" (g )

alalm. Burada fi(u) + fa(u) + fs(u) = f(u) dur. Ayrica k' (u) = h (u) dur. Lemma
4.1.1.5 i uygulayarak

[f1(u) = fr()]l, < cllb(k(u) = k(©))[l,=y < cCo (R) [lu— vl
ve
1aw) — L), < ellgl) = g0,y < Ca (R) Ju— o],
esitsizliklerini elde ederiz. s > % ve H*~! bir Banach cebiri oldugundan
1fs(w) = fs)ll, < el (wui =1 ()i,

e (10" () (u2 =)oy + o2 (0 () = 2 @),
(IR () = 1 (O)],_y Nl — vl N+ vy

IA

IN

B O0)] uw = valls—y 1ue + vall -y
llvallsy 1A () = B (0))],-)

olur. Lemma 4.1.1.4 ve Lemma 4.1.1.5 yeniden uygulanarak

1fs(w) = fs()ll, < e(Cr(B)+ [P ()] lu— vl llu+vll, + cR*Co (R) [Ju — v,
< ¢(R(C1(R)+|W (0)]) + R*C5 (R)) |lu — v]|,
< cllu =]

oldugu elde edilir. Bu (i) yi ispatlar. Yukaridaki egitsizlikte v = 0 alindiginda f
fonksiyonunun H*® deki sinirhi kiimeler tizerinde sinirli oldugu elde edilir.

(ii) nin ispat i¢in u,v € H*, s > 2 olsun. (i) ye benzer olarak

1) = H)lly < ello(R(u) = k@), < cCo (R) [Ju =l
1fa(w) = ()l oy < cllg(u) = g(v)lly < cCa (B) [Ju— vl
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elde edilir. Daha sonra

IN

[ f3(u) = f3(v)]l5—4 c||h (u)ul = (v) o], _,

e (II7 () (2 = 2) |,y + o2 O () = 1 @D,
c (II7" (w) 9, (u+ )|y [0 (u = v)ll,_,)

+lvallZ_y (B (u) = B (0)]],_s

(1A (w) = K" (O] [lu = vl —y lu+ o]l

B Ol = llyy [l + ol + ol 1R () = B (@))]],—)

IN

IN

IN

< cllu—vll,

esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 4.1.1.11 tamamlanmig olur.

Teorem 4.1.1.6 nin ispati. Teorem 3.6.1 ve 4.1.1.7-4.1.1.11 lemmalar1 birlikte

ele alinarak Teorem 4.1.1.6 elde edilir.

Teorem 4.1.1.12. g, h € C¥*1(R) ve h (0) = g (0) = 0 oldugu kabul edilsin. ug €
H? s> % olsun. O zaman Teorem 4.1.1.6 daki 7" agsagidaki anlamda s den bagimsiz
secilebilir. Eger (4.1.1) (veya 4.1.4) problemi i¢in v = u(.,up) € C([0,7);H*) N
CH([0,T); H*"') ve baz1 &' # s, 3 < & igin ug € H* ise o zaman aym T ile u €

C([0,7); H)nC* ([0,T); H*~') olur. Ozel olarak; g,h € C* (R) ve ug € H® =
Ns>oH? ise 0 zaman u € C ([0,7) ; H*®) dir.

Ispat. s’ < s durumu Teorem 4.1.1.6 da garanti edilen teklikten acik oldugundan
s’ > s durumunu diigiinmek yeterlidir. s’ > s i¢in Teorem 4.1.1.12 yi ispatlamak igin
(4.1.4) e A% uygulanirsa y (t) = A%u (t) = u — u,, igin agagidaki evoliisyon denklem
elde edilir:

Y AWy EB@OY=F(),  y(0)=Au0).
Burada
Ay =0, ((Bh () +ad2)y), B l)y = bl (u)usy
ft) =u, (gh” (u) uZ — g’ (u) + 2bh' (w) u + bh (u))
seklindedir.

u € C([0,T);H*) ve ug € H* oldugundan y € C([0,T); H*"2) ve y(0) =
A%u(0) € C([0,T); H*?) olur. Burada amag u € C ([0,7); H*) anlamma gelen
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y € C([0,T); H*~?) sonucuna varmaktur.
u € C([0,T);H®), u, € H*~', H*~' in bir Banach cebiri ve g,h € CFI*!(R)

oldugunu hatirlayalim. O zaman
B(t)e L(H*™") ve f(t) e C([0,T);H )

olur. Bu amagla (3.1-3.3 Lemmalar1 (Kato 1979)), ilk olarak —s <n <s—2,1 -5 <
k<s—1vek>n+1olmak iizere X = H" ve Y = H* uzaylan ile A (t) nin bir tek
{U (t,7)} evoliisyon operatoriine sahip oldugunu ispatlamaya gerek vardir. Bundan

dolay1 agagidaki {ig sart1 dogrulamamz gerekiyor (Lemma 3.1, Kato 1979).
(i) A1) € G(H",1,8), Vy € H".
(i) A"0, [A*7 bh (u)] A™F, L?* tizerinde diizgiin siirhdur.

(iii) A(t) € L(H*, H"), t de giiglii siireklidir.

(i) ile baglayalim. H" bir Hilbert uzayi oldugundan dolay1 baz1 3 reel sayilar i¢in
ancak ve ancak agagidaki sartlar saglanirsa A(t) € G(H", 1, 3) olur (Kato 1975, Kato
1983).

(@) (A1) yy), > =Byl
(b) Baz1 (ya da tiim) A\ > [ icin —A(t), H" iizerinde bir Cy—yarigrubunun sonsuz
kiigiikliikteki tiretecidir.

[k olarak (a)’y1 ispatlayalim. y € H" alahm ve ayrica

A9, (bh (u)y + adly) = A0, (— [A7",bh (u)] A"y + A™7 (bh (u) A"y)) + aN"dy
= —A"0, [A7",bh (u)] A"y + 0, (bh (u) Ay) + aA" 02y

olduguna dikkat edelim. O zaman

(At y,y), = (=A"0, [A77,bh (u)] A + 8, (bh (u) A"y) + al"Dy, A"y)

= (AT A b ()] A7 AT ), o (3 () Ag) ATy,

IN

b
et 070 gy W + 0 |

Lo
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olur. r = —(n+1), t = 0 ile Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.4 kullanilarak

IA

c (b @), + 18k ()l ) Iy,
c (b @, + Ih @l Nyl
< cCi(R) |lull, Iyll;

(AW vy,

IN

bulunur. = cCi (R) ||ul|, alarak (A (t)y,y), > =5 ||y||,27 elde edilir.
Simdi (b)’yi ispatlayalim. S = A*~!177 olsun. S in H*~! in H" iizerine bir izomorfizmi

oldugunu ve —s < 7 < s — 2 iken H*~! in siirekli ve yogun olarak H" ya gomiildiigiinii

hatirlayalim.
Ay (t) = SA@M)S™H=ATTA () AT
Bi(t) = Ai(t)—A(t) =[S, A()] S
tanimlayalim. y € H" ve u € H®, s > % olsun. r = —(n+1), ¢t = s — 1 i¢gin Lemma

4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.4 ile

1Bi@)yll, = (A7 [A77, bk ()] AT
< [N [T 0k (w)] AT oy A
< cllh (@l 1Al
<

cCy (R) [|ull llyll,,
oldugunu elde ederiz. Boylece By (t) € L (H") olur.

At)y = 0, ((bh(u) + ad?)y)

. (bh (w) 4+ ad?) y + (bh (u) + ad2) py veu, € L (H*™Y)

Q

olduguna dikkat edelim. Lemma 4.1.1.8 i ve yarigruplar icin pertiirbasyon teoremini
uygularsak H*~! in A (t)-kabul edilebilir oldugunu elde ederiz. Ayrica, Lemma 4.1.1.3
1Y = H' X = H" ve S = A*717" alarak uygularsak —A;(t) nin H" iizerinde Cj
yarigrubunun sonsuz kiigiik iireteci oldugunu elde ederiz. A; (t) = A (t) + B (t) ve
By (t) € L (H") oldugundan yarigruplar i¢in pertiirbasyon teoreminden —A(t) nin H”
iizerinde bir Cy-yarigrubunun sonsuz kiiciikliikte iireteci oldugunu elde ederiz. Bu da

(b) nin ispatini tamamlar.
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(i) nin saglandigim gosterelim. y € L? alahm. O zaman
[A0, [AF7, bl (w)] APyl < eCr (R) [full, llyll,

olur. Burada r = — (n+ 1), t = k i¢gin Lemma 4.1.1.1 uyguland.
Son olarak (iii) nin saglandigim gosterelim. y € H* alalm. Daha sonra r = s — 1,

t =n+1icin Lemma 4.1.1.2 ve Lemma 4.1.1.5 in uygulanmasi ile

(A +7)=A®)yl, 102 (bh (u (t + 7)) = bh (u () )|
16 (u (¢ + 7)) = bh (w () yll, 14
cl[oh (u(t +7)) = bh (w (®) |-y [Yll,)41
Gy (R) [Ju(t +7) = uw (@)l Iyl

cCo (R) [[(u(t+7) —u®)|l, |yl

n

IANIN A

IN

oldugu elde edilir. wu nun siirekliligi ile (iii) ispatlanir. Boylece yukaridaki ii¢ sart
ile A (t) ailesi i¢in U (¢,7) evoliisyon operatoriiniin varligi ve tekligi vurgulanir. Ozel
olarak —s <r < s—1i¢in U (t,7), H" yi kendine gotiiriir.

Y = H* 2 ve X = H*3 secelim ve

yeC([0,T7);H*)nC* ([0,T); H*?)
olduguna dikkat edelim. U (¢, 7) evoliisyon operatoriiniin ézelliginden

% (Ut m)y (7)) = U (t,7) (=B (r)y (1) + f (7))

oldugu goriiliir. 7 € [0, ] {izerinden bir integral alarak

y (1) ZU(t>0)y(0)+/0U(t,T)(—B(T)y(T)Jrf(T))dT (4.1.6)

elde edilir. Eger s < ¢ < s+ 1ise f(t) € C([0,7);H*"") c C([0,T);H"?)
olur ve B (t) = bW (u)u, € L(H*"2), [0,t) de giiclii stireklidir ve s — 1 > % iken
H*'H*=2 C H*?olur. —s < s—2 < §'—2 < s—1 oldugundan dolay1 {U (¢, 7)} ailesi
H#'~? iistiinde kendine giiclii siireklidir. 3 (0) € H* =2 oldugunu hatirlatalim. (4.1.6)
denklemi ardigik yaklasim ile y igin ¢oziilebilen bir Volterra tipli integral denklem

olarak goriiliir. Teorem 4.1.1.12 nin sonucu elde edilir.

Eger s’ > s+1 ise yukaridaki argiimanlarin tekrari ile Teorem 4.1.1.12 nin sonucu elde
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edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(4.1.1) asagidaki gibi Hamiltonian formunda yazlabilir:

Burada .J = (I — 92) " 9, bir skew-simetrik operator ve

1

F(u)= 3 /]R (2G (v) + &*h (u) U} — yul — yo ul,) dz

Hamiltoniandir, ayrica G’ (s) = g (s) dir.

Teorem 4.1.1.13. u, (4.1.1) in bir ¢dziimii olsun. O zaman

E(u) = % /]R (v + a*u2) d,
1
F(u) = 5 /R (2G (v) + o®h (u) u — yul — yaPul,) dx

fonksiyonelleri ¢ ye gore sabittir ve burada G’ (s) = g (s) dir.

Ispat. Basit bir hesaplama ile

dFE
() = / (uws + Pugug) do
dt ;

U (ut — a2umt) dz

ul—=(g(w), =7 (u—0a’u,), +a’ (h/ é“) u? + h(u) u)) dx

_ <g (W) s + Y1tg (1 — 0Putgy) _ — 0Pty (h' )2 4 () u)> dx

— 5

2

I
o
=

oldugu goriiliir.

v(t,x) = / w (t,y) dy alahm. F' (u) fonksiyonelinin her bir terimi i¢in ayr1 ayri

—00

%/RG(u)dw:/Rg(u)utdm:/Rg(u)vxdxz—/R(g(u))xvdmv
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d

1
a h( Yuidr = a2/—h’( wuldr + o /h ) Ug g dr

1

- / —h' (u) uiv.dr + « / U) UV d
2 R

= / —1 (u) viv.dr — o

_ o /R (§h’ (u)ui—i—h(u)umx)xvdx

d 1
dt R 2 R R R

h () Uppv de

—

ve

d 1
—/ ’ya u dx—/'yaQumumtda: :/fya2umvxmdx = —/*ya%mxmvdx
dt Jp 2 R R R

esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikler birlikte ele alinarak

4 d
dEU) T @ (2G (u) + ah (u) u} — yuf — o) de

1
— —/ ((g (u)), — a? (ﬁh/ (u) ui + h(u) um) + VUgrr — 7a2uwmm) vdzx
R T

elde edilir. (4.1.1) deki denklemin her iki tarafin1 v ile carpip integralini alirsak

/Rv (ur — QPtiyyy) do = —/R <(g (u)), — o (%h’ (u) uZ + h (u) um) x) vdx

_/ (IYU':L‘J::E - ’70-/2“9030:1:1‘:1:) vdx
R

oldugu goriiliir. Buradan da

olur.

E (u) ve F (u) fonksiyonelleri kararhlik ispatinda ¢ok ¢nemli bir rol sahiptir.

4.1.2. Tek Dalga Coziimlerinin Varhg
Bu kisimda (4.1.1) probleminde genellikten kaybetmeksizin @ = v = 1 alarak ve
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g (u) =2wu + ’%21#9“, h (u) = uP iken elde edilen agagidaki

Up — Ugpt + 2WUy + (’%upﬂ)m + Upgr — Upposs = (gup*1u§ + upum)x ,t>0,2€eR,

u(0,z) = ug (z), reR

(4.1.7)

problemin tek dalga coziimlerinin varlig ele alinacaktir. Burada p > 0 bir tam sayidir

vew > 0 dir. Ayrica dogrusal olmayan g (u) ve h (u) fonksiyonlarinin bu 6zel durumlar:
i¢in

1
F(u) = / 3 (2wu® + P + wPul — vl — ul,) d,
R

Eu) = %/R(uQ—i-ui)dm

seklini alir.
Tek dalga ile ¢ > 2w dalga hizi olmak iizere (4.1.7) igin u (t,x) = ¢ (x — ct) for-

mundaki ¢oziimleri kastediyoruz. O zaman ¢ agagidaki

2
o — C<,0” Qg — p+ g0p+1 _ 90// + S0//// + <§¢p—1(’0/2 + ¢p90/,> =0 (4,1,8)

2

tek dalga denkleminin bir ¢oziimiidiir.

I'(u)=1(u;w,c) :/R((c—2w)u2+(c+1)ui+uiw)da:

ve

K (u) = / (WPt + wPul) do
R

seklinde tanmimlanan fonksiyonelleri iceren bir kisitlanmis minimize problemi c¢ozerek
(4.1.8) denkleminin tek dalga ¢oziimlerini elde edecegiz.

A > 0 icin H? iizerinde asagidaki kisitlanmis minimize problemi diistinelim:
My =inf {I (u):u€ H* K (u)=A\}. (4.1.9)

Eger minimize problem M), baz1 A > 0 igin bir sifirdan farkh (nontrivial) ¢ € H?

¢Oziimiine sahip ise, o zaman

(20 . 40‘))2/) i (26+ 2) w// + 2w//// — 9 [(p + 2) wp—&-l . <pwp—1 (’(/}/)2 + 2,¢pwu)i|
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olacak gekilde bir ¢ Langrange carpani vardir. ¢ = 19%1&, (4.1.8) tek dalga denklem-
inin bir ¢oziimiidiir. Boyle ¢oziimler taban durum (ground state) ¢oziimleri olarak
adlandirilir. Tim taban durum c¢oziimlerin kiimesi N, ile gosterilecektir. I ve K
fonksiyonellerinin homojenligi ile taban durumlar

I (u)

——:0#uec H? K(u)>0}

m=m (w,c) :inf{
K (u)#+2

minimuma ulagir ve
M, = \rirm (4.1.10)

oldugu goriiliir.

(4.1.8) tek dalga denklemi ¢ ile ¢arpilip integrallenirse I (@) = #K () oldugu

goriiliir. Boylece taban durumlarin kiimesi

p+2

N, = {gp EH?: — 2 [(p) = K (¢) = (]%m(c))p} (4.1.11)

ile karakterize edilir. Burada amag¢ N, kiimesinin bos olmadigini gostermektir.

Eger bazi A > 0 i¢in v, bir minimize dizi ise

lim I (¢,) = M, VeklimK (V) = A

k—o00

olur.

Teorem 4.1.2.1. Bazi1 A > 0 igin {¢;,} bir minimize dizi olsun. Eger ¢ > 2w
ise 0 zaman y, € R ve ¢ € H? olmak iizere H? de (yine v, olarak adlandirilan)
¥y (. — yx) — 1 olacak gekilde bir ¢, alt dizisi vardir. ¢ fonksiyonu K (¢)) = X kisitina

bagh I (1) = M, minimumuna ulagr.

Ispat. Lions’un (1984) Konsantrasyon-Kompaktlik Lemmasi uygulanarak teorem

ispatlanacaktir. (4.1.10) dan
M, < M)\l +M,\,/\1, Al E (0, )\)

alt toplanabilirlik (subadditivity) sarti saglanir.

¢ > 2w oldugundan I fonksiyoneli
I(u) > (c—2w) |lull3s
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koersiflik sartim saglar. Ayrica (c+ 1) ||lul5> > I (u) oldugu agiktir. Bir bagka ifade

ile ¢ > 2w igin I (u) fonksiyoneli
(¢ = 2w) ullze < I(u) < (c+ 1) [Julz

oldugundan ||u/|? ye denktir. {1, } bir minimize dizi olsun. I fonksiyonelinin koersi-

fliginden {¢, } dizisi H* de siirhdir ve

Pr = |a§¢k‘2 + 1000 + [0

seklinde L' (R) igindeki fonksiyonlarin bir dizisi de simirhdir. Bir alt dizi gikardiktan

sonra lim [ p,dz = L > 0 varsayabiliriz. Ayrica her k i¢in normalize ederek ||p,| ;1 =

k—o0
L varsayabiliriz. Konsantrasyon-Kompaktlik Lemmasi'na (Lions 1984) gore agagidaki

ii¢ sarttan birini saglayan p, alt dizisi vardir:

(1) Kompaktlik (Compactness): Herhangi bir € > 0 olmak {izere her £ igin
/ ppdx > /pkd$ —€ (4.1.12)
lz—yx|<R(e) R

olacak sekilde R(¢) > 0 vardir. Burada y; € R dir.

(ii) Sifira azalma (Vanishing): Her R > 0 i¢in

lim sup/ prdr =0 (4.1.13)
lz—y|<R

k—o0 yeR
olur.

(iii) Ikiye ayrilma (Dichotomy): Bazi [ € (0, L) vardir &yle ki herhangi bir & > 0 igin

/ prdr — 1 / prdx
lz—yr|<R R<|z—yi| <Ry

olacak gekilde R > 0 ve Ry — 00, yr € R ve kg vardir, burada k > kg dir.

<e ve <e (4.1.14)

Burada amag (ii) ve (iii) durumlarimi géz ardi ederek p, nmin kompakt oldugunu
gostermektir.

Ik olarak (ii) nin saglandigim varsayalm. {v,}, H? de smrh oldugundan tiim &
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ve y € R i¢in Sobolev esitsizligi ile

pt2

2
/ |¢k|p+2 de < C </ Pkdx) )
lz—y|<1 lz—y|<1

[ @t se( [ rta)” ([ parta)”
lz—y|<1 lz—y|<1 lz—y|<1

olur. Herhangi bir ¢, € H? i¢in

4

2
/ |wk|p”dxso(sup / pkdx) e
lz—y|<1 yeRJ |z—y|<1

2 =
o<sup / pkd:c> .uwkrﬁp]
yeR J |z —y|<1

elde edilir. Boylece (R = 1 ile) (4.1.13) kullanihirsa lim K (¢,) = 0 oldugu geligkisi

k—o0

/I <1 Wi @”wkﬁ dz < C ¢yl
T—Y|>

elde edilir. Dolayisi ile yok olma (vanishing) olugsmaz.
Simdi (iii) nin saglandigim varsayalim. Sirasi ile |z| < 2 ve |z| > 1 destegi ile
|| < 1igin 07 (z) = 1 ve |z| > 1 i¢in d5(x) = 1 olacak sekilde §; ve o kesim

fonksiyonlar1 tanimlansin, boyle bir sekilde bu

vuate) =01 (E5) v o)

ve

fonksiyonlar1 k > kg igin

I(y) =1 (¢k,1) +1 (¢k,2) +0(e),

(4.1.15)
K () =K (wk,l) + K (@/Jm) + O (¢)

esitliklerini saglar. {¢;}, H* de siurh oldugundan ¢ dan bagimsiz H? de smurh 1,
ve 1y, o vardir. Sonug olarak K (1/}1@1) ve K (@D“) siirhdir ve

A (e) = l}LTEOK (@%,1) ve Az (e) = khjgoK (¢k,2)

tammlamak i¢in alt dizilere gegebiliriz. A; (¢) ve Ay (¢), € dan bagimsiz olarak smirh
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oldugundan bir £; — 0 dizisi segebiliriz oyle ki
)\1 = hm )\1 (Ej) ve )\2 = hm )\2 (€j)

J—00 J—00

limitleri vardir. Ay + Ay = A dir ve orada ii¢ durum vardir.

Eger \; € (0, ) ise o zaman (4.1.15) ve M) = Ar2m kullamlarak

I(yy) = 1 (1/’1«,1) +1 (¢k,2) +0(e) > MK(wk,l) + MK(w“) + O (&)

= (K ()" + K (0) ") m+ 0 ()
elde edilir. 1, bir minimize dizi oldugundan ve £ — oo iken
My > [Af/(pﬁ) (e)) + A5/ (é‘j)] m+ 0 (g;)
olur. Daha sonra j — oo iken
My > My, + My,

celigkisi elde edilir.
Eger \; =0 (yada A\ = \) ise

I (1/%,1) > (c— 2“))/R (Wmf + |ax1/}k,1‘2 + |a§¢k,1|2) dx

= (c—2w) ( / N (e D (s;-))
= (c—2w)(I+0(g)))

olur. Boylece

I(yy) = 1 (1/%,1) + 1 (1%,2) + O (g5)
> (c—2w) (140 () + K () /" m + 0 (e))

elde edilir. Sirasi ile £ — oo ve j — oo alinirsa
2/(p+2)
My > (c—2w)l+ K (¢,,) m = (c—2w)l+ M, > M,

celigkisi elde edilir.
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Son olarak A; > A (ya da A; < 0) ise I min pozitifligini kullanarak

T(Wy) =1 (041) +0(e5) = K (0,)7 " m + 0 (e)

elde edilir. Yeniden sirasi ile k — oo ve 7 — oo alinirsa
M N2 M A M A

celigkisi olusur.
Boylece py, (- — yx) kompakt olacak sekilde y, € R vardir. Simdi ¢, = 1, (- — yx)
alahm. ¢,, H* de simirh oldugundan, bir @, alt dizisi 1 € H? ye yakimsar ve I min H?

iizerinde zayif alt stirekliligi ile

I(y) < lim I (@) = My

k—oo
olur. Ayrica H? de ki zayif yakinsaklik, p, nin kompakthg ve Sobolev esitsizligi ¢,
nin LP*? icindeki v ye giiclii yakinsadigini vurgular. Bundan dolay:

K (¢) = lim K () = A

k—o0

ve boylece I (¢)) > M) olur. Bu yukaridaki esitsizlik ile birlikte 7 (1)) = M, oldugunu
gosterir. Boylece v, K (¢) = A kisitina bagh I nin minimize edicisidir. Son olarak, I,
H? iizerindeki norma denk, ¢, — 1 ve I (¢,) — I (V) oldugundan ¢, nin H? de 9 ye

yakinsadigr goriiliir.

Lemma 4.1.2.2. ¢ € H? (4.1.8) in bir zayif ¢oziimii olsun. O zaman ¢ bir klasik
coztimdiir ve p € C° dir.
Ispat. (4.1.8) denklemi f (p,¢', ") = EE2P 1 — (EoP~1? + oP") olmak tizere

"

cp —cp’ —2wp — "+ " = f(p, ¢, ¢")

seklinde yazilabilir. ¢ € H? oldugundan ¢ ve ¢, L°NL? i¢indedir. Boylece f (¢, ¢, ¢") €
L?. ¢ (4.1.8) in bir zayif ¢oziimii oldugunundan bu ¢ € H* oldugunu vurgular ve bun-

dan dolay1 Sobolev lemmasi ile f (¢, ¢, ©") € Ct. Boylece ¢ € C® olur.
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4.1.3. Tek Dalga Coziimlerinin Kararhlhig:
¢ > 2w dalga hiz1 icin

d(c) = cE(p) = F(¢)

seklinde bir d fonksiyonu tanimlayalim. Burada ¢ (4.1.8) tek dalga denkleminin her-

hangi bir taban durum ¢oziimiidiir, yani ¢ € N.. O zaman ¢

cE' (@) = F' () =0

egitligini saglar. Burada F’ ve F’ sirasi ile E' ve F' fonksiyonellerinin Fréchet tiirevidir.
E ve F fonksiyonelleri tek dalgalar: elde etmek i¢in kullanilan I ve K fonksiyonelleri
ile

(I (u) — K (u)) (4.1.16)

seklinde iligkilidir. 7 (p) = ZL2K (¢) esitligini kullanarak ve (4.1.11) ile

2

p+2

d(c) = ﬁf@) ~Pr ()=t (]%m) ’ (4.1.17)

elde edilir.
Bu kisimda d (¢) fonksiyonunun konveksligi ile taban durumlarin kiimesinin karar-

lilig1 gosterilecektir.

Tanmim 4.1.3.1. Verilmis bir € > 0 icin
- B
Inf fJup — pll g2 <0

olacak gekilde bir § > 0 varsa, S C H? kiimesi (4.1.7) ye gore kararh olarak adlandirilr.
Bu durumda (4.1.7) nin u () ¢oziimii her ¢ > 0 igin u (0) = wug baglangig verisi ile vardir
ve

sup inf [lu(t) — @2 <€
0<t<oo®ES

esitsizligini saglar. Diger durumda S, (4.1.7) ye gore kararsizdir.

Lemma 4.1.3.2. ¢ > 2w olsun o zaman m (w, ¢) , ¢ ye gére monoton artandir.

Ispat. ¢, , ¢, swasiile ¢ = ¢;,¢ = ¢ icin (4.1.8) denkleminin iki goziimii olsun.
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Genelligi kaybetmeksizin ¢; < ¢o olsun. O zaman

I (¢ey;w,c1) Jr [(Cl —2w) g, +(a+1) (9022)2 + (90'0'2)2] dz
2 = 2
K (¢,) " K (¢0,) 7"
o (02 = 20) @2, + (2 + 1) (1) + (1)) do
K ()7
2 fy |62+ (¢0)"| do e fy [0, + (@1,)"] da
2
K (¢0,) 7"
fR |:(Q0:32)2 + SOEQ] d:E

K (¢,,) 7

m(w,cy)

+

= m(w,c2)+ (1 — e

< m(w,c2)

oldugu goriiliir. Bu m in ¢ ye gére monoton artan oldugunu gosterir ve (4.1.17) den d
fonksiyonunun da monoton artan oldugu stylenir.

e > 0 olmak tizere
U, = {u € H?: Lpiéllj\!:;g | — @l gz < 8}

seklinde taban durumlarin kiimesi NV, nin e—komgulugu tanimlansm. (4.1.17) den ve

d (¢) fonksiyonunun ¢ de monoton artanligindan

c(u) =d! (gK (u)> (4.1.18)

oldugu izlenir.

Lemma 4.1.3.3. Eger d” (¢) > 0 ise o zaman u € U, ve p € N, igin dyle bir £ > 0

vardir ki
c(u) [E(u) — E(p)] = [F(u) = F ()] = id" (c) le () = cf

olur.

Ispat. d' (c) = E (¢) ve Taylor formiiliinii kullanarak ¢ nin yakminda ¢ icin

A1) = d(0)+ B (¢) T~ )+ 5" (0) T~ o) +0/(F— cf)

elde edilir. ¢ (u) nun siirekliligini kullanarak ve e > 0 yeterince kiigiik secilerek u € U,
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icin

d(c(u)) = d(c)+E(p)(c(u) =)+ id" (c) (¢ (u) = o)

= () E(p) ~ F () + 1" (0) (cw) — o)

elde edilir. (4.1.17) ve (4.1.18) esitliklerinden K (¢,,)) = %d(c (u)) = K (u) oldugu
gortiliir ve ¢, bu kisita bagh I (.;w,c(u)) yu minimize eder. Boylece
c(u)E(u)—F(u) =

>

elde edilir. Bunun kullanmilmasi ile

() B (u) — F (1) > e(u) E(p)  F () + 34" () (¢ 1) — )

oldugu goriiliir.

Teorem 4.1.3.4. ¢ > 2w olsun. Eger d” (¢) > 0 ise o zaman taban durumlarin

kiimesi N, kararldir.

Ispat. Farzedelim ki N, kararsiz olsun ve

. 1
Jnf fur (0) = ¢llp= < ¢

olacak sekilde uy, (0) baglangig verisininin bir dizisi vardir. wy () , ux (0) baglangi verisi
ile (4.1.7) nin bir ¢dziimii olsun. Lokal varlik teoreminden wy, t de siireklidir ve bazi
0 > 0 i¢in

inf [l (1) = @l = (4.1.19)

olacak sekilde t;, zamanlar1 vardir.
E ve F fonksiyonelleri (4.1.1) in degismezleri ve N, siirh oldugundan, k — oo
iken

1B (uk (t) = E (p1)| = [E (ux (0)) = E (0)] = 0, (4.1.20)
|F (uk (tx)) = F (04)] = [F (ux (0)) = F (g3)| = 0 (4.1.21)

olacak sekilde ¢, € N, bulunabilir.
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Lemma 4.1.3.3 kullanilarak, yeteri kadar kiigiik ¢ i¢in

¢ (uk (tx)) [E (ur (tr)) — E (o4)] = [F (ur (tx)) = F (24)]

1 1" 2
> d" () e (u (tr) —

elde edilir. Bundan dolay1 k£ — oo iken (4.1.20) ve (4.1.21) ile ¢ (uy (tx)) — ¢ olur.

d nin siirekliligi

lim K (ug (b)) = Tim —d (¢ (ug (1)) = %d(c) (4.1.22)

k—oo k—ooD

oldugunu vurgular. (4.1.16), (4.1.20) , (4.1.21) ve d (¢) = cE (¢;) — F' (¢;,) kullanilarak

lim T (g, (1)) = 222 g () (4.1.23)

k—o0 p

oldugu goriiliir.
Boylece uy, (t1,) bir minimize edici dizidir ve Teorem 4.1.2.1 ile H? de baz1 ¢ € N,

ye yakinsayan bir alt diziye sahiptir. Bu (4.1.19) ile geligir. Boylece ispat tamamlanir.
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4.2. Genellestirilmis Dullin-Gottwald-Holm Denklemi Icin Dalga Kiril-

mas1 Ve Tek Dalga Coziimlerinin Kararhihig:

Bu kisimda genelllestirilmig Dullin-Gottwald-Holm denklemi icin dalga kirilmasi
formunda ki blow-up olusumu ve tek dalga ¢oziimlerinin kararlihigi ¢aligilmigtir (Diin-
dar ve Polat 2013b).

Liu ve Yin (2011), DGH denkleminin bir genellegtirilmisi i¢in asagidaki problemin
iyi konumlulugunu caligti:

U — QP Uggy + b (0), + Vlgry = 0 (#ui + g (u) um) , t>0, r€eR,

u(0,x) = ug (2), ) zeR
(4.2.1)

(4.2.1) de h (u) = 2wu + 3u® ve g (u) = u olarak almrsa (2.7) DGH denkleminin elde
edildigi kolayca goriiliir.
(4.2.1)
u+ JF' (u) =0

seklinde Hamiltonian formunda yazlabilir. Burada J = (I — 82)~" 8, bir skew-simetrik

operator ve H' (s) = h(s) olmak iizere

1

F(u)= 5/]1{ (2H (u) + o’g (u) vl — yu2) dx

olur. Ayrica F (u) fonksiyoneli korunur. Bunun diginda bagka bir korunan fonksiy-

onelde agagidaki gibidir:

1
E (u) = —/ (v + o*u?) da.
2 Jr
Bu kisimin amact (4.2.1) probleminde g(u) = u igin kesin bir blow-up senaryosu

verip blow-up ¢oziimlere sahip oldugunu gostermektir. Daha sonra buna ek olarak

2
h(u) = 2wu + Z%upﬂ ve g (u) = u?

i¢in (4.2.1) in tek dalga ¢oziimlerinin kararlihgini Girillakis ve ark. (1987) nin yoriinge-
sel kararlilik teorisi yardim ile ispatlamaktir.

Simdi bu kisimda kullanacagimiz bazi lemmalar: verelim.
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Lemma 4.2.1. s > 0 oldugu kabul edilsin. O zaman

1A, g1 Fll 2 < e (1029l oo [[A T[] 2 + 1Al 2 1120

esitsizligi saglanir. Burada ¢ sadece s ye bagh bir sabittir (Kato ve Ponce 1988).

Lemma 4.2.2. F(0) = 0ile ' € C™"2(R) oldugu kabul edilsin. O zaman her

% < s < m icin, F sadece F ve s ye baglh monoton artan bir fonksiyon olacak sekilde
IF @)ll, < F(lullgee) l[ully, — we H®

esitsizligi vardir (Constantin ve Molinet 2002).

Lemma 4.2.3. s > 0 oldugu kabul edilsin. O zaman H® N L*> bir cebirdir. Ayrica

Ifglle < cUfllze llglls + 11F 1 19l o)

olacak gekilde sadece s ye bagh bir ¢ sabiti vardir (Kato ve Ponce 1988).

Lemma 4.2.4. T >0 veu € C'([0,T); H?) olsun. O zaman her t € [0,T) igin

m (t) = inf [u, (£, 2)] = u (8,€(1), M (1) = sup [uy (¢, 2)] = us (£, C (1))

zeR zeR

olacak sekilde en az bir ¢ift € (t), ¢ (¢) € R noktalar1 vardir ve m (t), M (t) (0,7") de

mutlak siireklidir. Ayrica hemen hemen her (0,7) igin

dm (t)
dt

dM (1)
dt

= Utz (ta 5 (t)) ) = Uty (tu < (t>)
olur (Constantin ve Escher 1998b).

Teorem 4.2.5. h, g € C™™3 (R), m > 2 ve h(0) = g (0) = 0 oldugu kabul edilsin.

ug € H?, % < s < m olsun.
u=u(.,u) €C([0,T);H)NC" ([0,T); H )

olacak sekilde (4.2.1) igin tek bir u ¢oztimii ve bir maksimal 7" = T (uy) > 0 vardir.

Ayrica ¢oziim baglangi¢ verisine siirekli bagimhidir yani;

ug — u (. up) s H* — C([0,T); H) N C* ([0,T); H*™)
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doniigiimii siireklidir (Liu ve Yin 2011).

Lemma 4.2.6. u (¢,x), (4.2.1) in bir ¢dziimii olsun. O zaman H' (s) = h (s) olmak

lizere
E(u) = l/ (v + o?u2) da
2 Jr r ’
1
F(u) = §/ (ZH (u) + a’g (u) ui — ’yui) dx
R

fonksiyonelleri ¢ ye gore sabittir (Liu ve Yin 2011).
4.2.1. Blow-up

g (u) = u igin (4.2.1) in blow-up olay1 ele alinacaktir. (4.2.1) problemindeki den-
klem s1g su dalgalarini tanimlayan bir denklemdir. Bu tiir denklemlerde blow-up olay1
sadece dalga kirilmasi seklinde meydana gelir. Yani; ¢oziim smurh iken (¢oziim ile
kastedilen dalgadir) ¢oziimiin egimi sonlu zamanda simirsiz olur.

p(z) = ie_lil, 2 € R olsun, o zaman her f € L2 (R) i¢in (1 — a292)" f=px f

olur. Bu 6zdegligi kullanarak (4.2.1) problemini agagidaki gibi yeniden yazabiliriz:

ut+(u—%)uw+8xp*k(u):0, t>0, xr €R,

(4.2.2)
u(0,z) = ug (z), zeR,
veya
wt (u— %) uy = =0, (1 —a29?) " k(u), t>0, z€R, (4.2.3)

u(0,2) = ug (z), reR

seklinde yazilabilir. Burada k (u) = h (u) + 2u2 — Lu? 4+ Zu,

2 T 2 a?

Teorem 4.2.1.1. m > 2 i¢gin h € C™"3 (R), g < r < m olacak sekilde uqg € H" ve
a > 0 olsun. Eger T, uy baglangi¢ verisine karsilik gelen ¢oziimiin varlik zamani ise o

zaman (4.2.1) in (veya (4.2.3)) u (¢, x) ¢oziimiiniin H”—normu ancak ve ancak
tin {flu (t, 2) | o + Il (8, 0)] 1 } = 00
olursa [0,T") iizerinde blow-up olur.

Ispat. u(t,z) 3 <r < m olmak tizere uy € H" baslangig verisi ile (4.2.1) prob-
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leminin Teorem 4.2.5 ile garantilenen bir ¢oziimii olsun. Eger
%Tg{\lu (&, 2)|| oo + [t (¢, 2)[| e } = 00

ise Sobolev gomiilme teoremi ile u (¢, x) ¢ziimiiniin sonlu zamanda blow-up olacagimni
elde ederiz.

(4.2.3) e A" operatoriinii uygulayarak, A"u ile garparak ve R iizerinde integralleyerek

d

pr (u,u), = =2 (utg,u), +2(f (u),u), (4.24)

esitligini elde ederiz. Burada

2
_ _ 202! e L
f(u) =-0, (1-a07) (h(u)~|—2ux K +a2u)

seklindedir.
ltiT_r;l{HU(t, )| oo + lJtw (6, 2) || o} < R

olacak gekilde bir R > 0 var oldugunu farz edelim. O zaman s = r i¢in Lemma 4.2.1

uygulanarak

|(ug, w),| = |(A" (uug) , A"

= |([A", u] ug, A"u)y + (A ug, A u),|

= (A", ] ug, A"u), — % (ua, (A"u)?),

r r 1 ro 12
< A" wlusllo |4 ully + 5 [l oo 1A ullg
< e ((luell oo [[A || o+ 1A 6l 2 e o) Tl
2
5 el e el
2
< clugll e [Jull;
< cR|ul? (4.2.5)

esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan, (4.2.4) esitliginin sag tarafindaki ikinci terime F (u) = h(u) ve
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s =r —1ile Lemma 4.2.2 ve s =1 — 1 icin Lemma 4.2.3 uygulanirsa

042

(), = (-o(-ata) ™ (nw+ G- 5t

2 2

e
a2u , U

< cllull, (WA Gl + ([, + 2], + ], )

< e (Rl ) el -y + Netall oo Ntall g + il Nl + el ) Tl
< o (R (ulle) + el e + Nl + 1) Jul?

< c(R(R)+R+1) Jull? (4.2.6)

olur. (4.2.4)-(4.2.6) dan

d
dt

= (uu), <c (E (R)+ R+ 1) Jul?

oldugu goriiliir. Bu esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanarak

(DI < JfuolFexp (e (A (R) + B+ 1) ) ¢

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.2. h € C™3 (R), m > 3 oldugu varsayilsimn. uy € H", 3<r <m

ve a > 0 olsun. (4.2.1) in u ¢oziimii diizgiin siirhdir. 7" < +o00 sonlu zamaninda

blow-up ancak ve ancak

1mm%mﬂ%@@@:—m

T zeR

ise olugur.

Ispat. (4.2.1) in bir degismezi

E(u) = %/R (v + o?u2) da

fonksiyonelidir. Asagidaki esitsizliklere gore

/ (v +ul)de < / (v + o?u2) do = 2F (u)
R R

/(u2+ui)dm < ! 2
R

oz | (v + o?ul) do = el

E (u) fonksiyonelinin degismezligi u ¢oziimiiniin diizgiin simirhhigini garantiler.

(@=>1),

B (a<l)

Eger u (¢,x) ¢ozlimiiniin egimi sonlu zamanda agagidan sinirsiz ise Teorem 4.2.5
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ve Sobolev gomiilme teoremi ile w (¢, z) ¢dziimiiniin sonlu zamanda blow-up olacag
goriilebilinir.

Eger u (t, x) ¢bzlimiiniin egimi sonlu zamanda agagidan sinirh ise ¢dziimiin sonlu za-
manda blow-up olmayacag sonucu ortaya ¢ikacaktir. (4.2.2) deki denklemi = degiske-
nine gore diferansiyellenip daha sonra 92 (p * f) = % (px f — f) ozdesligi kullamlirsa

sirasiyla agagidaki esitlikler elde edilir:

2 1
Upy + U2+ Ullyy — %um + 0%p * <h (u) + a—ui — —u?+ lu) =0,
a

¥ 1
Ug = Uy — Wy + gy + sh(u) — 2ozt T o
1 o 5 1, v
T (h (u) + Uy~ Wt —gu ). (4.2.7)

p* (3u2) >0 ve

2 L2 1 1 2
a2 < 5l < max (1,5 ) B (uo) < 0 max (1, = ) ol
olduguna dikkat edelim. Young esitsizligi ile

lp* (Wl < MlPllpa 12 (@) e < 12 (w)]] s

< sup |7 ()],

|v|§ozmax(1,o%2)||uo||1

HP*U2||LOO < el ||u2HL°° < Jullz

1
< o?max <1, J) HuOHf,
ve

lp*ull e < llpllpr llell oo < flull oo

1
< amax (1, $> lluoll;

esitsizlikleri elde edilir. Simdi M (t) = wu, (¢,{(¢)) = sup [u, (¢, 2)] tammlansin. Her
zeR
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€ [0,7) igin uy, (t,¢ (t)) = 0 oldugundan hemen hemen her [0,7") i¢in

M(t) = M (1) g (u (4, (1) — g (6,C () + (1, (1)

1 a” 5 1 2 Yy
oldugu gOI'llhlI‘ Daha sonra

1
M'(t) < —§M2 (t) + Ag

esitsizligi elde edilir. Burada Gy = sup |h (v)| olmak tizere

[v| <« max(l,a%)ﬂuoﬂl

1
2 |y 1 1 1 2
Ay = <%max (1704 ) | 0H1+2max< ) Hu0|\1+ GU>

seklindedir. Eger M (t) > /24, ise o zaman M’ (t) < 0 ve M (t) azalandir. Diger
durumda M (t) < V2A, dir. Boylece

m(t) < M(t) < maX{M(O) , \/§A0} te0,7)

oldugu goriiliir. Teorem 4.2.1.1 ve yukaridaki esitsizlik ile eger ¢oziimiin egimi sonlu

zamanda agagidan simirl ise ¢oziimiin sonlu zamanda blow-up olmayacag: elde edilir.

Teorem 4.2.1.3. h € C™ 3 (R), m > 3 oldugu kabul edilsin. uy € H",3<r <m

ve a > 0 olsun. Gy = sup |k (v)| olmak tizere
o] <amax(1,25 ) |luoll

1
4|y 1 1 2
ug () < — [% max <1,Q—) l|luoll; —l—max( i > ||u0H1 + G0:|

olacak sekilde zy € R bulunabilecegi kabul edilsin. O zaman g (u) = w i¢in (4.2.1) in
¢Oztimii sonlu zamanda blow-up olur. Ayrica maksimal zaman 7', ¢ = —uy (x) olmak
lizere

T <2c (02 — Bo)f1

esitsizligini saglar.

Ispat. Lemma 4.2.4 ile m (t) = inﬂg [ug (t, )] = ug (¢,€ (t)) tammlayahm ve £ (t) €
re
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R bu infimumu saglayan bir nokta olsun. (4.2.7) denkleminden

1 1 1

m'(t) = —gm® () + —h (u(t,£0) = 550" (L,E(0) + 4u(t,€(t))

oldugu goriiliir. = = £ (¢) icin u., (t,£ (t)) = 0 oldugundan hemen hemen her (0,7)
icin

m () < —%mQ () + K (u)

elde edilir. Burada

el 1 1 1, v
K(U) = E ||u||Loo + @ ‘v‘gsulzlj)‘mo |h(v)| + Ep* h( —+ §u + ?u

Lo
seklindedir. Ayrica
2 Lo 1 2 1 2

ol < 5 ol < max (1,25 ) B (o) < o max (1, 2 ) o]

oldugundan ve Young esitsizliginden
[P b (u)]l oo < sup | (v)],
|v|§o¢max(1,o%2>||u0||l
2 2 1 2
||p>|< u HLOO < o max (1, ¥> lluoll]
ve
1
[P * ul|poe < amax |1, po) [[uoll,

esitsizlikleri elde edilir.

Gy = sup |7 (v)]

lv|<armax (1,25 ) uoll,
1 1 1
K, = 2hl max (1 ) |luoll; + = max ( ) ||u0||1 + GO
o a? 2
olmak tizere hemen hemen her (0,7") i¢in
l 1 2
m' (t) < —5m (t) + Ko (4.2.8)

elde edilir.
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Lokal Lipschitz m (t) fonksiyonunun siirekliligi [0, ¢] {izerinde bir integrasyon gergek-

lestirmek icin olanak saglar ve
1 t
m (1) < m (0) — 5/ m? (1) dr + Kot,  t€[0,T)
0

elde edilir. Her ¢t € (0,7") i¢in m (t) < —c oldugunu kabul edelim. Burada ¢ > /2K,
m (0) < —c kogulunu saglayacak sekilde keyfi olarak belirlenmigtir. Eger bu dogru
degilse, (0,t9) da m (t) < —c ve m(ty) = c olacak sekilde baz1 ¢ty € (0,7) vardir. O

Zaman

m(t) <m(0) — /OtKng—l— Kot =m(0) < —c¢  t €10,

oldugu sonucuna varilir ve t = tq alindiginda bir geligki ortaya ¢ikar. (4.2.8) i kullanarak

e € (0,4 — £2) olmak tizere hemen hemen her (0,7) i¢in

m (1) < —sm2(t)+ Ko < —sm? () + (l—g) 2

IN

|

| —
3

(V)
—~
N
+
7N
| —
|

™
N———
3

[\V)
—~
=

< —em?(t)

elde edilir. m (t) < —c ve m (t) lokal Lipschitz oldugundan % de lokal Lipschitzdir.

Bu hemen hemen her (0,7) igin

%(ﬁ) B —nﬁ/((f)) =°

esitsizligini verir. Bu esitsizligin integrali alinirsa

_mi(t) + ﬁ < —et (4.2.9)

olur. m (t) < 0 oldugundan

0<t< tel0,7)

e(=m(0))’

oldugu goriiliir. Bu durumlarin bir sonucu olarak, maksimal zaman

1 K,
T ——— h B
_g(_m<0)><oo er€€<0,2 02)
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seklinde elde edilir. 7" i¢in yukaridan bir kestirim elde edilir, yani

2c2
S Cno) (@ —2k)

olur. ¢ — —m (0) alarak sonuca ulagilir.

Ayrica (4.2.9) dan ¢t — m iken

m (0)
m(t) < et (m(0)) +1 o

oldugu goriiliir.
4.2.2. Tek Dalga Coziimlerin Kararlilig:

Bu kisimda p > 0 olmak {izere & (u) = 2wu + ZE2uP*! ve g (u) = u? icin (4.2.1) in
tek dalga c¢oziimlerinin kararliligini ele alacagiz. Dogrusal olmayan fonksiyonlarin bu

ozel se¢imleri durumunda (4.2.1) agagidaki probleme doniisiir:

2 p+2 1 — A2 (P,p—1,2
Up — O Uggy + (2wu + Tup+ )m + VYUgge — & (iup Uy + upum:)x )

4.2.10
u(0,2) = ug (), ( )

h(u) = 2wu + Z2uP*? ve g (u) = u? iken F (u) fonksiyoneli agagidaki formdadur:

p+2 2,p
F(u):/(wu2—|—u +auui—7ui>dx.
R

2 2

7, 7(s)u() =u(.—s),s € R, u € H? ile tammlanan H? iizerinde birim oper-
atoriin tek parametreli bir grubu olacak sekilde ¢ (. —n) = {7 (n) ¢ (.) : n € R} orbiti
tanimlansin. Bunlar fiziksel olarak " tek dalgalar" ya da "smir durumlar (bound

states)" olarak yorumlanir.

Tanim 4.2.2.1. Her ¢ > 0 igin p—orbiti 6 > 0 olacak sekilde agagidaki 6zellik
ile kararhdir. Eger ||u(0,.) — ¢ (\)||g2 < d ve u(0,.) = g ile bazi [0,7") araliginda u
(4.2.10) nun bir ¢dziimii ise o zaman u, 0 < ¢ < oo i¢inde bir ¢oziime devam edebilir

ve

sgpi%f lu(t,.) =@ —=n)lgp<c

olur. Diger durumda, p—orbiti kararsizdir denir (Girillakis ve ark. 1987).
(4.2.10) denkleminde u (t,z) = ¢ (z —ct) = ¢ (o) alinip ve o ya gore integral
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alinarak (integral sabiti sifir segilir)

2
cp — ca’Q” — 2wy — pte WPt — 4" + a? (ggop*%@ + gopgo”) =0 (4.2.11)

2

denklemi elde edilir. F ve F' fonksiyonellerinden

E'(p) = ¢—ay,

+ 2
Jo (90) = 2wy + pTSOp+1 + 790” a2 (g@pfl(plz + SDPSDH>

ve (4.2.11) den
cE' (@) — F' () =0

oldugu goriiliir. Burada E’ ve F’ sirasiyla E' ve F' fonksiyonellerinin Fréchet tiirev-
leridir.

(4.2.10) nun tek dalga ¢dziimlerinin kararlihgimi ¢alismak i¢in H,. operatoriine ve
d(c) = cE (¢) — F (p) skaler fonksiyonuna ihtiyacimiz vardir. H, operatorii agagidaki
gibidir:

H. = cE"(p) = F"(¢)
a2, [(so” —~ (c + %)) &g} +a? (pso”‘lso” ) 2_ 1)<p”_290'2)

C(pt 2)2(13 D oo, (4.2.12)

Lemma 4.2.2.2. Her ¢ € (2w, 00) i¢in, H. = cE" (p) — F" () bir tek negatif basit
ozdegere sahiptir, sifir bir basit 6zdegerdir ve spektrumunun kalani sifirdan uzakta
sinirhdir.

Ispat. Herhangi bir u, v € H? icin /

Ugry VAT = / UV dT Ve
R R

/gppumvdx = /pgpplgomvxudm%— /gopvmudx — /pgpplgomuxvd:c
R R R R

seklindedir. Bundan dolay1

e (7= (e 5a)) omw) = (0 (¢ = (e 33) ) o)
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olur. (4.2.12) ile H, operatorii bir 6zeglenik (self-adjoint) operatordiir ve

gl - pp—1)
HcSO/ — a2 [(Spp_ <C+£>> S0///} —{—Oz2 (ngpp 190/%0//_‘_ ( 5 )SOP 290/3)

_ (p + 2)2(p + 1) (ppgp/ + (c — 2w) 90/ (4.2.13)

seklindedir. (4.2.11) denklemi ¢ ya gore diferansiyellenirse (4.2.13) denkleminin sag
tarafinin sifira egit oldugu goriiliir yani H.¢' = 0 olur. ¢ fonksiyonunun davranigin-
dan ¢ niin kesin olarak bir sifira sahip oldugunu anlariz. Boylece H,. operatoriiniin
sifir 6zdegeri basittir ve Sturm-Liouville teoremini kullanarak H. nin kesin bir negatif
ozdegere sahip oldugunu elde ederiz. Weyl teoremini kullanarak, H. nin temel spek-

trumu [C;gw, +oo) araligina aittir. Bu ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2.2.2 diginda Teorem 4.2.5 den (5.4.1) probleminin iyi konumlulugu ve
Lemma 4.2.6 dan E (u) = F (ug) ve F (u) = F (up) oldugunu biliyoruz. Ayrica ¢ >
0 dir. Tiim bu sonuglar 11ginda Grillakis ve ark. (1987) nin yoriingesel kararhilik
teoremine gore ¢ > 2w igin skaler d (¢) = cE (¢) — F (¢) fonksiyonunun konveksligi ile

kararlilik elde edilir.

Simdi ¢ > 2w ve v > 0 olmak iizere

I(u)=1(ww,,c)= /R [(c —2w)u” + (Pc+ ) u2] dx

ve

K (u) = / (WPT? + oPuPul) do
R

fonksiyonellerini tamimlayalim. A > 0 icin H? iizerinde asagidaki kisithh minimizasyon

problemini diisiinelim:
My = {infI (u) : v € H?, K (u) =A}. (4.2.14)
Eger ¢ € H?, baza A > 0 igin (4.2.14) probleminin minimumuna ulagirsa o zaman
(2c — dw) b — (2a”c+ 29) " =9 [(p+ 2) WP — o (pu?~ W™ + 20Py")]

olacak sekilde bir ¥ Langrange ¢arpan vardir. Boylece ¢ = ﬁ%w, (4.2.11) tek dalga
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denkleminin bir ¢oziimiidiir. I (u) ve K (u) fonksiyonellerinin homojenligi ile ¢

N

m=m(w,y,¢)=inf { ——25—:0#4u € H?>, K (u) >0
K (u)rs
saglar ve
MA :m/\f’%

oldugu goriiliir. (4.2.11) tek dalga denklemini ¢ ile ¢arpihp integrali ahmirsa I (¢) =
P K () elde edilir.
Eger bazi A > 0 i¢gin

lim I (¢,) = M) veklimK(wk) =\

k—oo
ise 1, dizisinin bir minimize edici oldugu stylenir.

Teorem 4.2.2.3. ¢ > 2w ve v > 0 olsun. Baz1 A > 0 igin {¢,} bir minimize dizi
olsun. y; € R ve ¢ € H? olmak tizere H* de 1, — ¢ olacak sekilde bir ¢, alt dizisi
vardir. v fonksiyonu K (¢)) = A kisitina bagh I (1) = M) minimumuna ulagir.

Ispat. Teorem Konsantrasyon-Kompakthk Lemmasi (Lions 1984) kullamilarak is-
patlanir. Ispat I (u) ve K (u) fonksiyonellerinin tanimina gére Teorem 4.1.2.1 in is-

patina benzerdir.

Basit bir hesaplama,
d(c)=cE(u)—F(u)==((u) — K (u)) (4.2.15)

esitligini verir. I (¢) = 22K () esitligi kullamhrsa

p P p K3
10 =5 g 160 = 2K ) =5 (2 m) (12,16
oldugu goriiliir.

Lemma 4.2.2.4. ¢ > 2w ve 7 > 0 olsun. O zaman m (w,~,¢), ¢ ye gbre monoton
artandir.

Ispat. Peys Po, SWrast ile ¢ = ¢y, ¢ = ¢; igin (4.2.11) denkleminin iki ¢oziimii olsun.
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Genelligi kaybetmeksizin ¢; < ¢o olsun. O zaman

I (pgiwyer)  Je [(cl —2w) @z, + (a®er +7) (90’02)2] da
K ()™ K (p,) 7
Ju (2 = 20) 2 + (P2 +9) (1)) da
K (p,) "
—e2 fy |2+ 02 ()] do by f 2+ 02 ()] do
" K ()7

Jo 102, + a2 (gp’c )2 dz
= m(w,7,¢)+ (c1 — c2) R[ - 22 ]

K (¢e,) "

m (w7 Y cl) <

S m(w77702) .

Boylece lemmanin sonucu saglanir.

¢ (. — n) orbitalinin

U. = {u € H? :inf |u— o (. — )| <5}
neR

seklinde e—komgulugu tanimlansin. (4.2.16) and d(c¢) nin ¢ ye gére monoton artan-

ligindan
c(u)=d? (EK (u)) (4.2.17)

olur.

Lemma 4.2.2.5. Eger d” (¢) > 0 ise 0 zaman 6yle bir ¢ > 0 vardir ki herhangi bir

u € U i¢in

c(u)[E(u) = E(p)] = [F(u) = F(p)] = id” (e) le (u) = cf*

olur.

Ispat. Lemma 4.1.3.3 iin ispatina benzerdir.

Teorem 4.2.2.6. ¢ > 2w ve v > 0 i¢in ¢ (. — 1) nin bir tek dalga ¢dziimii oldugu

varsayilsin, eger d” (¢) > 0 ise o zaman ¢ (. — n) kararhdir.
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Ispat. ¢ (. —7) in kararsiz oldugu varsayilsm. O zaman
inf fJug (0) =@ (g2 — 0
bununla birlikte

supint e (£) = o (- = 1)l 12 > <o
t

saglayan wuy, (0) baglangig dizisi ve g9 vardir. Burada uy (t), uy (0) baglangig verisi ile

(4.2.10) nun bir ¢oztimiidiir. O zaman Teorem 4.2.5 ile uy, ¢ de siireklidir ve
int [l (1) = 0 (. = )l = o (1.2.18)

olacak sekilde t; zamanlar1 vardir.

tk — 0, |luk (0) — ¢ (.)]| g2 — O iken ve E ve F' (4.2.10) nun degismezleri oldugundan

E(ug(tr) = E(up(0) — E (o), (4.2.19)
F(ug (tr) = F(ug(0)) — F(p) (4.2.20)

olur. Lemma 4.2.2.5 ile

¢ (ug (b)) [ (uk (te)) — E (9)] = [F (uk (b)) — F ()]
1
> " () e (ux (ty)) —
olur. Bu, uy, (tx) k igin diizgiin simirli oldugundan & — oo iken ¢ (uy, (t)) — ¢ oldugunu
gosterir. d nin stirekliligi

lim K (ug (t)) = klim (%d (¢ (uy (tk)))) = %d (c) (4.2.21)

k—o0 —oo \ P

oldugu anlamina gelir. (4.2.15) i ve d(c) = cE (¢) — F (¢) esitligini kullanarak

ST (0)) = B (g (0) — F (e (1)) + 5 K (1 (1)

= d(c) = F(uk (tr)) + F (p) — c(E(p) — E (ug, (tk)))

+ K (uk (tk))

1
2
elde edilir. (4.2.19), (4.2.20) ve (4.2.21) den

lim T (g (1)) = 22 F2)

lim - d(c) (4.2.22)
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oldugu goriiliir. (4.2.21) ve (4.2.22) den uy, (fx) bir minimize dizidir.
Bundan dolay1 H? iginde ¢ ye yakinsayan yakinsak bir alt dizi vardir. Bu (4.2.18)
ile celisir.
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4.3. Bir Genellestirilmis KdAV-BBM Tipli Denklemin Tek Dalga C6ziim-

lerinin Varhgi ve Kararhlig:

Bu boliimde (4.3.1) denklemi i¢in ¢oziimlerin lokal varhgi, tek dalga ¢oziim-
lerinin varligi ve yoklugu ve tek dalga ¢oziimlerinin kararlihg elde edilecektir (Diindar

ve Polat 2013a).

Tek yonlii dalga yayilimini modelleyen dogrusal olmayan dispersif kismi diferansiyel

denklem olan bir genellestirilmis KdV-BBM tipli denklem f € C! olmak iizere
Up + Uy + Uggy — Ugge + f (u), =0, reER, t>0 (4.3.1)

seklindedir.
KdV-BBM denkleminin agagidaki genel formunu ele alalim:

U + Uy + Butly — YUger + OUgze = 0, r€R, t>0. (4.3.2)

Burada «, 3, 7, 0 pozitif reel sayilardir. (4.3.2) denklemi diiz dipli diizgiin bir kanal
icinde yiizeydeki su dalgalarini modeller (Benjamin ve ark. 1972, Fetecau ve Levy
2005). 6 = 0 alimrsa (4.3.2) denklemi BBM denklemine doniigiir (Benjamin ve ark.
1972). Eger v = 0 almirsa iinliit KdV denklemini elde ederiz (Korteweg ve de Vries
1895).

Bu boliimde (4.3.1) denkleminin tek dalga ¢oziimlerinin varhgi, yoklugu ve karar-
hligr cahgilacaktir. (4.3.1) denklemi igin bir tek dalga ¢oziim ¢ > 1 dalga yayihm
hiz1 olmak iizere u (t,x) = ¢ (x — ct) formundaki ¢oziimlerdir. (4.3.1) denkleminde

u(t,x) = ¢ (x — ct) alimir ve bir kere integrallenirse

(c=1Dp—(c+1)¢" = f(p) (4.3.3)

tek dalga denklemi elde edilir.
(4.3.1) denklemi agagidaki gibi Hamilton formunda yazilabilir:

Burada J = (I —92)" 9, bir skew-simetrik operator ve F' = f ve F(0) = 0 olmak

lizere

B (u) = /R Gu? _ %qﬂ L F (u)) da
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seklindedir. F (u) ve

Q(u):%/R(UQqLuZ)dx

t zamanindan bagimsizdirlar, yani korunurlar. Agiktir ki F (u) ve Q (u), v € H*

oldugu stirece tanimhdirlar ve @ (u) = 1 | u|?: oldugu goriilir.
@ (z —ct), (4.3.3) tek dalga denkleminin bir ¢oziimii olsun. F ve @) fonksiyonel-

lerinin terimlerini kullanarak ve (4.3.3) denkleminden

Q' (p) — E'(p) =0

oldugu goriiliir. Burada E’ ve Q' sirasi ile E ve () fonksiyonellerinin Fréchet tiirev-
leridir.

Bu boliimde ilk olarak (4.3.1) igin bir baslangi¢ deger probleminin lokal varlik
teoremi verilecektir. Daha sonra p > 2 bir tam say1 olmak iizere dogrusal olmayan
fonksiyonun bir 6zel hali f (u) = u? i¢in sirast ile tek dalga ¢oziimlerinin varhigi, yoklugu

ve kararliligi ispatlanacaktir.
4.3.1. Lokal Varlik

Bu kisimda (4.3.1) igin bir baglangig deger probleminin lokal varhig ¢alisilacaktir.

Oy + O3 B O
A T ve N (u) _I—Ggf(u)
olmak iizere (4.3.1)
uy = Au+ N (u) (4.3.4)

seklinde yazilabilir.

Lemma 4.3.1.1. m bir tam say1, f € C™(R), f(0) =0ve 1 < s < m olsun. O

Zamarn

102 f @, < F (llll =y + lully) lull, o Vo€ H?

olur. Burada fsadece f vye bagh siirekli bir fonksiyondur (Liu 1996).

Lemma 4.3.1.2. Eger f,g € H®, s > % ise, o zaman

1£9]

ae < C (£l llg]

ws F9lloo (111 5)

olur (Kato ve Ponce 1988).
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Teorem 4.3.1.3. ug € H* ve f(0) =0 ile f € Clolsun. O zaman 6yle bir 7' > 0
vardir ki u (0) = ug baslangig verisiyle (4.3.4) iin E (u (t)) = E (ug), Q (u(t)) = Q (uo)
esitliklerini saglayan v € C ([0, T); H') seklinde tek bir ¢oziimii vardir. Ayrica varlk
aralig1 bir [0, 7p) maxsimal araligina genisletilebilir, dyleki 7o = +oo, ya da Ty < +o00
ve

i [la ()] = o0

olur.

Ispat. Lokal varlik teoremi daralma doniisiimii prensibi ile ispatlanacaktir.

M > 2 ||lugl| 2 ve T > 0 olmak tizere
X = {u e C([0,T);H") | sup ||ullp; < M}
0<t<T

seklinde bir metrik uzay tanimlansin. X uzay: ||ully = sup ||u| 5 normu ile tanim-
0<t<T

lansin. X bir tam metrik uzaydir.
t
Su (t) = eMugy + / ACTIN (u)ydr Yue X
0

seklindeki S doniigiimiinii diigiinelim. S doniigiimiiniiniin X iizerinde bir daralma
doniistimii oldugu gosterilecektir. A bir skew-adjoint siirh lineer operator: H' — H*
ve [[eMuq| 1 = o]l ile bir giiclii siirekli e** birim grubu tiretir. Lemma 4.3.1.1 ile

u € X i¢in agagidaki kestirimi elde ederiz.

t
[Su @l < \Iuo!\H1+/0 1N ()| g2 dr

< M+ [ Il dr

< %M+ F(M)T.

M+ F(M)T < M elde etmek icin T yeterince kiiciik secilirse || Su (t)]| g < M olur.
Boylece S : X — X oldugu elde edilir.

Simdi S doniigtimiiniin kesin biiziilme oldugu gosterilecektir. u, w € X ve t € [0,7]
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olsun. O zaman

[Su(t) = Sw(®)l[g < /OHN(u)_N(w)HHldT

VAN
—

(IS (u) = [ (w)lly) dr

0

/O F (o + leollo) e — ] dr
< FOM)Ju—w|yT

IN

olur. f(M )T < % elde etmek igin T" yeterince kiigiik segilirse, S : X — X kesinlikle
biiziilme olur. Boylece S doniigiimiiniin X {iizerinde bir daralma doniisiimii oldugu
sonucuna varilir. Bundan dolay1, (4.3.4) iin u (0) = ug baslangig verisi ile bir tek u
¢Oziimii vardir.

(4.3.4) iin u g¢oziimiiniin ayrica C ([0,7); H') de tek oldugunu gosterelim. Baz
0 <T < oo iginup,uy € C([0,T); H') olacak sekilde u; ve up (4.3.4) iin iki ¢oziimii

olsun. u = u; — ug olsun. Herhangi bir 77 < T i¢in (4.3.1) den

(1= 02) ws + gy + Ugge = =0, [f (w1) — f (u2)]

oldugu goriiliir. Yukaridaki denklemi w ile ¢arpip integralini alirsak ¢t = 1,2 ve 0 <t <
T < T igin
i ()| < Nlui (B) [l < C1(T7)

olacak gekilde 7" ne bagh bir Cy (T") sabiti var oldugundan

d 9 )
E(HUHQ_}_HaCCu”Q) = — [ 8, (f (w) — f (u2)) udzx

- / (f () —  (u2)) tpda
< G (1) llully lus

N —

esitsizligi elde edilir. Young egitsizliginden
2 2 ‘ 2 2
(lly + 192ullz) < €y (T’)/O [lullz + 105ull5] dr

oldugu goriiliir. Gronwall esitsizligi ile yukaridaki esitsizlikten 0 < t < T i¢in|u||> +
|0,u|3 = 0 oldugu goriiliir. Boylece 0 <t < T igin u = 0 olur.
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4.3.2. Tek Dalga Coziimlerin Varligi ve Yoklugu

Bu kisimda (4.3.1) denklemi igin dogrusal olmayan fonksiyon, p > 2 bir tam say1
olmak iizere f (u) = u? alimp tek dalga ¢oziimlerinin varligi ve yoklugu gahgilacaktir.
(4.3.3) denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gostermek igin varyasyonel metodlar kul-

lanacagiz. Yani kisith bir varyasyonel problemin minimumunun varligin gosterecegiz.
I. (u) :/ ((c+1Du+ (c—1)u?) dz
R
ve

K (u) = /u”“dw
R

fonksiyonellerini tanimlayalim. X > 0 icin H'! iizerinde asagidaki kisith varyasyonel

problemi ele alalim:
My =inf {I. (u) :u € H", K (u) =\}. (4.3.5)
Baz1 A > 0 igin eger ¢ € H!, (4.3.5) problemi i¢in bir minimum ise
(=1 —(c+1)9" ="

olacak sekilde bir ¥ Langrange ¢arpani vardir. Boylece ¢ = ﬁﬁw, (4.3.3) tek dalga
denkleminin bir ¢oziimiidiir. Boyle ¢oziimler taban durum ¢oziimler (ground states)
olarak adlandirilir ve tiim taban durum coziimlerin kiimesi G. ile gosterilsin. I, ve K

fonksiyonellerinin homojenligi ile taban durumlar

m(c):inf{—2:07éu€H1, K(u)>0}

minimuma ulagir ve

oldugu goriiliir.

Herhangi bir A > 0 i¢in M, > 0 oldugu aciktir. Her ¢ > 1 igin

(¢ = 1) [lullpn < /R(C+ D)z + (e = Dulde < (c+1) ulz
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olur. Sobolev gomiilme teoreminden 2 < p < oo igin [Juf|, < C'[[ul| 5. olur. Boylece

p+1

A=K (u) = /Rupﬂdx = HquH < C||u| Z;;Lll

_2
elde edilir ve herhangi bir A > 0 i¢in 0 < (¢ — 1) (4) " < M, olur.
(4.3.3) tek dalga denklemini ¢ ile garpihp daha sonra integrali alinirsa I () =

K (¢) oldugu goriiliir. Boylece taban durumlarin kiimesini

p+1

Go={peH"  L.(p) = K (o) = (m ()7 =2}

seklinde karakterize edilebilir. Buradaki esas amac GG, kiimesinin bog olmadigini goster-
mektir. Oyle ki (4.3.5) problemini en kiiciik yapan dizilerin G, kiimesinin bir elemania
yakinsadigini gosterecegiz.

Eger bazi A > 0 i¢gin
klim I (v,) = M, veklim K () = A
ise 9, bir minimize dizidir.

Teorem 4.3.2.1. Baz1 A > 0 i¢in {¢;} bir minimize dizi olsun. ¢ > 1 ise o zaman
skaler y; € R ve ¢ € H' olmak iizere H' de @Z)kj — 1) olacak sekilde bir @Z)kj alt dizisi
vardir. 1 fonksiyonu K (¢) = X kisitina bagh 1. (¢) = M, minimumuna ulagir.

Ispat. Teoremin ispati Konsantrasyon-Kompaktlik Lemmasi (Lions 1984) kul-
lanilarak elde edilir. Ispat I.(u) ve K (u) fonksiyonellerinin tammima gére Teorem

4.1.2.1 in ispatina benzerdir.

Not 1. ¢ > 1 ve p > 2 bir tam say1 olmak iizere f () = ¢” ile p € H' (4.3.3) iin
bir zayif ¢oziimii olsun. O zaman ¢ € H* olur. Gergekten de Sobolev esitsizligi ile

¢ € L*™ dur. Boylece (¢?), € L? olur.

((c=1)0, = (c+1)8;) ¢ = (¢"),

oldugundan ¢ € H? olur. Bu islemin tekrarlanmasi ile ¢ € H* saglanir.

Teorem 4.3.2.2. Eger —1 < ¢ < 1 ise (4.3.3) denkleminin ¢ € H' seklinde

herhangi bir sifirdan farkl ¢oziimii yoktur.
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Ispat. Bu teorem Pohozaev tipi 6zdeslikler kullanilarak ispatlanacaktir. (4.3.3)

tek dalga denklemini sirasi ile ¢, ¢, carpip daha sonra R iizerinde integre edilirse

/R [(c —1) ()" + (e +1) (¥~ gop“} dr =0, (4.3.6)

L1552 er+ S e

5 —(,Dp+1:| de =0 (4.3.7)

p+1
esitlikleri elde edilir. (4.3.6) ve (4.3.7) nin kombinasyonundan

G-D0=0) [ GDe+D) [, 2,
o @) e TR [ @ e

elde edilir. Eger —1 < ¢ < 1 ise bu esitligin sol tarafindaki terimler pozitif olacaktir.

Bu bir celigkidir.

4.3.3. Tek Dalga Coziimlerin Kararlilig:

Tanim 4.3.3.1. Verilmis bir ¢ > 0 icin
Inf fJup — ol <0

olacak gekilde bir 6 > 0 varsa, S C H' kiimesi (4.3.1) deklemine gore kararh olarak
adlandirihr. Bu durumda (4.3.1) in w (¢) ¢oztimii her ¢t > 0 i¢in u (0) = wuy baglangi¢
verisi ile vardir ve

sup inf [lu (t) — ol s < e
0<t<ooPES

esitsizligini saglar. Diger durumda S, (4.3.1) e gore kararsizdir.

¢ > 1 dalga iz ile ¢ € G, i¢in

seklinde d fonksiyonu tanimlansin. ¢
Q' (p) = E'(p) =0

esitligini saglar. d (c¢) fonksiyonunun konveksligi ile taban durumlarin kiimesinin karar-

liligr gosterilecektir.
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Basit bir hesaplama ile

1) = Q) Ble) = 2 - Lok (), (4.85)
~ p—1 _ p—1 o p—1 m (o)
1) = 5055V =551 0k@ =357 ((1@F) (439

esitlikleri elde edilir. Bundan dolay1 d iyi tamimhdir ve m (¢) fonksiyonu incelenerek

onun oOzellikleri incelenir.
Lemma 4.3.3.2. ¢ > 1 olsun, o zaman m (c), ¢ ye gore kesin artandir.

Ispat. Peys Pe, SIrast ile ¢ = ¢q, ¢ = ¢y i¢in (4.3.3) denkleminin iki ¢oziimii olsun.

Genelligi kaybetmeksizin ¢; < ¢y olsun. O zaman

AT S |(er+1) (¢;2)2+(2c1—1)¢32} dz
K (¢.,)"" K (pe,)""
a1 (6) + (- 1) | da
B K (p.,) "
O I [(gogz)Q + wi} dr + i I [(gp’cz)Q + goiz} dx
K (pe,)"
— m(c) + (1 — a) Ju () ﬂfg?] “
K (9062)141
< m(cg)

olur. Boylece (4.3.9) dan d fonksiyonu da kesin artandir.

Uee = {u e H : inf {|lu—o|;n} < 5}
peG.

G, taban durumlarim kiimesinin e—komsulugunu belirtsin. (4.3.9) ve d(c) fonksiy-

onunun c¢ ye gore artan olmasi ile

c(u) = d! (ﬂf( (u)) (4.3.10)

oldugu goriiliir.

Lemma 4.3.3.3. Eger d” (c) > 0 ise o zaman u € U.. ve ¢ € G, i¢in dyle bir
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e > 0 vardir ki

c(u)[Q () = Q ()] = [E () = E ()] 2 d" (¢) |e (u) — ¢

olur.

Proof. d' (¢) = E (¢) ve Taylor formiiliinii kullanarak ¢ nin yakininda ¢ i¢in
- 1 - -
(@) =d(0)+Q(p) (€= )+ 5d" () €= )" +o(]c =)

esitsizligi elde edilir. ¢ (u) nun siirekliligini kullanarak ve e > 0 yeterince kiiciik segil-

erek u € U, icin

A(e() > de)+ Q@) (clw) — ) + 3" (¢) (c(u) —

= Qo) E(g) + 3" (0) e (u) — o

elde edilir. (4.3.9) ve (4.3.10) esitliklerinden K (¢.,)) = 20 1 (¢ (u)) = K (u) oldugu

p—1
gortliir ve ¢, (), K (u) = K (¢euy) kasitma bagh I,y fonksiyonelini minimize ettigin-

den dolay1
Q- = “t - o)
ICU clu
> ()(QSO()) _pilK(%(“)):d(C(u))

seklinde yazilir. Buradan da

c¢(u) Q) = E(u) = c(u)Q(p) — E(p) +

elde edilir.

Theorem 4.3.3.4. ¢ > 1 olsun. Eger d” (¢) > 0 ise o zaman taban durumlarin

kiimesi G, kararhdir.

Ispat. Farzedelim ki G, kararsiz olsun ve

T 1
wlggcl\vk wHH1<k

olacak gekilde uy (0) = vy, baglangi¢ verisininin bir dizisi vardir. wy (t), v baglangig

verisi ile (4.3.1) in bir ¢oziimii olsun. Teorem (4.3.1.3) ile uy, ¢ de siireklidir ve baz
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0 > 0 icin
inf |jug (tx) — @|lgn =0 (4.3.11)
peG,

olacak sekilde t;, zamanlar1 vardir.
E ve @ fonksiyonelleri (4.3.1) in degismezleri ve G, sinirh oldugundan, k& — oo
iken

1B (uk (1) = E (p1)| = [E (uk (0)) = E (0)] = 0, (4.3.12)

|Q (ur (t)) — Q (94)] = 1Q (ux (0)) = Q (p4)] — 0 (4.3.13)

olacak sekilde ¢, € GG. bulunabilir.
Lemma 4.3.3.3 kullanilarak, yeteri kadar kiigiik ¢ i¢gin

¢ (ur (t)) (@ (ur (tr)) — Q (@1)] = [E (ux (t)) — E (@3)]
1 1" 2

> (0 e (1) — o

elde edilir. Bundan dolay1 k£ — oo iken (4.3.12) ve (4.3.13) ile ¢ (uy (tx)) — ¢ olur.

d nin siirekliligi

Jim K (u (1)) = ,}ggo%d@ (e (1)) = %

d(c) (4.3.14)
oldugunu vurgular. (4.3.8), (4.3.12). (4.3.13) ve d (¢) = cQ (¢;,) — E (¢;,) kullanilarak

2(p+1)

1 ) (4.3.15)

oldugu goriiliir.
(4.3.14) ve (4.3.15) den wuy (t), I. ve K icin bir minimize edici dizidir ve Teorem
4.3.2.1ile H' de baz1 ¢; € G, ye yakinsayan yani

th?o o (tr,) — gOJ'HHl =0

olacak sekilde wuy, (tkj) alt dizisine sahiptir. Bu (4.3.11) ile geligir. Boylece ispat

tamamlanir.

Not 2. p > 2 ve ¢ > 1 igin (4.3.3) denkleminin ¢ ¢dziimii

p(n)=(c—1)"" " w ( —-— 177)

c+1
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seklinde yazilabilir, burada w

denkleminin ¢oziimiidiir. w ¢oziimiiniin ¢ den bagimsiz olduguna dikkat edelim. Ayrica
K(w)zl(w):/ (w? +w2) dz >0
R

olacak sekilde

d(c) = pr;jl) (c— 1)+t %K (w)

seklindedir. Basit hesaplamalar ile

1

T =5

K () (e = 7720 (4 1) (0

olur ve burada ¢ (¢) = (2p + 2) ¢® + 8¢ — p® + 5 geklindedir. Agktir ki

1

K (w) (e — 1)1 -3/2
2<p2_1)K( )( 1) (+1)

seklindeki ifade pozitiftir. Bundan dolay1 d” (¢) nin isareti sadece ikinci dereceden bir
polinomal denklem olan ¢ (¢) nin igsaretine baghdir. Boylece tek dalgalar p < 5 iken

her zaman kararlhidir. p > 5 iken ise dalga hizinin

S —4 4 /6 + 2 (p? + p* — 5p)

>1
p 2(p+1)

seklinde kritik bir degeri vardir 6yle ki ¢ > c; i¢in tek dalgalar kararhdir.
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5. TARTISMA VE SONUQC

Bu tez caligmasinin esas kismini olusturan Arastirma Bulgular: boliimiinde ii¢ farkl
denklem ele alinmis ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin lokal varligi, tek dalga c¢oziim-
leri ve tek dalga ¢oziimlerinin varligi ayrica bir blow-up olusumu olan dalga kirilmasi
caligilmigtir.

Ik olarak ele alinan

Uy — gy + (g (w), +7 (u— Puyy),,, = a? (@ui + h (u) um) , t>0,zeR,

xT

u(0,z) = ug (z), reR

baglangi¢ deger probleminin lokal iyi konumlulugu Kato Teoremi kullanilarak ispatlan-
migtir. Daha sonra dogrusal olmayan fonksiyonlarm g (u) = 2wu+ E2uP*! b (u) = u?
durumlar i¢in ve @« = v = 1 alinarak denklemin tek dalga ¢oziimlerinin varhig
Konsantrasyon-Kompakthik Lemmasi (Lions 1984) yardimu ile ¢ahigilmigtir. Son olarak
elde edilen tek dalga coziimlerinin kararliligi varyasyonel metotlar kullanilarak goster-
ilmigtir. Boylece tek dalgalarin kiimesinin kararli oldugu gosterilmistir.

Ikinci olarak

Up — Uy + h(0), + YVlgry = 0 (#ui + g (u) um) ., t>0, z€R,

xT

u(0,2) = ug (), z € R,

problemi i¢in g (u) = u alinarak dalga kirilmasi formundaki blow-up olugumu galigilmigtir.
Daha sonra Grillakis ve ark. (1987) nin yoriingesel kararhlik teorisi kullanilarak tek
dalga coziimlerinin kararliligi incelenmigtir.

Son olarak da
Up + Uy + Upgy — Uggy + f (u), =0, reER, t>0

denklemi icin bir baslangic deger probleminin lokal varligi daralma doniistimii prensibi

ile ispatlanmigtir. Ardindan tek dalga ¢oziimlerinin varhgi ve kararlihigi ¢ahigilmigtir.
Ele alinan denklemlerin dogrusal olmayan fonksiyonlarinin farkli durumlar: igin de

benzer calismalar yapilabilir. Ele alinan denklemler sinirli bolgede caligilabilir. Bu

calisma da yapilanlar, denklemlerin n boyutlu durumlarina da genisletilebilir.
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