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MATEMATİK ANABİLİM DALI 
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     Bu tezin ilk bölümünde doğrusal olmayan evolüsyon denklemleri, onların matematiksel 
davranışları ve tez çalışmasının temelini oluşturan kararlılık konusu ele alınmıştır. 
     İkinci bölümde sığ su dalgaları ve tek dalgalar ele alınmış ve bu dalga modellerinin tarihi 
gelişimine ve literatür çalışmasına yer verilmiştir.  
     Üçüncü bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım, teorem ve eşitsizlikler 
verilmiştir. Ayrıca Kato teoremi, tek dalgalar için yörüngesel kararlılık ve sığ su dalga modelleri 
için bir blow-up oluşumu olan dalga kırılması ele alınmıştır. 
     Dördüncü bölüm bu tezin orijinal kısmıdır ve üç alt bölümden oluşmaktadır. İlk kısımda, 
güçlü dispersif terim içeren integrallenebilir genelleştirilmiş bir sığ su dalga denkleminin 
çözümlerinin lokal iyi konumluluğu çalışılmıştır. Bunun yanı sıra aynı denklemin tek dalga 
çözümlerinin varlığı ve kararlılığı çalışılmıştır. İkinci kısımda, genelleştirilmiş Dullin-Gottwald-
Holm denklemi için dalga kırılması ve tek dalga çözümlerinin kararlılığı çalışılmıştır. Üçüncü 
kısımda ise bir genelleştirilmiş KdV-BBM tipli denklemin çözümlerinin lokal varlığı, tek dalga 
çözümlerinin varlığı ve kararlılığı çalışılmıştır. 
     Beşinci bölümde ise elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve bazı öneriler sunulmuştur. 

 
 
 

 
 
Anahtar Kelimeler: Lokal İyi Konumluluk, Kato Teoremi, Evolüsyon Denklem, Sığ Su 
Dalgaları, Tek Dalgalar, Yörüngesel Kararlılık, Dalga Kırılması, Patlama. 
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     In the first chapter of this thesis nonlinear evolution equations, their mathematical behavior 
and stability, which constitute the main subject of this thesis, are considered.   
     In the second chapter, shallow water waves and solitary waves are investigated, and 
historical development of these models and related literature are given.  
     In the third chapter, basic definitions, theorems and inequalities that will be used throughout 
the thesis are given. Moreover, Kato’s theorem, orbital stability and wave breaking, which is a 
blow-up phenomena for shallow water wave models, are given. 
     The fourth chapter is the original part of this thesis and consists of three subsections. In the 
first part, local well-posedness of an integrable generalized shallow water wave equation with 
strong dispersive term is studied. Moreover, existence and stability of solitary wave solutions of 
this equation is studied. In the second part, wave breaking and stability of solitary wave 
solutions are studied for the generalized Dullin-Gottwald-Holm equation. In the third part,  local 
existence, existence and stability of solitary waves are studied for solutions of a generalized 
KdV-BBM type equation. 
     In the fifth chapter, the obtained results are summarized and suggestions are presented. 
 
 
 
 
 
 
Keywords: Local Well-Posedness, Kato’s Theorem, Evolution Equation, Shallow Water 
Waves, Solitary Waves, Orbital Stability, Wave Breaking, Blow-up. 
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Nurhan DÜNDAR

1. G·IR·IŞ

Do¼grusal olmayan evolüsyon denklemler, ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerinden biri t zaman¬

olan k¬smi diferansiyel denklemlerdir. Is¬ iletimini tan¬mlayan ¬s¬ denklemi ve bir

telin titreşimini tan¬mlayan dalga denklemi evolüsyon denklemlerine en basit iki örnek

olarak verilebilir. Do¼grusal olmayan evolüsyon denklemler sadece matemati¼gin baz¬

alanlar¬nda de¼gil ayn¬zamanda �zik, kimya, biyoloji ve malzeme bilimi gibi bilim dal-

lar¬nda da ortaya ç¬kan k¬smi diferansiyel denklemlerdir. Örne¼gin; Navier-Stokes ve

Euler denklemleri ak¬̧s mekani¼ginde, do¼grusal olmayan reaksiyon-difüzyon (reaction-

di¤usion) denklemi ¬s¬transferinde ve biyoloji biliminde, do¼grusal olmayan Klein Gor-

don denklemi ve do¼grusal olmayan Schrödinger denklemi kuantum mekani¼ginde ve

Cahn-Hilliard denklemi malzeme biliminde ortaya ç¬kan do¼grusal olmayan evolüsyon

denklemlerden sadece birkaç¬d¬r (Zheng 2004).

Görüldü¼gü gibi uygulamal¬ bilimlerde birçok i̧slem evolüsyon denklemlerle veya

böyle denklemlerin sistemleriyle modellenebilmektedir. Bu durum do¼grusal olmayan

evolüsyon denklemlerini ve bu denklemlerin çözümlerinin matematiksel davran¬̧slar¬n¬

araşt¬rma konusunda birçok araşt¬rmac¬y¬büyük bir çaba sarf etmeye itmi̧stir.

Evolüsyon denklemlerle ilgili birçok soru sorulabilir: Denge çözümleri, ilerleyen

dalgalar, self-similar çözümler, zaman-periyodik çözümler gibi özel çözümlerin varl¬¼g¬;

bu çözümlerin dinamik kararl¬l¬¼g¬; çözümlerin uzun zaman asimptotik davran¬̧s¬; kaotik

dinamikler; tam integrallenebilirlik; çözümler için singüler pertürbasyon ifadesi; rasgele

çözümlerin evolüsyonu; nümerik şemalar¬n yak¬nsakl¬¼g¬v.b.

Şüphesiz ki en temel soru ise çözümlerin varl¬¼g¬ve tekli¼gi ile ilgilidir. Do¼grusal

olmayan evolüsyon denklemler için çözümlerin varl¬¼g¬, tekli¼gi ve çözümlerin verilere

sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬yani çözümün iyi konumlulu¼gu birçok araşt¬rmac¬n¬n ilgisini çek-

mi̧stir. Bunun yan¬ s¬ra çözümlerin sonlu zamandaki singulariteleri (yani çözümün

tekilli¼gi), çözümlerin kararl¬l¬¼g¬, çözümlerin zamanda asimptotik davran¬̧s¬gibi sorular

da evolüsyon denklemlerini incelerken ele al¬nan en temel problemler aras¬na girmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerinden biri t zaman¬ oldu¼gundan dolay¬

birer evolüsyon denklemi olan baz¬s¬¼g su dalga denklemlerinin matematiksel davran¬̧slar¬

ele al¬nm¬̧st¬r. Burada kastedilen matematiksel davran¬̧slar, sözü geçen denklemler için

lokal iyi konumluluk (local well-posedness) dalga k¬r¬lmas¬(wave-breaking) formunda

blow-up, tek dalga (solitary wave) çözümleri ve bu tek dalga çözümleri için kararl¬l¬k

gibi davran¬̧slard¬r.

Diferansiyel denklemlerin çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬n¬ve kararl¬l¬¼g¬n özelliklerini tespit
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1. G·IR·IŞ

etmek bazen çok zor olabilir. Matematiksel tan¬mlamalar ço¼gu zaman çok kurall¬ola-

bilir. Çal¬̧s¬lan probleme göre farkl¬ tan¬mlamalar kullan¬l¬r. Bu durumdan dolay¬

çal¬̧saca¼g¬m¬z problemin kararl¬l¬¼g¬n¬incelerken kaŗs¬m¬za literatürde çok fazla karar-

l¬l¬k çeşidi ç¬kacakt¬r. Literatürde yayg¬n olarak kullan¬lan kararl¬l¬k çeşitleri Lyapunov

kararl¬l¬k (Lyapunov stability), asimptotik kararl¬l¬k (asymptotic stability), üstel karar-

l¬l¬k (exponentially stability) ve yörüngesel kararl¬l¬kt¬r (orbital stability). Basit bir

örnekle bu kararl¬l¬k çeşitlerinin matematiksel tan¬m¬n¬verelim.
�
x = f (x (t)) ; x (0) = x0 do¼grusal olmayan dinamik sistemi düşünelim. Burada

x (t) 2 D � Rn; D orijini içeren aç¬k bir küme ve f : D ! Rn; D üzerinde sürekli

bir fonksiyon olsun. f (xe) = 0 olacak şekilde f fonksiyonunun bir xe denge noktas¬na

sahip oldu¼gunu kabul edelim.

(i) Her " > 0 için kx (0)� xek < � iken, her t � 0 için kx (t)� xek < " olacak şekilde

bir � = � (") > 0 var ise sistemin dengesi Lyapunov kararl¬d¬r denir.

(ii) Sistemin dengesi Lyapunov kararl¬ve e¼ger kx (0)� xek < � iken lim
t!1

kx (t)� xek =
0 olacak şekilde bir � > 0 var ise sistemin dengesi asimptotik kararl¬d¬r denir.

(iii) Sistemin dengesi asimptotik kararl¬ve e¼ger kx (0)� xek < � iken, her t � 0 için

kx (t)� xek � � kx (0)� xek e��t

olacak şekilde bir �; �; � > 0 var ise sistemin dengesi üstel kararl¬d¬r denir.

Kavramsal olarak, yukar¬daki ifadeleri aşa¼g¬daki şekilde anlamland¬rabiliriz:

(i) Lyapunov kararl¬l¬k başlang¬ç çözümleri denge noktas¬na yeterince yak¬nsa sonsuza

kadar yeterince yak¬nd¬r anlam¬na gelir.

(ii) Asimptotik kararl¬l¬kta çözümler sadece yeterince yak¬n kalmaz sonunda dengeye

yak¬nsar.

(iii) Üstel kararl¬l¬k ise çözümlerin yak¬nsama ile birlikte daha h¬zl¬ya da en az¬ndan

bilinen belli bir oran kadar h¬zl¬yak¬nsad¬¼g¬anlam¬na gelir.

Yörüngesel kararl¬l¬k ise do¼grusal olmayan dalga denklemlerinin tek dalga çözüm-

lerinin kararl¬¼g¬n¬incelemek için kullan¬lan bir kavramd¬r. Lokalize ilerleyen bir dal-

gay¬temsil eden bir tek dalgan¬n küçük bir pertürbasyonu, bir di¼gerini farkl¬h¬z ve

faz kaymas¬yla oluşturaca¼g¬ndan kararl¬l¬k için uygun kavram yörüngesel kararl¬l¬kt¬r.
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Yani, bir tek dalgaya yak¬n başlayan bir dalga, di¼ger bütün zamanlarda daima bu

dalgan¬n baz¬ötelemelerine yak¬n kal¬r; bir tek dalgan¬n bütün ötelemelerinin kümesi

onun yörüngesidir. Böylece dalgan¬n şekli tüm zamanlar için yaklaş¬k olarak ayn¬kal¬r.

S¬¼g su dalga denklemlerinin çözümleri için blow-up oluşumu da son y¬llarda birçok

araşt¬rmac¬n¬n ilgisini çeken bir konu olmuştur. Tekilli¼gin basit bir çeşidi sonlu bir

zamanda çözümün kendisi s¬n¬rs¬z iken oluşan tekilliktir. Su dalgalar¬n¬tan¬mlayan

denklem modelleri için ise çözüm (dalga temsil eder) s¬n¬rl¬ise çözümün e¼gimi sonlu

zamanda s¬n¬rs¬z oldu¼gunda dalga k¬r¬lmas¬meydana gelir. Dalga k¬r¬lmas¬su dalga

modelleri için bir blow-up oluşumudur.

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. Giri̧s bölümünden sonra, Önceki Çal¬̧smalar

ad¬n¬alan ikinci bölümde, ele al¬nan konu ve denklemler ile ilgili literatür özeti ver-

ilmi̧stir.

Materyal ve Metot olarak adland¬r¬lan üçüncü bölümde, sonraki bölümlerde kul-

lan¬lacak olan baz¬temel kavramlara, tan¬mlara, uzaylara, eşitsizliklere ve teoremlere

yer verilmi̧stir. Yine bu bölümde Kato teoremi, tek dalgalar için kararl¬l¬k yöntemleri

ve s¬¼g su dalgalar¬için blow-up oluşumu yer alm¬̧st¬r.

Araşt¬rma Bulgular¬olarak adland¬r¬lan dördüncü bölüm ise tezin orijinal k¬sm¬d¬r.

Bu bölüm üç alt bölümden oluşmaktad¬r. ·Ilk bölümde, matematiksel analizin ispat

tekniklerini kullanarak gerçekleştirmek istedi¼gimiz esas amaç güçlü dispersif terimli

genelleştirilmi̧s bir s¬¼g su dalga denklemi olan

ut � �2uxxt + (g (u))x + 
�
u� �2uxx

�
xxx

= �2
�
h0 (u)

2
u2x + h (u)uxx

�
x

(1.1)

denkleminin baz¬ matematiksel davran¬̧slar¬n¬ incelemektir. Bu k¬s¬mda ilk olarak

(1.1) denklemi için bir başlang¬ç de¼ger probleminin lokal iyi konumlulu¼gu çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bunun için denklem uygun formatta yaz¬ld¬ktan sonra Kato teoremi kullan¬lm¬̧st¬r.

Daha sonra (1.1) denklemin tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬Konsantrasyon-Kompaktl¬k

(Concentration-Compactness) lemmas¬(Lions 1984) uygulanarak elde edilmi̧stir. Bu

bölümde son olarak da tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir.

Araşt¬rma Bulgular¬bölümünün ikinci alt bölümü ise başka bir s¬¼g su dalga den-

klemi olan genelleştirilmi̧s Dullin-Gottwald-Holm

ut � �2uxxt + (h (u))x + uxxx = �2
�
g0 (u)

2
u2x + g (u)uxx

�
x

(1.2)

denkleminin dalga k¬r¬lmas¬n¬(blow-up) ve tek dalga çözümlerinin yörüngesel karar-
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1. G·IR·IŞ

l¬l¬¼g¬n¬içermektedir.

Dördüncü bölümde son olarak tek yönlü dalga yay¬l¬m¬n¬modelleyen ve do¼grusal

olmayan bir dispersif k¬smi diferansiyel denklem olan genelleştirilmi̧s KdV-BBM tipli

ut + ux + uxxx � uxxt + f (u)x = 0 (1.3)

denklemi ele al¬nm¬̧st¬r. (1.3) denkleminin çözümlerinin lokal varl¬k teorisi elde edildik-

ten sonra tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬ve yoklu¼gu çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Daha sonra da tek

dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde ise, tezde elde edilen temel sonuçlar verilmi̧stir.
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Dünya yüzeyinin %70�inden fazlas¬sularla kapl¬d¬r. Rüzgarl¬bir günde bir botla

küçük bir gezi yap¬ld¬¼g¬nda suyun durgun bir yap¬ya sahip olmad¬¼g¬görülür. Deniz al-

t¬ndaki depremlerin oluşturdu¼gu dalgalar veya bir okyanusa düşen bir meteor, k¬y¬larda

5 000 kilometreden daha uza¼ga ciddi zararlar verebilir. Yanl¬̧s h¬zla giden bir geminin

oluşturdu¼gu neredeyse sürekli formdaki dalgalar k¬y¬ya ulaşt¬¼g¬nda çok y¬k¬c¬olabilir-

ler. Tüm bu örnekler, yüzeydeki su dalgalar¬n¬n davran¬̧slar¬n¬n gözlemlenmesinin

günlük hayat aç¬s¬ndan ne kadar önemli oldu¼gunu göstermektedir. Dalgalar¬n y¬k¬c¬

etkilerinin d¬̧s¬nda, sa¼glad¬¼g¬faydalar aç¬s¬ndan da gözlemlenmeleri ve formüle edilerek

davran¬̧slar¬n¬n belirlenmesi büyük önem taş¬maktad¬r. Şöyle ki, dalgalar kontrol al-

t¬na al¬namam¬̧s çok büyük enerji bar¬nd¬rmaktad¬rlar. Günümüzde de yenilenebilir

enerji kaynaklar¬büyük önem taş¬d¬¼g¬ndan, bu enerjinin en az¬ndan bir bölümü kon-

trol alt¬na al¬nabilirse, dünyan¬n günlük elektrik ihtiyac¬n¬(baz¬tahminlere göre dünya

enerji tüketiminin %10�unu) kaŗs¬layabilir. Bu kapsamda Portekiz�de Pelamis ayg¬t-

lar¬kullan¬larak dünyan¬n ilk dalga çiftli¼gi kurulmuş. ·Ingiltere, ·Irlanda, Norveç gibi

ülkelerde de dalga enerjisinin önemi anlaş¬lm¬̧s, santraller kurulmuş, devlet deste¼giyle

pilot çal¬̧smalar başlat¬lm¬̧s ya da konu, enerji planlamalar¬nda yak¬n hedef olarak yer

alm¬̧st¬r. Norveç�in kuzey sahillerinde, Endonezya-Avustralya aras¬nda dalga enerjisi

ile çal¬̧san santraller de hizmettedir (Taşkesen 2012).

Fiziki oldu¼gu kadar matematiksel problemler de su dalgalar¬ve onlar¬n sahil üzerine

k¬r¬lmalar¬, nehirlerdeki su taşk¬nlar¬ndan oluşan dalgalar, okyanuslardaki f¬rt¬nalar-

dan oluşan dalgalar, sulardaki gemi dalgalar¬, göller ve limanlar gibi kapal¬sulardaki

serbest sal¬n¬mlarla ilgilenmi̧slerdir (Debnath, 1994).

Bu çal¬̧smada s¬¼g su dalgalar¬üzerinde durulacakt¬r. S¬¼g su dalgalar¬, yer çekimi

kuvveti alt¬ndaki s¬¼g su kütlelerinin serbest yüzeylerindeki ak¬̧sa veya bir ak¬̧skan¬n

yatay bas¬nç yüzeyinin alt¬ndaki ak¬̧sa kaŗs¬l¬k gelir. S¬¼g su dalga denklemleri s¬¼g su

dalgalar¬n¬tan¬mlayan k¬smi diferansiyel denklemlerin bir kümesidir.

Her ne kadar s¬¼g su dalgalar¬n¬n matematiksel modellenmesinin tarihçesi 18. yüzy¬l

ve 19. yüzy¬l¬n başlar¬nda Frans¬z ve ·Ingiliz matematikçilere (Craik 2004) kadar gitse

de George Gabriel Stokes (1847) hidrodinami¼gin öncülerinden biri olarak kabul edilir

(Craik 2005). Alttan geçirimsiz bir taban ve üstten serbest bir yüzeyle s¬n¬rland¬r¬lm¬̧s,

sabit düşey bir yer çekimi kuvvetine maruz kalan s¬k¬̧st¬r¬lamaz, invisid bir ak¬̧skan¬n

hareketi için denklemler türetmi̧stir. Bu temel denklemlerden başlayarak ve daha

basitleştirerek, varsay¬mlar yaparak çeşitli s¬¼g su dalga modelleri elde edilebilir. Bu

5



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

s¬¼g su modelleri yayg¬n olarak oşinogra� ve atmosfer bilimlerinde kullan¬l¬r.

·Ilerleyen dalga çözümleri s¬¼g su dalga denklemlerinde de büyük öneme sahiptir.

·Ilerleyen dalgalar, k¬smi diferansiyel denklemlerin kendi şeklini koruyarak sabit c 2 R
h¬z¬ile hareket eden çözümleridir. Di¼ger bir ifade ile denklemin

u (t; x) = 'c (�) ; � = x� ct

formundaki çözümleridir. 'c (�) fonksiyonu, j�j ! 1 iken s¬f¬ra yaklaşan bir tek

tümsek şeklinde ilerliyor ise tek dalga olarak adland¬r¬l¬r.

S¬¼g sularda sonlu genlik ve sabit h¬zda şeklini koruyarak yay¬lan tek dalgalar için

ilk gözlem, John Scott Russell taraf¬ndan yap¬ld¬. Scott Russell, 1834 de Edinburgh

ve Glasgow şehirlerini birbirine ba¼glayan kanalda bir gemi şirketi için araşt¬rmalar

yaparken, h¬z ve şekil de¼gi̧sikli¼gine u¼gramadan ilerleyen ve h¬z¬genli¼gine ba¼gl¬olan

tek dalgalar¬keşfetmi̧s ve 1844 teki "Reports on waves" isimli çal¬̧smas¬nda bu dal-

galar için matematiksel bir ba¼g¬nt¬vererek, ak¬̧skanlardaki, plazmalardaki ve elastik

ortamlardaki dalgalar¬n modellenmesine öncülük etmi̧stir. Russell evinde dalga tan-

klar¬inşa ederek ve bir su kanal¬n¬n bir ucunda bir a¼g¬rl¬k b¬rak¬p tek dalgalar üreterek

baz¬deneysel çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Özellikle Russell�¬n bu çal¬̧smalar¬ndaki iki sonuç

ak¬̧skan modeller için do¼grusal olmayan k¬smi diferansiyel denklemlerin geli̧siminin il-

erlemesinde çok önemliydi:

1. Tek dalgalar¬gözlemleyip böylece onlar¬n varl¬¼g¬sonucuna varmas¬,

2. a dalgan¬n genli¼gi, h suyun bozulmam¬̧s derinli¼gi ve g yerçekimi ivmesi olmak

üzere tek dalgan¬n yay¬l¬m h¬z¬c için

c2 = g (h+ a)

şeklindeki eşitli¼gi elde etmesi.

Ancak Scott Russell, tek dalgalar¬n önemini anlamakta ça¼g¬n¬n çok ötesindeydi.

Russell�¬n deneysel çal¬̧smalar¬ Isaac Newton ve Daniel Bernoulli�nin hidrodinamik

teorileri ile çeli̧skili görünüyordu. George Biddell Airy ve George Gabriel Stokes, Rus-

sell�¬n gözlemlerini kabul etmek istemiyorlard¬çünkü onlar lineer su dalga teorisi ile

aç¬klanam¬yordu. Ça¼gdaşlar¬teoriyi geli̧stirmek için uzun bir süre harcamas¬na ra¼g-

men Diederik Korteweg ve Gustav de Vries�in 1895 deki teorik bir aç¬klamas¬öncesine

kadar ciddi bir ilerleme kaydedilemedi.
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Ayr¬ca bu tip dalgalar¬n varl¬¼g¬ve başka sonuçlar çok tart¬̧s¬lan konulard¬. Airy,

Russell�¬n dalga teorisinin var olamayaca¼g¬sonucuna vard¬. Bu arada, Stokes do¼gru

denklemi kulland¬ama yanl¬̧s sonuçlar elde etti. Di¼ger taraftan Rayleigh ve Boussi-

nesq birbirlerinden ba¼g¬ms¬z benzer sonuçlar buldular. Boussinesq sonuçlar¬n¬ elde

etmek için bir boyutlu lineer olmayan evolüsyon denklemini türetmi̧stir. Onlar¬n çal¬̧s-

malar¬invisid su dalgas¬denklemlerinin böylesi kesin çözümler üretip üretemeyece¼gi

konusunda büyük bir tart¬̧sma yaratt¬. Nitekim bu tart¬̧smalar uzun y¬llar sonra en ni-

hayetinde 1895 de Korteweg-de Vries taraf¬ndan do¼gru temellere oturtulabildi. Onlar

küçük genlikli ve dalga boyu uzun s¬¼g su dalgalar¬n¬tan¬mlayan meşhur KdV denklem-

ini

ut + �uux + uxxx = 0 (2.1)

modellediler. Burada yayg¬n olarak � = �1 ya da � = �6 olarak al¬n¬r. ut terimi bir
yöndeki dalga yay¬l¬m¬n¬n zaman evolüsyonunu tan¬mlar. Bundan dolay¬KdV den-

klemi bir evolüsyon denklemidir. Do¼grusal olmayan �uux terimi dalgan¬n dikleşmesini

aç¬klar ve dispersif uxxx terimi dalgan¬n yay¬lmas¬n¬tan¬mlar. Bu denklem, s¬¼g su dal-

galar¬, iyon akustik plazma dalgalar¬, kabarc¬k-s¬v¬kar¬̧s¬mlar¬, uyumsuz kristallerde

dalga olay¬gibi birçok �ziksel olay¬n modellenmesinde kullan¬l¬r. KdV denkleminin

tek dalgalar¬solitondur. Solitonlar elastik saç¬lma özelli¼gine sahip tek dalgalard¬r yani

birbirleriyle çarp¬̧st¬ktan sonra şekillerini ve h¬zlar¬n¬korurlar.

Tek dalgalar¬n varl¬¼g¬n¬kapsaml¬olarak gösteren ve do¼grusal olmayan bir k¬smi

diferansiyel denklemle modelleyen KdV denkleminin erken geli̧simine ra¼gmen ne yaz¬k

ki do¼grusal olmayan dalgalar alan¬nda tek dalgalar uzun bir süre önemsiz olarak al-

g¬land¬. 1965 y¬l¬na kadar da KdV denkleminin herhangi bir yeni uygulamas¬bulun-

mam¬̧st¬r. Zabusky ve Kruskal (1965), termalizasyonu incelemek için Fermi ve ark.

(1955) taraf¬ndan kullan¬lan tek boyutlu harmonik olmayan bir latisin sürekli lim-

iti olarak KdV denkleminin ortaya ç¬kt¬¼g¬n¬farkettiler. Zabusky ve Kruskal�¬n 1965

deki bu bulgular¬bir yandan soliton kavram¬n¬ (Scott Russel�¬n tek dalgas¬ asl¬nda

bir solitondur) ve en nihayetinde integrallenebilirlik kavram¬n¬ortaya ç¬kar¬rken, di¼ger

yandan da Hamilton kaosunun ortaya ç¬kmas¬na öncülük etmi̧stir. 1970 lerden beri

tek dalgalar ve soliton çözümler KdV denkleminin ve başka denklemlerin yo¼gun bir

çal¬̧sma konusu olmuştur.

KdV denkleminden önce elde edilen, s¬¼g sular¬n yüzeyindeki uzun dalgalar¬n yay¬l¬m¬n¬

modelleyen ve Scott Russell�¬n deneysel gözlemlerini destekleyen di¼ger bir denklem de

Boussinesq denklemidir. 1872 de Joseph Valentin Boussinesq�in (Boussinesq, 1872)
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yay¬lma ve do¼grusal olmama etkilerini de hesaba katarak Euler�in hareket denklem-

lerinden oluşturdu¼gu bu denklem aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

utt = uxx � �uxxxx + �
�
u2
�
xx
: (2.2)

Burada u (t; x) ak¬̧skan¬n serbest yüzeyindeki yükselti (genlik), �; � (� < 0) ak¬̧skan¬n

derinli¼gine ve uzun dalgalar¬n karakteristik h¬z¬na ba¼gl¬olan sabitlerdir. (2.2) den-

klemi, s¬¼g su dalgalar¬n¬n d¬̧s¬nda, serbest yüzeyli ince ak¬̧smaz tabaka dinamikleriyle il-

gili çal¬̧smalarda, do¼grusal olmayan şeritlerde, şekil-koruyan alaş¬mlarda, elastik çubuk-

lardaki dalgalar¬n yay¬l¬m¬nda, birleştirilmi̧s elektrik devreleri gibi birçok yerde kaŗs¬m¬za

ç¬kmaktad¬r (Denklemin özellikleri ve detayl¬literatür bilgisi için bkz. Polat ve Ertaş

2009, Taşkesen 2012).

Başka bir ünlü denklem de Benjamin, Bona ve Mahony (1972) taraf¬ndan bulunan

ve BBM veya düzenlenmi̧s uzun dalga denklemi (regularized long wave (RLW)) olarak

adland¬r¬lan aşa¼g¬daki denklemdir:

ut + ux + �uux � uxxt = 0: (2.3)

BBM denklemi KdV denklemine alternatif bir model olarak önerilmi̧stir ve do¼grusal

olmayan dispersif dalga sistemlerinde tek yönlü uzun dalgalar¬n yay¬l¬m¬n¬tan¬mlar.

Bona ve ark. (1980), nümerik çal¬̧smalar¬nda BBMdenkleminin tek dalgalar¬n¬n soliton

olmad¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir.

Camassa ve Holm (1993, 1994) taraf¬ndan su dalgalar¬n¬modelleyen do¼grusal ol-

mayan, integrallenebilen ve dispersif terimli bir denklem

ut + 2!ux � uxxt + 3uux = 2uxuxx + uuxxx (2.4)

olarak verilmi̧stir. Burada ! kritik s¬¼g su dalga h¬z¬ile ilgili bir sabittir. (2.4) Camassa-

Holm denklemi yerçekimi etkisi alt¬nda s¬¼g su serbest yüzeyinde, bir-boyutlu yüzey

dalgalar¬n¬tan¬mlamak için ortaya ç¬kan bir modeldir. (2.4) Camassa-Holm denklemi

global çözümlere ve sonlu zamanda blow-up olan çözümlere sahiptir (Constantin ve

Escher 1998a, 1998b, Yin 2004). Camassa-Holm denklemi

u (t; x) = ' (x� ct)

formundaki tek dalga çözümlerine sahiptir. ! > 0 durumunda çözümler düzgün tek
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dalgalard¬r ve bu tek dalgalar¬n kararl¬l¬¼g¬Girillakis ve ark. (1987) n¬n yörüngesel

kararl¬l¬k teoremi kullan¬larak Constantin ve Strauss (2002) taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬. ! = 0

durumunda tek dalgalar

u (t; x) = c' (x� ct)

formunda olup burada ' (x) = exp (� jxj) şeklindedir. Bu tek dalgalar zirvede sivrileşen
ve peakon olarak adland¬r¬lan tek dalgalard¬r. Bunlar¬n kararl¬l¬¼g¬ Constantin ve

Strauss (2000a) taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬. Ayr¬ca Camassa-Holm denkleminin tek dalgalar¬

solitondur. Bunlar¬n d¬̧s¬nda Camassa-Holm denklemi ve onun çeşitli genelleştirilmi̧s

modelleri bir çok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Constantin 1997, Molinet 2004,

Yin 2004, 2007, Hakkaev ve Kirchev 2005, Tian ve ark. 2011).

Do¼grusal olmayan s¬¼g su dalgalar¬n¬modelleyen başka bir denklemde aşa¼g¬daki

Degasperis- Procesi denklemidir (Degasperis ve Procesi 1999, Degasperis ve ark. 2002):

ut � uxxt + 4uux = 3uxuxx + uuxxx: (2.5)

(2.5) denkleminin çözümlerinin matematiksel davran¬̧slar¬ geni̧s bir şekilde bir çok

yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Escher ve ark. 2006, Wu ve Yin 2010, Chen 2011).

Do¼grusal olmayan evolüsyon denklemi,

yt + c0ux + uyx + 2yux + uxxx = 0 (2.6)

düz bir taban üzerindeki tek yönlü s¬¼g su dalgalar¬ için bir modeldir. Burada y =

u� �2uxx momentum de¼gi̧skeni, �2 ve 
c0
uzunluk ölçeklerinin kareleri, c0 =

p
gh > 0

(c0 = 2!) uzamsal sonsuzda dinlenme halindeki su için lineer dalga h¬z¬, h ortalama

ak¬̧skan derinli¼gi ve g yerçekimi sabitidir. Dullin ve ark. (2001) (2.6) denklemini

s¬¼g su rejiminde Euler denklemleri için Hamiltonian da asimptotik aç¬l¬mlar¬direkt

kullanarak türetmi̧slerdir. Bi-Hamiltonian formundad¬r. (2.6) Dullin-Gottwald-Holm

denklemi (k¬saca DGH denklemi olarak adland¬r¬lacakt¬r) ters saç¬lma dönüşümü (in-

verse scatterring transform (IST)) metoduyla integrallenebilir bir sistemdir ve hem

Korteweg-de Vries (KdV) hem de Camassa-Holm (CH) denklemlerini (Johnson 2002)

limit durumu olarak içerir.

y = u� �2uxx notasyonunu kullanarak (2.6) denklemi

ut � �2uxxt + 2!ux + 3uux + uxxx = �2 (2uxuxx + uuxxx) (2.7)
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şeklinde yaz¬labilir. (2.7) su dalgalar¬için iki ayr¬integrallenebilir soliton denklem ile

ilgilidir. � = 0 ve  6= 0 oldu¼gu zaman bu denklem KdV denklemine dönüşür. � = 1

ve  = 0 için Camassa-Holm denklemine dönüşür.

Son zamanlarda DGH denklemi bir çok çal¬̧sman¬n konusu olmuştur. Tian ve

ark. (2005) DGH denklemi için Cauchy probleminin iyi konumlulu¼gunu ve saç¬lma

problemini çal¬̧st¬lar. DGH denkleminin global çözümleri ve blow-up çözümleri de bir

çok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Yin 2005, Zhou 2007, Zhang ve Yin 2008).

DGH denklemi  = �2�2! iken zirvede sivrileşen (pik olan) tek dalga çözümlerine
ve  6= �2�2! iken ise düzgün tek dalga çözümlerine sahiptir. DGH denkleminin pik
olan tek dalgalar¬da düzgün tek dalgalar¬da yörüngesel kararl¬d¬r (Tian ve ark. 2005,

Hakkaev 2006). (2.7) DGH denkleminin bir genelleştirilmi̧si olan

ut � �2uxxt + h (u)x + uxxx = �2
�
g0 (u)

2
u2x + g (u)uxx

�
x

(2.8)

denklemi Liu ve Yin (2011) taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬. (2.8) de h (u) = 2!u+ 3
2
u2 ve g (u) =

u olarak al¬n¬rsa (2.7) DGH denkleminin elde edildi¼gi kolayca görülür. Liu ve Yin

(2011) çal¬̧smalar¬nda Kato teoremini kullanarak (2.8) denklemi için bir başlang¬ç de¼ger

probleminin lokal iyi konumlulu¼gunu çal¬̧sm¬̧slard¬r. Ayr¬ca ayn¬çal¬̧smada yazarlar

h (u) = 2!u + p+2
2
up+1 ve g (u) = up için (2.8) in pik olan tek dalga çözümlerinin

yörüngesel kararl¬l¬¼g¬n¬incelemi̧slerdir.

(2.7) de zay¬f dispersif terim uxxx yerine güçlü dispersif terim  (u� �2uxx)xxx

yaz¬l¬rsa denklem

ut � �2uxxt + 2!ux + 3uux + 
�
u� �2uxx

�
xxx

= �2 (2uxuxx + uuxxx) (2.9)

denklemine dönüşür. Güçlü dispersif terim  (u� �2uxx)xxx, türbülans için Lagrangian

ortalamal¬Navier-Stokes alfa denklemine kaŗs¬l¬k gelir ve çözümler üzerinde analitik

kontrol sa¼glayabilir (Tian ve ark. 2006). Tian ve ark. (2006) Kato�nun yar¬grup

yaklaş¬m¬n¬kullanarak (2.9) denklemi için bir başlang¬ç de¼ger probleminin lokal iyi

konumlulu¼gunu çal¬̧sm¬̧slard¬r. Ayr¬ca, kesin blow-up senaryosunu elde etmi̧s ve daha

genel başlang¬ç verileriyle (2.9) denkleminin güçlü çözümlerinin patlama kriterini ver-

mi̧slerdir. Aç¬kt¬r ki (2.9) denkleminde � = 1;  = 1 ve ! = 0 olarak al¬n¬rsa

ut � uxxt + 3uux = 2uxuxx + uuxxx

şeklindeki Camassa-Holm denkleminin yüksek mertebeden bir modi�kasyonu olan aşa¼g¬-
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daki beşinci mertebeden s¬¼g su denklemi

ut � uxxt + uxxx + 3uux � uxxxxx = 2uxuxx + uuxxx (2.10)

elde edilir. (2.10) denklemi için Cauchy probleminin iyi konumlulu¼gu Sobolev uzay-

lar¬nda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Himonas ve Misiolek 2000a, 2000b).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬tan¬mlar, uzaylar ve eşit-

sizlikler yer almaktad¬r (Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis

2011). Ayr¬ca tezin temel k¬s¬mlar¬n¬n oluşturulmas¬nda kullan¬lacak olan teorem ve

metotlara da bu bölümde yer verilmi̧stir.

3.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 3.1.1. X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun.

k:k : X ! R+; x! kxk dönüşümü 8x; y 2 X ve 8a 2 K için

(N1) kxk � 0; kxk = 0() x = 0;

(N2) kaxk = jaj kxk ;

(N3) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde norm ad¬n¬al¬r ve bu durumda (X; k:k) ikilisine
bir normlu uzay ad¬verilir, kxk say¬s¬na da x 2 X eleman¬n¬n normu denir.

Her kxk normu, d : X �X �! R+ olmak üzere,

d (x; y) = kx� yk

şeklinde bir uzakl¬k fonksiyonu oldu¼gundan her normlu uzay ayn¬zamanda bir metrik

uzayd¬r. Bununla birlikte, bir metrik uzay¬n normlu uzay olmas¬gerekmez. Bir normlu

uzay, üzerinde tan¬mlanan norm alt¬nda vektör uzay¬belirtir.

Tan¬m 3.1.2. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her " > 0 için

n;m � N oldu¼gunda kxn � xmk < " olacak şekilde bir N do¼gal say¬s¬ varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.1.3. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xk = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsakt¬r denir ve xn ! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.4. Bir X normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi X in bir eleman¬na

yak¬ns¬yor ise bu uzaya tam uzay denir. (X; k:k) uzay¬tam ise bu uzaya Banach uzay¬
denir.
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Tan¬m 3.1.5. X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬iki norm, k:k1 ve k:k2 olsun. A > 0;

B > 0 sabitleri için

A kxk1 � kxk2 � B kxk1

eşitsizli¼gi X uzay¬ndaki her x noktas¬ için geçerli ise, k:k1 ve k:k2 normlar¬na denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektör) uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar denktir.

Dolay¬s¬yla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar o uzay üzerinde

ayn¬ topolojiyi tan¬mlarlar; örne¼gin X normlu uzay¬ndaki bir (xn) dizisi k:k1(k:k2)
normuna göre yak¬nsak, s¬n¬rl¬ veya Cauchy dizisi ise, k:k2(k:k1) normuna göre de
yak¬nsak, s¬n¬rl¬veya Cauchy dizisidir.

Tan¬m 3.1.6. K cismi üzerinde bir X vektör uzay¬verildi¼ginde, X � X uzay¬

üzerinde tan¬ml¬K de¼gerli

(:; :) : X �X ! K

bir fonksiyonun her x; y 2 X ve a; b 2 C için aşa¼g¬daki özellikleri varsa, bu fonksiyona
iç çarp¬m denir;

(i) (x; x) � 0; (x; x) = 0() x = 0;

(ii) (x; y) = (y; x) (burada c; c 2 C nin karmaş¬k eşleni¼gini belirtir),

(iii) (ax+ by; z) = a (x; z) + b (y; z) :

K = R halinde (x; y) = (y; x) oldu¼gu hemen görülür.

Bir iç çarp¬m ile

kxk = (x; x)
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.7. Normlu bir uzay olan bir iç çarp¬m uzay¬bir Banach uzay¬ise bu

uzaya Hilbert uzay¬ denir. Başka bir ifadeyle, bir iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy

dizisinin bu uzay¬n bir ö¼gesine yak¬nsak olmas¬halinde bu uzaya Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.8. n�boyutlu Rn ve gerçel Euclid uzay¬nda bir nokta x = (x1; :::; xn)

ve bu noktan¬n normu jxj =
�Pn

j=1 x
2
j

� 1
2
ile tan¬mlan¬r. x ve y nin iç çarp¬m¬x � y =Pn

j=1 xjyj şeklindedir.
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Tan¬m 3.1.9. X bir normlu uzay olsun. X üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer fonksiy-

onellerin kümesi X uzay¬n¬n dual uzay¬n¬ oluşturur. X 0 veya X� ile gösterilen bu

uzay

kfkX0 = sup
x2X;x 6=0

jf (x)j
kxkX

<1

normuyla bir Banach uzay¬d¬r. X 0 uzay¬n¬n duali (X 0)0 = X 00 şeklindeki lineer vektör

uzay¬d¬r ve ikinci dual olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.1.10. X normlu uzay¬nda bir dizi (xn) olsun.

lim
n!1

kxn � xkX = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine güçlü yak¬nsak dizi denir ve bu yak¬nsama

xn ! x şeklinde gösterilir.

Tan¬m 3.1.11. (xn) ; X normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her f 2 X 0 için

lim
n!1

f (xn)! f (x)

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine zay¬f yak¬nsak dizi denir. Bu yak¬nsama

xn * x veya xn
z! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.12. (fn); X normlu uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

(a)

kfn � fk ! 0

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine güçlü yak¬nsakt¬r denir. fn ! f

şeklinde yaz¬l¬r.

(b) her x 2 X için

fn(x)! f (x)

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine zay¬f* yak¬nsakt¬r denir. fn
z��! f

şeklinde yaz¬l¬r.

15
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Tan¬m 3.1.13. � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j lerin n-bileşenlisi ise � ya

çoklu-indis denir ve x�; j�j =
Pn

j=1 �j mertebeye sahip olan x
�1
1 :::x

�n
n tek terimlisi,

yani x� = x�11 :::x
�n
n ile tan¬mlan¬r. Benzer şekilde 1 � j � n için Dj = @=@xj ise, o

zaman

D� = D�1
1 :::D

�n
n

j�j : mertebeden bir diferansiyel operatör belirtir. D(0;:::;0)u = u olur.

Tan¬m 3.1.14. E¼ger G � Rn ise Rn de G nin kapan¬̧s¬G ile belirtilir. G � 
 ve
G; Rn in kompakt (kapal¬ve s¬n¬rl¬) altkümesi ise G �� 
 şeklinde gösterilir. u;G de
tan¬ml¬bir fonksiyon ise, u fonksiyonun deste¼gi

supp u = fx 2 G : u (x) 6= 0g

şeklinde tan¬mlan¬r. supp u �� 
 ise u fonksiyonu 
 da kompakt deste¼ge sahiptir

denir.

Tan¬m 3.1.15. 
; Rn de bir bölge olsun. Negatif olmayan her m tamsay¬s¬için


 bölgesinde sürekli bütün � fonksiyonlar¬ve j�j � m mertebesine kadar bütün D��

k¬smi türevleri sürekli olan vektör uzay¬Cm (
) ile gösterilir. C0 (
) � C (
) ve

C1 (
) =
T1
m=0C

m (
) olur. C (
) ve C1 (
) uzaylar¬na ait ve kompakt deste¼ge

sahip olan fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzaylar s¬ras¬yla C0 (
) ve C10 (
) ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.16. 
 aç¬k bir bölge oldu¼gundan, Cm (
) deki fonksiyonlar¬n 
 böl-

gesinde s¬n¬rl¬olmas¬gerekmeyebilir. Cm
B (
) ile 0 � j�j � m için 
 bölgesinde D��

lerin s¬n¬rl¬oldu¼gu � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬belirtilir. Cm
B (
) uzay¬

k�kCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�� (x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.1.17. E¼ger � 2 C (
) ; 
 bölgesinde s¬n¬rl¬ ve düzgün sürekli ise, 


bölgesinin kapan¬̧s¬olan 
 bölgesinde de tek, s¬n¬rl¬ve süreklidir. Cm
�


�
ile 0 � j�j �

m için 
 bölgesindeD�� lerin s¬n¬rl¬ve düzgün sürekli oldu¼gu � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬

belirtilir. (E¼ger 
 bölgesi s¬n¬rs¬z ise simgelerin yanl¬̧s kullan¬m¬belirsizli¼ge yol açar;

örne¼gin, Rn = Rn olsa bile Cm
�
Rn
�
6= Cm (Rn) d¬r.) Cm

�


�
uzay¬Cm

B (
) uzay¬n¬n

16
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kapal¬bir alt uzay¬d¬r. Bu nedenle Cm
�


�
uzay¬da

k�kCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�� (x)j

ayn¬norm ile bir Banach uzay¬d¬r.

3.2. Lebesque Uzay¬(Lp (
))

Tan¬m 3.2.1. 
; Rn de bir bölge ve p pozitif gerçel say¬ olsun. 
 bölgesinde

tan¬ml¬bütün ölçülebilir u fonksiyonlar s¬n¬f¬na aşa¼g¬daki koşul alt¬nda

R


ju (x)jp dx <1

Lp (
) uzay¬denir. Bu uzay bir vektör uzay¬d¬r. 1 � p <1 olmak üzere bu uzay

kukLp(
) =
�R


ju (x)jp dx

�1=p
normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.2. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen her

yerde ju (x)j � K olacak şekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen

s¬n¬rl¬d¬r denir. Böyle K lar¬n en büyük alt s¬n¬r¬na da juj n¬n 
 bölgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve ess sup

x2

ile gösterilir. 
 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬

u fonksiyonlar¬yla tan¬mlanan uzaya L1 (
) uzay¬denir. L1 (
) uzay¬

kukL1(
) = ess sup
x2


ju (x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.3. 
, Rn de bir bölge ve 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinin her

bir kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilen bütün ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬na Lploc (
) uzay¬denir.

Tan¬m 3.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. E¼ger

(i) X; Y nin bir alt uzay¬,

(ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan I birim operatörü sürekli ise,

X uzay¬Y uzay¬na gömülür denir ve X ! Y ile gösterilir.
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I birim operatörü do¼grusal oldu¼gundan ii) koşulu

kIxkY �M kxkX ; x 2 X

olacak şekilde bir M > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.

Tan¬m 3.2.5. vol (
) =
R


1dx ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq (
) ise o

zaman u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � (vol (
))
(1=p)�(1=q) kukq

olur. Bu nedenle

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.2.6. L2 (
) uzay¬

(u; v) =
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.7. �1 � a < b � 1 olsun. ku (:)kX 2 Lp (a; b) koşulunu sa¼glayan

(a; b) den X e tan¬mlanm¬̧s ölçülebilir u fonksiyonlar¬uzay¬na Lp (a; b;X) uzay¬denir.

Lp (a; b;X) uzay¬

kukLp(a;b;X) =

8><>:
�R b

a
ku (t)kpX dt

�1=p
; 1 � p <1

ess sup
t2(a;b)

ku (t)kX ; p =1

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Benzer şekilde a < c < d < b olmak üzere her bir c; d için u 2 Lp (c; d;X) ise, o

zaman u 2 Lp (a; b;X) yaz¬l¬r ve p = 1 için u lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 3.2.8. Her t 2 [0; T ] için [0; T ] den X e tan¬mlanm¬̧s ve m. mertebeden

türevleri sürekli olan u fonksiyonlar¬uzay¬na Cm ([0; T ] ;X) uzay¬denir. Cm ([0; T ] ;X)

uzay¬

kukCm([0;T ];X) = max
0�j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�u (t)kX

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.
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3.3. Sobolev Uzay¬(Wm;p (
))

Tan¬m 3.3.1. u 2 L1loc (
) olsun. Bir � çoklu-indisi verilsin. Her ' 2 C10 (
) için

R


'vdx = (�1)j�j

R


uD�'dx

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, v 2 L1loc (
) fonksiyonuna u fonksiyonunun �: zay¬f türevi denir. v
fonksiyonu, u fonksiyonunun genelleştirilmi̧s türevi olarak da adland¬r¬l¬r ve v = D�u

şeklinde yaz¬l¬r.

E¼ger u fonksiyonu, klasik anlamda D�u sürekli k¬smi türevlere sahip olacak şek-

ilde yeterince düzgün ise, o zaman D�u ayn¬zamanda u fonksiyonunun zay¬f k¬smi

türevidir. Elbette D�u klasik anlamda olmaks¬z¬n zay¬f anlamda mevcut olabilir.

Tan¬m 3.3.2. 
, Rn de bir bölge, m herhangi bir pozitif tamsay¬ve 1 � p � 1
olmak üzere,

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Wm;p (
) uzay¬

kukWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
; 1 � p <1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

tan¬mlanan bu normlar ile bir Banach uzay¬d¬r.

Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬W
m;p
0 (
)ile gösterilir.

Aşikâr olarak W 0;p (
) = Lp (
) d¬r ve 1 � p < 1 olmak üzere C10 (
) uzay¬

Lp (
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan W 0;p
0 (
) = Lp (
) d¬r. Herhangi bir m pozitif

tamsay¬s¬için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmeleri geçerlidir.

Tan¬m 3.3.3. E¼ger p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur ve

Hm (
) uzay¬nda norm

kukHm(
) =

 P
0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2

19



3. MATERYAL VE METOT

ile verilir.

Tan¬m 3.3.4. Hm (
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m
(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬d¬r, burada (u; v) =
R


u (x) v (x)dx olup L2 (
) uzay¬n-

daki iç çarp¬md¬r.

H1
0 (
) uzay¬için iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=
R


rurvdx

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda norm

kukH1
0 (
)

=
�R


(ru)2 dx

�1=2
olur.

Bir 
 � Rn bölgesinde tan¬mlanan Sobolev uzaylar¬n¬n özelliklerinin ço¼gu ve özel-
likle bu uzaylarda verilen gömülme özelli¼gi, 
 bölgesinin düzgünlü¼güne (regularity)

ba¼gl¬d¬r. Bu tür özellikler, verilen bölgede sa¼glanan veya sa¼glanmayan geometrik ya

da analitik koşullar türünden ifade edilir. Aşa¼g¬da bu geometrik özelliklerden biri olan

koni özelli¼ginden bahsedilecektir.

Tan¬m 3.3.5. Rn de Br1 (x) ve x noktas¬n¬içermeyen Br2 (y) aç¬k yuvarlar¬n¬göz

önüne alal¬m.

Kx = Br1 (x) \ {x+ �(z � x) : z 2 Br2 (y) ; � > 0}

kümesine tepe noktas¬x olan bir sonlu koni ad¬verilir. 
; Rn de aç¬k bir bölge olmak

üzere, e¼ger 
 n¬n her x noktas¬bir Kx � 
 konisinin tepesi ise ve bütün Kx konileri bir

sonlu K konisinden izomor�k ve izometrik dönüşümlerle elde edilebiliyorsa, o zaman


 bölgesi koni özelli¼gini sa¼glar denir.

Tan¬m 3.3.6. Sobolev Gömülme Teoremi. 
, Rn de koni özeli¼gine sahip aç¬k

bir bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p <1 olmak üzere;

(i) mp > n ise

W j+m;p (
) ,! Cj
B (
)
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gömülmesi elde edilir.

(ii) mp = n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q <1

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

gömülmesi elde edilir. Ayr¬ca p = 1 olarak al¬n¬rsa

W j+m;1 (
) ,! Cj
B (
)

elde edilir.

(iii) mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q � p�

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

gömülmesi elde edilir.

Burada

p� =

8<: np
n�mp ; n > mp

+1; n � mp

şeklindedir.

Yukar¬daki gömülmelerde W yerine W0 uzay¬al¬n¬rsa, 
 bölgesi üzerinde herhangi

bir k¬s¬tlama yap¬lmaks¬z¬n yukar¬daki gömülmeler yine geçerli olur.

Teorem 3.3.7. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi baz¬ p � q de¼gerleri için

kompakt ise, o zaman j
j <1 dur.

Teorem 3.3.8. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan

baz¬p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 dur.

3.4. Operatörler

Tan¬m 3.4.1. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olsun. A : DA �
X ! Y dönüşümü X deki bir x eleman¬n¬Y de bir tek elemana götürüyorsa A ya

operatör, DA ya da A operatörünün tan¬m kümesi denir.
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Tan¬m 3.4.2. DA � X; X in bir alt uzay¬ olmak üzere A : DA � X ! Y

operatörüne her x; y 2 DA ve her �; � 2 K için

A (�x+ �y) = �A (x) + �A (y)

koşuluyla birlikte do¼grusal operatör denir.

Tan¬m 3.4.3. Bir H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬A operatörüne her x; y 2 DA için

(Ax; y) = (x;Ay)

eşitli¼gi ile birlikte simetrik operatör denir.

Tan¬m 3.4.4. A : DA � X ! Y operatörüne belli birM � 0 say¬s¬ve her x 2 DA

için

kAxk �M kxk

eşitsizli¼gi ile birlikte s¬n¬rl¬operatör denir.

Tan¬m 3.4.5. H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬do¼grusal, simetrik bir A operatörüne

her x 2 DA � H

(Ax; x) � 0

eşitsizli¼gi ile birlikte negatif olmayan operatör denir. Negatif olmayan A operatörü

için

(Ax; x) > 0) x = 0

ile pozitif operatör denir.

Tan¬m 3.4.6. X ve Y iki Hilbert uzay¬ve (:; :) X uzay¬n¬n, [:; :] de Y uzay¬n¬n

iç çarp¬m¬ve A : X ! Y do¼grusal, s¬n¬rl¬operatörü tüm X Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬

olsun. Her x 2 X ve her y 2 Y için

[Ax; y] = (x;A�y)

koşulunu sa¼glayan A� : Y ! X operatörüne, A operatörünün eş operatörü denir. E¼ger

A = A� ise böyle bir operatöre öz-eşlenik (self-adjoint) operatör denir.

Tan¬m 3.4.7. H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬do¼grusal ve öz-eşlenik bir A operatörüne

her x 2 H için

(Ax; x) � C kxk2H ; C > 0
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ile birlikte pozitif belirli bir operatör denir.

3.5. Eşitlikler ve Eşitsizlikler

Lemma 3.5.1. Cauchy Eşitsizli¼gi. E¼ger " > 0 ve a; b 2 R ise, o zaman

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Lemma 3.5.2. Young Eşitsizli¼gi. E¼ger " > 0; a; b 2 R, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ise,

o zaman

jabj � jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼gi veya

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r.

Lemma 3.5.3. Hölder Eşitsizli¼gi. u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ; p � 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1

ise, o zaman uv 2 L1 (
) olup

kuvkL1(
) � kukLp(
) kvkLq(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir. p = 1 durumunda, q =1 ve kvkLq(
) = ess sup



jvj al¬r¬z.
p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

Lemma 3.5.4. ·Interpolasyon Eşitsizli¼gi. 1 � p � q � r ve 0 < � < 1 için
1
q
= �

p
+ 1��

r
olsun. E¼ger u 2 Lp (
) \ Lr (
) ise u 2 Lq (
) olur ve

kukLq(
) � kuk
�
Lp(
) kuk

1��
Lr(
)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Lemma 3.5.5. Minkowski Eşitsizli¼gi. u; v 2 Lp (
) ve p � 1 olmak üzere

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir.
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Lemma 3.5.6. Sobolev Eşitsizli¼gi. n > 1 olmak üzere 
 � Rn aç¬k olsun.

n > p, p � 1 ve u 2 W 1;p
0 (
) ise, o zaman

kukLnp=(n�p) (
) � C kDukLp(
)

olacak şekilde C = C (n; p) sabiti vard¬r.

p > n ve 
 s¬n¬rl¬ise, o zaman u 2 C
�


�
ve

sup


juj � C j
j1=n�1=p kDukLp(
)

olur.

Lemma 3.5.7. K¬smi ·Integral Alma Formülleri. 
 � Rn ( @
 2 C1 s¬n¬r¬na
sahip) bölgesinde tan¬ml¬A (x) = (A1 (x) ; :::; An (x)) vektörü i = 1; :::; n olmak üzere

Ai (x) 2 C
�


�
\ C1 (
) bileşenleri ile verilsin. divA (x) = @A1

@x1
+ :::+ @An

@xn
fonksiyonu


 ( Rn uzay¬nda s¬n¬rl¬bölge) bölgesinde sürekli veya 
 bölgesinde integrallenebilir

ise, R


divA (x) dx =

R
@

A (x)n (x) dS

olup, burada n (x) ; 
 bölgesine göre d¬̧sa yönlendirilmi̧s @
 s¬n¬r¬için birim normal

vektördür. Bu formül, Ostrogradsky formülü olarak bilinmektedir.

u (x) 2 C2 (
)\C1
�


�
; v (x) 2 C1

�


�
ve �u = div (ru) fonksiyonu 
 bölgesinde

integrallenebilir olsun. v�u = v � div (ru) = div (vru) � rurv; rurv = ux1vx1 +

:::+ uxnvxn oldu¼gundan Ostrogradsky formülüne göre

R


v�udx =

R
@

v
@u

@n
dS �

R


rurvdx

elde edilir. Burada ru � nj@
 = @u
@n

��
@

olup bu formül Green formülü olarak bilinmek-

tedir.

Tan¬m 3.5.8. Daralma Dönüşümü. X bir metrik uzay olsun. Bir T : X ! X

dönüşümü verilsin. E¼ger

d (T (x) ; T (y)) � cd (x; y) ; x; y 2 X

olacak şekilde bir 0 � c < 1 sabit say¬s¬varsa, T daralma dönüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 3.5.9. Daralma Dönüşümü Prensibi. X tam bir metrik uzay olsun.

T : X ! X; c daralma sabiti ile verilmi̧s bir daralma dönüşümü olsun. x0 2 X olsun

24



Nurhan DÜNDAR

ve tümevar¬msal olarak

xn+1 = T (xn) ; n � 0

tan¬mlans¬n. Bu durumda T bir tek a sabit noktas¬na sahip, xn dizisi a ya yak¬nsak

ve

d (a; xn) � cnd (a; x0)

d¬r.

Lemma 3.5.10. Gronwall Eşitsizli¼gi (Diferansiyel Form).

� (t) negatif olmayan, [0; T ] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli bir fonksiyon, � (t) ve  (t)

negatif olmayan [0; T ] üzerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak üzere,

�0 (t) � � (t) � (t) +  (t)

eşitizli¼gi sa¼glan¬yorsa. Bu durumda tüm 0 � t � T için

� (t) � e
R t
0 �(s)ds

�
� (0) +

Z t

0

 (s) ds

�
olur.

Lemma 3.5.11. Gronwall Eşitsizli¼gi (·Integral Form).

(i) � (t) ; hemen hemen her t ve C1; C2 � 0 sabitleri için

� (t) � C1
R t
0
� (s) ds+ C2

integral eşitsizli¼gini sa¼glayan negatif olmayan, [0; T ] üzerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0 � t � T için

� (t) � C2
�
1 + C1te

C1t
�

olur.

(ii) Özel olarak, e¼ger hemen hemen her 0 � t � T için

� (t) � C1
R t
0
� (s) ds

ise, o zaman her yerde � (t) = 0 d¬r.
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Tan¬m 3.5.12. X ve Y Banach uzaylar ve F : X ! Y bir fonksiyon olmak üzere

lim
khkX!0

kF (x+ h)� F (x)� AhkY
khkX

= 0

olacak şekilde bir A : X ! Y do¼grusal s¬n¬rl¬operatörü varsa F ye x 2 X noktas¬nda

türevlenebilirdir denir. A operatörüne F nin x 2 X noktas¬ndaki Fréchet türevi denir

ve F 0 (x) ile gösterilir.

Tan¬m 3.5.13. Bir u (x; t) fonksiyonunun x 2 R de¼gi̧skenine göre Fourier dönüşümü
F fu (x; t)g = bu (k; t) ile gösterilir ve

F fu (x; t)g = bu (k; t) = 1p
2�

Z 1

�1
e�ikxu (x; t) dx

integrali ile tan¬ml¬d¬r. Burada k bir reel say¬d¬r ve dönüşüm de¼gi̧skeni olarak ad-

land¬r¬l¬r. Ters Fourier dönüşümü F�1 fbu (k; t)g = u (x; t) şeklinde gösterilir ve

F�1 fbu (k; t)g = u (x; t) =
1p
2�

Z 1

�1
eikxbu (k; t) dk

integrali ile tan¬ml¬d¬r.

Teorem 3.5.14. Konvolüsyon Teoremi. E¼gerF ff (x)g = F (k) veF fg (x)g =
G (k) ise, o zaman

F ff (x) � g (x)g = F (k)G (k)

veya

F�1 fF (k)G (k)g = f (x) � g (x)

sa¼glan¬r. Burada f (x) � g (x) ; integrallenebilir f (x) ve g (x) fonksiyonlar¬n¬n kon-
volüsyonudur ve

f (x) � g (x) = 1p
2�

Z 1

�1
f (x� �) g (�) d�

ile tan¬ml¬d¬r.

f � g süreklidir. Buradan iki fonksiyonun konvolüsyonu olan f � g nin f ve g den
daha düzgün oldu¼gu anlaş¬lmaktad¬r, çünkü f ve g sadece integrallenebilir (Riemann

anlam¬nda) fonksiyonlard¬r.

3.6. Kato Teoremi

Araşt¬rma Bulgular¬bölümünde (1.1) denklemi için bir başlang¬ç de¼ger problem-

inin lokal iyi konumlulu¼gu Kato teoremi kullan¬larak çal¬̧s¬lacakt¬r. Bu amaçla Kato
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teoremini amac¬m¬za uygun bir biçimde ifade edelim. Aşa¼g¬daki soyut yar¬-lineer

evolüsyon denklemi düşünelim:

dv

dt
+ A(v)v = f (v) ; t � 0; v (0) = v0: (3.6.1)

Y sürekli ve yo¼gun olarak X �e gömülecek şekilde X ve Y Hilbert uzaylar¬ve Q : Y !
X bir topolojik izomor�zm olsun. L(Y;X); Y denX e bütün s¬n¬rl¬lineer operatörlerin

uzay¬olsun. E¼ger X = Y ise bu uzay¬L(X) ile belirtiriz. � bir reel say¬olmak üzere

lineer operatör A 2 G (X; 1; �) ; yani �A, X üzerinde T (t) C0-yar¬grup üretir ve her

t � 0 için kT (t)kL(X) � et� olur.

Farzedelim ki:

(I)

k(A(y)� A(z))!kX � �1 ky � zkX k!kY ; y; z; ! 2 Y

eşitsizli¼gi ile y 2 Y için A(y) 2 L(Y;X) ve A(y) 2 G (X; 1; �) ; (yani A(y)

yar¬-m-accretive), Y içindeki s¬n¬rl¬kümeler üzerinde düzgündür.

(II) S¬n¬rl¬, Y içindeki s¬n¬rl¬kümeler üzerinde düzgün B(y) 2 L(X) için QA(y)Q�1 =
A(y) +B(y) dir. Ayr¬ca

k(B(y)�B(z))!kX � �2 ky � zkY k!kX ; y; z 2 Y; ! 2 X

olur.

(III) f : Y ! Y ve ayr¬ca X den X içine bir dönüşüme geni̧sler. f ; Y deki s¬n¬rl¬

kümeler üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ve

k(f(y)� f(z))kY � �3 ky � zkY ; y; z 2 Y;

k(f(y)� f(z))kX � �4 ky � zkX ; y; z 2 Y

eşitsizliklerini sa¼glar.

Burada �1; �2; �3 ve �4 sadece max fkykY ; kzkY g ba¼gl¬sabitlerdir.

Teorem 3.6.1. (I), (II) ve (III) sa¼glans¬n. v0 2 Y başlang¬ç verisi ile (3.6.1) in

sadece bir tek v çözümü ve kv0kY ye ba¼gl¬bir T > 0 zaman¬vard¬r öyle ki;

v = v (:; v0) 2 C ([0; T ) ;Y ) \ C1 ([0; T ) ;X)

27



3. MATERYAL VE METOT

olur. Ayr¬ca, v0 ! v (:; v0) dönüşümü Y den C ([0; T ) ;Y )\C1 ([0; T ) ;X) e bir sürekli
dönüşümdür (Kato 1975).

3.7. Tek Dalgalar ·Için Kararl¬l¬k

Grillakis ve ark. (1987) n¬n yörüngesel kararl¬l¬k teorisi:

Bir X uzay¬nda lokal iyi konumlu; E bir enerji fonksiyoneli; J

u; v 2 D (J) için hJu; vi = �hu; Jvi

olacak şekilde bir skew-simetrik lineer operatör olmak üzere

du

dt
= JE 0 (u (t)) (3.7.1)

formunda ki Hamiltonian sistemini düşünelim.

(3.7.1) denkleminin X üzerinde bir grubun bir T (:) temsili alt¬nda de¼gi̧smezli¼gini

varsayal¬m. Tek dalga, (3.7.1) denkleminin ! 2 R olmak üzere

u (t) = T (!t)'!

şeklindeki bir çözümüdür.

Temel varsay¬mlar aşa¼g¬daki gibi s¬ralan¬r:

(i) B� = B olacak şekilde B : X ! X� bir s¬n¬rl¬lineer operatör ve

Q (u) =
1

2
hBu; ui

şeklinde tan¬mlanan bir Q : X ! R fonksiyoneli vard¬r.

(ii) (Çözümlerin varl¬¼g¬). Her u0 2 X için t0 > 0 ve [0; t0) aral¬¼g¬nda (3.7.1) denklem-

inin bir u çözümü vard¬r öyle ki;

(a) u (0) = u0 ve

(b) t 2 [0; t0) için E (u (t)) = E (u0) ; Q (u (t)) = Q (u0) :

(iii) (Tek dalgalar¬n varl¬¼g¬). !1 < !2 olmak üzere

(a) her ! 2 (!1; !2) için (!1; !2) aç¬k aral¬¼g¬ndan X e ! ! '! dönüşümü C
1

dedir ve
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(b) E 0 ('!) = !Q0 ('!) ;

(c) T 0 (0)'! 6= 0
dir.

(iv) Her ! 2 (!1; !2) için, Hc = E 00 ('!) � !Q00 ('!) kesin olarak bir negatif basit

özde¼gere sahiptir ve çekirde¼gi T 0 (0)'! taraf¬ndan gerilir ve spektrumunun kalan¬

s¬f¬rdan uzakta pozitif ve s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.7.1. (i)-(iv) varsay¬mlar¬alt¬nda e¼ger

d (!) = E ('!)� !Q ('!)

skaler fonksiyonu ! nin bir komşulu¼gunda konveks bir fonksiyon yani d00 (!) > 0 ise

'! yörüngesel kararl¬d¬r (Grillakis ve ark. 1987).

Bu yörüngesel kararl¬l¬k analizi sayesinde bir çok denklemin tek dalga çözümlerinin

kararl¬l¬¼g¬çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Constantin ve Strauss (2000b) s¬k¬̧st¬r¬labilir esnek çubuklar

içindeki tek dalgalar¬n bir s¬n¬f¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬bu yöntemle çal¬̧sm¬̧slard¬r. Tian ve ark.

(2005) Dullin-Gottwald-Holm denkleminin, Hakkaev ve Kirchev (2005) genelleştir-

ilmi̧s Camassa-Holm denkleminin, Zhang ve Liu (2010) iki bileşenli Camassa-Holm

sisteminin, Liu ve Yin (2013) iki bileşenli Dullin�Gottwald-Holm sisteminin tek dalga

çözümlerininin kararl¬l¬¼g¬n¬çal¬̧s¬rken Grillakis ve ark. (1987) n¬n yörüngesel kararl¬l¬k

teorisinden faydalanm¬̧slard¬r.

Hamilton dalga denklemlerinde tek dalgalar¬n kararl¬l¬¼g¬n¬ kan¬tlamak için kul-

lan¬lan bir di¼ger yöntemde varyasyonel yöntemlerdir. Spektral şartlara ba¼gl¬olmayan

bu yöntem Lions�un (1984) Konsantrasyon-Kompaktl¬k prensibi kullan¬larak Cazenave

ve Lions (1982) taraf¬ndan geli̧stirildi. Bu yaklaş¬mda, k¬s¬tlanm¬̧s varyasyonel prob-

lemle başlan¬r ve global minimize ediciler aran¬r. Metot çal¬̧st¬¼g¬nda, sadece global min-

imize edicilerin varl¬¼g¬n¬göstermez ayn¬zamanda her minimize edici dizinin ötelemelere

kadar nispeten kompakt oldu¼gunu da gösterir. Sonuç olarak global minimize edici-

lerin kümesi ilgili başlang¬ç de¼ger problemi için kararl¬ bir kümedir, yani kümenin

yan¬nda başlayan bir çözüm her zaman yan¬nda kal¬r. Cazenave ve Lions (1982) çal¬̧s-

malar¬nda do¼grusal olmayan Schrödinger denklemlerinin tek dalga çözümlerinin karar-

l¬l¬¼g¬n¬ispatlad¬lar. Benzer bir yöntem dispersif evolüsyon denklemlerinin büyük bir

aral¬¼g¬ndaki denklemlerin tek dalga çözümlerinin yörüngesel kararl¬l¬¼g¬n¬kan¬tlamak

için birçok yazar taraf¬ndan uyguland¬(Albert 1999, Levandosky 1999, Angulo 2006,

Bhattarai 2012).
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3.8. Dalga K¬r¬lmas¬ve Blow-up

Do¼grusal olmayan k¬smi diferansiyel denklemler teorisinde temel sorulardan biri

şudur: Ne zaman bir tekillik oluşabilir ve yap¬s¬nedir? Tipik iyi konumluluk sonucu

ya tüm zamanlarda bir k¬smi diferansiyel denklemin bir çözümü oldu¼gunu ya da t! T

iken çözümün baz¬ normlar¬n¬ s¬n¬rs¬z yapan bir T < 1 var oldu¼gunu ileri sürer.

Bunlardan ikincisi sonlu zamanda blow-up olarak adland¬r¬l¬r.

Blow-up zaman¬na yaklaş¬l¬rken çözümün davran¬̧s¬özel önem taş¬maktad¬r. Çözümün

kendisi sonlu bir zaman içinde s¬n¬rs¬z oldu¼gunda tekilli¼gin basit bir çeşidi oluşur. Su

dalgalar¬n¬ tan¬mlayan modeller için e¼ger çözüm (dalga) s¬n¬rl¬ iken çözümün e¼gimi

sonlu zamanda s¬n¬rs¬z oluyor ise dalga k¬r¬lmas¬n¬n meydana geldi¼gi söylenebilir: Pro-

�l yay¬l¬rken e¼gimin dik oldu¼gu bir nokta oluşturuncaya kadar aşamal¬olarak dikleşe-

cektir ve dalgan¬n k¬r¬ld¬¼g¬söylenir (Whitham 1980).

Dalga k¬r¬lmas¬su dalga teorisinin en ilgi çekici ve köklü problemlerinden biridir.

K¬r¬lan dalgalar yayg¬n olarak okyanusta gözlenmektedir ve çeşitli nedenlerden dolay¬

önemlidir ama şaş¬rt¬c¬derecede onlar hakk¬nda az şey bilinmektedir. Asl¬nda k¬r¬lan

dalgalar, insan yap¬m¬ yap¬lara büyük hidrodinamik yükler yerleştirir, yüzey dal-

galar¬na yatay momentum aktar¬r, okyanusun üst tabakalar¬n¬kar¬̧st¬rmak için tür-

bülansl¬ enerji kayna¼g¬ sa¼glar, s¬¼g sularda sediment taş¬r. Bu özelliklerinden dolay¬

dalga k¬r¬lma teorisi araşt¬rmac¬lar için büyük önem taş¬maktad¬r.

Blow-up tekniklerinin her tür denklem için oldukça özel oldu¼gunu ve genel bir

metodun olmad¬¼g¬n¬Strauss (1989) belirtmi̧stir (Constantin ve Escher 1998b). S¬¼g su

dalgalar¬n¬modelleyen baz¬�ziksel denklemlerin blow-up oluşumunu (dalga k¬r¬lmas¬

formundaki) ve tahmin edilen dalga k¬r¬lmalar¬n¬ispatlamak için farkl¬bir yaklaş¬ma

ihtiyaç duyulur.

Whitham (1980) su dalga teorisinin sürüncemede kalan en ilginç problemlerinden

birinin k¬r¬lma olay¬oldu¼gunu vurgulam¬̧s ve KdV denkleminin çözümlerinin �ziksel

su dalgalar¬yaparken k¬r¬lmad¬¼g¬n¬gözlemlemi̧stir. Nitekim Bourgain (1993) başlang¬ç

verisi L2 de olmak üzere KdV denkleminin çözümlerinin global oldu¼gunu göstermi̧stir.

Whitham KdV modeli yerine dalgalar¬n k¬r¬lma çözümlerinin var olaca¼g¬n¬öngördü¼gü

aşa¼g¬daki denklemi önerdi:

ut + uux +

Z
R
K0 (x� �)ux (t; �) d� = 0 (3.8.1)
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burada

K0 (x) =
1

2�

Z
R

�
tanh �

�

�1=2
ei�xd�

tekil çekirdektir (Constantin ve Escher 1998b). Whitham denklemi için gerçekleştir-

ilmi̧s nümerik hesaplamalar soliton etkileşimi beklenebilece¼gi yönünde herhangi bir

güçlü iddiay¬desteklemez (Dodd ve ark. 1984).

Camassa-Holm denklemi ise KdV ve Whitham denklemlerinin aksine hem dalga

k¬r¬lmas¬hem de tek dalgalar¬n¬n birer soliton olmas¬özelliklerini ayn¬anda bar¬nd¬r¬r.

Yani Camassa-Holm denklemi pik çözümlere, k¬r¬lan dalgalara ve de¼gi̧smez dalgalara

sahiptir (Constantin ve Escher 1998a, 1998b).

Whitham denklemi ve Camassa-Holm denklemi için dalga k¬r¬lmas¬ispat¬Seliger�in

(1968) bir �krinden esinlenmektedir (Constantin ve Escher 1998b). Seliger (1968)

K düzgün (R üzerinde sürekli ve integrallenebilir), simetrik çekirdek, R+ üzerinde

monoton azalan olmak üzere8<: ut + uux +

Z
R
K (x� �)u� (t; �) d� = 0

u (0; x) = u0 (x)
(3.8.2)

problemi için dalga k¬r¬lmas¬n¬biçimsel olarak göstermeyi başard¬. Şöyle ki: s¬ras¬yla

x = �1 (t) ve x = �2 (t) ile elde edilen

m1 (t) = min
x2R

[ux (t; x)] ve m2 (t) = max
x2R

[ux (t; x)]

ifadelerini düşünelim. (3.8.2) denklemini diferansiyelleyerek ve x = �i (t) ; i = 1; 2

alarak istenilen dalga k¬r¬lmas¬n¬verenm1 vem2 için biçimsel olarak diferansiyel eşitsi-

zlikler elde etti. Benzer bir �kir (3.8.1) Whitham denklemi için dalga k¬r¬lmas¬na ili̧skin

Whitham�¬n (1980) sürüncemede kalan öngörüsünü çözmek için Naumkin ve Shish-

marev (1994) taraf¬ndan kullan¬ld¬. Ama matematiksel olarak yapt¬klar¬analiz kesin

de¼gildir. Çünkü çal¬̧smada minx2R [ux (t; x)] in elde edildi¼gi �1 (t) e¼grisinin düzgün-

lü¼günü garantilemek mümkün de¼gildir. Bundan dolay¬�1 (t) ve �2 (t) e¼grilerinin düzgün

oldu¼gu ek olarak varsay¬lmal¬d¬r (Constantin ve Escher 1998b).

Yukar¬da belirtildi¼gi gibi Whitham tipi denklemler için dalga k¬r¬lmas¬ ile ilgili

çeşitli sonuçlar çözümün e¼giminin minimumunun düzgün bir e¼gri boyunca elde edilmesi

varsay¬m¬alt¬nda Naumkin ve Shishmarev (1994) taraf¬ndan elde edildi. Daha sonra

Constantin ve Escher (1998b) elde ettikleri bir teorem (Teorem 2.1, sf: 233) ile bu

varsay¬m¬ortadan kald¬r¬pWhitham tipli denklemlerin dalga k¬r¬lmas¬ile ilgili sonuçlar
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elde ettiler. Ayn¬çal¬̧smada bu teoremden faydalanarak ! = 0 için (2.4) Camassa-

Holm denkleminin de dalga k¬r¬lmas¬n¬çal¬̧st¬lar. Bu teorem kullan¬larak Camassa-

Holm, Dullin-Gottwald-Holm, Degasperis-Procesi gibi denklemlerin ve bu denklem-

lerin genelleştirilmi̧s modellerinin dalga k¬r¬lmas¬incelenmi̧stir (Yin 2004, Tian ve ark.

2005, Wu ve Yin 2010).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1. Güçlü Dispersif Terimli ·Integrallenebilir Genelleştirilmi̧s Bir S¬¼g Su

Dalga Denklemi

Bu bölümde güçlü dispersif terim içeren genelleştirilmi̧s bir s¬¼g su dalga denklemi

için8<: ut � �2uxxt + (g (u))x +  (u� �2uxx)xxx = �2
�
h0(u)
2
u2x + h (u)uxx

�
x
; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R
(4.1.1)

başlang¬ç de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada g (u) ; h (u) : R! R do¼grusal olmayan

fonksiyonlar olup � ve  sabit say¬lard¬r. (4.1.1) de g (u) = 2!u + 3
2
u2 ve h (u) = u

şeklinde al¬nd¬¼g¬nda (2.9) denklemi elde edilir.

Kolayl¬k sa¼glamak için, (4.1.1) problemini yeniden formüle edelim. x 7! x
�
alarak

(4.1.1)8<: ut � uxxt + (g (u))x + a (u� uxx)xxx = b
�
h0(u)
2
u2x + h (u)uxx

�
x
; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R
(4.1.2)

şeklinde yeniden yaz¬l¬r. Burada a = 
�3
ve b = 1

�
şeklindedir.

Bu bölümde ilk olarak (4.1.2) (veya (4.1.1)) probleminin lokal iyi konumlulu¼gu

Kato teoremi uygulanarak elde edilecektir. Daha sonra (4.1.1) deki denklemin do¼grusal

olmayan fonksiyonlar¬n¬n özel halleri için tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬gösterilecek

ard¬ndan da bu tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬ ispatlanacakt¬r (Dündar ve Polat

2014).

4.1.1. Lokal ·Iyi Konumluluk

·Ilk olarak bölüm içinde kullan¬lacak olan notasyonlar¬verelim: s 2 R olmak üzere
�s = (1� @2x)

s=2 ve

kfkHs = kfks =
�Z

R

�
1 + j�j2

�s ��� bf (�)���2 d��1=2
normu ile Hs (R) = Hs olarak ve (:; :) ile iç çarp¬m gösterilecektir. [A;B] = AB�BA;
A ve B lineer operatörlerin komütatörünü gösterir. Kolayl¬k sa¼glamak amac¬ile farkl¬

pozitif sabitler ayn¬c sembolleri ile gösterilecektir.
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(4.1.2) probleminin iyi konumlulu¼gunu Kato teoremini uygulayarak elde edece¼giz.

·Ilk olarak kullanaca¼g¬m¬z lemmalar¬ispats¬z olarak verelim:

Lemma 4.1.1.1. f 2 Hs; s > 3
2
olsun. O zaman

��r ��r+t+1;Mf

�
��t

L(L2)

� c kfks ; jrj ; jtj � s� 1

olacak şekilde f ile çarp¬m¬n operatörü Mf ve sadece r; t ye ba¼gl¬bir pozitif c sabiti

vard¬r (Kato 1979).

Lemma 4.1.1.2. �r < t � r olacak şekilde r ve t reel say¬lar olsun. O zaman

kfgkt � c kfkr kgkt ; e¼ger r >
1

2
;

kfgkr+t� 1
2
� c kfkr kgkt ; e¼ger r <

1

2

olacak şekilde r ve t ye ba¼gl¬pozitif bir c sabiti vard¬r (Kato 1975).

Lemma 4.1.1.3. X ve Y iki Banach uzay¬olsun ve Y; X e sürekli ve yo¼gun olarak

gömülsün. �A; X üzerinde T (t) C0 yar¬grubunun sonsuz küçük bir üreteci ve S, Y

den X üzerine bir izomor�zm olsun. Y , �A- kabul edilebilirdir (yani T (t)Y � Y;

8t � 0; ve T (t) nin Y ye k¬s¬tlamas¬Y üzerinde bir C0- yar¬grubudur) ancak ve ancak
�A1 = �SAS�1; X üzerinde T1 (t) = �ST (t)S�1 C0 yar¬grubunun sonsuz küçük
üretecidir. Ayr¬ca e¼ger Y , �A- kabul edilebilir ise, bu durumda �A n¬n Y deki k¬sm¬

T (t) nin Y ye k¬s¬tlamas¬n¬n sonsuz küçük üretecidir (Pazy 1983).

Lemma 4.1.1.4. f 2 C [s]+1 (R) ; f (0) = 0; s � 0 olsun. O zaman herhangi bir

R > 0 için baz¬C1 (R) sabiti vard¬r ki kukL1 � R ile tüm u 2 Hs \ L1 için

kf (u)ks � C1 (R) kuks

olur (Wang ve Chen 2006).

Lemma 4.1.1.5. f 2 C [s]+1 (R) ; s � 0 olsun. O zaman herhangi bir R > 0 için

baz¬C2 (R) sabiti vard¬r ki kukL1 � R; kvkL1 � R ve kuks � R; kvks � R ile tüm

u; v 2 Hs \ L1 için

kf (u)� f (v)ks � C2 (R) ku� vks

olur (Wang ve Chen 2006, Duruk ve ark. 2009).
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E¼ger x 2 R için p (x) = 1
2
e�jxj ise o zaman tüm f 2 L2 (R) için (1� @2x)

�1
f = p� f

olur. Burada � ile konvülüsyonu belirtiyoruz. (4.1.2) problemini yeniden8<: ut + bh (u)ux + auxxx = �@xp �
�
g (u) + b

2
h0 (u)u2x

�
+ p � (bh (u)ux) ; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R
(4.1.3)

şeklinde veya8<: ut + bh (u)ux + auxxx = �@x��2
�
g (u) + b

2
h0 (u)u2x

�
+ ��2 (bh (u)ux) ; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R
(4.1.4)

şeklinde yazabiliriz.

Kato teoremine uygun olarak burada

A (u) = bh (u) @x + a@3x;

f (u) = �@x��2
�
g (u) +

b

2
h0 (u)u2x

�
+ ��2 (bh (u)ux) ;

Y = Hs; X = Hs�1 ve Q = � = (1� @2x)
1
2 alal¬m. Q; Hs nin Hs�1 üzerine bir

izomor�zmidir.

(4.1.1) problemi için lokal iyi konumluluk teoremi:

Teorem 4.1.1.6. g; h 2 C [s]+1 (R) ve h (0) = g (0) = 0 oldu¼gu kabul edilsin.

u0 2 Hs; s > 3
2
başlang¬ç verisi ile (4.1.1) (veya 4.1.4) probleminin

u = u (:; u0) 2 C ([0; T ) ;Hs) \ C1
�
[0; T ) ;Hs�1�

şeklinde bir tek u çözümü ve T = T (u0) > 0 maksimal zaman¬vard¬r. Ayr¬ca çözüm

başlang¬ç verisine sürekli ba¼g¬ml¬d¬r; yani

u0 ! u (:; u0) : H
s ! C ([0; T ) ;Hs) \ C1

�
[0; T ) ;Hs�1�

dönüşümü süreklidir.

Teorem 3.6.1 den Teorem 4.1.1.6 ispatlanacakt¬r. Bunun için A(u) ve f(u) nun 3.6

daki (I)�(III) varsay¬mlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬göstermemiz yeterlidir.

Lemma 4.1.1.7. u 2 Hs; s > 3
2
ile A (u) = bh (u) @x + a@3x operatorü G (L

2; 1; �)

e aittir.
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·Ispat. L2 bir Hilbert uzay¬oldu¼gundan dolay¬baz¬� reel say¬lar¬için ancak ve

ancak aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬rsa A (u) 2 G (L2; 1; �) olur (Kato 1983).

(i) (A (u) y; y)0 � �� kyk
2
0 ;

(ii) Baz¬(ya da tüm) � > � için �I + A n¬n aral¬¼g¬X in tümüdür.

·Ilk olarak (i)�yi ispatlayal¬m. s > 3
2
ile u 2 Hs oldu¼gundan u; ux 2 L1 ve

kuxkL1 � kuks ; kukL1 � kuks

oldu¼guna dikkat edelim. Böylece

j(A (u) y; y)0j = j((bh (u)) @xy; y)0j+
���a@3xy; y�0��

�
���� b2 k@xh (u)kL1 kyk20

����
�

���� b2 kh (u)ks kyk20
����

� cC1 (R) kuks kyk
2
0

olur. � = cC1 (R) kuks alarak (A (u) y; y)0 � �� kyk20 oldu¼gunu görürüz. Şimdi

A (u) nun (ii) sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim. A(u) bir kapal¬operatör oldu¼gundan ve (i) yi

sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬tüm � > � için (�I + A) ; L2 de kapal¬aral¬¼ga sahiptir. Bundan

dolay¬tüm � > � için (�I + A) n¬n L2 de yo¼gun aral¬¼ga sahip oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. u 2 Hs; s > 3
2
ve y 2 L2 verilsin. Genelleştirilmi̧s Leibniz formülünden H�1

de

@x
��
bh (u) + a@2x

�
y
�
= @x

�
bh (u) + a@2x

�
y +

�
bh (u) + a@2x

�
@xy

olur. u; ux 2 L1 oldu¼gundan dolay¬

D (A) = D
�
(bh (u)) @x + a@3x

�
=
�
y 2 L2; (bh (u)) @xy + a@3xy 2 L2

	
=

�
z 2 L2;�@x

�
bh (u) + a@2x

�
z 2 L2

	
= D

��
(bh (u)) @x + a@3x

���
= D (A�)

elde ederiz. Farz edelim ki �I+A n¬n aral¬¼g¬L2 in tümü olmas¬n. O zaman 8y 2 D (A)
için ((�I + A) y; z)0 = 0 olacak şekilde z 2 L2; z 6= 0 vard¬r. H1 � D (A) oldu¼gundan

D (A) ; L2 de yo¼gundur. Böylece L2 içinde z 2 D (A�) ve �z+A� = 0 oldu¼gu görülür.
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D (A) = D (A�) oldu¼gundan z ile çarp¬l¬p k¬smi integrasyon al¬n¬rsa

0 = ((�I + A�) z; z)0 = (�z; z)0 + (z; Az)0 � (�� �) kzk20 ; 8� > �

oldu¼gu elde edilir ve böylece z = 0 olur. Bu da z 6= 0 varsay¬m¬ile çeli̧sir. Böylece

Lemma 4.1.1.7 nin ispat¬tamamlan¬r.

Lemma 4.1.1.8. A (u) = bh (u) @x + a@3x olmak üzere u 2 Hs; s > 3
2
ile

A (u) 2 G (Hs�1; 1; �) :

·Ispat. Hs�1 bir Hilbert uzay¬oldu¼gundan dolay¬baz¬� reel say¬lar¬için ancak ve

ancak aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬rsa A(u) 2 G(Hs�1; 1; �) olur (Kato 1975).

(i) (A (u) y; y)s�1 � �� kyk
2
s�1 :

(ii) Baz¬ (ya da tüm) � > � için �A (u) ; Hs�1 üzerinde bir C0�yar¬grubunun
sonsuzluk küçüklükteki üretecidir.

�
�s�1a@3xy;�

s�1y
�
0
= 0; (4.1.5)

�s�1 (bh (u) @xy) =
�
�s�1; bh (u)

�
@xy + bh (u) �s�1@xy

eşitliklerini kullanarak

��(A (u) y; y)s�1�� =
����s�1 ��bh (u) @x + a@3x

�
y
�
;�s�1y

�
0

��
=

����s�1bh (u) @xy;�s�1y�0��
=

�����s�1; bh (u)� @xy;�s�1y�0 + �bh (u) �s�1@xy;�s�1y�0��
�

��b ���s�1; h (u)� @x�1�s�s�1y;�s�1y�0��
+

���� b2 �@xh (u) ; ��s�1y�2�0
����

�
b ��s�1; h (u)��2�s

L(L2)

�s�1y2
0
+

 b2@xh (u)

L1

��s�1y�2
0

eşitsizli¼gini elde ederiz. r = 0; t = s� 2 ile Lemma 4.1.1.1 den ve Lemma 4.1.1.4 den

��(A (u) y; y)s�1�� � c (kh (u)ks + k@xh (u)kL1) kyk
2
s�1

� c (kh (u)ks + kh (u)ks) kyk
2
s�1

� cC1 (R) kuks kyk
2
s�1

eşitsizli¼gini elde ederiz. � = cC1 (R) kuks al¬n¬rsa (A (u) y; y)s�1 � �� kyk2s�1 olur.
Şimdi (ii) ispatlans¬n. S = �s�1 olsun. S nin L2 üzerinde Hs�1 in bir izomor�zmi

37
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oldu¼guna dikkat edelim ve s > 3
2
oldu¼gunda Hs�1 yo¼gun ve sürekli olarak L2 ye

gömülür.

A1 (u) = SA (u)S�1 = �s�1A (u) �1�s; B1 (u) = A1 (u)� A (u)

tan¬mlayal¬m. y 2 L2 ve u 2 Hs olsun. Ayr¬ca

�
�s�1; (bh (u)) @x

�
�1�s =

�
�s�1; (bh (u))

�
�1�s@x

oldu¼gunu biliyoruz. O zaman (4.1.5) eşitli¼gini de kullanarak

kB1 (u) yk0 =
��s�1; bh (u) @x��1�sy0

=
��s�1; bh (u)��1�s@xy0

�
b ��s�1; h (u)��2�s

L(L2)

��1@xy0
� c kh (u)ks kyk0
� cC1 (R) kuks kyk0

eşitsizli¼gini elde ederiz. Burada r = 0; t = s � 2 ile Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.4
kullan¬ld¬. Böylece B1 (u) 2 L (L2) olur. A1 (u) = A (u)+B1 (u) ve A (u) 2 G (L2; 1; �)
(Lemma 4.1.1.7) oldu¼gunu hat¬rlayal¬m. Bir yar¬grup için pertürbasyon teoremi ile

A1 (u) 2 G (L2; 1; �1) olur. X = L2; Y = Hs�1 ve S = �s�1 ile Lemma 4.1.1.3

den Hs�1 in A-kabul edilebilir oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Bundan dolay¬�A(u); Hs�1

üzerinde bir C0-yar¬grubun sonsuz küçüklükte üretecidir.

Lemma 4.1.1.9. u 2 Hs; s > 3
2
ile A (u) = bh (u) @x + a@3x olsun. O zaman

A (u) 2 L (Hs; Hs�1) olur. Ayr¬ca

k(A(u)� A(v))!ks�1 � �1 ku� vks�1 k!ks ; u; v; ! 2 Hs

olur.

·Ispat. u; v; ! 2 Hs; s > 3
2
olsun. Hs�1 in bir Banach cebiri oldu¼gunu hat¬rlayal¬m.

Daha sonra Lemma 4.1.1.5 i kullanarak

k(A(u)� A(v))!ks�1 = kb (h (u)� h (v)) @x!ks�1
� kb (h (u)� h (v))ks�1 k@x!ks�1
� cC2 (R) ku� vks�1 k!ks
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Yukar¬daki eşitsizlikte v = 0 al¬narak A (u) 2 L (Hs; Hs�1)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 4.1.1.10. u 2 Hs; s > 3
2
ile B (u) = [�; (bh (u) + a@2x) @x] �

�1 2 L (Hs�1)

dir. Ayr¬ca

k(B(u)�B(v))!ks�1 � �2 ku� vks k!ks�1

olur.

·Ispat. u; v 2 Hs ve ! 2 Hs�1; s > 3
2
olsun.

[�; (bh (u)) @x] �
�1 = [�; (bh (u))] ��1@x

eşitli¼gini kullanarak

k(B(u)�B(v))!ks�1 =
�s�1 ���; �bh (u) + a@2x

�
@x
�
��1

�
�
�;
�
bh (v) + a@2x

�
@x
�
��1

�
!

0

=
�s�1 [�; (bh (u)� bh (v)) @x] �

�1!

0

=
�s�1 [�; (bh (u)� bh (v))] ��1@x!


0

�
b�s�1 [�; (h (u)� h (v))] �1�s


L(L2)

�s�2@x!0
elde edilir. r = 1� s; t = s� 1 ile Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.5 kullan¬larak

k(B(u)�B(v))!ks�1 � c k(h (u)� h (v))ks k!ks�1
� cC2 (R) ku� vks k!ks�1

eşitsizli¼gi elde edilir. Yukar¬daki eşitsizlikte v = 0 al¬narak B (u) 2 L (Hs�1) elde

edilir.

Lemma 4.1.1.11.

f (u) = �@x
�
1� @2x

��1�
g (u) +

b

2
h0 (u)u2x

�
+
�
1� @2x

��1
(bh (u)ux)

olsun. O zaman f fonksiyonu, Hs deki s¬n¬rl¬kümeler üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ve

(i) kf(u)� f(v)ks � �3 ku� vks u; v 2 Hs;

(ii) kf(u)� f(v)ks�1 � �4 ku� vks�1 u; v 2 Hs
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

eşitsizliklerini sa¼glar.

·Ispat. u; v 2 Hs; s > 3
2
olsun.

f1(u) =
�
1� @2x

��1
(bh (u)ux) = b@x

�
1� @2x

��1
(k (u)) ;

f2(u) = �@x
�
1� @2x

��1
(g (u)) ;

f3(u) = �@x
�
1� @2x

��1� b
2
h0 (u)u2x

�
alal¬m. Burada f1(u) + f2(u) + f3(u) = f(u) dur. Ayr¬ca k0 (u) = h (u) dur. Lemma

4.1.1.5 i uygulayarak

kf1(u)� f1(v)ks � c kb (k(u)� k(v))ks�1 � cC2 (R) ku� vks

ve

kf2(u)� f2(v)ks � c kg(u)� g(v)ks�1 � cC2 (R) ku� vks

eşitsizliklerini elde ederiz. s > 3
2
ve Hs�1 bir Banach cebiri oldu¼gundan

kf3(u)� f3(v)ks � c
h0 (u)u2x � h0 (v) v2x


s�1

� c
�h0 (u) �u2x � v2x

�
s�1 +

v2x (h0 (u)� h0 (v))

s�1

�
� c(kh0 (u)� h0 (0)ks�1 kux � vxks�1 kux + vxks�1

+ jh0 (0)j kux � vxks�1 kux + vxks�1
+ kvxk2s�1 k(h0 (u)� h0 (v))ks�1)

olur. Lemma 4.1.1.4 ve Lemma 4.1.1.5 yeniden uygulanarak

kf3(u)� f3(v)ks � c (C1 (R) + jh0 (0)j) ku� vks ku+ vks + cR2C2 (R) ku� vks
� c

�
R (C1 (R) + jh0 (0)j) +R2C2 (R)

�
ku� vks

� c ku� vks

oldu¼gu elde edilir. Bu (i) yi ispatlar. Yukar¬daki eşitsizlikte v = 0 al¬nd¬¼g¬nda f

fonksiyonunun Hs deki s¬n¬rl¬kümeler üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu elde edilir.

(ii) nin ispat¬için u; v 2 Hs; s > 3
2
olsun. (i) ye benzer olarak

kf1(u)� f1(v)ks�1 � c kb (k(u)� k(v))ks�2 � cC2 (R) ku� vks�1 ;

kf2(u)� f2(v)ks�1 � c kg(u)� g(v)ks�2 � cC2 (R) ku� vks�1
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elde edilir. Daha sonra

kf3(u)� f3(v)ks�1 � c
h0 (u)u2x � h0 (v) v2x


s�2

� c
�h0 (u) �u2x � v2x

�
s�2 +

v2x (h0 (u)� h0 (v))

s�2

�
� c

�
kh0 (u) @x (u+ v)ks�1 k@x (u� v)ks�2

�
+ kvxk2s�1 k(h0 (u)� h0 (v))ks�2

� c(kh0 (u)� h0 (0)ks�1 ku� vks�1 ku+ vks
+ jh0 (0)j ku� vks�1 ku+ vks + kvk

2
s k(h0 (u)� h0 (v))ks�2)

� c ku� vks�1

eşitsizli¼gi elde edilir. Böylece Lemma 4.1.1.11 tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.1.6 n¬n ispat¬. Teorem 3.6.1 ve 4.1.1.7-4.1.1.11 lemmalar¬birlikte

ele al¬narak Teorem 4.1.1.6 elde edilir.

Teorem 4.1.1.12. g; h 2 C [s]+1 (R) ve h (0) = g (0) = 0 oldu¼gu kabul edilsin. u0 2
Hs; s > 3

2
olsun. O zaman Teorem 4.1.1.6 daki T aşa¼g¬daki anlamda s den ba¼g¬ms¬z

seçilebilir. E¼ger (4.1.1) (veya 4.1.4) problemi için u = u (:; u0) 2 C ([0; T ) ;Hs) \
C1 ([0; T ) ;Hs�1) ve baz¬ s0 6= s; 3

2
< s0 için u0 2 Hs0 ise o zaman ayn¬T ile u 2

C
�
[0; T ) ;Hs0

�
\ C1

�
[0; T ) ;Hs0�1� olur. Özel olarak; g; h 2 C1 (R) ve u0 2 H1 =

\s�0Hs ise o zaman u 2 C ([0; T ) ;H1) dir.

·Ispat. s0 < s durumu Teorem 4.1.1.6 da garanti edilen teklikten aç¬k oldu¼gundan

s0 > s durumunu düşünmek yeterlidir. s0 > s için Teorem 4.1.1.12 yi ispatlamak için

(4.1.4) e �2 uygulan¬rsa y (t) = �2u (t) = u � uxx için aşa¼g¬daki evolüsyon denklem

elde edilir:
dy

dt
+ A (t) y +B (t) y = f (t) ; y (0) = �2u (0) :

Burada

A (t) y = @x
��
bh (u) + a@2x

�
y
�
; B (t) y = bh0 (u)uxy

ve

f (t) = ux

�
b

2
h00 (u)u2x � g0 (u) + 2bh0 (u)u+ bh (u)

�

şeklindedir.

u 2 C ([0; T ) ;Hs) ve u0 2 Hs0 oldu¼gundan y 2 C ([0; T ) ;Hs�2) ve y (0) =

�2u (0) 2 C
�
[0; T ) ;Hs0�2� olur. Burada amaç u 2 C

�
[0; T ) ;Hs0

�
anlam¬na gelen
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y 2 C
�
[0; T ) ;Hs0�2� sonucuna varmakt¬r.

u 2 C ([0; T ) ;Hs) ; ux 2 Hs�1; Hs�1 in bir Banach cebiri ve g; h 2 C [s]+1 (R)

oldu¼gunu hat¬rlayal¬m. O zaman

B (t) 2 L
�
Hs�1� ve f (t) 2 C �[0; T ) ;Hs�1�

olur. Bu amaçla (3.1-3.3 Lemmalar¬(Kato 1979)), ilk olarak �s � � � s� 2; 1� s �
k � s� 1 ve k � � + 1 olmak üzere X = H� ve Y = Hk uzaylar¬ile A (t) nin bir tek

fU (t; �)g evolüsyon operatörüne sahip oldu¼gunu ispatlamaya gerek vard¬r. Bundan
dolay¬aşa¼g¬daki üç şart¬do¼grulamam¬z gerekiyor (Lemma 3.1, Kato 1979).

(i) A(t) 2 G(H�; 1; �); 8y 2 Hs:

(ii) ��@x
�
�k��; bh (u)

�
��k; L2 üzerinde düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

(iii) A(t) 2 L(Hk; H�); t de güçlü süreklidir.

(i) ile başlayal¬m. H� bir Hilbert uzay¬oldu¼gundan dolay¬baz¬� reel say¬lar¬için

ancak ve ancak aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬rsa A(t) 2 G(H�; 1; �) olur (Kato 1975, Kato

1983).

(a) (A (t) y; y)� � �� kyk
2
� ;

(b) Baz¬(ya da tüm) � > � için �A (t) ; H� üzerinde bir C0�yar¬grubunun sonsuz
küçüklükteki üretecidir.

·Ilk olarak (a)�y¬ispatlayal¬m. y 2 H� alal¬m ve ayr¬ca

��@x
�
bh (u) y + a@2xy

�
= ��@x

�
�
�
���; bh (u)

�
��y + ��� (bh (u) ��y)

�
+ a��@3xy

= ���@x
�
���; bh (u)

�
��y + @x (bh (u) �

�y) + a��@3xy

oldu¼guna dikkat edelim. O zaman

(A (t) y; y)� =
�
���@x

�
���; bh (u)

�
��y + @x (bh (u) �

�y) + a��@3xy;�
�y
�
0

=
�
��+1

�
���; bh (u)

�
��y; @x�

��1y
�
0
+
b

2
(@x (h (u) �

�y) ;��y)0

�
��+1 ����; bh (u)�

L(L2)
k��yk20 +

 b2@xh (u)

L1
k��yk20
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olur. r = � (� + 1) ; t = 0 ile Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.4 kullan¬larak

���(A (t) y; y)���� � c (kh (u)ks + k@xh (u)kL1) kyk
2
�

� c (kh (u)ks + kh (u)ks) kyk
2
�

� cC1 (R) kuks kyk
2
�

bulunur. � = cC1 (R) kuks alarak (A (t) y; y)� � �� kyk
2
� elde edilir.

Şimdi (b)�yi ispatlayal¬m. S = �s�1�� olsun. S in Hs�1 in H� üzerine bir izomor�zmi

oldu¼gunu ve �s � � � s� 2 iken Hs�1 in sürekli ve yo¼gun olarak H� ya gömüldü¼günü

hat¬rlayal¬m.

A1 (t) = SA (t)S�1 = �s�1��A (t) ��+1�s;

B1 (t) = A1 (t)� A (t) = [S;A (t)]S�1

tan¬mlayal¬m. y 2 H� ve u 2 Hs; s > 3
2
olsun. r = � (� + 1) ; t = s � 1 için Lemma

4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.4 ile

kB1 (t) yk� =
��@x ��s�1��; bh (u)���+1�sy0

�
��@x ��s�1��; bh (u)��1�sL(L2) k��yk0

� c kh (u)ks k��yk0
� cC1 (R) kuks kyk�

oldu¼gunu elde ederiz. Böylece B1 (t) 2 L (H�) olur.

A (t) y = @x
��
bh (u) + a@2x

�
y
�

= @x
�
bh (u) + a@2x

�
y +

�
bh (u) + a@2x

�
@xy ve ux 2 L

�
Hs�1�

oldu¼guna dikkat edelim. Lemma 4.1.1.8 i ve yar¬gruplar için pertürbasyon teoremini

uygularsak Hs�1 in A (t)-kabul edilebilir oldu¼gunu elde ederiz. Ayr¬ca, Lemma 4.1.1.3

ü Y = Hs�1; X = H� ve S = �s�1�� alarak uygularsak �A1(t) nin H� üzerinde C0

yar¬grubunun sonsuz küçük üreteci oldu¼gunu elde ederiz. A1 (t) = A (t) + B1 (t) ve

B1 (t) 2 L (H�) oldu¼gundan yar¬gruplar için pertürbasyon teoreminden �A(t) nin H�

üzerinde bir C0-yar¬grubunun sonsuz küçüklükte üreteci oldu¼gunu elde ederiz. Bu da

(b) nin ispat¬n¬tamamlar.
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(ii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. y 2 L2 alal¬m. O zaman

��@x ��k��; bh (u)��ky0 � cC1 (R) kuks kyk0

olur. Burada r = � (� + 1) ; t = k için Lemma 4.1.1.1 uyguland¬.

Son olarak (iii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. y 2 Hk alal¬m. Daha sonra r = s � 1;
t = � + 1 için Lemma 4.1.1.2 ve Lemma 4.1.1.5 in uygulanmas¬ile

k(A (t+ �)� A (t)) yk� = k@x (bh (u (t+ �))� bh (u (t)) y)k�
� kbh (u (t+ �))� bh (u (t)) yk�+1
� c kbh (u (t+ �))� bh (u (t))ks�1 kyk�+1
� cC2 (R) ku (t+ �)� u (t)ks�1 kyk�+1
� cC2 (R) k(u (t+ �)� u (t))ks kykk

oldu¼gu elde edilir. u nun süreklili¼gi ile (iii) ispatlan¬r. Böylece yukar¬daki üç şart

ile A (t) ailesi için U (t; �) evolüsyon operatörünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi vurgulan¬r. Özel

olarak �s � r � s� 1 için U (t; �) ; Hr yi kendine götürür.

Y = Hs�2 ve X = Hs�3 seçelim ve

y 2 C
�
[0; T ) ;Hs�2� \ C1 �[0; T ) ;Hs�3�

oldu¼guna dikkat edelim. U (t; �) evolüsyon operatörünün özelli¼ginden

d

d�
(U (t; �) y (�)) = U (t; �) (�B (�) y (�) + f (�))

oldu¼gu görülür. � 2 [0; t] üzerinden bir integral alarak

y (t) = U (t; 0) y (0) +

Z t

0

U (t; �) (�B (�) y (�) + f (�)) d� (4.1.6)

elde edilir. E¼ger s < s0 � s + 1 ise f (t) 2 C ([0; T ) ;Hs�1) � C
�
[0; T ) ;Hs0�2�

olur ve B (t) = bh0 (u)ux 2 L
�
Hs0�2� ; [0; t) de güçlü süreklidir ve s � 1 > 1

2
iken

Hs�1Hs0�2 � Hs0�2 olur. �s < s�2 < s0�2 � s�1 oldu¼gundan dolay¬fU (t; �)g ailesi
Hs0�2 üstünde kendine güçlü süreklidir. y (0) 2 Hs0�2 oldu¼gunu hat¬rlatal¬m. (4.1.6)

denklemi ard¬̧s¬k yaklaş¬m ile y için çözülebilen bir Volterra tipli integral denklem

olarak görülür. Teorem 4.1.1.12 nin sonucu elde edilir.

E¼ger s0 > s+1 ise yukar¬daki argümanlar¬n tekrar¬ile Teorem 4.1.1.12 nin sonucu elde
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edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

(4.1.1) aşa¼g¬daki gibi Hamiltonian formunda yaz¬labilir:

ut + JF 0 (u) = 0:

Burada J = (I � @2x)
�1
@x bir skew-simetrik operator ve

F (u) =
1

2

Z
R

�
2G (u) + �2h (u)u2x � u2x � �2u2xx

�
dx

Hamiltoniand¬r, ayr¬ca G0 (s) = g (s) dir.

Teorem 4.1.1.13. u; (4.1.1) in bir çözümü olsun. O zaman

E (u) =
1

2

Z
R

�
u2 + �2u2x

�
dx;

F (u) =
1

2

Z
R

�
2G (u) + �2h (u)u2x � u2x � �2u2xx

�
dx

fonksiyonelleri t ye göre sabittir ve burada G0 (s) = g (s) dir.

·Ispat. Basit bir hesaplama ile

dE (u)

dt
=

Z
R

�
uut + �2uxuxt

�
dx

=

Z
R
u
�
ut � �2uxxt

�
dx

=

Z
R
u

�
� (g (u))x � 

�
u� �2uxx

�
xxx
+ �2

�
h0 (u)

2
u2x + h (u)uxx

�
x

�
dx

=

Z
R

�
g (u)ux + ux

�
u� �2uxx

�
xx
� �2ux

�
h0 (u)

2
u2x + h (u)uxx

��
dx

= 0

oldu¼gu görülür.

v (t; x) =

Z x

�1
ut (t; y) dy alal¬m. F (u) fonksiyonelinin her bir terimi için ayr¬ayr¬

d

dt

Z
R
G (u) dx =

Z
R
g (u)utdx =

Z
R
g (u) vxdx = �

Z
R
(g (u))x vdx;
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d

dt

Z
R
�2
1

2
h (u)u2xdx = �2

Z
R

1

2
h0 (u)utu

2
xdx+ �2

Z
R
h (u)uxuxtdx

= �2
Z
R

1

2
h0 (u)u2xvxdx+ �2

Z
R
h (u)uxvxxdx

= ��2
Z
R

1

2
h0 (u)u2xvxdx� �2

Z
R
h (u)uxxvxdx

= �2
Z
R

�
1

2
h0 (u)u2x + h (u)uxx

�
x

vdx;

d

dt

Z
R

1

2
u2xdx =

Z
R
uxuxtdx =

Z
R
uxvxxdx =

Z
R
uxxxvdx

ve

d

dt

Z
R

1

2
�2u2xxdx =

Z
R
�2uxxuxxtdx =

Z
R
�2uxxvxxxdx = �

Z
R
�2uxxxxxvdx

eşitliklerini elde ederiz. Bu eşitlikler birlikte ele al¬narak

dF (u)

dt
=

d

dt

Z
R

1

2

�
2G (u) + �2h (u)u2x � u2x � �2u2xx

�
dx

= �
Z
R

�
(g (u))x � �2

�
1

2
h0 (u)u2x + h (u)uxx

�
x

+ uxxx � �2uxxxxx

�
vdx

elde edilir. (4.1.1) deki denklemin her iki taraf¬n¬v ile çarp¬p integralini al¬rsakZ
R
v
�
ut � �2uxxt

�
dx = �

Z
R

�
(g (u))x � �2

�
1

2
h0 (u)u2x + h (u)uxx

�
x

�
vdx

�
Z
R

�
uxxx � �2uxxxxx

�
vdx

oldu¼gu görülür. Buradan daZ
R

�
vvx � �2vvxxx

�
dx =

dF (u)

dt
= 0

olur.

E (u) ve F (u) fonksiyonelleri kararl¬l¬k ispat¬nda çok önemli bir rol sahiptir.

4.1.2. Tek Dalga Çözümlerinin Varl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda (4.1.1) probleminde genellikten kaybetmeksizin � =  = 1 alarak ve
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g (u) = 2!u+ p+2
2
up+1; h (u) = up iken elde edilen aşa¼g¬daki8<: ut � uxxt + 2!ux +

�
p+2
2
up+1

�
x
+ uxxx � uxxxxx =

�
p
2
up�1u2x + upuxx

�
x
; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R
(4.1.7)

problemin tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬ele al¬nacakt¬r. Burada p > 0 bir tam say¬d¬r

ve ! > 0 d¬r. Ayr¬ca do¼grusal olmayan g (u) ve h (u) fonksiyonlar¬n¬n bu özel durumlar¬

için

F (u) =

Z
R

1

2

�
2!u2 + up+2 + upu2x � u2x � u2xx

�
dx;

E (u) =
1

2

Z
R

�
u2 + u2x

�
dx

şeklini al¬r.

Tek dalga ile c > 2! dalga h¬z¬olmak üzere (4.1.7) için u (t; x) = ' (x� ct) for-

mundaki çözümleri kastediyoruz. O zaman ' aşa¼g¬daki

c'� c'00 � 2!'� p+ 2

2
'p+1 � '00 + '0000 +

�p
2
'p�1'02 + 'p'00

�
= 0 (4.1.8)

tek dalga denkleminin bir çözümüdür.

I (u) = I (u;!; c) =

Z
R

�
(c� 2!)u2 + (c+ 1)u2x + u2xx

�
dx

ve

K (u) =

Z
R

�
up+2 + upu2x

�
dx

şeklinde tan¬mlanan fonksiyonelleri içeren bir k¬s¬tlanm¬̧s minimize problemi çözerek

(4.1.8) denkleminin tek dalga çözümlerini elde edece¼giz.

� > 0 için H2 üzerinde aşa¼g¬daki k¬s¬tlanm¬̧s minimize problemi düşünelim:

M� = inf
�
I (u) : u 2 H2; K (u) = �

	
: (4.1.9)

E¼ger minimize problem M�; baz¬� > 0 için bir s¬f¬rdan farkl¬(nontrivial)  2 H2

çözümüne sahip ise, o zaman

(2c� 4!) � (2c+ 2) 00 + 2 0000 = #
h
(p+ 2) p+1 �

�
p p�1 ( 0)

2
+ 2 p 00

�i
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olacak şekilde bir # Langrange çarpan¬vard¬r. ' = #
1
p ; (4.1.8) tek dalga denklem-

inin bir çözümüdür. Böyle çözümler taban durum (ground state) çözümleri olarak

adland¬r¬l¬r. Tüm taban durum çözümlerin kümesi Nc ile gösterilecektir. I ve K

fonksiyonellerinin homojenli¼gi ile taban durumlar

m = m (!; c) = inf

(
I (u)

K (u)
2

p+2

: 0 6= u 2 H2; K (u) > 0

)

minimuma ulaş¬r ve

M� = �
2

p+2m (4.1.10)

oldu¼gu görülür.

(4.1.8) tek dalga denklemi ' ile çarp¬l¬p integrallenirse I (') = p+2
2
K (') oldu¼gu

görülür. Böylece taban durumlar¬n kümesi

Nc =

(
' 2 H2 :

2

p+ 2
I (') = K (') =

�
2

p+ 2
m (c)

� p+2
p

)
(4.1.11)

ile karakterize edilir. Burada amaç Nc kümesinin boş olmad¬¼g¬n¬göstermektir.

E¼ger baz¬� > 0 için  k; bir minimize dizi ise

lim
k!1

I ( k) =M� ve lim
k!1

K ( k) = �

olur.

Teorem 4.1.2.1. Baz¬� > 0 için f kg bir minimize dizi olsun. E¼ger c > 2!

ise o zaman yk 2 R ve  2 H2 olmak üzere H2 de (yine  k olarak adland¬r¬lan)

 k (:� yk)!  olacak şekilde bir  k alt dizisi vard¬r.  fonksiyonu K ( ) = � k¬s¬t¬na

ba¼gl¬I ( ) =M� minimumuna ulaş¬r.

·Ispat. Lions�un (1984) Konsantrasyon-Kompaktl¬k Lemmas¬uygulanarak teorem

ispatlanacakt¬r. (4.1.10) dan

M� < M�1 +M���1 ; �1 2 (0; �)

alt toplanabilirlik (subadditivity) şart¬sa¼glan¬r.

c > 2! oldu¼gundan I fonksiyoneli

I (u) � (c� 2!) kuk2H2
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koersi�ik şart¬n¬sa¼glar. Ayr¬ca (c+ 1) kuk2H2 � I (u) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bir başka ifade

ile c > 2! için I (u) fonksiyoneli

(c� 2!) kuk2H2 � I (u) � (c+ 1) kuk2H2

oldu¼gundan kuk2H2 ye denktir. f kg bir minimize dizi olsun. I fonksiyonelinin koersi-
�i¼ginden f kg dizisi H2 de s¬n¬rl¬d¬r ve

�k =
��@2x k��2 + j@x kj2 + j kj2

şeklinde L1 (R) içindeki fonksiyonlar¬n bir dizisi de s¬n¬rl¬d¬r. Bir alt dizi ç¬kard¬ktan

sonra lim
k!1

Z
R
�kdx = L > 0 varsayabiliriz. Ayr¬ca her k için normalize ederek k�kkL1 =

L varsayabiliriz. Konsantrasyon-Kompaktl¬k Lemmas¬�na (Lions 1984) göre aşa¼g¬daki

üç şarttan birini sa¼glayan �k alt dizisi vard¬r:

(i) Kompaktl¬k (Compactness): Herhangi bir " > 0 olmak üzere her k içinZ
jx�ykj�R(")

�kdx �
Z
R
�kdx� " (4.1.12)

olacak şekilde R(") > 0 vard¬r. Burada yk 2 R dir.

(ii) S¬f¬ra azalma (Vanishing): Her R > 0 için

lim
k!1

sup
y2R

Z
jx�yj�R

�kdx = 0 (4.1.13)

olur.

(iii) ·Ikiye ayr¬lma (Dichotomy): Baz¬l 2 (0; L) vard¬r öyle ki herhangi bir " > 0 için����Z
jx�ykj�R

�kdx� l

���� < " ve

����Z
R<jx�ykj<Rk

�kdx

���� < " (4.1.14)

olacak şekilde R > 0 ve Rk !1; yk 2 R ve k0 vard¬r, burada k � k0 d¬r.

Burada amaç (ii) ve (iii) durumlar¬n¬göz ard¬ederek �k n¬n kompakt oldu¼gunu

göstermektir.

·Ilk olarak (ii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m. f kg ; H2 de s¬n¬rl¬oldu¼gundan tüm k
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ve y 2 R için Sobolev eşitsizli¼gi ile

Z
jx�yj�1

j kj
p+2 dx � C

�Z
jx�yj�1

�kdx

� p+2
2

;

Z
jx�yj�1

�� pk (@x k)2�� dx � C

�Z
jx�yj�1

j kj
p+2 dx

� p
p+2

:

�Z
jx�yj�1

j@x kj
p+2 dx

� 2
p+2

olur. Herhangi bir  k 2 H2 için

Z
jx�yj�1

j kj
p+2 dx � C

�
sup
y2R

Z
jx�yj�1

�kdx

� p
2

: k kk
2
H2 ;

Z
jx�yj�1

�� pk (@x k)2�� dx � C k kk
2
H2

"
C

�
sup
y2R

Z
jx�yj�1

�kdx

� p
2

: k kk
2
H2

# p
p+2

elde edilir. Böylece (R = 1 ile) (4.1.13) kullan¬l¬rsa lim
k!1

K ( k) = 0 oldu¼gu çeli̧skisi

elde edilir. Dolay¬s¬ile yok olma (vanishing) oluşmaz.

Şimdi (iii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m. S¬ras¬ ile jxj � 2 ve jxj � 1
2
deste¼gi ile

jxj � 1 için �1 (x) = 1 ve jxj � 1 için �2 (x) = 1 olacak şekilde �1 ve �2 kesim

fonksiyonlar¬tan¬mlans¬n, böyle bir şekilde bu

 k;1 (x) = �1

�
jx� ykj
R

�
 k (x)

ve

 k;2 (x) = �2

�
jx� ykj
Rk

�
 k (x)

fonksiyonlar¬k � k0 için

I ( k) = I
�
 k;1

�
+ I

�
 k;2

�
+O (") ;

K ( k) = K
�
 k;1

�
+K

�
 k;2

�
+O (")

(4.1.15)

eşitliklerini sa¼glar. f kg ; H2 de s¬n¬rl¬oldu¼gundan " dan ba¼g¬ms¬z H2 de s¬n¬rl¬ k;1

ve  k;2 vard¬r. Sonuç olarak K
�
 k;1

�
ve K

�
 k;2

�
s¬n¬rl¬d¬r ve

�1 (") = lim
k!1

K
�
 k;1

�
ve �2 (") = lim

k!1
K
�
 k;2

�
tan¬mlamak için alt dizilere geçebiliriz. �1 (") ve �2 (") ; " dan ba¼g¬ms¬z olarak s¬n¬rl¬
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oldu¼gundan bir "j ! 0 dizisi seçebiliriz öyle ki

�1 = lim
j!1

�1 ("j) ve �2 = lim
j!1

�2 ("j)

limitleri vard¬r. �1 + �2 = � d¬r ve orada üç durum vard¬r.

E¼ger �1 2 (0; �) ise o zaman (4.1.15) ve M� = �
2

p+2m kullan¬larak

I ( k) = I
�
 k;1

�
+ I

�
 k;2

�
+O (") �MK( k;1) +MK( k;2) +O ("j)

=
�
K
�
 k;1

�2=(p+2)
+K

�
 k;2

�2=(p+2�
m+O ("j)

elde edilir.  k bir minimize dizi oldu¼gundan ve k !1 iken

M� �
h
�
2=(p+2)
1 ("j) + �

2=(p+2)
2 ("j)

i
m+O ("j)

olur. Daha sonra j !1 iken

M� �M�1 +M���1

çeli̧skisi elde edilir.

E¼ger �1 = 0 (ya da �1 = �) ise

I
�
 k;1

�
� (c� 2!)

Z
R

��� k;1��2 + ��@x k;1��2 + ��@2x k;1��2� dx
= (c� 2!)

�Z
jx�ykj�2R

�
j kj

2 + j@x kj
2 +

��@2x k��2� dx+O ("j)

�
= (c� 2!) (l +O ("j))

olur. Böylece

I ( k) = I
�
 k;1

�
+ I

�
 k;2

�
+O ("j)

� (c� 2!) (l +O ("j)) +K
�
 k;2

�2=(p+2
m+O ("j)

elde edilir. S¬ras¬ile k !1 ve j !1 al¬n¬rsa

M� � (c� 2!) l +K
�
 k;2

�2=(p+2)
m = (c� 2!) l +M� > M�

çeli̧skisi elde edilir.

51
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Son olarak �1 > � (ya da �1 < 0) ise I n¬n poziti�i¼gini kullanarak

I ( k) � I
�
 k;1

�
+O ("j) � K

�
 k;1

�2=(p+2)
m+O ("j)

elde edilir. Yeniden s¬ras¬ile k !1 ve j !1 al¬n¬rsa

M� �M�1 > M�

çeli̧skisi oluşur.

Böylece �k (:� yk) kompakt olacak şekilde yk 2 R vard¬r. Şimdi 'k =  k (:� yk)

alal¬m. 'k, H
2 de s¬n¬rl¬oldu¼gundan; bir 'k alt dizisi  2 H2 ye yak¬nsar ve I n¬n H2

üzerinde zay¬f alt süreklili¼gi ile

I ( ) � lim
k!1

I ('k) =M�

olur. Ayr¬ca H2 de ki zay¬f yak¬nsakl¬k, �k n¬n kompaktl¬¼g¬ve Sobolev eşitsizli¼gi 'k

n¬n Lp+2 içindeki  ye güçlü yak¬nsad¬¼g¬n¬vurgular. Bundan dolay¬

K ( ) = lim
k!1

K ('k) = �

ve böylece I ( ) � M� olur. Bu yukar¬daki eşitsizlik ile birlikte I ( ) = M� oldu¼gunu

gösterir. Böylece  ; K (') = � k¬s¬t¬na ba¼gl¬I n¬n minimize edicisidir. Son olarak, I;

H2 üzerindeki norma denk, 'k !  ve I ('k)! I ( ) oldu¼gundan 'k n¬n H
2 de  ye

yak¬nsad¬¼g¬görülür.

Lemma 4.1.2.2. ' 2 H2 (4.1.8) in bir zay¬f çözümü olsun. O zaman ' bir klasik

çözümdür ve ' 2 C5 dir.
·Ispat. (4.1.8) denklemi f ('; '0; '00) = p+2

2
'p+1 �

�
p
2
'p�1'02 + 'p'00

�
olmak üzere

c'� c'00 � 2!'� '00 + '0000 = f ('; '0; '00)

şeklinde yaz¬labilir. ' 2 H2 oldu¼gundan ' ve '0; L1\L2 içindedir. Böylece f ('; '0; '00) 2
L2: ' (4.1.8) in bir zay¬f çözümü oldu¼gunundan bu ' 2 H4 oldu¼gunu vurgular ve bun-

dan dolay¬Sobolev lemmas¬ile f ('; '0; '00) 2 C1. Böylece ' 2 C5 olur.
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4.1.3. Tek Dalga Çözümlerinin Kararl¬l¬¼g¬

c > 2! dalga h¬z¬için

d (c) = cE (')� F (')

şeklinde bir d fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Burada ' (4.1.8) tek dalga denkleminin her-

hangi bir taban durum çözümüdür, yani ' 2 Nc: O zaman '

cE 0 (')� F 0 (') = 0

eşitli¼gini sa¼glar. Burada E 0 ve F 0 s¬ras¬ile E ve F fonksiyonellerinin Fréchet türevidir.

E ve F fonksiyonelleri tek dalgalar¬elde etmek için kullan¬lan I ve K fonksiyonelleri

ile

cE (u)� F (u) =
1

2
(I (u)�K (u)) (4.1.16)

şeklinde ili̧skilidir. I (') = p+2
2
K (') eşitli¼gini kullanarak ve (4.1.11) ile

d (c) =
p

2 (p+ 2)
I (') =

p

4
K (') =

p

4

�
2

p+ 2
m

� p+2
p

(4.1.17)

elde edilir.

Bu k¬s¬mda d (c) fonksiyonunun konveksli¼gi ile taban durumlar¬n kümesinin karar-

l¬l¬¼g¬gösterilecektir.

Tan¬m 4.1.3.1. Verilmi̧s bir " > 0 için

inf
'2S

ku0 � 'kH2 < �

olacak şekilde bir � > 0 varsa, S � H2 kümesi (4.1.7) ye göre kararl¬olarak adland¬r¬l¬r.

Bu durumda (4.1.7) nin u (t) çözümü her t > 0 için u (0) = u0 başlang¬ç verisi ile vard¬r

ve

sup
0�t<1

inf
'2S

ku (t)� 'kH2 < "

eşitsizli¼gini sa¼glar. Di¼ger durumda S; (4.1.7) ye göre karars¬zd¬r.

Lemma 4.1.3.2. c > 2! olsun o zaman m (!; c) ; c ye göre monoton artand¬r.
·Ispat. 'c1 ; 'c2 s¬ras¬ile c = c1; c = c2 için (4.1.8) denkleminin iki çözümü olsun.
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Genelli¼gi kaybetmeksizin c1 < c2 olsun. O zaman

m (!; c1) �
I
�
'c2 ;!; c1

�
K
�
'c2
� 2
p+2

=

R
R

h
(c1 � 2!)'2c2 + (c1 + 1)

�
'0c2
�2
+
�
'00c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

=

R
R

h
(c2 � 2!)'2c2 + (c2 + 1)

�
'0c2
�2
+
�
'00c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

+
�c2

R
R

h
'2c2 +

�
'0c2
�2i

dx+ c1
R
R

h
'2c2 +

�
'0c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

= m (!; c2) + (c1 � c2)

R
R

h�
'0c2
�2
+ '2c2

i
dx

K
�
'c2
� 2
p+2

� m (!; c2)

oldu¼gu görülür. Bu m in c ye göre monoton artan oldu¼gunu gösterir ve (4.1.17) den d

fonksiyonunun da monoton artan oldu¼gu söylenir.

" > 0 olmak üzere

U" =

�
u 2 H2 : inf

'2Nc
ku� 'kH2 < "

�
şeklinde taban durumlar¬n kümesi Nc nin "�komşulu¼gu tan¬mlans¬n. (4.1.17) den ve
d (c) fonksiyonunun c de monoton artanl¬¼g¬ndan

c (u) = d�1
�p
4
K (u)

�
(4.1.18)

oldu¼gu izlenir.

Lemma 4.1.3.3. E¼ger d00 (c) > 0 ise o zaman u 2 U" ve ' 2 Nc için öyle bir " > 0

vard¬r ki

c (u) [E (u)� E (')]� [F (u)� F (')] � 1

4
d00 (c) jc (u)� cj2

olur.

·Ispat. d0 (c) = E (') ve Taylor formülünü kullanarak c nin yak¬n¬nda ec için
d (ec) = d (c) + E (') (ec� c) +

1

2
d00 (c) (ec� c)2 + o

�
jec� cj2

�
elde edilir. c (u) nun süreklili¼gini kullanarak ve " > 0 yeterince küçük seçilerek u 2 U"
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için

d (c (u)) � d (c) + E (') (c (u)� c) +
1

4
d00 (c) (c (u)� c)2

= c (u)E (')� F (') +
1

4
d00 (c) (c (u)� c)2

elde edilir. (4.1.17) ve (4.1.18) eşitliklerinden K
�
'c(u)

�
= 4

p
d (c (u)) = K (u) oldu¼gu

görülür ve 'c(u); bu k¬s¬ta ba¼gl¬I (:;!; c (u)) yu minimize eder. Böylece

c (u)E (u)� F (u) =
1

2
(I (u;!; c (u))�K (u))

� 1

2

�
I
�
'c(u);!; c (u)

�
�K

�
'c(u)

��
= d (c (u))

elde edilir. Bunun kullan¬lmas¬ile

c (u)E (u)� F (u) � c (u)E (')� F (') +
1

4
d00 (c) (c (u)� c)2

oldu¼gu görülür.

Teorem 4.1.3.4. c > 2! olsun. E¼ger d00 (c) > 0 ise o zaman taban durumlar¬n

kümesi Nc kararl¬d¬r.

·Ispat. Farzedelim ki Nc karars¬z olsun ve

inf
'2Nc

kuk (0)� 'kH2 <
1

k

olacak şekilde uk (0) başlang¬ç verisininin bir dizisi vard¬r. uk (t) ; uk (0) başlang¬ç verisi

ile (4.1.7) nin bir çözümü olsun. Lokal varl¬k teoreminden uk; t de süreklidir ve baz¬

� > 0 için

inf
'2Nc

kuk (tk)� 'kH2 = � (4.1.19)

olacak şekilde tk zamanlar¬vard¬r.

E ve F fonksiyonelleri (4.1.1) in de¼gi̧smezleri ve Nc s¬n¬rl¬oldu¼gundan, k ! 1
iken

jE (uk (tk))� E ('k)j = jE (uk (0))� E ('k)j ! 0; (4.1.20)

jF (uk (tk))� F ('k)j = jF (uk (0))� F ('k)j ! 0 (4.1.21)

olacak şekilde 'k 2 Nc bulunabilir.
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Lemma 4.1.3.3 kullan¬larak, yeteri kadar küçük � için

c (uk (tk)) [E (uk (tk))� E ('k)]� [F (uk (tk))� F ('k)]

� 1

4
d00 (c) jc (uk (tk))� cj2

elde edilir. Bundan dolay¬k !1 iken (4.1.20) ve (4.1.21) ile c (uk (tk))! c olur.

d nin süreklili¼gi

lim
k!1

K (uk (tk)) = lim
k!1

4

p
d (c (uk (tk))) =

4

p
d (c) (4.1.22)

oldu¼gunu vurgular. (4.1.16), (4.1.20) , (4.1.21) ve d (c) = cE ('k)�F ('k) kullan¬larak

lim
k!1

I (uk (tk)) =
2 (p+ 2)

p
d (c) (4.1.23)

oldu¼gu görülür.

Böylece uk (tk) bir minimize edici dizidir ve Teorem 4.1.2.1 ile H2 de baz¬' 2 Nc

ye yak¬nsayan bir alt diziye sahiptir. Bu (4.1.19) ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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4.2. Genelleştirilmi̧s Dullin-Gottwald-Holm Denklemi ·Için Dalga K¬r¬l-

mas¬Ve Tek Dalga Çözümlerinin Kararl¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda genellleştirilmi̧s Dullin-Gottwald-Holm denklemi için dalga k¬r¬lmas¬

formunda ki blow-up oluşumu ve tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Dün-

dar ve Polat 2013b).

Liu ve Yin (2011), DGH denkleminin bir genelleştirilmi̧si için aşa¼g¬daki problemin

iyi konumlulu¼gunu çal¬̧st¬:8<: ut � �2uxxt + h (u)x + uxxx = �2
�
g0(u)
2
u2x + g (u)uxx

�
x
; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R:
(4.2.1)

(4.2.1) de h (u) = 2!u+ 3
2
u2 ve g (u) = u olarak al¬n¬rsa (2.7) DGH denkleminin elde

edildi¼gi kolayca görülür.

(4.2.1)

ut + JF 0 (u) = 0

şeklinde Hamiltonian formunda yaz¬labilir. Burada J = (I � @2x)
�1
@x bir skew-simetrik

operator ve H 0 (s) = h (s) olmak üzere

F (u) =
1

2

Z
R

�
2H (u) + �2g (u)u2x � u2x

�
dx

olur. Ayr¬ca F (u) fonksiyoneli korunur. Bunun d¬̧s¬nda başka bir korunan fonksiy-

onelde aşa¼g¬daki gibidir:

E (u) =
1

2

Z
R

�
u2 + �2u2x

�
dx:

Bu k¬s¬m¬n amac¬(4.2.1) probleminde g(u) = u için kesin bir blow-up senaryosu

verip blow-up çözümlere sahip oldu¼gunu göstermektir. Daha sonra buna ek olarak

h (u) = 2!u+
p+ 2

2
up+1 ve g (u) = up

için (4.2.1) in tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬n¬Girillakis ve ark. (1987) n¬n yörünge-

sel kararl¬l¬k teorisi yard¬m¬ile ispatlamakt¬r.

Şimdi bu k¬s¬mda kullanaca¼g¬m¬z baz¬lemmalar¬verelim.

57
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Lemma 4.2.1. s > 0 oldu¼gu kabul edilsin. O zaman

k[�s; g] fkL2 � c
�
k@xgkL1

�s�1f
L2
+ k�sgkL2 kfkL1

�
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada c sadece s ye ba¼gl¬bir sabittir (Kato ve Ponce 1988).

Lemma 4.2.2. F (0) = 0 ile F 2 Cm+2 (R) oldu¼gu kabul edilsin. O zaman her
1
2
< s � m için, eF sadece F ve s ye ba¼gl¬monoton artan bir fonksiyon olacak şekilde

kF (u)ks � eF (kukL1) kuks ; u 2 Hs

eşitsizli¼gi vard¬r (Constantin ve Molinet 2002).

Lemma 4.2.3. s > 0 oldu¼gu kabul edilsin. O zaman Hs\L1 bir cebirdir. Ayr¬ca

kfgks � c (kfkL1 kgks + kfks kgkL1)

olacak şekilde sadece s ye ba¼gl¬bir c sabiti vard¬r (Kato ve Ponce 1988).

Lemma 4.2.4. T > 0 ve u 2 C1 ([0; T ) ;H2) olsun. O zaman her t 2 [0; T ) için

m (t) = inf
x2R

[ux (t; x)] = ux (t; � (t)) ; M (t) = sup
x2R

[ux (t; x)] = ux (t; � (t))

olacak şekilde en az bir çift � (t) ; � (t) 2 R noktalar¬vard¬r ve m (t) ; M (t) (0; T ) de

mutlak süreklidir. Ayr¬ca hemen hemen her (0; T ) için

dm (t)

dt
= utx (t; � (t)) ;

dM (t)

dt
= utx (t; � (t))

olur (Constantin ve Escher 1998b).

Teorem 4.2.5. h; g 2 Cm+3 (R) ; m � 2 ve h (0) = g (0) = 0 oldu¼gu kabul edilsin.

u0 2 Hs; 3
2
< s � m olsun.

u = u (:; u0) 2 C ([0; T ) ;Hs) \ C1
�
[0; T ) ;Hs�1�

olacak şekilde (4.2.1) için tek bir u çözümü ve bir maksimal T = T (u0) > 0 vard¬r.

Ayr¬ca çözüm başlang¬ç verisine sürekli ba¼g¬ml¬d¬r yani;

u0 ! u (:; u0) : H
s ! C ([0; T ) ;Hs) \ C1

�
[0; T ) ;Hs�1�
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dönüşümü süreklidir (Liu ve Yin 2011).

Lemma 4.2.6. u (t; x) ; (4.2.1) in bir çözümü olsun. O zamanH 0 (s) = h (s) olmak

üzere

E (u) =
1

2

Z
R

�
u2 + �2u2x

�
dx;

F (u) =
1

2

Z
R

�
2H (u) + �2g (u)u2x � u2x

�
dx

fonksiyonelleri t ye göre sabittir (Liu ve Yin 2011).

4.2.1. Blow-up

g (u) = u için (4.2.1) in blow-up olay¬ele al¬nacakt¬r. (4.2.1) problemindeki den-

klem s¬¼g su dalgalar¬n¬tan¬mlayan bir denklemdir. Bu tür denklemlerde blow-up olay¬

sadece dalga k¬r¬lmas¬ şeklinde meydana gelir. Yani; çözüm s¬n¬rl¬ iken (çözüm ile

kastedilen dalgad¬r) çözümün e¼gimi sonlu zamanda s¬n¬rs¬z olur.

p (x) = 1
2�
e�j

x
� j; x 2 R olsun, o zaman her f 2 L2 (R) için (1� �2@2x)

�1
f = p � f

olur. Bu özdeşli¼gi kullanarak (4.2.1) problemini aşa¼g¬daki gibi yeniden yazabiliriz:8<: ut +
�
u� 

�2

�
ux + @xp � k (u) = 0; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R;
(4.2.2)

veya 8<: ut +
�
u� 

�2

�
ux = �@x (1� �2@2x)

�1
k (u) ; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R
(4.2.3)

şeklinde yaz¬labilir. Burada k (u) = h (u) + �2

2
u2x � 1

2
u2 + 

�2
u:

Teorem 4.2.1.1. m � 2 için h 2 Cm+3 (R), 3
2
< r � m olacak şekilde u0 2 Hr ve

� > 0 olsun. E¼ger T; u0 başlang¬ç verisine kaŗs¬l¬k gelen çözümün varl¬k zaman¬ise o

zaman (4.2.1) in (veya (4.2.3)) u (t; x) çözümünün Hr�normu ancak ve ancak

lim
t"T
fku (t; x)kL1 + kux (t; x)kL1g =1

olursa [0; T ) üzerinde blow-up olur.

·Ispat. u (t; x) 3
2
< r � m olmak üzere u0 2 Hr başlang¬ç verisi ile (4.2.1) prob-
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leminin Teorem 4.2.5 ile garantilenen bir çözümü olsun. E¼ger

lim
t"T
fku (t; x)kL1 + kux (t; x)kL1g =1

ise Sobolev gömülme teoremi ile u (t; x) çözümünün sonlu zamanda blow-up olaca¼g¬n¬

elde ederiz.

(4.2.3) e �r operatörünü uygulayarak, �ru ile çarparak ve R üzerinde integralleyerek

d

dt
(u; u)r = �2 (uux; u)r + 2 (f (u) ; u)r (4.2.4)

eşitli¼gini elde ederiz. Burada

f (u) = �@x
�
1� �2@2x

��1�
h (u) +

�2

2
u2x �

1

2
u2 +



�2
u

�
şeklindedir.

lim
t"T
fku (t; x)kL1 + kux (t; x)kL1g � R

olacak şekilde bir R > 0 var oldu¼gunu farz edelim. O zaman s = r için Lemma 4.2.1

uygulanarak

j(uux; u)rj = j(�r (uux) ;�ru)0j

= j([�r; u]ux;�ru)0 + (u�rux;�ru)0j

=

����([�r; u]ux;�ru)0 � 12 �ux; (�ru)2�0
����

� k[�r; u]uxk0 k�ruk0 +
1

2
kuxkL1 k�ruk

2
0

� c
�
kuxkL1

�r�1uxL2 + k�rukL2 kuxkL1� kukr
+
1

2
kuxkL1 kuk

2
r

� c kuxkL1 kuk
2
r

� cR kuk2r (4.2.5)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Di¼ger taraftan, (4.2.4) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ikinci terime F (u) = h (u) ve
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s = r � 1 ile Lemma 4.2.2 ve s = r � 1 için Lemma 4.2.3 uygulan¬rsa

(f (u) ; u)r =

�
�@x

�
1� �2@2x

��1�
h (u) +

�2

2
u2x �

1

2
u2 +



�2
u

�
; u

�
r

� c kukr
�
kh (u)kr�1 +

u2xr�1 + u2r�1 + kukr�1�
� c

�eh (kukL1) kukr�1 + kuxkL1 kuxkr�1 + kukL1 kukr�1 + kukr� kukr
� c

�eh (kukL1) + kuxkL1 + kukL1 + 1� kuk2r
� c

�eh (R) +R + 1
�
kuk2r (4.2.6)

olur. (4.2.4)-(4.2.6) dan

d

dt
(u; u)r � c

�eh (R) +R + 1
�
kuk2r

oldu¼gu görülür. Bu eşitsizli¼ge Gronwall eşitsizli¼gi uygulanarak

ku (t)k2r � ku0k
2
r exp

�
c
�eh (R) +R + 1

��
t

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.1.2. h 2 Cm+3 (R) ; m � 3 oldu¼gu varsay¬ls¬n. u0 2 Hr; 3 � r � m

ve � > 0 olsun. (4.2.1) in u çözümü düzgün s¬n¬rl¬d¬r. T < +1 sonlu zaman¬nda

blow-up ancak ve ancak

lim inf
t"T

�
inf
x2R

[ux (t; x)]

�
= �1

ise oluşur.

·Ispat. (4.2.1) in bir de¼gi̧smezi

E (u) =
1

2

Z
R

�
u2 + �2u2x

�
dx

fonksiyonelidir. Aşa¼g¬daki eşitsizliklere göreZ
R

�
u2 + u2x

�
dx �

Z
R

�
u2 + �2u2x

�
dx = 2E (u) (� � 1) ;Z

R

�
u2 + u2x

�
dx � 1

�2

Z
R

�
u2 + �2u2x

�
dx =

2

�2
E (u) (� � 1)

E (u) fonksiyonelinin de¼gi̧smezli¼gi u çözümünün düzgün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬garantiler.

E¼ger u (t; x) çözümünün e¼gimi sonlu zamanda aşa¼g¬dan s¬n¬rs¬z ise Teorem 4.2.5
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ve Sobolev gömülme teoremi ile u (t; x) çözümünün sonlu zamanda blow-up olaca¼g¬

görülebilinir.

E¼ger u (t; x) çözümünün e¼gimi sonlu zamanda aşa¼g¬dan s¬n¬rl¬ise çözümün sonlu za-

manda blow-up olmayaca¼g¬sonucu ortaya ç¬kacakt¬r. (4.2.2) deki denklemi x de¼gi̧ske-

nine göre diferansiyellenip daha sonra @2x (p � f) = 1
�2
(p � f � f) özdeşli¼gi kullan¬l¬rsa

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

utx + u2x + uuxx �


�2
uxx + @2xp �

�
h (u) +

�2

2
u2x �

1

2
u2 +



�2
u

�
= 0;

utx = �1
2
u2x � uuxx +



�2
uxx +

1

�2
h (u)� 1

2�2
u2 +



�4
u

� 1

�2
p �
�
h (u) +

�2

2
u2x �

1

2
u2 +



�2
u

�
: (4.2.7)

p �
�
1
2
u2x
�
� 0 ve

kuk2L1 �
1

2
kuk21 � max

�
1;
1

�2

�
E (u0) � �2max

�
1;
1

�4

�
ku0k21

oldu¼guna dikkat edelim. Young eşitsizli¼gi ile

kp � h (u)kL1 � kpkL1 kh (u)kL1 � kh (u)kL1

� sup
jvj��max(1; 1

�2
)ku0k1

jh (v)j ;

p � u2
L1

� kpkL1
u2

L1
� kuk2L1

� �2max

�
1;
1

�4

�
ku0k21 ;

ve

kp � ukL1 � kpkL1 kukL1 � kukL1

� �max

�
1;
1

�2

�
ku0k1

eşitsizlikleri elde edilir. Şimdi M (t) = ux (t; � (t)) = sup
x2R

[ux (t; x)] tan¬mlans¬n. Her
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t 2 [0; T ) için uxx (t; � (t)) = 0 oldu¼gundan hemen hemen her [0; T ) için

M 0 (t) = �1
2
M2 (t) +

1

�2
h (u (t; � (t)))� 1

2�2
u2 (t; � (t)) +



�4
u (t; � (t))

� 1

�2
p �
�
h (u) +

�2

2
u2x �

1

2
u2 +



�2
u

�
oldu¼gu görülür. Daha sonra

M 0 (t) � �1
2
M2 (t) + A20

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada G0 = sup
jvj��max(1; 1

�2
)ku0k1

jh (v)j olmak üzere

A0 =

�
2 jj
�3

max

�
1;
1

�2

�
ku0k1 +

1

2
max

�
1;
1

�4

�
ku0k21 +

2

�2
G0

� 1
2

şeklindedir. E¼ger M (t) >
p
2A0 ise o zaman M 0 (t) < 0 ve M (t) azaland¬r. Di¼ger

durumda M (t) �
p
2A0 d¬r. Böylece

m (t) �M (t) � max
n
M (0) ;

p
2A0

o
t 2 [0; T )

oldu¼gu görülür. Teorem 4.2.1.1 ve yukar¬daki eşitsizlik ile e¼ger çözümün e¼gimi sonlu

zamanda aşa¼g¬dan s¬n¬rl¬ise çözümün sonlu zamanda blow-up olmayaca¼g¬elde edilir.

Teorem 4.2.1.3. h 2 Cm+3 (R) ; m � 3 oldu¼gu kabul edilsin. u0 2 Hr; 3 � r � m

ve � > 0 olsun. G0 = sup
jvj��max(1; 1

�2
)ku0k1

jh (v)j olmak üzere

u00 (x0) < �
�
4 jj
�3

max

�
1;
1

�2

�
ku0k1 +max

�
1;
1

�4

�
ku0k21 +

4

�2
G0

� 1
2

= �
p
B0

olacak şekilde x0 2 R bulunabilece¼gi kabul edilsin. O zaman g (u) = u için (4.2.1) in

çözümü sonlu zamanda blow-up olur. Ayr¬ca maksimal zaman T; c = �u00 (x0) olmak
üzere

T � 2c
�
c2 �B0

��1
eşitsizli¼gini sa¼glar.

·Ispat. Lemma 4.2.4 ile m (t) = inf
x2R

[ux (t; x)] = ux (t; � (t)) tan¬mlayal¬m ve � (t) 2
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R bu in�mumu sa¼glayan bir nokta olsun. (4.2.7) denkleminden

m0 (t) = �1
2
m2 (t) +

1

�2
h (u (t; � (t)))� 1

2�2
u2 (t; � (t)) +



�4
u (t; � (t))

� 1

�2
p �
�
h (u) +

�2

2
u2x �

1

2
u2 +



�2
u

�
oldu¼gu görülür. x = � (t) için uxx (t; � (t)) = 0 oldu¼gundan hemen hemen her (0; T )

için

m0 (t) � �1
2
m2 (t) +K (u)

elde edilir. Burada

K (u) =
jj
�4
kukL1 +

1

�2

 
sup

jvj�kukL1
jh (v)j

!
+

 1�2p �
�
h (u) +

1

2
u2 +



�2
u

�
L1

şeklindedir. Ayr¬ca

kuk2L1 �
1

2
kuk21 � max

�
1;
1

�2

�
E (u0) � �2max

�
1;
1

�4

�
ku0k21

oldu¼gundan ve Young eşitsizli¼ginden

kp � h (u)kL1 � sup
jvj��max(1; 1

�2
)ku0k1

jh (v)j ;

p � u2
L1
� �2max

�
1;
1

�4

�
ku0k21

ve

kp � ukL1 � �max

�
1;
1

�2

�
ku0k1

eşitsizlikleri elde edilir.

G0 = sup
jvj��max(1; 1

�2
)ku0k1

jh (v)j

K0 =
2 jj
�3

max

�
1;
1

�2

�
ku0k1 +

1

2
max

�
1;
1

�4

�
ku0k21 +

2

�2
G0

olmak üzere hemen hemen her (0; T ) için

m0 (t) � �1
2
m2 (t) +K0 (4.2.8)

elde edilir.
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Lokal Lipschitzm (t) fonksiyonunun süreklili¼gi [0; t] üzerinde bir integrasyon gerçek-

leştirmek için olanak sa¼glar ve

m (t) � m (0)� 1
2

Z t

0

m2 (�) d� +K0t; t 2 [0; T )

elde edilir. Her t 2 (0; T ) için m (t) < �c oldu¼gunu kabul edelim. Burada c >
p
2K0;

m (0) < �c koşulunu sa¼glayacak şekilde key� olarak belirlenmi̧stir. E¼ger bu do¼gru
de¼gilse, (0; t0) da m (t) < �c ve m (t0) = c olacak şekilde baz¬t0 2 (0; T ) vard¬r. O
zaman

m (t) � m (0)�
Z t

0

K0d� +K0t = m (0) < �c t 2 [0; t0]

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r ve t = t0 al¬nd¬¼g¬nda bir çeli̧ski ortaya ç¬kar: (4.2.8) i kullanarak

" 2
�
0; 1

2
� K0

c2

�
olmak üzere hemen hemen her (0; T ) için

m0 (t) � �1
2
m2 (t) +K0 � �

1

2
m2 (t) +

�
1

2
� "

�
c2

� �1
2
m2 (t) +

�
1

2
� "

�
m2 (t)

� �"m2 (t)

elde edilir. m (t) < �c ve m (t) lokal Lipschitz oldu¼gundan 1
m(t)

de lokal Lipschitzdir.

Bu hemen hemen her (0; T ) için

d

dt

�
1

m (t)

�
= � m0 (t)

m2 (t)
� "

eşitsizli¼gini verir. Bu eşitsizli¼gin integrali al¬n¬rsa

� 1

m (t)
+

1

m (0)
� �"t (4.2.9)

olur. m (t) < 0 oldu¼gundan

0 � t <
1

" (�m (0)) ; t 2 [0; T )

oldu¼gu görülür. Bu durumlar¬n bir sonucu olarak, maksimal zaman

T � 1

" (�m (0)) <1 her " 2
�
0;
1

2
� K0

c2

�
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şeklinde elde edilir. T için yukar¬dan bir kestirim elde edilir, yani

T � 2c2

(�m (0)) (c2 � 2K0)

olur. c! �m (0) alarak sonuca ulaş¬l¬r.
Ayr¬ca (4.2.9) dan t! 1

"(�m(0)) iken

m (t) � m (0)

"t (m (0)) + 1
! �1

oldu¼gu görülür.

4.2.2. Tek Dalga Çözümlerin Kararl¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda p > 0 olmak üzere h (u) = 2!u + p+2
2
up+1 ve g (u) = up için (4.2.1) in

tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬n¬ele alaca¼g¬z. Do¼grusal olmayan fonksiyonlar¬n bu

özel seçimleri durumunda (4.2.1) aşa¼g¬daki probleme dönüşür:8<: ut � �2uxxt +
�
2!u+ p+2

2
up+1

�
x
+ uxxx = �2

�
p
2
up�1u2x + upuxx

�
x
;

u (0; x) = u0 (x) ;
(4.2.10)

h (u) = 2!u+ p+2
2
up+1 ve g (u) = up iken F (u) fonksiyoneli aşa¼g¬daki formdad¬r:

F (u) =

Z
R

�
!u2 +

up+2

2
+
�2up

2
u2x � u2x

�
dx:

� ; � (s)u (:) = u (:� s) ; s 2 R; u 2 H2 ile tan¬mlanan H2 üzerinde birim oper-

atörün tek parametreli bir grubu olacak şekilde ' (:� �) = f� (�)' (:) : � 2 Rg orbiti
tan¬mlans¬n. Bunlar �ziksel olarak " tek dalgalar" ya da "s¬n¬r durumlar (bound

states)" olarak yorumlan¬r.

Tan¬m 4.2.2.1. Her " > 0 için '�orbiti � > 0 olacak şekilde aşa¼g¬daki özellik

ile kararl¬d¬r. E¼ger ku (0; :)� ' (:)kH2 < � ve u (0; :) = u0 ile baz¬ [0; T ) aral¬¼g¬nda u

(4.2.10) nun bir çözümü ise o zaman u; 0 � t < 1 içinde bir çözüme devam edebilir

ve

sup
t
inf
�
ku (t; :)� ' (:� �)kH2 < "

olur. Di¼ger durumda, '�orbiti karars¬zd¬r denir (Girillakis ve ark. 1987).
(4.2.10) denkleminde u (t; x) = ' (x� ct) = ' (�) al¬n¬p ve � ya göre integral

66



Nurhan DÜNDAR

al¬narak (integral sabiti s¬f¬r seçilir)

c'� c�2'00 � 2!'� p+ 2

2
'p+1 � '00 + �2

�p
2
'p�1'02 + 'p'00

�
= 0 (4.2.11)

denklemi elde edilir. E ve F fonksiyonellerinden

E 0 (') = '� �2'00;

F 0 (') = 2!'+
p+ 2

2
'p+1 + '00 � �2

�p
2
'p�1'02 + 'p'00

�
ve (4.2.11) den

cE 0 (')� F 0 (') = 0

oldu¼gu görülür. Burada E 0 ve F 0 s¬ras¬yla E ve F fonksiyonellerinin Fréchet türev-

leridir.

(4.2.10) nun tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬n¬çal¬̧smak için Hc operatörüne ve

d (c) = cE (')� F (') skaler fonksiyonuna ihtiyac¬m¬z vard¬r. Hc operatörü aşa¼g¬daki

gibidir:

Hc = cE 00 (')� F 00 (')

= �2@x

h�
'p �

�
c+



�2

��
@x

i
+ �2

�
p'p�1'00 +

p (p� 1)
2

'p�2'02
�

�(p+ 2) (p+ 1)
2

'p + c� 2!: (4.2.12)

Lemma 4.2.2.2. Her c 2 (2!;1) için, Hc = cE 00 (')�F 00 (') bir tek negatif basit
özde¼gere sahiptir, s¬f¬r bir basit özde¼gerdir ve spektrumunun kalan¬ s¬f¬rdan uzakta

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Herhangi bir u; v 2 H2 için
Z
R
uxxvdx =

Z
R
uvxxdx ve

Z
R
'puxxvdx =

Z
R
p'p�1'xvxudx+

Z
R
'pvxxudx�

Z
R
p'p�1'xuxvdx

şeklindedir. Bundan dolay¬

D
@x

�
'p �

�
c+



�2

��
@xu; v

E
=
D
@x

�
'p �

�
c+



�2

��
@xv; u

E
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olur. (4.2.12) ile Hc operatörü bir özeşlenik (self-adjoint) operatördür ve

Hc'
0 = �2

h�
'p �

�
c+



�2

��
'000
i
+ �2

�
2p'p�1'0'00 +

p (p� 1)
2

'p�2'03
�

�(p+ 2) (p+ 1)
2

'p'0 + (c� 2!)'0 (4.2.13)

şeklindedir. (4.2.11) denklemi � ya göre diferansiyellenirse (4.2.13) denkleminin sa¼g

taraf¬n¬n s¬f¬ra eşit oldu¼gu görülür yani Hc'
0 = 0 olur. ' fonksiyonunun davran¬̧s¬n-

dan '0 nün kesin olarak bir s¬f¬ra sahip oldu¼gunu anlar¬z. Böylece Hc operatörünün

s¬f¬r özde¼geri basittir ve Sturm-Liouville teoremini kullanarak Hc nin kesin bir negatif

özde¼gere sahip oldu¼gunu elde ederiz. Weyl teoremini kullanarak, Hc nin temel spek-

trumu
�
c�2!
�2

;+1
�
aral¬¼g¬na aittir. Bu ispat¬tamamlar.

Lemma 4.2.2.2 d¬̧s¬nda Teorem 4.2.5 den (5.4.1) probleminin iyi konumlulu¼gu ve

Lemma 4.2.6 dan E (u) = E (u0) ve F (u) = F (u0) oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca ' >

0 d¬r. Tüm bu sonuçlar ¬̧s¬¼g¬nda Grillakis ve ark. (1987) n¬n yörüngesel kararl¬l¬k

teoremine göre c > 2! için skaler d (c) = cE (')� F (') fonksiyonunun konveksli¼gi ile
kararl¬l¬k elde edilir.

Şimdi c > 2! ve  > 0 olmak üzere

I (u) = I (u;!; ; c) =

Z
R

�
(c� 2!)u2 +

�
�2c+ 

�
u2x
�
dx

ve

K (u) =

Z
R

�
up+2 + �2upu2x

�
dx

fonksiyonellerini tan¬mlayal¬m. � > 0 için H2 üzerinde aşa¼g¬daki k¬s¬tl¬minimizasyon

problemini düşünelim:

M� =
�
inf I (u) : u 2 H2; K (u) = �

	
: (4.2.14)

E¼ger  2 H2; baz¬� > 0 için (4.2.14) probleminin minimumuna ulaş¬rsa o zaman

(2c� 4!) �
�
2�2c+ 2

�
 00 = #

�
(p+ 2) p+1 � �2

�
p p�1 02 + 2 p 00

��
olacak şekilde bir # Langrange çarpan¬vard¬r. Böylece ' = #

1
p ; (4.2.11) tek dalga
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denkleminin bir çözümüdür. I (u) ve K (u) fonksiyonellerinin homojenli¼gi ile '

m = m (!; ; c) = inf

(
I (u)

K (u)
2

p+2

: 0 6= u 2 H2; K (u) > 0

)

sa¼glar ve

M� = m�
2

p+2

oldu¼gu görülür. (4.2.11) tek dalga denklemini ' ile çarp¬l¬p integrali al¬n¬rsa I (') =
(p+2)
2
K (') elde edilir.

E¼ger baz¬� > 0 için

lim
k!1

I ( k) =M� ve lim
k!1

K ( k) = �

ise  k dizisinin bir minimize edici oldu¼gu söylenir.

Teorem 4.2.2.3. c > 2! ve  > 0 olsun. Baz¬� > 0 için f kg bir minimize dizi
olsun. yj 2 R ve  2 H2 olmak üzere H2 de  kj !  olacak şekilde bir  kj alt dizisi

vard¬r.  fonksiyonu K ( ) = � k¬s¬t¬na ba¼gl¬I ( ) =M� minimumuna ulaş¬r.

·Ispat. Teorem Konsantrasyon-Kompaktl¬k Lemmas¬(Lions 1984) kullan¬larak is-

patlan¬r. ·Ispat I (u) ve K (u) fonksiyonellerinin tan¬m¬na göre Teorem 4.1.2.1 in is-

pat¬na benzerdir.

Basit bir hesaplama,

d (c) = cE (u)� F (u) =
1

2
(I (u)�K (u)) (4.2.15)

eşitli¼gini verir. I (') = p+2
2
K (') eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

d (c) =
p

2 (p+ 2)
I (') =

p

4
K (') =

p

4

�
2

p+ 2
m

� p+2
p

(4.2.16)

oldu¼gu görülür.

Lemma 4.2.2.4. c > 2! ve  > 0 olsun. O zaman m (!; ; c) ; c ye göre monoton

artand¬r.

·Ispat. 'c1 ; 'c2 s¬ras¬ile c = c1; c = c2 için (4.2.11) denkleminin iki çözümü olsun.
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Genelli¼gi kaybetmeksizin c1 < c2 olsun. O zaman

m (!; ; c1) �
I
�
'c2 ;!; ; c1

�
K
�
'c2
� 2
p+2

=

R
R

h
(c1 � 2!)'2c2 + (�2c1 + )

�
'0c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

=

R
R

h
(c2 � 2!)'2c2 + (�2c2 + )

�
'0c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

+
�c2

R
R

h
'2c2 + �2

�
'0c2
�2i

dx+ c1
R
R

h
'2c2 + �2

�
'0c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

= m (!; ; c2) + (c1 � c2)

R
R

h
'2c2 + �2

�
'0c2
�2i

dx

K
�
'c2
� 2
p+2

� m (!; ; c2) :

Böylece lemman¬n sonucu sa¼glan¬r.

' (:� �) orbitalinin

U" =

�
u 2 H2 : inf

�2R
ku� ' (:� �)kH2 < "

�
şeklinde "�komşulu¼gu tan¬mlans¬n. (4.2.16) and d (c) nin c ye göre monoton artan-
l¬¼g¬ndan

c (u) = d�1
�p
4
K (u)

�
(4.2.17)

olur.

Lemma 4.2.2.5. E¼ger d00 (c) > 0 ise o zaman öyle bir " > 0 vard¬r ki herhangi bir

u 2 U" için

c (u) [E (u)� E (')]� [F (u)� F (')] � 1

4
d00 (c) jc (u)� cj2

olur.

·Ispat. Lemma 4.1.3.3 ün ispat¬na benzerdir.

Teorem 4.2.2.6. c > 2! ve  > 0 için ' (:� �) nin bir tek dalga çözümü oldu¼gu

varsay¬ls¬n, e¼ger d00 (c) > 0 ise o zaman ' (:� �) kararl¬d¬r.
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·Ispat. ' (:� �) in karars¬z oldu¼gu varsay¬ls¬n. O zaman

inf
�
kuk (0) � ' (:)kH2 ! 0

bununla birlikte

sup
t
inf
�
kuk (t)� ' (:� �)kH2 � "0

sa¼glayan uk (0) başlang¬ç dizisi ve "0 vard¬r. Burada uk (t) ; uk (0) başlang¬ç verisi ile

(4.2.10) nun bir çözümüdür. O zaman Teorem 4.2.5 ile uk; t de süreklidir ve

inf
�
kuk (tk)� ' (:� �)kH2 = "0 (4.2.18)

olacak şekilde tk zamanlar¬vard¬r.

tk ! 0; kuk (0)� ' (:)kH2 ! 0 iken veE ve F (4.2.10) nun de¼gi̧smezleri oldu¼gundan

E (uk (tk)) = E (uk (0))! E (') ; (4.2.19)

F (uk (tk)) = F (uk (0))! F (') (4.2.20)

olur. Lemma 4.2.2.5 ile

c (uk (tk)) [E (uk (tk))� E (')]� [F (uk (tk))� F (')]

� 1

4
d00 (c) jc (uk (tk))� cj2

olur. Bu, uk (tk) k için düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gundan k !1 iken c (uk (tk))! c oldu¼gunu

gösterir. d nin süreklili¼gi

lim
k!1

K (uk (tk)) = lim
k!1

�
4

p
d (c (uk (tk)))

�
=
4

p
d (c) (4.2.21)

oldu¼gu anlam¬na gelir. (4.2.15) i ve d (c) = cE (')� F (') eşitli¼gini kullanarak

1

2
I (uk (tk)) = cE (uk (tk))� F (uk (tk)) +

1

2
K (uk (tk))

= d (c)� F (uk (tk)) + F (')� c (E (')� E (uk (tk)))

+
1

2
K (uk (tk))

elde edilir. (4.2.19), (4.2.20) ve (4.2.21) den

lim
k!1

I (uk (tk)) =
2 (p+ 2)

p
d (c) (4.2.22)
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oldu¼gu görülür. (4.2.21) ve (4.2.22) den uk (tk) bir minimize dizidir.
Bundan dolay¬H2 içinde ' ye yak¬nsayan yak¬nsak bir alt dizi vard¬r. Bu (4.2.18)

ile çeli̧sir.
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4.3. Bir Genelleştirilmi̧s KdV-BBM Tipli Denklemin Tek Dalga Çözüm-

lerinin Varl¬¼g¬ve Kararl¬l¬¼g¬

Bu bölümde (4.3.1) denklemi için çözümlerin lokal varl¬¼g¬, tek dalga çözüm-

lerinin varl¬¼g¬ve yoklu¼gu ve tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬elde edilecektir (Dündar

ve Polat 2013a).

Tek yönlü dalga yay¬l¬m¬n¬modelleyen do¼grusal olmayan dispersif k¬smi diferansiyel

denklem olan bir genelleştirilmi̧s KdV-BBM tipli denklem f 2 C1 olmak üzere

ut + ux + uxxx � uxxt + f (u)x = 0; x 2 R; t > 0 (4.3.1)

şeklindedir.

KdV-BBM denkleminin aşa¼g¬daki genel formunu ele alal¬m:

ut + �ux + �uux � uxxt + �uxxx = 0; x 2 R; t > 0: (4.3.2)

Burada �; �; ; � pozitif reel say¬lard¬r. (4.3.2) denklemi düz dipli düzgün bir kanal

içinde yüzeydeki su dalgalar¬n¬modeller (Benjamin ve ark. 1972, Fetecau ve Levy

2005). � = 0 al¬n¬rsa (4.3.2) denklemi BBM denklemine dönüşür (Benjamin ve ark.

1972). E¼ger  = 0 al¬n¬rsa ünlü KdV denklemini elde ederiz (Korteweg ve de Vries

1895).

Bu bölümde (4.3.1) denkleminin tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬, yoklu¼gu ve karar-

l¬l¬¼g¬ çal¬̧s¬lacakt¬r. (4.3.1) denklemi için bir tek dalga çözüm c > 1 dalga yay¬l¬m

h¬z¬olmak üzere u (t; x) = ' (x� ct) formundaki çözümlerdir. (4.3.1) denkleminde

u (t; x) = ' (x� ct) al¬n¬r ve bir kere integrallenirse

(c� 1)'� (c+ 1)'00 = f (') (4.3.3)

tek dalga denklemi elde edilir.

(4.3.1) denklemi aşa¼g¬daki gibi Hamilton formunda yaz¬labilir:

ut + JE 0 (u) = 0:

Burada J = (I � @2x)
�1
@x bir skew-simetrik operatör ve F 0 = f ve F (0) = 0 olmak

üzere

E (u) =

Z
R

�
1

2
u2 � 1

2
u2x + F (u)

�
dx
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şeklindedir. E (u) ve

Q (u) =
1

2

Z
R

�
u2 + u2x

�
dx

t zaman¬ndan ba¼g¬ms¬zd¬rlar, yani korunurlar. Aç¬kt¬r ki E (u) ve Q (u) ; u 2 H1

oldu¼gu sürece tan¬ml¬d¬rlar ve Q (u) = 1
2
kuk2H1 oldu¼gu görülür.

' (x� ct) ; (4.3.3) tek dalga denkleminin bir çözümü olsun. E ve Q fonksiyonel-

lerinin terimlerini kullanarak ve (4.3.3) denkleminden

cQ0 (')� E 0 (') = 0

oldu¼gu görülür. Burada E 0 ve Q0 s¬ras¬ile E ve Q fonksiyonellerinin Fréchet türev-

leridir.

Bu bölümde ilk olarak (4.3.1) için bir başlang¬ç de¼ger probleminin lokal varl¬k

teoremi verilecektir. Daha sonra p � 2 bir tam say¬olmak üzere do¼grusal olmayan

fonksiyonun bir özel hali f (u) = up için s¬ras¬ile tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬, yoklu¼gu

ve kararl¬l¬¼g¬ispatlanacakt¬r.

4.3.1. Lokal Varl¬k

Bu k¬s¬mda (4.3.1) için bir başlang¬ç de¼ger probleminin lokal varl¬¼g¬çal¬̧s¬lacakt¬r.

A = �@x + @3x
I � @2x

ve N (u) = � @x
I � @2x

f (u)

olmak üzere (4.3.1)

ut = Au+N (u) (4.3.4)

şeklinde yaz¬labilir.

Lemma 4.3.1.1. m bir tam say¬, f 2 Cm (R) ; f (0) = 0 ve 1 � s � m olsun. O

zaman

k@xf (u)ks � ef �kuks�1 + kuk1� kuks ; 8u 2 Hs

olur. Burada ef sadece f ye ba¼gl¬sürekli bir fonksiyondur (Liu 1996).
Lemma 4.3.1.2. E¼ger f; g 2 Hs; s > 1

2
ise, o zaman

kfgkHs � C (kfk1 kgkHs + kgk1 kfkHs)

olur (Kato ve Ponce 1988).
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Teorem 4.3.1.3. u0 2 H1 ve f (0) = 0 ile f 2 C1olsun. O zaman öyle bir T > 0

vard¬r ki u (0) = u0 başlang¬ç verisiyle (4.3.4) ün E (u (t)) = E (u0) ; Q (u (t)) = Q (u0)

eşitliklerini sa¼glayan u 2 C ([0; T );H1) şeklinde tek bir çözümü vard¬r. Ayr¬ca varl¬k

aral¬¼g¬bir [0; T0) maxsimal aral¬¼g¬na geni̧sletilebilir, öyleki T0 = +1; ya da T0 < +1
ve

lim
t!T0

ku (t)kH1 = +1

olur.

·Ispat. Lokal varl¬k teoremi daralma dönüşümü prensibi ile ispatlanacakt¬r.

M � 2 ku0kH1 ve T > 0 olmak üzere

X =

�
u 2 C

�
[0; T );H1

�
j sup
0�t<T

kukH1 �M

�

şeklinde bir metrik uzay tan¬mlans¬n. X uzay¬kukX = sup
0�t<T

kukH1 normu ile tan¬m-

lans¬n. X bir tam metrik uzayd¬r.

Su (t) = eAtu0 +

Z t

0

eA(t��)N (u) d� 8u 2 X

şeklindeki S dönüşümünü düşünelim. S dönüşümününün X üzerinde bir daralma

dönüşümü oldu¼gu gösterilecektir. A bir skew-adjoint s¬n¬rl¬lineer operatör: H1 ! H1

ve
eAtu0H1 = ku0kH1 ile bir güçlü sürekli eAt birim grubu üretir. Lemma 4.3.1.1 ile

u 2 X için aşa¼g¬daki kestirimi elde ederiz.

kSu (t)kH1 � ku0kH1 +

Z t

0

kN (u)kH1 d�

� 1

2
M +

Z T

0

kf (u (�))kH1 d�

� 1

2
M + ef (M)T:

1
2
M + ef (M)T �M elde etmek için T yeterince küçük seçilirse kSu (t)kH1 �M olur.

Böylece S : X ! X oldu¼gu elde edilir.

Şimdi S dönüşümünün kesin büzülme oldu¼gu gösterilecektir. u; w 2 X ve t 2 [0; T ]
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olsun. O zaman

kSu (t)� Sw (t)kH1 �
Z t

0

kN (u)�N (w)kH1 d�

�
Z t

0

(kf (u)� f (w)k2) d�

�
Z t

0

ef (kuk1 + kwk1) ku� wk2 d�

� ef (M) ku� wkX T

olur. ef (M)T � 1
2
elde etmek için T yeterince küçük seçilirse, S : X ! X kesinlikle

büzülme olur. Böylece S dönüşümünün X üzerinde bir daralma dönüşümü oldu¼gu

sonucuna var¬l¬r. Bundan dolay¬, (4.3.4) ün u (0) = u0 başlang¬ç verisi ile bir tek u

çözümü vard¬r.

(4.3.4) ün u çözümünün ayr¬ca C ([0; T ) ;H1) de tek oldu¼gunu gösterelim. Baz¬

0 < T < 1 için u1; u2 2 C ([0; T ) ;H1) olacak şekilde u1 ve u2 (4.3.4) ün iki çözümü

olsun. u = u1 � u2 olsun. Herhangi bir T 0 < T için (4.3.1) den

�
1� @2x

�
ut + ux + uxxx = �@x [f (u1)� f (u2)]

oldu¼gu görülür. Yukar¬daki denklemi u ile çarp¬p integralini al¬rsak i = 1; 2 ve 0 � t �
T 0 < T için

jui (t)j1 � kui (t)kH1 � C1 (T
0)

olacak şekilde T 0 ne ba¼gl¬bir C1 (T 0) sabiti var oldu¼gundan

1

2

d

dt

�
kuk22 + k@xuk

2
2

�
= �

Z
R
@x (f (u1)� f (u2))udx

=

Z
R
(f (u1)� f (u2))uxdx

� C1 (T
0) kuk2 kuxk2

eşitsizli¼gi elde edilir. Young eşitsizli¼ginden

�
kuk22 + k@xuk

2
2

�
� C1 (T

0)

Z t

0

�
kuk22 + k@xuk

2
2

�
d�

oldu¼gu görülür. Gronwall eşitsizli¼gi ile yukar¬daki eşitsizlikten 0 � t � T 0 içinkuk22 +
k@xuk22 = 0 oldu¼gu görülür. Böylece 0 � t � T 0 için u = 0 olur.
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4.3.2. Tek Dalga Çözümlerin Varl¬¼g¬ve Yoklu¼gu

Bu k¬s¬mda (4.3.1) denklemi için do¼grusal olmayan fonksiyon, p � 2 bir tam say¬

olmak üzere f (u) = up al¬n¬p tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬ve yoklu¼gu çal¬̧s¬lacakt¬r.

(4.3.3) denkleminin bir çözümü oldu¼gunu göstermek için varyasyonel metodlar kul-

lanaca¼g¬z. Yani k¬s¬tl¬bir varyasyonel problemin minimumunun varl¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

Ic (u) =

Z
R

�
(c+ 1)u2x + (c� 1)u2

�
dx

ve

K (u) =

Z
R
up+1dx

fonksiyonellerini tan¬mlayal¬m. � > 0 için H1 üzerinde aşa¼g¬daki k¬s¬tl¬varyasyonel

problemi ele alal¬m:

M� = inf
�
Ic (u) : u 2 H1; K (u) = �

	
: (4.3.5)

Baz¬� > 0 için e¼ger  2 H1; (4.3.5) problemi için bir minimum ise

(c� 1) � (c+ 1) 00 = # p

olacak şekilde bir # Langrange çarpan¬vard¬r. Böylece ' = #
1

p�1 ; (4.3.3) tek dalga

denkleminin bir çözümüdür. Böyle çözümler taban durum çözümler (ground states)

olarak adland¬r¬l¬r ve tüm taban durum çözümlerin kümesi Gc ile gösterilsin. Ic ve K

fonksiyonellerinin homojenli¼gi ile taban durumlar

m (c) = inf

(
Ic (u)

K (u)
2

p+1

: 0 6= u 2 H1; K (u) > 0

)

minimuma ulaş¬r ve

M� = �
2

p+1m (c)

oldu¼gu görülür.

Herhangi bir � > 0 için M� > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Her c > 1 için

(c� 1) kuk2H1 �
Z
R
(c+ 1)u2x + (c� 1)u2dx � (c+ 1) kuk

2
H1
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olur. Sobolev gömülme teoreminden 2 � p � 1 için kukp � C kukHs olur. Böylece

� = K (u) =

Z
R
up+1dx = kukp+1p+1 � C kukp+1H1

elde edilir ve herhangi bir � > 0 için 0 < (c� 1)
�
�
C

� 2
p+1 �M� olur.

(4.3.3) tek dalga denklemini ' ile çarp¬l¬p daha sonra integrali al¬n¬rsa I (') =

K (') oldu¼gu görülür. Böylece taban durumlar¬n kümesini

Gc =
n
' 2 H1 : Ic (') = K (') = (m (c))

p+1
p�1 = �

o
şeklinde karakterize edilebilir. Buradaki esas amaçGc kümesinin boş olmad¬¼g¬n¬göster-

mektir. Öyle ki (4.3.5) problemini en küçük yapan dizilerinGc kümesinin bir eleman¬na

yak¬nsad¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

E¼ger baz¬� > 0 için

lim
k!1

Ic ( k) =M� ve lim
k!1

K ( k) = �

ise  k bir minimize dizidir.

Teorem 4.3.2.1. Baz¬� > 0 için f kg bir minimize dizi olsun. c > 1 ise o zaman
skaler yj 2 R ve  2 H1 olmak üzere H1 de  kj !  olacak şekilde bir  kj alt dizisi

vard¬r.  fonksiyonu K ( ) = � k¬s¬t¬na ba¼gl¬Ic ( ) =M� minimumuna ulaş¬r.

·Ispat. Teoremin ispat¬Konsantrasyon-Kompaktl¬k Lemmas¬ (Lions 1984) kul-

lan¬larak elde edilir. ·Ispat Ic (u) ve K (u) fonksiyonellerinin tan¬m¬na göre Teorem

4.1.2.1 in ispat¬na benzerdir.

Not 1. c > 1 ve p � 2 bir tam say¬olmak üzere f (') = 'p ile ' 2 H1 (4.3.3) ün

bir zay¬f çözümü olsun. O zaman ' 2 H1 olur. Gerçekten de Sobolev eşitsizli¼gi ile

' 2 L1 dur. Böylece ('p)x 2 L2 olur.

�
(c� 1) @x � (c+ 1) @3x

�
' = ('p)x

oldu¼gundan ' 2 H3 olur. Bu i̧slemin tekrarlanmas¬ile ' 2 H1 sa¼glan¬r.

Teorem 4.3.2.2. E¼ger �1 � c � 1 ise (4.3.3) denkleminin ' 2 H1 şeklinde

herhangi bir s¬f¬rdan farkl¬çözümü yoktur.

78



Nurhan DÜNDAR

·Ispat. Bu teorem Pohozaev tipi özdeşlikler kullan¬larak ispatlanacakt¬r. (4.3.3)

tek dalga denklemini s¬ras¬ile '; x'x çarp¬p daha sonra R üzerinde integre edilirseZ
R

h
(c� 1) (')2 + (c+ 1) ('0)2 � 'p+1

i
dx = 0; (4.3.6)

Z
R

�
(1� c)

2
(')2 +

(c+ 1)

2
('0)

2
+

1

p+ 1
'p+1

�
dx = 0 (4.3.7)

eşitlikleri elde edilir. (4.3.6) ve (4.3.7) nin kombinasyonundan

(p� 1) (1� c)

2 (p+ 1)

Z
R

�
'2
�
dx+

(p+ 3) (c+ 1)

2 (p+ 1)

Z
R
('0)

2
dx = 0

elde edilir. E¼ger �1 � c � 1 ise bu eşitli¼gin sol taraf¬ndaki terimler pozitif olacakt¬r.
Bu bir çeli̧skidir.

4.3.3. Tek Dalga Çözümlerin Kararl¬l¬¼g¬

Tan¬m 4.3.3.1. Verilmi̧s bir " > 0 için

inf
'2S

ku0 � 'kH1 < �

olacak şekilde bir � > 0 varsa, S � H1 kümesi (4.3.1) deklemine göre kararl¬olarak

adland¬r¬l¬r. Bu durumda (4.3.1) in u (t) çözümü her t > 0 için u (0) = u0 başlang¬ç

verisi ile vard¬r ve

sup
0�t<1

inf
'2S

ku (t)� 'kH1 < "

eşitsizli¼gini sa¼glar. Di¼ger durumda S; (4.3.1) e göre karars¬zd¬r.

c > 1 dalga h¬z¬ile ' 2 Gc için

d (c) = cQ (')� E (')

şeklinde d fonksiyonu tan¬mlans¬n. '

cQ0 (')� E 0 (') = 0

eşitli¼gini sa¼glar. d (c) fonksiyonunun konveksli¼gi ile taban durumlar¬n kümesinin karar-

l¬l¬¼g¬gösterilecektir.
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Basit bir hesaplama ile

d (c) = cQ (')� E (') =
Ic (')

2
� 1

p+ 1
K (') ; (4.3.8)

d (c) =
p� 1
2 (p+ 1)

K (') =
p� 1
2 (p+ 1)

Ic (') =
p� 1
2 (p+ 1)

�
(m (c))

p+1
p�1

�
(4.3.9)

eşitlikleri elde edilir. Bundan dolay¬d iyi tan¬ml¬d¬r ve m (c) fonksiyonu incelenerek

onun özellikleri incelenir.

Lemma 4.3.3.2. c > 1 olsun, o zaman m (c) ; c ye göre kesin artand¬r.

·Ispat. 'c1 ; 'c2 s¬ras¬ile c = c1; c = c2 için (4.3.3) denkleminin iki çözümü olsun.

Genelli¼gi kaybetmeksizin c1 < c2 olsun. O zaman

m (c1) �
Ic
�
'c2 ; c1

�
K
�
'c2
� 2
p+1

=

R
R

h
(c1 + 1)

�
'0c2
�2
+ (c1 � 1)'2c2

i
dx

K
�
'c2
� 2
p+1

=

R
R

h
(c2 + 1)

�
'0c2
�2
+ (c2 � 1)'2c2

i
dx

K
�
'c2
� 2
p+1

+
�c2

R
R

h�
'0c2
�2
+ '2c2

i
dx+ c1

R
R

h�
'0c2
�2
+ '2c2

i
dx

K
�
'c2
� 2
p+1

= m (c2) + (c1 � c2)

R
R

h�
'0c2
�2
+ '2c2

i
dx

K
�
'c2
� 2
p+1

< m (c2)

olur. Böylece (4.3.9) dan d fonksiyonu da kesin artand¬r.

Uc;" =

�
u 2 H1 : inf

'2Gc
fku� 'kH1g < "

�
Gc taban durumlar¬n kümesinin "�komşulu¼gunu belirtsin. (4.3.9) ve d (c) fonksiy-
onunun c ye göre artan olmas¬ile

c (u) = d�1
�

p� 1
2 (p+ 1)

K (u)

�
(4.3.10)

oldu¼gu görülür.

Lemma 4.3.3.3. E¼ger d00 (c) > 0 ise o zaman u 2 Uc;" ve ' 2 Gc için öyle bir
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" > 0 vard¬r ki

c (u) [Q (u)�Q (')]� [E (u)� E (')] � 1

4
d00 (c) jc (u)� cj2

olur.

Proof. d0 (c) = E (') ve Taylor formülünü kullanarak c nin yak¬n¬nda ec için
d (ec) = d (c) +Q (') (ec� c) +

1

2
d00 (c) (ec� c)2 + o

�
jec� cj2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. c (u) nun süreklili¼gini kullanarak ve " > 0 yeterince küçük seçil-

erek u 2 Uc;" için

d (c (u)) � d (c) +Q (') (c (u)� c) +
1

4
d00 (c) (c (u)� c)2

= c (u)Q (')� E (') +
1

4
d00 (c) (c (u)� c)2

elde edilir. (4.3.9) ve (4.3.10) eşitliklerindenK
�
'c(u)

�
= 2(p+1)

p�1 d (c (u)) = K (u) oldu¼gu

görülür ve 'c(u); K (u) = K
�
'c(u)

�
k¬s¬t¬na ba¼gl¬Ic(u) fonksiyonelini minimize etti¼gin-

den dolay¬

c (u)Q (u)� E (u) =
Ic(u) (u)

2
� 1

p+ 1
K (u)

�
Ic(u)

�
'c(u)

�
2

� 1

p+ 1
K
�
'c(u)

�
= d (c (u))

şeklinde yaz¬l¬r. Buradan da

c (u)Q (u)� E (u) � c (u)Q (')� E (') +
1

4
d00 (c) (c (u)� c)2

elde edilir.

Theorem 4.3.3.4. c > 1 olsun. E¼ger d00 (c) > 0 ise o zaman taban durumlar¬n

kümesi Gc kararl¬d¬r.

·Ispat. Farzedelim ki Gc karars¬z olsun ve

inf
'2Gc

kvk � 'kH1 <
1

k

olacak şekilde uk (0) = vk başlang¬ç verisininin bir dizisi vard¬r. uk (t) ; vk başlang¬ç

verisi ile (4.3.1) in bir çözümü olsun. Teorem (4.3.1.3) ile uk; t de süreklidir ve baz¬
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� > 0 için

inf
'2Gc

kuk (tk)� 'kH1 = � (4.3.11)

olacak şekilde tk zamanlar¬vard¬r.

E ve Q fonksiyonelleri (4.3.1) in de¼gi̧smezleri ve Gc s¬n¬rl¬oldu¼gundan, k ! 1
iken

jE (uk (tk))� E ('k)j = jE (uk (0))� E ('k)j ! 0; (4.3.12)

jQ (uk (tk))�Q ('k)j = jQ (uk (0))�Q ('k)j ! 0 (4.3.13)

olacak şekilde 'k 2 Gc bulunabilir.

Lemma 4.3.3.3 kullan¬larak, yeteri kadar küçük � için

c (uk (tk)) [Q (uk (tk))�Q ('k)]� [E (uk (tk))� E ('k)]

� 1

4
d00 (c) jc (uk (tk))� cj2

elde edilir. Bundan dolay¬k !1 iken (4.3.12) ve (4.3.13) ile c (uk (tk))! c olur.

d nin süreklili¼gi

lim
k!1

K (uk (tk)) = lim
k!1

2 (p+ 1)

p� 1 d (c (uk (tk))) =
2 (p+ 1)

p� 1 d (c) (4.3.14)

oldu¼gunu vurgular. (4.3.8), (4.3.12). (4.3.13) ve d (c) = cQ ('k)� E ('k) kullan¬larak

lim
k!1

Ic (uk (tk)) =
2 (p+ 1)

(p� 1) d (c) (4.3.15)

oldu¼gu görülür.

(4.3.14) ve (4.3.15) den uk (tk) ; Ic ve K için bir minimize edici dizidir ve Teorem

4.3.2.1 ile H1 de baz¬'j 2 Gc ye yak¬nsayan yani

lim
j!1

ukj �tkj�� 'j

H1 = 0

olacak şekilde ukj
�
tkj
�
alt dizisine sahiptir. Bu (4.3.11) ile çeli̧sir. Böylece ispat

tamamlan¬r.

Not 2. p � 2 ve c > 1 için (4.3.3) denkleminin ' çözümü

' (�) = (c� 1)1=p�1w
 r

c� 1
c+ 1

�

!
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şeklinde yaz¬labilir, burada w

w � w00 = wp

denkleminin çözümüdür. w çözümünün c den ba¼g¬ms¬z oldu¼guna dikkat edelim. Ayr¬ca

K (w) = I (w) =

Z
R

�
w2 + w2x

�
dx > 0

olacak şekilde

d (c) =
p� 1
2 (p+ 1)

(c� 1)p+1=p�1
r
c+ 1

c� 1K (w)

şeklindedir. Basit hesaplamalar ile

d00 (c) =
1

2 (p2 � 1)K (w) (c� 1)
7�3p=2(p�1) (c+ 1)�3=2 q (c)

olur ve burada q (c) = (2p+ 2) c2 + 8c� p2 + 5 şeklindedir. Aç¬kt¬r ki

1

2 (p2 � 1)K (w) (c� 1)
7�3p=2(p�1) (c+ 1)�3=2

şeklindeki ifade pozitiftir. Bundan dolay¬d00 (c) nin i̧sareti sadece ikinci dereceden bir

polinomal denklem olan q (c) nin i̧saretine ba¼gl¬d¬r. Böylece tek dalgalar p � 5 iken

her zaman kararl¬d¬r. p > 5 iken ise dalga h¬z¬n¬n

c+p =
�4 +

p
6 + 2 (p3 + p2 � 5p)
2 (p+ 1)

> 1

şeklinde kritik bir de¼geri vard¬r öyle ki c > c+p için tek dalgalar kararl¬d¬r.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n esas k¬sm¬n¬oluşturan Araşt¬rma Bulgular¬bölümünde üç farkl¬

denklem ele al¬nm¬̧s ve bu denklemlerin çözümlerinin lokal varl¬¼g¬, tek dalga çözüm-

leri ve tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬ayr¬ca bir blow-up oluşumu olan dalga k¬r¬lmas¬

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Ilk olarak ele al¬nan8<: ut � �2uxxt + (g (u))x +  (u� �2uxx)xxx = �2
�
h0(u)
2
u2x + h (u)uxx

�
x
; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R

başlang¬ç de¼ger probleminin lokal iyi konumlulu¼gu Kato Teoremi kullan¬larak ispatlan-

m¬̧st¬r. Daha sonra do¼grusal olmayan fonksiyonlar¬n g (u) = 2!u+ p+2
2
up+1; h (u) = up

durumlar¬ için ve � =  = 1 al¬narak denklemin tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬

Konsantrasyon-Kompaktl¬k Lemmas¬(Lions 1984) yard¬m¬ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Son olarak

elde edilen tek dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬varyasyonel metotlar kullan¬larak göster-

ilmi̧stir. Böylece tek dalgalar¬n kümesinin kararl¬oldu¼gu gösterilmi̧stir.

·Ikinci olarak8<: ut � �2uxxt + h (u)x + uxxx = �2
�
g0(u)
2
u2x + g (u)uxx

�
x
; t > 0; x 2 R;

u (0; x) = u0 (x) ; x 2 R;

problemi için g (u) = u al¬narak dalga k¬r¬lmas¬formundaki blow-up oluşumu çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Daha sonra Grillakis ve ark. (1987) n¬n yörüngesel kararl¬l¬k teorisi kullan¬larak tek

dalga çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir.

Son olarak da

ut + ux + uxxx � uxxt + f (u)x = 0; x 2 R; t > 0

denklemi için bir başlang¬ç de¼ger probleminin lokal varl¬¼g¬daralma dönüşümü prensibi

ile ispatlanm¬̧st¬r. Ard¬ndan tek dalga çözümlerinin varl¬¼g¬ve kararl¬l¬¼g¬çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Ele al¬nan denklemlerin do¼grusal olmayan fonksiyonlar¬n¬n farkl¬durumlar¬için de

benzer çal¬̧smalar yap¬labilir. Ele al¬nan denklemler s¬n¬rl¬bölgede çal¬̧s¬labilir. Bu

çal¬̧sma da yap¬lanlar, denklemlerin n boyutlu durumlar¬na da geni̧sletilebilir.
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