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OZET

OLCUM HATALI DEGISKENLI YARI PARAMETRIK REGRESYON
MODELLERI

DOKTORA TEZi
Secil TOPRAK

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2015

Bu tezde, bir yar1 parametrik regresyon modeli olan kismi dogrusal modelde 6lglim
hatasindan kaynakli olarak hatali 6l¢ililmiis degiskenlerin olmasi ve 6l¢giim hatasinin yogunluk
fonksiyonunun bilinmemesi durumunda parametrelerin tahmini i¢in kullanilabilecek bir metot
onerilmistir.

[k olarak parametrik, parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon modelleri,
regresyonda diizeltme kavram, piiriizliilik ceza yaklagimi ve parametrik olmayan regresyonda
diizeltme yontemleri tanitilmigtir. Daha sonra degiskenleri hatali modeller iizerinde durularak
degiskenler “’bilinen’’ bir dagilimdan gelen hata ile 6l¢iildliglinde parametrik olmayan ve yar1
parametrik regresyon yontemleri incelenmistir. Bu yontemler arasindan; degiskenleri hatali
parametrik olmayan regresyon, parametrik olmayan bdliimde 6l¢iim hatalar1 olmasi durumunda
yar1 parametrik regresyon ve hem dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalar
olmasi durumunda yar1 parametrik regresyon modelleri tanitilmistir. Son olarak degiskenler
“bilinmeyen’’ bir dagilimdan gelen hata ile o6l¢iildiiglinde parametrik olmayan regresyon
yontemleri icerisinde incelenen degiskenleri hatali parametrik olmayan regresyon yontemi
tanitilmistir. Bu yonteme dayali olarak elde edilen ve parametrik olmayan bdliimde olgiim
hatalar1 olmast durumunda yar1 parametrik regresyon ve hem dogrusal hem de parametrik
olmayan boliimde 6l¢iim hatalari olmasi durumunda yar1 parametrik regresyon modelleri igin
kernel dekonvoliisyon teknigine alternatif olarak goriilen yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemler ile elde edilen tahmin edicilerin 6rneklem biiylikliigii n sonsuza giderken yakinsadigi
parametre ¢evresindeki dagiliminin normal dagilima uyup uymadigim goézlemlemek icin bu
tahmin edicilerin asimptotik normallik o6zellikleri incelenmistir. Tahmin edicilerin sonlu
orneklem ozellikleri Monte Carlo simiilasyonu yaklasim ile arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hatali Degiskenler, Kismi Dogrusal Model, Yar1 Parametrik Regresyon,
Bilinmeyen Yogunluklu Olgiim Hatas1, Asimptotik Normallik.



ABSTRACT

SEMIPARAMETRIC REGRESSION MODELS WITH ERRORS IN VARIABLES
PHd THESIS
Secil TOPRAK

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2015

In this dissertation, a method has been proposed to be used for the partially linear
model, a semiparametric regression model, when variables are measured with errors and the
densities of these errors are unknown.

Firstly parametric, nonparametric and semiparametric regression models, smoothing in
regression, roughness penalty approach and smoothing methods in nonparametric regression are
introduced. Then, as a nonparametric and semiparametric regression method when variables are
measured with an error that has “known’’ density, nonparametric regression with errors in
variables models, semiparametric regression models with measurement error in the
nonparametric part and semiparametric regression models with errors in all variables are
introduced. Finally, as a nonparametric regression method when variables are measured with an
error that has “‘unknown’’ density, nonparametric regression with errors in variables models are
introduced and semiparametric regression models with measurement error in the nonparametric
part and semiparametric regression models with errors in all variables which are obtained
according to this method and seen as an alternative to the kernel deconvolution techniques have
been developed. These estimators’ asymptotic normality properties are analyzed to observe
whether they fit a normal distribution around the parameters they converge when the sample
size of estimators obtained by these methods n goes to infinity. The finite sample properties of
estimators were investigated by Monte Carlo simulation approach.

Key Words: Errors in Variables, Partially Linear Model, Semiparametric Regression, Unknown
Error Density, Asymptotic Normality.
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1. GIRIS

Istatistik biliminin en 6nemli konularindan biri olan ve matematik, finans,
ekonomi, tip, ziraat, mithendislik alanlarinda yaygin olarak kullanilan regresyon analizi;
gozlenen bir olayin diger hangi olaylarin etkisi altinda oldugunun arastirilmasi temeline
dayanmaktadir. Regresyon analizinde bagimli ve bagimsiz degiskenler arasinda bir
iligki olup olmadigi, bir iligki olmasi durumunda bu iliskinin tiirii ve giici, belirli
kosullar altinda 6zel bir degisken veya degiskenler grubunun diger degisken veya
degiskenler grubu iizerindeki etkisi ve bu etkinin nasil degistigi gibi bilgiler de elde
edilmeye calisilir. Regresyon analizi ile gozlem degerleri ve etkilenilen degiskenler

arasindaki ortalama iliski matematiksel bir fonksiyon ile ifade edilir.

Regresyon analizi bazi varsayimlara dayanir. Bu varsayimlarin en Onemlisi,
bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskinin seklinin biliniyor olmasidir.
Omegin, parametrik regresyon analizindeki matematiksel ifadede bagimsiz
degiskenlerle bagimli degiskenin dogrusal bir iligki i¢inde oldugu varsayilir.
Varsayimlarin  saglanmadigi  durumlarda yapilan tahminler 1iyi bir tahmin
olmayacagindan parametrik regresyondaki dogrusallik varsayimini esnetebilen
parametrik olmayan (nonparametric) ve yart parametrik (semiparametric) regresyon

yontemlerine ihtiya¢ duyulur.

Bagimsiz degisken sayisinin ikiden fazla oldugu durumlarda parametrik olmayan
yontemlerle analizlerin yapilmasi ve grafiklerin yorumlanmasi zor oldugundan alternatif
bir yonteme ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu durumda yar1 parametrik modeller kullanilabilir.
Yar1 parametrik modellerde zaman etkisi ve sansa baglh etkiler parametrik olmayan
yontemlerle modele eklenirken siirekli bagimsiz degisken etkileri parametrik

yontemlerle modele eklenir.

Yar1 parametrik regresyon modeli icin var olan yaklagimlarin tiimii farkli
parametrik olmayan regresyon yontemlerine baghidir. Yar1 parametrik regresyon
modelleri karmagik veri kiimelerini bizim anlayabilecegimiz bi¢imde Ozetleyip,
uygulamada verilerin onemsiz detaylarin1 goz ardi ederken 6nemli olan Ozelliklerini

muhafaza eder ve boylece saglam kararlar verilmesini saglarlar (Ruppert ve ark. 2003).



1. GIRIS

Yar1 parametrik regresyon modeli hem parametrik hem de parametrik olmayan
regresyon fonksiyonunun birlesiminden olustugu i¢in “kismi dogrusal model” olarak da
adlandirilmaktadir. Yar1 parametrik regresyon modelinde, parametrik degiskenlerin
etkileri yoksa ya da bu degiskenler analizde yer almiyorsa artik yar1 parametrik

regresyon modeli parametrik olmayan regresyon modeline donisiir.

Bagimsiz degiskenlerde Ol¢lim hatalarinin  bulundugu regresyon modelleri
istatistikte degiskenleri hatali modeller ya da Ol¢clim hatali modeller olarak
bilinmektedir. Standart regresyon modelleri bu degiskenlerin tam olarak 6l¢iildiiglinti ya
da hatasiz olarak gozlemlendigini varsayarken bu modeller bagimli degiskenlerdeki ya
da karsit degiskenlerdeki hatalar1 onemserler. Bazi degiskenlerin hatali olctldigi
durumlarda standart varsayimlara dayali tahminler tutarsiz tahminlere neden olmaktadir.
Basit dogrusal regresyon i¢in yanlis tahmin edilmis bir katsayinin etkisi *’etki azalmasi
yanliligr’’ (attenuation bias) olarak bilinir. Dogrusal olmayan modellerde ise yanliligin

aciklanmas1 daha karmasik etkilere bagli olabilmektedir (Wikipedia 2014).

Aciklayic1 degiskenlerde oOlglim hatasinin varhigindan kaynaklanan yanlilik,
regresyon analizinde sik karsilasilan bir problemdir. Bu problemin ¢oziimleri parametrik
regresyon modelleri i¢in sayisiz olarak {iiretilmesine ragmen parametrik olmayan

tanimlamalarda bu problem nispeten kesfedilmemis kalmistir.

Parametrik olmayan degiskenleri hatali problemlerin bazi yonleri daha once
arastirllmistir. Bir gézlenmis degisken, hatali dl¢iildiigiinde ve bu hatanin yogunlugu
biliniyorsa, bu degiskenin yogunlugunun tahmini problemine literatiirde onemle yer
verilmektedir. Boyle durumlarda yakinsamanin optimal oranina ulagmak igin
cogunlukla kernel dekonvoliisyon tahmin edicisi kullanilmaktadir (Fan 1991). Bagimsiz
degisken bilinen bir dagilimdan gelen bir hata ile 6l¢ilildiigi durumlarda regresyon
fonksiyonunun parametrik olmayan tahmini ayrica ¢alisgilmistir. Bu durumda optimal
yakinsama oranina ulagmak icin kernel dekonvoliisyona dayali kernel regresyon tahmin
edicisinin bilinmesi gereklidir (Fan ve Truong 1993). Daha zorlu bir problem ise
bagimsiz degiskenler ‘’bilinmeyen’’ bir dagilimdan gelen bir hata ile dl¢iildiiglinde
regresyon fonksiyonlarimin ve yogunluklarmin tahminidir. Gozlenmemis bir rasgele
degiskenin iki hata bulagsmis Olgiimlerinin eklemeli yogunlugu bilindiginde, bu

degiskenin yogunlugunun tanimlanmasi olasidir (Rao 1992). Li ve Vuong (1998), bu


http://en.wikipedia.org/wiki/Attenuation_bias
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tanimlamanin deneysel bir seklinin onlar1 bilinen yakinsama oranli tutarli bir tahmin

ediciye gotlirdiiglinli gostermislerdir.

Parametrik olmayan yogunluk tahmini probleminin tersine, bagimsiz degiskenler
bilinmeyen bir dagilimdan gelen bir hata ile ol¢iildiigiinde, kosullu beklentilerin
parametrik olmayan tahminleri Schennach (2004b) tarafindan ¢oziimlenmistir.
Schennach, bilinmeyen bir dagilimin hatasi bulasmis bagimsiz degiskenleri gbz Oniine
alan geleneksel Nadaraya-Watson kernel regresyon tahmin edicisini genisleterek bu
boslugu doldurmustur. Ayrica sadece tahmin edicinin yakinsama oranini ortaya

koymamig, onun asimtotik dagilimini da saglamistir.

Yar1 parametrik regresyon modelinde parametrik olmayan kisimdaki degisken
bilinen bir dagilima sahip ardisik hatalarla ol¢iildiigiinde, tutarli ve asimtotik olarak
normal oldugu gosterilebilen f’nin bir tahmini Liang ve ark. (1997) tarafindan elde
edilmistir. Ancak bu ¢aligmada f’nin parametrik oranda tahmin edilebilir oldugu goz

ardi edilmistir. Liang (2000) bu problemlere daha anlasilabilir bir yanit sunmaktadir.

Yar1 parametrik regresyon modelinde hem parametrik olmayan kisimdaki
degisken hem de parametrik kisimdaki degisken hatali dlgiildiigiinde £’nin tutarli ve
asimtotik olarak normal oldugu gosterilebilen bir tahmin problemi de Zhu ve Cui (2003)
tarafindan calisilmistir. Buradaki parametrik olmayan kisimdaki degiskenin bilinen bir
dagilima sahip ardisik hatalarla o6l¢iildiigi diisiiniilmektedir. Buna karsin, yari
parametrik regresyon modelinde parametrik olmayan kisimdaki degisken bilinmeyen bir
dagilima sahip ardisik hatalarla o6lciildiigiinde coziimlerin nasil elde edilebilecegi

bilinmemektedir.

Bu ¢aligmada kosullu beklentilerin yar1 parametrik tahminleri iiretilerek, 6l¢iim
hatalar1  bilinmeyen bir dagilimdan geldigi zaman kullanilabilecek bir metot
gelistirilmistir. Bu metot ile, aciklayici degiskende 6l¢liim hatasi oldugu zaman eksik
Olciilmiis bir degiskenin tekrar eden bir gézlem degeri oldugunda tutarli olan bir yari
parametrik regresyon tahmin edicisi elde edilmistir. Elde edilen bu metot, parametrik
olmayan bolimde Ol¢lim hatalar1 olan yari parametrik model ve hem parametrik
olmayan bolimde hem de parametrik bolimde Ol¢iim hatalari olan yar1 parametrik

model i¢in ayr1 ayr1 olusturulmustur.



1. GIRIS

Yar1 parametrik regresyon modelinde, ’nin bilinmesi durumunda parametrik
boliim yanit degiskeninden c¢ikarildiginda parametrik olmayan regresyon modeli elde
edilmektedir. Parametrik olmayan boliimiin tahmin edicisinin asimptotik olarak normal
oldugu durumu da daha 6nce Schennach (2004b) tarafindan gosterilmistir. Burada ise
yar1 parametrik regresyon modelinin parametrik boliimiindeki f’nin bir tahmini elde
edilmis ve ilgili tahmin edicinin asimptotik olarak normal oldugu gosterilmistir. Ayrica,
hem parametrik olmayan boliimde hem de parametrik boliimde 6l¢iim hatalar1 olan yar1
parametrik regresyon modelinin, parametrik olmayan bdliimiiniin tahmin edicisinin
asimptotik olarak normal oldugu gosterilmis ve parametrik boliimdeki £’ nin bir tahmini
elde edilerek bu tahmin edicinin asimptotik olarak normal oldugu gosterilmistir. Sonug
degerleri ¢ogunlukla 6l¢tim hatasinin yogunlugu bilindiginde daha kuvvetli varsayimlar
altinda tutarli bir tahmin saglayan Kernel dekonvoliisyon tahmin edicileriyle
karsilastirilabilir. Bu sonucun kullanigliligi tekrarli dl¢timlerin siklikla bulundugu veri
setlerindeki gdzlemlerden kaynaklanmaktadir. Ornegin, verilen bir miktar zaman i¢inde
yeniden Olciilebilir ya da ayn1 miktar bagka biri tarafindan (farkli bir aile tiyesi ya da bir
calisan ve isveren) kaydedilebilir. Olgiimlerden biri iizerindeki hatanin sifir ortalamali
olmasina gerek yoktur. Bu yiizden gegerli tekrarli olgiimlerin kiimesi daha genel

gostergelere ya da sistematik egilim sergileyen tekrarli 6lgiimlere genisletilebilir.

Bu ¢alisma bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, tezin konusu, daha 6nce
bu konuyla ilgili yapilmis olan caligmalar, tezin igerigi ve Onemi hakkinda bilgi

verilmektedir.

Ikinci béliim, iizerinde ¢alisilan konu ile ilgili olarak daha dnce yapilmis olan

caligmalarin kisa 6zetler halinde tanitildig1 kaynak 6zetlerini icermektedir.

Uciincii boliim, ¢alismada kullanilan ya da iizerinde ¢alisilan objeyi belirten
materyal ve arastirmanin amacina ulagmasinda kullanilan teknik ya da teknikleri
belirten metot boliimlerini icermektedir. Bu boliim; parametrik, parametrik olmayan ve
yar1 parametrik regresyon modellerinin tanitimini, regresyonda diizeltme kavrama,
plirtizliillik ceza yaklasimi ve parametrik olmayan regresyonda diizeltme yontemlerini
icermektedir. Ayrica bu bolimde degiskenleri hatali modellerin tanitimi iizerinde
durulmaktadir. Degiskenler ’bilinen’’ bir dagilimdan gelen hata ile ol¢iildiigiinde,

degiskenleri hatali parametrik olmayan regresyon, parametrik olmayan boliimde 6l¢iim
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hatalar1 olmasi durumunda yari parametrik regresyon ve hem dogrusal hem de
parametrik olmayan bdliimde Ol¢iim hatalar1 olmasi durumunda yar1 parametrik
regresyon modelleri burada ele alinmistir. Daha sonra da degiskenler ’bilinmeyen’’ bir
dagilimdan gelen hata ile Olciildiigiinde parametrik olmayan regresyon yontemleri
icerisinde incelenen degiskenleri hatali parametrik olmayan regresyon yontemi

tanitilmistir.

Dordiincii boliim, tez calismasindan elde edilen bulgular1 icermektedir. Bu
boliimde degiskenler “’bilinmeyen’” bir dagilimdan gelen hata ile Oolgiildiigiinde
parametrik olmayan bolimde ve hem dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde
Ol¢iim hatalar1 olmast durumunda yar1 parametrik regresyon modelleri icin kernel
dekonvoliisyon metoduna alternatif olarak goriilen yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemler ile elde edilen tahmin edicilerin 6rneklem biiyiikligii n sonsuza giderken
yakinsadigr parametre g¢evresindeki dagiliminin normal dagilima uyup uymadigini

gbzlemlemek i¢in bu tahmin edicilerin asimptotik normallik 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boliim olan tartisma ve sonug¢ boliimiinde ise tahmin edicilerin sonlu
orneklem o6zellikleri Monte Carlo simiilasyonu yaklasimi ile arastirilmig, sonuclar ve

Onerilere deginilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Hdrdle ve ark. 2004, Ruppert ve ark. 2003‘de; parametrik olmayan ve yari

parametrik modeller ile regresyon yontemleri incelenmistir.
Loader 2004’ de regresyonda diizeltme kavramlar1 lizerinde durulmustur.

Tabakan 2009°da yar1 parametrik regresyonda tahmin metodlari, regresyonda
diizeltme kavrami ve parametrik olmayan regresyonda diizeltme ydntemleri

tanmitilmustir.
Wikipedia 2014°de degiskenleri hatali modeller hakkinda bilgi verilmistir.

Fan 1991’de parametrik olmayan degiskenleri hatali problemlerin bazi1 yonleri
arastirilmistir. Bir gozlenmis degisken, hatali 6lgiildiigiinde ve bu hatanin yogunlugu
biliniyorsa, bu degiskenin yogunlugunun tahmini durumunda yakinsamanin optimal

oranina ulagsmak icin kernel dekonvoliisyon tahmin edicisi kullanilmistir.

Fan ve Truong 1993’de bagimsiz degisken bilinen bir dagilimdan ¢izilen bir hata
ile Olgiildiigii zaman bir regresyon fonksiyonunun parametrik olmayan tahmininin
problemi ¢alisilmistir. Bu durumda kernel dekonvoliisyona dayali kernel regresyon
tahmin edicisinin optimal yakinsama oranina ulagmak icin bilinmesi gerektigi

belirtilmistir.

Rao, 1992°ye gore bagimsiz degiskenler bilinmeyen bir dagilimdan gelen bir
hata ile 6l¢iildiigiinde regresyon fonksiyonlarinin ve yogunluklarin tahmini daha zorlu
bir problemdir. Gézlenmemis bir rasgele degiskenin iki hata bulagmis Ol¢limlerinin

eklemeli yogunlugu bilindiginde, bu degiskenin yogunlugunun tanimlanmasi olasidir.

Li ve Vuong 1998’de bu tanimlamanin deneysel bir versiyonunun calisanlari

bilinen yakinsama oranli tutarli bir tahmin ediciye gotiirdiigli gosterilmistir.

Schennach 2004b ile parametrik olmayan yogunluk tahmini probleminin tersine,
bagimsiz degiskenler bilinmeyen bir dagilimdan gelen bir hata ile dl¢iildiiglinde, kosullu
beklentilerin parametrik olmayan tahminleri ¢6ziim kazanmistir. Schennach, bilinmeyen
bir dagilimin hatas1 bulasmis bagimsiz degiskenleri géz Oniline alan geleneksel

Nadaraya-Watson kernel regresyon tahmin edicisini genisleterek bu boslugu
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doldurmustur. Ayrica sadece tahmin edicinin yakinsama oranini ortaya koymamis, onun

asimtotik dagilimini da saglamistir.

Liang ve ark. 1997°de yar1 parametrik regresyon modelinde parametrik olmayan
kistmdaki degisken bilinen bir dagilima sahip ardisik hatalarla 6l¢iildiigiinde, tutarli ve

asimtotik olarak normal oldugu gosterilebilen 5’nin bir tahmini elde edilmistir.

Liang 2000’de, 1997 yilinda Liang ve arkadaslari tarafindan yapilan ¢alismada
B5°nin parametrik oranda tahmin edilebilir oldugu géz ardi edildiginden yola ¢ikilarak

olusan problemlere daha pozitif bir cevap sunulmaktadir.

Zhu ve Cui 2003’de yar1 parametrik regresyon modelinde hem parametrik
olmayan kisimdaki degisken hem de parametrik kisimdaki degisken hatali 6l¢tildiiginde
B’nin tutarli ve asimtotik olarak normal oldugu gosterilebilen bir tahmin problemi

caligilmistir.

MATLAB bilgisayar programinda; ¢esitli matematiksel formiillerin ¢éziimii i¢in
kodlar yazilarak zamandan tasarruf edilmesi ve olast hatalarin Oniine gegilmesi s6z

konusu olmustur.

Burada belirtilen internet belgesi, bilgisayar programi, tez, kitap ve makaleler
disinda kaynaklar boliimiinde yer alan internet belgeleri, makaleler, kitaplar ve tezler de

bu caligmada kullanilan metot ve denklemlerin incelenmesinde yol gosterici olmustur.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1 Materyal

Bu Doktora Tez Caligmasi, bir yar1 parametrik regresyon modeli olan kismi
dogrusal modelde, Ol¢clim hatasindan kaynakli olarak hatali 6l¢iilmiis degiskenlerin
olmast ve Olciim hatasiin yogunluk fonksiyonunun bilinmemesi durumunda
parametrelerin tahmini i¢in kullanilabilecek bir metodun gelistirilmesi iizerine

kurulmustur.

Burada parametrik, parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon modelleri,
regresyonda diizeltme kavrami, piiriizlillik ceza yaklagimi ve parametrik olmayan
regresyonda diizeltme yontemleri tanitilacaktir. Daha sonra degiskenleri hatali modeller
tizerinde durulacaktir. Degiskenler “’bilinen’ bir dagilimdan gelen hata ile
Olciildiiglinde parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon yontemleri arasindan;
degiskenleri hatali parametrik olmayan regresyon, parametrik olmayan boliimde 6l¢iim
hatalar1 olmasi durumunda yar1 parametrik regresyon ve hem dogrusal hem de
parametrik olmayan bdliimde oOl¢iim hatalar1 olmasi durumunda yar1 parametrik
regresyon modelleri agiklanacaktir. Tim bu bilgiler ile birlikte degiskenler
“bilinmeyen’’ bir dagilimdan gelen hata ile ol¢iildiiglinde degiskenleri hatali parametrik
olmayan regresyon yontemi yardimiyla “’yari parametrik regresyon modelinde
parametrik olmayan kisimdaki degisken bilinmeyen bir dagilima sahip ardisik hatalarla
Olciildiiglinde parametre tahminleri nasil elde edilebilir?’’ sorusuna cevap verecek bir

modelin ingasi igin gerekli bilgi ve yontemler verilecektir.

Materyal olarak kullandigimiz “6l¢iim hatali degiskenli parametrik olmayan ve
yar1 parametrik regresyon” kavramu ile ilgili olarak ¢esitli kaynaklar arastirilmis ve
genel tanimlamalarin yaninda bu modeller i¢in parametre tahmini yapilirken kernel
dekonvoliisyon metodunun kullanildigr goriilmistiir. Ancak tim bu o6l¢iim hatali
degiskenli yar1 parametrik regresyon modellerinde Ol¢iim hatasinin bilinen bir
dagilimdan geldigi varsayilmistir. Ol¢iim hatali degiskenli yar1 parametrik regresyon
modellerinde 6lglim hatasinin bilinmeyen bir dagilimdan geldigi varsayimi ile bir

yontemin gelistirildigine rastlanmamugtir.
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3.2 Metot

Olgiim hatali degiskenli yar1 parametrik regresyon modellerinde 6l¢iim hatasmin
bilinmeyen bir dagilimdan geldigi varsayimi ile bir yontemin elde edilebilmesi igin
oncelikle parametrik, parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon modelleri,
regresyonda diizeltme kavrami, piiriizlillik ceza yaklagimi ve parametrik olmayan

regresyonda diizeltme yontemleri tanitilacaktir.

Oncelikle degiskenleri hatali modeller hakkinda bilgi verilecektir. Degiskenler
“bilinen’’ bir dagilimdan gelen hata ile olgiildiigiinde degiskenleri hatali parametrik
olmayan regresyon, parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalar1 olmast durumunda yar1
parametrik regresyon ve hem dogrusal hem de parametrik olmayan bdliimde Ol¢iim
hatalar1 olmasi durumunda yari1 parametrik regresyon modelleri incelenecektir. Son
olarak degiskenler ’bilinmeyen’’ bir dagilimdan gelen hata ile 6l¢iildiiglinde parametrik
olmayan regresyon yoOntemleri icerisinde incelenen degiskenleri hatali parametrik

olmayan regresyon yontemi iizerinde durulacaktir.

3.2.1 Regresyon Modelleri, Regresyonda Diizeltme Kavram ve Parametrik

Olmayan Regresyonda Diizeltme Yontemleri

Regresyon, bagimli degiskenin ( y ) bagimsiz degiskenlerin (xq, X5, ..., Xp) bir
fonksiyonu olarak ifade edilmesidir. Fonksiyonel bir bagint1 olan regresyon denklemi,
bagimsiz degiskenlerdeki degisimlerin bagimli degiskeni hangi yonde ve hangi oranda
etkiledigini, yani bagimsiz degiskenlere gore bagimli degiskenin kosullu ortalamasinin
fonksiyonel bagimliligini gosterir. Bu durumda; degiskenler arasindaki fonksiyonel
bagintiy1 en iyi ifade eden matematiksel denklemi kurmak ve bu denklemi bagimli
degiskenin tahmininde ve istatistiksel analizde kullanmak regresyon analizinin asil

amaci olarak gosterilebilir.

Bu boliimde sirasiyla parametrik regresyon, parametrik olmayan regresyon ve
yart parametrik regresyon modelleri tanitilmig, parametrik olmayan regresyonda

diizeltme (smoothing) kavrami ve diizeltme yontemleri incelenmistir.
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3.2.1.1 Parametrik Regresyon

Regresyon denkleminin bagimsiz degiskenlerin bir dogrusal fonksiyonu olarak
yazilabildiginin varsayildigr ‘Parametrik regresyon modeli’'nde bagimli ve bagimsiz
degiskenler ile bu degiskenler arasindaki ortalama iliski matematiksel bir fonksiyonla
ifade edilmekte ve bu fonksiyondaki parametre vektorleri agikca gosterilmektedir. X
biliniyorken y ’nin ortalama dagilimmin X ile fonksiyonel iliskisi E (y|X) kosullu

beklenen degeri ile gosterilir ve
E(ylX) = XB
biciminde veya
y=XpB+A4y 3.1)

bigiminde yazilir. Burada Ay = y — E(y|X) ifadesi y’den E(y|X) kosullu beklenen
degerinin sapmasidir (Hérdle ve ark. 2004). Esitlik (3.1)’de gdzlem sayis1 n, bagimsiz
degisken sayis1 p olmak iizere; y, (n X 1) boyutlu bagiml degisken vektorii, X, (n X p)
boyutlu ve p rankli bagimsiz degiskenler matrisi, £, (p X 1) boyutlu bilinmeyen
regresyon katsayilar1 vektorii, Ay ise (n X 1) boyutlu gozlenemeyen O ortalamali ve
sabit varyansl rasgele hatalar vektoriidiir. Dogrusal regresyon modelini belirlemek i¢in
oncelikle bilinmeyen [ parametreleri tahmin edilmelidir. Esitlik (3.1)’deki (y;, x;)
gozlem degerlerine karsilik gelen nokta ile bu noktanin en kiiciik kareler yontemi ile
elde edilmis olan dogru iizerindeki izdiistimleri toplamin1 gosteren Ay; = y; — ¥; sifir
olmali ve bu farkin kareler toplami da minimum olmalidir. Oyleyse parametre

tahminleri,

n n n
~ 1A 2
D ayE =Y 0907 = ) (v - xiB)
i=1 i=1 i=1

ile elde edilebilir.

Esitlik (3.1)’deki § parametrelerinin sonlu oldugunun ve X bagimsiz degiskenler
arasindaki fonksiyonel yapinin Xf seklinde dogrusal oldugunun varsayilmasi gibi
parametrik yaklasim tiimiiyle varsayimlara dayalidir. Ancak degiskenler arasinda
dogrusal olmayan iliskiler bulunuyorsa parametrik yOntemler yerine parametrik

olmayan yontemlere ihtiya¢ duyulur.

11
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3.2.1.2 Parametrik Olmayan Regresyon

Bir y bagimli degiskeni ve bu degiskenle bilinmeyen bir iliski icindeki x*

bagimsiz degiskeni ile olusturulan ‘parametrik olmayan regresyon modeli’,
yi=g&)+A4y;, i=1,..,n (3.2)

bicimindedir. Burada y;, bagiml degiskene ait gozlem degerleri, g € C?[a, b] olan bir
diizgiin fonksiyon, x;" parametrik olmayan bagimsiz degiskenlere ait gozlem degerleri
ve Ay;, 0 ortalamali ve g2 sabit varyansli, bagimsiz ve dzdes olarak dagilan rasgele hata

terimleridir.

Parametrik olmayan regresyon analizinde amag, parametreleri tahmin etmekten
cok bilinmeyen yanit fonksiyonu (ortalama fonksiyon) olan g (x*)’i tahmin etmektir.
E(y|x*) = g(x*) kosullu beklenen fonksiyonunu tahmin etmek, y bagimli degiskeni ile
x* = (x1,%3,...,xn) bagimsiz degiskenleri arasindaki iliskiyi agiklayan en yaygin

yontemdir.

g fonksiyonunu tahmin etmek icin diizeltme yontemleri kullanilir. Parametrik
tahmin edicilere oranla parametrik olmayan tahmin edicilerin yakinsama orani
genellikle daha yavastir. Bu nedenle, parametrik tahmin ile kiyaslandiginda parametrik
olmayan yontemler daha biiyiik 6rneklem hacimleri gerektirir (Yatchew 1998). Ancak
parametrik modellerde oldugu gibi bu tiir modellerde de istatistiksel dogruluk 6rneklem
hacmine degil tahmin edicilerin varyans ve kovaryanslarina baghdir (Heerde ve ark.

2001, Yatchew 1998).

Aykirt degerlerin (outliers) bulundugu veri setleri icin de parametrik olmayan
regresyon yontemi onemlidir. Istatistikte aykiri degerlerin etkilerini farkli bigimlerde
inceleyen giiclii (robust) parametrik yontemler olmasina ragmen, aykirt gozlemlerden
dolayr parametreler bozuldugundan bu giiclii yontemler ile uygun c¢oziimler
iretilememekte ve verinin gercek yapist modele yansitilamamaktadir. Boyle durumlarda

parametrik olmayan regresyon, 6n bilgi saglamaktadir (Hérdle 1994).

Parametrik yaklasimda ¢ok fazla varsayim yapildigindan sonuglarin giivenilirligi
azalmaktadir. Parametrik olmayan yaklasimda ise hi¢bir varsayim yapilmadigi halde
bagimsiz degisken sayist fazla oldugunda model tahmininin elde edilmesi zor

olmaktadir. ‘Boyutluluk sorunu’ (curse of dimensionality) olarak adlandirilan bagimsiz

12
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degisken sayis1 fazla iken tahmin yapmanin zor oldugu ve elde edilen grafiklerin ¢ok
karmasik bir yapida oldugu durumlarda parametrik olmayan regresyon yontemi
kisitlayict  bazi varsayimlar1 olmamasina ragmen kullanilamamaktadir. Ayrica
parametrik olmayan yontemle kesikli bagimsiz degiskenleri dikkate almak ve bagimsiz
degisken sayisindaki artisa bagli olarak y degiskenine ait bireysel etkileri yorumlamak
zor olmaktadir. Iste bu sikintilar yari parametrik regresyon modeli ile giderilmektedir.
Yar1 parametrik regresyon modeli parametrik ve parametrik olmayan regresyon
modelinin her ikisini birlikte kullandigindan hem parametrik modellerin kisitlayict
varsayimlarindan etkilenmemekte hem de parametrik olmayan yontemlerin cazip
ozelliklerini icermektedir. Bu durumda yar1 parametrik yaklagimin parametrik ve

parametrik olmayan yaklagim arasinda bir orta yol buldugu sdylenebilir.

3.2.1.3 Yar1 Parametrik Regresyon

Yar1 parametrik regresyon modelleri bagimli degisken 7y’nin bagimsiz
degiskenlerden bazilari olan X ile iliskisinin parametrelestirilebildigi fakat x* gibi diger
bagimsiz degisken veya degiskenlerle iliskisinin parametrelestirilemedigi modellerdir.
Skaler degiskenler ve parametrik olmayan bir aileden gelen g fonksiyonunu iceren

‘yart parametrik regresyon modeli’,
y =EQlX,x") + Ay
=Xp+g(x*)+Ay (3.3)

bicimindedir. (3.3) esitligindeki y, X, g ve Ay boliim 3.2.1.1 ve 3.2.1.2°de tanimlandig:
gibidir. Burada X parametrik degiskenler vektoriiniin parametrik olmayan
x* = (xq,%3,...,X,) degiskeni ile diizgiin bir regresyon iliskisine sahip oldugu
varsayilir (Yatchew 2003). Ayrica parametre tahmini yapilirken normallik varsayimina

ithtiyag yoktur (Zeger ve Diggle 1994).

Parametrik olmayan model tahmininde boyutluluk sorunu yasamamak ve
dolayisiyla yorumlanabilir sonuglar elde etmek i¢in en fazla iki acgiklayict degisken ile
calisilabilirken, yar1 parametrik yontemde k tane acgiklayici degiskenin bagimli degisken
tizerindeki etkisi incelenebilir. Ayrica parametrik modeldeki kadar varsayim
yapilmadigindan bu yaklasimin uygulamali ¢aligmalarda kullanilmasi onerilmektedir

(Horowitz 1993).

13
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3.2.1.4 Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Kavrami

Parametrik olmayan regresyon modelinde y;’ye karst x;’nin dagilimi
incelendiginde bir regresyon iliskisi her zaman kurulamaz. Uygun olmayan
yorumlamalara veri kiimesindeki aykir1 degerler neden olabilir. Parametrik olmayan
regresyonda amacg bilinmeyen yanit fonksiyonu g(x*)’in uygun bir analizini elde

etmektir.

Gozlenen hatalar azaltilarak y’nin x*’a gore ortalama bagimliliginin 6nemli
ayrintilarinin verildigi ve genel olarak ‘diizeltme (smoothing)’ olarak adlandirilan egri
yaklastirma isleminin yapilmasi parametrik olmayan regresyonda yorumu kolaylastirir.
Diizeltme islemi ile veriler bir egriye uyduruldugundan, daha basit fonksiyonlarin
birlesiminden olusan esnek fonksiyonlar kullanilmis olur. ‘Diizeltici (smoother)’
g(x") = i wyy; ise bir ya da birden fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonu olan y
bagimli degiskenin sahip oldugu egimi ifade etmek icin kullanilir. Bir diizelticinin en
onemli Ozelligi, degiskenler arasindaki iliskinin seklini kesin bir bi¢imde
belirlememesidir (6rnegin; dogru) ve bu oOzelliginden dolayr parametrik olmayan
regresyonda siklikla kullanilir (Hastie ve Tibshirani 1990). Bu durumda parametrik
regresyonda elde edilen dogru kesin parametrik bir bicimde oldugu icin bir diizeltici
degildir.

Diizeltme yonteminin sonu¢ degiskeni yani bir diizeltici tarafindan olusturulan
tahmin ‘diizgiin (smooth)’ olarak adlandirilir (Hardle 1994). Parametrik olmayan ve yar1
parametrik regresyon modellerindeki g fonksiyonu yaklasik olarak dogrusal ise, bu
fonksiyonu tahmin etmek icin dogrusal regresyon yaklasimi kullanilabilir. Bu
yaklasimla g fonksiyonu, hata kareler toplami1 minimum yapilarak tahmin edilmeye
calisilir. Ancak g fonksiyonu dogrusal degil ise bu yaklasimin kullanilmas1 Sekil 3.1°de

goriildiigii gibi basarisiz sonuglara neden olabilir.

14
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Priizliililk Cezasi

+ Gergek
+ Dodgrusal Regresyon
« Interpolasyon
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Sekil 3.1 Dogrusal regresyon ve interpolasyon (Tabakan, 2009)

Sekil 3.1’de g regresyon fonksiyonunun diger bir tahmininin, (x;,y;)
i=1,..,n verilerinin interpolasyonu ile elde edilebildigi goriilmektedir.
‘Interpolasyon’ bilinen deger noktalarin1 kullanarak, farkli bir yerde bulunan ve degeri
bilinmeyen bir diger noktadaki olas1 degeri tahmin etmeye yarayan yontemlerin tiimiine
denir. Yani, var olan degerleri kullanarak, bos noktalardaki degerlerin tahmin edilmesi
islemidir. Bu tahmin edici icin hata kareler toplami RSS(g) = % (- g(x;‘))2 =0
olur. Dogrusal regresyonda verideki bilginin ¢ok azi kullanilirken, interpolasyonda
verideki bilginin daha fazlasi bulunur. Ancak interpolasyon verilerin yararl bir 6zetini
saglamadigindan ve modelin rasgele hata kavramindan kaynaklanan 6zelliklerini veya
esas egilimin daha dogru bir agiklamasini igermediginden basarisiz olur. Bu durumda

parametre tahmininde dogrusal regresyon ve interpolasyon uyumlarinin esnetilmesini

saglayan daha esnek yaklasimlarin kullanilmasi zorunlu hale gelir.
Diizeltme yontemlerini siniflayacak olursak;

1) Dogrusal Diizelticiler
a) Kernel (Cekirdek) Diizeltici
b) Yerel (Local) Regresyon Diizeltici
¢) k-En Yakin Komsu Tahmin Edici
2) Egrisel Cizgi Diizeltme (Spline Smoothing) Yontemi
Burada Kernel Diizeltici kullanilacagindan dolay1 kisaca bu diizeltici hakkinda bilgi

verilecektir.
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3.2.1.5 Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Yontemleri (Dogrusal

Diizelticiler)

Diizeltme yontemleri farkli dl¢limler arasindaki fonksiyonel iligkileri bulmaya
yarayan yontemlerdir. Parametrik regresyonda oldugu gibi verilerin bir bagimlh
degisken ve bir ya da daha fazla bagimsiz degisken ol¢iimlerinden olustugu varsayilir.
Parametrik regresyon yontemleri bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi
tanimlamak icin fonksiyonel bir sekil (6rnegin, dogru) belirlerken, diizeltme yontemleri

uydurulmus egrilerin seklini belirlemek i¢in veri noktalari saglarlar (Loader 2004).

Bu diizelticilerin hepsi,

n
GO =) wyy
i=1

yaziliginda da goriildiigii gibi dogrusal diizelticilerdir. Burada w,: agirhk vektorii y;

vektoriine bagli olarak hesaplanir. §(x*) regresyon tahmin edicisi diizeltici olarak

adlandirilir.

- Kernel (Cekirdek) Diizeltici

En basit diizeltme yontemi kernel diizelticisidir. Bu yontemde bir x* noktasi
ortalama fonksiyon g (x*)’in tanim bolgesinde yer almistir ve (x* —h,x* + h)
seklindeki bir diizeltme penceresi aralig1 bu noktanin etrafinda belirlenmistir. Diizeltme
penceresi i¢cindeki gozlemlerin bir agirliklandirilmis ortalamasi olarak bilinen kernel

tahmini,

x;—x*
211‘1=1 K<LT>yi

xE—x*\ "
n J
2]’:1 K( h >

sekilde gosterilir. Burada n gozlem sayisi iken h bant genisligi diizeltme penceresinin

gx*, h) = (3.4)

yarigapina karsilik gelen bir diizeltme parametresidir. (3.4) ile gosterilen kernel diizeltici
asagidaki bicimde de gosterilebilir (Loader 2004):
K <x’lk ;x*)

x;-—x* Vi = ?=1Wx;-kyi' (35)
Z?=1K<T>

gix*,h) = Xiny
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Burada w,:, x; — x* uzakligina bagli i. gozlem y;’ye atanan agirlik olarak tanimlanir.
Bu yontemde x*’a bagh Wy aguliklart yardimi ile y; bagimli degiskenlerinin bir
agirliklt ortalamasi olarak x* noktasinda regresyon fonksiyonu tahmin edilir ve Wy:

katsayilari,

wi(x") = wyr = (3.6)

ZjK (xjf_l )
biciminde olup Z?=1sz‘ =1 dir. Hedef noktalardaki tahminleri iiretmek i¢in kernel

diizeltici yine kernel olarak tanimlanan yerel agirliklarin acik¢a tanimlanmis bir
kiimesini kullanir. Hedef noktadan uzaga tasinildigindan dolay:r diizgiin olarak azalan
agirliklar kullanilir. Genellikle uzaklik ve agirlik ters orantili olup uzaklik kiiciikse
agirlik yiiksek, uzaklik biiyiikse agirlik diisiiktiir. Agirhiklar K ile belirtilir ve h
diizeltme parametresi tarafindan kontrol edilir. (3.5) kernel tahmini bazen
‘Nadaraya-Watson’ tahmini olarak da adlandirilir (Hérdle ve ark. 2004). Kernel

fonksiyonlar1 agsagidaki ozelliklere sahiptir:
1) K(u) = 0,Vu igin

2) [P Kwdu =1

3) K(—u) = K(u) simetriktir.

Goriildiigi tizere bu oOzellikler ayn1 zamanda simetrik bir olasilik yogunluk

fonksiyonunun da ozellikleridir (Montgomery ve Peck 1992).

Uygulamada kullanilan bazi kernel fonksiyonlar1 Cizelge 3.1°de verilmistir.
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Cizelge 3.1 Kernel fonksiyonlar1

Kernel K(u)
Diizai T 1 1
tizgiin (Uniform) ZI(lul < 1) 2 we[-11]
2 2
Ucgen (Triangle) 1 —=luDI(lul < 1) 1 —=luD),ue[-1,1]
E hnik 3 3
pneeIoY @ —u)I(lul < 1) S -ud)uel-11]
ic, Biwei 15 15
4. dereceden (Quartic, Biweight) 21— w22l < 1) 21 —uy e [-1.]
16 16
6. dereceden (Triweight) 35

%(1 —u®)3I(lul < 1) (1-u®)duel[-11]

32
Normal (Gaussian) 1 (—1 2) u € [—o0, 0]
—exp|—u
V2m 2
Cosiniis n T T T
7 °0s (Eu) I(lul £ 1) 708 (Eu),u € [-1,1]

Cizelge 3.1°de verilen tiim fonksiyonlar yukarida verilen kernel fonksiyonlarinin

ozelliklerini saglar. Sekil 3.2°de bazi kernel fonksiyonlar1 gosterilmistir.

I form Epanzchnikov
i b -
ALE -1 -0 [1] [E] 1 = QR -1 -0s 1] as 1 Ls
u u
Tnangls Cartic
i 5 -
. L L
s -1 LR o [:E 1 s BE] -1 -0 -] [ 1 Ls

Sekil 3.2 Bazi kernel fonksiyonlari: Diizgiin (sol iist), Epanechnikov (sag {ist),
Ucgen (sol alt), 4. dereceden (sag alt) (Hérdle ve ark., 2004)
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Hastie ve Tibshirani (1990)’da kernel fonksiyonunun seciminin diizeltme
parametresinin secimine gore daha onemsiz oldugu gosterilmistir. Bu durumda (3.4)
kernel tahmininde h diizeltme parametresinin roli Onemlidir. Ciinkii, h degerleri
biiyilidiikce egri cok yavas degisir ve tahminin varyansi sinirli olmasina ragmen tahmin
oldukca sapmalidir. h degerleri kiigiildiik¢e egri oldukga diizensizdir ve sapmalar sinirl
oldugu halde tahminin varyansi biiyiiktir. Bu nedenle h parametresi sapmalar ve

tahminin dogrulugu arasinda bir denge saglar (Hirdle ve ark. 2004).

3.2.1.6 Bant Genisligi Secim Yontemleri

Parametrik olmayan regresyonda, tahminin diizgiinliik derecesini kontrol eden
diizgiinlestirme parametresinin diger bir ifadeyle bant genisliginin se¢imi, agirlik
fonksiyonunun (Kernel Fonksiyonu) seciminden daha onemli bir konudur. Uygulamada
optimum bant genisliginin ne olmast gerektigi konusu hala tartisilmakla birlikte

uygulanan ¢esitli yontemler bulunmaktadir.

g(x™) fonksiyonunun istatistik Ozellikleri bant genisligi (h) ile yakindan
iliskilidir. Bant genisligi secimi, tahminin yanlili§1 ile varyansi arasinda bir denge
(trade-off) olusturulmasimi saglamak amaciyla yapilir. Olmas1 gerekenden daha genis
bir bant genisligi kullanildiginda tahminin varyansi daha kii¢iik olur fakat gercek
yogunluk asir1 diizgiinlestirilmis (oversmoothing) olabilecegi i¢in yanl bir tahmin elde
edilir (Dinardo ve Tobias 2001). Ayn1 sekilde daha dar bir bant genisligi kullanilirsa bu

kez de yanlilik miktar1 azalirken, tahminin varyansi artabilir.

Literatiirde yanlilik ve varyans arasindaki bu dengeyi kurmak amaci ile ¢esitli
Olgiitler kullanilmaktadir. Bunlardan birisi tek bir x* noktasinda tahminleyenin
kuadratik kaybini (quadratic loss) Ol¢en ’Hata Kareleri Ortalamasi (Mean Squared
Error (MSE))’dur.

Uygulamada genellikle tek bir nokta yerine tiim egrinin tahmini kullanildig: i¢in
x*’in ¢ok sayidaki degeri icin global bir Ol¢li olarak ‘Biitiinlesik Hata Kareleri
Ortalamasi (BHKO), (Mean Integrated Squared Error (MISE))’ kullanilabilir
(Silverman 1986). Optimal bant genisligi esasen regresyon fonksiyonunun kendisine ve

artiklarin varyansina baghdir ve veriden elde edilmesi tercih edilen bir degerdir. Bu
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nedenle biitlinlesik hata kareleri ortalamas1 degerini minimize eden bant genisligi olarak

ifade edilmektedir (Brockmann ve ark. 1993).

Bant genisligi h sabittir, fakat bununla birlikte bant genisligi kolaylikla en yakin
komsuluk tipi bant genisligine uyarlanabilir. Uyarlama kernel fonksiyonlar1 i¢in basittir.
Pencere igine sabit sayida gozlemin (m) diismesi i¢in h degeri ayarlanabilir. n toplam
gozlem sayist olmak iizere; m/n orani, Kernel diizgiinlestiricisinin ‘Sabit Ornek

Biiyiikliigii (Span)’ olarak adlandirilir (Fox 2000a).

Parametrik olmayan regresyon analizinde diizglinlestirme parametresinin
belirlenmesinde ‘Capraz Gegerlilik (Cross-Validation (CV))’ yontemi en ¢ok kullanilan

*

yontemlerdendir. Capraz gecerlilik yOnteminin temelinde, x;

; odak noktasinda

hesaplanan yerel regresyonda (local regression) i. gézlemin ihmal edilmesi diisiincesi
yatmaktadir. Ayni mantik span igin de gegerlidir. Capraz Gecgerlilik, (x;,y;) veri
noktalarindan birinin ¢ikarilmasi ve geri kalan (n — 1) veri noktasina bagli olarak x;
noktasindaki piiriizsiizliigiin yani x; noktasindaki uyum olan §;'(x;)’in tahmin

edilmesidir.

‘Genellestirilmis Capraz Gegerlilik (Generalized Cross-Validation (GCV))’
olciitli, parametrik regresyon icin verilen CV olgiitiinde h;;’nin yerine H matrisinin

izinin (tr) ortalamasinin alinmasi ile elde edilen bir Olciittiir.

‘Mallows 'un C,’ Olgiitii egrisel ¢izgi diizeltme konusunda yansiz risk yontemi

olarak bilinir. S? bilindiginde 4 i¢in bir yansiz risk tahmini mevcuttur.

Akaike (1973) tarafindan oOnerilen ‘Akaike Bilgi Kriteri (Improved Akaike
Information Criterion (AIC))’ de c¢ok yaygin olarak kullanilan diizeltme parametresi
secim Olgiitlerinden biridir. AIC dl¢iitiinden ¢ok daha diisiik yanlilik igeren ve Hurvich,
Simonoff ve Tsai (1998) tarafindan Onerilen diizeltilmis AIC ve AICc olarak

adlandirilan diizeltme parametresi secim Olciitleri de AIC kadar yaygindir.

Diger bir diizeltme parametresi secim Olciitii de ’Klasik Pilotlar: Kullanan Risk
Tahmini (Risk Estimation using Classical Pilots (RECP))’dir. Yanlilik ve varyansin
toplam1 olarak gosterilebilen R risk fonksiyonu, tahmin ile gercek regresyon fonksiyonu
arasindaki uzaklig1 olger. Bu yontemde R(g, J;) riskini tahmin etmek ve bu tahmin

ediciyi minimum yapan A parametresini secmek gerekir. Pilot tahminleri se¢mek igin
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klasik bir yontem (CV, GCV, AIC, C,) kullanarak bir pilot 4, degerini segmek ve bu

Ap degeri ile f ve o ?’nin pilot tahminleri olan glp ve 6/12p’nin hesaplanmas1 beklenir.
Boylece RECP yontemi R(g Aps J)’yl minimum yapan A diizeltme parametresini se¢cmis

olur (Lee 2003).

Risk fonksiyonundaki pilot tahminlerin se¢imi i¢in ‘Tam Kat Diizeltme (Exact
Double Smoothing (EDS))’ olarak adlandirilan bir yaklasim Wand ve Gutierrez (1997)
tarafindan Onerilmistir. Bu yaklasim ile pilot tahminlerin iki seviyesinin secimi elde

edilir.

Lee (2003) yaptig1 calismada egrisel ¢izgi diizeltme i¢in klasik yontemler ile risk
tahmin yontemlerinden hangilerinin daha iyi oldugunu belirlemis ve asagidaki sonuglari

elde etmistir:

Ele alinan higbir yontem diizgiin olarak en iyi performans1 gostermemistir.
Klasik yontemlerden CV, GCV ve C,’nin li¢ii de ¢ok benzer sonuglar vermistir.
Basit bir regresyon fonksiyonu yiiksek giiriiltii igerdiginde RECP daha iistiindiir.
Heterokedastik hatalar oldugunda AICc en 1yi yontemdir.

Yanlilik ve varyansin tahmini ile bir risk Sl¢limiinii tahmin eden ‘Yerlestirme
(Plug-in) Yontemleri’ de diizeltme parametresi secim yontemlerinin tamamen farkli bir
siifidir. Yontem daha cok kernel yogunluk tahmini durumu i¢in gelistirilmis olmasina
ragmen kernel regresyon ve yerel polinom regresyona uyarlamasi da bulunmaktadir

(Loader 2004).

3.2.2 Degiskenleri Hatalh Modeller

Istatistikte degiskenleri hatali modeller ya da dl¢iim hatali modeller, bagimsiz
degiskenlerde Ol¢iim hatalarinin sebebi olan regresyon modelleridir. Standart regresyon
modelleri bu degiskenlerin tam olarak 6l¢iildiigiinii ya da hatasiz olarak gézlemlendigini
varsayarken, aksine bu modeller, bagimli degiskenlerdeki ya da karsit degiskenlerdeki

hatalardan sorumludur.

Genellikle o6l¢iim hatali modeller gizli degiskenler yaklasimi kullanilarak
tanimlanir. y ve x sirastyla bagimli ve bagimsiz degiskenler ise y* ve x* gizli

degiskenler olarak alinir:
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x=x"+n
y=y"+¢
Yyt =g(x"tlB)

burada f model parametresi ve 1, € hatalardir. y, x, t degiskenleri gbzlenmis x*, y*, &, ve

n gizli degigkenleri ise gézlenmemistir. Bu tanimlama tiim mevcut degiskenleri hatali

modelleri kapsamamaktadir. Ornegin bazilarinda g fonksiyonu parametrik olmayan ya

da yar1 parametrik bir fonksiyon olabilir. Bazi yaklasimlarda ise y* ve x* arasindaki

iliski fonksiyonel yerine dagilimsal olabilir.

Gozlenmis x degiskeni belirgin, kilavuz ya da yerkili degisken olarak,

gozlenmemis x* degiskeni ise gizli ya da gercek degisken olarak adlandirilabilir (Fuller

1987).n oOl¢lim hatast ve x* gizli degiskeni arasindaki iligki farkli yollarla

modellenebilir:

Klasik hatalar: n L x*, hatalar gizli degiskenden bagimsizdir. Bu en yaygin

varsayimdir ve hatalarin dlgiilen degere bagli olmadig anlamina gelir.

Ortalama-bagimsizlik: E[n|x*] = 0, gizli degiskenin her bir degeri i¢in hatalar
sifir ortalamalidir. Bu klasik hatalardan daha az sinirlayict bir varsayimdir,
Ol¢ciim hatalarindaki degisen varyansliligin ya da diger etkilerin olugmasina izin

Verir.

Berkson’un hatalari:m L x, hatalar gozlenen x degiskeninden bagimsizdir. Bu
varsayim c¢ok sirli uygulanabilirlige sahiptir. Bircok veri setleri, x
degiskenlerinin dogru gozlenmemis es degiskenleri x*in hata igeren versiyonlari
olan x degiskenlerini igerir. Ancak Ol¢iim hatasi genellikle, x*dan bagimsiz 7
icin x = x* + n seklindeki klasik hata yapisina uymaz. Bu durumun tersi olarak,
yani x*dan bagimsiz n* i¢in x* = x + n* seklindeki hata yapisindan Berkson
Olctim hatas1 olarak bahsedilir. (Berkson 1950, Wang 2004, Carroll ve ark.
2006). Berkson hata modeli, 6lciimdeki rasgele hata ya da siniflandirilamamanin
bir tanimidir. Klasik hatanin tersine Berkson hatasi dl¢iimde ya ¢ok az yanlhiliga
sebep olur ya da hi¢ yanliliga sebep olmaz (Berkson 1950). Berkson hatasinin
bir 6rnegi epidemiyolojik ¢alismalarda maruz kalmalarin degerlendirilmesinde

ortaya cikmaktadir. Berkson hatast maruz kalinan verinin yiliksek oranda
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kiimelenmis oldugu durumlarda klasik hatadan {istiin olabilmektedir. Bu tiir hata

calismanin giiclinli azaltirken riski azaltmaz (Wikipedia 2014).

o Swiflandirilamayan hatalar: Kukla degiskenler i¢in kullanilan 6zel bir
konudur. x* kesin bir olay ya da durumun bir gostergesi (6rnegin bir insanin
erkek/bayan olmasi, bazi medikal tedavilerin verilip/verilmemesi) ise bu
degiskendeki 6l¢iim hatasi istatistiksel testlerdeki tip I ve tip II hatalara benzer
yanlis smiflandirmaya karsilik gelecektir. Bu durumda 7 hatas1 sadece 3 olasi
deger alabilir ve x* tizerindeki kosullu dagilimi iki parametre ile modellenebilir:
a = Pr[n=-1|x*=1],ve B = Pr[n = 1|x* = 0]. Tanimlama i¢in gerekli

durum a + f < 1 olmasidir.

Klasik hatalarda hatalarin gizli degiskenden bagimsiz olmasi en yaygin olarak
kullanilan varsayimdir. Bu nedenle burada klasik hata iceren 6l¢lim hatalarindan soz

edilecektir.

Bagimsiz degisken bilinen bir dagilimdan ¢izilen bir hata ile dl¢iildiigii zaman
bir regresyon fonksiyonunun parametrik olmayan tahmininin problemi literatiirde
onemli Olclide dikkat ¢ekmistir. Bu durumda Kernel dekonvoliisyonuna dayali kernel
regresyon tahmin edicisi optimal yakinsama oranina ulagsmak i¢in bilinmelidir (Fan ve

Truong 1993).

3.2.3 Degiskenler “’Bilinen’’> Bir Dagihmdan Gelen Hata ile Olciildiigiinde

Parametrik Olmayan ve Yar1 Parametrik Regresyon Yontemleri

3.2.3.1 Degiskenleri Hatali Parametrik Olmayan Regresyon

Birgok calismada ilgi, parametrik olmayan regresyon tahmininin problemine
yogunlagmistir. Bu ilginin ¢ogu, standart yapili veri iizerine yonelmistir. Diger taraftan

degiskenleri hatal1 regresyon analizi hizl1 bir sekilde gelismektedir.

(X*,Y) seklinde iki rasgele degisken alinsin ve g(x*) =EY|X* =x")
regresyon fonksiyonu tahmin edilmek istensin. Bazen o6l¢iim mekanizmasindan ve
cevrenin dogasindan dolayr X* degiskeni hatali oOl¢iilmiis ve direkt olarak
gozlemlenemiyor olabilir (Fuller 1987). Karsit olarak X = X* 4+ AX gozlemlenir, burada
AX, (X*,Y) den bagimsiz dagilimi bilinen bir bozulmadir.
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X, Y1), ..., X, Y)in (X,Y) dagilimindan alinan bir rasgele ornek oldugunu
diistinelim. Degiskenlerde hata olmasi durumunda bir parametrik olmayan regresyon
fonksiyonunun nasil tahmin edilecegi sorusunu adres gostermek icin asagidaki kernel

tipi tahmin ediciyi diisiinelim:

G = ) Wy (s, XY,
J

burada W, ; (X, ..., X,) normallesmis agirlik fonksiyonu ve ¥, ; Wy, ;(Xy, ..., X,) = 1’dir.
Bu agirliklar X* degiskenindeki hatalar1 agiklamak igin olusturulmustur. Bu olusum

fikri ise dekonvoliisyon tekniklerini kullanan yogunluk tahmini ile iliskilidir (Stefanski

ve Caroll 1987b, Fan 1991).

- Kernel Dekonvoliisyonu

X" ve AX sirastyla g ve h olasilik yogunluk fonksiyonlarma sahip bagimsiz
rasgele degiskenler olsun. Oyleyse X = X* + AX rasgele degiskeni, * islemi

konvoliisyonu gostermek iizere f = g * h yogunluguna sahiptir. Burada h’nin bilindigi

varsayilarak f yogunluklu bagimsiz {Xj};lzl gozlemlerinin bir setinden g tahmin
edilmektedir.

g’nin tanimlanabilir oldugundan emin olmak i¢in h {izerindeki baz1 kosullar
onemlidir. h’nin sifira gitmeyen bir ¢, karakteristik fonksiyona sahip oldugu

varsayilmaktadir, 6rnegin
|pn(t)| > 0, tim gercel t'ler igin. (3.7)
(3.7) g’nin tanimlanabilirligini saglayan en zayif varsayim olmamasma ragmen
ozellikle de normal modelde bircok ilgili durumu igermektedir.
- Kernel Dekonvoliisyonu I¢in Tahmin Edicilerin Tanimlanmasi
K, ¢ karakteristik fonksiyonuna sahip ve her sabit h,, > 0 icin

supe| P (©)/Pn(t/hn)| < oo; Nk @®)/pn(t/hn)ldt < oo (3.8)

kosulunu  saglayan bir olasilik  yogunluk fonksiyonu olsun. (3.8) ile
dZ/|pn(./h)I% |dk| ve ¢pZ min integrallenebilir olmasindan dolayr ¢y nin tersinir

oldugu, 6rnegin
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K@) = @o [ e g
oldugu kastedilmektedir.

foo) = ) B K (X = x7)/ha) (3.9)
K kernel fonksiyonuna dayanan f’nin bir adi kernel yogunluk tahmin edicisi olsun.
f’niin  karakteristik fonksiyonu b7 o(t) = n_IZ}-’:leitXf {X j};,lzl’nin deneysel
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, ¢z (t) = G ()P (h,t) denklemini saglar. (3.8)

kosulu altinda ¢¢ /¢y, integrallenebilir bir fonksiyondur ve bir Fourier doniigiimii vardir.

Hedeflenen tahmin edici
g0 = 2o~ [e ™ {pp()/pn(D)}dt (3.10)

ile verilir. (3.10)’da ¢ niin ¢ ile yer degistirmesi miimkiin olmadigindan integral
¢ikarilamaz. ¢ yerine ¢’ niin kullanilmasiyla (3.10)’daki integrand, uygun segilmis bir

¢k ile integrallenebilir olmaya zorlanabilir.

Ky () = (21)" j €15 (e (5)/n(s/hn)}ds

olsun. Bu durumda,
n
36 = @h) ™) Ko (X = 2) /1)
j=1
dir. g’niin ozellikleri en iyi {X]-*,AX]-}:,I_1 gizli degiskenlerinin ve K,,’in 06zellikleri
tizerinden anlasilabilir.

(3.11) denklemi |K,,|’in sinirli oldugunu 6ne siirer, bu yiizden |g| de siirhidir ve
beklenen degerinin elde edilmesi gerekmektedir. Fubini’nin teoremi ve (3.8) tarafindan

dogrulanan integrasyon ve beklenen degerin bir degis-tokus islemi

E{K,((X — x)/h,)|X"} = K((X* — x) /hy) (3.11)

E{G)} = h, 'E{K((X" =) /hy)} = f hy K (" = %) /hy)g(x)dx”
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seklindedir. Bundan dolay1 §, adi kernel yogunluk tahmin edicisi ile aynm1 yanliliga
sahiptir. Bi¢imsel olarak bu, beklenen degerin lineer operasyonlart ile Fourier

doniisiimiin yer degistirmesinin bir sonucudur.

Eger §*(x) = (nhy) ' X7, K ((Xj* —x)/hn) bir kernel tahmin edicisi ise
(3.11)Y’den E{g(x)|X7,..., X5} = " (x) olur. Bu yiizden kosullu §, §*’in bir yansiz
tahmin edicisi olarak goriilebilir.

¢x’nin reel ve ¢ift sayr olmast K, ve dolayisiyla §’nin da reel ve ¢ift sayi
olmasini gerektirir. h ¢ift oldugunda K, da cifttir. ¢g/Ppn(./h,) m tane siirekli
integrallenebilir tiireve sahipse Riemann-Lebesgue Lemmasindan [t| - o ve m = 2
icin K,(t) = o(|t|™™) olur, ki bu K, ve dolayisiyla §’nin integrallenebilir oldugu

anlamindadir. Bu durumda Fourier Doniisiim Formiilii

bk (hs)/pn(—s) = hy, ™" [ 5K, (t/hy,)dt (3.12)

oldugunu gdsterir. (3.12) denklemi s = 0’da incelenirse [ K,(t)dt =1 dolayisiyla
[ §(x)dx =1 oldugu goriiliir. K, adi kernelin birgok ozelligine sahip oldugundan

kernel dekonvoliisyonu olarak adlandirilir (Stefanski ve Carroll 1990).

- Degiskenleri Hatali Parametrik Olmayan Regresyon Modelinin Kernel

Tahmin Edicileri

X1, Y1), ., (X5, V), (X7, Y)’nin dagilimindan rasgele bir 6rnek ve K(.) bir
kernel fonksiyonu olsun. X*’in gozlenebilir oldugu durumlarda E(Y|X* = x™)
regresyon fonksiyonunun kernel tahmin edicisi, K ((x* -X ;) / hn) ile orantil1 agirlikl
Y’nin ortalamasindan elde edilir:

x*—X} x*—X?
J

)y /5 (S20) = 25k (S) /A0 Ga3)

* *
n

) =55k (5

* *

X; . ..
— ), X*degiskeninin

X

burada h, diizeltme parametresi ve f,(x*) = (nh,) 'YK (
yogunlugunun bir kernel tahmin edicisidir.

X;,..,X; degiskenleri gozlenmediginde f,(x*) kernel tahmin edicisi

j=1,..,n olmak tizere X; = X;" + AX;’den olusturulacaktir. X* ve X’in yoZunluklari
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sirastyla fy+(.) ve fy(.) ile gosterilsin. Fpx(.), AX’in dagilhim fonksiyonunu gostersin.

O zaman,

fe0) = f fi- (x — x)dFp ()

olur. Bu bize fy+~(.) marjinal yogunluk fonksiyonunun dekonvoliisyon metodu
yardimiyla tahmin edilebilecegini onermektedir. K(.) kernel fonksiyonunu kullanarak
bir h, bant genisligi ile Stefanski ve Caroll (1988) ve Fan (1991) asagidaki tahmin

ediciyi diisiinmiislerdir:

bn ()
(.bx(t)

fn<x>—— f exp(—itx*) gy (thy)

Burada ¢g(.), K(.)kernel fonksiyonunun fourier donisimii, ¢px(.), AX hata
degiskeninin karakteristik fonksiyonu ve ¢,(.) deneysel karakteristik fonksiyondur. Bu

tahmin edici kernel formunda yeniden yazilirsa,

) = 2= 2 K (52), (3.14)
1 oo bic(®)
Kn(x") = — J_ exp(—itx )¢A o dt. (3.15)

Parametrik olmayan dekonvoliisyona bazi diger katkilar Caroll ve Hall (1988), Fan
(1990), Liu ve Taylor (1990), Zhang (1989)’da bulunmaktadir.

(3.13), (3.14) ve (3.15) denklemleri asagidaki degiskenleri hata iceren regresyon

fonksiyonu tahmin edicisine ulagilmasini saglar:
*

e I G B A e
J

burada £, (x*) (3.14) ile tanimlanir. Bunun K, ((x* - X j) / hn) ile orantil1 kernel agirlhigi

ile bir kernel tipi tahmin edici oldugu goriilmektedir (Fan ve Truong 1993).
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3.2.3.2 Parametrik Olmayan Boliimdeki Degiskenleri Hatalh Kismi

Dogrusal Yar: Parametrik Regresyon

Olgiim hatali modele olan ilgi bircok konuda bir dizi ¢alismanin yapilmasiyla,
ozellikle Carroll ve arkadaglarinin 2006 yilindaki caligmalarindan sonra, gitgide
biiyiimektedir. Ayrintil1 olarak bu konu iki béliime ayrilabilir. ilki lineer 6l¢iim hatali
model tlizerinde yogunlagmistir (Anderson (1984), Carroll ve ark. (1984) ve Stefanski
(1985)’e bakiniz). Ikincisi ise genel olarak lineer olmayan &lgiim hatali modellerle
ilgilenir (Fan ve Truong 1993). X*’lar ardisik hatalarla 6l¢iildiigiinde (X,X*) tahmin
edicilerinin Y yamit degiskeni ile ilgili XTB + g(X*) ortalama fonksiyonlu yari
parametrik kismi dogrusal modeli ilk olarak Liang ve ark. 1997°de diisiinmiislerdir.
Yazarlar tutarli ve asimtotik olarak normal oldugu gosterilebilen £’nin bir tahminini
elde etmislerdir. X ve X™’1n rollerini karsilikli olarak degistirirsek, parametrik kisim tam
olarak  Olctiliitken  parametrik  olmayan  kistm  hatali  Olgiiliir,  burada
EY|X,X*) =XTB + g(X*) ve y = X* + Ay, Ay 6lgiim hatasidir. Liang ve ark. (1997)
f’°nin parametrik oranda tahmin edilebilir oldugunu goz ardi etmislerdir. Liang (2000)

bu problemlere daha pozitif bir cevap sunmustur.

Fan ve Truong (1993) f =0 ve X*in Ol¢lim hatali olmast durumunu ele
almiglardir. Parametrik olmayan g(.) fonksiyonunun sadece logaritmik oranda tahmin
edilebilecegini kanitlamiglardir (fakat genellikle normal dagilan 6l¢iim hatasinda oldugu
2/5

gibi n™“/> oraninda olmadan).

n orneklem biiyiikliigiine dayanan yar1 parametrik kismi dogrusal modeli:
Yi = X{ B+ g(X{) + by (3.16)

dir. Burada X; bir rasgele vektor, X; [0, 1] araliginda tanimlanan bir rasgele degisken,
g(.) bilinmeyen bir fonksiyon ve Ay; verilen degiskenlerden bagimsiz ve sifir
ortalamaya sahip hatadir. Bu modelde X* degiskenleri hatali 6l¢lilmiis oldugundan X™
gbzlemi yerine

Xi=X; + Ay

kullanilmistir. Burada Ay;, bagimsiz ve Ozdes olarak dagilmis, (V;, X;, X;)’den

bagimsiz, sifir ortalamali ve Zp,,, kovaryans matrisli l¢iim hatalaridir. Fan ve Truong
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(1993) modelin tanimlanabilir olmasini saglamak i¢in Ay ’nin bilinen bir dagilima sahip

oldugunu varsaymaktadirlar.

X*’lar gozlenebilir oldugunda literatiirdeki yazarlar genellikle yerel-olabilirlik
(local-likelihood) algoritmasindan £’nin kok-n tutarli tahminini asagidaki gibi elde
etmislerdir (Engle ve ark. (1986), Heckman (1986), Chen (1988), Speckman (1988),
Cuzick (1992a, b) ve Severini ve Staniswalis (1994)’e bakiniz.). f parametrik bilesenini
diizeltmis ve bir ¢esit diizgiinlestirme yontemi kullanarak g(.) parametrik olmayan
bilesenin bir §(X*, ) tahminini elde etmislerdir. §(X*, ), en ¢ok olabilirlik ya da en
kiiclik kareler metotlarin1 kullanarak (3.16) modelinin parametrik bileseninin bir tahmin
edicisini elde etmek icin kullanilir. Ornegin 6ngériilmiis bir en kiiciik kareler

algoritmasi tarafindan agikca tanimlanabilen £’nin tahmini i¢in ¢6ziim;

minimize Y, {Y; — X7 B — g(X;, B)}>. (3.17)
dir. g, () ve gyn(.) swasiyla Y ve X’in X* lizerindeki h bant genislikli kernel
regresyonlari i¢in,

P

B = [0 X = BenCONX = 8en DV | X Zafe = Gun OMNY = Gy n (X))
(3.18)

olur. (3.18) tahmin edicisinin f,’in sifir ortalama ve B~!CB~! varyansla

(B,X — E(X|X™) ’nin kovaryans matrisi; C,Ay{X — E(X|X*)}’nin kovaryans matrisi)
1

asimtotik olarak normal dagilmasina neden olan, alisilmis h~n"s mertebeli bant

genisligi ve alt diizeltme gerektirmedigi gosterilmistir.

Ay Olglim hatasinin bozulmasindan dolayr (3.18)’in en kiiclik kareler sekli
diizeltilmelidir. Aksi taktirde S, gy n(X;) ve gy n(X;) artik istatistik olmayacaktir. Bu
nedenle f’nin bir tahmin edicisi yeniden tanimlanmistir. Bu durumda g(. )’ nin yeni bir

tahmin edicisi daha sonra da Y ve X’in y lizerindeki regresyonu aragtirilmak zorundadir.

- Tahmin Edicilerin Olusturulmasi

Onceki boliimde de belirtildigi gibi X*'mn gdzlenmemis olmasi durumunda
parametrik olmayan g(.) fonksiyonunun nasil tahmin edilecegi karsilasilan ilk

problemdir. Bu durumun {stesinden Fan ve Truong (1993)’un ¢alismasindan
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faydalanilarak gelinebilir. Sozii edilen calisma, uygun varsayimlar altinda yakinsaklik
oranina sahip g(.)’nin tutarli parametrik olmayan tahminlerini olusturan dekonvoliisyon

tekniklerini kullanmaktir.

X ve X*’m yogunluklari sirastyla f, (.) ve fy+(.) olsun. Literatiirde de belirtildigi

gibi fy+(.) asagidaki tahmin edici kullanilarak tahmin edilebilir:

DU T S C e 7\ NP B NN O
fn(x)_nhn;Kn< n >, Kn(x)—zn_f exp( lSt)(l)AX(S/hn)dS'

Burada ¢y (.) bir K(.) kernel fonksiyonunun Fourier doniisimii, ¢,,(.) Ay hata

degiskeninin karakteristik fonksiyonudur (Fan ve Truong 1993).

o) = Ky ;f")/ZKn (52 k(2 100

olarak almsm. g(x*) = E(Y — XTB|X* = x*) oldugu goéz oniine almirsa, Fan ve

Truong (1993)’te de ele alindig1 gibi g(.)’nin tahmin edicisi olarak asagidaki denklem

tanimlanabilir:
n
() = ) )i = XTB).
i=1

gn(xi) yerine §(X*,B) koyularak B,, (3.17) denkleminin ¢oziimii olarak alinsin.
Oyleyse B'nin 3, genellestirilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi agik bir sekilde
asagidaki gibi gosterilebilir:
B = (XTX) 1 (XTT). (3.19)

Burada Y = ()71, ...,Yn)ve X = ()?1, ...,)?n)olmak tizere ¥, =Y; — Yi=10nj(X)Y; ve
X = X; — Y11 wnj(x)X; ‘dir (Liang 2000).

3.233 Hem Dogrusal Hem de Parametrik Olmayan Boliimdeki
Degiskenleri Hatali Yar1 Parametrik Regresyon

(X", X,Y) bir rasgele degiskenler (ya da vektorler) tigliisiinii gostersin ve verilen

(X", X) icin Y degiskeninin kosullu beklenen degerinin

EYIX,X)=X"p+g(X")

30



Secil TOPRAK

oldugu varsayilsin. Burada X,p ve X*,1 boyutlu degiskenler, S, (p X 1) boyutlu
bilinmeyen parametre vektorii ve g(.) bilinmeyen bir fonksiyondur. Olgiim
mekanizmasindan ya da ¢evrenin dogasindan dolay1 bazen X ve X* degiskenleri hatali
Ol¢iilmiis olabilir. Yani X ve X* asagidaki sekilde gozlenebilir:

Xt =X+ Ax,

x=X"+Ay,
burada Ax ve Ay rasgele hatalardir. Bu durumda Y, X™* ve y i¢in degiskenlerinde hata

olan yar1 parametrik bir model:

Y =XTB + g(X*) + Ay,
Xt =X+ Ax, (3.20)
x=X"+Ay,

seklindedir. Burada Ax, Ay ve (X7, X*, Ay)T karsikhi olarak birbirlerinden bagimsiz, X*,
f(x*) gibi bilinmeyen bir yogunluga sahip, Ay, ¢,,(x") karakteristik fonksiyonlu
bilinen bir dagilima sahiptir. Modelde

E(Ax) = E(Ay) =0, Cov(Ax) = Zpy,

E(AylX,X*) =0, Var(Ay|X,X*) = o),
oldugu varsayilmaktadir. Ayrica O'Azy bilinmiyor ve X5, > 0 olarak kabul ediliyor.

Olgiim hatas1 hem dogrusal hem de parametrik olamayan boliimde oldugundan
tahmin problemi daha karmasiktir. Ilk olarak parametrik olmayan tahmin edici
olusturulurken ortaya c¢ikan ve Ol¢clim hatasindan kaynaklanan, ¢ok ciddi sinir
problemleriyle ilgilenilmesi gerekmektedir. Daha sonra parametrik olmayan g
fonksiyonunun tahmini tizerinde ¢ok giiclii bir etkiye sahip dogrusal boliimdeki dl¢iim

hatas ile ilgilenilmelidir.

- Tahmin Edicilerin Olusturulmasi
UXH X=Xt —-EX*X") = X—-EX|X") + Ax,

U(Y,X) =Y —EXY|X") = [X—EXIX)]"B + Ay,
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alalm. w(x*) = 0,[a, b] araliginda bir agirhk fonksiyonu olsun. Buradaki a ve b
inf i sup i . o

0< a<x <h fx") < a<x <b f(x*) <o olacak sekilde segilmelidir. Bu

varsayim kernel tahmin edicisinin paydasindan kaynaklanan simir (boundary)

probleminden kaginmada énemli bir rol oynamaktadir.
S =E[UXY, XHUXT, X)Tw(X)]
= E{[X — EXIX)I[X — EXIX)]"w(X")} + Ew(X")Zpy
2 S+ S32ax

S, = E[UX*, XU, X)Hw(X")] = SB,

Sy = E[(Ay — AxT B)?*w(X™)], (3.21)
almsin. Burada S = E{[X — EX|X)][X - EX|X)]"w(X")}, S5 = E(W(X*))’dlr.
(Y, X", X*)’in yogunlugu f(y,x*, x*) ve

01() = EGHE = x7) 2 (g3 (e e g1p (69
9:(x") = E(Y|X" = x")
olsun. Eger S pozitif tanimli bir matris (S > 0) ise 8, g(x™) ve O'Azy’nin formiilleri
B = (51— S532p0)7"S,
g = g, (x") — g1 (x)'B
Thy = i_: — BTEnxB
olur. Artik 5, g ve aAzy tahminleri S;, S, S3,S4 ve g1, g, tahminlerine indirgenmis oldu.

(3.20) modelinden n boyutlu bir drneklem {Xj+ = (X;;,X;g, ...,XJ-J;,)T,)(]-, Y,1<j < n}

olsun. g3, aAzy ve g’nin tahminleri agagidaki yontemle elde edilir:

1. Admm: f(x*) yogunlugunun dekonvoliisyon kernel tahmin edicisi

fu(x®) = ﬁ =1 K (%X’)’dir. Burada h=h, bant genisligi,
_ 1 +oo . ¢K(t) . . . .
K,(z) == [~ exp{—itz}—=——dt seklindeki dekonvoliisyon kernel fonksiyonu,
2m Y= Pay(t/h)

¢k () kernel fonksiyonu K (.)’nin Fourier doniisiimiidiir.
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2. Adm: (Y, X%, X*)’in eklemeli yogunluk fonksiyonu f(y,x*,x*), g;(x*) ve

g2 (x*)’1n tahminleri:

A + o 1 p x;—Xﬁc y—Y]- x*_X}-k
fn(Y;x ;x)—m ?:11_[;(:11{( 3 )K( h )Kn< h >,

" K (6 = X)/R) X ) = Sy Ka (2" = X7)/h) Y,
ie1 Kn ((x* - Xj*)/h) o i1 Kn ((x* - Xj*)/h) ’

Gin(x7) =

(v, x*,x*) € R! x RP x R!,

Stefanski ve Carroll (1990) ve Fan ve Truong (1993) calismalarina benzer olarak bazi
diizenleme kosullar1 altinda £, (v, x*,x*), §1n(x*) ve §,n(x*)’nin hata dagilimlarmnin
genis bir smifi i¢in f(y,x%,x*),g:(x*) ve g,(x*)’nin tutarli tahminleri oldugu

gosterilebilir (Zhu ve Cui 2003).
3. Adim: (3.21) denklemine gore S;,q = 1,2,3, ve g(.)’nin tahminleri elde
edilir:

( T
Sin = f f f(x+ = Gin () (x* = Gia(x)) wxDfu (v, x*, x)dx* dydx”,

RP R! R1

A

Sn = j ] J("+ — 51 ()Y = Gan (@) W) fu(y, x*, x")dx* dydx”

RP R! R

Son = j W) fu(x)dx",

\ R1
) & & —1a A * A * A \T P
Pn = (Sln - S3nZAx) Soms gn(x ) = an(x ) — gln(x ) P
4. Adim: S, ve aAzy’nin tahminleri elde edilir:
G +T pH A~ * 2 *\ £ + + *
S = [ [ [ (=578 = 30G) wef i x)ayax

61% = §4n/§3n - .BAZZAx.BAn-
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3.24 Degiskenler ¢Bilinmeyen”> Bir Dagilimdan Gelen Hata Tle

Olciildiigiinde Parametrik Olmayan Regresyon Yontemleri

3.2.4.1 Degiskenleri Hatali Parametrik Olmayan Regresyon

Olgiim hatalarinin olmasi durumunda parametrik olmayan tahminde karsilasilan
zorluklar1 anlamak i¢in verilen bir kusurlu x Olgiimiindeki gozlenmemis bir x*
degiskeninin yogunlugunun bulunmasinin daha basit bir problemini ¢6zmek i¢in en iyi

bilinen ¢oziimii gbzden gegirelim:
x=x"+Ax

Ax Olgim hatasinin  genellikle x*’dan bagimsiz oldugu ve bilinen bir
yogunluktan geldigi varsayilir. Ax’in yogunlugu ile x*’1in yogunlugunun konvoliisyonu
tarafindan verilen x’in yogunlugu iyi bilinmektedir. Konvoliisyon teoremi sayesinde bu

iliski karakteristik fonksiyonlar kullanilarak

m(v) = ¢ (v)

yazilabilir. Burada ¢(v),m(v) ve y(v) swrastyla x*,x ve Ax’in karakteristik
fonksiyonlarini gostermektedir. Boylece ¢(v)’nin karakteristik fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlanabilir:

m(v)

p(v) =T (3.22)

Burada m(v) bir kernel tahmin edicisi gibi x’in yogunlugunun parametrik
olmayan bir tahmininin fourier doniisiimii ile tahmin edilebilir. Bu yontemle birlikte,
uygun varsayimlar altinda (Ax’in yogunlugunun siirekli olmasini varsaymak gibi)
v — oo gittikce Y (v) kaybolur ve bu yiizden tiim v’ler i¢in bu operasyonun iyi tanimli
olmamasi gibi bir problem ortaya ¢ikar. Bu yiizden sadece m(v)’nin tutarh bir tahmini
m(v) ile degistirilmesi ¢ (v)’nin tutarh bir tahminini vermeyebilir. Ciinkii 7 (v)’deki

kiigiik hatalar keyfi biiyiik bir ﬁ carpani tarafindan biiyiitiilecektir. Bu durum,

konvoliisyon operatoriiniin tersi alinirken ortaya ¢ikan ve ¢ok iyi bilinen bir kotii taniml
ters alma problemidir. Boyle durumlarda Fourier doniisimii k(v) olan bir kernel
kullanarak (Carroll ve ark. 2006, Fan 1991) m(v)’nin tahminini saglayan kernel
dekonvoliisyon tahmin edicisi yogun bir sekilde desteklenmektedir. Bu ise, tahmin

edilen m(v) karakteristik fonksiyonunun da yogun bir sekilde desteklendigini ve
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sirastyla (3.22) denkleminin paydasinin payi iraksama oranina neden olmadan once

kaldirilacagini garanti eder.

Bu olayda x’in karakteristik fonksiyonunun budanmasinin bir yanlilik
olusturacagi goriilebilir. Tutarl1 bir tahmin edici elde etmek i¢in x(v)’ nin dayanagindaki
tiim frekanslar tizerindeki biitiinlesik toplam hatanin (total integrated noise) diismesine
olanak saglayan 6rneklem hacmi biiylidiikk¢e k(v)’nin dayanagiin genislemesine izin
verilir. Ne kadar v — oo icin Y(v) — 0 hizli ise, o kadar yavas bir sekilde k(v)’nin
dayanag1 6rneklem hacmi ve daha yavas yakinsama orani ile genisleyebilir. Bu, 6l¢iim
hatalar1 oldugunda parametrik olmayan tahmin sirasinda karsilasilan temel bir zorluktur.
Olgiim hatasinin yogunlugunun diizgiinliigii yiikseldikge v — oo ile (v) karakteristik
fonksiyonu sifira yaklasir ve yakinsama orani daha da kotiilesir. x*’1in yogunlugunun
diizgiinliigli de yakinsama oraninin tanimlanmasinda bir rol oynar. Sonlu bir frekansta
m(v)’nin budanmasindan kaynaklanan yanlilik v — oo i¢in ¥ (v)’nin bozulma oraninin
biiytikliigiiniin bir fonksiyonudur. x* ne kadar diizgiinse, onun m(v) Fourier doniisiimii
v — oo i¢in o kadar hizli diiser ve kernel bant genisligi kiiciildiik¢ce yanlilik o kadar hizli

diiser.

Literatiirde ele alinan kernel dekonvoliisyon tahmin edicileri tipik olarak, v
frekansi sonsuza gittikce Fourier doniistimiiniin diisiisiinlin asimtotik orani1 agisindan, bir
yogunlugun diizgiinliigiinii tanimlarlar. Bir yogunlugun siirekli olan tlirevlerinin
sayisinin, direkt olarak v — oo i¢in Fourier doniisiimiiniin asimtotik davranisiyla iliskili
olmast bu gibi bir tanimlama i¢in temel olusturmaktadir. Bu, ‘’genelde diizgiin’’
fonksiyonlar (Bunlar stirekli tiirevlerinin bir sonlu sayisini kabul ederler ve bunlarin
Fourier donistimleri |v|¥,y < 0 olduke¢a kigiliir.) ve “’siiper diizgiin’’ fonksiyonlar
(Bunlar siirekli tiirevlerinin bir sonsuz sayisin1 kabul ederler ve bunlarin Fourier
dontistimleri exp(alvlﬁ ) ,a < 0,B > 0 oldukea kiiciiliir.) arasindaki geleneksel ayrima
onciiliikk eder. Genelde diizgiin fonksiyon Ornekleri gamma, uniform ve double iistel

iken siiper diizgiin fonksiyon 6rnekleri de Cauchy ve normal fonksiyonlardir.

Kernel dekonvoliisyon tahmin edicisi ilgili yogunluklarin diizgiinliiklerine
dayanan yakinsama oranmnin genis bir cesitliliginde ortaya ¢ikar. x* ve Ax’in
yogunluklar1 genelde diizgiin olsa da n 6rneklem biiyiikliigii olmak iizere bazi ¢ > 0

icin n=¢ formunun yakinsama oranini kernel dekonvoliisyon ortaya serecektir. x*’in
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yogunlugu genelde diizgiin kalirken Ax’in yogunlugu siiper diizgiin oldugunda bu
durum o6nemli Glgiide bozulur. Yakinsama orani bazi ¢ > 0 i¢in n’nin herhangi bir

negatif giiciinden daha yavas olan (Inn)~¢ formunu alir.

Burada ¢oziilen problem yukarida tanimlanandan daha zorlayicidir. Oncelikle bir
kernel yogunluk tahmin edicisi yerine bir kernel regresyon tahmin edicisine

odaklanilmis, daha sonra da 6l¢tim hatasinin bilindigi varsayilmistir.
- Tahmin Yontemi
gx*):R - Rve
E[Aylx"] = Oi¢iny = g(x*) + Ay
olsun. Cok degiskenli genisleme agik bir sekilde olasi olsa da bu yorumu kolaylagtirmak
icin x*’1n bir skaler oldugu diistiniilsiin. y ve x* gozlendiginde verilen bir X¥* noktasinda
g(X*)’1n iyi bilinen Nadarya-Watson Kernel tahmin edicisi,

n~t Y, yiKy (xf — %)
n~t Y Ky (x) — X%)

g&x*,h) =

dir. Burada [ = 1, ...,n i¢in x; ve y; veri noktalarin1 géstermekte ve Kj, (.) kernel

*

ke =k ()
R =R h
formundadir ve h bant genisligi parametresidir. Schennach (2004a)’da gosterildigi gibi
x*’1n iki tekrarli 6lgtimlerinin uygunlugu
x =x"+Ax
z=x"+Az

herhangi bir u(y,x*) fonksiyonu i¢in E[u(y,x*)] formunun herhangi bir momentini
tanimlamak i¢in yeterli bilgiyi saglar. Cilinkii Nadarya-Watson Kernel tahmin edicisinin
(sabit h bant genisliginde) olasilik limiti

E[yKp(x* — %7)]
E[Kp(x* — x*)]

g, h) =

oranidir ve k = 0,1 icin u(y,x*) = y*K,(x* — ¥*) seklinde benzer bir teknik burada

uygulanabilir. Cikan sonuglarin bir parametrik olmayan duruma genislemesi ek adimlar
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gerektirir. Bunun igin, ¥* tarafindan indekslenen momentlerin sonsuz bir ailesinin
karakterize edilmesine ihtiya¢ vardir. Bu sorun Nadarya-Watson tahmin edicisinin
hesaplanmasiyla iligkili konvoliisyon operasyonlarinin Fourier doniisiimii ailesinin
yalnizca bir operasyon ile tahmin edilmesine olanak saglanarak c¢oziilebilir.
Tanimlamaya izin veren sonug¢ asagidaki varsayimlar kiimesi ile iliskili teoremde

verilmistir.
Varsaymm 1: Az ve x* karsilikli olarak bagimsizdir.
E[Ay|x*,Az] =0
E[Ax|x*,Az] = 0
Varsaymm 2: E[|x*|], E[Ax] ve E[|y|]’ler sonludur.
Varsayim 3: E[y*h 1K (h™*(x* — %*))] < oo, tim %*, herhangi bir h > 0 ve
k = 0,1 icin.
Teorem 1: 1-3 varsayimlari altinda ve herhangi bir sonlu ¢ i¢in |E [ei&” >0

kosuluyla

E[yh ™ K(h'(x" = 2))]

I = kit - 7))

fonksiyonu, yalniz ¥* € R ve h > 0 icin gozlemlenebilen y,x ve z degiskenlerini

gerektiren momentler yardimiyla agiklanabilir: (k = 0,1 i¢in)

My (%", h) = — [ 1(hé) i (E)exp(—iEx")d & (3.23)
ve ¢y (§) = E[y*exp(i§x™)] igin
$o(&) = exp ([ ¢ ‘m"((g 7) (3.24)
my(s)

$1(§) = $o () — (3.25)

dir. Burada i = v —1, k(&) kernel K(x*)’1n Fourier doniistimii ve a = 1, x, y i¢in

mq(§) = Elaexp(i&z)]
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dir. (3.24) denklemi Kotlarski (1967) ve Rao (1992)’deki ile benzer olarak
tanimlanmistir. Ancak, bu sonucun kanitlanmasinda daha zayif bagimsizlik varsayimlari
gerekmistir. Ozel olarak Ax ile x* ve Ax ile Az aralarinda bagimsiz olmalarina gerek

duyulmamustir.

Ispat: Sonuc dogrudan yerine koyma ile gosterilebilir. Varsayim 2 tiim beklenen
degerlerin iyi tanmimli oldugunu belirtmektedir. Ilk olarak (3.24) denkleminin ¢ (&)’ nin

degerini gercekten de sagladigini gosterelim. Varsayim 1’1 kullanarak

fim (9]

my({)

d¢

0

f‘f iE[xexp(i{z)] d Z)

eXp( 0 “Elexp(id2)]

& E[(x*+Ax)exp (i (x*+A2))] )
exp (fO E[exp(i{(x*+A2))] d¢

_ EiE[x*exp(i{x*)exp(i{Az)+Axexp(i{x*)exp(i{Az)]
= €Xp (fO Elexp(i{x*)exp(i{Az)] d()

(x* ve Az bagimsiz)

_ & Elix*exp(i{x*)exp(i{Az)]+iE[Axexp(i{x*)exp(i{Az)]
= €Xp (fO Elexp(i{x*)exp(i{Az)] d()

(Ax = E[Ax|x*,Az])

ff Elix*exp(i{x*)]E[exp(i{Az)]+iE[E[Ax|x*,Az]exp(i{x*)exp(i{Az)] d()
0

- &P ( Elexp(ix)]Elexp(iA2)]

(E[Ax]x*,Az] = 0)

_ ¢ Elix"exp(i{x™)]
= €Xp (fO Elexp(i¢x*)] d{)

= exp (fos d% InE[exp(ix*)] d{)

__ Elexp(iéx")]
o E[1]

= ¢o($)

elde edilir.
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f(x*), x*’m yogunlugu olarak alinirsa M;(X*,h) ve My(X*,h)’mn sirasiyla
Nadaraya-Watson tahmin edicisinin pay ve paydasini sagladig1 gosterilebilir. x* ve Az

arasindaki bagimsizlik kullanilarak,
Elyexp(i§z)] = E[E[y|x", Az]exp(i{x")exp(i§Az)]
= E[E[g(x")|x", Az]exp(i§x™)exp(i§Az)]
= E[g(x")exp(i§x)exp(i§Az)]
= E[g(x")exp(i§x™)]E[exp(i§Az)]
= E[yexp(i§x™)]E[exp(i§Az)]

m, (§)

my(§)

1
My ) = 5 [ Ko (§) 2 5 exp(—igh*)d

E[yexp(i¢z)]
Elexp(i¢z)]

Elyexp(i§x")]E[exp(i§Az)]
Elexp(i§x™)]E[exp(i§Az)]

1
= f e (he)E[exp(ix™)] exp(—igx")d¢

1

=7 J c(hE)Elexp(iéx™)] exp(—i£%")dé
1 . o

T2 f k(h§)E[yexp(i§x™)]exp(—i§x")d¢
1 . o

= f k(RO EE [y |x"lexp(ix™)lexp(—if#)dE

1
B ﬁj (ki) (jE[ylx*]f(x*)exp(ifx*)dx*) exp(—iéx*)d¢

1
B ff —(hexplig (x' - FEIy|x'1f (e )dgd x°

Parseval esitliginden;
(J o ©explish™ (& — £d =K(h™(x" - m))

= [RK (Rt (x" — %) (ElyIx*1f (x™))dx*

= E[h K (A (" — 2)Elylx']| = E[yh 'K (R (x" — )]

1
Mo 1) = 5 [ K Po(©exp(—isz g
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= o= [ k) ([ Faexpgryax ) exp(-igxrag
Parseval esitliginden
= [ (A (" — 29)f () dxt
=E[h 'K (R (x* — %%))]
yazilir,

Sadece gozlemlenebilen degiskenler iceren a=1,x,y icin my(§)
momentlerinin bilgisinin g(X*, h)’yi tamimlamak i¢in gerekli oldugu bilinmelidir.
Ciinkiit m,(&) momentleri ilgili 6rneklem ortalamalarindan tahmin edilebilir. Bu

durumda Schennach 2004b’de asagidaki tahmin edici 6nerilmektedir:

Tanmml: i =1,...,n i¢in (x;,y;, z;) n biylkligindeki bir 6rneklem alinsin.

Verilen bir ¥* € R i¢in ve baz1 h,, — 0 bant genisliklerinin sirasi igin

Ml (Jz*:hn)

9& b)) =5 s (3.26)

My (&, hy) = o [ k() Bre(Oexp(—is2)d § (3.27)
Po(v) = exp (fov%d{ ) (3.28)

$:(0) = 225 $o(v) (3.29)

vea =1,x,y i¢in

n

mq({) = n_lz ajexp(i{z;)

j=1
dir.

Bu tahmin edicinin ilging bir 6zelligi, 6l¢lim hatasinin yoklugunda Nadaraya-
Watson tahmin edicisine déniismesidir (Ornegin z = x = x* oldugunda). Dahas1, bu
durumda, M, ({) = M,({) = n"* ¥}, ziexp({z) = diny () /d{ ve (3.28) denklemi
do(v) = my(v) saglamasma analitik olarak doniisiir. Boylece (3.29) denklemi de

P(v) = m,,(¢) anlamna gelir. Eldeki bu esitliklerle (3.26) denklemi Nadaraya-Watson

tahmin edicisinin pay ve paydasinin Fourier sunumunu tanimlayabilir.
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Hedeflenen tahmin edicinin iyi davranigli (well behaved) oldugundan emin

olmak i¢in asagidaki varsayima ihtiya¢ duyulur:
Varsayim 4: (&), kernelin Fourier dontigiimii
i.  Smirh
ii.  Tikiz (kompakt) dayanakli (genelligi kaybetmeksizin [—1, 1] araliginda)
dir.

k(&) ’nin smirsizligi ¢ok zayif bir gereksinimdir. Ciinkii herhangi bir sinirliligi
ihlal eden K(z) kernel, artik kesin olarak integrallenebilir olmayacaktir. k(&) nin tikiz
dayanakli olmasi varsayimi genellikle kernel dekonvoliisyon tahmin edicilerinin
asimtotik Ozelliklerinden tiiretilmesinden iretilmistir (Fan ve Truong 1993). Bu
varsayima gereksinim, tahmin edicinin asimtotik olarak var olmayan bir karakteristik
fonksiyona bolim igcermesinden ortaya ¢ikmaktadir. Cok hafif diizgilinlilik
gerektirmeleri altinda frekans sonsuza dogru gittikce karakteristik fonksiyonlar sifira
bozulurlar. Kapali tanimli bir kernel (Fourier sunumunda), iraksamanin kontrol altinda
oldugundan emin olarak, verilen bir sonlu kiimede frekans araligini1 agik bir sekilde

dikkate aldirir.

Tikiz dayanagin smirlanmasi (Fourier sunumunda) pratikte birkag problem
yaratir. Ciinkii Fourier sunumunda bir tikiz dayanakla karsilagirken, herhangi bir K (x*)
kerneli alinabilir ve orijinal kernelin 6zelliklerinin ¢ogunu sergileyen degistirilmis bir
K(x*) kerneli iiretilebilir. Orijinal K(x*) kernelin Fourier doniisimii (&)’ nin
hesaplanmasiyla ve verilen bir frekansin 6tesini kaldiran bir W (&) pencere fonksiyonu

ile ¢arpilmasiyla
k() =W(K($)
elde dilir.

Pencere fonksiyonunun makul bir se¢imi ile orijinal kernelin birgok 6zelligini
k(&) degistirilmis kernelin de muhafaza ettiginden emin olunacaktir. Ornegin bir
pencere fonksiyonu asagidaki gibi etkilenmeyen kernelin mertebesinden ayrilacaktir.

v & €[0,1] igin

41



3. MATERYAL VE METOT

1 NEl <&
-1
W) = (1 + exp ((1 IR (e 5)‘1))) 1z 8> ¢
0 JEl>1

dir. Ciinkii pencere fonksiyonu orijinin yakinlarinda sabittir. Bu pencere fonksiyonu
sonsuz bir sekilde birgok kez diferansiyellenebilir oldugundan degistirilmis K(x*)
kernelin |x*| — oo gittikge x*’in herhangi bir giiciinden daha hizli azalacagini garanti

edecektir (Orijinal K (x*) kernelin de bu 6zellige sahip olmasi kosuluyla).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Degiskenler ¢ Bilinmeyen>> Bir Daglimdan Gelen Hata ile

Olciildiigiinde Yar1 Parametrik Regresyon Yontemleri

4.1.1 Parametrik Olmayan Béliimde Ol¢ciim Hatalar1 Olmas1 Durumunda

Yar Parametrik Regresyon

Olgiim hatali1 model calismaya olan ilgi bircok konuda bir dizi c¢alismanin
yapilmasiyla, 6zellikle Carroll ve arkadaslarmin 2006 yilindaki ¢aligmalarindan sonra
daha da 6nem kazanmustir. Ayrmtili olarak bu konu iki béliime ayrilabilir. ki lineer
Ol¢tim hatali model iizerinde yogunlagsmistir (Anderson (1984), Carroll ve ark. (1984) ve
Stefanski (1985)’e bakiniz.). Ikincisi ise genel olarak lineer olmayan 6lgiim hatali
modellerle ilgilidir (Fan ve Truong (1993) ve oradaki referanslara bakiniz.). X*’lar
ardigik hatalarla olgtildiigiinde (X, X™) tahmin edicilerinin Y yanit degiskeni ile ilgili
XTB + g(X*) ortalama fonksiyonlu yar1 parametrik kismi dogrusal modeli ilk olarak
Liang ve ark. (1997) diisiinmiislerdir. Yazarlar tutarli ve asimtotik olarak normal oldugu

gosterilebilen f’nin bir tahminini elde etmislerdir.

Fan ve Truong (1993) f =0 ve X" Ol¢lim hatali olmast durumunu ele
almiglardir. Parametrik olmayan g(.) fonksiyonunun sadece logaritmik oranda tahmin

edilebilecegini kanitlamislardir.

X ve X"’ rollerini karsilikli olarak degistirirsek, parametrik kisim tam olarak
Ol¢iilirken parametrik olmayan kisim hatali 6l¢iiliir. Burada Ay 6l¢iim hatasi olmak
tizere E(Y|X,X*) =XTB + g(X*) ve y = X* + Ay dir. Liang ve ark. (1997) f’nin
parametrik oranda tahmin edilebilir oldugunu g6z ardi etmislerdir. Liang (2000) bu
problemlere daha pozitif bir cevap sunmustur. Ancak Liang (2000)’de 6l¢iim hatalarinin
bilinen bir dagilima sahip oldugu varsayilmistir (Bolim 3.2.3.2’ye bakiniz). Bizim
calismamiz ise ‘’yar1t parametrik bir regresyon modelinde bagimsiz degiskenler
bilinmeyen dagilimdan gelen bir hata ile Olciiliiyorsa bu durumda regresyon
fonksiyonlarmin ve yogunluklarinin tahmini nasil elde edilebilir’’ sorusuna detayli bir

yanit verebilmektedir.
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Gozlenmemis bir rasgele degiskenin iki hatali-bulagsmis dlglimlerinin eklemeli
yogunlugu bilindiginde bu degiskenin yogunlugunun tanimlanmasi olasidir (Rao 1992).
Li ve Vuong (1998) bu tanimlamanin deneysel bir versiyonunun bilinen yakinsama
oranlt tutarli bir tahmin ediciye neden oldugunu gostermislerdir. Schennach (2004b),
bilinmeyen bir dagilimin hatas1 ile bulastirilmis bagimsiz degiskenleri goz Oniine alan
geleneksel Nadarya-Watson Kernel regresyon tahmin edicisini genisleterek eksik
Olclilmiis bir degiskenin tekrar eden bir goézlem degeri oldugu zaman acgiklayici
degiskende Slgiim hatas1 oldugunda tutarli bir parametrik olmayan regresyon tahmin
edicisi tanitmistir. Bagimsiz degiskenlerin iki hata bulasmis 6lgtimlerinin gegerliliginin,
tanimlamanin basarilmasi i¢in gerekli olan tek sey oldugu gosterilmistir. Ayrica

hedeflenen tahmin edicinin yakinsama orani ve asimtotik dagilimi da saglanmistir.

Bu calismada kosullu beklentilerin yar1 parametrik tahminleri iiretilerek, 6l¢ciim
hatalar1 bilinmeyen bir dagilimdan geldigi zaman kullanilabilecek bir teknik
gelistirilmistir. Bu metot ile eksik 6l¢iilmiis bir degiskenin tekrar eden bir gozlem degeri
oldugu zaman parametrik olmayan boliimdeki aciklayict degiskende Olgiim hatasi
oldugunda tutarli olan bir yar1 parametrik regresyon tahmin edicisi elde edilmistir.
Parametrik olmayan kismin tahmin edicisinin asimptotik olarak normal oldugu
Schennach (2004b) tarafindan gosterilmistir. Burada ise yari1 parametrik regresyon
modelinin parametrik kistmdaki £’nin bir tahmini elde edilmis ve bu tahmin edicinin

asimptotik olarak normal oldugu gdsterilmistir.

- Tahmin Yontemi

n oOrneklem bilyiikliigline dayanan yar1 parametrik kismi dogrusal modeli

diistinelim: E[Ay|x*] = 0 i¢in
y=XTB + g(x*) + Ay. 4.1

Burada X bir rasgele vektor, x* [0, 1] araliginda tanimlanan bir rasgele degisken, g(.)
bilinmeyen bir fonksiyon ve Ay verilen degiskenlerden bagimsiz ve sifir ortalamaya
sahip hatadir. Cok degiskenli bir genisleme acik bir sekilde olas1 olsa da bu yorumu
kolaylastirmak icin x*’1m skaler oldugunu diisiinelim. Ongoriilmiis bir en kiiciik kareler
algoritmas1 tarafindan acik¢a tanimlanabilen [‘nin tahmini i¢in asagidaki ¢oziime

bakalim.
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minimize Y™ ,{Y; — X7 — g(x*, B)}?, 4.2)

Gyn() ve gyn(.) swrasiyla Y ve X’in x* lizerindeki h bant genislikli kernel

regresyonlari olsun. Oyleyse,

A

B = [EalXi = GenCDMNX = GenGDY | X TalXi = enGONY: = By}
4.3)

olur. (4.3) tahmin edicisinin f,’in sifir ortalama ve B~!CB~! varyansla
(B,X — E(X|X*)’nin kovaryans matrisi; C,Ay{X — E(X|X*)}’nin kovaryans matrisi)
asimtotik olarak normal dagilmasina neden olan alisilmis bant genisligi ve alt diizeltme

gerektirmedigi gosterilmistir (Liang 2000).

x* Olgim hatasinin bozulmasindan dolayr (4.3)’tin en kiigiik kareler sekli
diizeltilmelidir. Aksi taktirde S, ve dahast g,n(x*) ve g, n(x*) artik istatistik
olmayacaktir. Bu nedenle f’nin bir tahmin edicisi yeniden tanimlanmalidir. y ve x*
gozlendiginde verilen bir X¥* noktasinda g(X*)’imn iyi bilinen Nadarya-Watson Kernel
tahmin edicisi bu is i¢in dogal bir adaydir.

n~t i1 ViKp(xf — %)

3 h) = it
R I AT D

Burada [ = 1, ...,n i¢in x; ve y; veri noktalarin1 géstermekte ve Kj,(.) kernel

k) =3 K ()
R =R

formundadir ve h bant genisligi parametresidir. Schennach (2004a)’da gosterildigi gibi
x*’1n iki tekrarli 6l¢limlerinin uygunlugu

X =x"+Ay

z=x"+Az
herhangi bir u(y,x*) fonksiyonu igin E[u(y,x*)] formunun herhangi bir momentini
tanimlamak i¢in yeterli bilgiyi saglar. Ciinkii Nadarya-Watson Kernel tahmin edicisinin

(sabit h bant genisliginde) olasilik limiti

E[yKn(x" —%%)]
E[Kp(x* —X)]

g&x*,h) =

45



4. ARASTIRMA BULGULARI

oranidir ve k = 0,1 icin u(y,x*) = y*K,(x* — ¥*) seklinde benzer bir teknik burada
uygulanabilir. Cikan sonuglarin bir parametrik olmayan duruma genislemesi ek adimlar
gerektirir. Bu durumu agmak i¢in X* tarafindan indekslenen momentlerin sonsuz bir
ailesinin karakterize edilmesine ihtiyag vardir. Bu sorun Nadarya-Watson tahmin
edicisinin hesaplanmasiyla, iliskili konvoliisyon operasyonlarinin Fourier doniisiimii
ailesinin yalnizca bir operasyon ile tahmin edilmesine olanak saglanarak ele aliabilir.

Asagidaki varsayimlar altinda £’nin bir tahminini aragtiralim.
Varsaymm 1: Az ve x* karsilikli olarak bagimsizdir.
E[Ay|x*,Az] =0
E[Ax|x*,Az] =0
Varsayim 2: E[|x*|], E[Ax] ve E[|y|]’ler sonludur.

Varsayim 3: E[y*h 1K (h™1(x* — "))] < oo, tiim %*, herhangi bir h > 0 ve
k = 0,1 igin.

Varsayim 4: k(¢), kernelin Fourier doniigiimii
i.  Smrh
ii.  Tikiz (kompakt) dayanakli (genelligi kaybetmeksizin [—1, 1] araliginda)

Herhangi bir sonlu ¢ icin |E [eigz]l > 0 kosuluyla

(% AV A
wTLl()_Kn< hn >/ZKTI< hn )znhnKTl< hn )/fn()
. 1~ (%
fn(-):EZKn< A )

j=1 "

olarak alinsin. Burada 2004b yilinda Schennach tarafindan kernel dekonvoliisyon

metoduna alternatif olarak gelistirilen ve momentleri kullanan metodu kullanarak
wyi(.)’yi yeniden diizenleyelim. i =1,...,n icin (x; y; 2z;) n biytkligindeki bir

orneklem alinsin. Verilen bir X* € R ve bazi h,, = 0 bant genisliklerinin sirasi1 i¢in
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k() S g DenpliE e — 2l
B e

olur. Buradai =+/—1, k(§) kernel K(%*)’m Fourier doniisimii, a =1,y icin
Mq(§) = Elaexp(ié2)] = n™* ¥, ajexp(i€z;) ve ¢o(&) = E[exp(ié%*)] olmak

lizere

W (X) =

_ 1 ~
FoGt, ) = 5 | KO Bo(Oexp(-it 7D
i, 0)
~ _ lmX
Bo(8) = exp Of i

dir. Sadece gozlemlenebilen degiskenler igeren a =1,y igin  M,(&) bilgisinin
Wy (X*)’y1 tammlamak igin gerekli oldugu bilinmelidir. Ciinkii 7, (&) momentleri ilgili
orneklem ortalamalarindan tahmin edilebilir.

g(x*) =E{Y —XTB|X* =x*) oldugu gbz Oniine alinirsa, Schennach
(2004b)’de de ele alindig1 gibi g(.)’ nin tahmin edicisi olarak

Gn(x) = ¥ w0y (x) (Yi — X7 ﬁ) = L) (4.4)

T Mo(®hy)
y

denklemi tanimlanabilir. Burada;

Ko(S5) Sk knDenplis e — 2)1ds

x* =X\ Mo (%, h
Z]Kn< h ]) O( n)
n

k = 0,1 igin My (%', h) = — [ 1(h) i (§)exp(—i%*)d &

wni(x*) =

ve ¢ (§) = E[y ™ exp(iéx™)] igin

¢
im
$o(&) = exp
E
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My, (E)

¢1(€) = ¢0(€) m1(f)

dir. Burada i =+vV—1, k(&) kernel K(x*)’mn Fourier doniisimii ve a =1,y,y icin
mg (&) = E[aexp(iéz)] dir.

gn(xi) yerine §(x*, B) koyularak f,,, (4.2) denkleminin ¢éziimii olarak alinsin.
Oyleyse B’min B, genellestirilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi a¢ik bir sekilde
asagidaki gibi gosterilebilir:

Bn = (X78) " (X7Y).
Burada ¥ = (%, ...7,) icin ¥ =Y -3 w, (&)Y, ve X=(X,..,X,) icin
X =X; — Xy wn; ()X; dir.

- Parametrik Boliimiin Asimptotik Normalligi

Cogu durumda gozlem sayis1 n arttikca tahmin ediciler daha iyi sonug
vermektedir. Baz1 durumlarda da tahmin edicilerin kii¢ciik 6rneklem 6zellikleri agikga
ifade edilemez. Bu nedenle daha iyi sonu¢ vermeyen tahmin edicilerin elenmesi,
sapmazsizlik ve etkinlik bakimindan tahmin edicilerin karsilastirilmasinin olanaksiz
oldugu durumlarda tahmin edicilerin 6rneklem biiyiikliigli artarken (n sonsuza giderken)

davranislarinin incelenmesi amaciyla tahmin edicilerin asimptotik 6zelliklerine bakilir.

Asimptotik ozellikler tutarlilik ve asimptotik etkinliktir (normallik). Tutarlilik
ozelligi tahmin edicinin yakinsayacagi parametre hakkinda bilgi verse de, bu deger
cevresindeki dagilimin sekli ile ilgili bilgi vermez. Oysa bir¢ok istatistiksel ¢ikarimin
yapilabilmesi i¢in tahmin edicilerin limitteki (n sonsuza giderken) dagilimlarinin
bilinmesi gerekir (6rnegin; giliven araliklarinin olusturulmas: ve hipotez testlerinin
yapilmasi). Cogu tahmin edicinin limitteki dagilimi normal dagilima uyar. Buna
asimptotik normallik denir. Simdi parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalar1 olmasi
durumunda yar1 parametrik regresyon modelinin parametresi icin elde ettigimiz B,

tahmin edicisinin asimptotik normalligini inceleyelim.

[k olarak bazi notasyonlari tanimlayalim ve boliim 4.1.1°deki varsayim 1-4’e
ek olarak asagidaki varsayimlart  yapalim. i=1,..,n, j=1,..,p i¢in

yi(x*) = E(xij|le“ = x*) ve Vij = x;j — vi(X{) olsun.
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Varsayim  5:  supoer < E(IX131X* =x) <o, EWVVI)=B ve
V= (Vip s Vip)T icin B pozitif taniml1 bir matristir.
Varsayim 6: g(.) ve y;(.) birinci dereceden Lipschitz siireklidir.

Literatiirde geleneksel olarak genelde diizgiin fonksiyonlar (Fourier doniisiimleri
y <0 i¢in |{| - oo gittikge ||V ya azalir) ve siiper diizgiin fonksiyonlar (Fourier
doniisiimleri @ < 0,8 > 0 igin |{| - oo gittikge exp(a|{|F)ya azalir) olarak ikiye
ayrilan kernel dekonvoliisyon tahmin edicilerine (Carroll ve ark. 2006) ve iligkili tahmin
edicilere (Fan ve Truong 1993) odaklanilmistir. Biz burada siiper diizgiin ve genelde
diizgiinliik durumlarinin ikisini birden kapsayan (1 + [{|)Y exp(al( |B ) formundaki

ifadeyi kullanacagiz.

Tamm 2: f,g:R - R i¢in f({) < g(¢) formundaki bir ifade; tim ¢ € R icin
f(Q) < Cg({) olacak sekilde { den bagimsiz sabit bir C > 0 sayisinin oldugunu gosterir
(> i¢in de benzerdir). Benzer olarak a,, b,;seklindeki iki dizi i¢in a,, < b,, formundaki
bir ifade; tim n € N i¢in a,, < Cb,, olacak sekilde n den bagimsiz sabit bir C sayisinin

oldugunu gosterir.
Varsayim 7:
i W xizix{, Ay, Ay, Az;] ;i = 1, ..., n bagimsiz ve 6zdes dagilimli bir dizidir.
ii. E[y?7|zl/] < o, E[x*|z)/] < o0o; j = 0,1.
iii.  Gozlenmemis degiskenin marjinal yogunlugu f(x*), [0,1] araliginda 0 dan uzak

olacak sekilde ayrica x* = X* iken sifirlanamayacak bicimde sinirlandirilmistir.

V. po(§) = B[], ¢/0($) = 222, 6,(0) = E[y"e**'], my(¢) = E[e7]

fonksiyonlar1 bazi y,, = 0 i¢in
$70(5)
< Yr .
e < b 45)
ve baz1 yy By = 0,VmBrm = 0 olacak sekildeki ¥, ¥m € R, ag < 0,y <0,
By = 0,8 = 0igin
max{|o(D1, 11 (DI} < (1 + 1SN exp(ay[¢1F?), (4.6)

Im (D] = (1 + 1) exp(a,|¢1Pm) (4.7)
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kosullarini saglar.

x*m karakteristik fonksiyonu ¢,(¢)’ nin azalma oran f(x*)’in diizginliiligi ile
belirlenirken ¢;({)’nin azalma orami f(x*)E[y|x*]’m dizginliligi ile belirlenir.
Denklem (4.6) incelendiginde en yavas sekilde azalan terimi almaktan Once, tek tek
o (D) ve |¢p,(Q)]| tizerindeki sinirlar1 bulmakla ilgilenildigi goriilmektedir. Genelligi
kaybetmeksizin ¢y({) ve ¢;({)’i tek bir varsayimda gruplama olanag: vardir, ¢linkii
her iki nicelik de tahmin edicinin gdsterimini benzer bir bigime doniistiirebilir. Bu
gruplama ayrica, tahmin edicinin yakinsama oranini1 tanimlamada diisiiniilmek zorunda
olunan biiylikliigiin bagimsiz mertebelerinin sayisin1 azalttikga, gosterim olarak da

uygundur.

Her zamanki gibi dekonvoliisyon tipi tahmin ediciler konusunda, bir nicelik
(burada m, ({)) tistten siirl olmak yerine alttan sinirli (denklem (4.7)) olmalidir, ¢linkii
bu nicelik tahmin edicinin gosteriminde payda olarak goriiniir. Denklem (4.7), x* ve
Az’nin karakteristik fonksiyonlarinin katsayilar1 tizerindeki ayri alt sinirlar anlamina
gelmektedir, giinkii m,({) = E[e%?] = E[e®*" |E[e%*?]dir. E[e%*" | ve E[e¥*#] nin
gruplanmasi ayrica gosterim zorunlulugunu azaltmayr amaclamistir. Denklem (4.5)
tarafindan yiiklenen ¢'5({)/$o({) orami {lizerindeki kisit genelde dis1 olarak
goriilebilmesine ragmen |¢'(({)| lizerindeki daha bilinen bir st smir ve [¢y({)]
iizerindeki bir alt sinir tarafindan ima edildigi aciktir. Denklem (4.5)’deki exp(ar |¢ |BT)
formunun bir teriminin yoklugu ¢ok az bir genelligi kaybetme ile sonuglanir, ¢iinkii
denklem (4.5)’deki gibi tiim yaygin genelde diizgiin ve siiper diizgiin fonksiyonlar

¥ = 1icin tutunurlar.

Olgiim hatal1 degiskenli ¢aligmalarin ¢ogu sonlu sirali kerneller (Fan 1991, Fan
ve Truong 1993) ya da sonsuz sirali kerneller (Politis ve Romano 1991, Li ve Vuong
1998) iizerinde yogunlasirken biz burada hem sonlu hem de sonsuz sirali kernelleri ele

alacagiz. Geleneksel sonlu sirali kerneller varsayim 8’de verilmistir.

Varsayim 8: K(x*) Kernel fonksiyonu bazi y, > 0 tamsayisi i¢in asagidaki

gosterimlere uyar:

. =0 j=1 ., —1
K(xH)dx* =1, x* ) K (x* dx*{ . ,
| xe [aykanax{Zy 12
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f|X*|j|K(x*)|dx* <o j=1,..,%

Ayrica sonsuz sirali kernellerin bir sinift da varsayim 9°da verilmistir.

Varsayim 9:

Kernel’in Fourier déniisiimii, baz1 £ > 0 icin || < & kosuluyla k(&) = 1dir.

Varsayim 9, [—1,1] araliginda 1, diger yerlerde 0 degerini alan bir Fourier
doniistimiine sahip oldugu i¢in 6zellikle Fourier gosterimine uyan

sin(x™)
mx*

K(x*) =

formundaki bir kerneli gbz oniline almaktadir. Bu tiir kernel daha 6nce diger Fourier
temelli tahmin edicilerde kullanilmistir (Li ve Vuong 1998) ve verilen bir frekansa
Fourier donilisiimiinii budamak anlamina gelmektedir. Hem E[y|x*] hem de x*in
yogunlugu sonsuz kez diferansiyellenebilir oldugunda, bir sonsuz sirali kernel,
yanliligin bant genisliginin herhangi bir giiclinden daha hizli sifira gidecegini garanti
edecektir. Boylece yanlilik, 6rnegin, ters bant genisligi h~1’in iistel olarak azalan bir

fonksiyonu olacaktir.

Teorem2: Verilen herhangi bir X¥* i¢in varsayim 1-9 un saglandig1 varsayilsin.

Eger asagidaki durumlardan herhangi biri saglaniyorsa bazi n > 0 i¢in,

i. z nin yogunlugu siiper diizgin ise (B, #0), bant genisligini

) —1/Bm
hyt < ((— ﬂ) In n) alinz.

2am
ii.  z nin yogunlugu genelde diizgiin ise, bant genisligini h,! < n~Mnt/G+2¥r=2ym)
alinz.
f,, bir asimptotik olarak normal tahmin edicidir, yani varsayim 5°de verilen B icin
n/2(f, — B) = N(0, (%", h,)B~Y)
dir. Buradaki Q(%*, h,,) Schennach (2004b)’de tanimlanan varyans degeridir.

2 (X% h) N M (X", D)Zoo(X,h) 5 M, (X", W)E10(X", h)

Q@ h) =
&R (Mo (&, b))’ (Mo (&, R))" (Mo (&, b))’
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Tk, @ ) =n7t Z Z f f U ((,J?*,h)Vlllz(C,E)(Ul'il(f,a?*,h))fd{df

ll =1'X'y lZ = 1,)(,]/

Vi,,(¢,8) = my,({ — &) —my, (OHmy, (—¢), T komplex garpim ve kq, k, = 0,1 igin

U2, %,h) = —% UPE,x ) = BT UDE % ) = 0
A, ({, %", h)m,({) C.({, %" h) iA1(¢, %", h)

Ul I~*)h = X ! )Ul I~*Ih =1—'

T =T @) m@ KT TG
Co((,%", h

UL & h) = %

(1 °
Ef exp(—ivX")k(—hv)¢,(v)dv, ¢ =0
Ak((J)’E*; h) =3 ¢

1 (00
— | exp(—ivX")k(—hv)¢pi(v)dv, (<0
k2n!‘

1
Cie (6,37, h) = o— exp(=ilX)r(=h) i ($)

Ispat: Teorem 2’nin ispatim yapabilmek icin 6nce bazi lemmalar verilecektir.
Lemma 1, giicli diizglin yakinsaklik i¢in genel bir sonu¢ verebilmek amaciyla

olusturulmus ve  teoremin  ispatinda  kullanmilmistir. Lemma 2 ise,
9D = Spey 0 DGR ve v () — Thoy 0 (EDY; (XD igin  swirlan
olusturmak amaciyla olusturulmustur.

Lemma 1: V;,..,V;, 0 ortalamali ve sup; E|Vj|r <(C<o (r=2) olan
bagimsiz  rasgele degiskenler olsunlar. Bazi  p, = max(0,2/r —p;) igin
Yi=1a;; =0(®P?) ve baz1 0<p; <1 igin sup;r<plar| <n7P* olacak sekilde
{axi, k,i =1,..,n} pozitif sayilarin bir dizisi oldugu varsayilsm. Oyleyse
MaXy<i<n|Xk=1kiVk| = 0(n*logn) s = (p1 —pz)/2 olur.

Ispat: Ispat icin Liang ve Hirdle (1997)’ye bakimiz.

Lemma 2: Varsayim 1-5 in saglandig1 varsayilsin. Oyleyse Go(.) = g(.) ve
[=1,..p igin G()=1() iKen Mmaxyzien|G;(X) = Biey e (BG(X0)] = 0(1)
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j=0,..,p olur. Yani, max;cin|gX) — Xk 0 (FDgX )| =0(1)  ve
=0(1) (j=0,..,p)dir.

max; <icn|V; (X)) — o1 0ne &)y (X5)

Ispat: Lemma 2 g(X{) — X1 0nc (B X0, v (XD — Xhiey 0 (v (Xi)
icin sinirsizligr saglamaktadir. V; = (Vip ...,Vip)T igin Vig = ys (Xj*) — Xjs olmasindan
hareketle 7,5(X;) = vs(X{) — Yp=q wnx (X)X almarak ispat gosterilebilir. Liang ve
Hérdle (1997)’ye bakiniz.

Teorik  olarak eger B  biliniyorsa X'f’y1  Y’nin igine  alarak
i W (&) (Y — XEB)'min  tahmini  Schennach (2004b) tarafindan  &nerilen
parametrik olmayan fonksiyonun tahminine doniislir. Burada hata dagilimi bilinmedigi
icin bu dagilimin ne olduguna bakilmaksizin Schennach (2004b)’nin ana sonuglarindan
birisi elde edilebilir;

max
1<isn

9Xi) - Z 0n (ED{gXD + Ay, 3| = 0(Ann)re/Fv),
k=1

Lemma 1°de V; = Ay; Ve @y = @y (%) alinarak sups ciznl X 0ne(EAYl = 0(1)
ifadesi elde edilebilir. Bu ise maxi<i<n|g(X]) — Xk=1 0 (&)gXp)| = 0(1)’i

gerektirir.

v:(.) (I =1,...,p) igin ispatlar Schennach (2004b)’deki Teorem?2’nin ispati ile
benzerdir. Boylece, y;(.)’nin Lipschitz siirekli oldugu goz Oniline alinarak
MaX;<i<n|V1(Xi) = Lk=1 @ne XDV (XIX] = Xp| < cp)| = 0(cp) elde edilir. Diger

taraftan

K () 10X = Xl > )

n
D onGEINX; = XKl > ) = ) =
n l
k=1 k=1 j=1 Kn ( hn )

B i I%K(hnf)exp[if(fz‘ —Z¥)U(XF — Xi| > cp)dE
& (%], ha)

dir. Schennach (2004b)’deki Teorem 2’nin ispati kabul edilerek bu esitligin pay ve

paydasinin sirasiyla nc, h, ve nh, mertebeli oldugu gosterilebilir. ¢,,’in sifira yaklagtig
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diistiniilerek aslinda Teorem 2’nin y;(.)’nin hemen hemen tiirevli olmasim igerdigi
goriilebilir.
Lemma 3: Varsayim 1-5’in saglandigi varsayilsin. Oyleyse lim,,_, n ' X7X = B

dir.

ispat: ]7ns(Xi*) = Vs(Xi*) - Z;clzl wnk(f;)xks olsun. st = )/S(X;) + Vjs’den
X'X (s,m =1,...,p)’ nin (s, m)-inci eleman,

st = st - 22=1wnk(f;)xks = )/S(X;) + V}'s - Z£=1wnk(f;)xks = Vns(Xi*) + Vjs,
n
ij = ij - Z wnk(f;)ka = ym(X;) + V}'m - Z wnk(f;)ka = Vnm(Xi*) + V}'m

k=1 k=1

den hareketle

n
> KoK =
j=1

M :
g_<
%)
\_<
3
+
I M 3
“<|
YoumY
S
N
\_<
3
+
b
‘§|
3
YoumY
S
N—r
+
T
N\
e
N—r
>
3
N\
S
N—r

j=1
n 3

3, m+ZR§$3n
j=1 q=1

dir. Gligli biiyiik sayilar yasasi limn_m%Z?zl V;,VI = B oldugunu bildirmektedir.

Ayrlca Vns(X;) = ys(X;) - 22:1 Wnk (fl*)[yS(Xl*) + Vks]
n n
= 10D = ) o ED = ) omeEVis
k=1 k=1

= ?S(XL*) - Z;clzl wnk(f;)vks
olur. Lemma 1’de aj = w(%;) ve V=V ve py =2, p, =0 alinirsa

Y1 Wi (X)Vis = 0(1) ve dolayisiyla Lemma 2’den 7,,,(X;) = 0(1) elde edilir. Bu

da R,(l?;)m = o(n) oldugunu godsterir. Bununla birlikte Cauchy-Schwarz esitsizliginden
R,(é)m =o(n) ve R,(i)m = o(n) olur.
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Teoremin Ispati:

Bo=(X7R) " (X77) = (X7X)'[X7(XB + gn (X)) + 57)]

n n n n
=1~ = ~ ~ ~ s
= (FTR) 7 XTRB+ ) Kugae+ ) Kibyi— ) Kid ) wn(RDAY,
i=1 i=1 1 ]=1

i=

n

n n n
= (X'I’X)_l(XTX‘)'B + (XTX;)_l Z)?igm- + ZXLA}IL - Z)?l Z a)n](ff)Ay]
i=1 i=1 j=1

i= i=1

- 1 n ~ n ~ n ~ n B
=B+ (X)) Kigi+ ) Xibyi= ) %id ) 0n(EDAY;
i=1 i=1 i=1 =1

olur. A(n) = n(XTX)™ ! ve gn; = g(X;) — Y01 wni (X)) g(X;) olmak iizere

n n n n
N oy —1 ~ ~ . ~
Va(B, — B) = Vn(X"X) ZXigni - ZXi anj(xi)AYj +ZXiA3’i
i=1 -1 (=1 i=1
n n n n
o A(m) |2 Z)’( AN @Ay b+ =S %A
=A4An) |—= i9ni — = i zwnj Xi )AY;j —Z Ay
ﬁi:l n= (= ﬁi:l

olur.

Lemma 3’e gére A(n) B~ Y’e yakinsamaktadir. Bu yiizden problemimiz

yukaridaki ifadenin sag tarafindaki parantez icindeki birinci ve ikinci terimlerin
olasilikta sifira yakinsadigini ve \%Z?zl)?iAyi’nin de sifir ortalama ve Q(X*, h,)B
kovaryans matrisle normal dagilima yakinsadigini kanatlar.

Buradaki ikinci ifade merkezi limit teoremi ve lemma 3 kullanilarak
gosterilebilir. Lemma 3’ten n()? X )_1’in B~1’e yakinsadigim biliyoruz. Merkezi limit

teoreminden \/% Y™ X;Ay;’nin kovaryans matrisinin Q(%*,h,) oldugu bilinmektedir.
Chen (1988)’de % (XTX), B~'’e yakinsarken \/Z(X'T)?)_l)?TAy - N(0,B7*Q(%", hy))
oldugu gosterilmistir. Simdi \/%)? TAy’nin nasil dagildigini  bulmak istiyoruz.
\/Z(XTX')_l)?TAy = n()?T)?)_l \;—ﬁ)?TAy = n()?TX)_l V—%XTAy’nin kovaryans matrisi
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B~1Q(%* h,) olup merkezi limit teoremi geregince limn_)oo\/%)?TAy = BQ(%*, h,))
oldugu gosterilmis olur.

[lk ifade icin;

Lemma 1’de r = 3,V}, = Ay, (ya da Vi), a;; = wy; (%)), p1 = 2/3 ve p, =0

alirsak asagidaki esitlikleri elde ederiz:
maXien [ Xko; Wk (XD Ayi| = 0(n™/3logn), (4.8)
max;<, | Xhoq Wnk ()il = 0(n"3logn) L=1,..,p. (4.9)
=1 Xijgni = 2iz1VijGni + Xi=1VnijGni — Di=1 2g=1 Onq(&i)Vyj Gn; olsun.

Lemma 1'de 7 =2V, =V, a;j = gnj 1/4 <p; < 1/3 ve p, =1—p; alirsak

|2 Viigni| = 0(n~@P1=/2) olur.
Lemma 2’den |¥7, ynijgm-| <n rirgxlgnil maxl-sn|ynij| = 0(1) dir.
Abel esitsizligi ve (4.9) denklemini kullanirsak,
o1 X1 @ng(B)Vgj Gni S 1 Max| gyl MaXisn| SGor wng (X)Vgj| = 0(1) olur.

Yukaridaki ifadeler \/% > Xigni'nin 0(1) olmasim gerektirir.

n n n n n n
{2 fkjwni(fi)} Ay; = Z {Z ijwni(ffé)} Ay; + Z {Z Ynkjwni(f;)} Ay;
i=1 =1 i=1 =1 i=1 Ue=1
n n n

1D 3D VaongGid oG | Ay

i=1 |k=1\g=1

oldugunu goz Oniine alalim. Simdi yukaridaki {i¢ terimin de o(nl/ 2) oldugunu

ispatlayalim.

Lemma 1’de 7 =2,V =Ay,,a; = Ype1 ijwni(f;),1/4 <p; < 1/3 ve
p, =1 —py alirsak |1 {X7-; Vijwn (W) }Ay;| = 0(n=#P1=D/2]ogn) elde ederiz.

Lemma 2 ve (4.8) denklemleriyle
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n

Z {Z Vnkj®ni (xk)} Ay;

=1

<n max max|ynk]| = 0(n*3c,logn)

Z ACANSY

elde ederiz. Abel esitsizligi, (4.8) ve (4.9) denklemlerini kullanirsak,

n

Z Z E:qu‘*’nq(xk) wn (X)) | Ay;
i=1 | k=1 =
E a)m(xk)Ayl max E wnq(

= 0(n'%log?n) = o(n'/?)

<n max

denklemini elde ederiz. Boylelikle teoremin ispati tamamlanmis olur.

- Parametrik Olmayan Boéliimiin Asimptotik Normalligi

Teorik  olarak eger B  biliniyorsa XTf’yr  Y’nin igine  alarak
YR wnX; (Y — XI' B)’nin tahmini Schennach (2004b) tarafindan &nerilen parametrik
olmayan fonksiyonun tahminine doniigir. Bu parametrik olmayan fonksiyonun

asimptotik normalligi i¢in Schennach (2004b)’ye bakiniz.

4.1.2 Hem Dogrusal Hem de Parametrik Olmayan Béliimde Olciim Hatalar

Olmasi Durumunda Yari Parametrik Regresyon

Denklem (4.1) ile verilen modelimizi diisiinelim. Ol¢iim mekanizmasindan ya da
cevrenin dogasindan dolay1 bazen X ve X* degiskenleri hatali 6l¢iilmiis olabilir. Yani X
ve X ™ asagidaki sekilde gozlenebilir:

Xt =X+ Ax",

x=X"+Ay,
burada Ax* ve Ay rasgele hatalardir. Burada Ax*, Ay ve (XT,X*, Ay)T karsikh olarak
birbirlerinden bagimsiz, X*, f (x*) gibi bilinmeyen bir yogunluga sahip, Ay bilinmeyen
bir dagilimdan gelen hata fonksiyonudur. Goézlenmemis bir rasgele degiskenin iki
hatali-bulasmis  Ol¢limlerinin  eklemeli yogunlugu biliniyorsa, bu degiskenin
yogunlugunun tanimlanmasinin olas1 olmast bilgisinden yararlanarak, hem dogrusal

hem de parametrik olmayan bdliimde 6l¢iim hatalar1 olmasit durumunda yar1 parametrik

57



4. ARASTIRMA BULGULARI

regresyon fonksiyonu i¢in yeni bir model tanimlayalim. Bu durumda Y,X ve X* i¢in
degiskenlerinde hata olan yar1 parametrik bir model:
y=X"B+g(x") + A4y,
xt =x+ Axt,
X" =x+Ax", (4.10)
X =x"+Ay,
z=x"4+ Az

seklindedir.

(X", X,Y) bir rasgele degiskenler (ya da vektorler) tigliisiinii gostersin ve verilen

(X", X) i¢in Y degiskeninin kosullu beklenen degerinin
EYIX,X)=X"B+g(x")

oldugu varsayilsin. Burada X,p ve X*,1 boyutlu degiskenler, S, (p X 1) boyutlu
bilinmeyen parametre vektorii ve g(.) bilinmeyen bir fonksiyondur. Modelde 1-4
varsayimlart  gegerlidir. ~ Ayrica  E(Ax™) = 0,Cov(Ax*) = Zp,+, E(Ax™) =0,
Cov(Ax™) = Zp,-ve E(AY|X, X" ) = 0,Var(Ay|X,X*) = aAzyoldugu varsayilmaktadir.

Bununla birlikte O'Azynin bilinmedigi ve Z5,+ > 0,Z5,- > 0 oldugu kabul edilmektedir.

Olgiim hatas1 hem dogrusal hem de parametrik olamayan boliimde oldugundan
tahmin problemi daha karmasiktir. Ilk olarak parametrik olmayan tahmin edici
olusturulurken ortaya ¢ikan Olglim hatasindan kaynaklanan ¢ok ciddi smnir
problemleriyle ilgilenilmesi gerekmektedir. Daha sonra parametrik olmayan g
fonksiyonunun tahmini lizerinde ¢ok giiclii bir etkiye sahip dogrusal boliimdeki 6l¢iim

hatas ile ilgilenilmelidir.
- Tahmin Edicilerin Olusturulmasi
UXH X)) =xt—EX*X") = x— EX|X") + Axt,
UX,X)=x"—EX|X)=x—EX|X") +Ax",

Ux* x*) = [UX*, X)) er U] Exixy + [Ax* erAx-]

=x— E(X|X*) + Ax*,

UY,x) =y—EXIX") = [x —EXIX)]"B + Ay,
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alalim. Buradaki X# degiskeni aslinda X degiskeninin tekrarli olarak hatali 6l¢iilmiis X+
ve X~ degiskenlerinin ortalamasi alinarak elde edilen degiskendir ve gdsterim kolayligi

saglanmasi agisindan modele eklenmistir. w(x*) = 0,[a, b] araliginda bir agirlik

. inf sup *
fonksiyonu olsun. a ve b, O< < *<bf( )_an*Sbf(x)<oo olacak

sekilde seg¢ilmelidir. Bu varsayim kernel tahmin edicisinin paydasindan kaynaklanan

sinir probleminden kaginmada énemli bir rol oynamaktadir.
S, = E[lUX*, X)HUX*, X)Tw(x")]
= E{[x — EX|X")][x — EX|X)]"w(x*)} + Ew(x*)Z,#
2 S+ 5324,
S, = E[lUX*, XU, X))w(x*)] = SB,
= E[(Ay — Ax*TB)?w(x")], (4.11)

alinsn.  Burada S = E{[x — E(X|X")][x — EXIX)]"w(x")}, S5 = E(w(x")) dur.

(Y, X#,X*)’ m yogunlugu f(y, x*,x*) ve

g1(x") = E(Y]X" = x7)

02(r) = EQCPIX" = x) 2 (g (), o, g1p &)

olsun. Eger S pozitif taniml1 bir matris (S > 0) ise 8, g(x*) ve JAZy’nin formiilleri

B = (51 - 532Ax#)_152

g(x*) = g1 (x*) — g2 (x)TB
O'Ay ﬁTZAx#ﬁ

olur. Artik 8, g ve JAZy tahminleri S3, S5, S3, 54 ve g1, g, tahminlerine indirgenmis oldu.

# #oy# #\T x
(4.10) modelinden n boyutlu bir 6rneklem alinsin {XJ (Xﬂ’l X2 - ’XJ'P) Yy X; ’}.
<js<n

B, JAZy ve g’nin tahminleri agagidaki yontemle elde edilir:

1. Adm: f(x")in tahmin edicisi f(x*) = My(%*, h,)dir. Burada h, bant
genisligi, My (%*, h,,) denklem (4.4)’de verilen ifadedir.
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2. Adim: (Y, X# X*)’1n eklemeli yogunluk fonksiyonu f(y, x*, x*)’1n tahmini:

N . 1 xf—x# -Y; 1 . % ~x
FOx%5) = o B Ty K (252 K (52 [[ 5 e Cmexplis e — 21|
olur.

3. Adim: g, (x*) ve g,(x*)’mn tahminleri

Y1 Kn(G" = 2)/h)Y;  E[yh'K(h7'(x" = %)) My, hy)
mK(G —x)/h)  ERTKGTI —2)] Mo(® hy)

gln(f*! hn) =

for Kn(G" =20 /R)XF E[XPRTK (A = 2))] Mo (&, he)
nK(—x)/h)  ETKGTG = 2] Mo(R hy)

an(f*» hn) =

elde edilir. Burada My(%*, h,) ve M,(%*, h,)) daha 6nce denklem (4.4)’de verilmistir.

m4 ()

Ayrica §,(§) = $o(®) —== = E[X} exp(igx")] igin

1
Mo 1) = 5 [ (s (§)exp(~ig7)dg

1 mx]# (f) s
= 5= | K80) e exp (=i )as
E[Xexp(ié2)]
Elexp(@2)]

E[X}]|E[exp(i§2)]
Elexp(i§z)]

1
= ] e (hé)Efexp(i€x™)] exp(—iE%")d¢

1

= ] K(hé)E[exp(iéx™)] exp(—ié%")d¢
1 . -

= ﬂf K(hf)E[Xj exp(i€x™)|exp(—iéx*)dé

1
= o [ ko) ([ BRI rGdexpiaydx ) exp(-igi)dg

1
- ff S-k(hexplig(x” — TIE[X] x"]f (x)dgd x°

Parseval esitliginden;
j % k(@) explieh(x" — )]dé = K(h1(x" — %))

= [hK (R~ (x" — %)) (E[X]ﬂx*]f(x*)) dx*
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= E[n'K(h (" — )E[x}

]| = E[xfrK (R (" — %))
dir.

4. Adim: (4.11) denklemine gore S, (q = 1,2,3),B ve g(.)’nin tahminleri elde
edilir:

(
~ T A
Sln = f f f(x# — gzn(f*,hn))(x# — an(f*' hn)) W(x*)f(y,x#,X*)dx#dydx* '

RP Rl R

Bon= [ [ [ (* = g b)) (3 = Gun R 2% 5w iy,
RP Rl R?

Son = f wx)f(x)dx”,

L R1

i¢in
A & & —1a AL~k A ~% A~ ~ % A
fn = (Sln - SBnZA#) Soms g(x ’ hn) = gln(x ’ hn) - an(x ’ hn)T.Bn
olur.

5. Adim: S, ve aAzy’nin tahminleri elde edilir:
& #T b g 2 ; # #
S| [ [ (== 6" 1)) wG)Fvxt, x)dxayex,
~2 _ & 48 _pT 7
07 = San/Szn ﬁnEAx#ﬁn-
- Parametrik Boliimiin Asimptotik Normalligi

Varsayim 10:

i. E(IX|I?|X* =x*) x*m simrh bir fonksiyonudur. Burada ||X|| Xin L?

normudur.
ii. S p X p boyutlu pozitif taniml1 bir matristir.

Teorem3: Verilen herhangi bir X* icin varsayim 1-10 un saglandig1 varsayilsin.
Ayrica E(1 + || Ax*||* + |Ay|2|IX[1?) < o0,y > 1 + 2y ve nh2(+2Y) & 0 nh2¥x 0,
Y (Ve = 3) varsayim 8 de de belirtilen bir tamsayr ve y diizgiinlik katsayist olsun.

Oyleyse;
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V(B — B) = N(0,Q,), Vn(62—0Z,) > N(0,92,)
olur. & (8) = ay, {|(x" = 910y — g2(x") = (x* = g1 (xIIB) + Zp 0B w(x)]
£2(8,9%,) = (0,,[(By — Ax*T Y w(x")] — (0B, + BTZB)} L2 igin

Q, = S7Cov[&,(R]STE, Q, =Var|&,(B,6,)]
dir.

Ispat: Schennach 2004b’de tanimlanan lemma ve teoremlerin 1s18inda cesitli
diizenlemeler ile hem dogrusal hem de parametrik olamayan boliimde 6lglim hatasi
bulunan modelimiz i¢in parametrik olmayan bdliimiin asimptotik normalligi
incelenebilir. Merkezi limit teoremi ve Teorem 2’nin ispatinda bulunan bazi temel

hesaplamalarla;

V(Bn = B) =Vt [(S1n = SsnZart) Son — (51 — S3%a) 'S,

= Vi(S1n = S3nZart) " [Son = (Sin = S3nZaxt) (51— S3Zper) o]
= VS [$20 = Sz = (Sin = SsnZat)(S1 = S5Za) 52 + 53]

= VS~ {(Son = 55) = (S1 = S3Zay#)” [(S1n — S3nZay#)Sz — (St — SsZp,#)S2]}

= \/ﬁs_l {(SAZTL - Sz) - (51 - S3ZAx#)_1[(SA1n - 51)52 - (SA3n - S3)ZAx#SZ]}
= V1S~ {(S2n — 52) = (St = S3Zapt) [(S1n — 51)S2 = (Son — S5)ZasS2]}
= \/Hs_l {(5‘21’1 - 52) - (gln - Sl)(Sl - S3ZAx#)—1SZ

+ (San = 53) %40k (51— $3%ap4)” S2)

= VS~ [(S2n — S2) = (S1n — S1)B + (S — S3)Zay# ]

— \/%;5—1 [fj1(.3) —-E (fj1(ﬁ))] +o0 (W) + 0(vnhYe)

= N(0,57*Cov[§1(B)D)

oldugu gosterilir. 2 i¢in ispat da benzer sekilde elde edilebilir (Zhu ve Cui 2003).
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- Parametrik Olmayan Boéliimiin Asimptotik Normalligi

Teorik  olarak eger B  biliniyorsa X'f’yr  Y’nin  igine  alarak
Y WX (Y — X B) nin tahmini Schennach (2004b) tarafindan &nerilen parametrik
olmayan fonksiyonun tahminine doniisiir. Bu parametrik olmayan fonksiyonun

asimptotik normalligi Schennach (2004b)’de bulunmustur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Onceki boliimde yar1 parametrik regresyon modelinde parametrik
olmayan kisimdaki veya hem parametrik olmayan kisimdaki hem de parametrik
kisimdaki degisken bilinmeyen bir dagilima sahip ardisik hatalarla o6l¢iildiigiinde
parametre tahminlerini elde eden metotlar sunulmustur. Ayrica bu yontemler ile elde
edilen tahmin edicilerin 6rneklem biiyiikliigli n sonsuza giderken yakinsadigi parametre
cevresindeki dagilimmin normal dagilima uyup uymadigini gozlemlemek igin bu

tahmin edicilerin asimptotik normallik 6zellikleri ayrintili bi¢imde incelenmistir.

Bu bolimde tahmin edicilerin sonlu Orneklem ozellikleri Monte Carlo
simiilasyonu yaklagimi ile arastirilmistir. Degiskenlerin ve bu degiskenlere bagl bazi
fonksiyonlarin simiile edilmesi asamasinda MATLAB bilgisayar programinda bazi
kodlar yazilmistir. Bu kodlara §,(x*) ve f,, tahmin edicilerini elde eden kodlar da

eklenerek simiilasyon ¢aligmasi tamamlanmustir.

5.1 Parametrik Olmayan Béliimde Olciim Hatalar1 Olmasi Durumunda

Yar1 Parametrik Regresyon Modeli i¢cin Bir Simiilasyon Calismasi

Bu Monte Carlo siimiilasyon ¢alismasinda p = 2 i¢in asagida tanimlanan
parametrik olmayan bdliimde oOl¢iim hatalar1 olmasi durumunda yar1 parametrik
regresyon modeli kullanilarak dort farkli 6rnek iizerinden §,(x*) ve B, tahmin
edicilerinin performanslarinin degerlendirilmesi amaglanmistir.

y=X"B+g(x")+A4y,

XZX*'FAX, (51)
z=x"+ Az

1
2

X — N,(0,1,) dagihmindan segilerek islemler siirdiiriilmiistiir. Ayrica tahmin edicilerin

(5.1) modelinde n =100, B = ( ), aAzy =0.25, x*=1 almarak ve

hesaplanmasinda kullanilan kernel fonksiyonu K(x*) = % ve kerel fonksiyonunun

Fourierinin pencere fonksiyonuyla carpimindan elde edilen degistirilmis hali

k(&) = W(&)k(&) olmak iizere £ = 0.5 icin pencere fonksiyonu
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(1+exp(0.5((1+ &)1 — (= —0.5)71)) ', -1 <& < —0.5

W) = ! ,—0.5<¢<0.5
(1+exp(0.5((1 -1 =(€-05)))  ,05<¢<1
0 ,d.y
(5.2)

olarak alinmistir. Burada k(&) = 1’dir.

Gn(x*) ve B, tahmin edicilerinin performanslarini 6lgmek amaciyla kullanilan
ve cizelge 5.1’de Ozetlenen dort 6rnek x*, Ay ve Az’nin siiper diizgiin ya da olagan
diizgiin olmas1 durumunda siiper diizgiin ya da olagan diizgiin g(x*)’in tahmininin ve
beraberinde 8’nin tahmininin gesitlenmesi amaciyla olusturulmustur. Ornek 1°de x*, Ay
ve Az siiper diizgiin bir dagilimdan geldiginde olagan diizgin g(x*)’mn tahmini,
ornek 2’de x*, Ay ve Az siiper diizgiin bir dagilimdan geldiginde siiper diizgiin g(x*)’1n
tahmini, 6rnek 3’de x* siiper diizgiin ve Ay,Az olagan diizgiin bir dagilimdan
geldiginde olagan diizgiin g(x*)’in tahmini, 6rnek 4’de ise x*, Ay ve Az olagan diizgiin
bir dagilimdan geldiginde olagan diizgiin g(x*)’in tahmini elde edilmistir. Elde edilen
g(x*)’lar ile birlikte f’nin tahminleri de olusturulmustur. Parametrelerin iretilmesi
asamasinda siiper diizglin dagilim olarak normal dagilim tercih edilirken olagan diizgiin

dagilim olarak diizgiin dagilim ve Laplace dagilimi tercih edilmistir. Olagan diizgiin

-1, x*< -1
regresyon fonksiyonu g(x*) =1{ x*, x* € [-1,1] seklindeki par¢ali dogrusal siirekli
1, x*>1

fonksiyon ile belirtilirken siiper diizgiin regresyon fonksiyonu g(x*) = % f;c et dt

seklindeki hata fonksiyonu ile belirtilmistir. Her bir Ornek icin kullanilan bant

genislikleri de Cizelge 5.1°de verilmistir.
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Cizelge 5.1. Simiilasyon ¢aligmasinda kullanilan &rnekler

ORNEKLER

x* = N(0,1),
Ay,Az - N(0,0.25),
Ay - N(0,0.25),

-1, x*< -1
gD =1x", x €[-11]
1, x*>1

x* = N(0,1),
Ay,Az - N(0,0.25),
Ay - N(0,0.25),

x*

2 2
N==]etdt
g9(x") nfe

0

x* = N(0,1),
Ay, Az — L(0,0.25),
Ay = N(0,0.25),

-1, x*< -1
gx") = [ x, x"€[-11]
1, x*>1

x* = Dizgiin dagilim [-2,2],
Ay,Az = L(0,0.25),
Ay - N(0,0.25),

-1, X' < -
gx*) =1 x7, x* e [-1,1]
1, x*>1

h,! =1.2(Inn)%%>

h;t =1.2(Inn)%%s

h,t =1.2(Inn)%%s

h,t = 1.2(Inn)%12%5

Cizelge 5.1°de verilen 4 farkli 6rnek icin elde ettigimiz ve 15 simiilasyon

denemesinin ortalama £, ve 62(x*) degerleri cizelge 5.2°de verilmistir. f’nin 3,

diisiik oldugu ve £, degerlerinin B’ya olduk¢a yakin oldugu goz oniine alindiginda 3,

tahmin edicisinin performansinin oldukca iyi bir sonug verdigi sdylenebilir.

Cizelge 5.2. Parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalari olmast durumunda yari parametrik

regresyon modeli i¢in olusturulan simiilasyon sonuglari

SIMULASYON SONUC DEGERLERI

ORNEK 1 ORNEK 2 ORNEK 3 ORNEK 4
£=(3) £=(3) £=(3) £=(3)
b= (1955) fn=(To285) b= (30601) B = (Toses)
5 = (5.0030) 5 = (0ags) 5 = (0.0054) 5= (5o191)

62(x*) = 0.0841

gix) =1
G.(x") = 0.9516
MSE = 0.1278

62(x") = 0.0113

g(x*) =0.8427
§,(x") = 0.5866
MSE = 0.1693

G2(x*) = 0.0064

gx) =1
Ga(x™) = 0.8048
MSE = 0.0957

G2(x*) = 0.0141

gix) =1
Gn(x") = 1.3648
MSE = 0.1412

Ayrica g(x*)’in §,(x*) tahmini i¢in elde edilen ortalama degerler de Cizelge

5.2’de bulunmustur. g(x*)’in §,(x*) tahmini i¢in hata kareler ortalamasi (MSE)

degerleri de elde edilmistir. MSE degerlerinin olduk¢a diisiik olduguna dikkat edilirse

Gn(x*)’in performansinin da oldukga iyi oldugu séylenebilir.
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5.2 Hem Dogrusal Hem de Parametrik Olmayan Béliimde Ol¢iim Hatalari
Olmasi1 Durumunda Yar1 Parametrik Regresyon Modeli icin Bir Simiilasyon

Calismasi

Bu Monte Carlo siimiilasyon calismasinda p = 2 i¢in asagida tanimlanan hem
dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalari olmast durumunda yari
parametrik regresyon modeli kullanilarak cizelge 5.1°de Ozetlenen dort farkli 6rnek
iizerinden §,(x*) ve B, tahmin edicilerinin performanslarmim degerlendirilmesi
amaclanmustir.

y=X"B+gx") +Ay,
xt =x+ Ax*t,

X~ =x+Ax", (5.3)
x=x"+Ay,
z=x"+ Az

Degiskenlerin ve bu degiskenlere bagli bazi fonksiyonlarin simiile edilmesi
asamasinda MATLAB bilgisayar programinda bazi kodlar yazilmistir. Bu kodlara
gn(x™) ve B, tahmin edicilerini elde eden kodlar da eklenerek simiilasyon caligmasi

baslatilmistir.

(5.3) modelinde Ax* Ay,Az ve (X,X*, Ay) karsilikli olarak birbirlerinden

1
2

w(x*) = 1,{x* <2} almarak ve X — N,(0,1,), Ax* — N,(0,0.25],) dagilimindan

bagimsiz rasgele degiskenler olmak tlizere n = 100, f = ( ), aAzy =0.25, x* =1,

secilerek islemler siirdiiriilmiistiir. Ayrica tahmin edicilerin hesaplanmasinda Boliim

5.1’de tamimlanan K (x*) ve (5.2) denklemiyle belirtilen W (&) kullanilmustir.

Cizelge 5.1°de verilen 4 farkli 6rnek i¢in elde ettigimiz ve 15 simiilasyon

denemesinin ortalama 3, ve 62 (x*) degerleri cizelge 5.3’te verilmistir. 8°nimn f3,, tahmin

oldugu ve f,, degerlerinin B’ya oldukca yakin oldugu géz éniine alindiginda 3, tahmin

edicisinin performansinin oldukga iyi bir sonug verdigi sdylenebilir.
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Cizelge 5.3. Hem dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalar1 olmasi durumunda

yar1 parametrik regresyon modeli i¢in olusturulan simiilasyon sonuglari

SIMULASYON SONUC DEGERLERI

ORNEK 1 ORNEK 2 ORNEK 3 ORNEK 4
£=(}) £=(3) £=(3) £=(3)
b= (gose) b= (17306) 8= (Foe10) 8= (F0074)
5 = (0.00042) 5 = (0.00006) 5= (0.00044) 5 = (0.00160)

62(x") = 0.5083

62(x") = 0.0333

62(x") = 0.1505

62(x") = 1.5850

gix) =1 g(x*) =0.8427 gxH=1 gix) =1
G,(x") = 1.1346 G, (x") = 0.5975 G (x") = 1.1372 §,(x") = 1.5125
MSE = 0.7395 MSE = 0.4354 MSE = 0.2542 MSE = 0.3039

Ayrica g(x*)’in g,(x*) tahmini i¢in elde edilen ortalama degerler de cizelge
5.3’te bulunmustur. g(x*)’in §,(x*) tahmini i¢in hata kareler ortalamasi (MSE)
degerleri de elde edilmistir. MSE degerlerinin oldukc¢a diisiik olduguna dikkat edilirse

Jn(x™)’in performansinin da oldukga iyi oldugu sdylenebilir.

5.3 Sonu¢

Yar1 parametrik regresyon iizerine yaptigimiz bu ¢alisma, yillardir bircok alanda
kullanilan 6l¢iim hatasi olmas1 durumunda yar1 parametrik regresyon analizine yeni bir
katki saglamaktadir. Bu tez ile, Ol¢iim hatalarinin bilinmesi zorunlulugunun
bulunmamasindan dolay1 geleneksel Nadaraya-Watson tahmin edicinin genisletilmis bir
hali olarak diisiiniilebilecek iki yeni kernel tabanli yar1 parametrik tahmin edici
sunulmustur. Birincisi parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalar1 olmasi1 durumunda
yar1 parametrik regresyon modeli i¢in parametre tahminlerini, ikincisi ise hem dogrusal
hem de parametrik olmayan bdliimde 6l¢iim hatalar1 olmasit durumunda yar1 parametrik

regresyon modeli i¢in parametre tahminlerini icermektedir.

Literatiirde 6l¢iim hatali degiskenli yar1 parametrik regresyon yontemleri sadece
Ol¢iim hatasinin yogunluk fonksiyonunun bilinmesi varsayimiyla g¢alisilmistir. Bu
yiizden bizim tahmin edicilerimizin en dnemli 6zelligi kernel dekonvoliisyon tahmin
yonteminin tersine Ol¢iim hatasinin dagilimi hakkinda herhangi bir bilgiye gerek

duymamasidir.
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Hem dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde oOl¢iim hatalart olmasi
durumunda yar1 parametrik regresyon modeli icin parametre tahminlerinin elde edilmesi
stiper diizgiin hatalarda olduk¢a zordur. Bu nedenle literatiirdeki yazarlar sadece X*
hatasinin olagan diizglin dagilima sahip olmasi1 durumunu incelemislerdir. Bu problem
Nadaraya-Watson tahmin edicisinin fourier yaklasimi ile ¢oziildii. Ciinkii bu metot hem

stiper diizgiin hem de olagan diizgiin dagilimlar i¢in ele alinabilmektedir.

Elde edilen sonuclar, Schennach (2004) tarafindan ¢alisilan 6l¢iim hatali
parametrik olmayan regresyon yonteminin 6zel bir durumu olarak diisiiniilebilir. Bu
durumda literatiirdeki yar1 parametrik regresyon i¢in yapilan tim calismalarda sonlu
siral1 kernel fonksiyonlar1 kullanilmigken ¢alismamizda hem sonlu hem de sonsuz sirali

kerneller kullanilmistir.

Yine literatiirde asimptotik normalliginin incelenmesi siiper diizgiin hatalarda
oldukca zor oldugundan hem dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde ol¢iim
hatalar1 olmasi durumunda yar1 parametrik regresyon modeli icin parametre
tahminlerinin asimptotik normallikleri bizim yontemimiz yardimiyla incelenebilmis ve
sonug olarak 3, ve 62 tahmin edicilerinin asimptotik olarak normal dagildig: bilgisine

ulagilmastir.

Sonlu orneklem oOzelliklerinin incelenmesi i¢in yapti§imiz simiilasyon
caligmalarinda 15 tekrar, 100 Orneklem biyiikligli ve iki bagimsiz degiskenli
parametrik olmayan bdliimde O6l¢iim hatalar1 olmasi durumunda yar1 parametrik
regresyon ve hem dogrusal hem de parametrik olmayan boliimde 6l¢iim hatalar1 olmasi
durumunda yar1 parametrik regresyon modellerimiz i¢in B’nm tahmini f,, o’mn
tahmini 62 ve g(x*)’in tahmini §,(x*)’in performanslari degerlendirilmistir. £, icin
bulunan standart hatalarmn oldukga diisiik oldugu ve 3, degerlerinin 8’ya oldukca yakin
oldugu goz 6niine alindiginda 3, tahmin edicisinin performansinin oldukea iyi oldugu
gosterilmistir. Ayrica g(x*)’in §,(x*) tahmini i¢in elde edilen hata kareler ortalamasi
(MSE) degerlerinin diisiik olmasina dikkat edildiginde g,(x*)’in performansinin da

oldukca iyi oldugu sdylenebilmistir.
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EKLER
EK 1:

Ornek 1’deki Degisken ve Fonksiyonlar1 Ureten MATLAB Kodu:

x1l=normrnd (0,1, [100,2]);
x2=normrnd (0,1, [100,2]);

dxl=normrnd(0,0.25, [100,2]);
dx2=normrnd (0,0.25, [100,2]);

xs=normrnd (0,1, [100,1]);

dki=normrnd(0,0.25, [100,1]);
dz=normrnd(0,0.25,[100,11]);
dy=normrnd(0,0.25, [100,17) ;

X1= x1+ dx1;
X2= x2+ dx2;
x=( X1+ X2)/2;

dx= (dx1+ dx2)/2;:

ki=xs+dki;
z=xs+dz;

beta=[1;2];

n=size(x,1);
p=size(x,2);

h=1/(1.2*(log(n))"0.25);

for i=1:n

g=Sxs';
y=x*beta+tg+dy;

for i=1:n
if xs(i)<=2

w(i)=1;

else w(i)=0;
end

end

w=w';

cov_dxl= cov(dxl);
cov_dx2= cov (dx2);
cov_dx= cov (dx);
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Ornek 2’deki Degisken ve Fonksiyonlar1 Ureten MATLAB Kodu:

x1l=normrnd (

0
x2=normrnd (0

[

dxl=normrnd(0,0.25, [100,2]);
dx2=normrnd(0,0.25, [100,2]);

xs=normrnd (0,1, [100,1]);

dki=normrnd(0,0.25, [100,1]);
dz=normrnd(0,0.25, [100,1]) ;
dy=normrnd(0,0.25, [100,1]);

X1l= x1+4 dx1;
X2= x2+ dx2;
x=( X1+ X2)/2;

dx= (dx1l+ dx2)/2;

ki=xs+dki;
z=xs+dz;

beta=[1;2];

n=size(x,1);
p=size(x,2);

h=1/(1.2*(log(n))~0.25);

g=erf (xs);

y=x*beta+g+dy;

for i=1:n
if xs(i)<=2

w(i)=1;

else w(i)=0;
end

end

w=w';

cov_dxl= cov(dxl);
cov_dx2= cov (dx2);
cov_dx= cov (dx);
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Ornek 3’deki Degisken ve Fonksiyonlar1 Ureten MATLAB Kodu:

x1l=normrnd (

0
x2=normrnd (0

[

dxl=normrnd(0,0.25, [100,2]);
dx2=normrnd(0,0.25, [100,2]);

xs=normrnd (0,1, [100,1]);

dkil=rand(100,1);

dki=0-0.25*sign (dkil-0.5).*log(1-2*abs (dkil-0.5));
dzl=rand(100,1);
dz=0-0.25*sign (dz1-0.5) . *log(1-2*abs (dz1-0.5));
dy=normrnd(0,0.25, [100,1]) ;

X1l= x1+ dx1;
X2= x2+ dx2;
x=( X1+ X2)/2;

dx= (dx1l+ dx2)/2;

ki=xs+dki;
z=xs+dz;

beta=[1;2];

n=size(x,1);
p=size(x,2);

h=1/(1.2*(log(n))"0.25);

g=Sxs';

y=x*beta+g+dy;

for i=1:n
1f xs(i)<=2

w(i)=1;

else w(i)=0;
end

end

w=w';

cov_dxl= cov(dxl);
cov_dx2= cov (dx2);
cov_dx= cov (dx);
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Ornek 4’deki Degisken ve Fonksiyonlar1 Ureten MATLAB Kodu:

x1l=normrnd (

0
x2=normrnd (0

[

dxl=normrnd(0,0.25, [100,2]);
dx2=normrnd(0,0.25, [100,2]);

xs=unifrnd(-2,2, [100,1]);

dkil=rand(100,1);

dki=0-0.25*sign (dkil-0.5).*log(1-2*abs (dkil-0.5));
dzl=rand(100,1);
dz=0-0.25*sign (dz1-0.5) . *log(1-2*abs (dz1-0.5));
dy=normrnd(0,0.25, [100,1]) ;

X1l= x1+ dx1;
X2= x2+ dx2;
x=( X1+ X2)/2;

dx= (dx1l+ dx2)/2;

ki=xs+dki;
z=xs+dz;

beta=[1;2];

n=size(x,1);
p=size(x,2);

h=1/(1.2*(n)"0.125);

g=Sxs';

y=x*beta+g+dy;

for i=1:n
1f xs(i)<=2

w(i)=1;

else w(i)=0;
end

end

w=w';

cov_dxl= cov(dxl);
cov_dx2= cov (dx2);
cov_dx= cov (dx);
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EK 2:

g1 ve g, Fonksiyonlarim Ureten MATLAB Kodu:

function g2 = g2(ki,x,y,z,n,h)

syms v;

syms ksi;

syms m ki;
syms m 1;

syms m 11;
syms m hash 1;
syms m hash 2;
syms temp;
temp=0;

for indl=1:n
m_ki=temp+ki (indl, 1) *exp (1i*v* (z (indl,1)));
temp=m_ki;

end

$m_ ki

temp=0;

for indl=1:n
m_l=tempt+exp (1i*v*(z(indl,1)));
temp=m_1;

end

sm 1

g=(li*m ki)/m 1;
a=int(q,v,0,ksi);
fi_O=exp(a);

b0l=fi O*exp(-1li*ksi);
b02=fi O*exp(-li*ksi)* (1/(l+exp((0.5/(1-h*ksi))-(0.5/(h*ksi-0.5))
b03=fi O*exp(-li*ksi)* (1/(l+exp((0.5/(1+h*ksi))-(0.5/(-h*ksi-0.5)

)

)))
))))
M Ol=double (int (b01,ksi,-1/h,1/h));

M 02=double (int (b02,ksi, 0.5/h,1/h));

M_03=double (int (b03,ksi,-1/h,-0.5/h));
M 0=(1/(2%pi))* (M_01+M_02+M 03)

temp=0;

for indl=1:n
m_y=temp+y (indl, 1) *exp (1i*ksi* (z (indl,1)));
temp=m_y;

end

sm_y

temp=0;

for indl=1:n
m ll=temp+exp (li*ksi* (z(indl,1)));
temp=m_11;

end

sm_11

fi 1=(m y/m 11)*fi 0;

bll=fi l*exp(-li*ksi);
bl2=fi 1*exp(-1li*ksi)*(1/(1l+exp((0.5/(1-h*ksi))-(0.5/(h*ksi-0.5))
bl3=fi 1*exp(-1li*ksi)*(1/(1l+exp((0.5/(1+h*ksi))-(0.5/(-h*ksi-0.5)

)

)))
))))
M 1l=double (int (bll,ksi,-1/h,1/h));

M 12=double (int (b12,ksi,0.5/h,1/h));

M 13=double (int (b13,ksi,-1/h,-0.5/h));

M 1=(1/(2%pi))* (M_11+M_12+M 13)
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temp=0;

for indl=1:n
m_hash l=temp+x(indl, 1) *exp(li*ksi*(z(indl,1)));
temp=m_hash_1;

end

%m_hash 1

temp=0;

for indl=1:n
m_hash 2=temp+x(indl,2) *exp(li*ksi*(z(indl,1)));
temp=m_hash_2;

end

%m_hash 2

m_hash=[m _hash 1 m hash 2];
fi 2=(m_hash./m 11).*fi 0;

b21=fi 2'*exp(-li*ksi);
b22=fi 2'*exp(-1li*ksi)* (1/(1l+exp((0.5/(1-h*ksi) (

)=(0.5/(h*ksi-0.5)))
b23=fi 2'*exp(-1i*ksi)* (1/(1+exp((0.5/ (1+h*ksi))-(

.5/ (-h*ksi-0.5))

)

0 )
0 ))

)i

M 21=double (int (b21,ksi,-1/h,1/h));
M 22=double (int (b22,ksi, 0.5/h,1/h));
M 23=double (int (b23,ksi,-1/h,-0.5/h));

M 2=(1/(2%pi))* (M_21+M 22+M 23)
gl=M 1/ MO

g2=M 2./ M 0;
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EK 3:

Parametrik Olmayan Boliimde Hata Bulunan Yar1 Parametrik Regresyon

Modeli icin f,, Parametresini Ureten MATLAB Kodu:

function betal = betal (h,M 0,x,y)

syms ksi;

b0l=exp (-1li*ksi);

b02=exp (-1i*ksi) *(1/ (1+exp((0.5/ (1-h*ksi))-(0.5/(h*ksi-0.5)))));
*(1/ (1+exp ((0.5/ (1+h*ksi))-(0.5/(-h*ksi-0.5)))));

b03=exp (~1i*ksi)

w_0l=double (int (b01,ksi,-1/h,1/h));
w_02=double (int (b02,ksi,0.5/h,1/h));
w_03=double (int (b03,ksi,-1/h,-0.5/h));

w 0=(1/(2*pi))*(w _0l+w 02+w 03);

W 0=(w 0/M 0);

x_tilda=x-x*W_0;

y_tilda=y-y*W 0;
betal=inv(x_tilda'*x_tilda)*x_tilda'*y tilda;
end
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EK 4:

Tiim Degiskenlerinde Hata Olan Yar1 Parametrik Regresyon Modeli i¢in
g Fonksiyonunu ve 8,, Parametresini Ureten MATLAB Kodu:

function g n = g n (x,y,xs,91,92,M 0,cov_dx,n,p,h)

xx1l = sym('xx1', [n,1]) ;
xx2 = sym('xx2',[n,1]1) ;
yy = sym('yy', [n, l]) i
xxXss = sym('xxss', [n,1]) ;

for i=1:n
for j=1:n
k1(i,3)=x(1,1)-x(3,1);
end

for i=1:n
for j=1:n
k2(i,3)=x(1,2)-x(3,2);
end

for i=1:n
for j=1:n
k3(i,9)=y(i,1)-y(3,1);
end

end

for i=1:n
for j=1:n
K4 (1,9)=xs (1,1)-xs (3,1) ;
end

end

kd4l=sum(k4,1);

a=-kl.*cos (k1) +sin (k1) ;

Sint ((xx1(:,1)-x(:,1)) .*sin(xx1(:,1)-x(:,1)),-inf,inf
b=-cos (k1) ;

$int (sin(xx1(:,1)-x(:,1)),-inf,inf)

c=-cos (k2);

$int (sin(xx2(:,1)-x(:,2)),-inf,inf
d=—k2.*cos(k2)+51n(k2),
$int ((xx2(:,1)-x(:,2)) .*sin(xx2(:,1)-x(:,2)),-1inf,inf

e=-cos (k3) ;
?int(sin(yy(
f=(x(:,1)-g2 ( )
g=repmat(f 1,10
=((x(:,1)-g2(1

1)-y(:,1)),-inf, inf)

)i

0

)
l repmat (k, 1,100

)i

0

)

0

*(x(:,1)-92(1)));
o=(x(:,2)-92(2)
r=repmat (o,1,10
=((x(:,2)-g2(2
t:repmat(s 1,10
u=y(:,1);
v=repmat (u,1,100);

*(x(:,2)-92(2)));

;

)i
).
)i
)i
).
)i

Sllxl=a+2*g.*b+1*pi;

Sint ((xx1(:,1)-x(:,1)).*sin(xx1(:,1)-x(:,1)))+2*(x(:,1)-g2 (1)) .*int(sin(xx1(:,1)-x(:,1)))+((x(:,1)~-
g2 (1)) .*(x(:,1)-g2(1))) .*int ((sin(xx1(:,1)-x(:,1))) ./ (xx1(:,1)-x(:,1)))

S1llx2=pi;

Sint ((sin(xx2(:,1)-x(:,2))) ./ (xx2(:,1)-x(:,2)))

Slly=pi;

$int ((sin(yy(:,1)-y(:,1))) ./ (yy(:, 1) -y (:,1)))

Sllxs=pi;

$int ((sin(xxss(:,1)-xs(:,1)))./(xxss(:,1)-xs(:,1)))
Sll=sum(S11x1.*S11x2.*S1ly.*Sllxs,1);

S12xl=b+g*pi;
$int (sin(xx1(:,1)-x(:,1)))+(x(:,1)-g2(1)).*int ((sin(xx1(:,1)-x(:,1)))./(xx1(:,1)-x(:,1)))
Sl2x2=c+r*pi;
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Fint (sin(xx2(:,1)-x(:,2)))+(x(:,2)=-g2(2)) .*int ((sin(xx2(:,1)-x(:,2))) ./ (xx2(:,1)-x(:

S12=sum(S12x1.*S12x2.*S1ly.*Sllxs,1);

S22x2=d+2*r.*c+t*pi;

Sint ((xx2(:,1)-x(:,2)) .*sin(xx2(:,1)-x(:,2)))+2*(x(:,2)-g2(2)) .*int (sin(xx2(:,1)-x(
g2(2)).*(x(:,2)-g2(2))) .*int ((sin(xx2(:,1)-x(:,2))) ./ (xx2(:,1)-x(:,2)))

S22x1=pi;

$int ((sin(xx1(:,1)-x(:,1)))./(xx1(:,1)-x(:,1)),-inf,inf

S22=sum(S22x1.*S22x2.*S1ly.*Sllxs,1);

S2_1x1=512x1;

S2_1x2=pi;

S2_ly=e+v*pi;

$int (sin(yy(:,1)-y(:,1)),-inf,inf)+y(:,1) *pi
S2_1xs=pi;

S2 l=sum(S2 1x1.*S2 1x2.*S2 1ly.*S2 1xs,1);

S2 2x2=812x2;
S2_2x1=pi;

S2 2y=S2 1ly;
S2_ 2xs=pi;

S2_2=sum(S2_2x1.%*S2_2x2.*S2_2y.*S2_2xs,1);
S2=(1/(pi)"4)*(1/(n*h" (p+2))) *[sum(S2_1); sum(S2_2)];
S1=(1/(pi)"4)*(1/(n*h" (p+2))) *[sum(S1l1l), sum(S12); sum(S12), sum(S22)];
S3= M_O*sum(k41l);

betta=inv (S1-S3*cov_dx)

g _n=gl-g2'*betta;

end
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EK 5:

62 Degerini iireten MATLAB Kodu:

function variance = variance(x,y,xXs,g_n_ort,beta ort,M 0,cov_dx,n,p,h)

for i=1:n
for j=1:n
k1(i,3)=x(i,1)-x(3,1);
end

for i=1:n
for j=1:n
k2(i,3)=x(1,2)-x(J,2);
end

end

for i=1:n
for j=1:n
k3(i,9)=y(i,1)-y(3,1);
end

end

for i=1:n
k4(i,1)=1-xs(i,1);

end

k4l=sum (k4) ;

a=-kl.*cos (k1) +sin (k1) ;

$int ((xx1(:,1)-x(:,1)) .*sin(xx1(:,1)-x(:,1)),-inf, inf
b=-cos (k1) ;

$int (sin(xx1(:,1)-x(:,1)),-inf,inf

c=-cos (k2) ;

$int (sin(xx2(:,1)-x(:,2)),-inf,inf)
d=-k2.*cos (k2) +sin (k2) ;

$int ((xx2(:,1)-x(:,2)) .*sin(xx2(:,1)-x(:,2)),-inf, inf
e=-cos (k3) ;

Sint (sin(yy(:,1)-y(
i=-k3.*cos (k3)+sin(
Sint ((yy(:,1)-y(:,1

:,1)),-inf, inf)
k3) ;
)) . *sin(yy(:,1)-y(:,1)),-inf,inf

aa=(y(:,1)-g_n_ort).*(y(:,1)-g_n_ort);
bb=repmat (aa,1,100) ;
cc=x(:,1).*x(:,1);
dd=repmat (cc,1,100);
ee=x(:,1);

ff=repmat (ee,1,100);
gg=x(:,2).%*x(:,2);
hh=repmat (gg,1,100) ;
ii=y(:,1)-g n ort;
jj=repmat (ii, 1,100);
kk=x(:,2);

ll=repmat (kk,1,100);

S4l=sum (pi*pi* (i+2*jj.*e+bb*pi),1);

S42=sum( ((beta ort(1l,1))"2)* (a+2*ff.*b+dd*pi) *pi*pi,1);
S43=sum( ((beta ort(2,1))"2)*pi* (d+2*11l.*c+hh*pi) *pi, 1)
S44=sum( (-2) *beta_ort (1,1)* (b+ff*pi) *pi.* (e+jj*pi),1);
S45=sum((-2) *beta ort(2,1)*pi* (c+ll*pi).*(e+tjj*pi),1);
S46=sum(2*beta ort(l,1)*beta ort(2,1)* (a+ff*pi).*(c+ll*pi)*pi,1);

7

S4=(1/(pi)~4)*(1/ (n*h" (p+2))) *sum( (S41+S42+543+544+545+546) *pi) /n;
S3= M _0*k41;

variance=abs (S4/S3-beta ort'*cov dx*beta ort)

% MSE g=sum((l-g_hat).*(1-g hat))/15

end
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Dicle Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii’'nde Arastirma Gorevlisi olarak
goreve basladim. 2008 yilinda Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’'nde yiiksek
lisansa basladim ve 2011 yilinda mezun olum. 2011 yilinda Dicle Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii’nde doktora yapmaya hak kazandim.
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