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2015

Bu ¢alismada sq, S5, ...,S, € Nigin s; <55 < -+ <5, Ve (Sq,Sy, ..., S,)=1 olmak iizere ,

n
S =<81,52, 0,8, >= {Zki.si 2 k; EN}

i=1
seklindeki bir sayisal yarigrubun ,
H(S) ={xeN:x ¢S}
bosluklar kiimesi ve
FH(S) = {x € H(S) : {2x,3x} c S}
temel bosluklarin kiimesi ile ilgili baz1 sonuglar verilmektedir.

Anahtar kelimeler: Sayisal yarigrup, Frobenius sayisi, simetrik sayisal yarigrup ve bosluklar
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In this study, we will give some results about the set of gapsof S H(S) = {x € N:x ¢ S},
and the set of fundamental gaps of S,

FH(S) = {x € H(S): {2x,3x} € S}

where
n
S =<81,52, 0,8, >= {Zki.si t k; € N}
i=1
is numerical semigroup, where 0<s; <s,<--<s, and ( s1,5;, ...,8,)=1 for

S1,S2, ..., Sp €N,

Key words: Numerical semigroup, Frobenius number, symmetric numerical semigroup and
gaps.



KISALTMA VE SIMGELER

Mantik

= . Esittir

* : Farkhdir

= : Denktir

= : Ise, Gerektirir, gerek (kosul)

& : ancak icin

& @ ancakve ancak,icin gerek ve yeter sart
Niceleyiciler

4 : Evrensel

= : Varliksal

Kiimeler

€ : Elemamdir

& : Eleman degildir

c : Altkiimesidir

2 : Kapsar

U : birlesim

N : kesisim

> : Toplam sembolii

[ 1 : Kendisinden biiyiik veya esit en kiiciik tamsay1
| | : Kendisinden kiiciik veya esit en biiyiik tamsay1



S bir sayisal yarigrup olmak iizere ; Bazi 6zel Kiimeler , Siniflar ve fonksiyonlar

(S,*) : Cebirsel yap1

(A) : Uretecler kiimesi

g(S) : Frobenius sayis1

G(S) : Sayisal yarigrubun cinsi

c : Kondiiktor(Iletici)

H(S) . Bosluklar Kiimesi

N(S) : Belirteg Sayisi

u(S) : S nin kathilig

e(S) :  Indirgenme boyutu

FH(S) : Temel bosluklar Kiimesi

K(S) : S nin kutup noktalarinm kiimesi
Pg(S) : Pseudo Simetrik elemanlarm kiimesi

#(H(S)) : bosluklar Kiimesinin eleman sayisi

<s : S kiimesinde siralama bagintis1

Parantez Benzeri Isaretlerin kullanimi

(a,b) :  a,b nin en biiyiik ortak boleni

{a, b} :  Elemanlar1 a ve b olan kiime

VI
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1. GIRIS

Sayisal yarigruplar, Soyut Cebir ve Sayilar teorisinde olduk¢a 6nemli ve genis
bir yere sahiptir. Ozellikle Kriptoloji (sifreleme) alaninda, sayisal yarigruplarin
bosluklar1 ve bunlarin uygulanmasi 6nemini dahada arttirmaktadir. Bununla birlikte
Sayisal yarigruplar, giincel konularda da kullanilmaktadir. Ornegin bozuk para problemi
olarakta bilinen Frobenius problemi bunlardan biridir ve ¢6ziimii sayisal yarigruplardaki
Frobenius sayis1 bulma problemi olarak karsimiza ¢ikar. Sayisal yarigruplarda bosluklar
ve temel bosluklar kiimelerinin bulunmasinda da yine Frobenius sayisindan
faydalanilmaktadir. Bu c¢aligmada Frobenius sayist ve ilgili teoremler yardimiyla
sayisal yarigruplarda bosluklar ve temel bosluklar kiimeleri hesaplanarak, bosluklar

sayisinin bulunmasinda elde edilmis formiiller detayli bir sekilde incelenmektedir.

Bu calisma bes bolimden olugmaktadir. Birinci boliim olan giris bolimii

calismanin icerigi ve genel goriiniimii hakkinda bilgi vermektedir.

Ikinci boliimde tezin yaziminda yararlamlan kaynaklar ele alinarak sayisal
yarigruplarda bosluklar ve temel bosluklarin hesaplanmasi ve gerekli temel bilgilerin
elde edilmesine iliskin daha once yapilmig c¢alismalar hakkinda kisa bilgiler yer

almaktadir.

Uciincii  boliim olan materyal ve metot bdliimiinde ise sayisal yariguplar
teorisinde ¢ok sik kullanilan Frobenius sayisi, Apery kiimesi, Simetrik ve Pseudo
simetrik sayisal yarigruplar gibi tez i¢in temel bilgiler olusturacak kavramlar ve

bunlarla ilgili bazi teorem ve uygulamalar verilmektedir.

Arastirma bulgular1 bolimiinde de,materyal ve metot bolimiinden elde edilen
bilgiler ile katlilig1 ii¢ ve dort olan S sayisal yarigrubunun bosluklar1 kiimesi H(S)

hesaplanarak, tiiriit G(S) ve ileticisi (c) arasindaki bagintilar incelenmektedir.

Besinci boliim olan sonu¢ boliimiinde bir S sayisal yarigrubun bosluklar

kiimesinden faydalanarak olusturulan temel bosluklar kiimesi,
FH(S) = {x € H(S):{2x,3x} c S}

ile ilgili baz1 sonuglar ele alinmaktadir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Bir sayisal yarigrupla ilgili karsilagilan ilk problem, 1884 te Slyvester
problemidir. (Bu problem ; g Frobenius sayisive (s;,s;)=1 olacak sekilde
S1,S2,Mq,n, € N olmak {izere, en biiyiikk g tamsayisinin n,s;+n,s, seklinde bir lineer
kombinasyon olarak yazilip yazilamayacagi problemi olarak bilinir). 1958-1978 yillar1
arasinda bahsedilen lineer kombinasyonlar ve Frobenius sayis1 hakkinda bir ¢ok yeni
arastirma yapilmistir. 1984 yilinda Gilmer bir ¢alismasinda sayisal yarigruplarin sonlu
olarak da tiiretilebilecegini agiklamistir. Froberg ve arkadaslar1 1987°de yayimladiklari

caligmalarinda Apery kiimesini
Sis)={tes:t—s ¢S,ses\{0}}
olarak tanimlamistir.

Bir sayisal yarigrubun Frobenius sayismnin bulunmasini kolaylastiracak bazi

formiiller 1990 da Curtis tarafindan gelistirilmistir.

Rosales ve arkadaslar1 1996°da sayisal yarigruplarin Apery kiimeleri ile pseudo
simetriklik arasindaki ilskiyi incelemislerdir. 2000-2006 yillar1 arasinda ise sayisal

yarigruplarda bosluklari hesaplanmasi ile ilgili 6nemli ¢alismalar yapilmstir:

J.L.Ramirez Alfonsin’in ¢alismasi da bunlardan biridir Ramirez “’Gaps in
semigroups’’baglikli  ¢alismasinda ardisik tamsayilar ile olusturulan sayisal
yarigruplarda bosluklarla ilgili a¢ik formiiller vererek,bunlar1 Apery kiimeleri ve Pick’s

teoremini kullanarak kanitlar olusturmus.(J.L Ramirez Alfonsin)

Rosales 2005’ de yaptig1 ¢alismalarda ti¢ ve dort katlilikli sayisal yarigruplari

inceleyerek bosluklar1 bulmada kolaylik saglayacak formiiller elde etmistir

J.C Rosales, P.A Garcia ve J.A Jimenez 2004’de beraber yaptiklar1 ¢alismada
sayisal yarigruplarda temel bosluklar (Fundementals gaps) kavrammi ilk kez
tanitmislardir. Bu c¢alismada Frobeniiis sayist verilen bir sayisal yarigrubun temel
bosluklarinin alt ve {iist sinirlar1 verilerek temel bosluklarin 6zelliklerinden bazi

uygulamalar gelistirilmistir.(Rosales,J.C 2005)

Yine Rosales 2005 ° de iki elemanla olusturulan sayisal yarigruplarin temel

bosluklarini inceleyerek
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FH(S) = {x € H(S) : kx €S,k =2}

seklindeki sayisal yarigruplardaki temel bosluklarin hesaplanabilmesi igin baz1

ozel formiiller vermistir (Rosales,J.C 2005).
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3. MATERYAL VE METOT
3.1 Materyal

Bu tez calismasinda temelde materyal olarak, ‘sayisal yarigrup’ , ‘Frobenius
sayisi’ ve ° sayisal yarigruplarda bosluklar’ yapilar1 kullanilmis olup alt basliklarda
yer alan ve ¢aligmaya yon veren tanim ve teoremler kullanilarak bosluklar kiimesiyle
ilgili agiklamalar yapilmistir.

Bu c¢alisma boyunca (S,*) cebirsel yapist tanimlanmis olup H(S) ve FH(S)

kiimeleri ile ilgili baz1 sonuglar derlenmistir.

3.2 Metot
Bu kesimde tez konusu ile ilgili daha 6nce yazilmis olan ¢alismalar esas alinarak
sayisal yarigruplarda ¢ok sik kullanilan ve bosluklar kiimesinin bulunmasina yardimci
olan Frobenius sayis1 ,Cinsi, Apery kiimeleri ve konu ile ilgili gerekli tiim kavramlarin
tanimlari, uygulamalar1 ile birlikte verilmistir. Verilen bu kavramlar yardimiyla
Arastirma bulgular1 boliimiinde yer alan sayisal yarigruplarm bosluklari kiimesi ile
ilgili hesaplamalarin ve kullanilan formiillerin daha iyi anlasgilmasi amaglanmaktadir.
Bunun i¢in de ilgili teorem ve sonuglar birlikte verilmistir.
Boylece bu boliimden elde edilen bilgiler dogrultusunda sonug¢ béliimiinde, temel
bosluklar kiimesinin hesaplanmasmi ve eleman sayisinin bulunmasimi kolaylastiran

daha kapsamli ve gelistirilmis teoremlere yer verilmistir.

3.2.1 Temel Bilgiler

Bu boliimde, sayisal yarigruplar teorisinde ¢ok kullanilan, ¢alismamizin temelini
olusturan ve bu tezin daha iyi anlasilmasi i¢in gerekli temel bilgiler yer almaktadir.

3.2.1.1 Tammm

S # @, S kiimesi iizerinde * islemi verilsin. Eger

Yab,c €S icin (axb)xc=ax(bxc)

ozelligi saglaniyorsa (S,*) cebirsel yapisina yarigrup adi verilir.
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3.2.1.2 Tanim

(S,*) bir yarigrup ve TZ S olsun
VYa,be T icin a*xb €T

oluyor ise T ye S nin bir alt yarigrubu denir.
3.2.1.3 Tamim

S bir sayisal yarigrup, Ac S ve T; ler S nin alt yarigruplar1 olsun.

ok

ACT;

O zaman;

kiimesine A nin iirettigi S nin alt yarigrubu denir ve < A > ile gosterilir.Yani

ACT;

yazilir. Eger S =< A > oluyorsa A kiimesine S nin iiretecleri kiimesi adi verilir.
s; <, <--<s, olmakiizere A={s;,s;,..,S,} €S alinirsa

S=<A> =<5s4,5,,..,5, > yazilir. Bu durumda S=< sy, s,, ..., s, > olacak sekilde
S nin A={s,,s,, ...,s,} kiimesinden daha kiigiik alt kiimesi yoksa A kiimesine S nin

minimal iirete¢ sistemi denir.

3.2.1.4 Tamim

N negatif olmayan tamsayilar kiimesi olmak tizere S < N verilsin. Eger S, N deki
toplama islemine gore kapali, birlesmeli ve 0 € S oluyorsa S ye sayisal yarigrup denir. S
bir sayisal yarigup olmak tizere; s; <s, < -+ <s, olacak sekilde s4,s,,...,5, €S

icin

olarak yazilir.
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Bu durumda
“(S1, ., Sp) =1 & N\S kiimesi sonludur' 6nermesi dogrudur
(Barucci, V. ve ark 1997). Bununla birlikte,

51,5, €ESicin,s, —s; € S © 51 <; 5,

seklinde verilen < bagmtis1 S sayisal yarigrubunda bir siralama bagintisidir.

3.2.1.1 Ornek
S = (4,5,7) = {4k, + 5k, + 7k; : ki, k,,k; € N}
S={0457- -}
seklinde yazilir. Burada " —" |7 den sonraki biitlin tamsayilarin S kiimesinde oldugu

anlamindadir.

3.2.1.2 Ornek
S=(38)={3k; + 8k, : ky,k, € N} = {0,3,689,11,12,14 - ---}
olup,
N\S={1,2,4,5,7,10,13} sonludur < (3,8) = 1
seklindedir.

3.2.1.3 Ornek
S =(6,8)={ 6k;+8ky: ki, k, EN}
S ={0,6,8,12,14,16,18,---}
ve  (6,8) #1 oldugundan N\S sonlu degildir.

3.2.1.5 Tanmim

S sayisal yarigrubu S = < 54,55, ..., 5, > seklinde verilsin. O zaman s; ve n
sayilarma sirasiyla S nin kathligi ve indirgenme boyutu denir ve sirastyla u(S) ve e(S)
ile gosterilir. Buna gére 3.2.1.1 Ornekte verilen S=< 4,5,7 > sayisal yarigrubunun

katlilig1 u(S)=4 ve indirgenme boyutu e(S)=3 tiir.

3.2.2 Frobenius sayis1 ve hesaplamalar
3.2.2.1 Tanim

S bir sayisal yarigrup olmak iizere S ye ait olmayan en biiyiik tamsayiya S nin

Frobenius sayist denir ve g(S) ile gosterilir. Yani
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g(S)=max{x € Z: x ¢ S}
seklindedir. 3.212  Ornekteki S = < 3,8>={0,3,6,8,9,11,12,14,— ---} saysal
yarigrubunun Frobenius sayist, g(S)=13 olur.

3.2.2.1 Teorem
S = (51,52 ) sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi ;
9(S)= 8152 - S1- 52
seklinde hesaplanir (Froberg, R ve ark 1987).

3.2.2.2 Teorem

s1—1
2

2<51<5p<83  i¢in  2<k< (=) +1 (K€ Z) ve s1-k<sz/sp<s;—k+1,

S;= 1(mod s;) Ve S3=s;— k+1l (mods;) olacak sekilde S = ( $1,52,53)
sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi,
9(S)= (k-2) s2+ s5- 1
ile hesaplanir (Curtis,F 1990).

Ornek3.2.2.1
S5=(9,10,51 ) sayisal yarigrubunu ele alalim
$={0,9,10,18,19,20,27,28,29,30,36,37,38,39,40,45,46,47,48,49,50,51,54,55,56,57,58,59
,60,61,63— ---}
sayisal yarigrubu i¢in g(S)=62 dir.S nin tiretegleri arasinda 2 <9 < 10 <51 iliskisi
oldugu i¢in 3.2.2.2 Teoremdeki gibi bir k sayis1 segilir.
2<k<? +1 ve 2<k<5 olur.
k=4 i¢in
9-4<51/10 <9-4+1 vyani 5<51/10<6 olup
10=1(mod 9) ve 51=6 (mod 9) yazilir. Boylece,
g9(S)=(k-2) s;+ s3- $1 = (4-2)-10 + 51-9=62 bulunur.

3.2.2.3 Teorem
a > 2 ve a ¢ift tamsay1 olmak lizere ,
S=(aa+2,2a +1)

seklindeki sayisal yarigrubun Frobenius sayisi ,
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aZ
g(S)= > +a-1
formiilii ile elde edilir (ilhan,S 2006).

3.2.2.2 Ornek
S=(8,10,17)={0,8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38,40---}
sayisal yarigrubu i¢in,
gS)=2+8—-1= 39

olarak bulunur.

3.2.2.2 Tamim
S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayis1 g(S) olsun. O zaman
n(S) = #({0,1,2,..., g} NS)

sayisina S nin belirte¢ sayist ad1 verilir.

3.2.2.1 Not
g(S) ve n(S) sirasiyla, S sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi ve belirte¢ sayisi
olmak iizere,
S ={0=50,S1,-., Sn-1, Sn» s Sn) =9( S ) +1, —=...}
seklinde yazilabilir.

[3

Burada Si< Siz1 olup “ = “ g(S) +1 sayisindan biiylik olan her tamsaymin S ye ait

oldugunu gosterir.

3.2.3 Simetrik ve pseudo simetrik sayisal yarigruplar
3.2.3.1 Tamim
S sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayis1 g(S) olsun. Eger
Vx€ZN\Sigcin g(S-x €S
oluyorsa S ye simetrik sayisal yarigrup ad1 verilir. Ote yandan iki eleman ile iiretilen

her S= ( s ,52 ) sayisal yarigrubunun simetrik oldugu bilinmektedir (Curtis,F 1990).

3.2.3.1 Ornek
S=(6,813) ={0,6,8,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24 — --- }

sayisal yarigrubu i¢in,
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gs)=>+6-1= 23
olup, vx € Z\ S igin 23 — x € S olur. Yani, S simetrik sayisal yarigruptur. Ancak
S =(5,6,13)=1{0,5,6,10,11,12,13,15, > ...}
sayisal yarigrubunda g(S) =14 olup x = 7 ig¢in 14 — 7 = 7 € Sc¢ikar. Yani S simetrik

olmaz.

3.2.3.2 Tamim
S bir sayisal yarigrup ve g(S) onun Frobenius sayisi olsun.
g(S) cift tam say1 ve x € Z \ S olmak lizere, eger
g(S)-x &€ Svex=g(S)/2

oluyorsa S sayisal yarigrubu pseudo-simetriktir denir.

3.2.3.2 Ornek
S =(5,6,13) ={0,56,10,11,12,13,15, — -} sayisal yarigrubunun Frobenius
sayis1 g(S)=14 tiir. Bununla birlikte x =7 € Z \S alirsak ,

14-7=7¢Svex =14/2 =7

oldugundan S pseudo-simetrik bir sayisal yarigruptur.

3.2.3.3 Tamim
S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayis1 g(S) olsun. Eger x € Z\S i¢in
g(S) — x ¢ S ise x elemanma S nin kutup noktast denir. S nin bitiin kutup
noktalarmnimn kiimesi
K(S) = {xe€eZ\S: g(S)-x & S}
ile gosterilir.
3.2.3.1 Teorem
Bir S sayisal yarigrubunun simetrik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

K(S)=@ olmasidir (Madero,M 2005).

3.2.3.3 Ornek
S=(7,8,33) alirsak
S ={0,7,8,14,15,16,21,22,23,24,28,29,30,31,32,33,35 — ...}

10
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sayisal yarigrubunda g(S) =34 ve
K(S)={x€eZ\S: 34—x) ¢ S} = {25179} #0
oldugundan S sayisal yarigrubu simerik degildir. Ancak S = ( 6,8,13) alirsak
S = {0,6,812,13,14,16,18,19,20,21,22,24,— ...}

sayisal yarigrubunda g(S) =23 ve S nin kutup noktalarinin kiimesi,

K(S)={x€eZ\S:(23-x)¢g S}=0
olup S simetriktir.

3.2.3.4 Tamim
S bir sayisal yarigrup ve n € S \ {0} olsun.
Ap(S,n)={s € S:s—n & S}
kiimesine S nin n ye gore Apery kiimesi denir.Yani S nin n ye gére Apery kiimesinin
elemanlar1 (mod n) e gore kalan siniflarin her birindeki en kiiciik pozitif tam sayilardan
olugmaktadir. Boylece,
#(Ap(S,n))=n olup g(S = max (Ap(S,n)) -n
bagntis1 mevcuttur (Rosales,J.C 2000).

3.2.3.1 Not
S=(S15, ...,50) sayisal yarigrubu verilsin. Bu durumda ,
Ap(S,s1) = {s€ S: s— s, &€ S}
kiimesi, S nin (mod s; ) e gdre tam olarak bir elemanmi kapsar. Ozel olarak
Ap(S, s;) kiimesi, i =1,2,..., $1 -1 i¢in (mod s;) ye gore i ye denk olan elemanlardan
olusur. Yani Ap(S, s;) kiimesinin elemanlarim1  w(i) ile gosterirsek
w(i) =i (mods; )
yazariz (Rosales,J.C 2000).
3.2.3.5 Tamim

S sayisal yarigrup ve d pozitif bir tamsay1 olsun. O zaman
Zz{xeN:dxeS}
kiimesi de ayni zamanda bir sayisal yarigruptir ve bu kiime S nin d ile boliim kiimesi

olarak adlandirilir. Ustelik S < golup , d=1icin SE: S yazilr.

11
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3.2.3.4 Ornek
$=(25) ={0,24,56 - ... }olsun. O zaman d=3 igin > kiimesi

S={x e N:3x € §={023456,78,-..}

.

olarak bulunur.

3.2.3.6 Tamim

S bir sayisal yarigrup ve g(S) onun Frobenius sayisi olsun. Eger ¢ —1 € S ve
¢+ N <€ S olacak sekilde bir tek ¢ € S varsa ¢ elemanina S sayisal yarigrubunun
kondiiktorii(ileticisi) denir. Bir baska deyisle ¢ = g(S)+1 esitligini saglayan ¢ sayisina

kisaca S nin kondiiktori adi verilir.

3.2.3.5 Ornek
S= (6,8,13) = {0,6,8,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24-...} ve ¢(S)=23
seklindedir. Bununla birlikte c —1 € S ve ¢+ N € S olacak sekilde bir tek ¢ € S
vardir ve bu deger ¢ =24 olarak bulunur. Ciinkii, ¢ -1=24-1=23 ¢ S ve
c+N =24 +N={c+x:x € N}={24+x:x e N} S §

olur.

3.2.3.6 Ornek
S=(4,7,9) = {0,4,7,8,9,11-....} ve g(S)=10 seklindedir. Bununla birlikte c-1 ¢ S
ve c+N C S olacak sekilde bir tek ¢ € S vardir ve bu deger c=11 olarak bulunur.
Ciinkii ; c-1=11-1=10¢ S ve
c+ N=11+N={c+x:x € N} = {11+x:x e N} & §

olur.

3.2.3.7 Tanim
Bir sayisal yarigrubu, onu kapsayan iki sayisal yarigrubun arakesiti olarak ifade

edilemiyorsa bu durumda S ye ingirgenemez sayisal yarigrup denir.

3.2.3.2 Not

S bir sayisal yarigrup ve g(S) onun Frobenius sayis1 olsun.
O zaman “S simetriktir & S indirgenemez ve g(S) tek sayidir ” 6nermesi dogrudur
(Rosales,J.C 2008).
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3.2.3.7 Ornek

S= (7,8,25) saysal yarigrubu indirgenemez ve  g(S)= 34 tiir. Ustelik, S pseudo —
simetriktir. Bununla birlikte, S = (6,11,15,20,25) = (5,6) N (3,11) oldugundan
indirgenemez degildir.Ote yandan, S simetrik degildir.

Ancak, S;=(5,6) ve S; =(3,11) sayisal yarigruplar1 simetrik ve© S;  S; 2 S
seklindedir.

3.2.3.7 Tamim
S bir sayisal yarigrup ve g(S) onun Frobenius sayist olsun. Bu durumda
N(S) = {s € S:5s < g(S)}
kiimesine S nin minimal temsilcisi denir. 3.2.3.6 Ornekte verilen S=(4,7,9) sayisal

yarigrubu i¢cin N (S) = {0,4,7,8,9} seklindedir.

3.2.3.8 Tamim
S bir sayisal yarigrup olsun. Eger x € Z \ S olmak iizere,
Vs € S\ {0} icin x+s €S
oluyorsa x tam sayisma S nin Pseudo-Frobenius sayist denir ve S nin biitiin pseudo-
Frobenius sayilarinin kiimesi Pg(S) ile gosterilir. Yani
PgS)={x e Z\ S: x+s €S, Vs € S \{0}}

olarak ifade edilir.

3.2.3.7 Ornek
S=(6,8,13) = {0,6,8,12,13,14,16,18,19,20,21,22,24— ...} ve a(S) =23 olur.
O zaman, S nin biitiin pseudo-Frobenius sayilarmin kiimesi ;
Pg(S)={x €eZ\S: x+s € §,vs € S\ {0}} ={23}

olarak bulunur.

3.2.3.1 Onerme
S bir sayisal yarigrup, g(S) onun Frobenius sayist ve S nin pseudo- Frobenius
sayilarinm kiimesi Pg(S) olsun. O zaman asagidakiler mevcuttur.
(1) 9(S) =max (Pg (S))
(2) Egerx,yePg(S) ve x—y € Sise x=y
seklindedir (Rosales,J.C 2008).
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3.2.3.2 Onerme
S bir sayisal yarigrup olsun. Ote yandan, g(S) ve Pg (S) sirasiyla S nin Frobenius
sayist ve Pseudo Frobenius sayilarmin kiimesi verilsin. Buna gore S sayisal
yarigrubunun simetrik olabilmesi i¢in gerek ve kosul
Pg(S) = {g8(®}
olmasidir (Rosales,J.C 2008).

3.2.3.8 Ornek

S=<8,10,17 > alalim

$={0,8,10,16,17,18,20,24,25,26,27,28,30,32,33,34,35,36,37,38,40, > --- }
sayisal yarigrubu simetriktir. Ciinkii g(S) =39 olup

Pg(S)={x e Z\ S: x+s €5,Vs € S\ {0}}={39}
seklindedir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1 Sayisal yangruplarda bosluklar

Bu boliimde, bir sayisal yarigrubun bosluklar1 kiimesi ile ilgili baz1 sonuglar
verilmektedir. Bununla birlikte bir sayisal yarigrubun bosluklar1 sayisi, yani cinsi ile
simetriklik, pseudo simetriklik ve Frobenius sayisi arasindaki bazi bagintilar yer

almaktadir.
4.1.1 Tanim

N negatif olmayan tam sayilar kiimesi ve S bir sayisal yarigrup olsun. Bu
durumda N \ S kiimesinin elemanlarina S nin (gaps) bosluklart denir. S nin biitiin

bosluklarmin kiimesi H( S ) ile gosterilir.

Yani; H(S) = {x € N: x ¢ S} yazilir. Ayrica #(H(S)) sayisina da S nin cinsi (genus)
adi1 verilir ve G(S) = #(H(S)) ile gosterilir.

4.1.1 Teorem

S =( 51,52 ) seklinde tanimlanan bir sayisal yarigrup i¢in

(s1—=D(s2— 1)
2

G(S) =

ile hesaplanir (Rosales,J.C 2005).
4.1.1 Ornek
S =(5,8) ={0,5,8,10,13,15,16,18,20,21,23,24,25,26,28 - ...}
sayisal yarigrubunda g(S) = 27 olup
G(S)=#(H(S)) =4.7/2 = 14
olarak hesaplanir. Gergekten de H(S) = {1,2,3,4,6,7,9,11,12,14,17,19,22,27}
seklindedir.

S saywsal yarigrubunun Apery kiimesi ile bosluklarinin kiimesi arasindaki iliskiyi

asagidaki teoremle verebiliriz.
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4.1.2 Teorem
S = (s;,52) seklindeki bir sayisal yarigrubu igin,

G(S) = [#(Ap(s,sl))—llz[#(Ap(s,sz))—u

ve

H(S) nAp(S' Sl) = ﬂ, H(S) ﬂAp(S, SZ) = 0
bagmtis1 mevcuttur (ilhan,S 2006).

4.1.2 Ornek

S =(35) ={03568 —=...} olup g$) =3-5-3-5=7
seklindedir. Bununla birlikte,
Ap(S,3) = {se S:s—-3 ¢S} = {0510}
Ap(S,5) = {se S: s—-5 ¢S} = {03,69,12}

ve  H(S)= {1247} olup, G()=EM =4 esitligi saglan.

4.1.1 Yardimci Onerme

S bir saywsal yarigrup n € S\ {0} ve Ap (S,n) = {0,w(D),...,w(n— 1)}

olsun.

O zaman

GIS) = - W(1)+...+wn-1)) - ==
olur (Rosales,J.C 2005).
4.1.3 Ornek

S =(3,5) = {0,3,56,8,—...} sayisal yarigrubunun cinsinin 4 oldugunu
gostermek zor degildir. Yani H (S) = {1,2,4,7} olur.

4.1.2 Yardimc1 Onerme
S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman agagidaki dnermeler dogrudur

(1) Ssimetrik ise © G(S) = # (N (S))
(2) S Pseudo-simetrik ise & G(S) = #(N(S)) +1

seklindedir (Rosales,J.C 2008).
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4.1.4 Ornek
S =(4,6,7) ={0,4,6,7,8,10,—> -+ } S sayisal yarigrubunda agiktir ki
g(8)=9, H(S)={12359} ve N(S) = {0,4,6,7,8}
olup S simetriktir ¢linkii G(S)=5=# (N (S)) olur (Rosales,J.C 2008).
4.1.3 Yardimc1 Onerme

Bir S sayisal yarigrubunun cinsi G (S) ve kondiiktori ¢ olsun. Eger ¢ = 2G(S)
ise S simetriktir (Maria Bras-Amoros 2004).

4.1.4 Ornekteki S sayisal yarigrubunun kondiiktérii ¢ = 10 = 2.G(S) olup S

simetriktir.
4.1.4 Yardimc1 Onerme

Bir S sayisal yarigrubunun cinsi G(S) ve kondiiktorii ¢ olsun, o zaman
c =2G(S) —1ise S pseudo-simetriktir.(Maria Bras-Amoros-2008)

3.2.3.2 Ornekteki S=< 5,6,13 >={0,5,6,10,11,12,13,15,— ---} sayisal yarigrubun
cinsi G(S)=8 ve kondiiktorii c=15 olup ¢ = 2G(S) — 1 esitligi saglanir. Yani S pseudo
simetriktir.

4.1.1 Onerme

Kondiiktorii ¢ olan bir S sayisal yarigrubunun simetrik olmasi igin gerek ve yeter
kosul herhangibir i >0, i € Z olsun. Egeri bir bosluksa o zaman ¢ — 1 —i bir
bosluk degildir (Maria Bras-Amoros 2004).

4.1.2 Onerme

Kondiiktorii ¢ tek sayisi olan bir S sayisal yarigrubunun Pseudo- simetrik bir
sayisal yarigrup olmasi igin gerek ve yeter kosul (¢ -1)/2 den farkli herhangi bir i
tamsayist i¢gin { bir bosluksa o zaman ¢ — 1 — i Sayisiin bir bosluk olmamasidir

(Maria Bras-Amoros 2004).
4.1.1 Not

S bir sayisal yarigrup ve cinsi G(S) olsun. Bu durumda, cinsi G(S) olan sayisal
yarigruplarin sayist nNgi) — olmak iizere ny, =1 we ny =1 verilsin. Bununla

birlikte, Matematikte bir ¢ok problemin ¢oziimiinde kullanilabilen 6zel bir say1 dizisi
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olan Katalan sayisini kullanarak ngis) — hakkinda fikir sahibi olabiliriz. Katalan

sayisinin genel formiilii

Cn= — (27?) ;N =0icin

olarak yazilir .ng(s) sayilari igin

w7 (o)

Co) =
katalan sayis1 hesaplanir.

Burada ng)< Cgis) oldugu bilinmektedir.(Maria Bras-Amoros-2008)

Cinsi G(S) olan sayisal yarigruplarin hesaplanmasinda Katalan sayisi gibi yine
0zel bir sayr dizisi olan Fibonacci sayr dizisi kullanilarakta genis bir aralik elde

edilmistir.n.inci Fibonacci sayis1 F(n) su sekilde ifade edilir

0 n=20
E,=F(n) =41 n=1
Fn—1)+F(n-2) n>1

4.1.3 Teorem

Cinsi G(S) olan S sayisal yarigruplarinin sayisi ngs) olsun. O zaman Fg(s), G(S)

nin fibonacci sayist olmak {izere , asagidaki esitsizlikler dogrudur

(Maria Bras-Amoros-2008).
(1) Vv G(S) = 2 igin 2Fgs < nge seklindedir.
(2) V G(S) = 3 igin 2F;5 < nge < 1+ 3-269973 olur.
4.1.3 Onerme

S, Kathilig1 3 olan bir sayisal yarigrup ve  g(S) ile G(S) srasiyla S nin

Frobenius sayisi ile cinsi olsun . O zaman;

Ap (S5,3) = {0 < 3G(S)— g(S) < g(S)+ 3}dir (Rosales,J.C 2005).

4.1.5 Yardimcir Onerme

S, Kathiligr 3 olan bir sayisal yarigrup g(S) ve G(S) de swrasiyla S’nin

Frobenius sayis1 ve cinsi olsun. O zaman
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(9(S)*+1)2 < G(S) < (29(S)+3)/3
esitsizligi mevcuttur (Rosales,J.C 2005).
4.1.5 Ornek

S=< 3,5 >={0,3,5,6,8,> :--} sayisal yarigrubu verilsin. Burada g(S)=7 ve
H(S)=1{1,2,4,7} olup G(S)=4 tiir. Bu durumda,

Ap (5,3)={0,510} = {0 < 3:4—-7 < 7+3} olur.
Bununla beraber (7+1)/2 <4 < (2:7+3)/3 esitsizligi de saglanir.
4.1.4 Teorem
F €Zi¢cin F = 4ve3 tF olsun. Ayrica G € Z* sayisi
(F+1)2 < G < (2F+3)/3

esitsizligini saglasm, O zaman S = (3,3G —F,F +3 ) sayisal yarigrubunun

Frobenius sayis1 F, cinsi de G olur (Rosales,J.C 2005).

4.1.6 Ornek

F=5 ve G=4 alirsak (5+1)/2 < 4 < (2:5+3)/3 olup,

S =(3,3-4—5,5+3 )=(3,7,8 )={0,3,6,7,8,9,10,11 - -} sayisal
yarigrubu elde ederizki g(S)=5 ve H(S)={1,2,4,5} olup G(S)=4 olur.

4.1.1 Sonug¢

Kathlig1 3 olan iki sayisal yarigrubun birbirine esit olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul bunlarin Frobenius sayilarmin ve cinslerinin ayni olmasidir (Rosales,J.C 2005).
4.1.2 Sonug¢

F € Z* igin F > 4 ve 3 } F olsun. O zaman, kathiligi 3 ve Frobenius sayis1 F

olan

F+1

2F+3J - [T] +1 tane sayisal yarigrup vardir.

3

|
(Rosales,J.C 2005).

Burada; x € R olmak tzere,
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| x | = x’ten kii¢lik veya esit olan en biiyiik tamsay1
ve
[ x ] = x'tenbiiyiik veya esit olan en kii¢ctik tamsay1

seklinde tanimlanmaktadir.

4.1.7 Ornek

Katliligt 3 ve Frobrnius sayist 7 olan biitliin S sayisal yarigruplarini

olusturalim.

] +1= 5-4+1=2dir. Ayn1 zamanda belirtelim

N | ©

Bunlarin sayist | %J -

ki Yardimc1 6nerme 4.1.5 den G € {4,5} ve Teorem 4.1.4 yardimiyla bu

yarigruplar
S1 =(3,3:4-7,7+3) = (3,5)
ve
S,=4(33:5-7,7+3) = (3,8,10)
seklindedir.
4.1.3 Sonug¢

G € Z ve G = 3 olsun. O zaman cinsi G ve kathilig1 3 olan G- | 263—_1j tane

sayisal yarigrup vardir (Rosales,J.C 2005).

4.1.8 Ornek
Katlilig1 3 ve cinsi 11 olan bir S sayisal yarigruplarinin sayisi
11-| == =4 tanedir.
Bu yarigruplar frobeniusu 3 iin kat1 olmayan tamsayilara sahip ve asagidaki gibidirler.

S1-(3,17,19) ise g(S,)=16

S,-(3,16,20) ise g(S,)=17
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S;=(3,14,22) ise g(S;)=19
S4=(3,13,23) ise g(S5,)=20
bunlarin cinsi 11 ve kathilig1 3 tiir.
4.1.2 Tamm
S =< 84,5y, ..., Sy, > sayisal yarigrubunda s, elemanina S nin oram denir ve
R(S) ile gosterilir.
4.1.4 Onerme

S saysal yarigrubunda u(S) = 4 olsun. S nin Frobenius sayist g(S), cinsi
G(S) veoranida R(S) olmak tizere

Ap(5,4) = {0 < R < 4G(S)—g(S)—R +2 < g(S) + 4}
seklindedir (Rosales,J.C 2005).
4.1.4 Sonuc¢

Kathlig1 4 olan iki sayisal yarigrubun birbirine esit olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Frobenius sayilari cinsleri ve oranlarinimn ayni olmasidir (Rosales,J.C 2005).
4.1.6 Yardimc1 Onerme

S bir sayisal yarigrup ve u(S) = 4 olsun.S nin Frobenius sayis1 g(S) ve cinsi
G (S) olmak tizere

[ (8®)+1)/2 ] =61 = g — 1 (8(5)/4 ]
seklindedir (Rosales,J.C 2005).

4.1.9 Ornek

§ =<4,10,11 > = {0,4,8,10,11,12,14,15,16,18 — ---}  sayisal yarigrubunda
g(S)=17 olup  H(S) = {1,2,3,5,6,7,9,13,17} seklindedir . O halde G(S)=9 olur.
Boylece

[ 17+1)/2 ] <9< 17 — | 17/4 |

esitsizligi saglanir.
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4.1.7 Yardimeci Onerme

F>6 ve F cift bir tamsay1 olsun. Eger F, 4’iin kat1 degilse
S = (4 §+4, F+ 4 ) sayisal yarigrubunun kathiligi 4, Frobeniusu F ve cinsi

% olur (Rosales,J.C 2005).

4.1.8 Yardimc1 Onerme
F>7ve tek tamsay1 olsun.
O zaman S = ( 4, 6, F-2 ) katlilig1 4, Frobeniusu F ve cinsi % olan bir sayisal

yarigruptur (Rosales,J.C 2005).

4.1.10 Ornek

F=11 alalim. O zaman
S=<4,6,11-2>=< 4,6,9 > ={0,4,6,8,9,10,12 — --- } olur.
Bu durumda, g(S)=11=Folup H(S) = {1,2,3,5,7,11} bulunur. Boylece

G(S)=6 = % olur.

4.1.5 Onerme

F tamsayisi, F > 6 ve 4 { F seklinde olsun. O zaman;

[ % ] <G < F- [EJ olacak sekilde, her G tamsayisi i¢in, katlilig1 4, Frobeniusu

F ve cinsi G olan bir sayisal yarigrup vardir (Rosales,J.C 2005).

4.1.6 Onerme
ny,n, € N ve min { n; ,n,}=> 3 olmak tizere

(1) Eger n, ¢ift tam say1 ise 0 zaman

{x e N|x € (n,,n,) ve2x € (ny,n,) } =
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{(Z+an +bny|0< a<Z-1 v 0<b<™=-1 1}

olur. Ustelik

(ny,my) _ mn; — 2ny-n,
g 2 = 2

n,,n -1 -2
ve G <<12—2)> = (m )4(712 ) seklindedir.

(2) Eger n; ve n, tek tamsay1 iSe 0 zaman

{x € N|x € (n;,n,) ve2x € (ny,n,) } =

{%+an1+bn2|0S a < nZT_l—l ve 0< b Snlz_l—l }
olur. Ustelik
( (nq ,nz)) _ Munp - n,-n,— min(n, ,n,)
2 2
ve
Gl = (n-D(m-1) /4

bulunur (Rosales, J.C 2005).
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5. TARTISMA VE SONUC
5.1 Bir sayisal yangrupta temel bosluklar

Bu boliimde,bir sayisal yarigrubun bosluklar1 kiimesi kullanilarak elde edilen
temel bosluklar kiimesi ile ilgili baz1 sonuglar yer almaktadir. Bununla birlikte temel
bosluklarin sayisi, Frobenius sayis1 ve Cinsi kullanilarak indirgenmezlik kavramlari

arasindaki bagintilar verilmektedir.
5.1.1 Tamim
S bir sayisal yarigrup ve H(S) onun bosluklar1 kiimesi olsun.O zaman

x € H(S) i¢in 2x,3x € S ise x elamanma S nin temel boslugu denir ve S nin biitiin

temel bosluklarinin kiimesi FH(S) ile gosterilir.
Yani,
FH(S) = {x € H(S) : {2x,3x} c S}

olarak yazilir.

5.1.1 Ornek

S = (3,5) = {0,3,5,6,8,—...} sayisal yarigrubu igin H(S) = {1,2,4,7},
g(S)=7 ve FH(S) = {4,7}olur.

5.1.1 Teorem
ny,n, €N ve min{ n,,n,}=3 olsun

(1) Eger n, gift tam say1 ise 0 zaman

FH ({11, m2)) ={ %+an1+bn2 | (% <ac< %-lve 0< bS—nlz_l -1

ya da;

ni—3 <b<n1—1 _1) }

2

olur.
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(2) Egern; ve n,tek tamsayr ise 0 zaman

FH ((ny,ny)) ={ " 2+an+bn, | (2= <a <

n2—1 n1—1

-IVGOSbST-l)

ya da

np—1 n{—3 Sbsnl_l _1) }

2

(0<a<_1ve

seklindedir (Rosales,J.C 2005).

5.1.1 Sonug
ny,n,€ N ve min{n,,n,} =3 olsun.

(1) Eger ny ¢ift tam say1 ise 0zaman

#FH ((nynp)) = 20D [ I ]| M= oy

(2) Eger n, ve n, tektam say1 ise

#FH ((ny,n,)) = W - [nZT_?’][ n16—3]

seklindedir (Rosales,J.C 2005).

5.1.2 Ornek

S =(3,10) = {0,3,69,10,12,13,15,16,18,—>...} sayisal yarigrubunu ele
alalim. Bu durumda

H(S) == {1,245,7,811,14,17} olup FH(S) = {5,8,11,14,17}
seklindedir. Ayrica

10x 2

#(FH(S)) = -2-0=5

oldugunu Sonug 5.1.1 den kolaylikla hesaplayabiliriz (Rosales,J.C 2005).
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5.1.1 Yardimci Onerme

S bir sayisal yarigrup ve bir p pozitif bir tamsay1 olsun.O zaman ; sayisal

yarigrubun temel bosluklar1 kiimesi
FH (Tf )= { 7{’ | h € FH (S) ve h,p nin katt }
seklindedir (Rosales,J.C 2005).

5.1.3 Ornek

S=( 5, 11 ) ve p=3 olmak iizere,

sayisal yarigrubunun temel bosluklarinin kiimesini bulalim.
$=1{05,10,11,15,16,20,21,22,25,26,27,30,31,32,33,35,36,37,38,40 —... }

H(S) = {1,2,3,4,6,7,8,9,12,13,14,17,18,19,23,24,28,29,34,39}
ve FH(S) = FH ((5,11)) = {18,19,23,24,28,29,34,39}

elde ederiz. Béylece Yardimer Onerme 5.1.1 yardmiyla FH (S;) = {6,8,13}

yazilir.
Gergekten de Sl=§={x € N: 3x € §}={0,5,7,9,10,11,12,14,—> ---} olur ve

H(S;)={1,2,3,4,6,8,13} bulunur. Boylece
FH (S;)={a € H (S;):2a,3a € S}={6,8,13}
cikar.
5.1.1 Not
(a) Eger min { ny,n,}=11ise 0 zaman
S=(ny,n,) = Nve FH(S) =0
olur.

(b) Eger min {n;,n,} = n, = 2ise0 zaman

Tl12—1)’ ny, - }

S=(Tl1,7’l2 ) = {0,2,4’,...,2.(

ve
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n
FH(S) = {x € N|x teksay1 ve 3 <x<n-2}

seklinde olur (Rosales,J.C 2005).

5.1.2 Yardime1 Onerme
a pozitif bir tamsay1 olmak tizere, S = (a+ 1,a+ 2,— ) sayisal yarigrubu

verilsin. O zaman

g(S) = ave #(FH (S)) = [

l

| e

seklindedir (Rosales,J.C ve ark. 2004).

5.1.4 Ornek
S=< 4,5, - >={0,4,5,6,7,— -} olup H(S) ={1,23} ve g(S)=3=a,
a |_ 3 |_
#FHS) = [ S [1]= 2

cikar. Gercektende FH(S) = {2,3} seklindedir.

5.1.3 Yardimc1 Onerme

S bir sayisal yarigrup ve u(S) =m olsun. O halde S \ {m} bir saysal
yarigrupve FH (S\{m}) € FH(S)U {m } olur. Ayrica m € FH(S\ {m})

olur (Rosales,J.C ve ark. 2004).

5.1.5 Ornek
S=< 3,5 >={0,3,5,6,8 - --- } sayisal yarigrubunda
m = u(S) =3,
H(S)= {1,2,4,7} ve FH(S)= {4,7}

olup S \ {3} ={0,5,6,8— -} bir sayisal yarigruptur ve FH(S \ {3})={3,4,7}

bulunur.

Diger taraftan H(S \ {3})={1,2,3,4,7} ve FH(S)={4,7} olup
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FH(S\ {3}) € FH(S) U {3}

yazariz.

5.1.4 Yardimc1 Onerme

S bir sayisal yarigrup m = u(S) olsun.O zaman

FH(S) € FH(S\{m})HU{m/2}
olur. Ustelik,
m/2 € FH(S) © 3m/2 € §

seklindedir (Rosales,J.C ve ark. 2004).

5.1.2 Sonug¢

S bir sayisal yarigrup ve m = u(S) onun katliligi olsun. O zaman

#(FH (S\{m}) ; PeSise
#(FH (S)) = o
#(FH (S\{m}) -1 ; - ¢ Sise
olur.
5.1.2 Not
Verilen S sayisal yarigrubu i¢in S; kiimeleri agagidaki gibi tanimlanir .
(1) SO = S '

(2) Snsr = Sp\{m (S )} dir.
Burada S; = ( g(S)+ 1,-) olacak sekilde bir k EN dogal sayisi vardir.Boylece
(g)+1,-)=S5 S .....c 5§, € S5 =S
yazabiliriz.

Sonug olarak
S
H(FH(S)) = #(FH(S)) <.......< #(FH(S)) = [% ]

ifadesini elde ederiz (Rosales,J.C ve ark. 2004).
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5.1.2 Teorem

S bir sayisal yarigrup olsun. O halde #(FH(S)) < [% ]olur. Ayrica
asagidaki kosullar birbirine denktirler.(Rosales,J.C 2004)

1) #(FH(S) = | £2 |

2) x < g(S)olacak sekilde her x € Sigin 3x/2 € Solur.

3) Eger a, S nin bir minimal ireteci ve a < g(S)ise 0 zaman 3a/2 € S

cikar.
5.1.1 Onerme

S bir sayisal yarigrup ve s € S olsun. O zaman S\ {s} nin bir sayisal yarigrup

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul , S elemaninm S nin bir
minimal iireteci olmasidir. Ustelik S \{s} bir sayisal yarigrup ise o zaman
FH(S\{s})) = (FH (S)U{s)\{x € FH(S): x| s}

seklindedir (Rosales,J.C ve ark. 2004).

5.1.2 Onerme

S bir sayisal yarigrup ve y € H(S) olsun. Ozaman S U {y} nin bir sayisal
yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y € Maximal < (FH(S)) olmasidir.

Ustelik S U {y} bir sayisal yarigrup Ve y nin asal bélenleri py,..... Py ise

FHSUD)) = (FHO\ODU (- 5 =~ ¢ D (FHO)\ 1))
seklindedir (Rosales,J.C ve ark. 2004).
( Burada D(xqy,%5,..,xp) = {x EN:x |x;, i=12,..,7} olarak

tanimlanmaktadir.)
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5.1.3 Onerme

S bir sayisal yarigrup ve S # N olsun 0 zaman asagidaki kosullar birbirine

denktirler.

(1) S indirgenemezdir.

(2) Maximal <g (FH(S)) = {g(S)} dir (Rosales,J.C ve ark. 2004).
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