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2016

Bu tezde, analitik fonksiyonlarin bazi alt siniflarina ait fonksiyonlar i¢in ikinci
ve liglincli Hankel determinantlari ele alinmig ve bu determinantlar i¢in kesin iist sinirlar
belirlenmistir. Tanimlanan fonksiyon sinifinda ikinci Hankel determinanti i¢in elde
edilen sonuglarin daha 6nce bulunan siirlarin bir genellestirmesi oldugu gosterilmistir.
Ucgiincii Hankel determinant1 i¢in ise dncelikle tanimlanan bu sinifa ait fonksiyonlar igin
bir katsay1 tahmininde bulunulmus ve daha sonra da ii¢iincii Hankel determinanti igin
bir tist sinur belirlenmistir.

Ilk olarak karmasik analizin temelini olusturan bazi tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Daha sonra yalinkat fonksiyonlar, yalinkat fonksiyonlarin énemli bazi alt
siniflari, birim diskte yalinkat olan fonksiyonlarin 6nemli bazi alt siniflari, pozitif gergel
kisimli fonksiyonlarin siniflar1 tanitilmis ve bu siniflarla ilgili 6nemli bazi teoremler
ifade edilmistir. Subordinasyon ilkesi ve bu ilkenin ozelligi anlatilarak, Hankel
determinantt ve bu determinant sayesinde elde edilen Fekete- Szegd fonksiyoneli
incelenmistir. Kuvvetli Konveks Fonksiyonlar ve Genellestirilmis Sakaguchi Tip
Fonksiyonlar tanimlanarak bu fonksiyonlarin 6zellikleri ele alinmistir. Son olarak
Bernoulli Lemniscate” nin 6zelliklerinden bahsedilmistir. Bu egri ile ilgili Kuvvetli
Konveks Fonksiyonlarin bir alt sinifi tanimlanarak, bu siif i¢in bazi katsay1 tahminleri
elde edilerek, bu katsayilar dogrultusunda iigiincii Hankel Determinantinin bir iist sinirt
tahmin edilmeye g¢alisilmistir. Genellestirilmis Sakaguchi Tip Fonksiyonlarin bir alt
sinift tanimlanarak bu alt siif i¢in ikinci Hankel Determinantinin bir st sinir1 elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Analitik Fonksiyonlar, Yalinkat Fonksiyonlar, Yildizil
Fonksiyonlar, Konveks Fonksiyonlar, Hankel Determinanti.
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In this thesis, for some subclass of analytic functions the second and third
Hankel determinant are discussed, and for these determinants certain upper bounds have
been identified. The result has shown that is a generalization of earlier limit, for third
Hankel determinant, first of all, coefficient prediction has been done. For functions
belong to class then upper limit has been identified for third Hankel determinant.

First of all, it has been devoted some theorems and descriptions as a basic of
complex analysis. After that, univalent functions, its some important subclasses, some
important subclasses in the unit disc of univalent functions and positive real functions
classes have been introduced. Also some theorems about these classes have been stated.
Subordination principles and their features have been explained, and then Hankel
determinant and Fekete-Szego functions that is formed thanks to Hankel determinant
have been examined. By introducing Strongly Convex Functions and Generalized
Sakaguchi Type Functions, the characteristics of functions have been defined. Finally,
Bernoulli Lemniscate’s features have been mentioned. Strongly Convex Functions
which is related this curve have been mentioned as a subclass, for this class, coefficient
estimates have been achieved, and accordig to these coefficients, third Hankel
determinants upper bound has been tried to estimate. By introducing a subclass of
Generalized Sakaguchi Type Functions, Second Hankel determinants upper bound have
been achieved for this subclass.

Key Words: Analytic Functions, Univalent Functions, Starlike Functions, Convex
Functions, Hankel Determinant.
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KISALTMA VE SIMGELER

C : Karmagik Sayilar Kiimesi

C, . Cu{x} Genisletilmis Karmagik Diizlem

N : Dogal Sayilar Kiimesi

R : Gergel Sayilar Kiimesi

A : Pozitif Tam Sayilar Kiimesi

U :{z : |z]<1}, Birim disk

k(2) : ﬁ Koebe Fonksiyonu

A : U birim diskinde analitik olan fonksiyonlarin sinifi

: Analitik, yalinkat ve normalize edilmis fonksiyonlar

S

sinifi
S : Yildizil fonksiyonlar sinifi
C : Konveks fonksiyonlar sinifi
C(a) . a mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi
S* () . a mertebeli yildiz1l fonksiyonlar sinifi
L(2) : M6bius Fonksiyonu
2 : Pozitif gercel kisimli fonksiyonlar sinifi
SL* : Kuvvetli y1ldizil fonksiyonlarin sinifi
SL° : Kuvvetli konveks fonksiyonlarin sinifi

S*(a,t)  : o mertebeli Sakaguchi fonksiyonlarin smifi

S (a,s,t) : Genellestirilmis Sakaguchi tip fonksiyonlarin sinifi

T (a,s,t) : {f (Z) eA #f ’(Z) IS S(a,s,t)} ile tanimli fonksiyonlarin sinifi

Vi
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1. GIRIS
Yalinkat fonksiyonlar teorisi, geometrik fonksiyonlar teorisinin en Onemli

konularindan biridir. Bu teorinin temelleri, Riemann Doniisim Teoremi ile birlikte
atilmis olup, Koebe’ nin 1907 deki U ={z:|z|<1} birim diskindeki birebir her
f(z)=z+a,z° +a,2° +--- doniisiimiiniin resim bolgesinde, |w|<c diski kapsanacak
sekilde mutlak bir ¢ sabitinin ve sadece |z| ye bagli olan |f’(z)| modiilii tizerindeki
siirlarin varhigimi ispatladigi c¢aligmasi da bu teorinin gelismesinde Onemli bir rol
oynamigtir. Daha sonraki birgok matematik¢inin ¢alismalar1 da bu sinirlar veya |f (Z)|

degerinin biliylimesiyle ilgili diger sabitleri tam anlamiyla belirleme {iizerinde
yogunlagsmistir. Uzun ¢aligmalar ve bunun neticesinde bulunan sonuglar “ Temel
Yalinkat Fonksiyonlar Kurami” olarak adlandirilmistir. Bdylece yalinkat

fonksiyonlarin siniflari ile ilgili problemler iizerindeki ¢alismalar artmistir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde, ele alinan fonksiyonlarin katsayr sinirlarinin
tahmin edilmesi, modiiliiniin alt ve iist sinirlar1 veya katsayilar arasindaki bagintilarin

bulunmasi 6nemli bir yere sahiptir.
Bieberbach tarafindan One atilan

“f eS fonksiyonu igin n=2,3,--- olmak tizere |a,|<n esitsizligi saglanmr”
tahmini uzun siire matematikgilerin ¢alistig1 bir problem olmustur. Alan teoreminin bir
sonucu olarak |a,|<2 esitsizliginin dogrulugu ilk olarak Bieberbach tarafindan 1916 da
ispatlanmigtir. Daha sonra Loewner 1923’ te parametrik metot olarak isimlendirdigi
kendi bulusuyla |a,|<3 esitsizligini, 1955° te Schiffer ve Garabedian, Grunsky
esitsizliklerini kullanarak |a,|<4 esitsizligini, 1968 de Pederson |a|<6 ve 1972 de
Pederson ve Schiffer |a;|<5 esitsizligini ispat etmistir. Bu tahminin genellestirilmis hali
yillarca matematikg¢ilerin {izerinde ¢alistig1 bir konu olmustur. 1985 te nihayet L. De-
Branges, Loewner teorisini kullanarak biitin n=2,3-- i¢in |a|<n esitsizliginin

dogrulunu ispatlamistir.

Bieberbach tahmini Branges tarafindan ispatlanincaya kadar konuyla ilgilenen

matematikgiler S sinifinin bazi alt siniflarini tanimlayarak bu siniflarla ilgili bir takim
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bagintilar elde etmiglerdir. Bu alt smiflarin en Onemlilerinden bazilart yildizil ve

konveks fonksiyonlar siiflaridir.

Koebe tarafindan ifade edilen ve biiylime biikiilme teoremleri olarak bilinen, bir

f €S fonksiyonu igin |f(z)| ve |f'(z)| sinirlarinin  elde edilmesi problemi de

Bieberbach teoreminin 6nemli sonuglarindan birisidir.

1976° da Noonan ve Thomas tarafindan s—inci Hankel Determinanti

tammlanmistir. Bu determinant bir ¢ok matematikci tarafindan ele alinmistir. Ornegin

Noor (1983)

seklindeki f fonksiyonu i¢in k —co iken H, (k) nm bilylime oranini tespit etmistir.
Ehrenborg (2000) {istel polinomlarin Hankel determinantini ¢aligmistir. Bir tamsay1
dizisinin Hankel doniisiimii ve baz1 6zellikleri Layman (2001) tarafindan ele alinmistir.
Janteng (2007) yildizil ve konveks fonksiyon simiflarinin Hankel determinantini
calismistir. Ayrica p-valent alpha-konveks fonksiyonlar i¢in Hankel determinanti
problemi Singh ve Mehrok (2013) tarafindan ¢aligilmstir.

Yakin zamanda Arif (2012) analitik fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 i¢in s —inci

Hankel determinantini ¢aligmustir. |a2a4 —a§| fonksiyoneli Bansal (2013), Janteng (2007)

ile Janteng ve ark. (2007) tarafindan ele alinmistir.

Bu calismamizdaki amacimiz, ilk olarak kuvvetli konveks fonksiyonlarin SL°
alt sinifinda iki problemi ele alip, SL® alt sinifinda baz1 katsay1 tahminleri elde ederek
Toeplitz determinantin1 kullanip, Bernoulli Lemniscate ile ilgili analitik fonksiyonlarin

bir alt simifi i¢in H, (1) Hankel determinantinin bir iist siur1 elde etmektir. Ikinci olarak

U birim diskinde tanimli analitik
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fonksiyonu i¢in M, (s,t) smifini tammlayip, bu sinifa ait fonksiyonlarin temel

Ozelliklerini inceleyerek, bulunan parametreler i¢in bazi1 6zel degerler se¢ilmek suretiyle

daha once ¢alisilmis siniflara ait sonuglari elde etmektir.

Bu amag dogrultusunda bu ¢alisma bes boliimden olusmustur.
Birinci boliimde yalinkat fonksiyonlarin genel bir tarih¢esinden soz edilmistir.

Ikinci boliimde tezi olustururken faydalandigimiz bazi temel makalelerden

kisaca bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde tez boyunca kullanilacak temel tanimlara, dnemli bazi teorem
ve sonuglara yer verilmistir. Yalinkatligin temelini olusturan analitik fonksiyonlardan
bahsedilmistir. Yalinkat ve yerel yalinkat fonksiyonlar 6rnekleriyle birlikte anlatilmistir.
Yalinkat fonksiyonlarin alt siniflar1 incelenip konuyla ilgili teoremler ifade edilmis ve

Subordinasyon ilkesine yer verilmistir.

Ugiincii boliimlerde yer alan teoremler tekrara diismemek amaciyla, ispat igin

ulasilacak kaynaklar belirtilerek ispatsiz olarak verilmistir.

Dérdiincii  boliim iki ayrt kisimdan olusmaktadir. Ik olarak Bernoulli
Lemniscate ile ilgili kuvvetli konveks fonksiyonlarmm SL° smnifi i¢in bazi katsayi
tahminlerinde bulunup iiclincli Hankel determinanti i¢in bir iist sinir elde edilmistir.
Daha sonra da Yalinkat fonksiyonlarin bir alt sinifi olan Genellestirilmis Sakaguchi tip

fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel determinantinin bir st sinir1 hesaplanmastir.

Son olarak besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen teoremler ile ilgili

elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI
Bu bolimde daha oOnce iizerinde c¢alisilmis ve tezi olusturmamizda

faydalandigimiz makalelerin i¢eriginden kisaca bahsedilmistir.

2.1 Hankel Determinanti ile lgili Calismalar

s—inci Hankel determinantt H, (k) Noonan (1976) tarafindan tanimlanmigtir.

Bu determinant bir ¢ok matematik¢inin ilgi odagi olup s ve k 'nin farkli degerleri igin

determinantin bir iist sinir1 elde edilmeye ¢alisilmistir.

Janteng ve ark. 2007 de yildizil ve konveks fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel

determinantinin st sinirlarint sirasiyla yildizil fonksiyonlar igin |a,za4 —a§|£l ve

konveks fonksiyonlar igin de |a2a4 - a§| s% olarak elde etmistir.

Babalola (2010) yalinkat fonksiyonlarin R, S* ve C siniflar1 i¢in tigiincii Hankel

y 2736+/3 + 6755

determinant 1 1 H,(1) < H,(1) <16,
eterminantimn  smurlanm sirasiyla  [H, (1)) T0E H, (1)
H,(1)|< % olarak elde etmistir.

Arif ve ark. 2012 deki ¢alismasinda ikinci Hankel determinantinin st sinirini
analitik  fonksiyonlarin o -mertebeli  yildizil ~ fonksiyonlar  simifi  igin

1

ve « -mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi i¢in
(1+3a)

2
|aza4_a’3|S 2

1 [2800° +3400° +138 +18]
144 (1+2a)’ (1+3a) (1+42)|

|a2a4—a§|£

olarak hesaplamistir.

Singh ve Singh (2014) analitik fonksiyonlarin S;(e;A,B) alt smifi igin ikinci

(A-B)'

Hankel determinantinin bir {ist sinirini ‘az a, — agz‘ < > olarak bulmustur.
4(1+2a)
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2.2 Sakaguchi Tip Fonksiyonlar Ile ilgili Calismalar
Owa ve ark. 2005 teki ¢alismasinda Sakaguchi fonksiyonlarin 6zelliklerinden,

bazi siniflar arasi iliskilerden bahsedip katsayi esitsizligini,

r?+1 H 2 n . 2
S(a) smifi igin |%H|SW1 |a2”+1|gw
Ve

T ici < <
(@) igin |a,|< 2n*(n!) +[anal < (2n+1)(nt)

olarak belirlemistir.

Frasin (2010), Sakaguchi tip fonksiyonlarin S(e,s,t) ve T(«,s,t) simuflar igin
katsay esitsizligini «, s ve t nin farkli degerlerine gore, cesitli hesaplamalar yaparak

bulmustur.
Keerthi ve ark. (2012), Sakaguchi tip fonksiyonlarda katsayi esitsizligini ele

aldig1 calismasinda |a3 — ya22| "e ait sonuglar1 bulmustur.

Vijayalakshmi ve Sudharsan (2015), Genellestirilmis Sakaguchi tip fonksiyonlar

i¢in ikinci Hankel determinantinin bir {ist sinirni1 elde etmistir.

2.3 Kuvvetli Konveks ve Kuvvetli Yildizil Fonksiyonlar ile Tlgili Cahsmalar

Sokol (2009) , kuvvetli yildizil fonksiyonlarin bir alt sinifin1 ele alip, bu siniftaki

katsay1 esitsizligini Z(k2 -2)[a, |* <1 olarak elde etmistir.
K=2

Raza ve Malik (2013) , analitik fonksiyonlarin bir sinifin1 tanimlayip, bu sinif

icin t¢lincii Hankel determinantinin bir iist sinirin1 elde etmistir.



Aysegiil DOGAN

3. MATERYAL VE METOT
Bu bélimde, tezde kullanilacak temel tanimlara ve onemli bazi teoremlere

ispatlar1 verilmeksizin deginilmistir.
3.1 Materyal

Bu tez c¢aligmasi analitik fonksiyonlarin bir alt sinifi olan kuvvetli konveks
fonksiyonlarin bir sinifi i¢in Hankel determinantinin bir iist simirinin bulunmasi ve
genellestirilmis Sakaguchi tip fonksiyonlarin katsayilar ile ilgili genellemelerin elde

edilmesi metodu tlizerine kurulmustur.

3.2 Metot

Bernoulli Lemniscate ile ilgili kuvvetli konveks fonksiyonlarin bir alt sinifinda
ticlinci Hankel determinantinin bir st smirmi elde edebilmek icin Oncelikle bazi
yardimc1 Onermeler yardimiyla verilen sinifa ait katsayr esitsizlikleri elde edilip,

bulunan bu degerler Hankel determinantinda uygulanacaktir.

Genellestirilmis Sakaguchi tip fonksiyonlarda ikinci Hankel determinantinin iist
smirini elde etmek icin, Oncelikle verilen sinifa ait fonksiyonlarin temel 6zellikleri
incelenecek, tanimlanan parametrelere bazi 6zel degerler verilip daha Once lizerinde

calisilmis olan siniflara ait sonuglarla ilgili genellemelere ulagilacaktir.

3.3 Temel Tanimlar

C karmagik sayilar kiimesi, z,€C ve &>0 olmak ilizere z, noktasinin &
komsulugu, D(Zo,g)={z:|z—zo|<g} ile tanimlanan kiimedir. Buradaki z, noktas
komsulugun merkezi, ¢ sayisi ise komsulugun yaricapidir. D(Zo,g) kiimesine agtk

disk de denir. D(z,,£)={z:|z—2z,|<e&} kiimesi ise kapalt disk belirtir.

Bir M —C kumesi verilsin. M’:{ZG(C:ZeEM} ile tanimli kime M nin
tiimleyeni olarak tanimlanir. Bir M < C kiimesi ve z, € C noktas1 alalim. Eger M nin
z, dan farkli bir z noktasi her D(z;&) komsulugunda mevcutsa, z, M nin bir

yigilma noktasidir. Bir ze M noktasi igin D(Z,g) c M olacak sekilde bir ¢ sayisi

mevcutsa z, M kiimesinin bir i¢ noktasidir denir. Buradan i¢ noktanin bir yigilma
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noktasi oldugu anlasilmaktadir. Eger her ze M noktast M nin i¢ noktasi ise M ye

agik kiime denir. M nin M’ tiimleyeni agik kiime ise M kapalidir.

M cC kiimesi verilsinn. C de M;=MnNN, 2z, M,=MnNN,= ve

M =M, UM, olacak sekilde ayrik ve acik N, ve N, kiimeleri bulunmuyorsa M ye

baglantli kiime, baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir. Baglantili ve agik

olan kiimeye de bélge denir.

Z,€C noktasinin bir komsulugunda tanimli f fonksiyonunu alalim. f

fonksiyonunun z, noktasinda

lim f(Z)— f (ZO)

-1 -1,
limiti mevcut ise f fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir denir. Bu limit
, df . W y : .
f'(z,) veya d—(zo) ile gosterilir. Bu deger ayni zamanda f in z, noktasindaki
z

tirevidir. Bir D bdlgesinde tanimli f fonksiyonu, D nin her noktasinda
diferansiyellenebilirse fonksiyon bu bdlgede analitiktir denir. Eger f, z, m bir

komsulugundaki tiim noktalarda diferansiyellenebilir ise f, z, da analitiktir. Bu

durumda f nin z, da her mertebeden tiirevi vardir ve a, = f(n)(z0 )/ n! olmak iizere

f(2)=Ya(z-2,)

n=0
seklinde bir Taylor seri agilimina sahiptir.

Teorem 3.3.1 (Maksimum Modiil Teoremi) Bir A bdlgesinde analitik olan f

fonksiyonunu alalim. f fonksiyonu bu bolgede sabit olmadikea, f(Z)| modiilii
maksimum degeri A bolgesinin sinirinda alir (Duren 1983).

Yardimer Onerme 3.3.2 (Schwarz Yardimea Onermesi) f  fonksiyonu

U ={z:|z]<1} birim diskinde analitik ve f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde
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|f(z)|sl ise

f'(0)| <1 ve |f (Z)| <|z| esitsizlikleri saglanir. Esitsizlik sadece ¢eR
olmak iizere f(z)=e€"z fonksiyonu ile saglanir (Ponnusamy ve Silverman 2006).

Karmasik diizlemin bir D bolgesinde siirekli olan f:D — C doniligimiini
alalim. Bir z, € D noktasindan gecen ve aralarinda € agis1 bulunan iki diizgiin egri ¢,
ve @, olsun. Bu egrilerin t, noktasinda f(gol) ve f(goz) resim egrilerinin aralarinda
da yon ve biiytiklik bakimimdan @ acisi varsa, f fonksiyonuna t, noktasinda konform
bir déniigiimdiir denir. f fonksiyonu tim z, €D i¢in konform ise f fonksiyonu D
bolgesinde konformdur denir.

En 6nemli konform dontisiimlerden biri C_ =(Cu{oo} genisletilmis karmasik

diizlemi kendisi iizerine konform olarak resmeden Mdbius doniisiimiidiir. Bu doniistim,

a,b,c,d karmasik sabitleri i¢in

seklindedir.

Teorem 3.3.3 f fonksiyonunun analitik oldugu her z, noktasinda f'(ZO);tO kosulu
saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Teorem 3.3.4 (Riemann Déniisiim Teoremi) D c— C basit baglantili bolgesini U
birim diski iizerine birebir ve konform olarak resmeden z,e€D icin f(zo)=0 ve

f'(z,) >0 6zelliginde bir tek f fonksiyonu vardir (Pakla 1991).

3.4 Yalinkat Fonksiyonlar

Bir D bolgesinde tanimli analitik f fonksiyonunu alalim. Her z,z, e D igin
z,#1, iken f(z)=f(z,) sarti saglaniyorsa f’ ye D bolgesinde yalinkat fonksiyon

denir. U birim diskindeki f(z)=(1+ z)2 fonksiyonunu yalinkat fonksiyonlara 6rnek

olarak gosterebiliriz. Bu fonksiyonun yalinkatligini geometrik olarak incelemek basittir.
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Gergekten de 1+ z, birim diskin yerini 1 birim saga dogru kaydirir ve 1+z nin karesini

alinca ortaya ¢ikacak durumu resimle gostermek miimkiindiir (Sekil 3.1).

=14z

oSy

= )
-

w={¢7 =(+z2)°

Sekil 3.1 f(z)=(1+2)* fonksiyonunun resmi

Benzer islemler g(z)=(1+ z)3 fonksiyonuna uygulandiginda, bu fonksiyonun U

birim diskinde yalinkat olmadig1 goriilebilir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2 f(z)=(1+ z)3 fonksiyonunun resmi

10
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Eger f fonksiyonu z, e D noktasinin en az bir komsulugunda yalinkat ise f

fonksiyonuna z, e D noktasinda yerel yalinkat fonksiyon denir.

Asagidaki teoremde analitik fonksiyonlarin yerel yalinkatlig ile ilgili agagidaki
gerek ve yeter sart verilmistir.
Teorem 3.4.1 Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel yalinkat olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f'(z,)#0 olmasidir (Duren 1983).

Bir bolgede yerel yalinkat olan analitik bir fonksiyon yalinkat olmak zorunda
degildir. Ornegin, f(z)=2z* fonksiyonu D={z:1<|z|<2, 0<argz<37/2} bolgesinde
yerel yalinkat olmasina ragmen, yalinkat degildir. Gergekten de f(z)=z°, D de

analitik bir fonksiyondur ve her z eD igin f’(z,)#0 oldugundan yerel yalinkattir.

Buna karsin

f(i.,.iij— f(_i_ii)—gi
242 242 22 2\2) 4
oldugundan f fonksiyonu D bolgesinde yalinkat degildir.

U birim diskinde analitik ve yalmkat f(0)=0 ve f’(0)=1 normalize

kosullarini saglayan f fonksiyonlarinin sinifi S ile gosterilir. Her f €S fonksiyonu

f(z)=z+a222+...=z+ianz", lz|]<1, a,eC
n=2

olacak sekilde bir Taylor serisine sahiptir. S siifinin en 6nemli 6rnegi

k(z)= >=2+22"+32°+..=z+ ) nz" (3.1)

seklinde bir Taylor seri agilimina sahip Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon bir takim

doniisiimler sonucu elde edilir:

11
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u(2)=12 L 9(2)=w'(2) .+ 1(2)=3(9(2)-Y)

dizisini ele alalim. u(z) fonksiyonu U birim diskini Reu>0 yar: diizlemi iizerine

donistiiriir. Boylece g(z)=u?(z) fonksiyonu bir yar diizlemi negatif gercel eksen harig

biitiin karmasik diizlem iizerine resmeder ve f(z):%(g(z)—l) fonksiyonu da bir

normalize isleminin sonucudur. Bu durumda f fonksiyonu

Ctff1ez) ] @) -(-2 2
f(z)_ZKEJ 1} PIEIS T

seklinde yazilabilir ve boylece (3.1) de belirttigimiz Koebe fonksiyonu elde edilir.

Koebe fonksiyonu U birim diskini -1/4 den —o a kadar kesilmis diizlem

tizerine konform olarak doniistiiriir (Sekil 3.3).

{Refz} > 0] §C\ (.0 O\ (-, 1)1

Sekil 3.3 Koebe fonksiyonunun grafigi

Koebe fonksiyonu
1(1+z) 1
K(z)==|=—=| -= 3.2
(2) 4(1-2) 4 (32)
1+z

olarak yeniden diizenlendiginde W(Z)=1— fonksiyonunun U bdlgesini konform
-z

olarak Re{w} >0 bolgesine doniistiirmesi yukaridaki ifadenin dogrulugunu gésterir.

12
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S smifi bazi temel transformasyonlar altinda korunur. Bu transformasyonlarin

bazilarin1 sOyle siralayabiliriz:

. f(Z)=z+ iénz" (Eslenik Alma)
n=2
. e"’f(e‘“z)=z+ianei(”‘l)“z” , acR (Dénme)
n=2
iii. %f(tz):z+iant“z” , 0<t<1 (Genisleme)
n=2
: }/ a + 1 + + I
iv. [f(zk)]k=z+fz“+y(2ka3—(k—l)zz"1+...) , kez (Kok)

V. D bolgesinde f(z)=¢ denkleminin z ile ¢6ziimii yoksa f(z)fonksiyonuna D
bolgesinde ¢ ¢ikarlmis denir. Eger f(z)eS fonksiyonu U birim diskinde ¢

cikarilmis ise

fonksiyonu da S smifindadir. (Atilmis Deger)

Teorem 3.4.2 (De Branges Teoremi) Her feS ve n=23,... i¢in [a |<n esitsizligi
saglanir. f , Koebe fonksiyonu veya onun bir donmesi olmadik¢a esitsizlik tiim n

degerleri i¢in saglanir (Pommerenke 1975).

S smifindaki bir fonksiyonun a, (ikinci) katsayisinin modiiliiniin sinirim
hesaplamak i¢in verilen Bieberbach Teoremi yalinkat fonksiyonlar teorisinde énemli bir
yere sahiptir.

Teorem 3.4.3 (Bieberbach Teoremi) S smifindan alinan her f fonksiyonu igin
la,|<2 esitsizligi saglanir. Esitlik i¢in, f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir
donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir (Bieberbach 1916).

Bieberbach Teoreminin ilk uygulamasi, Koebe’ ye ait bir 6rtme teoremidir. Her

geS fonksiyonu g(0)=0 sartin1 saglayan acik bir doniisim oldugundan g

fonksiyonunun goriintiisii orjin merkezli en az bir diski kapsar. 1907 de Koebe, o

mutlak sabit olmak tizere, S sinifindaki fonksiyonlarin goriintii kiimelerinin, ortak bir

13
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|w| <& diski kapsadiklarini gostermistir. Koebe fonksiyonu, 6<1/4 olmasini gerektirir.
Daha sonra da Bieberbach, ¢ sabitinin 1/4 alinabilecegini ifade eden Koebe Dortte Bir

Teoremini ispatlamistir.

Teorem 3.4.4 (Koebe Dortte Bir Teoremi) S sinifinin her fonksiyonunun menzili

{w:|w| <1/4} diskini kapsar (Duren 1983).

Bieberbach’in |a,|<2 esitsizligi, konform déniisiimlerin geometrik teorisinde
ileri uygulamalart barindirir. f €S igin |f’(z)| nin kesin alt ve iist siirlarin1 veren
Koebe Biikiilme Teoremi bunun &nemli bir sonucudur. Geometrik olarak Biikiilme

Teoremi f doniisiimii altinda, |f'(z)| nin sonsuz kiigiik biiyiitme ¢arpani ya da |f’(z)|2

Jakobiyeninin, alanin sonsuz kii¢iik biiylitme ¢arpani olmasindan ileri gelmistir.

Teorem 3.4.5 (Biikiilme Teoremi) Her f €S igin

1-r 1+r
<|f'(z) < z|=r<1
(1+r)3 | ( )| (1_r)3 | |
dir (Goodman 1983).
Teorem 3.4.6 (Biiyiime Teoremi) Her f €S igin
r <|f(z)< d . 7=r<1

dir (Goodman 1983).

Bazi durumlarda Biiyiime ve Biikiilme Teoremlerinin birlestirilmisi olan

asagidaki esitsizlik daha kullanigh olmaktadir.

Teorem 3.4.7 Her bir f €S i¢in

1+r
1-r

1-r
<
1+r

. J7l=r<1

zf’(z)|S
f(2)]

esitsizligi saglanir (Duren 1983).

14
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3.5 Yalinkat Fonksiyonlarin Bazi1 Alt Siniflar:

Bir D<= C kiimesi ve z, €D alalim. z;, noktasini, diger tim z e D noktalartyla
birlestiren dogru parcasimin tamami D kiimesinin iginde kaliyorsa, D ye z,eD
noktasina gore yildizil kiime denir. Orjine gore yildizil olan kiimeye de kisaca yildizil

kiime denir. Bir f fonksiyonu yalinkat ve F=f(U) goriintii bolgesi orjine gore

yildizil ise yani

weF , 0<t<1l = tweF

Onermesi saglaniyorsa f e yuldizil fonksiyon denir. Bir D kiimesi, noktalarinin her

birine gore yildizil ise D konveks kiimedir. Geometrik olarak, D kiimesinin herhangi
iki noktasini birlestiren dogru pargasinin tamami D iginde kaliyorsa bu kiime konveks
kiime olarak isimlendirilir. Konveks bir kiimeyi konveks bir kiimeye doniistiiren

fonksiyon konveks fonksiyondur. Baska bir deyisle, bir f fonksiyonu yalinkat ve

f(U) goriintii bolgesi konveks ise f e konveks fonksiyon denir.

S kiimesinin yildizil ve konveks fonksiyonlar1 kapsayan alt siniflar sirasiyla S*

ve C ile gosterilir. Konveks ve yildizil fonksiyon siniflar igin

CcS'cS
seklindeki kapsama bagintis1 yazilabilir.

Konveks ve yildizil bolgeler sirasiyla Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 te gosterilmistir.

Sekil 3.5 teki bolge w, noktasina gore yildizildir fakat orjine gére yildizil degildir.

Sekil 3.4 Konveks Bolge

15
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Sekil 3.5 w, noktasina gore yildizil bélge

g(z)=log GJF—Z) ve h(z)= 1i fonksiyonlarin1 konveks fonksiyonlara 6rnek
-z -z

olarak verebiliriz. Ayrica Koebe fonksiyonu yildizil bir fonksiyondur. Gerg¢ekten k(U )

bolgesi her w, e C, Rew,>-1/4 noktasina gére yildizildur. p(z)zﬁ fonksiyonu
1-z

ise y1ldizil olmasina ragmen konveks bir fonksiyon degildir.

Herhangi bir yar1 diizlem veya dairesel bir disk konveks kiimedir. Konveks
kiimelerin herhangi sayida arakesitleri de yine bir konveks kiimedir. Konveks bir kiime
her bir i¢ noktasina gore yi1ldizildir. Tersine bir kiime, her bir i¢ noktasina gore yildizil

ise bu kiime konvekstir.

3.6 Birim Diskte Yalinkat Olan Fonksiyonlarin Bazi Onemli Alt Siniflar

U birim diskinde analitik ve yalinkat f fonksiyonunu alalim. Eger f
fonksiyonu, . ={z:|z|=R} egrisini  basit kapali bir konveks egri lizerine
doniistiiriiyorsa  bu egri konveks bir bolgeyi simirlar. Tersine, eger f, Ug(R<1)

diskini konveks bir bdlge iizerine doniistiiriiyorsa bolgenin smir1 basit kapali konveks

bir egri olur. Ayn1 durum yildizil egriler i¢in de gegerlidir.

Teorem 3.6.1 f, U_Rz{z |z|<R} kapali diskinde analitik ve yalinkat bir fonksiyon

olsun. Bu durumda f in U, kapali diskini konveks bir bolgeye doniistiirmesi igin

¥e ={2:|2|=R} iizerindeki z noktalar igin

16



Aysegiil DOGAN

2f"(2)
Re(1+ f,(z)]zo (3.3)

olmasi gerek ve yeterdir (Study 1913).

Ayrica f(0)=0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda f fonksiyonunun U,
bolgesini W=0 noktasina gore yildizil bir bolgeye doniistiirmesi igin gerek ve yeter sart

A ={z 7] = R} iizerindeki z noktalar1 i¢in

Re(%} >0 (3.4)

olmasidir (Nevanlinna 1920-1921).

Teorem 3.6.1 deki f fonksiyonunun yalinkat olmasit énemli bir sarttir. Aksi
halde yanlislik olur. Ornegin f(z)=2* alirsak, (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinde 2>0

olup esitsizlik saglanir fakat bu fonksiyon altinda U diskinin iki katli resmi konveks

veya yildizil bir bolge olmamaktadir.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki temel bir baginti ilk kez

J.W.Alexander (1915) tarafindan ifade edilmistir.

Herhangi bir f(z) fonksiyonu igin

olsun. Bu durumda

olur. Béylece F(z)=0 iken

17
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elde edilir. Eger f(z) nin orijinde k. mertebeden bir sifir1 varsa, son esitligin her iki

tarafi da orijinde analitiktir. Son esitlik ile (3.3) ve (3.4) te verdigimiz esitsizlikleri

karsilagtirdigimizda

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.6.2 (Alexander Teoremi) U, bolgesinde f'(z)#0 olsun. Bu durumda
f (z) fonksiyonunun U, bolgesinde konveks olmasi i¢in F(z)=zf'(z) fonksiyonunun

bu bolgede yildizil olmasi gerek ve yeterdir (Alexander 1915).

Ornek olarak U birim diskini Rew>-1/2 yar1 diizlemi iizerine déniistiiren

f(z)= = =z+§:zn

1_ Z n=2

fonksiyonunu verebiliriz. Bu fonksiyon birim diskte konveks oldugundan

F(z)=17'(2)=2 (1_(21)__22)2(_1) = (1_22)2

ifadesi birim diskte yildizil bir fonksiyondur. Ayrica son esitlik Koebe fonksiyonudur.

U birim diskini konveks bir bdlgeye doniistiiren birim diskte yalinkat ve
normallestirilmis fonksiyonlarin kiimesini C ile, U birim diskini orijine goére yildizil
bir bolge iizerine doniistliren birim diskte yalinkat ve normallestirilmis fonksiyonlarin
kiimesini de S” ile ifade etmistik. Simdi bu sembollerle Teorem 3.6.2 yi yeniden ifade

edelim:
i) f(z)eC = zf'(z)eS”

ii)F(z)eS = j-Md,ueC.
o M

18
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Bir f eS fonksiyonunun |a,|katsayilar1 i¢in kesin sinirlar hala bilinememesine

ragmen, bu problem S* ve C altsmiflar i¢in ¢oziilmiistiir. S* sinifina ait fonksiyonlar

icin Nevanlinna (1921) tarafindan asagidaki teorem ispat edilmistir.

0

Teorem 3.6.3 Eger f(z)=z+) a

n=2

z" fonksiyonu S* sinifinda ise, her neZ" igin

n

la,|<n esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her n i¢in kesindir ve esitlik sadece bir n>2

i¢in saglaniyorsa, bu durumda f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir donmesi olur.

C snifi icin Loewner (1917) asagidaki teoremi elde etmistir:

Teorem 3.6.4 Eger f(z)=z+) az" fonksiyonu C smifinda ise, her neZ" igin
n=2

|a,| <1 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her bir n igin kesindir ve esitlik sadece bir n>2

i¢in saglaniyorsa, bu durumda f (z) fonksiyonu 1i fonksiyonunun bir donmesi olur.
-z

S sinifindaki fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri i¢in alt ve {ist sinirlar asagidaki

teoremde belirtildigi gibidir.

Teorem 3.6.5 f €S* olsun. Bu durumda

ve her bir k>2 i¢in

- ki(k+r)
- (1_ r)k+2

e

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir. Esitlik durumunda f (z) fonksiyonunun

Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasi gerek ve yeterdir (Goodman 1983).

Konveks fonksiyonlar i¢in farkli sinirlarin olmasi gayet dogaldir.

19
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Teorem 3.6.6 f eC olsun. Bu durumda

r
—<|f <
1+r (Z)|

L
1-r

ve her bir k>2 igin

‘f(k)(z)‘s(l_k#

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerin hepsi kesindir. Esitlik i¢in f (z) fonksiyonunun,

1i fonksiyonunun bir donmesi olmasi gerek ve yeterdir (Goodman 1983).
-z

Teorem 3.6.6 daki sinirlar C sinifindaki fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri igin
Gronwall (1916) ve Loewner (1917) tarafindan birbirinden bagimsiz bir sekilde elde

edilmistir.

Robertson (1936) « mertebeli konveks ve « mertebeli yildizil fonksiyonlari
asagidaki gibi ifade etmistir.

0

f(z)=z+) a,z" fonksiyonu, her zeU igin

Reﬁ k(zz>)]

sartin1 sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlari

\Y2

a

sinift S*(«) ile gosterilir. Ayni fonksiyon

sartint sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin kiimesi de C(«) ile gosterilir.
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oldugundan a <1 sarti gereklidir. Aksi durumda S*(«) ve C(a) kiimeleri bos olur.
Ayrica a=1ise S*(a) ve C(a) kiimeleri bir tek f(z)=z fonksiyonuna sahip olur.
Biz genellikle 0<a <1 dogal sartin1 koyacagiz. Burada « degeri arttikga S™(«) ve

C(a) kiimeleri kiigiilmektedir.

3.7 Pozitif Gergel Kisimh Fonksiyonlar Sinifi

f(z)=1+pz+ P, 2%+ + pnz”+---:1+ipnz” (3.5)

n=1

olmak tizere, U birim diskinde analitik olan ve birim diskteki z noktalar1 igin
Re{f(z)}>0 sartin1 saglayan tim fonksiyonlarin sinifi ¢ olsun. g smifindaki
fonksiyonlara U birim diskinde pozitif gercel kisma sahip fonksiyon denir. Burada f
fonksiyonlarinin yalinkat olma gerekliligi yoktur. Ornegin, f(z)=1+2z" fonksiyonu

n>0 tamsayilar i¢in g sinifindandir fakat n>2 icin yalinkat degildir.

Koebe fonksiyonunun S sinifinin en 6nemli 6rnegi olmasi gibi

Lo(z)=i+—z=1+22+222+---=1+2§:z”

—Z n=1

Mabius fonksiyonu da ¢ sinifinin en 6nemli 6rnegidir. Bu fonksiyon ¢ sinifindandir,
birim diskte analitik ve yalinkattir. Ayrica birim diski Rew>0 yar1 diizlemi iizerine

doniistirtr. Bununla birlikte Ly(z) fonksiyonunun karakteri ile Koebe fonksiyonu

arasinda fark vardir. Koebe fonksiyonu, bir ¢ok ekstremal problemde S siifi icin tek

¢oziim olmasina ragmen, L,(z) fonksiyonu @ simifindaki |p,| degerini maksimize

eder ayrica @ smifinin n>2 ve p, =2 olacak sekilde sonsuz sayida baska fonksiyonlar

vardir ve bunlarin higbiri, digerlerinin donmesiyle elde edilemez.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar, pozitif gergel kisimli fonksiyonlar yardimiyla

tanimlanabilir. Bir baska ifade ile, U birim diskinde analitik ve f(0)=0 , f'(0)=1

normalize kosullarini saglayan bir f fonksiyonu i¢in
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zf'(z)
feS —
f(z) "
ve
feCel+ Zf, (Z) EP
(2)

onermeleri dogrudur.

¢ smifindaki fonksiyonlarin katsayilari i¢in kullanish olan asagidaki teorem

Carathéodory (1907) tarafindan verilmistir.

Teorem 3.7.1 (Carathéodory Teoremi) N >1 belirli bir tamsayi1 olsun. Eger (3.5) ile

verilen f fonksiyonu ¢ sinifinda ise |p,|<2 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir.

Esitlik durumu i¢in ¢ =e*"™ ve k=1,2,---,N i¢in ¢, >0 olmak iizere

N 1+é/kz © ;
F(z)= =1+ ) Pz
(B)=g0 g = 2R

N
ve Y ¢ =1ise F(z) fonksiyonu ¢ smnifindandir ve B, =2olur.
k=1

Teorem 3.7.2 fegp ve z=€"ise

1-r 1+r
Rl e
ve
2
f' <

kesin esitsizlikleri saglanir. Bu esitliklerin gergeklenmesi igin f(z)=L, (ei“z)

fonksiyonunu almak gerek ve yeterdir (Goodman 1983).
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3.8 Subordinasyon Tlkesi

Son yillarda karmasik analizle ilgilenen bircok matematikg¢i, bu alanda énemli
rol oynayan subordinasyon konusunda calismalar yapmistir. Subordinasyon terimi ilk
olarak E. Lindelof (1909) tarafindan ortaya atilmis olmasina ragmen temel bagintilar

Littlewood (1925) ile Rogosinski (1943) tarafindan bulunmustur.

U birim diskinde analitik olan f ve g fonksiyonlarini alalim. U da
f(2)=9(0(2)) 35)

olacak bigimde |¢)(Z)|<l ve ¢(0)=0 sartlarim1 saglayan analitik (yalinkat olmasina

gerek duyulmayan) bir ¢ fonksiyonu mevcut ise f fonksiyonu g fonksiyonuna
subordinedir denir ve f <g seklinde gosterilir. Ayn1 zamanda g fonksiyonu f

fonksiyonuna siiperordinedir de denir.

Pozitif gergel kisma sahip her fonksiyon, 1+—Z fonksiyonuna subordinedir.
-z
Bagka bir deyisle
1+z
p(z)epep(z)<—
1-z
dir.

Subordinasyon ilkesi i¢in dnemli olan Schwarz yardimci1 6nermesinden ve bu
ilkeyi elde etmede biiyiik rol oynayan ve J. E. Littlewood (1925) ‘a ait baz1 temel

ozelliklerden bahsedelim.

Teorem 3.8.1 (Schwarz Yardimer Onermesi ) A, | |f(z)|<1 olacak sekilde U birim
diskinde analitik olan f(z)=> az" fonksiyonlarmm smifi olsun. a(z)eA, alalim.
=1

Boylece birim diskteki z degerleri igin a(z) analitik, a(0)=0, |a(z)|£1 olur. Bu
durumda her bir 0<r<1 igin ‘a(re”’ )‘Sr esitsizligi saglanir. Eger bu esitsizlikte bir

z, =re” noktasi i¢in esitlik saglaniyorsa, bu durumda en az bir B gergel sayisi i¢in
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3. MATERYAL VE METOT

a(z)=e"”z olur. Sonug olarak |a,|=[a’(0)|<1 esitsizligi ve |a,|=1olmas: i¢in gerekli ve

yeterli sartin a(z)=A(z)=€"z oldugu elde edilir (Schwarz 1890).

f <g kabul edelim. Bu durumda ¢(U)cU ve ¢(0)=0 oldugundan, (3.6)
ozelligi ile f(U)cg(U) ve f(0)=g(0) bulunur. Schwarz yardimci 6nermesinden;

lp(2)|<|2| ve 0<r<1 olmak iizere
{f(2):]7<r}={9(2):|7]<r} (3.7)
oldugundan 0<r <1 igin

mex | f (2) <max{o ()]

z|<r |z]<r
yazilir. Ayrica

|2

(1)

¢(2)<1-o(2)
esitsizligi kullanildiginda

(112 )1+ (2) = (-2 )il (o)
<(2-lof')lo'(o)

elde edilir. |p(z)|<|7| esitsizligi tekrar kullamldiginda, 0<r <1 durumunda

max{(1-af ) /(@) < max{(1-1of o o)

|z<r |z<r
bulunur. Ozellikle z=0 alinirsa |f’(0)| £|g’(0)| olur.

Subordine olunan bir fonksiyonun yalinkat olmasi en énemli durumdur. g, U

birim diskinde yalinkat olmak tizere

f<ge f(0)=g(0) ve f(U)cg(U) (3.8)

onermesi dogrudur (Duren 1983).
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Sekil 3.6 Subordinasyon ilkesi

(3.7) ile (3.8) birlikte kullanilarak asagidaki subordinasyon ilkesi elde edilir.

Teorem 3.8.2 (Subordinasyon ilkesi) g fonksiyonu U birim diskinde yalinkat ve

U ={z:|z|<r , 0<r<1} olmak tizere f(0)=g(0) ve f(U)cg(U),

fU)=g(U.)
kapsamasini verir (Duren 1983).

3.9 Hankel Determinanti ve Fekete-Szegé Fonksiyoneli

U= {z eC:|¢ <1} birim diskinde taniml
f(Z)=Z+ianZn (3.9)
n=2

bigimindeki analitik fonksiyonlarin simifi A ve yalinkat fonksiyonlardan olusan A nin

bir alt sitmifi S olsun.

1976 da Noonan ve Thomas s>1 ve k >1 i¢in s—inci Hankel determinantini

& Qg Qe
a, a, a,
H (k)=| & 7 e (3.10)
Qs Qs T g

seklinde ifade etmistir. Bu determinant bir cok matematik¢i tarafindan ele alinmstir.
Ornegin Noor (1983) te n—o iken (3.9) da verilen bir f(z) fonksiyonu igin H, (k)

nin bir sinirint belirlemistir. Layman (2001) de bir tamsayi dizisinin Hankel Doniistimii

ve baz1 6zelliklerini ele almistir.

25



3. MATERYAL VE METOT

H,(1)=|a, —a}| determinanti Fekete-Szegd fonksiyoneli olarak bilinir. Fekete-
Szegd (1933) bu degeri reel u igin |a3 - ,ua22| ye genellestirmistir.

3.10 Bernoulli Lemniscate

Bernoulli Kelebek Egrisi olarak da isimlendirilen Bernoulli Lemniscate,
geometride, odaklar olarak bilinen, iki F, ve F,noktalarindan birbirine 2c mesafe
uzakliktaki P noktalarinin geometrik yeri olarak tanimlanan bir diizlem egrisidir

(PFl - PF, =C2). Egri 8 rakamina ve oo semboliine benzer bir sekle sahiptir (Sekil 3.7).

Adimnt lemniskus denilen beyaz sinir lifinden alan bu egri, Cassini ovalinin 6zel bir

halidir ve 4. dereceden rasyonel bir cebirsel egridir.

Bernoulli Lemniscate ilk olarak 1694 yilinda Jakob Bernoulli tarafindan iki
sabit odak noktasindan biitiin mesafeleri toplam1 sabit olan noktalarin geometrik yeri
olan bir elipsin modifikasyonu olarak tanimlanmistir. Bir cassini ovali, aksine, bu
mesafelerin ¢arpimi sabit olan noktalarin geometrik yeridir. Bu durumda egrinin
odaklarin arasindaki orta noktadan gectigi yerde, oval bir Bernoulli Lemniscate” e

doniisiir.

Bu egri hiperboliin merkezinde konumlanan inversiyon daire ile bir hiperboliin
ters doniistimii olarak elde edilebilir. Ayrica, baglantinin {i¢ bar bacaklar1 ve bir ¢arpraz
kare olusturmak icin se¢ilen kendi u¢ noktalar1 arasindaki mesafe ile Watt baglantisi

formunda mekanik bir baglanti tarafindan da ¢izilebilir.

V2

ev2

Sekil 3.7 Bernoulli Lemniscate
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3.11 Kuvvetli Yildizil ve Kuvvetli Konveks Fonksiyonlar

Q(f,z):Zf_(Z) olmak iizere SL'={f eA:|Q*(f,2)-1<1};zeU kiimesi,

f(2)

analitik fonksiyonlarin bir smifi olsun. Bu tanimla verilen f eSL" fonksiyonuna

. . . . . . f'
kuvvetli yildizil fonksiyon denir. Bir f e SL" igin : (Z), |Q2(f,z)—]4<l bagintisini

f(2)
saglayan Bernoulli Lemniscate” nin sag yarisi ile smirlanmisg bolgede uzanir. Eger

f !
Z—(Z)< V1+z ,zeU sarti saglamyorsa f eSL" dir. Bu fonksiyonlarin simifi Sokol ve

f(2)

Stankievicz tarafindan 1996 da verilmistir.

Q(f,z)=1+Zf—(Z) olmak tzere, SL°={f eA:|Q2(f,z)—1|<1}, zeU ile tanimh

t'(2)

f e SL° fonksiyonuna kuvvetli konveks fonksiyon denir. Burada

(1+ Z::'((Zz))J<qo(z)=\/1+_z, 0,(0)=1ise f eSL® dir.

3.12 Genellestirilmis Sakaguchi Tip Fonksiyonlar
Yakin zamanda Owa (2005, 2007), Sakaguchi tip S*(e,t) smifini ¢alistr.

f ve g, (3.9)ile tamimli U birim diskinde analitik fonksiyonlar olsun eger

Jae[0,1) ve VzeU igin

Re{w}>a <1, tel
f(z)- f(t2)

ise feA fonksiyonu S*(a,t) swimifindandir denir. =0 ve t=-1 igin Sakaguchi
(1959) nin calistigt S7(0,-1) simfim elde ederiz. Bir f eS™(a,—1) fonksiyonu, «
mertebeli Sakaguchi fonksiyonu olarak isimlendirilir. Frasin (2010), S(a,s,t) ve
T(a,s,t) gibi genellestirilmis Sakaguchi tip siniflarini ¢alismustir. Bir f € A fonksiyonu

VzeU vebaz1 0<a<lile s;teC, s=t, [t|<1 i¢in
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Re (s—t)zf'(2) oy
f(sz)- f(tz)
esitsizligi saglaniyorsa f e A fonksiyonu S(e,s,t) smifindandir denir. T(e,s,t) smifi

tim f fonksiyonlariniigceren A nin alt sinifi olsun dyle ki bu smiftaki fonksiyonlar igin

#f'(z)eS(a,s,t) dir.

Keerthi (2012), M (a,4,t) smifin1 tammlamustir. VzeU ve [t|<1, t=1, 0<A<1

ve0<a <1 igin

Re{(1-2) (1-t)zf'(2) 2 (1—t)(22f"(z)+zf'(z)) §
f(z)- f(t2) 7t '(2) —tzf (t2) a

ise f e A fonksiyonu M (a,4,t) smifindandir denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, calismamizda elde ettigimiz bulgulara yer verilecektir. Ik kistmda
kuvvetli konveks fonksiyonlarin SL° alt sinifinda iki problemi ele alip SL° simifinda
baz1 katsayr tahminleri elde edecegiz daha sonra Toeplitz determinantin1 kullanarak

Bernoulli Lemniscate ile ilgili analitik fonksiyonlarin bir alt simifi i¢in H,(1) Hankel
determinantinin iist sinirin1 inceleyecegiz.

Ikinci kisimda ise yalinkat fonksiyonlarin genellestirilmis bir alt smifi igin ikinci

Hankel determinantinin bir iist sinirin1 tahmin edecegiz.

4.1 Bernoulli Lemniscate ile ilgili Kuvvetli Konveks Fonksiyonlarin Bir
Smnifi i¢in Bazi Ozel Tahminler

4.1.1 Temel Tanimlar

Bu kisimda kuvvetli konveks fonksiyonlarin SL* sinifin1 inceleyecegiz:

Q(f.z)=1+ b (@), olmak tizere,

t'(2)

(1+ Z::'((ZZ))T n‘q} L zeU (4.1)

seklinde tanimli fonksiyonlarin sinifi olsun. Burada f € SL® dir ancak ve ancak

zt"(z) _ _
(1+TZ)J<qO(z)_\/1+_z,qo(0)_l (4.2)

dir

H,(q) taniminda s=3 ve q=1i¢in H,(1)

& A &
H 3 (1) =, a; g,
a a, g

ile verilir. f €A ve a =1 i¢in
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H,(1)=2,(a,a, ~ai) -2, (a, ~a,a, )+, (a, 2} )
ve

[Ha (U] <o |2, — a5 | +[au 2, .2, +[as][a; ~ 23]
elde ederiz.

Uciincii Hankel determinant1 igin sonuglarimizda kullanilacak asagidaki

yardimc1 dnermelere ihtiyacimiz vardir.

Yardimer Onerme 4.1.1.1 (3.5) ile verilen pe g fonksiyonunu alalim. Bu durumda

—4v+2 :v<0
lp,—wpf|<7 2 ;0<v<1l
v—-2 :v>1

dir. v<0 veya v>1 ise, esitlik ancak ve ancak p(z) =1+—Z veya onun donmelerinden
-z

2
biri olmas1 durumunda saglamir. 0<v <1 ise, esitlik ancak ve ancak p(z)= 1+ 22 veya
onun  donmelerinden  biri  olmast  durumunda  saglanir. v=0 ise

p(z) = 1 + QJH—Z + (3 — le—_z (0<7<1) veya onun donmelerinden biri olmasi
2 2)1-z \2 2)1+z

durumunda saglanir. v=1 ise ancak ve ancak v=0 olmasi durumunda saglanan
esitlikteki fonksiyonlardan birine karsilik gelen P icin esitlik saglanir. O<v<l

durumunda, yaklasik {ist sinir olmasina ragmen kesindir. Bu ifade
2 2 1
|, —vp?|+v|p| <2 ; O<vs§

ve

seklinde genellestirilebilir (Ma 1994).
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Yardimer Onerme 4.1.1.2 p(z)=1+pz+p,2°+.. U da pozitif reel kisimli bir

fonksiyon ise v karmasik sayisi igin

|p, —vpf| < 2max(L[2v-1])

1+7°

1-72

dir. Busonug p(z)= ve p(z)= iJr—Z fonksiyonlari igin kesindir (Ma 1994).
-z

Yardimer Onerme 4.1.1.3 (3.5) ile gosterilen peg fonksiyonunu alalim. Bu durumda
bazi x , [X<1igin
2p, = p; +x(4-p;)

vebazi z , |z|<1 i¢in

4p, = pd +2(4— p?) px—(4— p2) px® + 24— p2)(A-|X)z

dir (Grenander and Szegd 1958).

Yardimer Onerme 4.1.1.4 peg ise VkeN igin |p,[<2 dir (Pommerenke 1975).

4.1.2 sL® Smifinda Katsayr Tahminleri
Bu kesimde oncelikle SL® simifindaki fonksiyonlar igin katsay1 esitsizligini elde
edecegiz, daha sonra da bu esitsizlik yardimiyla Hankel determinanti i¢in bir {ist sinir

belirleyecegiz.

Teorem4.1.2.1 f(z)=z+a,z’ +a,2° +... fonksiyonu SL°® sinifina ait ise

3K (K2 - 2)[a, [ <1 (4.3)
k=2

dir.

Ispat: feSL® ise Q(f,z)<q,(z)=+1+z dir. Boylece » , |z]<1 i¢in ®»(0)=0 ve

|o(z)| <1 i saglamak iizere Q(f,z)=\1+(z) olur. Ayrica

(zf '(z))z =(zt'(z)+2°f ”(z))2 —( '(z))2 o(z)
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dir. Bunu kullanarak 0<r <1 icin

2;;218 3 = zﬂre” t'(re”) do
jo(re”)r
et +r2e2'9<f"<rew>>z—r%ﬂf'(reiﬁ))z\de
{ Jre((re))

= Zzz k*|ay|* r® - ZnZkz la,|" r**
k=1 k=1

rle 2|9( rei"))z‘de

[l
|
gl

re f'( + r2e’e ( f ”(re”)) ’

fao

elde ederiz. Esitsizliklerin bu siralanigindaki u¢ degerler
ZZk la, | r* >Zk“|ak|2 2 0<r<1

ifadesini verir. Sonunda r —1 alinirsa (4.3) deki esitsizlik elde edilir.
Teorem 4.1.2.1 sayesinde asagidaki sonucu elde ederiz:
Sonu¢ 4.1.2.2 f(z)=z+a,z* +a,2° +... fonksiyonu SL° sinifina ait ise k >2i¢in

|‘""k|Sl 2;
k (k —2)

dir.

0

Teorem 4.1.2.3 f (z)=)_a.z fonksiyonu SL° sinifina ait ise

k=1

1 1 1
<=, <=, <— 4.4
al<z il lalsy (4.4)

dir. Bu tahminler kesindir.

> acz* fonksiyonu SL° smufina ait ise o , |z]<1 i¢in @(0)=0 ve
k=1

Ispat: f(z)

|o(2)| <1 i saglamak iizere
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[zf '(z)+2*f "(z)]2 =(zf '(z))z[a)(z)+1}

dir.

0 0

[zf’(z)+zzf”(z)}2=i&zk : (zf'(z))2=ZBkzk , o(z2)=).Cz"

k=2 k=2 k=1

ile gosterelim. Buradan

k-1 k-1

A=Y I*(k-1)aa._ ., B => I(k-laa,_

1=1 1=1

ve

-8 -| o | Za

k1
elde ederiz. Boylece
A =a’=1, A =8aa,=8a,, A, =183, +16a’ , A =32a, +72a,a,
ve
B,=a’=1, B,=4a, , B,=4a, , B,=8a, +12a,a,

dir. (4.7) in karsilikl1 katsayi esitliginden

i) A -B,=B,C,

i) A, —B,=C,B,+B,C,

iii) A, - B, =B,C, +B,C, +CB,

elde ederiz. (4.8) ve (4.9) dan

) az_%c1
1 1
ii) 83_4_8C12+EC2
1 1 1
|||) a4 :ﬁclg +%C1C2 +£C3

elde ederiz.
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IC|<1, Z:|Ck|2 <1 oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla (4.4) i elde ederiz.
k=1

Kesinligin ispat1 i¢in q(z)=+v1+2" alalim.

f(z)=z+a,22 +a,2° +... [zf’(z)+zzf”(z)]z=(zf’(z))2[z”+1]

ve (4.5) esitliklerle

elde ederiz.

k<n+l i¢in A =B, oldugundan

verir. A.,—B,., =B, iken

n+l

di(n+2-D[I(n+2-1)-1]aa,,,, =1

verir. Boylece

2n(n+1)aa,, =1
dir. Buradan SL® sinifinda
1
f — n+lo
(z) Z+2n(n+1)z +

olacak sekilde bir f fonksiyonu vardir.

Tahmin: f eSL° ve f(z)=z+) a:z" olsun. Bu durumda
k=2

|an+1|g;
2n(n+1)

dir.
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4.1.3 SL° Icin Uciincii Hankel Determinantinin Ust Sinir1

Bu kisimda H; (1) tigiincii Hankel Determinants igin bir tist sinir elde edecegiz.
Asagidaki ilk iki teorem Fekete-Szegd fonksiyoneli ile ilgilidir.

0

Teorem4.1.3.1 f eSL° ve f(z)=z+) az" olsun. Budurumda

1
-3 u<1

|, — uaj| < 1 lsps
12 3
1 5
—(3 _]_, —
A I

dir.
Ispat: f eSL° ise (4.2) den ¢(z)=1+2 icin

1)

dir.

1+w(z)

p(2) = W)

=1+ pz+ P28 +....

fonksiyonu tanimlansin. p € oldugu agiktir. Buradan w(z) = pgzi_i dir. (4.10) dan
p(z) +

zf #t"(z)

%
3 o) =g(w(z)) ile g(w(z)) = ( 2p(2) ] elde ederiz. Boylece

p(z) +1

b
2p(z) 1 {1 5 2} 2 {1 5 13 }
— | =l+SpzZH| P, =P |2 P —
(p(z)+1j 4P1 4Pz 3 P 4p3 16 PP, + 128 o P

olur. Benzer sekilde

zf 2#t"(z)

o =1+2a,2+| 6a, - 4a; |2* +[12a, —18a,a, +8a; |2+

dir. Boylece
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1
a2=§p1,
1 1,
=—p -—— 4.11
4= PP (4.11)
—ip ! —p,p,+ 13 —p;
& 48" 384 "2 7 3072
dir. Bu da
1 3 )
“u+1
|83 ,u2| 24p 8(ﬂ+)p1

olmasim gerektirir. Buradan Yardimc1 Onerme (4.1.1.1) i kullanarak istenilen sonuglar

elde ederiz.

Sonug 4.1.3.2 f eSL° ve f( Zakz olsun. Bu durumda |a, —a |<— dir.

Teorem 4.1.3.3 f eSL° ve f( Zakz olsun. Bu durumda |a,a, |<— dir.
k=2

Ispat: (4.11) den

1 7 13 2?
a,a,—a; = 8( P.P; — plpz ﬁplj (SZ—S—Z}

_ 1 _L 2 P A
“3gg P57 P T 1024 0P 24576 ™
1

= —->=(192p.p, ~128p; - 72p{ p, + 21p{ )

elde ederiz. Yardimcr Onerme 4.1.1.3 deki p, ve p, degerleri yerine yazilarak, p>0

ve p,=pe[0,2] goz oniine almarak

oo l48n{ i+ 2(4- p2) pox—(4- b} ) puxt +2(4- 2 ) 1-Ix )]

—32{p12 +x(4- pf)}z —36p12{p12 +x(4- pf)}+21p14 |

2
|aza4 _aa| =

elde ederiz. Basit hesaplamalarla
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p* -4 4 p)px+96(4 p)(l |x|)

~16(4-p*)(p* +8)x* |

2.2, i} = 73728‘

elde ederiz.

Simdi |x| yerine p yazip iiggen esitsizligini kullanirsak

|a2a4—a§|_73728‘p +4(4-p*)p’p+96(4-p*)p+16(4—p°)(p-4)(p-2)p ‘

F(p.p)

elde ederiz. p ya gore diferansiyel alinirsa

4 (af),p) y 73;28[4(4— P*)p* +32p(4=p)(p=4)(P-2)]

oF(p, p)
op

elde ederiz. >0 oldugu agiktir ki bu F(p, p) in [0,1] kapali araliginda artan bir

fonksiyon oldugunu gdésterir. Bu p=1 de maksimum olmasin1 gerektirir. Buradan

max F(p, p) =F(p,1) =G(p)

dir. Buna gore

G —19p* — 48p? +512
(p)= 73728[ b ~48p° +512
dir. Buradan

G’(p):L[—mpt%p]

73728

olurve p=0 igin

"(p)= [ -228p—96] <0

P)= 73728 P-

bulunur. Bu G(p) nin p=0 da maksimum oldugunu gésterir. Dolayistyla

37



4. ARASTIRMA BULGULARI

512 1

2.8, —a3] < 73728 144

elde ederiz. Bu sonug

(1+mj <J1+z yada (1+ wj <1+ 72
f'(2) f'(2)

fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

0

Teorem 4.1.34 f eSL° ve f(z)=) az" olsun. Bu durumda [a,a, —a4|32—14 dir.

k=2

Ispat: Yardimci Onerme 4.1.1.1 i kullanarak (4.11) den

la,a, —a,| p? +4(4— p2) pp+32(4— p2)+16(4— pz)( p+2)p2}

<3072t

elde ederiz.

Fl(P’P)=K172{p3+4(4— p*)pp+32(4-p*)+16(4—p?)(p+2)p°} (4.12)

olsun. Ust sinirm [0,2]x[0,1] dikddrtgeninin i¢ bodlgesinde oldugunu kabul edelim.

(4.12) nin p ya gore diferansiyeli alinirsa

oF, 1
a_,f)lzﬁ{4(4_ p?)p+32(4- pz)(p+2)p}

elde edilir. 0<p<1 ve pe(0,2) sabiti igin ?<0 oldugu kolayca goriilebilir. Bu
0

F(p,p) in p nun azalan bir fonksiyonu oldugunu kolayca gosterir ki bu bizim

varsayimimizla geligir. Bu yiizden

max F; (p, p) = F(p,0) =G,(p)

dir. Bu da

G,( p):Fl?Z{SpZ —~64p}

ve p=0 igin
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1
"(p)=——(6p—64)<0
{(P)= 3572 (6P—64)<

olmasini gerektirir. Dolayisiyla p=0 maksimum noktadir. Bdylece istenilen sonug elde

edilir.

Asagida verecegimiz teorem liglincii Hankel Determinanti i¢in bir iist sinir verir.

dir.

Teorem 4.1.3.5 f eSL® ve f(z)=iakzk olsun. Bu durumda |H3(1)|£ 420
k=2

Ispat: H,(1)=a,(8,3, —a)-a,(a, —a,a) +a;(ag —2;) oldugundan
Hy ()] <[ay|[a,2, — 83| +[a,]|a, — a,a;] +[a||aa; — &

elde ederiz. |a;| igin smir, Teorem 4.1.2.2. deki benzer yolla elde edildikten sonra

Sonug 4.1.3.2 , Teorem 4.1.3.3 ve Teorem 4.1.3.4 in sonuglari ile birlikte a, =1 olmasi

kullanilarak, istenilen sonucu elde ederiz.

4.2 Yahnkat Fonksiyonlarin Genellestirilmis Bir Alt Simifi icin 2. Hankel
Determinanti

Bu kisimda $(0,s,t) ve T(0,s,t) smiflarmin genellestirilmis hali olan M, (s,t)

sinifin1 tanimlayacagiz.

Bir f(z)e A fonksiyonu vzeU igin ve s,teC, s#t, [s|<1, |t|<1, 0<A<1 igin

Re{(ll){ (s-1)2 @) }m!(s_t)(zz )+ ’(Z))}} >0 (4.13)

f(sz)- f(tz) szf '(z) —tzf '(tz2)

sartlarmi sagliyorsa M, (s,t) smifindandir denir.

Asagidaki ifadeler agiktir:

i. M, (L-1)=S;(4,1-1)
ii. M, (s,t)=S7(0,s,t)

iii. My(Lt)=M(0,1t)=S7(0,1,t)=S"(0,1)
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iv. M,(L-1)=5"(0,1-1)=5"(0,-1)
V. M,(s,t)=T(0,s,t)
Vi. M,(L-1)=T(0,1-1)=T(0,t)
H.(q) , s—inci Hankel determinantinda s=2 ve q=2 alinirsa

a &
’ a :aza4_aaz

4

H2(2) =

(4.14)

elde edilir. Bunu kullanarak g¢alismamizda M,(s,t) smifina ait fonksiyonlar igin

‘aza4 - a,ﬂ fonksiyonelinin kesin iist sinirin1 bulacagiz.

Teorem4.2.1 f eM,(s,t) fonksiyonunu alalim. Bu durumda

4
1+22) (3-s* —st—t2)

|a2a4—a§|s(

dir.

Ispat: f €M, (s,t) olsun. Bu durumda baz1 zeU igin

(1—1){(84)2]“(2)}m[(s_t)(z P@+ @) p(2)

f(s2)- f(tz) szf '(2) —tzf '(tz)

sartin1 saglayan bir p e vardir. (4.16) daki katsay: esitligi

B 1
T ) (2-s1)

b,

(1+32)(s+t) 2 1 0
(1+2)° (1+22)(2-s-t)(3-s? —st—t*) (1+22)(3-5" —st—t*) *

a3:
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a { !
s (1+3/1)(4—s3—52t—st2 —t3)
(1+5/1)[(2—s—t)(s2 st + (s +1)(3-° —st—tz)}
(L+2)(1+22)(1+32)(2-s-1)(3-5" ~st-t*)(4-5" - s’t -st’ —tﬁ)bl ‘

b,

(1+2/1)(1+7/1)(s+t)(3—sz—st—tz)—(l+3/1)(1+5/1)[(2—s—t)(sz+st+t2)+(s+t)(3—sz—st—tz)ﬂ 3
(L+ ) (1+22)(1+32)(2-5-1)" (3-8 ~st—t*) (4-5’ - 't -st’ -1 }

—(S+t)><[

(4.17)

verir. (4.17) de kolaylikla goriilebilir ki
C(A,st)=(1+2)" (1+24) (1+32)(2-5 1)’ (3-s2 —st—t?) (4—5° —s’t —st* - t°)

P=(1+24)(1+32) (s +1)" (2—-s-1)(4-s° —s’t—st* - t°)
~(1+22)(s+t)(3-s2 st ) [ (L+32)(1+52)((2-5-t)(8* +st+12)+ (s +1)(3-5* —st—t?))

—(1+22)(2+72)(s+1)(3-5" —st—t*) ]
R=(1+4)" (1+22)(2-s~t)

X[ (1+22)(1+52)(3—5" —st—t*)((s” +st+1*)(2—s—t)+ (s +1)(3-5* — st —t*))
—2(1+32) (s+1)(2-s-t)(4-s* =t —st* —t°) |

S=(1+4) (1+22)° (2-s—t)’ (3-s* —st—t?)
ve

T=(1+2)' (1+24)@+34)(2—-s-1)’ (4-s*—s’t—st’ —t°)
olmak tizere

1
a2a4—a§:C(/I,S’t){—be+Rbfb2+8b1b3—Tb§} (4.18)

dir. (4.18) de Yardimc1 Onerme (4.1.1.3) ve Yardimci Onerme (4.1.1.4) i kullanarak

1
4C(A,s,t)

la,a, —af|= [-(4P—2R—S +T )by + (2R +2S - 2T )b’ (4—b7 )x

~[4T —(T -5)b2|(4-bF) % +28b1(4—bf)(1—|x|2)z|
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elde ederiz.
b=b ve be[0,2] alp, iiggen esitsizligini kullanarak S=|x/<1 Ve
F((S):—{ { 4[ (1+22)(1+32) (s+1) (2-5-1){4-5'-st-st'-t')
(L 2a)(s+t)(3-s st x
(1432) (152 (2-5-)(5" st ) s+ 3-7- st [ (14 22) (04 72) (s +1)(3-5" -t ) }
- (L A) (L4 22)(2-5- t)[ (1+22)(1+52)(3-5" - st 1) (s #st4 ) 2= 5-1) (s41)(3-57 -t 1"
2131 (s+1)(2-5-1)4-5'~st-st' 1) |
(LA (Lh22) (25t (35t -st )
#(1+4)' (1+22)(1+32) (2-5-1) (45~ st -st" ') }b“
{ 21+ A (1+22)(2-5-t)]| (1+22)(1+52)(3-" -5t (5" +st+)(2-5-1)# (s41)(3-5" ~st -t
~2(1+34) (s+1)(2-s-t)(4-5' -st-st'-t) |
+2(L+ A) (L4 24) (2-5-1) (3-8 ~st -]
~2(1+A)' (1+22)(1+32) (2-5-1)' (4- 5" st -t ') }bz(4—b2)5
H | 41ea) (1+22)(1432)(2-5-1) (4-5" ~s't-st' -t
(6 2) (1 22) 04325 (487 - st 4 (1422) (25 (37t o |
~2(142)'(1+22) (2= 51 (35" -st-t7) b }(4-b7)e”
#2(L+2) L+ 22) (2-5 1) (3-* ~st-t) b(4-b?) }
artan bir fonksiyon olmak iizere

(4P—2R-S+T)b*+(2R+2S -2T)b?*(4-b°)s
4C(4,s,t) +[[4T (T —s)b?](4—|oz)—23b(4—b2)]52 +25b(4-b?)

|a2a4_asz|S

elde ederiz. Buradan MaxF (o) =F (1) dir. Sonug olarak G(b) = F(1) olmak tlizere

1
C(A,s,t)

la,a, —a3| < G(b) (4.19)
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dir. Bu durumda

e(b):{ { (14+22)(1+32) (s+1)' (2-5-1) (-5 -5t -st* ')
~(1+24)(s+1)(3-5" st - t)
[(1+32)(1+52)[(2-5-t)(s" #st+1 )+ (s+1)(3-5 - stt*) ] - (14 22)(1+ 72)(5+1) 3-8 st -t
— (L+2)(1+22)(2- )[ (L+22)(1+52)(3—" —st—t) (5" + st+1°)(2—5-1) +(s+1)(3-5" =st—t*)
~2(1+32) (s+1)(2-5-1)(4-5" - st-st*-1') |
(LAY 1+ 22) (2-5-t) (3-8 —st—t?)]
+(142) (1+22)(1+32) (25 -1) (4-5 =5t -st* =) }b“
+[ 2(1+ 2) (1+22)(2-s -t)x| (1+22)(1+52)(3-57 - st=t7)[ (57 +st+1)(2-5-1) (s+1) (3-8 - st-1") ]
~2(L+32)" (s+t)(2-5-1)(4-5" st st ) }
—4(1+2) (1+22)(1+32)(2-5-1) (4-8' -t - st* - 1')
+3(14+ 4) (1+24) (2-s 1)} (8- ~st—t?) }bz
(14 1) (1+22)(1+34)(2-5-t) (4-5* - st - st* =) }
veya
A:{ (1+224)(1+32) (s +1)° (2-5-1)(4—5° - st - st* —1°)
~(1+22)(s+t)(3-8% —st—t?) x
[(1+32)(2+52)[ (2= s—t)(s" +st+1°)+ (s +1)(3-5" ~st—t?) |- (L+22) L+ T2) (s +1)(3- s ~st )]
(LA (@r22)(2-s-1)] (1+22)(1+52)(3= 8" —st—t?)[ (8" + st+ 1) (2—s—t) #(s+1)(3-5" ~st—t*)]
~2(1+32) (s+t)(2-s-t)(4-5" -t -st" -t') |

~(L42) (422 (2-5-1) (3-8 -st) (14 2)} (L4 22) L+ 31)(2-5-1) (45" -5ttt |

B =[ 2(1+2)" (1+22)(2-s —t)x[ (1+24)(1+54)(3— 5 —st—t?)x

[(52 +st+t2)(2—s—t)+(s+t)(3_sz —st—tz)]
_2(1+3,1)2(s+t)(2—s—t)(4_ss %2 —t3) ]
—4(1+ /1)4 (1+ 2/1)(1+3/1)(2—S—t)3(4_ss %2 —t3)

+3(1+4) (1+22L)3(2—s—'[)2(3—s2 —st—tz)2 }

olmak tlizere

G(b)=Ab* +Bb* +4T
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olur. Bununla birlikte
G'(b)=4Ab® +2Bb
dir. G’(b)=0 olmas1 b[4Ab2 + ZB] =0 esitligini verir. b=0 igin
G’(b)=12Ab% + 2B
negatiftir. Bu ylizden
MaxG(b) =G(2)

olur. Boylece (4.19) dan (4.15) i elde ederiz. b =0, b, =2 ve b, =0 i¢in sonug kesindir.
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5. TARTISMA VE SONUC
Bu boliimde dordiincii boliimde her iki kisminda elde edilen teorem ve sonuclar

ispatsiz olarak yazilacaktir.
5.1 Bernoulli Lemniscate ile ilgili Kuvvetli Konveks Fonksiyonlarin Bir

Sinifi icin Elde Edilen Sonuclar

Bu calismamizda kuvvetli konveks fonksiyonlarin SL° sinifina;

Q(f,z)=1+ #7(2) olmak tizere,

()
SL® {f eA: (1+Z:,"—((Zz))]zl‘<l} ,2eU

seklinde tanimlayarak, bu fonksiyon sinifina ait bazi katsayi1 tahminlerinde bulunup,
ticlincii Hankel Determinantinin bir iist sinirini elde ettik.

Sonug 5.1.1 f €SL° ve f(z)=z+a,2° +a,2° +... ise ikz(k2 ~2)[a |’ <1 dur.
k=2

Sonug¢ 5.1.2 f eSL°ve f(z):z+iakzk ise |a2|£1, |a3|£i : |a4|si dir.
P 6 12 24

1

—(1-3u); wu<-1
)~

Sonu¢ 5.1.3 f eSL° ve f(z)=z+iakzk ise |a3—ya§|s % ; —13/132 dir.
k=2

1 5
—(3u-1); —.

A I

Sonuc 5.1.4 f eSL° ve f(z):iakzk ise |aza4—a§|si dur.
=} 144

Sonu¢ 5.1.5 f SL° ve f(z)=iakzk ise |a2a3—a4|§2—14 dur.
k=1

> . 19
S 5.1.6 feSL” ve f(z)= Klise |H,(1)s—=——
onu¢ eSL° ve f(z2) kZ:;akz ise |H, (1) 1320
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5.2 Yalinkat Fonksiyonlarin Genellestirilmis Bir Alt Simfi Icin 2. Hankel
Determinanti ile Ilgili Elde Edilen Sonuclar

Bu ¢alismamizda U ={ZG(C:|Z|<1} birim diskinde tamimli (3.9) ile verilen

analitik f(z) fonksiyonu i¢in VzeU ve s;teC, s=t, |s|<1, || <1, 0<A<1 olmak iizere
—t)zf’ s—t)(z2*f"(2)+zf '(z
Rl (1-2) (s—t)zf'(2) ¥ ( )( (2) ()) -0
f(sz)- f(tz) szf '(z) —tzf '(tz2)

kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusan M, (s,t) smifini tanimlayarak, bu sinifa ait

fonksiyonlarin temel 6zelliklerini inceledik. Elde etti§imiz bulgulardaki parametreler
icin baz1 6zel degerler secilirse, daha once ¢alisilmis olan 6nemli siniflar ve onlara ait

sonuglar elde edilir.

Teorem 4.2.1 de s=1 ve t=-1alinirsa Singh (2014) in Sonug 3.1.1 i elde edilir.

Sonug 5.2.1 f(z)eM, (1,-1) ise [a,a, —a3|< dir.

(1+22)°
Teorem 4.2.1de 1=0 ve A=1 alirsak sirasiyla asagidaki sonuglari elde ederiz:

4

- — dir.
(3—3 —st—t )

Sonug 5.2.2 f(z) M, (s,t) ise [a,a, —a3| <

Sonug¢ 5.2.2, Vijayalakshmia ve Sudharsan (2015) in Teorem 3.1 de B, =2 igin elde

ettigi sonucun bir genellemesidir.

Sonug 5.2.3 f(2)eM, (s,t) ise |a,a, —a;|< 4 dir.
9

(3—52 —st—tz)2

Teorem 4.2.1de (1=0,s=1, t=-1) ve (A1=1, s=1, t=-1) alirsak Janteng (2006) in

ifade ettigi agagidaki sonuglari sirasiyla elde ederiz.

Sonu¢ 5.2.4 f(z)eM,(1-1) ise ‘aza4 —aﬂgl dir.
Sonug 5.2.5 f(2) e M, (1-1) ise |a2a4—a§|s% dir.

Sonug olarak, bu ¢alismada elde edilen sonucglar daha dnceki ¢aligmalarin bir

genellemesidir.
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Uygulanan filtrelemeler:

X] Kabul/Onay sayfalari harig,
X Kaynakga harig

X] Alintilar harig/dahil

[] Diger

Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii Programlarda Tez Calismasi Intihal Raporu Uygulama
Esaslari’ni inceledim ve bu Uygulama Esaslari’nda belirtilen azami benzerlik oranlarina gore tez calismamin
herhangi bir intihal igermedigini; aksinin tespit edilmesi durumunda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu
kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Geregini saygilarimla arz ederim.

)
18 /02/2016 18/02/2016

PROF.DR.H.OZLEM GUNEY PROF.DR.H.OZLEM GUNEY
Tez Danismam Anabilim Dah Baskam
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