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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN DAMPING TERIMLI PETROVSKY
DENKLEMININ COZUMLERININ PATLAMASI

YUKSEK LISANS TEZi
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DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2017

Ikinciboliimde Petrovsky denklemi ile ilgili yapilan ¢aligmalar 6zetlenmistir.

Uciincii boliimde tez boyunca gerekli olan temel tamim, teorem ve esitsizlikler
verilmistir.

Dérdiincii boliim ise iki alt kistmdan olusmustur. {1k kisimda damping ve kaynak
terimli Petrovsky denkleminin ¢dziimlerinin patlamasi incelenmistir. Ikinci kisimda ise
kesirli mertebeden damping terimli Petrovsky denkleminin g¢oziimlerinin patlamasi
caligtlmustir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli tirev, Petrovskydenklemi, Patlama.



ABSTRACT

BLOW UP OF THE SOLUTIONS FOR THE PETROVSKY EQUATION WITH
FRACTIONAL DAMPING TERMS

MASTER THESIS
Turgay UYSAL

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2017

In the second chapter,discussed Petrovsky equation with the historical
development of studies carried out to date on.

In the third chapter, the basic definitions, theorems, and inequalities that will be
used in this thesis is are provided.

The fourth section consists of two subsections. Blow up forth Petrovsky Equation
in the first episode of Damping and Source; In the second part, Blow up forth Petrovsky
Equationwith Damping in theFractional order was studied.

Keywords: Fractional derivative, Petrovsky equation, Blowup.
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1. GIRIS

Giinliik hayatimizda kullandigimiz teknolojinin temelinde genel olarak tiirev ve in-
tegral vardir. Tiirev ve integral, karsilagilan dogal ve yapay sistemlerin davraniglarini
anlamamiza yarayan ¢ok énemli araglardir. Uygulamal bilim dallarinda (fen, miihendis-
lik, ekonomi, ...) var olan problemlerin &zelliklerini agiklayan matematiksel model-
lerin olusturulabilmesi i¢in ¢cok énemlidir. Bu siire¢te 6ncelikle bu problemleri matem-
atiksel ifadelerle formiilize etmek, sonra da bunlarla ilgili bazi baglangi¢ ve sinir sartlar
kullanarak problemin ¢oziimlerini olusturan fonksiyonlar:1 bulmak amaclanir. Bilinen
bir problemi formiilize etmemize yardimci olan bu matematiksel ifadeler, genellikle
aranan fonksiyonun ¢esitli mertebeden tiirevlerini icerir. Burada tiirevlerin mertebesi
tamsay1 olabildigi gibi kesirli degerler de olabilir. Iste boyle matematiksel ifadelerde
bulunan tiirevlerin mertebesine gore diferansiyel denkleme, tamsay1 mertebeli diferan-
siyel denklem (klasik) veya kesir mertebeli diferansiyel denklem denmektedir.

Kesirsel diferansiyel denklemler teorisi cesitli madde ve islemlerin kalitsal 6zellik-
lerinin tanmimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aragtir. Bu ise tamsay1 merte-
beli tiirevlerle karsilagtirildigi zaman, kesir dereceli tiirev icin bir avantajdir. Kesir
dereceli tiirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin matem-
atiksel modellemelerinde, akigkanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro analitik
kimyada, cesitli materyal ve siireclerin bellek ve kalitsal ¢zelliklerini tanimlamak icin
kullanilir. Fizik, kimya, biyoloji, ekoloji, ... gibi alanlarda genis bir uygulama alanina
sahiptirler [Oldham ve Spanier 1974; Samko, Kilbas ve Marichev 1993].

Kesirli tiirev ve integralin birbirinden farkli ve birbirine uyusmayan bir¢ok tanimi
kaynaklarda mevcuttur. Fakat kaynaklar incelendignde, bu tanimlarin aslinda Rie-
mann Liouville tiirev taniminin genellestirilmis sekli yada belirli sartlar altinda Rie-
man —Liouvillle tiirev tanimi ile baglantili oldugu goriilmektedir. Bu tanimlar arasin-
daki temel fark ele alinan fonksiyonlarin tanim kiimesi ve segilen yardimci para-
metrelerdir. Kesirli tiirev tanimlar1 arasinda en c¢ok kullanilan Riemann- Liouville
tirev tanmimidr. Kesirli tiirevleri hesaplamak icin baska bir segenek; 1967 yilindaki
makalesinde M.Caputo tarafindan ortaya konan Caputo kesirli tiirevidir. Caputo’nun
tanimi kullanilarak diferansiyel denklem ¢ozerken Riemann-Liouville kesirli tiirevinin
aksine, bu kesirli mertebeden baslangi¢ kogulullarini tanimlamaya gerek yoktur, bu da
diferansiyel denklem ¢ozerken ciddi avantajlar saglamaktadir.

Giinliik hayatta karsilasilan bir¢ok problemin adi veya kismi diferansiyel denklem-
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lerle modellenebilmesi miimkiindiir. Bu problemler bircok alanda karsimiza cika-
bilmektedir. Ancak modellenen her problemin tam olarak ¢ziimiiniin bulunmasi ¢ogu
zaman miimkiin olmamaktadir. Bu problemler i¢in yaklagik bir ¢o6ziim bulmak veya en
azindan ¢oziimiin davranigiyla ilgili bir fikir edinebilmek icin denklemlerin bazi sart-
lar ile simirlandirilmasi gerekmektedir. Bu nedenle problemlere genellikle baglangig
ve sinir kosullari eklenerek iyi taniml ¢oziim bulmak amaclanmustir. Iyi tanmml bir
¢oziim bulmak igin ilk agama ¢oziimiin varligini, ¢dziim varsa sayet ¢oziimiin tekligini
ve baglangi¢ verilerine bagimhiligini aragtirmaktir. Coziimiiniin varligr ve tek oldugu
kanitlanmig denklemin asimptotik davranigi yani ¢éziimiiniin sonlu veya sonsuz bir za-
manda davranisi her ne kadar ¢éziim tam olarak bilinmesede ¢oziime yonelik bir fikre
sahip olmamiz1 saglar.

Zamanin sonlu bir t>0 zamanina yaklagtiginda, degiskenlerin sonsuz biiytimesin-
den dolay1 ¢oziimiin sonsuza gitmesine blow up (¢oziimiin patlamasi) veya ¢oziimlerin

global yoklugu denir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Patlama (Blow up) konusunun matematiksel teorisi ise 1960 larda; Kaplan (1963),
Friedman (1965), Fujita (1966) ve diger baz1 yazarlar tarafindan genel bir yaklagim

verildikten sonra aktif olarak aragtirmacilar tarafindan galigilmigtir.

1k olarak
Uy — Au+ g (u) = f(u)

seklindeki damping ve kaynak terim igeren denklemlerin patlamasini Levine (1973,1974),

Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978) incelemigtir.

Messaoudi (2002) de, Petrovsky denklemi olarak adlandirilan
uy + A%+ g (u) = f (u)

denkleminde g (u;) = u [ue|”™" ve f(u) = u|u|”" iken ¢oziimiiniin varhigim ve pat-
lamasimi, Wu ve Tsai (2009) da ¢oziimiin azalmasi ve patlamasim gahgtilar. Chen
ve Zhou (2009) da bu denklemin pozitif baglangic enerjisi altinda ¢oziimlerinin pat-
lamasimi ¢ahgtilar. Daha sonra Li ve ark. (2012) de, g (u:) nin yerine G (u, Au) =
— A+ uy [P ve f (u) = u|uy|? M alarak ¢oziimiin azalmasi ve patlamasim calistilar.

Daha sonra Pigkin ve Polat (2014) de bu denklemin enerji azalmasin galigti.

Tatar (2003) de kesirli tiirev igeren
Uy + O u = Autalul’ " u

denkleminin ¢oziimlerinin iistel biiylimesini ve (2005) te de ¢oziimlerinin patlamasini

caligti. Alamia veTatar 2005 te ayni denklemin ¢oziimlerinin patlamasini ¢aligtilar.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar, uzaylar ve esit-
sizlikler yer almaktadir [Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis
2011, Pigkin 2017, Podlubny 1999]. Ayrica tezin temel kisimlarimin olugturulmasinda

kullanilacak olan teorem ve metotlara da bu boliimde yer verilmistir.
3.1. Normlu Uzay, i¢ Carpim ve Hilbert Uzay:

Tanim 3.1.1. X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olsun. @ € X vektoriinii

|7 || reel sayisina doniistiiren ve agagidaki sartlar: saglayan reel degerli
I.l: X =R

fonksiyonuna X iizerinde bir norm denirvVz',y € X ve Va € R icin
@) 17 =0; |7 =0s 7 =0

(it) la’|| = lal | Z']];

(i) |7+ G < [T+ 71l (iggen esitsizligi)

Bu durumda (X, ||.||) ikilisine bir normlu uzay adi verilir, | 7’| sayisina da 7" € X

elemaninin normu denir.

Her ||Z'|| normu, d : X x X — RT olmak iizere,

d(z,y) = |z =yl

seklinde bir uzaklik fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik
uzaydir.

Tanim 3.1.2. (z,), (X, |.||) normlu uzayinda bir dizi olsun. ¥V & > 0 ve n,m > N
oldugunda ||z, — z,,|| < € kogulunu saglayacak bir N dogal sayis1 mevcut ise (z,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.3. (z,), (X,].||) normlu vektér uzayinda bir dizi olsun.

lim ||z, —z|| =0
n—oo

esitligini saglayan bir z € X varsa (x,) dizisine yakinsaktir denir ve z,, — =z ile

gosterilir.
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Tanim 3.1.4. Bir X normlu vektor uzayinda her Cauchy dizisi X in bir elemanina
yakinsiyor ise bu uzaya tam uzay denir. (X, |.||) uzay1 tam ise bu uzaya Banach uzay:

denir.

Tanim 3.1.5. X vektor uzay: tizerinde tamimlanan iki norm, ||.||; ve [|.||, olsun.
C1, Cy > 0 sabitleri icgin
Crllzlly < llll, < Calllly

esitsizligi X uzayindaki her x noktas: icin gegerli ise, ||.||; ve [.||, normlarima denk
normlar denir.
Sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanimlanan tiim normlar denktirler ve o uzay

tizerinde ayni topolojiyi tanimlarlar.

Tanim 3.1.6. K cismi iizerinde tanimlanan bir X vektor uzay: verildiginde, X x X

uzay1 iizerinde tanimli K degerli
(,): X xX—>K

bir fonksiyonun V x,y € X ve a,b € C i¢in asagidaki ozellikleri varsa, bu fonksiyona

i¢c ¢carprm denir;

(i) (z,2) >0; (z,2) =0<= 2 =0,

(i) (z,y) = (y,z) (burada ¢, ¢ € C nin karmagik eslenigini belirtir),
(iii) (az +by,2) =a(z,2) +b(y,2).

K = R halinde (z,y) = (y,z) oldugu hemen goriiliir.
Bir i¢ carpim ile

1
]| = (2, 2)2

tanimlanan |[.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gormek oldukga kolaydir.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tamimlanan uzaya i¢ carpwm

uzayr denir.

Tanmim 3.1.7. Bir i¢ carpim uzayindaki her Cauchy dizisinin bu uzayin bir 6gesine

yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tanmim 3.1.8. R" deki Euclid uzaymda bir nokta u = (ui,...,u,) ve |u| =

>, uf ifadesi noktanin normunu gostermek iizere y ile z nin i¢ garpimi
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u-v=<u,v>=) " v tammiyla verilir.

Tanim 3.1.9. X bir normlu uzay olsun. X {izerindeki tiim sinirh lineer fonksiy-
onellerin kiimesi X uzaymin dual uzayine olusturur. X' veya X* ile gosterilen bu

uzay

< 00

e = sup &

rexa0 [|2 x
normuyla bir Banach uzayidir. X’ uzaymm duali (X’)' = X" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve tkinci dual olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.10. X normlu uzayinda bir dizi (z,) olsun.
lim ||z, — x|y =0

esitligini saglayan bir x € X varsa (z,) dizisine gii¢li yakinsak dizi denir ve z, — z

biciminde gosterilir.

Tanim 3.1.11. (z,), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her f € X’ i¢in

lim f (2n) = f ()

n—oo

kogulunu saglayan bir z € X varsa (z,,) dizisine zayif yakinsak dizi denir. Bu yakin-

z . .. o1
sama x, — T veya x, — x ile gosterilir.

Tamim 3.1.12. (f,,), X normlu uzay: iizerinde simirh lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

[fn = fIl =0

olacak sekilde bir f € X’ varsa (f,,) dizisine gii¢li yakinsaktyr denir. f, — f seklinde
yazilir. Her = € X icin

fu(@) = [ (2)

olacak sekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine zayyf* yakinsaktir denir.  f, =, f

seklinde yazilir.

Tanim 3.1.13. ¢ = (0y,...,0,) negatif olmayan o; lerin n-bilegenlisi ise o ya
coklu-indis denir ve z7, |o| = > 7" | 0, mertebeye sahip olan z7'...z7" tek terimlisi,
x? = x7*..27" geklinde gosterilir. Benzer bigimde 1 < ¢ < n i¢in D; = 0/0z; seklinde
tanimlanmisg ise,

D° = DJ'..D°"

7
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cuttur.

Tanim 3.1.14. (), R™ de bir bolge olmak iizere V. m > 0 ve m € Z igin (2
bolgesinde siirekli olan tiim ¢ fonksiyonlar1 ve || < m mertebesine kadar tiim D¢

siirekli kismi tiirevlere sahip vektor uzayr C™ () sembolii ile gosterilir. C° (Q) = C' (Q)
ve O™ () =(7_, C™ () esitlikleri vardr.

3.2. Lebesgue Uzay1 (L? (Q))

Tanim 3.2.1. ), R" de olciilebilir bir kiime olsun. w ¢lgiilebilir ve 1 < p < o0

olmak iizere |u (z)|” Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani

Jo lu (@)]P do < oo

esitsizligi saglaniyor ise u (z) fonksiyonlari p. mertebeden integrallenebilir fonksiyonlar
siifi olarak isimlendirilir ve bu simf LP (Q2) veya LP ile gosterilir.

Bu uzay
1
lall oy = (fy I ()P d) ™

normu ile bir Banach uzayidir.
Tanim 3.2.2. X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger

(i) X in biitiin elemanlar1 Y de ise (X C Y') ve

(ii) u dan bagimsiz bir ¢ sabiti ve Yu € X igin

lully < ellzllx

oluyorsa X uzay1 Y uzayima gomiiliir denir ve X — Y geklinde gosterilir.

Tamim 3.2.3. L2 (Q) uzay1
<u,v>= [qu(z)v(z)dz

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tamim 3.2.4. Her t € [0,7] igin [0,7] den X e tamimlanmig ve m. mertebeden

tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlar1 uzayr C™ ([0, 7] ; X) seklinde gosterilir.
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3.3. Sobolev Uzay:1 (W™? (Q))

Tanim 3.3.1. 2, R" de bir bolge, m negatif olmayan bir tamsay1 ve p, 1 < p < o0

sartin1 saglamak {izere
WmP(Q)={ue LP(Q): D*ue L*(Q),0 < |a] <m}

esitligiyle tanimlanan bu uzay Sobolev uzay: olarak adlandirilir. Bu uzay

1/p
uuuwm,p(m—( > HD“uHip(m) S 1<p<o,

0<|a|<m
||u||Wm’°°(Q) = max ||Dau||Loo(Q)7 p=0o0

0<[al<m

normlar ile Banach uzayidir. Burada WP (Q) = LP (Q2) oldugu kolayca goriiliir.

Tanim 3.3.2. p = 2 icin W™2(Q) = H™(Q), W (Q) = H* (Q) olur. H™ (Q)

uzayimdaki norm ise

1/2
a 2
||u||Hm(Q) = ( > D u||L2(Q)>

0<|a|<m
seklinde tanimlanir.

Tanim 3.3.3. H™ () uzay1

(W) gy = 2> (D%, D)

0<|ar|<m

esitligiyle tanimlanan i¢ ¢arpim ile bir Hilbert uzayidir, buradaki i¢ ¢arpim L? (Q)
uzayindaki i¢ ¢arpimi gostermektedir.

H} () uzayindaki ig carpim ise
(u,0) 1) = JoVuVodz
esitligiyle tamimlanir ve Hy () uzaymdaki norm

1/2
||U||H3(Q) = (fﬂ (VU)2 dx)

esitligiyle verilir.
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Teorem 3.3.4. Sobolev Gomiilme Teoremi. (2, R" de koni 6zeligine sahip agik

bir bolge, m > 1 ve 7 > 0 sartlarim1 saglayan tamsayilar ve 1 < p < oo kosulu altinda;
(i) mp > n iseWitmr (Q) — C% (Q)
(ii) mp = n ise WITmP (Q) — W71 (Q), p<g< oo

ya da
WP (Q) — L (Q), p<qg<o0

gomiilmesi elde edilir.
mp < n ise

WP (Q) = WH(Q),  p<g<p

ya da
WP (Q) — L(Q), p<q=p’
gomiilmesi elde edilir.
Burada
np
pr— ) n > mp
+00, n<mp
seklindedir.

10



Turgay UYSAL

3.4. Esitsizlikler

Lemma 3.4.1. (Cauchy Esitsizligi) ¢ > 0 ve a,b € R sartlar1 altinda
€ 12 -
bl < = — |b
jab| < Jal* + 5 I

esitsizligi mevcuttur.

Lemma 3.4.2. (Young Esitsizligi) Eger ¢ > 0, a,b € R, p > 1 ve % + é =1 ise,

O Zaman

P q
|ab|§m—|+ﬂ
p q

esitsizligi veya

labl < ea? + C (g) b

esitsizligi gegerlidir. Burada C'(¢) = (5p)_% g ! dir. Young esitsizliginin bir diger

formudaé>0ve%+%:1igin

0" o1
XY < —X"+—Y1
r q

seklindedir.
Lemma 3.4.3. (Holder Esitsizligi) u € LP (Q), v e L1(Q),p > 1 ve % + % =1
sartlar1 altinda uv € L' () olur ve

||“U||L1(Q) < ”uHLP(Q) ||U||LQ(Q)

esitsizligi saglamr. p =1 i¢in ¢ = oo ve [[v[|4(q) = esssup [v] olarak alnir.
Q

p = q = 2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

Lemma 3.4.4. (Interpolasyon Esitsizligi) 1 <p < ¢<7ve0 < X < 1 icin

é = % + 122 olsun. Eger u € L? () N L™ (Q) ise u € L7 () olur ve

A 1-)
||U||Lq(Q) < ||U||Lp(s2) HUHLT(Q)
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 3.4.5. (Minkowski Esitsizligi) u,v € L? (2) ve p > 1 olmak iizere

lw 40l Loy < N1l o) + 101l oe)

11
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esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.4.6. (Sobolev Esitsizligi) n > 1 olmak iizere Q@ C R" acik bolge

olsun. n>p, p>1veu€ Wol’p () ise, o zaman

[l s n-r) @ = C ||Du||LP(Q)

olacak bi¢imde C' = C (n, p) sabiti mevcuttur.

p > n ve § sirh ise, o zaman u € C' (ﬁ) ve
suplu] < 192"~ | Dul

olur.

Lemma 3.4.7. (Sobolev- Poincare Esitsizligi) psayis12 <p < oo (n=1,2)
ve 2 < p < % (n > 3) seklinde olsun. Bu durumda C, = C, (€, p) sabiti ve
u € HZ (Q) igin

[ull, < C.[[Vull

olur.

Lemma 3.4.8. (Green Ozdesligi)

/vAud:z::/ v—ds— Vqudx
0 aa On

Burada n disa dogru yonlendirilmig birim vektor ve a = n.Vu dir.

Lemma 3.4.9. (Leibniz Integral Formiilii)
f(z,t), % fonksiyonlar1 {(z,t) :a <z <b,c <t < d} bolgesinde ve u(z),v (z)

fonksiyonlar1 da (a, b) araliginda siirekli ise

u\x (
% /f(a:,t / ft)dt+ f (z,u (@) u' (x) = f (2,0 (2)) 0" ()
v(a)

dir.

12
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3.5. Kesirli Tiirev ve Kesirli Integral

Bu kisimda kesirli tiirev ve integral ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremler ifade

edilecektir [Podlubny 1999].

Tanim 3.5.1. (Gamma Fonksiyonu)

I' (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu

[e.e]

['(z)= /tf”_le_tdt
0

genellestirilmisg integral yardimiyla tanimlanir. Bu integral z > 0 igin yakinsaktir. Bu
fonksiyona faktoriyel fonksiyonu da denir.

Gamma fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden biri
I'(z+1) =2l (x)

dir. Bu ifade kismi integrasyonla kolayca gosterilebilir.

o0

Fx+1) = /txe_tdt

0
oo

= [—txet}oo + x/txletdt

0
0

= ' (x)

buradan agik¢a goriilebilir ki; I'(1) = 1 dir, ayrica I'(x + 1) = @' (z) esitligi kul-

lanilarak; x = 1,2, 3, ... i¢in

@) = I0(1)=1=1!

I'(3) = 2(2)=2.11=2|

['(4) = 30(3) =32 =3
Fz+1) = z!

13



3. MATERYAL VE METOT

elde edilir. Yani

['(z) = /tmletdt
= E)x—l)!

olur. Bu da Gamma fonksiyonuna neden faktoriyel fonksiyonu dendigini agiklar.

Teorem 3.5.2. Gamma fonksiyonu su 6zellikleri saglar:
(i) '(n+1)=nl(n)
i) T (3) = V7
(iii) ()T (1 -a) = =, (0<a<l1)

(iv) 227 T(2)T (z + 1) = /7l (2z) (Gamma fonksiyonu ¢ogalma formiilii)
(v) (1) = /ex In xdx = —~ (burada ~ Euler sabiti).
0

Tanim 3.5.3. (Beta Fonksiyonu)

B (m,n) notasyonu ile gosterilen ve

1

B (m,n) = / 2 (1= 2)" da

0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Bu integral m > 0, n > 0 i¢in
yakinsaktir.
Agagidaki teorem Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki iligkiyi ver-

mektedir.

Teorem 3.5.4. m > 0, n > 0 i¢in

iligkisi vardir.

Tanim 3.5.5. (Dirichlet Formiilii)

14
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O =la, 0], =c,d —oc0<a<b<oo,—0<c<d<oovef(z,y), N %

bolgesinde 6lciilebilir bir fonksiyon olsun, bu durumda

b d b d
/d:v/f(af,y)dyz/dy/f(w,y)daf

esitligine Dirichlet Formili denir [Samko, Kilbas ve Marichev 1993].

Tanim 3.5.6. (Abel Integral Denklemi)

0 < a<1vexz >0 olmak ilizere

1 [ e
) = dt
f() F(O!)O/(Zb—t)la
seklinde tanimlanan integral denklemine Abel Integral Denklemi denir.

Tanim 3.5.7. (Kesirli Integral)
Simdi n-kath

T W] w2 w3 Wp

/////f (Wn) dwpdwn_1...dwydw (3.5.1)

a a a a a

integralinde integrasyon sirasini ve buna bagh olarak sinirlari degistirelim,

a < w <z, Wy <w <

a < wy < Wi, w3z < Wy < T

a < Wpo1 < Wpo2, Wp<Wp1<T

a < wp<Wnp1, a<wp, <z

siir degisimleri altinda (3.5.1) ifadesi,

T w] w2 w3 Wnp

/////f (wn) dwydw, 1 ...dwaydwy

= /f(wn) / // /dwl dws... | dw,_1 | dw,, (3.5.2)
a n n—1 w3 2

15



3. MATERYAL VE METOT

esitligi ile yazilabilir. (3.5.2) ifadesinin sag tarafinda terim terim integral alinirsa

T W] w2 w3 Wp

FITT ottt = s s

a a a a

elde edilir. Bu esitlikte I' (n) = (n — 1)! oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

T w1 W2 w3

//// 7f (wn) dwondeny...dwpduy = (lm/mf (wn) (z —wp)" " dwy  (3.5.3)

a a a a

elde edilir. Esitligin sag tarafinda n pozitif bir tamsayidir. I" fonksiyonu tamsayilar
diginda da ifade edilebildiginden, n nin tamsay1 olmamasi durumunda (3.5.3) esitliginin

sag tarafi icin su tanim verilebilir.

Tanim 3.5.8. f(z) € L' (a,b) olsun. Bu durumda,

(1g. f /f —)*hdt, T >a

(I f /f —t)* at, z<b

integrallerine a. mertebeden Kesirli Integral denir. Bu integral Riemann-Liouville

Kesirli Integrali olarak ta bilinir.

Tanim 3.5.9. (Kesirli Tiirev)

d';—n ifadesi n. mertebeden tiirevi gostermek iizere burada amacimiz n tamsayi
parametresini tamsay1 olmayan bir o parametresine genigletmektir. Bunun igin p poz-
itif bir tamsay1 olmak sartiyla f (z) = z? fonksiyonunu ele alalim bu fonksiyonun k.

mertebeden tiirevini alirsak

16
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olur. Burada I' (n) = (n — 1)! esitligi kullanilirsa

IC'(p+1)
F'(p—k+1)

19 (@) =
yazilir ki burada k degerini herhangi bir pozitif say1 segerek (I' fonksiyonu tanimh
oldugundan) f (z) fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirevini hesaplayabiliriz.

Simdi kesirli tiirev i¢in 0 < o < 1 olmak {izere

xT

1 e (t)
F) = fa 0/ ot 2> 0 (3.5.4)

Abel integral denklemini ele alalim. (3.5.4) ifadesinin her iki yaminda x yerine ¢, ¢
yerine de s yazahm. Elde edilen ifadenin her iki yamim (z — )~ ile garpip a dan z e

kadar integralini alirsak,

x

/x—t /t—Fs))la F(O‘)/%dt

a 0 a

Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen

b b

/b jf(say)dy do= [ [1p)dr ) dy

a a a Y

sinir degigimi formiilii uygulanirsa

oo [ [ O
a/so (s) dso/ e F(oz)/mdt (3.5.5)

a

esitligine ulagilir. (3.5.5) ifadesinde sol taraftaki ikinci integralde ¢ = s 4+ 7 (z — s)

degigken degistirmesi yapilirsa,

T

0/ (x - t>ac<l§ —

(1 —7)%dr

ﬁﬂmo\w

= (o, 1 — )
(@)T(1—a)
(a+1—a)

= I'(a)T (1 —a)

17



3. MATERYAL VE METOT

elde edilir. Bu esitlik (3.5.5) te yerine yazilirsa

x x

F(oz)F(l—oz)/tp(s)ds - F(a)/%dt
r 1 i
[ewis = mi /o

olur. Bu ifadenin = gore tiirevini alirsak

T

p(z) = F(11_ a)%/(gjf_(tz)adt (3.5.6)

a

elde edilir. Elde edilen (3.5.6) ifadesine o. mertebeden Kesirli Ttrev denir. Bu tiirev
Riemann-Liouville kesirli tirevi olarak da bilinir.

Simdi en yaygin olan baz kesirli tiirev ve kesirli integral tanimlarini verelim.

Tanim 3.5.10. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi)
Her sonlu (a,z) araliginda f fonksiyonu siirekli ve integrallenebilir olsun. n €
Nt,n—1< a < nvea > 0 olmak iizere z > a icin reel bir f fonksiyonunun .

mertebeden Riemann-Liouville kesirli tirevi

b @ 1 [ f(@®)
DR () = S —F(n_a)dﬂ/(w it

seklinde tanimlanir.
Ornek 3.5.11. f (2) =  fonksiyonunun % mertebeden Riemann-Liouville kesirli

tiirevini hesaplayalim,

a= % ven —1 < a < n oldugunda n = 1 olur bu degerler tanimda yerine yazilirsa

1 1 d i t
D2 = —/ dt
0 (x) T (1 — %) dx J (I . t)l—l‘f'%
1 d (4 3
g _— —1‘2
r (%) dr \ 3

bulunur.

18
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Tanim 3.5.12. (Riemann-Liouville Kesirli Integrali)
Her sonlu (a, z) arahginda f fonksiyonu siirekli ve integrallenebilir olsun. n €
N*t, n—1< a < nvea > 0 olmak iizere z > a icin reel bir f fonksiyonunun a.

mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali;

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.5.13. f (z) = = fonksiyonunun % mertebeden Riemann-Liouville kesirli
integralini hesaplayalim,

o= % ven—1 < a < noldugunda n = 1 olur bu degerler tanimda yerine yazilirsa,

x

?LD;% (x) = / dt
0

bulunur.

Tanim 3.5.14. (Griindwald-Letnikov Kesirli Tiirevi)
[a,t] kapali araliginda siirekli f* (¢),(k=1,2,3,...,m + 1) tiirevleri var ve m,
m < a < m + 1 olacak sekilde bir tamsay1 olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun

«. mertebeden Grindwald-Letnikov Kesirli Tiirevi o« > 0 olmak {izere

xT

[@=ae i yar

a

_dof (x)

dz®

Zf (a) (x —a

o DS () '(—a+k+1) TI'(-a+m+1)

k=0

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.5.15. f (z) = x fonksiyonunun :.mertebeden Griindwald-Letnikov kesirli

tiirevini hesaplayalim,

o = % ve m < a < m + 1 oldugunda m = 0 olur. Bu degerler tanimda yerine

19
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yazilirsa,
CLDi(y) = — /(x_T) b 1dr

I%—§+0+n0

1 ( 1

I (3)

2 1

— (L‘Q

NZ3

bulunur.

Tanim 3.5.16. (Griindwald-Letnikov Kesirli integrali)
[a,t] kapall araliginda siirekli ) (¢),(k =1,2,3,...,m + 1) tiirevleri var ve m,
m < a < m + 1 olacak gekilde bir tamsay1 olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun

. mertebeden Griindwald-Letnikov Kesirli Integrali o > 0 olmak {izere,

x

)/ (z — 1) fm+1) (1)dr

a

>a+k 1

GLD,af (33) af Z fk ( +
“o Cdae N'a+k+1) TI'(e+m+1

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.5.17. f(z) = x fonksiyonunun 1. mertebeden Griindwald-Letnikov

kesirli integralini hesaplayalim,

a = % ve m < o < m + 1 oldugunda m = 0 olur. Bu degerler tanimda yerine
yazilirsa,
GLD% () = ;/ (x — T)OJF% d.dr
° F(3+0+1)/
2 <2 3)
= —x
1
F(3) \3
4
= T2

bulunur.

Tanim 3.5.18. (Caputo Kesirli Tiirevi)

a>0ve —1 < a <1 olmak tizere Caputo Kesirli Tiirevi

L f(x) icin —1<a<0

SOy f (x) = 0,7 (o) =
) ) 1'% f(a) icin O<a<l
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seklinde tanimlanir.

Ornek 3.5.19. f(z) = z fonksiyonunun :. mertebeden Caputo kesirli tiirevini

hesaplayalim,
o= —% olur ve bu degerler tanimda yerine yazilirsa,
1 v d
§Di(r) = Io(x)
1 d i 1_
= F(%)%/(:U—TP Lrdr
0
1 d [4 3
= R —xr2
I'(3)dx\3
2
= 00
NZS
bulunur.

Tanim 3.5.20. (Caputo Kesirli Integrali)
Burada I?, 8 > 0 icin Caputo Kesirli Integrali,

x

ODLf (@) = 1°f(a) = s [ (o= (e

a

seklinde tanimlanmigtir.

Ornek 3.5.21. f (z) = z fonksiyonunun :. mertebeden Caputo kesirli integralini

hesaplayalim,

a= % olur ve bu degerler tanimda yerine yazilirsa,

orneklerden de anlagilacag: gibi secilen fonksiyonlara gore bu farkli tanimlarin birbirine

esit sonuglar verecegi goriilebilir.
Teorem 3.5.22. f (t) = (t — a)” olmak iizere f (¢) nin «. mertebeden tirevi;

F'(p+1)

D?(t_a)pzl“(a—ijl)

(t—a)’", pER
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esitligiyle verilir. Simdi de kesirli tiirev ve kesirli integralin sagladigi baz 6zellikleri

veren teoremi ifade edelim.

Teorem 3.5.23.
(i) Lineerlik 6zelligi:

Di(z+y) = D(x)+D(y)
D?(ax) = aD(x)

(ii) Birlegme ozelligi:

(iii) Sifir eleman:

(v) Qarpim kural

)= (V)0 o

Jj=0

22
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim iki kissmdan olugmaktadir.
4.1. GIRIS
Bu kisimda damping ve kaynak terimli Petrovsky denkleminin ¢oziimlerinin patla-

mas1 gosterilecektir [Messaoudi 2002].

g + A2+ auy || = buulP 7, z € Q, t >0,
u(x,t) = 0yu(x,t) =0, red, t>0, (4.1.1)
u(x,0) =uo (z), u(z,0) =uy (x), x €

problemi ile ilgilenecegiz, burada a,b > 0 ve p,m > 2 dir.
Once (4.1.1) probleminin lokal varlik teoremini ifade edelim.

Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki

2 < p, n<4
2(n—2)
2<p= S o 7
ve
2n
m < , n>>5
n—4

olsun.Ayricaug € HZ (Q),u; € L? () ise (4.1.1) probleminin v € C ([0, T]; HZ (Q)) , w
e C([0,T); L2 ()N L™ (2 x (0,T)) uzayinda bir tek zayif ¢oziimii vardir[Messaoudi
2002].

4.1.2. Coziimiin Patlamasi

Bu boéliimde p > m ve E (0) < 0 igin

u € C(0,T];Hj ()
u, € C([0,T];L*(Q)) N L™ (2 % (0,T))

¢Oziimiiniin sonlu bir 7 zamaninda patladigini gosterecegiz.

Enerji fonksiyonelimiz

E(t) = %/Q [u? + (Au)?] (v,t) dz — ]%/Q|u (x,t)” dx (4.1.2)

seklinde elde edilir.
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Lemma 4.1.3. Kabul edelim ki

2 < p, n<4
2<p<2(n—2)/n—4, n>>5

saglansin, a pozitif bir sabit C sadece (2 ya bagh ve C' > 1 igin
el < € (l1awlly + lul?) (4.1.3)

ue HE(Q)ve2<s<p.

Ispat. Eger |ul| , < 1 ise Sobolev gémiilme teoremlerinden ve smir sartlarimdan
Jull;, < HuHi < C'||Aulf; olur. Eger Jull, > Lise [[ul; < [lul[} . Bu nedenle (4.1.3) elde
edilir.

Bu bolimiin tamaminda

H(t)=—E(t) (4.1.4)

olarak tanimlanacak ve C, () bolgesi iizerinde farkli pozitif sabitleri temsil edecektir.

(4.1.2) ve (4.1.3) den agagidaki esitsizlik yazlabilir.
Sonug 4.1.4. Kabul edelim ki (4.1.3) saglansm. Bu durumda
el < € (1B @) + ull3 + 1wl (4.1.5)
esitsizligi elde edilir. Burada v € HZ () ve 2 < s < p dir.

Teorem 4.1.5. Teorem 4.1.1 in sartlar1 saglansin ve F (0) < 0 olmak iizere

u € C([0,T];Hi ()
u € C([0,T];L*(Q))NL™(Qx(0,T))

¢Oziimii sonlu bir zamanda patlar.

Ispat. (4.1.1) denkleminin her iki yani u; ile carpilip © iizerinde integral alimrsa

H' (1) = a/ g (2, 8)|™ da > 0,
Q
[0,T") araligindaki her ¢ i¢in H () siireklidir [V.Barbu 1993]. Boylece

0<HO <H®O < ull, (116)
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yazilabilir.

L(t) = B (8) 4 ¢ / wiy (2,1 da (4.1.7)
Q

olsun.Burada ¢ daha sonra belirlenecek bir sabit ve «

0 < a <min { (pz—pQ) : p(?w:inf)} (4.1.8)

dir. (4.1.7) egitliginin tiirevi alinir ve (4.1.1) denklemi de kullanilirsa,

L'ty = (1—-a)H “(t)H (t) —i—e/ﬂ [uj — (Au)Q] dx

+6b/ \u (z,t)|" de — ae/ g™ wpude. (4.1.9)
Q Q
elde edilir. X,Y >0, §>0, ;+ ;=1 olmak iizere

o ~
Xy < SX7 4 -y
r q

formundaki Young esitsizliginde r = m ve ¢ = m/ (m — 1) segilerek (4.1.9) ifadesinin

son terimine uygulanirsa
s o m—1__ _
J e e el T

olur. Bulunan bu esitsizlik (4.1.9) esitliginde yerine yazilirsa

L'(t) > {(1 —a)H *(t) — mT; 156m/(m1)} H' (t)+ S/Q [uf — (Au)2] dx

m

+e {pH (t) + g/ﬂ [u? + (Au)?] da:} — ae% || (4.1.10)

esitsizligi elde edilir. Burada 6™/ ™~Y = EH~(t) olarak almir k daha sonra belir-

lenecek biiyiik bir sabit olmak tizere bu esitlik (4.1.10) da yerine yazilirsa,

m—1

L'(t) > [(l—a)— — 51{:}H_a(t)H’(t)—|—5<§+1>/Qut2dx

+e (g — 1) /Q (Au)® dz

kl—m m
+e {pH (1) = ——aH" " (1) HuHm} (4.1.11)
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olur. Burada (4.1.6) ve [[ul|;} < C'[|ull;" esitsizligi kullanlirsa

a(m— m b (m_l) m+tap(m—1
H( U(ﬂ|han§ (;) (7Hqu+zﬂ )

elde edilir, elde edilen bu esitsizlik (4.1.11) de yerine yazlirsa,

L'(t) > l(l—a)—m_lsk} Ha(t)H'(t)jLE(g—i-l)/ufda:

m Q
p 2
+e <2 —1)/9(Au) dx
Epl-m b (m—1) .
+e pH (t) — — a(;) C' [fulfreortm =Y (4.1.12)

olur. Sonug 4.1.4 ve (4.1.8) bagmtisi s = m + ap(m — 1) < p, i¢in (4.1.12) de uygu-

lanirsa

JOR (R

+e (g—i—l)/ﬂufdx—ké?(g—l)/Q(Au)de

e |pH (1) = Ok (H (1) + I} + ul?)] (4.1.13)

5k]}{_a(t)}i’@)

a(m—1)
elde edilir. Burada € = a (é) C/m olarak alnd.

p

b 1
1) =l —

1
luell = 5 1Al
vep=(p+2)/2+ (p—2)/2 alarak (4.1.14) de kullanirsak

I > |-t

-« / p_2
— ek]H (1) H' (t) + 2= | Aull}

(;%2 . Clkl_m) H (t) + (1172;}72() — Clkl_m> Huug

+e )
+ (22— Ok ™) Jluell

(4.1.14)

yazilabilir. Bu nokta da k nm yeterince biiyiik secilmesiyle (4.1.15) deki H (t), [[ul|}

ve ||u||5 ifadelerinin katsayilari kesinlikle pozitif olacaktir. Boylece,

L' (t) > (1—04)—m_1

——ck| H™ (1) H' (1) + e H () + [lull) + w3 (4.1.15)
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elde edilecektir. Burada v > 0 olacak sekilde katsayilarin en kiigiigiinii temsil etmek-

tedir. € yeterince kiigiik segildiginde (1 — «) — ek (m — 1) /m > 0 olur ve
L(0) = H'(0) + /Q wour (z) dz > 0
esitligi goz oniine alinarak (4.1.15) diizenlenirse
L (8) 2 e [H (0 + ully + [l (4.1.16)
elde edilir. Sonug olarak,
L(t) > L(0) >0, Vt>0

olur. (4.1.7) ifadesinin ikinci terimi i¢in

/ uuy (x,t) dx
Q

IA

elly fluelly

C llull, [l

IN

esitsizligi kullanilirsa

/ uuy (z,t) dx
Q

elde edilir, tekrar Young esitsizligi uygulanirsa

/ uuy (z,t) d
Q

Burada /._1L + 3 = lesitliginde 0 =2 (1 — ), p1/ (1 — @) = 2/ (1 — 2a0) < p olarak ahmr
ve (4.1.8) sartlar1 altinda (4.1.17) tekrar diizenlenirse,

/ uULdx
Q

elde edilir. Burada s =2/ (1 — 2a) < p dir. Sonug 4.1.5 kullamlirsa, V¢ > 0 i¢in

/ uuLdr
Q

1/(1-a)
<C 1/(1—a) 1/(1—a)
< Clafl,™ el

1/(1—-a)
) 0/(1—«
< C [Ilullt” + e (4.1.17)

1/(1-a)

s 2
< C [Jlully + el

1/(1-a)

< [CH () + ully + ]3] (4.118)
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Sonug olarak,

1/(1—a)
uutdx)

1/(1-a)
/ uudr
Q

< ¢ (H@®+ lul + llul3) (4.1.19)

LMY= 4) = (Hl—a(t)+5 /

Q

< 90/(1=q) (H (t) +

bulunur (4.1.16) ve (4.1.19) beraber degerlendirilirse,
L' (t) > TLY0=9 (1) (4.1.20)

elde edilir. Burada I', C, v ve € a bagh bir sabittir (boylece u ¢oziimiinden bagimsiz

olur) (4.1.20) ifadesinin (0,¢) araliginda integrali alinirsa

1
LMY= () >
(t) 2 L=/(=2) (0) — Tt/ (1 — @)

elde edilir. Sonug olarak L (t) nin blow up zamani

11—«

T* <
Tar[L (0))*/0

olarak bulunur.
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4.2. Kesirli Mertebeden Damping Terimli Petrovsky Denkleminin C6ziim-
lerinin Patlamasi

Bu kisimda kesirli mertebeden damping terimli

Uy + A%+ 0F Ty = ]u|p_1 u, r €8, t>0,
M%OZQ%QZQ r €N, t>0, (4.2.1)

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(x), x €}

Petrovsky denklemi calisilacaktir. Bu problemin ¢6ziimlerinin patlamasini gosterirken
2005 te Alamia ve Tatar tarafindan yapilan ¢aligmadan énemli 6lgiide faydalanilmigtir.

Burada Q, R" (n > 1) de 0N diizgiin sinirina sahip sinirli bir bolge ve v dig normal.
up(z) ve ui(x) baglangig fonksiyonlar1 veriliyor. p ve a sayllarip > 1 ve -1 < a < 1

seklindedir. 9} T ifadesi standart Caputo kesirli tiirevini gostermek tizere
I‘a%w(t) ; —1<a<0 ign

0, w(t) = ;
' dow(t) ; 0<a<l ign

seklinde tanimlanmigtir [Oldham 1974, Podlubny 1999]. Burada I°, 8 > 0 i¢in

t

d 1
I°—w

H=——[(t—7)1 dr.
00 = 5o 0= (e
0
Caputo kesirli integralini gostermektedir. 9w terimi o = —1 icin zayif damping
a = 0 i¢in de gii¢lit damping terim olur. —1 < a < 0 igin ise denkleme zayif damping

ile gii¢lii damping terim arasinda bir etkiye sahip olur [Chen, Triggiani 1989).
Simdi (4.2.1) probleminin lokal varlik teoremini ifade edelim [Messaoudi 2002].

Teorem 4.2.1.
1<p rn<4

2 .
l<p< 2 ;n>5

ve (ug,uy) € HZ (Q)xL? (Q) olsun. Budurumdaw € C ([0,7); Ha (Q))NC* ([0,T); L*(Q))
ve u; € L2((0,T) x Q) olacak sekilde T > 0 igin u fonksiyonu (4.2.1) probleminin bir

tek zayif ¢oziimiidiir.

Bu kisimda bazi tanimlar: sunup teoremimizi ispatlamak icin gerekli bazi fonksiy-

onelleri ortaya koyduk. Ayrica —1 < o < 0 durumunu ele alacagiz. (4.2.1) denklemine
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ait enerji fonksiyoneli

1 1
E(t) = 5 (ludll® + |1 2u]*) - o1 lully iy

p+1

olur. E(t) fonksiyonunun ¢ degiskenine gore tiirevini alirsak

E
d—<t) = / Ut Ut + AuAUt — |U,|p Ut d..'['
dt Q |~~~ N>~

I I

(4.2.1) denklemi w; ile ¢arpilip © bolgesi tizerinde integral alinirsa

[1 = / Ut Ut dx
Q

— / [ul’ u — APuuy — 0} uwy] da
)
elde edilir. [, de iki defa Green 6zdegligi uygulanirsa

I, = /AutAudm
Q

= / (Auy) —ds—/V (Au) Vuydz
o9

= —/V(Au) Vuidx
Q

= / w A2 udz
Q

elde edilir. Elde edilen bu egitlikler (4.2.3) te yerine yazilirsa

dE(t)
Cdt

= —/ut83+audx
Q
1 t
= —— t — 1)~ @ty _(7)drd
F(_a)/ﬂuto/( T) u,(T)drdz

sonug olarak,
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elde edilmig olur. Simdi modifiye edilmis enerji fonksiyonelimizi
E.(t)=FE(t) — 8/ uudx (4.2.5)
Q

seklinde tanimlayalim. 0 < ¢ < 1 olmak iizere daha sonra belirlenecek bir sabittir.

(4.2.2) egitligi (4.2.5) de yerine yazilir ve ¢ ye gore tiirev alinirsa

E.(t) = / ug / ~(etDy (r)drdx

—s/ |ut\ dx—s/uuttdx (4.2.6)
0 Q

I3

elde edilir. (4.2.1) denklemi u ile garpilip 2 {izerinde integral alinirsa
I; = / Ul dx
Q
- / [JulP "' — uA?u — ud}Tu] da
Q
= U + [Au|” —u u| ax
p+1 A 2 atl—&—oc d
Q

= /]u|p+1dx+/\Au|2da:

~@ty_(r)drdx (4.2.7)

elde ettigimiz bu esitligi (4.2.6) da yerine yazarsak

E.(t)

Uy

(t — 1)@ Dy ()drdz — e / g ? d
Q

" T(—a)
0
—5/|u|p+1dx /|Au| dx

~@t Dy (7)drdx (4.2.8)

bulunur.

H(t)=— (e " E.(t) + pF (t) + d) (4.2.9)

t
://G(t—T Tt dadr (4.2.10)
Q
0
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ve
oo

G(t)= eﬁt/e_ﬁTT_(aH)dT (4.2.11)
¢

1
O._p+

olsun. Burada ve (3, u, d ifadeleri daha sonra belirlenecek porzitif sabitlerdir.

Lemma 4.2.2. Eger E.(0) < 0 ve p yeterince biiyiik segilirse, H (t) > 0 ve
H'(t) > 0 olur.

Ispat. H (t) tammm kullanilir ve ¢ ye gore tiirev almirsa
H'(t) = oee " E. (t) — e 7' EL (t) — uF' (t) (4.2.12)

olur. (4.2.10) ve (4.2.11) den

t
F(t) = //G(t—T “ Tt drdr
Q
_ // B(t— z/ B(t—=z) _(a+1)d2’ e 9T 2d.’L’dT

yazilabilir. F’ (t) ifadesini elde etmek i¢in F (¢) nin tiirevini Leibniz Integral Formiiliinii

kullanarak alirsak

d
// d_ G(t—71)e 7] da:dT+/ G (0) e " 'uldx (4.2.13)
0 & ~ -
14

olur.

¢
I, = //G’(t—T o Tuidadr
Q
0

t o)
_ // Beﬁ(tT)/eﬂzz(aH)dz - eﬁ(tfﬂ') (t . T)—(Oé-‘rl) e*ﬁ(th) —0oeT 2d1‘d7’
Q
0

t—1

t o)
_ 5// 6,6(157-)/ z a+1)dz e~ OET 2dl’d7'—// —(a+1) —cger 2d(L’dT
Q
0 t—7

-~

G(t—)

32



Turgay UYSAL

= 6// (t—71)e 77 2d:L‘dT—// ~(atl) g—oer uidrdr
= // ~et) gm0 2 dudr

ve

¥ —(a+1) 4
= RTH /e_p (E) ap dz
/Q ! B B

= [T (—a) e_ast/u?dm
Q

seklindedir. Burada 7 = p doniisiimii yapilmis ve / e Ppldp = T (—a) esitligi

0
kullanilmugtir. §imdi buldugumuz I, ve I5 degerlerini (4.2.13) te yerine yazarsak

F'(t) = B°T (—a) e o / 2dx — / / ~O) omoe T2 dudr + BF (1) (4.2.14)

olur. Simdi de (4.2.5), (4.2.8) ve (4.2.14) ifadelerini (4.2.12) de yerine yazarsak

1 1 1
H (t) = Jee_UEt./(—ug—i-— Aul? — suu ——upH) dx
0 [ (o + 5 180 = — 1

— BT (—a)e / 20 4 4 / / SO 20 — uBF (1)

—oet

Uy

(t )y (Vdrda — ¢ / g |? d
Q

—5/|u|p+1dx—5/|Au|2da:—l— / / —(@ Dy (1)drdx
v Q
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— [0_6 + E _ uﬁar\<_a)i| eaz—:t/ dﬂ?—l— ge / ]Au| dz
2 2 Q
—oe?e e, /uutdx—i- oc e“t/ uP da
p+1 Q
—O’Et
/ut/ (t — 1)~y (1)drdz

o / / ~o )y, (r)drdz

—i—u// ~OF) o=o= T2 dudr — pBF (t) (4.2.15)

esitligini elde ederiz. (4.2.15) esitliginin sagindaki besinci ve altinci terime Young

esitsizligi uygulanirsa,

ast/ / a+1) (T)de:C
= _”“/udx// —(atl)y, 7(7)drdz

< 516_"5t/ufdx
Q

. 2
1
+—6_08t/ /(t — 1)@ty (r)dr| da (4.2.16)
46, Q
NG 0 >
TIs
elde edilir.
Igda —(a+1) = —O‘T“ — O‘TH alinir ve Cauchy- Schwarz esitsizligi uygulanirsa
; 2
el / (t— r) @, (r)dr | de
Q

0

= / /t—r En t—T)_QTHe_%(t—T)e_ggTuT(T)dT dx
Lo

AN
{o\
o\
Q
Jr
=
|
Q
o
i~
|
A
QU
\]
o\u—
—
~
\]
SN—
|
£}
Jr
=
ml
q
o
‘]
I
e
—~
\]
N—
QU
\]
oW
=
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o0

elde edilir. Burada oe (t — 7) = ¥ doniisiimii yapilir ve [ 977! (ge)* e Vdi) = (0¢)* T (—a)

0
esitligi kullanilirsa,

t

/ /19—41—1 (oe)" e_ﬁdﬁdx/ /(t — )~ @tDemoemy 2 drdy
Q Q
0

0

t
< (ae)aF(—a)/ /(t — 7)o T2 drda
Q
0

bulunur. (4.2.17) ifadesi (4.2.16) da yazilirsa

¢
e 7, / ut/(t — 1)~y (7)drdx
Q
0

(4.2.17)

t
o F _
< 516"5t/u?dm+w//(t—7)(aH)e"”uded:U (4.2.18)
0 40, o)

elde edilir.

t

e 7. / u/(t — 1)~y (7)drdx
Q

0
< (526"Et./lu|2d:c
Q
7

I
. 2
1 —oe
—1—56_”“/ /(t — ) efle=s tuT(T)dT dx
2 2\ )
Is

olur. Iy de Sobolev Poincare esitsizligi uygulanirsa,

I7:/]u\2dx§0*/|Vu|2dx
Q Q
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elde edilir. Ig ifadesi, (4.2.17) ifadesinin elde ediligiyle benzer gekilde

¢ 2

Iy = / /(t—T)(aH)e;etuT(T)dT dx
Q

0

S / / —(a+1) —0'87' 2d7'dl‘

elde edilir. Simdi 7 ve I (4.2.19) da yerine yazarsak,

—ost / / CH-I) (T)del’

< 526_"8tC’*/ \Vu|? da

/ / —(etDe=oey 2 drdx (4.2.20)

olur. Simdi de (4.2.15) esitliginin sag tarafindaki iigiincii terime Young esitsizligi

/uutdx<53/ ul? d:c—i— /|ut| dx (4.2.21)
Q

yvazilir. Buradaki I ifadesi I; ye benzer sekilde Sobolev-Poincare egitsizliginden elde

:/\u|2dx§0*/|Vu|2dx
Q Q

olacagindan Iy, (4.2.21) de yerine yazilirsa

1
/uutdxg 630*/ |Vu|2dx—|——/ |u|? da (4.2.22)
Q Q 403 Jq

uygulanirsa

edilirse
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elde edilir. (4.2.18), (4.2.20) ve (4.2.22) esitsizlikleri (4.2.15) esitliginde yerine yazilirsa

/ g€ € ey —oet 2 g —oet 2
> (222 _ Z
H(t) > (2+2 pAT(~a)) e /Qutdx+(2+1>ge /Q\Auy dr

2 ,—oct
—oee 75, pl/ Vul? da:—&/ PAREE:
Q

463
—aet
+(z—: ) _“’St/|u|p+1 - 1( )/Qufd:v
—oet
(0¢) // —(at1) U”uidea:——g%Cple /|Vu]2dw
I'(—a) Q

a+1 —oeT,,2
452 // usdrdx
+u / / (t — 7)) e 2 dadr — pBF (1)
Q
0

elde edilir.Bu esitsizligi diizenlersek

O'_ . y _S_ 51 —oat/ 2
> (FH5-uma - oy e [
g
(5 ce” /|Au| dx
253 s 552 pl) —ost/lvu| dz
—OZ

< ) —ast/ |u|p+1 dr
p+1
(‘75 // +1), 2
_ _ (a —oeT 02 drd
* <” 45, 452 UrGTGE

—uBF (t) (4.2.23)

[\DI(“)

esitsizligini elde etmig oluruz.

CiH (t) = —Cy (e 7" E.(t) + pF (t) + d)
1 1
- —C’le_‘m/Q [ﬁuf +3 |Aul? — sy — ST luP da

olmak iizere (4.2.23) egitsizliginin sagina C1H (t) ifadesi eklenip gikarihir ve gerekli
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diizenlemeler yapilirsa,

, ¢y, oe oe? 01 - 9
H > T e
(t) > (t) + ( 5 T3 + < ) pupr'(—a) — 1, F(—a)) e /Qutdx

C
% + 1) €+ 71} e_“t/ﬂ |Aul® da
1
_ (oe
01

2:C0, \ o
0253C,, + T 2_;)) e t/Q|Vu|2 dx

(
_ % )e‘”“/ Plian dx—Clse_"at/uutdx
p+1 p+1 Q

C
(0e)”
4

A
)

+

o a+1 —0oeT, 2
(u 4(52 )// uzdrdx

+(Cy = B) puF (t) + C1d

elde edilir. Bu ifade de sag taraftaki altinci terim (4.2.22) deki esitsizlige gore diizen-

lenirse,
Cy oe ¢ oe? 51 Cie\
H (t) > C,H(t e BT (=) — —— — - ast/ 2
0= <>+(2+2+2 HBT =) — g T Ta) "1 )¢ S
g Cl —oet 2 Ol o€ —oet / p+1
+|:(2+1>€+2}6 /|Au| d:z:+<€ | p+1>e . Q\u| dx
2 5 Cpl —oet
oe°63C), + l"( ) + C1eC), 03 \Vu| dx
(0¢)" // (1) goeTy 2
— — (e} —OET d d
" (“ 19, 452 rdu
+(C1 = B) pF (t) + Chd
olur.Burada C; = £ Hg 01 = 0y = F( 0 ve §y = % se¢imlerini esitsizlikte yerine
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yazilirsa

H () >

4
1 1
—(p—l- ) +e4 —(p+ )¢ e_“t/ |Au|2dx
4 4 o
- (5 — % — E e“t/ luP™ da

2
<p+1i€ Cpl +5§p1+<p+1i Cm} ast/‘vu‘ du

|
s (D] e

—I—(p+1e—6> uF(t)+p+15d

2

boylece

H'(t) > ptl eH (t) + ((p—i— 1)6(1 —e) — MBOT(—Q)) e_"at/ﬂufdx

2 2
1 2
+ {—(p—i— ) —I—s} e‘“t/ |Aul|? dz — (p_—l— )5201016_"“/ \Vu|? dz
2 2 o
p+ 1 a 1 Q{ 70’57’
+ [u — (2a+1I)‘ 1+e¢ } // +1) udrdx
1 1
+ (p; e 5) uF (1) + p; ed (4.2.24)

elde edilir. Sag taraftaki dordiincii terime Sobolev -Poincare esitsizligi uygulanirsa,

/|Vu|2dx§Cp2/ |Aul? dz (4.2.25)
Q Q
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olur. (4.2.25), (4.2.24) esitsizliginde yerine yazilir ve diizenlenirse;

1
H(t) > ]%EH(t)jL{
_p+2

2

<p+1) ot a 1 —0OET 2
+ {u— T a) (1+¢) “loth) 2drdx

+1 +1
+(p2 5—6)uF(t)+p2 ed

1
p—;— e(l—¢e)— pﬁ“F(—a)} e ¢t / uldzx
Q

3
sQC’ple_“tC’m/ |Au|2dx—|—]%ee_“t/ |Aul? dz

elde edilir. Burada C,,C,, = C,, olarak almirsa,

p+1

(@) > 2 em@)+ {pﬂ

e(l—eg)— uﬁaf(—a)} e ¢ /Q ulda

+olp+3= (p+2)eCyle —m/mm dx

1 e~ 1
+ |:,U/ ]293;11—‘ 1+8 :| // (a+1) —0€eT 2d7’d1’

e 2

elde edilir.

€ < & = min 1A
! "2(p+2)C,

p+

tanim1 goz oniine alindiginda iigiincii terimin katsayis1 ©=¢ ifadesinden daha biiyiik

olur. f =1 icin p sabitini ikinci terimin katsayisi negatif olmayacak ve dordiincii ter-

imin katsayisi % ifadesinden biiyiik olacak sekilde secebiliriz ayrica yeterince
biiyiik bir p degeri igin ¢ > 5 7 icin beginci terimin katsayis1 da negatif olmayacaktir,

bunlar gz oniine ahndlglnda

pt1
2

H (t) > 5H(t)—|—p1_36 _"at/ |Au|? dz

1)°
b+ / / @2y (4.2.26)

204—1—161 al"

olur. H (t) = — (e ?°'E, (t) + puF (t) + d) ifadesinde, d + E. (0) < 0 yani d < —FE. (0)
olarak secilirse H (0) > 0 elde edilir. H’ () > 0 oldugundan H (¢) > H (0) > 0 i¢in
H (t) > 0 da elde edilmis olur.

40



Turgay UYSAL

Teorem 4.2.3. —1 < o <0, E(0) <0 ve [,uiupdz >0 igin p yeterince biiyiik

se¢ildiginde (4.2.1) denkleminin ¢oziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. Pozitif degerli ¥ (t) fonksiyonunu

U(t)=H"7(t)+ gae_“t/ uudx
Q

seklinde tanimlayalim. Burada v = ”_1) ve o pozitif sabitlerdir. Coziimiin sonlu

2(p+1
zamanda patladigini gostermek igin P (t) < KV'(t) seklinde bir esitsizlik elde

etmeliyiz. Simdi W (¢) fonksiyonunun ¢ ye goére tiirevini alahm

V() = (1—n)H () H (£) — poee /Q windz

+pe ¢ (/ urdz + / uuttda:)
Y 0

burada (4.2.7) deki esitlik kullanilirsa,

V() = (1—~v)H(t)H (t) - goase_"gt/uutda:

/|u|p+1dx—|—/ | Aul? dx——/ / —(@y (7)drdx
+<,06_"'3t/ufda:
0

olur. Burada ikinci terim igin (4.2.22) deki esitsizlik, besinci terim igin de (4.2.20) deki

esitsizlik kullanilirsa ve d4, 05 > 0 olmak iizere

—oet
U'(t) = (1—~y)H({#)H (t)— g005(54e”5t/ u|? dz — %/ﬂufdm

+pe ¢ / Ydx + pe™ /|u|p+ldx+<,06 /|Au| dx

@65606)5/ // a+1 —0€eT 2
dr — Zdrd
[uf? 455 rdx

41



4. ARASTIRMA BULGULARI

elde edilir. Bu esitsizligin son terimi (4.2.26) daki esitsizlikten

/ / (a-‘rl —oeT QdefL‘

P(Ca) )P0
ot (t) o ()
(p+3) 22T (~ ot

P TPE VS /'M o

elde edilip yerine yazilirsa,

V() > (1—)H @) H () —¢ <0554 + %) e—m/g lu|? dx

+¢ (1 — U—€> e_m/ uidr + goe_m/ lul’* dx
404 0 Q

20H(—a)o%e
—oet A 2d s ¥ )i
e [ Ao - T (1)

0297 20°T (—ar)e?
(p+1)" s

ga— 3 aF
—90(])+3)( ) —aet/|Au| i

H (t)

olur. Buradan ikinci terime Sobolev-Poincare esitsizligi uygulanir ve o = p“ esitligi

goz Oniine alinarak diizenlenirse,

V() = kfﬁﬂTWQ—ﬂg§EkT@+¢@+2£F®§H@

1
—p (p—;— 554—|- ) "Et/|Vu] dx
1)e
+ (1 — @S—FT)) e et / uidzx
4
I'(—
Et/ﬂ‘u|p+1d$+g0< (p+3)85 ) az—:t/ |Au| dx
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olur. Ugiincii terim igin (4.2.25) deki esitsizlik kullanilirsa

—¢%;W1HW®+¢@+2£F®€H@)

p+1 5 _ t/ 2
—p | ——eds+ =/ e A
go( 5 €04 il )> Cpe Q] ul” dx

1
+p (1 — —(p—i- )€> e"gt/ uldx
804 Q

(- 2
—|—()0€o-€t./ ‘U|p+1 dx + © <1 _ (p + 3) ( &)8 ) east/ |AU,|2 dr
Q 805 Q

v = om0 4 20T

1
+p <1 — —(p + )6) e_"“/ urdr + cpe_“t/ |u|ijl dx
854 Q Q
_Ns2
_}_90 |:1_ (p—{—?))F( a)€ o (p+1564+r(65 ) :| —aet/|Au| dr

H (1)

805 2

elde edilir.Burada d; = LI'(—«) H” (t) olarak segilirse

v > [0-m-Ela e o+ EDT g a

1
+ (1 _pFDe )6) e_“t/ uldx + gpe_"at/ lu[PT da
804 Q 0

(p+3)e* (p+1 et 2
+¢ {1— SLI (1) 5 eds+LH (t) | Cple Q|Au| dx

bu esitsizligin sag tarafina H (t) ekleyip gikarir ve (4.2.22) deki esitsizligi de kullamlir-

sak

2L 4L
(p+1)e 1 € /
1 WYTey, 2 &
*’[@ ( o, ) ta T )
+ (s@— —> /|u]pJrl dx

3
+ [1— (E%pL—’[;”)(i) — <p—;— edy + LH (t > } ””/ |Aul? da

+uF (t)+d

v = [0-n- ] arwr o+ [EE DS g ] me

elde ederiz. Simdi bu esitsizligin katsayilari i¢in diizenlemeler yapalim;
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Birinci terimin katsayisi igin

75
1— -
— 2L
2L (1 —
f<ey— ( 7)7
¥
Ikinci terimin katsayisi icin
plp+1)e
——H () >0
1L (t) >
pep+1)e®
—— L H (¢t 1>1
4L H+12
elde edilir. Uciincii terimin katsayisi icin ¢ = 45;31), 04 =0 = % vee < e3 =
olarak alinirsa,
T Gt L I
804 46
p_ptley e 1.1
804 466 2 — 2
benzer sekilde dordiinci terimin katsayisi da
1 p+3 1
PToH1 T A+l p+l
_ b1
4(p+1)

olur. ¢ ve C), yeterince kiiciik secildiginde besinci terimin katsayisi

{1_ (p+3)e* (p+1

v >
SLH" (t) 5 8(54 + LH (t)) Cp:| = 0

olacagindan sonug olarak,

bulunur.

Simdi de W () ile ilgili bir esitsizlik elde edecegiz.

U (t)=H"7(t)+ @e‘”“/ uugde
Q
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fonksiyonunda X,Y >0, 1 < p < o0 i¢in
(X +Y) <271 (XP +Y7) (4.2.28)

esitsizligini uygularsak

U (1) <27 [H (t) + o™ (/Q uutda:> ]

buradaki ikinci terime Cauchy Schwarz esitsizligi uygulanirsa

([ ) T [( [ m)% ([ )

1
elde edilir. Sag taraftaki ( [, u?dz)2= ifadesine Holder esitsizligi uygulamrsa
P 1

(/ u2dx) =
Q
, e =
(/ (1)71 da;) (/ ]u\pﬂ dx)
Q Q
=t
< calp ([ ra)
Q
olur. Bu ifade (4.2.29) da yerine yazilirsa
1 1 1
e L\ EE 5\ T
(/ uutdx> < C(|9,p) (/ |ul? dm) . (/ ] dm)
Q Q Q
2 73y 1
p+1 2(1-7)
( / ! dx) . < / |ut|2dx) (4.2.30)
Q Q

elde edilir. Buradaki 2 (1 — ) > 1 oldugu igin Young esitsizligini uygulayabiliriz.

1

1—y

] (4.2.29)

N

D=
VR
{o\

=
—_
S—
N
QL
S)
~_
SIS

IA

< C(9Q],p)
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(e ey
( [ dx) ‘2*] o

2(1
| \Ja
/|ut|2dx—|- (/ |u|p+1dx)
Q Q

elde edilir. Burada B = C (|2 ,p) >0

e ) L\ e
/uutdx <B /|ut| dx + /|u\p dx
Q Q Q

= 1 oldugundan

1
(/ uutd:z:) "<B [/ \ut]2d:v+/ Plias dx] (4.2.31)
Q Q Q

(4.2.31) ifadesini (4.2.27) de yerine yazarsak

IA

IN

|

2
(p+1)(1-2)

T (t) < 275 [H (t)+ ¢ B (/ || daz +/ Pliss d:c)] (4.2.32)
Q Q
elde ederiz. Eger K sabiti,
, 4(p+1
K > 275 max {1, 20T B, Mbl—@}
p

sartlarini saglayacak sekilde yeterince biiyiik secilirse

(4.2.27) ve(4.2.32) ifadeleri beraber degerlendirildiginde
Ui (1) < KV (1) (4.2.33)

esitsizligi elde edilir. (4.2.27) den ¥’ (¢ oldugu agiktir. Boylece, ¥ (¢) nin tanim

) >0
ve baglangi¢ verileri kullamlarak W () > ¥ (0) > ¢ [, uiuodz > 0 oldugu goriiliir.
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(4.2.33) egitsizliginde (0, ) araliginda integral alinirsa

S
[
|-
2
—~
~
~—
Vv

olarak bulunur.
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5. TARTISMA VE SONUQC

Bu galigmada biz Caputo kesirli tiirevindeki o nin degerine gore degigen tanimda
islem karmasasindan kaginmak igin —1 < « < 0 alarak ilgili tanimi kullandik. Aym
galisgma 0 < «a < 1 i¢in segerek yapilip sonug genellestirilebilir. Ayrica ¢oziimlerin

patlamasi farkli metotlar ile ve sinirsiz bolgede caligilabilir.
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