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Turgay UYSAL

1. G·IR·IŞ

Günlük hayat¬m¬zda kulland¬¼g¬m¬z teknolojinin temelinde genel olarak türev ve in-

tegral vard¬r. Türev ve integral, kaŗs¬laş¬lan do¼gal ve yapay sistemlerin davran¬̧slar¬n¬

anlamam¬za yarayan çok önemli araçlard¬r. Uygulamal¬bilim dallar¬nda (fen, mühendis-

lik, ekonomi, . . . ) var olan problemlerin özelliklerini aç¬klayan matematiksel model-

lerin oluşturulabilmesi için çok önemlidir. Bu süreçte öncelikle bu problemleri matem-

atiksel ifadelerle formülize etmek, sonra da bunlarla ilgili baz¬başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬

kullanarak problemin çözümlerini oluşturan fonksiyonlar¬bulmak amaçlan¬r. Bilinen

bir problemi formülize etmemize yard¬mc¬ olan bu matematiksel ifadeler, genellikle

aranan fonksiyonun çeşitli mertebeden türevlerini içerir. Burada türevlerin mertebesi

tamsay¬olabildi¼gi gibi kesirli de¼gerler de olabilir. ·I̧ste böyle matematiksel ifadelerde

bulunan türevlerin mertebesine göre diferansiyel denkleme, tamsay¬mertebeli diferan-

siyel denklem (klasik) veya kesir mertebeli diferansiyel denklem denmektedir.

Kesirsel diferansiyel denklemler teorisi çeşitli madde ve i̧slemlerin kal¬tsal özellik-

lerinin tan¬mlanmas¬nda kullan¬labilecek çok iyi bir araçt¬r. Bu ise tamsay¬merte-

beli türevlerle kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬zaman, kesir dereceli türev için bir avantajd¬r. Kesir

dereceli türevlerin bu avantaj¬nesnelerin mekanik ve elektriksel özelliklerinin matem-

atiksel modellemelerinde, ak¬̧skanlar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro analitik

kimyada, çeşitli materyal ve süreçlerin bellek ve kal¬tsal özelliklerini tan¬mlamak için

kullan¬l¬r. Fizik, kimya, biyoloji, ekoloji, ... gibi alanlarda geni̧s bir uygulama alan¬na

sahiptirler [Oldham ve Spanier 1974; Samko, Kilbas ve Marichev 1993].

Kesirli türev ve integralin birbirinden farkl¬ve birbirine uyuşmayan birçok tan¬m¬

kaynaklarda mevcuttur. Fakat kaynaklar incelendi¼gnde, bu tan¬mlar¬n asl¬nda Rie-

mann Liouville türev tan¬m¬n¬n genelleştirilmi̧s şekli yada belirli şartlar alt¬nda Rie-

man �Liouvillle türev tan¬m¬ile ba¼glant¬l¬oldu¼gu görülmektedir. Bu tan¬mlar aras¬n-

daki temel fark ele al¬nan fonksiyonlar¬n tan¬m kümesi ve seçilen yard¬mc¬ para-

metrelerdir. Kesirli türev tan¬mlar¬ aras¬nda en çok kullan¬lan Riemann- Liouville

türev tan¬m¬dr. Kesirli türevleri hesaplamak için başka bir seçenek; 1967 y¬l¬ndaki

makalesinde M.Caputo taraf¬ndan ortaya konan Caputo kesirli türevidir. Caputo�nun

tan¬m¬kullan¬larak diferansiyel denklem çözerken Riemann-Liouville kesirli türevinin

aksine, bu kesirli mertebeden başlang¬ç koşulullar¬n¬tan¬mlamaya gerek yoktur, bu da

diferansiyel denklem çözerken ciddi avantajlar sa¼glamaktad¬r.

Günlük hayatta kaŗs¬laş¬lan birçok problemin adi veya k¬smi diferansiyel denklem-
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1.G·IR·IŞ

lerle modellenebilmesi mümkündür. Bu problemler birçok alanda kaŗs¬m¬za ç¬ka-

bilmektedir. Ancak modellenen her problemin tam olarak çözümünün bulunmas¬ço¼gu

zaman mümkün olmamaktad¬r. Bu problemler için yaklaş¬k bir çözüm bulmak veya en

az¬ndan çözümün davran¬̧s¬yla ilgili bir �kir edinebilmek için denklemlerin baz¬şart-

lar ile s¬n¬rland¬r¬lmas¬ gerekmektedir. Bu nedenle problemlere genellikle başlang¬ç

ve s¬n¬r koşullar¬eklenerek iyi tan¬ml¬çözüm bulmak amaçlanm¬̧st¬r. ·Iyi tan¬ml¬bir

çözüm bulmak için ilk aşama çözümün varl¬¼g¬n¬, çözüm varsa şayet çözümün tekli¼gini

ve başlang¬ç verilerine ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬araşt¬rmakt¬r. Çözümünün varl¬¼g¬ve tek oldu¼gu

kan¬tlanm¬̧s denklemin asimptotik davran¬̧s¬yani çözümünün sonlu veya sonsuz bir za-

manda davran¬̧s¬her ne kadar çözüm tam olarak bilinmesede çözüme yönelik bir �kre

sahip olmam¬z¬sa¼glar.

Zaman¬n sonlu bir t>0 zaman¬na yaklaşt¬¼g¬nda, de¼gi̧skenlerin sonsuz büyümesin-

den dolay¬çözümün sonsuza gitmesine blow up (çözümün patlamas¬) veya çözümlerin

global yoklu¼gu denir.

.
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Patlama (Blow up) konusunun matematiksel teorisi ise 1960 larda; Kaplan (1963),

Friedman (1965), Fujita (1966) ve di¼ger baz¬yazarlar taraf¬ndan genel bir yaklaş¬m

verildikten sonra aktif olarak araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Ilk olarak

utt ��u+ g (ut) = f (u)

şeklindeki damping ve kaynak terim içeren denklemlerin patlamas¬n¬Levine (1973,1974),

Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978) incelemi̧stir.

Messaoudi (2002) de, Petrovsky denklemi olarak adland¬r¬lan

utt +�
2u+ g (ut) = f (u)

denkleminde g (ut) = ut jutjp�1 ve f (u) = u jujq�1 iken çözümünün varl¬¼g¬n¬ve pat-
lamas¬n¬, Wu ve Tsai (2009) da çözümün azalmas¬ ve patlamas¬n¬ çal¬̧st¬lar. Chen

ve Zhou (2009) da bu denklemin pozitif başlang¬ç enerjisi alt¬nda çözümlerinin pat-

lamas¬n¬çal¬̧st¬lar. Daha sonra Li ve ark. (2012) de, g (ut) nin yerine G (ut;�u) =

��ut+ ut jutjp�1 ve f (u) = u jutjq�1alarak çözümün azalmas¬ve patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.
Daha sonra Pi̧skin ve Polat (2014) de bu denklemin enerji azalmas¬n¬çal¬̧st¬.

Tatar (2003) de kesirli türev içeren

utt + @
1+�
t u = �u+ a jujp�1 u

denkleminin çözümlerinin üstel büyümesini ve (2005) te de çözümlerinin patlamas¬n¬

çal¬̧st¬. Alamia veTatar 2005 te ayn¬denklemin çözümlerinin patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.

3
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬tan¬mlar, uzaylar ve eşit-

sizlikler yer almaktad¬r [Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis

2011, Pi̧skin 2017, Podlubny 1999]. Ayr¬ca tezin temel k¬s¬mlar¬n¬n oluşturulmas¬nda

kullan¬lacak olan teorem ve metotlara da bu bölümde yer verilmi̧stir.

3.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 3.1.1. X bir reel (veya kompleks) vektör uzay¬olsun. �!x 2 X vektörünü

k�!x k reel say¬s¬na dönüştüren ve aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan reel de¼gerli

k:k : X ! R

fonksiyonuna X üzerinde bir norm denir.8�!x ;�!y 2 X ve 8a 2 R için

(i) k�!x k � 0; k�!x k = 0, �!x = 0;

(ii) ka�!x k = jaj k�!x k ;

(iii) k�!x +�!y k � k�!x k+ k�!y k (üçgen eşitsizli¼gi)

Bu durumda (X; k:k) ikilisine bir normlu uzay ad¬verilir, k�!x k say¬s¬na da �!x 2 X
eleman¬n¬n normu denir.

Her k�!x k normu, d : X �X �! R+ olmak üzere,

d (x; y) = kx� yk

şeklinde bir uzakl¬k fonksiyonu oldu¼gundan her normlu uzay ayn¬zamanda bir metrik

uzayd¬r.

Tan¬m 3.1.2. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. 8 " > 0 ve n;m � N
oldu¼gunda kxn � xmk < " koşulunu sa¼glayacak bir N do¼gal say¬s¬mevcut ise (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.1.3. (xn) ; (X; k:k) normlu vektör uzay¬nda bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xk = 0

eşitli¼gini sa¼glayan bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsakt¬r denir ve xn ! x ile

gösterilir.

5



3. MATERYAL VE METOT

Tan¬m 3.1.4. Bir X normlu vektör uzay¬nda her Cauchy dizisi X in bir eleman¬na

yak¬ns¬yor ise bu uzaya tam uzay denir. (X; k:k) uzay¬tam ise bu uzaya Banach uzay¬
denir.

Tan¬m 3.1.5. X vektör uzay¬üzerinde tan¬mlanan iki norm, k:k1 ve k:k2 olsun.
C1; C2 > 0 sabitleri için

C1 kxk1 � kxk2 � C2 kxk1

eşitsizli¼gi X uzay¬ndaki her x noktas¬ için geçerli ise, k:k1 ve k:k2 normlar¬na denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar denktirler ve o uzay

üzerinde ayn¬topolojiyi tan¬mlarlar.

Tan¬m 3.1.6. K cismi üzerinde tan¬mlanan birX vektör uzay¬verildi¼ginde, X�X
uzay¬üzerinde tan¬ml¬K de¼gerli

(:; :) : X �X ! K

bir fonksiyonun 8 x; y 2 X ve a; b 2 C için aşa¼g¬daki özellikleri varsa, bu fonksiyona
iç çarp¬m denir;

(i) (x; x) � 0; (x; x) = 0() x = 0;

(ii) (x; y) = (y; x) (burada c; c 2 C nin karmaş¬k eşleni¼gini belirtir),

(iii) (ax+ by; z) = a (x; z) + b (y; z) :

K = R halinde (x; y) = (y; x) oldu¼gu hemen görülür.

Bir iç çarp¬m ile

kxk = (x; x)
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.7. Bir iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy dizisinin bu uzay¬n bir ö¼gesine

yak¬nsak olmas¬halinde bu uzaya Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.8. Rn deki Euclid uzay¬nda bir nokta u = (u1; :::; un) ve juj =pPn
i=1 u

2
i ifadesi noktan¬n normunu göstermek üzere y ile z nin iç çarp¬m¬

6



Turgay UYSAL

u � v =< u; v >=
Pn

i=1 uivi tan¬m¬yla verilir.

Tan¬m 3.1.9. X bir normlu uzay olsun. X üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer fonksiy-

onellerin kümesi X uzay¬n¬n dual uzay¬n¬ oluşturur. X 0 veya X� ile gösterilen bu

uzay

kfkX0 = sup
x2X;x 6=0

jf (x)j
kxkX

<1

normuyla bir Banach uzay¬d¬r. X 0 uzay¬n¬n duali (X 0)0 = X 00 şeklindeki lineer vektör

uzay¬d¬r ve ikinci dual olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.1.10. X normlu uzay¬nda bir dizi (xn) olsun.

lim
n!1

kxn � xkX = 0

eşitli¼gini sa¼glayan bir x 2 X varsa (xn) dizisine güçlü yak¬nsak dizi denir ve xn ! x

biçiminde gösterilir.

Tan¬m 3.1.11. (xn) ; X normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her f 2 X 0 için

lim
n!1

f (xn) = f (x)

koşulunu sa¼glayan bir x 2 X varsa (xn) dizisine zay¬f yak¬nsak dizi denir. Bu yak¬n-

sama xn ! x veya xn
z! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.12. (fn); X normlu uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

kfn � fk ! 0

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine güçlü yak¬nsakt¬r denir. fn ! f şeklinde

yaz¬l¬r. Her x 2 X için

fn(x)! f (x)

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine zay¬f* yak¬nsakt¬r denir. fn
z��! f

şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.1.13. � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �i lerin n-bileşenlisi ise � ya

çoklu-indis denir ve x�; j�j =
Pn

i=1 �i mertebeye sahip olan x
�1
1 :::x

�n
n tek terimlisi,

x� = x�11 :::x
�n
n şeklinde gösterilir. Benzer biçimde 1 � i � n için Di = @=@xi şeklinde

tan¬mlanm¬̧s ise,

D� = D�1
1 :::D

�n
n

7



3. MATERYAL VE METOT

ifadesi j�j : mertebeden bir diferansiyel operatör belirtir ve D(0;:::;0)u = u eşitli¼gi mev-

cuttur.

Tan¬m 3.1.14. 
; Rn de bir bölge olmak üzere 8 m � 0 ve m 2 Z için 


bölgesinde sürekli olan tüm � fonksiyonlar¬ve j�j � m mertebesine kadar tüm D��

sürekli k¬smi türevlere sahip vektör uzay¬Cm (
) sembolü ile gösterilir. C0 (
) � C (
)
ve C1 (
) =

T1
m=0C

m (
) eşitlikleri vard¬r.

3.2. Lebesgue Uzay¬(Lp (
))

Tan¬m 3.2.1. 
; Rn de ölçülebilir bir küme olsun. u ölçülebilir ve 1 � p < 1
olmak üzere ju (x)jp Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir ise, yani

R


ju (x)jp dx <1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yor ise u (x) fonksiyonlar¬p: mertebeden integrallenebilir fonksiyonlar

s¬n¬f¬olarak isimlendirilir ve bu s¬n¬f Lp (
) veya Lp ile gösterilir.

Bu uzay

kukLp(
) =
�R


ju (x)jp dx

�1=p
normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.2. X ve Y iki normlu uzay olsun. E¼ger

(i) X in bütün elemanlar¬Y de ise (X � Y ) ve

(ii) u dan ba¼g¬ms¬z bir c sabiti ve 8u 2 X için

kukY � c kxkX

oluyorsa X uzay¬Y uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y şeklinde gösterilir.

Tan¬m 3.2.3. L2 (
) uzay¬

< u; v >=
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.4. Her t 2 [0; T ] için [0; T ] den X e tan¬mlanm¬̧s ve m. mertebeden

türevleri sürekli olan u fonksiyonlar¬uzay¬Cm ([0; T ] ;X) şeklinde gösterilir.

8



Turgay UYSAL

3.3. Sobolev Uzay¬(Wm;p (
))

Tan¬m 3.3.1. 
, Rn de bir bölge, m negatif olmayan bir tamsay¬ve p, 1 � p � 1
şart¬n¬sa¼glamak üzere

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

eşitli¼giyle tan¬mlanan bu uzay Sobolev uzay¬olarak adland¬r¬l¬r. Bu uzay

kukWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
; 1 � p <1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

normlar¬ile Banach uzay¬d¬r. Burada W 0;p (
) = Lp (
) oldu¼gu kolayca görülür.

Tan¬m 3.3.2. p = 2 için Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur. H
m (
)

uzay¬ndaki norm ise

kukHm(
) =

 P
0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.3.3. Hm (
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m
(D�u;D�v)

eşitli¼giyle tan¬mlanan iç çarp¬m ile bir Hilbert uzay¬d¬r, buradaki iç çarp¬m L2 (
)

uzay¬ndaki iç çarp¬m¬göstermektedir.

H1
0 (
) uzay¬ndaki iç çarp¬m ise

(u; v)H1
0 (
)

=
R


rurvdx

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r ve H1
0 (
) uzay¬ndaki norm

kukH1
0 (
)

=
�R


(ru)2 dx

�1=2
eşitli¼giyle verilir.
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3. MATERYAL VE METOT

Teorem 3.3.4. Sobolev Gömülme Teoremi. 
, Rn de koni özeli¼gine sahip aç¬k

bir bölge, m � 1 ve j � 0 şartlar¬n¬sa¼glayan tamsay¬lar ve 1 � p <1 koşulu alt¬nda;

(i) mp > n iseW j+m;p (
) ,! CjB (
)

(ii) mp = n ise W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q <1

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

gömülmesi elde edilir.

mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q � p�

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

gömülmesi elde edilir.

Burada

p� =

8<: np
n�mp ; n > mp

+1; n � mp

şeklindedir.

.
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3.4. Eşitsizlikler

Lemma 3.4.1. (Cauchy Eşitsizli¼gi) " > 0 ve a; b 2 R şartlar¬alt¬nda

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2

eşitsizli¼gi mevcuttur.

Lemma 3.4.2. (Young Eşitsizli¼gi) E¼ger " > 0; a; b 2 R, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ise,

o zaman

jabj � jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼gi veya

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r. Young eşitsizli¼ginin bir di¼ger

formu da � > 0 ve 1
r
+ 1

q
= 1 için

XY � �r

r
Xr +

��q

q
Y q

şeklindedir.

Lemma 3.4.3. (Hölder Eşitsizli¼gi) u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ; p � 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1

şartlar¬alt¬nda uv 2 L1 (
) olur ve

kuvkL1(
) � kukLp(
) kvkLq(
)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. p = 1 için q =1 ve kvkLq(
) = ess sup



jvj olarak al¬n¬r.
p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

Lemma 3.4.4. (·Interpolasyon Eşitsizli¼gi) 1 � p � q � r ve 0 < � < 1 için
1
q
= �

p
+ 1��

r
olsun. E¼ger u 2 Lp (
) \ Lr (
) ise u 2 Lq (
) olur ve

kukLq(
) � kuk
�
Lp(
) kuk

1��
Lr(
)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Lemma 3.4.5. (Minkowski Eşitsizli¼gi) u; v 2 Lp (
) ve p � 1 olmak üzere

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
)

11
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eşitsizli¼gi geçerlidir.

Lemma 3.4.6. (Sobolev Eşitsizli¼gi) n > 1 olmak üzere 
 � Rn aç¬k bölge

olsun. n > p, p � 1 ve u 2 W 1;p
0 (
) ise, o zaman

kukLnp=(n�p) (
) � C kDukLp(
)

olacak biçimde C = C (n; p) sabiti mevcuttur.

p > n ve 
 s¬n¬rl¬ise, o zaman u 2 C
�


�
ve

sup


juj � C j
j1=n�1=p kDukLp(
)

olur.

Lemma 3.4.7. (Sobolev- Poincare Eşitsizli¼gi) p say¬s¬2 � p <1 (n = 1; 2)

ve 2 � p � 2n
n�2 (n � 3) şeklinde olsun. Bu durumda C� = C� (
; p) sabiti ve

u 2 H2
0 (
) için

kukp � C� kruk

olur.

Lemma 3.4.8. (Green Özdeşli¼gi)Z



v�udx =

Z
@


v
@u

@n
ds�

Z



rurvdx

Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n
= n:ru d¬r.

Lemma 3.4.9. (Leibniz ·Integral Formülü)

f (x; t) ; @f
@x
fonksiyonlar¬f(x; t) : a � x � b; c � t � dg bölgesinde ve u (x) ; v (x)

fonksiyonlar¬da (a; b) aral¬¼g¬nda sürekli ise

d

dx

0B@ u(x)Z
v(x)

f (x; t) dt

1CA =

u(x)Z
v(x)

@

@x
f (x; t) dt+ f (x; u (x))u0 (x)� f (x; v (x)) v0 (x)

d¬r.

.
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3.5. Kesirli Türev ve Kesirli ·Integral

Bu k¬s¬mda kesirli türev ve integral ile ilgili baz¬temel tan¬m ve teoremler ifade

edilecektir [Podlubny 1999].

Tan¬m 3.5.1. (Gamma Fonksiyonu)

� (x) ile gösterilen Gamma fonksiyonu

� (x) =

1Z
0

tx�1e�tdt

genelleştirilmi̧s integral yard¬m¬yla tan¬mlan¬r. Bu integral x > 0 için yak¬nsakt¬r. Bu

fonksiyona faktöriyel fonksiyonu da denir.

Gamma fonksiyonunun en temel özelliklerinden biri

� (x+ 1) = x� (x)

dir. Bu ifade k¬smi integrasyonla kolayca gösterilebilir.

� (x+ 1) =

1Z
0

txe�tdt

=
�
�txet

�1
0
+ x

1Z
0

tx�1e�tdt

= x� (x)

buradan aç¬kça görülebilir ki; � (1) = 1 dir, ayr¬ca � (x+ 1) = x� (x) eşitli¼gi kul-

lan¬larak; x = 1; 2; 3; ::: için

� (2) = 1� (1) = 1 = 1!

� (3) = 2� (2) = 2:1! = 2!

� (4) = 3� (3) = 3:2! = 3!

...

� (x+ 1) = x!

13
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elde edilir. Yani

� (x) =

1Z
0

tx�1e�tdt

= (x� 1)!

olur. Bu da Gamma fonksiyonuna neden faktöriyel fonksiyonu dendi¼gini aç¬klar.

Teorem 3.5.2. Gamma fonksiyonu şu özellikleri sa¼glar:

(i) � (n+ 1) = n� (n)

(ii) �
�
1
2

�
=
p
�

(iii) � (�) � (1� �) = �
sin��

; (0 < � < 1)

(iv) 22x�1 � (x) �
�
x+ 1

2

�
=
p
�� (2x) (Gamma fonksiyonu ço¼galma formülü)

(v) �0 (1) =

1Z
0

e�x lnxdx = �
 (burada 
 Euler sabiti).

Tan¬m 3.5.3. (Beta Fonksiyonu)

B (m;n) notasyonu ile gösterilen ve

B (m;n) =

1Z
0

xm�1 (1� x)n�1 dx

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Bu integral m > 0; n > 0 için

yak¬nsakt¬r.

Aşa¼g¬daki teorem Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu aras¬ndaki ili̧skiyi ver-

mektedir.

Teorem 3.5.4. m > 0; n > 0 için

B (m;n) =
� (m) � (n)

� (m+ n)

ili̧skisi vard¬r.

Tan¬m 3.5.5. (Dirichlet Formülü)

14
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1 = [a; b] ;
2 = [c; d] �1 � a < b � 1; �1 � c < d � 1 ve f (x; y) ; 
1�
2
bölgesinde ölçülebilir bir fonksiyon olsun, bu durumda

bZ
a

dx

dZ
c

f (x; y) dy =

bZ
a

dy

dZ
c

f (x; y) dx

eşitli¼gine Dirichlet Formülü denir [Samko, Kilbas ve Marichev 1993].

Tan¬m 3.5.6. (Abel ·Integral Denklemi)

0 < � < 1 ve x > 0 olmak üzere

f (x) =
1

� (�)

xZ
0

' (t)

(x� t)1��
dt

şeklinde tan¬mlanan integral denklemine Abel ·Integral Denklemi denir.

Tan¬m 3.5.7. (Kesirli ·Integral)

Şimdi n-katl¬
xZ
a

!1Z
a

!2Z
a

!3Z
a

:::

!nZ
a

f (!n) d!nd!n�1:::d!2d!1 (3.5.1)

integralinde integrasyon s¬ras¬n¬ve buna ba¼gl¬olarak s¬n¬rlar¬de¼gi̧stirelim,

a < !1 < x; !2 < !1 < x

a < !2 < !1; !3 < !2 < x

::: ...

a < !n�1 < !n�2; !n < !n�1 < x

a < !n < !n�1; a < !n < x

s¬n¬r de¼gi̧simleri alt¬nda (3.5.1) ifadesi,

xZ
a

!1Z
a

!2Z
a

!3Z
a

:::

!nZ
a

f (!n) d!nd!n�1:::d!2d!1

=

xZ
a

f (!n)

0@ xZ
!n

0@ xZ
!n�1

:::

xZ
!3

0@ xZ
!2

d!1

1A d!2:::
1A d!n�1

1A d!n (3.5.2)
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eşitli¼gi ile yaz¬labilir. (3.5.2) ifadesinin sa¼g taraf¬nda terim terim integral al¬n¬rsa

xZ
a

!1Z
a

!2Z
a

!3Z
a

:::

!nZ
a

f (!n) d!nd!n�1:::d!2d!1 =
1

(n� 1)!

xZ
a

f (!n) (x� !n)n�1 d!n

elde edilir. Bu eşitlikte � (n) = (n� 1)! oldu¼gu göz önünde bulundurulursa

xZ
a

!1Z
a

!2Z
a

!3Z
a

:::

!nZ
a

f (!n) d!nd!n�1:::d!2d!1 =
1

� (n)

xZ
a

f (!n) (x� !n)n�1 d!n (3.5.3)

elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda n pozitif bir tamsay¬d¬r. � fonksiyonu tamsay¬lar

d¬̧s¬nda da ifade edilebildi¼ginden, n nin tamsay¬olmamas¬durumunda (3.5.3) eşitli¼ginin

sa¼g taraf¬için şu tan¬m verilebilir.

Tan¬m 3.5.8. f (x) 2 L1 (a; b) olsun. Bu durumda,

�
I�a+f

�
(x) =

1

� (�)

xZ
a

f (t) (x� t)��1 dt; x > a

�
I�b�f

�
(x) =

1

� (�)

bZ
x

f (t) (x� t)��1 dt; x < b

integrallerine �: mertebeden Kesirli ·Integral denir. Bu integral Riemann-Liouville

Kesirli ·Integrali olarak ta bilinir.

Tan¬m 3.5.9. (Kesirli Türev)
dnf(x)
dxn

ifadesi n: mertebeden türevi göstermek üzere burada amac¬m¬z n tamsay¬

parametresini tamsay¬olmayan bir � parametresine geni̧sletmektir. Bunun için p poz-

itif bir tamsay¬olmak şart¬yla f (x) = xp fonksiyonunu ele alal¬m bu fonksiyonun k:

mertebeden türevini al¬rsak

f (x) = xp;

f 0 (x) = pxp�1;

f 00 (x) = p (p� 1)xp�2;
...

f (k) (x) = p (p� 1) (p� 2) ::: (p� k + 1) xp�k

=
p!

(p� k)!x
p�k

16
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olur. Burada � (n) = (n� 1)! eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

f (k) (x) =
� (p+ 1)

� (p� k + 1)x
p�k

yaz¬l¬r ki burada k de¼gerini herhangi bir pozitif say¬ seçerek (� fonksiyonu tan¬ml¬

oldu¼gundan) f (x) fonksiyonunun kesirli mertebeden türevini hesaplayabiliriz.

Şimdi kesirli türev için 0 < � < 1 olmak üzere

f (x) =
1

� (�)

xZ
0

' (t)

(x� t)1��
dt; x > 0 (3.5.4)

Abel integral denklemini ele alal¬m. (3.5.4) ifadesinin her iki yan¬nda x yerine t, t

yerine de s yazal¬m. Elde edilen ifadenin her iki yan¬n¬(x� t)�� ile çarp¬p a dan x e
kadar integralini al¬rsak,

xZ
a

dt

(x� t)�
xZ
0

' (s)

(t� s)1��
ds = � (�)

xZ
a

f (t)

(x� t)�dt

Burada Dirichlet formülü olarak bilinen

bZ
a

0@ xZ
a

f (x; y) dy

1A dx = bZ
a

0@ bZ
y

f (x; y) dx

1A dy
s¬n¬r de¼gi̧simi formülü uygulan¬rsa

xZ
a

' (s) ds

xZ
0

dt

(x� t)� (t� s)1��
= � (�)

xZ
a

f (t)

(x� t)�dt (3.5.5)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. (3.5.5) ifadesinde sol taraftaki ikinci integralde t = s + � (x� s)
de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,

xZ
0

dt

(x� t)� (t� s)1��
=

1Z
0

���1 (1� �)�� d�

= B (�; 1� �)

=
� (�) � (1� �)
� (�+ 1� �)

= � (�) � (1� �)
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elde edilir. Bu eşitlik (3.5.5) te yerine yaz¬l¬rsa

� (�) � (1� �)
xZ
a

' (s) ds = � (�)

xZ
a

f (t)

(x� t)�dt

xZ
a

' (s) ds =
1

� (1� �)

xZ
a

f (t)

(x� t)�dt

olur. Bu ifadenin x göre türevini al¬rsak

' (x) =
1

� (1� �)
d

dx

xZ
a

f (t)

(x� t)�dt (3.5.6)

elde edilir. Elde edilen (3.5.6) ifadesine �. mertebeden Kesirli Türev denir. Bu türev

Riemann-Liouville kesirli türevi olarak da bilinir.

Şimdi en yayg¬n olan baz¬kesirli türev ve kesirli integral tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 3.5.10. (Riemann-Liouville Kesirli Türevi)

Her sonlu (a; x) aral¬¼g¬nda f fonksiyonu sürekli ve integrallenebilir olsun. n 2
N+; n � 1 � � < n ve � > 0 olmak üzere x > a için reel bir f fonksiyonunun �:

mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi

RL
a D

�
xf (x) =

d�f (x)

dx�
=

1

� (n� �)
dn

dxn

xZ
a

f (t)

(x� t)1�n+�
dt

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 3.5.11. f (x) = x fonksiyonunun 1
2
: mertebeden Riemann-Liouville kesirli

türevini hesaplayal¬m,

� = 1
2
ve n� 1 � � < n oldu¼gunda n = 1 olur bu de¼gerler tan¬mda yerine yaz¬l¬rsa

RL
0 D

1
2
x (x) =

1

�
�
1� 1

2

� d
dx

xZ
0

t

(x� t)1�1+
1
2

dt

=
1

�
�
1
2

� d
dx

�
4

3
x
3
2

�
=

2p
�
x
1
2

bulunur.
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Tan¬m 3.5.12. (Riemann-Liouville Kesirli ·Integrali)

Her sonlu (a; x) aral¬¼g¬nda f fonksiyonu sürekli ve integrallenebilir olsun. n 2
N+; n � 1 � � < n ve � > 0 olmak üzere x > a için reel bir f fonksiyonunun �:

mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali ;

RL
a D

��
x f (x) =

d��f (x)

dx��
=

1

� (�)

xZ
a

f (t)

(x� t)1��
dt

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 3.5.13. f (x) = x fonksiyonunun 1
2
: mertebeden Riemann-Liouville kesirli

integralini hesaplayal¬m,

� = 1
2
ve n�1 � � < n oldu¼gunda n = 1 olur bu de¼gerler tan¬mda yerine yaz¬l¬rsa,

RL
0 D

� 1
2

x (x) =
1

�
�
1
2

� xZ
0

t

(x� t)
1
2

dt

=
4

3
p
�
x
3
2

bulunur.

Tan¬m 3.5.14. (Gründwald-Letnikov Kesirli Türevi)

[a; t] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli f (k) (t) ; (k = 1; 2; 3; :::;m+ 1) türevleri var ve m;

m < � < m + 1 olacak şekilde bir tamsay¬ olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun

�: mertebeden Gründwald-Letnikov Kesirli Türevi � > 0 olmak üzere

GL
a D�

xf (x) =
d�f (x)

dx�
=

mX
k=0

fk (a) (x� a)��+k

� (��+ k + 1) +
1

� (��+m+ 1)

xZ
a

(x� �)m�� f (m+1) (�) d�

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 3.5.15. f (x) = x fonksiyonunun 1
2
:mertebeden Gründwald-Letnikov kesirli

türevini hesaplayal¬m,

� = 1
2
ve m < � < m + 1 oldu¼gunda m = 0 olur. Bu de¼gerler tan¬mda yerine
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yaz¬l¬rsa,

GL
0 D

1
2
x (x) =

1

�
�
�1
2
+ 0 + 1

� xZ
0

(x� �)0�
1
2 :1:d�

=
1

�
�
1
2

� �2x 1
2

�
=

2p
�
x
1
2

bulunur.

Tan¬m 3.5.16. (Gründwald-Letnikov Kesirli ·Integrali)

[a; t] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli f (k) (t) ; (k = 1; 2; 3; :::;m+ 1) türevleri var ve m;

m < � < m + 1 olacak şekilde bir tamsay¬ olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun

�: mertebeden Gründwald-Letnikov Kesirli ·Integrali � > 0 olmak üzere,

GL
a D��

x f (x) =
d��f (x)

dx��
=

mX
k=0

fk (a) (x� a)�+k

� (�+ k + 1)
+

1

� (�+m+ 1)

xZ
a

(x� �)m+� f (m+1) (�) d�

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 3.5.17. f (x) = x fonksiyonunun 1
2
: mertebeden Gründwald-Letnikov

kesirli integralini hesaplayal¬m,

� = 1
2
ve m < � < m + 1 oldu¼gunda m = 0 olur. Bu de¼gerler tan¬mda yerine

yaz¬l¬rsa,

GL
0 D

� 1
2

x (x) =
1

�
�
1
2
+ 0 + 1

� xZ
0

(x� �)0+
1
2 :1:d�

=
2

�
�
1
2

� �2
3
x
3
2

�
=

4

3
p
�
x
3
2

bulunur.

Tan¬m 3.5.18. (Caputo Kesirli Türevi)

a > 0 ve �1 < � < 1 olmak üzere Caputo Kesirli Türevi

C
aD

1+�
x f (x) = @1+�x f(x) =

8<: I�� d
dx
f(x) için � 1 < � < 0

I1�� d2

dx2
f(x) için 0 < � < 1
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şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 3.5.19. f (x) = x fonksiyonunun 1
2
: mertebeden Caputo kesirli türevini

hesaplayal¬m,

� = �1
2
olur ve bu de¼gerler tan¬mda yerine yaz¬l¬rsa,

C
0D

1
2
x (x) = I

1
2
d

dx
(x)

=
1

�(1
2
)

d

dx

xZ
0

(x� �) 12�1�d�

=
1

�
�
1
2

� d
dx

�
4

3
x
3
2

�
=

2p
�
x
1
2

bulunur.

Tan¬m 3.5.20. (Caputo Kesirli ·Integrali)

Burada I�; � > 0 için Caputo Kesirli ·Integrali,

C
aD

��
x f (x) = I�f(x) =

1

�(�)

xZ
a

(x� �)��1f(�)d�

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Örnek 3.5.21. f (x) = x fonksiyonunun 1
2
: mertebeden Caputo kesirli integralini

hesaplayal¬m,

� = 1
2
olur ve bu de¼gerler tan¬mda yerine yaz¬l¬rsa,

C
0D

� 1
2

x (x) = I
1
2 (x) =

1

�(1
2
)

xZ
0

(x� �) 12�1�d�

=
4

3
p
�
x
3
2

örneklerden de anlaş¬laca¼g¬gibi seçilen fonksiyonlara göre bu farkl¬tan¬mlar¬n birbirine

eşit sonuçlar verece¼gi görülebilir.

Teorem 3.5.22. f (t) = (t� a)p olmak üzere f (t) nin �: mertebeden türevi ;

D�
t (t� a)

p =
� (p+ 1)

� (�� p+ 1) (t� a)
p�� ; p 2 R
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eşitli¼giyle verilir. Şimdi de kesirli türev ve kesirli integralin sa¼glad¬¼g¬baz¬özellikleri

veren teoremi ifade edelim.

Teorem 3.5.23.

(i) Lineerlik özelli¼gi:

Dq (x+ y) = Dq (x) +Dq (y)

Dq (ax) = aDq (x)

(ii) Birleşme özelli¼gi:

DaDb (x) = Da+b (x)

(iii) S¬f¬r eleman:

D0 (x) = x

(iv) Alt küme olma özelli¼gi: a do¼gal say¬s¬için

Da (x) = dax;

(v) Çarp¬m kural¬

Dq (x+ y) =
1X
j=0

�
q

j

�
Dj (x)Dq�j (y)

.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölüm iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r.

4.1. G·IR·IŞ

Bu k¬s¬mda damping ve kaynak terimli Petrovsky denkleminin çözümlerinin patla-

mas¬gösterilecektir [Messaoudi 2002].

8>><>>:
utt +�

2u+ aut jutjm�2 = bu jujp�2 ; x 2 
; t > 0;
u (x; t) = @�u (x; t) = 0; x 2 @
; t � 0;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 


(4.1.1)

problemi ile ilgilenece¼giz, burada a; b > 0 ve p;m > 2 dir.

Önce (4.1.1) probleminin lokal varl¬k teoremini ifade edelim.

Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki8<: 2 < p; n � 4
2 < p � 2(n�2)

n�4 n � 5

ve

m � 2n

n� 4 ; n � 5

olsun.Ayr¬ca u0 2 H2
0 (
) ; u1 2 L2 (
) ise (4.1.1) probleminin u 2 C ([0; T ] ;H2

0 (
)) ; ut

2 C ([0; T ] ;L2 (
)) \ Lm (
� (0; T )) uzay¬nda bir tek zay¬f çözümü vard¬r[Messaoudi
2002].

4.1.2. Çözümün Patlamas¬

Bu bölümde p > m ve E (0) < 0 için

u 2 C
�
[0; T ] ;H2

0 (
)
�

ut 2 C
�
[0; T ] ;L2 (
)

�
\ Lm (
� (0; T ))

çözümünün sonlu bir T � zaman¬nda patlad¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

Enerji fonksiyonelimiz

E (t) =
1

2

Z



�
u2t + (�u)

2� (x; t) dx� b

p

Z



ju (x; t)jp dx (4.1.2)

şeklinde elde edilir.
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Lemma 4.1.3. Kabul edelim ki8<: 2 < p; n � 4
2 < p � 2 (n� 2) =n� 4; n � 5

sa¼glans¬n, a pozitif bir sabit C sadece 
 ya ba¼gl¬ve C > 1 için

kuksp � C
�
k�uk22 + kuk

p
p

�
(4.1.3)

u 2 H2
0 (
) ve 2 � s � p:

·Ispat. E¼ger kukp � 1 ise Sobolev gömülme teoremlerinden ve s¬n¬r şartlar¬ndan

kuksp � kuk
2
p � C k�uk

2
2 olur. E¼ger kukp > 1 ise kuk

s
p � kuk

p
p : Bu nedenle (4.1.3) elde

edilir.

Bu bölümün tamam¬nda

H (t) = �E (t) (4.1.4)

olarak tan¬mlanacak ve C;
 bölgesi üzerinde farkl¬pozitif sabitleri temsil edecektir.

(4.1.2) ve (4.1.3) den aşa¼g¬daki eşitsizlik yaz¬labilir.

Sonuç 4.1.4. Kabul edelim ki (4.1.3) sa¼glans¬n. Bu durumda

kuksp � C
�
jH (t)j+ kuk22 + kuk

p
p

�
(4.1.5)

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada u 2 H2
0 (
) ve 2 � s � p dir.

Teorem 4.1.5. Teorem 4.1.1 in şartlar¬sa¼glans¬n ve E (0) < 0 olmak üzere

u 2 C
�
[0; T ] ;H2

0 (
)
�

ut 2 C
�
[0; T ] ;L2 (
)

�
\ Lm (
� (0; T ))

çözümü sonlu bir zamanda patlar.

·Ispat. (4.1.1) denkleminin her iki yan¬ut ile çarp¬l¬p 
 üzerinde integral al¬n¬rsa

H 0 (t) = a

Z



jut (x; t)jm dx � 0;

[0; T ) aral¬¼g¬ndaki her t için H (t) süreklidir [V.Barbu 1993]. Böylece

0 < H (0) � H (t) � b

p
kukpp ; (4.1.6)

24



Turgay UYSAL

yaz¬labilir.

L (t) = H1�� (t) + "

Z



uut (x; t) dx (4.1.7)

olsun.Burada " daha sonra belirlenecek bir sabit ve �

0 < � � min
�
(p� 2)
2p

;
(p�m)
p (m� 1)

�
(4.1.8)

d¬r. (4.1.7) eşitli¼ginin türevi al¬n¬r ve (4.1.1) denklemi de kullan¬l¬rsa,

L0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "

Z



�
u2t � (�u)

2� dx
+"b

Z



ju (x; t)jp dx� a"
Z



jutjm�2 utudx: (4.1.9)

elde edilir. X; Y � 0; � > 0; 1
r
+ 1

q
= 1 olmak üzere

XY � �r

r
Xr +

��q

q
Y q

formundaki Young eşitsizli¼ginde r = m ve q = m= (m� 1) seçilerek (4.1.9) ifadesinin
son terimine uygulan¬rsaZ




jutjm�1 juj dx �
�m

m
kukmm +

m� 1
m

��m=(m�1) kutkmm

olur. Bulunan bu eşitsizlik (4.1.9) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

L0 (t) �
�
(1� �)H�� (t)� m� 1

m
"��m=(m�1)

�
H 0 (t) + "

Z



�
u2t � (�u)

2� dx
+"

�
pH (t) +

p

2

Z



�
u2t + (�u)

2� dx�� a"�m
m
kukmm (4.1.10)

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada ��m=(m�1) = kH�� (t) olarak al¬n¬r k daha sonra belir-

lenecek büyük bir sabit olmak üzere bu eşitlik (4.1.10) da yerine yaz¬l¬rsa,

L0 (t) �
�
(1� �)� m� 1

m
"k

�
H�� (t)H 0 (t) + "

�p
2
+ 1
�Z




u2tdx

+"
�p
2
� 1
�Z




(�u)2 dx

+"

�
pH (t)� k

1�m

m
aH�(m�1) (t) kukmm

�
(4.1.11)

25
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olur. Burada (4.1.6) ve kukmm � C kuk
m
p eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

H�(m�1) (t) kukmm �
�
b

p

��(m�1)
C kukm+�p(m�1)p

elde edilir, elde edilen bu eşitsizlik (4.1.11) de yerine yaz¬l¬rsa,

L0 (t) �
�
(1� �)� m� 1

m
"k

�
H�� (t)H 0 (t) + "

�p
2
+ 1
�Z




u2tdx

+"
�p
2
� 1
�Z




(�u)2 dx

+"

"
pH (t)� k

1�m

m
a

�
b

p

��(m�1)
C kukm+�p(m�1)p

#
(4.1.12)

olur. Sonuç 4.1.4 ve (4.1.8) ba¼g¬nt¬s¬s = m + �p (m� 1) � p; için (4.1.12) de uygu-
lan¬rsa

L0 (t) �
�
(1� �)� m� 1

m
"k

�
H�� (t)H 0 (t)

+"
�p
2
+ 1
�Z




u2tdx+ "
�p
2
� 1
�Z




(�u)2 dx

+"
h
pH (t)� C1k

1�m
�
H (t) + kutk22 + kuk

p
p

�i
(4.1.13)

elde edilir. Burada C1 = a
�
b
p

��(m�1)
C=m olarak al¬nd¬.

H (t) =
b

p
kukpp �

1

2
kutk22 �

1

2
k�uk22

ve p = (p+ 2) =2 + (p� 2) =2 alarak (4.1.14) de kullan¬rsak

L0 (t) �
�
(1� �)� m� 1

m
"k

�
H�� (t)H 0 (t) + "

p� 2
4

k�uk22

+"

24 �p+22 � C1k1�m
�
H (t) +

�
p�2
2p
b� C1k1�m

�
kukpp

+
�
p+6
4
� C1k1�m

�
kutk22

35 (4.1.14)

yaz¬labilir. Bu nokta da k n¬n yeterince büyük seçilmesiyle (4.1.15) deki H (t) ; kukpp
ve kutk22 ifadelerinin katsay¬lar¬kesinlikle pozitif olacakt¬r. Böylece,

L0 (t) �
�
(1� �)� m� 1

m
"k

�
H�� (t)H 0 (t) + "


h
H (t) + kukpp + kutk

2
2

i
(4.1.15)
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elde edilecektir. Burada 
 > 0 olacak şekilde katsay¬lar¬n en küçü¼günü temsil etmek-

tedir. " yeterince küçük seçildi¼ginde (1� �)� "k (m� 1) =m � 0 olur ve

L (0) = H1�� (0) +

Z



u0u1 (x) dx > 0

eşitli¼gi göz önüne al¬narak (4.1.15) düzenlenirse

L0 (t) � "

h
H (t) + kukpp + kutk

2
2

i
(4.1.16)

elde edilir. Sonuç olarak,

L (t) � L (0) > 0; 8t � 0

olur. (4.1.7) ifadesinin ikinci terimi için����Z



uut (x; t) dx

���� � kuk2 kutk2
� C kukp kutk2

eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

����Z



uut (x; t) dx

����1=(1��) � C kuk1=(1��)p kutk1=(1��)2

elde edilir, tekrar Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

����Z



uut (x; t) dx

����1=(1��) � C hkuk�=(1��)p + kutk�=(1��)2

i
(4.1.17)

Burada 1
�
+ 1

�
= 1 eşitli¼ginde � = 2 (1� �) ; �= (1� �) = 2= (1� 2�) � p olarak al¬n¬r

ve (4.1.8) şartlar¬alt¬nda (4.1.17) tekrar düzenlenirse,

����Z



uutdx

����1=(1��) � C hkuksp + kutk22i
elde edilir. Burada s = 2= (1� 2�) � p dir. Sonuç 4.1.5 kullan¬l¬rsa, 8t > 0 için

����Z



uutdx

����1=(1��) � hCH (t) + kukpp + kutk22i (4.1.18)
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Sonuç olarak,

L1=(1��) (t) =

�
H1�� (t) + "

Z



uutdx

�1=(1��)
� 2�=(1��)

 
H (t) +

����Z



uutdx

����1=(1��)
!

� C
�
H (t) + kukpp + kutk

2
2

�
(4.1.19)

bulunur (4.1.16) ve (4.1.19) beraber de¼gerlendirilirse,

L0 (t) � �L1=(1��) (t) (4.1.20)

elde edilir. Burada �; C; 
 ve " a ba¼gl¬bir sabittir (böylece u çözümünden ba¼g¬ms¬z

olur) (4.1.20) ifadesinin (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

L1=(1��) (t) � 1

L��=(1��) (0)� �t�= (1� �)

elde edilir. Sonuç olarak L (t) nin blow up zaman¬

T � � 1� �
�� [L (0)]�=(1��)

olarak bulunur.

.
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4.2. Kesirli Mertebeden Damping Terimli Petrovsky Denkleminin Çözüm-

lerinin Patlamas¬

Bu k¬s¬mda kesirli mertebeden damping terimli8>><>>:
utt +�

2u+ @1+�t u = jujp�1 u; x 2 
; t > 0;
u(x; t) = @u(x;t)

@v
= 0; x 2 @
; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); x 2 


(4.2.1)

Petrovsky denklemi çal¬̧s¬lacakt¬r. Bu problemin çözümlerinin patlamas¬n¬gösterirken

2005 te Alamia ve Tatar taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smadan önemli ölçüde faydalan¬lm¬̧st¬r.

Burada 
; Rn ( n � 1) de @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge ve � d¬̧s normal.
u0(x) ve u1(x) başlang¬ç fonksiyonlar¬veriliyor. p ve � say¬lar¬p > 1 ve �1 < � < 1
şeklindedir. @1+�t ifadesi standart Caputo kesirli türevini göstermek üzere

@1+�t w(t) =

8<: I�� d
dt
w(t) ; � 1 < � < 0 için

I1�� d
2

dt2
w(t) ; 0 < � < 1 için

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r [Oldham 1974, Podlubny 1999]. Burada I�; � > 0 için

I�
d

dt
w(t) =

1

�(�)

tZ
0

(t� �)��1w(�)d� :

Caputo kesirli integralini göstermektedir. @1+�t u terimi � = �1 için zay¬f damping
� = 0 için de güçlü damping terim olur. �1 < � < 0 için ise denkleme zay¬f damping

ile güçlü damping terim aras¬nda bir etkiye sahip olur [Chen, Triggiani 1989].

Şimdi (4.2.1) probleminin lokal varl¬k teoremini ifade edelim [Messaoudi 2002].

Teorem 4.2.1. 8<: 1 < p ; n � 4
1 < p � 2n

n�4 ; n � 5

ve (u0; u1) 2 H2
0 (
)�L2 (
) olsun. Bu durumda u 2 C ([0; T ) ; H2

0 (
))\C1 ([0; T ) ; L2 (
))
ve ut 2 L2 ((0; T )� 
) olacak şekilde T > 0 için u fonksiyonu (4.2.1) probleminin bir
tek zay¬f çözümüdür.

Bu k¬s¬mda baz¬tan¬mlar¬sunup teoremimizi ispatlamak için gerekli baz¬fonksiy-

onelleri ortaya koyduk. Ayr¬ca �1 < � < 0 durumunu ele alaca¼g¬z. (4.2.1) denklemine
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

ait enerji fonksiyoneli

E(t) =
1

2

�
kutk2 + k�uk2

�
� 1

p+ 1
kukp+1p+1 (4.2.2)

olur. E(t) fonksiyonunun t de¼gi̧skenine göre türevini al¬rsak

dE(t)

dt
=

Z



24ututt|{z}
I1

+�u�ut| {z }
I2

� jujp ut

35 dx (4.2.3)

(4.2.1) denklemi ut ile çarp¬l¬p 
 bölgesi üzerinde integral al¬n¬rsa

I1 =

Z



ututtdx

=

Z



�
jujp ut ��2uut � @1+�t uut

�
dx

elde edilir. I2 de iki defa Green özdeşli¼gi uygulan¬rsa

I2 =

Z



�ut�udx

=

Z
@


(�ut)
@u

@�
ds�

Z



r (�u)rutdx

= �
Z



r (�u)rutdx

=

Z



ut�
2udx

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler (4.2.3) te yerine yaz¬l¬rsa

dE(t)

dt
=

Z



�
jujp ut ��2uut � ut@1+�t u+ ut�

2u� jujp ut
�
dx

= �
Z



ut@
1+�
t udx

= � 1

�(��)

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

sonuç olarak,

E
0
(t) = � 1

�(��)

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx (4.2.4)
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elde edilmi̧s olur. Şimdi modi�ye edilmi̧s enerji fonksiyonelimizi

E" (t) = E (t)� "
Z



uutdx (4.2.5)

şeklinde tan¬mlayal¬m. 0 < " < 1 olmak üzere daha sonra belirlenecek bir sabittir.

(4.2.2) eşitli¼gi (4.2.5) de yerine yaz¬l¬r ve t ye göre türev al¬n¬rsa

E
0

" (t) = � 1

�(��)

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

�"
Z



jutj2 dx� "
Z



uuttdx| {z }
I3

(4.2.6)

elde edilir. (4.2.1) denklemi u ile çarp¬l¬p 
 üzerinde integral al¬n¬rsa

I3 =

Z



uuttdx

=

Z



�
jujp+1 � u�2u� u@1+�t u

�
dx

=

Z



�
jujp+1 + j�uj2 � u@1+�t u

�
dx

=

Z



jujp+1 dx+
Z



j�uj2 dx

� 1

�(��)

Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx (4.2.7)

elde etti¼gimiz bu eşitli¼gi (4.2.6) da yerine yazarsak

E
0

" (t) = � 1

�(��)

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx� "
Z



jutj2 dx

�"
Z



jujp+1 dx� "
Z



j�uj2 dx

+
"

�(��)

Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx (4.2.8)

bulunur.

H (t) = �
�
e��"tE" (t) + �F (t) + d

�
; (4.2.9)

F (t) =

tZ
0

Z



G (t� �) e��"�u2�dxd� (4.2.10)
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ve

G (t) = e�t
1Z
t

e�����(�+1)d� (4.2.11)

olsun. Burada � = p+1
2
ve �; �; d ifadeleri daha sonra belirlenecek pozitif sabitlerdir.

Lemma 4.2.2. E¼ger E" (0) < 0 ve p yeterince büyük seçilirse, H (t) > 0 ve

H 0 (t) > 0 olur.

·Ispat. H (t) tan¬m¬kullan¬l¬r ve t ye göre türev al¬n¬rsa

H 0 (t) = �"e��"tE" (t)� e��"tE 0" (t)� �F 0 (t) (4.2.12)

olur. (4.2.10) ve (4.2.11) den

F (t) =

tZ
0

Z



G (t� �) e��"�u2�dxd�

=

tZ
0

Z



24e�(t�z) 1Z
t�z

e��(t�z)z�(�+1)dz

35 e��"�u2�dxd�
yaz¬labilir. F 0 (t) ifadesini elde etmek için F (t) nin türevini Leibniz ·Integral Formülünü

kullanarak al¬rsak

dF (t)

dt
=

tZ
0

Z



d

dt

�
G (t� �) e��"�u2�

�
dxd�

| {z }
I4

+

Z



G (0) e��"tu2tdx| {z }
I5

(4.2.13)

olur.

I4 =

tZ
0

Z



G0 (t� �) e��"�u2�dxd�

=

tZ
0

Z



24�e�(t��) 1Z
t��

e��zz�(�+1)dz � e�(t��) (t� �)�(�+1) e��(t��)
35 e��"�u2�dxd�

= �

tZ
0

Z



24e�(t��) 1Z
t��

e��zz�(�+1)dz

35
| {z }

G(t��)

e��"�u2�dxd� �
tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd�

32



Turgay UYSAL

= �

tZ
0

Z



G (t� �) e��"�u2�dxd� �
tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd�

= �F (t)�
tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd�

ve

I5 =

Z



G (0) e��"tu2tdx

=

Z



e��"tu2t

24 1Z
0

e�����(�+1)ds

35 dx
=

Z



e��"tu2t

24 1Z
0

e��
�
�

�

��(�+1)
d�

�

35 dx
= ��� (��) e��"t

Z



u2tdx

şeklindedir. Burada �� = � dönüşümü yap¬lm¬̧s ve

1Z
0

e������1d� = � (��) eşitli¼gi

kullan¬lm¬̧st¬r. Şimdi buldu¼gumuz I4 ve I5 de¼gerlerini (4.2.13) te yerine yazarsak

F 0 (t) = ��� (��) e��"t
Z



u2tdx�
tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd� + �F (t) (4.2.14)

olur. Şimdi de (4.2.5), (4.2.8) ve (4.2.14) ifadelerini (4.2.12) de yerine yazarsak

H 0 (t) = �"e��"t:

Z



�
1

2
u2t +

1

2
j�uj2 � "uut �

1

p+ 1
jujp+1

�
dx

�����(��)e��"t
Z



u2tdx+ �

tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd� � ��F (t)

�e��"t:

24� 1

�(��)

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx� "
Z



jutj2 dx

�"
Z



jujp+1 dx� "
Z



j�uj2 dx+ "

�(��)

Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx
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=
h�"
2
+
"

2
� ����(��)

i
e��"t

Z



u2tdx+
��
2
+ 1
�
"e��"t

Z



j�uj2 dx

��"2e��"t:
Z



uutdx+

�
"� �"

p+ 1

�
e��"t

Z



jujp+1 dx

+
e��"t

�(��)

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

� "e
��"t

�(��)

Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

+�

tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd� � ��F (t) (4.2.15)

eşitli¼gini elde ederiz. (4.2.15) eşitli¼ginin sa¼g¬ndaki beşinci ve alt¬nc¬ terime Young

eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

e��"t
Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

= e��"t
Z



utdx

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)u�(�)d�dx

� �1e
��"t

Z



u2tdx

+
1

4�1
e��"t

Z



24 tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�

352 dx
| {z }

I6

(4.2.16)

elde edilir.

I6 da � (�+ 1) = ��+1
2
� �+1

2
al¬n¬r ve Cauchy- Schwarz eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

e��"t
Z



24 tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�

352 dx
=

Z



24 tZ
0

(t� �)��+1
2 (t� �)��+1

2 e�
�"
2
(t��)e�

�"�
2 u� (�)d�

352 dx
�

Z



24 tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"(t��)d�
tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2� (�)d�

35 dx
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elde edilir. Burada �" (t� �) = # dönüşümü yap¬l¬r ve
1Z
0

#���1 (�")� e�#d# = (�")� � (��)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

Z



1Z
0

#���1 (�")� e�#d#dx

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

� (�")� � (��)
Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx (4.2.17)

bulunur. (4.2.17) ifadesi (4.2.16) da yaz¬l¬rsa

e��"t:

Z



ut

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

� �1e
��"t

Z



u2tdx+
(�")� � (��)

4�1

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx (4.2.18)

elde edilir.

e��"t:

Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

� �2e
��"t :

Z



juj2 dx| {z }
I7

+
1

4�2
e��"t

Z



0@ tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"t2 u� (�)d�

1A2

dx

| {z }
I8

(4.2.19)

olur. I7 de Sobolev Poincare eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,

I7 =

Z



juj2 dx � C�
Z



jruj2 dx
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elde edilir. I8 ifadesi, (4.2.17) ifadesinin elde edili̧siyle benzer şekilde

I8 =

Z



0@ tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"t2 u� (�)d�

1A2

dx

� (�")� � (��)
Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

elde edilir. Şimdi I7 ve I8 (4.2.19) da yerine yazarsak,

e��"t
Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

� �2e
��"tC�

Z



jruj2 dx

+
(�")� � (��)

4�2

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx (4.2.20)

olur. Şimdi de (4.2.15) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki üçüncü terime Young eşitsizli¼gi

uygulan¬rsa Z



uutdx � �3
Z



juj2 dx| {z }
I9

+
1

4�3

Z



jutj2 dx (4.2.21)

yaz¬l¬r. Buradaki I9 ifadesi I7 ye benzer şekilde Sobolev-Poincare eşitsizli¼ginden elde

edilirse

I9 =

Z



juj2 dx � C�
Z



jruj2 dx

olaca¼g¬ndan I9, (4.2.21) de yerine yaz¬l¬rsaZ



uutdx � �3C�
Z



jruj2 dx+ 1

4�3

Z



jutj2 dx (4.2.22)
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elde edilir. (4.2.18), (4.2.20) ve (4.2.22) eşitsizlikleri (4.2.15) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

H 0 (t) �
��"
2
+
"

2
� ����(��)

�
e��"t

Z



u2tdx+
��
2
+ 1
�
"e��"t

Z



j�uj2 dx

��"2e��"t�3Cp1
Z



jruj2 dx� �"
2e��"t

4�3

Z



jutj2 dx

+

�
"� �"

p+ 1

�
e��"t

Z



jujp+1 dx� �1e
��"t

� (��)

Z



u2tdx

�(�")
�

4�1

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx�
"�2Cp1e

��"t

� (��)

Z



jruj2 dx

�(�")
� "

4�2

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+�

tZ
0

Z



(t� �)�(�+1) e��"�u2�dxd� � ��F (t)

elde edilir.Bu eşitsizli¼gi düzenlersek

H 0 (t) �
�
�"

2
+
"

2
� ���(��)� �"

2

4�3
� �1
� (��)

�
e��"t

Z



u2tdx

+
��
2
+ 1
�
"e��"t:

Z



j�uj2 dx

�
�
�"2�3Cp1 +

"�2Cp1
� (��)

�
e��"t

Z



jruj2 dx

+

�
"� �"

p+ 1

�
e��"t

Z



jujp+1 dx

+

�
�� (�")

�

4�1
� (�")

� "

4�2

�Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

���F (t) (4.2.23)

eşitsizli¼gini elde etmi̧s oluruz.

C1H (t) = �C1
�
e��"tE" (t) + �F (t) + d

�
= �C1e��"t

Z



�
1

2
u2t +

1

2
j�uj2 � "uut �

1

p+ 1
jujp+1

�
dx

�C1�F (t)� C1d

olmak üzere (4.2.23) eşitsizli¼ginin sa¼g¬na C1H (t) ifadesi eklenip ç¬kar¬l¬r ve gerekli
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düzenlemeler yap¬l¬rsa,

H 0 (t) � C1H (t) +

�
C1
2
+
�"

2
+
"

2
� ����(��)� �"

2

4�3
� �1
� (��)

�
e��"t

Z



u2tdx

+

���
2
+ 1
�
"+

C1
2

�
e��"t

Z



j�uj2 dx

�
�
�"2�3Cp1 +

"�2Cp1
� (��)

�
e��"t

Z



jruj2 dx

+

�
"� C1

p+ 1
� �"

p+ 1

�
e��"t

Z



jujp+1 dx� C1"e��"t
Z



uutdx

+

�
�� (�")

�

4�1
� (�")

� "

4�2

�Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+(C1 � �)�F (t) + C1d

elde edilir. Bu ifade de sa¼g taraftaki alt¬nc¬terim (4.2.22) deki eşitsizli¼ge göre düzen-

lenirse,

H 0 (t) � C1H (t) +

�
C1
2
+
�"

2
+
"

2
� ����(��)� �"

2

4�3
� �1
� (��) �

C1"

4�3

�
e��"t

Z



u2tdx

+

���
2
+ 1
�
"+

C1
2

�
e��"t:

Z



j�uj2 dx+
�
"� C1

p+ 1
� �"

p+ 1

�
e��"t:

Z



jujp+1 dx

�
�
�"2�3Cp1 +

"�2Cp1
� (��) + C1"Cp1�3

�
e��"t:

Z



jruj2 dx

+

�
�� (�")

�

4�1
� (�")

� "

4�2

�Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+(C1 � �)�F (t) + C1d

olur.Burada C1 =
p+1
2
"; �1 = �2 =

�(��)"
2

ve �3 = 1
2
seçimlerini eşitsizlikte yerine
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yaz¬l¬rsa

H 0 (t) � p+ 1

2
"H (t)

+

�
(p+ 1) "

4
+
(p+ 1) "

4
+
"

2
� ����(��)

�(p+ 1)
4

"2 � "
2
� (p+ 1)

4
"2
�
e��"t

Z



u2tdx

+

�
(p+ 1) "

4
+ "+

(p+ 1) "

4

�
e��"t

Z



j�uj2 dx

+
�
"� "

2
� "
2

�
e��"t

Z



jujp+1 dx

�
�
(p+ 1) "2Cp1

4
+
"2Cp1
2

+
(p+ 1) "2Cp1

4

�
e��"t

Z



jruj2 dx

+

�
�� (�")�

2�(��)

�
1 +

1

"

��Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+

�
p+ 1

2
"� �

�
�F (t) +

p+ 1

2
"d

böylece

H 0 (t) � p+ 1

2
"H (t) +

�
(p+ 1)

2
" (1� ")� ����(��)

�
e��"t

Z



u2tdx

+

�
(p+ 1) "

2
+ "

�
e��"t

Z



j�uj2 dx�
�
p+ 2

2

�
"2Cp1e

��"t
Z



jruj2 dx

+

�
�� (p+ 1)

� "��1

2�+1�(��) (1 + ")
� Z




tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+

�
p+ 1

2
"� �

�
�F (t) +

p+ 1

2
"d (4.2.24)

elde edilir. Sa¼g taraftaki dördüncü terime Sobolev -Poincare eşitsizli¼gi uygulan¬rsa,Z



jruj2 dx � Cp2
Z



j�uj2 dx (4.2.25)
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olur. (4.2.25), (4.2.24) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬r ve düzenlenirse;

H 0 (t) � p+ 1

2
"H (t) +

�
p+ 1

2
" (1� ")� ����(��)

�
e��"t

Z



u2tdx

�p+ 2
2
"2Cp1e

��"tCp2

Z



j�uj2 dx+ p+ 3
2
"e��"t

Z



j�uj2 dx

+

�
�� (p+ 1)

� "��1

2�+1�(��) (1 + ")
� Z




tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+

�
p+ 1

2
"� �

�
�F (t) +

p+ 1

2
"d

elde edilir. Burada Cp1Cp2 = Cp olarak al¬n¬rsa,

H 0 (t) � p+ 1

2
"H (t) +

�
p+ 1

2
" (1� ")� ����(��)

�
e��"t

Z



u2tdx

+
"

2
[p+ 3� (p+ 2) "Cp] e��"t

Z



j�uj2 dx

+

�
�� (p+ 1)

� "��1

2�+1�(��) (1 + ")
� Z




tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

+

�
p+ 1

2
"� �

�
�F (t) +

p+ 1

2
"d

elde edilir.

" < "1 = min

�
1;

p+ 3

2 (p+ 2)Cp

�
tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda üçüncü terimin katsay¬s¬ p+34 " ifadesinden daha büyük

olur. � = 1 için � sabitini ikinci terimin katsay¬s¬negatif olmayacak ve dördüncü ter-

imin katsay¬s¬ (p+1)�

2�+1"1���(��) ifadesinden büyük olacak şekilde seçebiliriz ayr¬ca yeterince

büyük bir p de¼geri için " � 2
p+1

için beşinci terimin katsay¬s¬da negatif olmayacakt¬r,

bunlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

H 0 (t) � p+ 1

2
"H (t) +

p+ 3

4
"e��"t

Z



j�uj2 dx

+
(p+ 1)�

2�+1"1���(��)

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx (4.2.26)

olur. H (t) = � (e��"tE" (t) + �F (t) + d) ifadesinde, d+E" (0) < 0 yani d < �E" (0)
olarak seçilirse H (0) > 0 elde edilir. H 0 (t) > 0 oldu¼gundan H (t) > H (0) > 0 için

H (t) > 0 da elde edilmi̧s olur.
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Teorem 4.2.3. �1 < � < 0, E (0) < 0 ve
R


u1u0dx � 0 için p yeterince büyük

seçildi¼ginde (4.2.1) denkleminin çözümü sonlu zamanda patlar.

·Ispat. Pozitif de¼gerli 	(t) fonksiyonunu

	(t) = H1�
 (t) + 'e��"t
Z



uutdx

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada 
 = p�1
2(p+1)

ve ' pozitif sabitlerdir. Çözümün sonlu

zamanda patlad¬¼g¬n¬ göstermek için 	
1

1�
 (t) � K	0 (t) şeklinde bir eşitsizlik elde

etmeliyiz. Şimdi 	(t) fonksiyonunun t ye göre türevini alal¬m

	0 (t) = (1� 
)H�
 (t)H 0 (t)� '�"e��"t
Z



uutdx

+'e��"t
�Z




u2tdx+

Z



uuttdx

�
burada (4.2.7) deki eşitlik kullan¬l¬rsa,

	0 (t) = (1� 
)H�
 (t)H 0 (t)� '�"e��"t
Z



uutdx

+'e��"t

24Z



jujp+1 dx+
Z



j�uj2 dx� 1

�(��)

Z



u

tZ
0

(t� �)�(�+1)u� (�)d�dx

35
+'e��"t

Z



u2tdx

olur. Burada ikinci terim için (4.2.22) deki eşitsizlik, beşinci terim için de (4.2.20) deki

eşitsizlik kullan¬l¬rsa ve �4; �5 > 0 olmak üzere

	0 (t) = (1� 
)H�
 (t)H 0 (t)� '�"�4e��"t
Z



juj2 dx� '�"e
��"t

4�4

Z



u2tdx

+'e��"t
Z



u2tdx+ 'e
��"t

Z



jujp+1 dx+ 'e��"t
Z



j�uj2 dx

�'�5e
��"t

�(��)

Z



juj2 dx� ' (�")
�

4�5

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx
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elde edilir. Bu eşitsizli¼gin son terimi (4.2.26) daki eşitsizlikten

Z



tZ
0

(t� �)�(�+1)e��"�u2�d�dx

� 2�+1�(��)"1��
(p+ 1)�

H 0 (t)� (p+ 1) 2
�+1�(��)"1��

2 (p+ 1)�
"H (t)

�'(p+ 3) 2
�+1�(��)"1��

4 (p+ 1)�
"e��"t

Z



j�uj2 dx

elde edilip yerine yaz¬l¬rsa,

	0 (t) � (1� 
)H�
 (t)H 0 (t)� '
�
�"�4 +

�5
�(��)

�
e��"t

Z



juj2 dx

+'

�
1� �"

4�4

�
e��"t

Z



u2tdx+ 'e
��"t

Z



jujp+1 dx

+'e��"t
Z



j�uj2 dx� '2
�+1�(��)��"
(p+ 1)� �5

H 0 (t)

+
'2��2���(��)"2
(p+ 1)� �5

H (t)

�'(p+ 3) 2
��3���(��)"2

(p+ 1)� �5
e��"t

Z



j�uj2 dx

olur. Buradan ikinci terime Sobolev-Poincare eşitsizli¼gi uygulan¬r ve � = p+1
2
eşitli¼gi

göz önüne al¬narak düzenlenirse,

	0 (t) �
�
(1� 
)H�
 (t)� '�(��)"

2�5

�
H 0 (t) +

' (p+ 1)�(��)"2
4�5

H (t)

�'
�
p+ 1

2
"�4 +

�5
�(��)

�
e��"t

Z



jruj2 dx

+'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
e��"t

Z



u2tdx

+'e��"t
Z



jujp+1 dx+ '
�
1� (p+ 3)�(��)"

2

8�5

�
e��"t

Z



j�uj2 dx
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olur. Üçüncü terim için (4.2.25) deki eşitsizlik kullan¬l¬rsa

	0 (t) �
�
(1� 
)H�
 (t)� '�(��)"

2�5

�
H 0 (t) +

' (p+ 1)�(��)"2
4�5

H (t)

�'
�
p+ 1

2
"�4 +

�5
�(��)

�
Cpe

��"t
Z



j�uj2 dx

+'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
e��"t

Z



u2tdx

+'e��"t:

Z



jujp+1 dx+ '
�
1� (p+ 3)�(��)"

2

8�5

�
e��"t

Z



j�uj2 dx

	0 (t) �
�
(1� 
)H�
 (t)� '�(��)"

2�5

�
H 0 (t) +

' (p+ 1)�(��)"2
4�5

H (t)

+'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
e��"t

Z



u2tdx+ 'e
��"t

Z



jujp+1 dx

+'

�
1� (p+ 3)�(��)"

2

8�5
�
�
p+ 1

2
"�4 +

�5
�(��)

�
Cp

�
e��"t

Z



j�uj2 dx

elde edilir.Burada �5 = L�(��)H
 (t) olarak seçilirse

	0 (t) �
h
(1� 
)� '"

2L

i
H�
 (t)H 0 (t) +

' (p+ 1) "2

4L
H�
 (t)H (t)

+'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
e��"t

Z



u2tdx+ 'e
��"t

Z



jujp+1 dx

+'

�
1� (p+ 3) "

2

8LH
 (t)
�
�
p+ 1

2
"�4 + LH


 (t)

�
Cp

�
e��"t

Z



j�uj2 dx

bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na H (t) ekleyip ç¬kar¬r ve (4.2.22) deki eşitsizli¼gi de kullan¬l¬r-

sak

	0 (t) �
h
(1� 
)� '"

2L

i
H�
 (t)H 0 (t) +

�
' (p+ 1) "2

4L
H�
 (t) + 1

�
H (t)

+

�
'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
+
1

2
� "

4�6

� Z



u2tdx

+

�
'� 1

p+ 1

�
e��"t

Z



jujp+1 dx

+'

�
1� (p+ 3) "

2

8LH
 (t)
�
�
p+ 1

2
"�4 + LH


 (t)

�
Cp

�
e��"t

Z



j�uj2 dx

+�F (t) + d

elde ederiz. Şimdi bu eşitsizli¼gin katsay¬lar¬için düzenlemeler yapal¬m;
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Birinci terimin katsay¬s¬için

1� 
 � '"

2L

" � "2 =
2L (1� 
)

'
;

·Ikinci terimin katsay¬s¬için

' (p+ 1) "2

4L
H�
 (t) � 0

' (p+ 1) "2

4L
H�
 (t) + 1 � 1

elde edilir. Üçüncü terimin katsay¬s¬için ' = p+3
4(p+1)

; �4 = �6 =
1
2
ve " � "3 = 4(p+3)

(p+1)(p+11)

olarak al¬n¬rsa,

'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
� "

4�6
� 0

'

�
1� (p+ 1) "

8�4

�
� "

4�6
+
1

2
� 1

2

benzer şekilde dördünci terimin katsay¬s¬da

'� 1

p+ 1
=

p+ 3

4 (p+ 1)
� 1

p+ 1

=
p� 1
4 (p+ 1)

olur. " ve Cp yeterince küçük seçildi¼ginde beşinci terimin katsay¬s¬

'

�
1� (p+ 3) "

2

8LH
 (t)
�
�
p+ 1

2
"�4 + LH


 (t)

�
Cp

�
� 0

olaca¼g¬ndan sonuç olarak,

	0 (t) � H (t) + 1
2

Z



u2tdx+
p� 1
4 (p+ 1)

Z



jujp+1 dx (4.2.27)

bulunur.

Şimdi de 	(t) ile ilgili bir eşitsizlik elde edece¼giz.

	(t) = H1�
 (t) + 'e��"t
Z



uutdx
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fonksiyonunda X; Y > 0; 1 � � <1 için

(X + Y )� � 2��1 (X� + Y �) (4.2.28)

eşitsizli¼gini uygularsak

	
1

1�
 (t) � 2



1�


"
H (t) + '

1
1�


�Z



uutdx

� 1
1�

#

buradaki ikinci terime Cauchy Schwarz eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

�Z



uutdx

� 1
1�


�
"�Z




u2dx

� 1
2
�Z




u2tdx

� 1
2

# 1
1�


(4.2.29)

elde edilir. Sa¼g taraftaki
�R


u2dx

� 1
2(1�
) ifadesine Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

�Z



u2dx

� 1
2

=

�Z



(u:1)2 dx

� 1
2

�
�Z




(1)
p+1
p dx

� p
p+1
�Z




jujp+1 dx
� 1

p+1

� C (j
j ; p)
�Z




jujp+1 dx
� 1

p+1

olur. Bu ifade (4.2.29) da yerine yaz¬l¬rsa

�Z



uutdx

� 1
1�


� C (j
j ; p)
�Z




jujp+1 dx
� 1

(p+1)(1�
)

:

�Z



jutj2 dx
� 1

2(1�
)

� C (j
j ; p)
"�Z




jujp+1 dx
� 2

p+1

# 1
2(1�
)

:

�Z



jutj2 dx
� 1

2(1�
)

(4.2.30)

elde edilir. Buradaki 2 (1� 
) > 1 oldu¼gu için Young eşitsizli¼gini uygulayabiliriz.
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"�Z



jujp+1 dx
� 2

p+1

# 1
2(1�
)

:

�Z



jutj2 dx
� 1

2(1�
)

�

0@"�Z



jujp+1 dx
� 2

p+1

# 1
2(1�
)

1A
2(1�
)
1�2


+

"�Z



jutj2 dx
� 1

2(1�
)
#2(1�
)

� B

0@Z



jutj2 dx+
"�Z




jujp+1 dx
� 1

p+1

# 2
1�2


1A
elde edilir. Burada B = C (j
j ; p) > 0

�Z



uutdx

� 1
1�


� B
"Z




jutj2 dx+
�Z




jujp+1 dx
� 2

(p+1)(1�2
)
#

2
(p+1)(1�2
) = 1 oldu¼gundan

�Z



uutdx

� 1
1�


� B
�Z




jutj2 dx+
Z



jujp+1 dx
�

(4.2.31)

(4.2.31) ifadesini (4.2.27) de yerine yazarsak

	
1

1�
 (t) � 2



1�


�
H (t) + '

1
1�
B

�Z



jutj2 dx+
Z



jujp+1 dx
��

(4.2.32)

elde ederiz. E¼ger K sabiti,

K � 2



1�
 max

�
1; 2'

1
1�
B;

4 (p+ 1)

p� 1 b
1

1�
B

�
şartlar¬n¬sa¼glayacak şekilde yeterince büyük seçilirse

(4.2.27) ve(4.2.32) ifadeleri beraber de¼gerlendirildi¼ginde

	
1

1�
 (t) � K	0 (t) (4.2.33)

eşitsizli¼gi elde edilir. (4.2.27) den 	0 (t) � 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece, 	(t) nin tan¬m¬
ve başlang¬ç verileri kullan¬larak 	(t) � 	(0) > '

R


u1u0dx � 0 oldu¼gu görülür.
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(4.2.33) eşitsizli¼ginde (0; t) aral¬¼g¬nda integral al¬n¬rsa

	
1

1�
 (t) � K	0 (t)

	0 (t)	
�1
1�
 (t) � 1

K

tZ
0

	0 (�)	
�1
1�
 (�) d� �

tZ
0

1

K
d�

	
�

1�
 (t)�	

�

1�
 (0) � �


K (1� 
)t

	
�

1�
 (t) � 	

�

1�
 (0)� 


K (1� 
)t

	



1�
 (t) � 1

	
�

1�
 (0)� 


K(1�
)t

sonuçta, 	(t) nin patlama zaman¬

T � � K (1� 
)	
�

1�
 (0)




olarak bulunur.

.

47
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5.TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çal¬̧smada biz Caputo kesirli türevindeki � n¬n de¼gerine göre de¼gi̧sen tan¬mda

i̧slem karmaşas¬ndan kaç¬nmak için �1 < � < 0 alarak ilgili tan¬m¬kulland¬k. Ayn¬
çal¬̧sma 0 < � < 1 için seçerek yap¬l¬p sonuç genelleştirilebilir. Ayr¬ca çözümlerin

patlamas¬farkl¬metotlar ile ve s¬n¬rs¬z bölgede çal¬̧s¬labilir.

.

49
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55




