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Bu tezin ilk bölümünde tez konusuna ilişkin bazı açıklayıcı bilgiler verilmiştir. 
İkinci bölümde literatür çalışmasına yer verilmiştir.  

      Üçüncü bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım, teorem, eşitlikler ve 
eşitsizlikler verilmiştir. Ayrıca ikinci mertebeden dalga denklemi için bazı teoremler ve titreşen 
şerit probleminin çözümü Fourier seri yöntemiyle ele alınmıştır. 
      Dördüncü bölüm bu tezin orijinal kısmıdır ve iki alt bölümden oluşmaktadır. İlk 
kısımda, damping terimli yüksek mertebeden doğrusal hiperbolik diferansiyel denklemin 
çözümlerinin iyi konumluluğu çalışılmıştır. İkinci kısımda, bu problemin Fourier serisi 
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In the first chapter of this thesis some explanatory information on the thesis topic was 

given. 
In the second chapter, related literature was given. 
In the third chapter, basic definitions, theorems, equalities and inequalities that will be 

used throughout the thesis are given. Moreover, some theorems on solutions of second order 
linear hyperbolic differential equations and the solution of vibrating string problem by Fourier 
series method were given. 

The fourth chapter is the original part of this thesis and consists of two subsections. In 
the first part, well-posedness of solutions of higher order linear hyperbolic differential equations 
with damping term is studied. In the second part, the solution of this problem was given by the 
form of Fourier series 

In the fifth chapter, the obtained results are summarized and suggestions are presented. 
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Aiman ALJADOU

1. G·IR·IŞ

Fizik, mühendislik ve di¼ger bilimlerin birçok branş¬nda k¬smi diferansiyel denklem-

lerin s¬k meydana gelmelerinden dolay¬k¬smi diferansiyel denklemler teorisi matem-

atik çal¬̧sma alanlar¬n¬n en önemlilerindendir. K¬smi diferansiyel denklemler, s¬k s¬k

do¼gan¬n temel kanunlar¬n¬n formüllendirilmesinde, uygulamal¬matematikte, matem-

atiksel �zikte kapsaml¬de¼gi̧sik problemlerin matematiksel analizinde ve mühendislikte

ortaya ç¬kt¬klar¬ndan dolay¬matematiksel bilimlerde, özellikle �zik, geometri ve anal-

izde merkezi rol oynar. Matematiksel �zi¼gin birçok problemi uygun başlang¬ç ve / veya

s¬n¬r koşullar¬yla verilmi̧s k¬smi diferansiyel denklemler ile tan¬mlanmaktad¬r. Bu prob-

lemler, başlang¬ç, s¬n¬r veya başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemleri olarak bilinmektedir.

K¬smi diferansiyel denklemler bütün �ziksel teoremlerin temelidir. Matematiksel disi-

plinler içerisinde de diferansiyel denklemler teorisi en önemlisidir (Myint-U ve Debnath

2007).

·Ikinci mertebeden k¬smi diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik ve eliptik

olarak s¬n¬�and¬rlmaktad¬r. Daha yüksek mertebeliler için de benzer s¬n¬�and¬rma

mevcuttur.

·Iki veya daha yüksek mertebeli k¬smi diferansiyel denklemleri içeren fazla say¬da

teorik ve uygulamal¬ çal¬̧smalar mevcuttur. Bu denklemleri içeren baz¬ klasik ve

klasik olmayan problemlerin çözümleri için (Myint-U ve Debnath 2007), (Amanov and

Yuldasheva 2009), (Amanov and Ashralyev 2014), (Sabitov 2015), (Amanov 2015),

Kozhanov and Pinigina 2017 ve bunlar¬n içindeki referanslara bak¬labilir.

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. Giri̧s bölümünden sonra, Önceki Çal¬̧smalar

ad¬n¬alan ikinci bölümde, ele al¬nan konu ve denklemler ile ilgili literatür özeti ver-

ilmi̧stir.

Materyal ve Metot olarak adland¬r¬lan üçüncü bölümde, sonraki bölümlerde kul-

lan¬lacak olan baz¬temel kavramlara, tan¬mlara, uzaylara, eşitsizliklere ve teoremlere

yer verilmi̧stir. Yine bu bölümde ikinci mertebeden dalga denklemini içeren başlang¬ç

ve s¬n¬r de¼ger problemi için baz¬teoremler verildikten sonra ikinci mertebeden yal¬n

haldeki dalga denklemini içeren bir başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger probleminin de¼gi̧skenlerin

ayr¬lmas¬(Fourier serisi) yöntemiyle çözümü yer alm¬̧st¬r.

Araşt¬rma Bulgular¬olarak adland¬r¬lan dördüncü bölüm ise tezin orijinal k¬sm¬d¬r.

Bu bölümde s¬n¬rl¬bölgede damping terimli yüksek mertebeden aşa¼g¬daki denklem için

Lu =

�
@2k

@x2k
+ (�1)k

�
@2

@t2
+
@

@t

��
u = f(x; t) (1.1)
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1. G·IR·IŞ

başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Bu problemin lokal iyi konumlulu¼gu

verildikten sonra Fourier serisi yöntemiyle çözümü elde edilmi̧stir.

Beşinci bölümde ise, tezde elde edilen temel sonuçlar verilmi̧stir.
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Aiman ALJADOU

2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Birçok k¬smi diferansiyel denklemin hiperbolik, parabolik ve eliptik tiplerinden biri

oldu¼gu bilinmektedir. ·Ikinci mertebeden iki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli k¬smi diferansiyel den-

klemlerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬konik denklemlerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬kaynakl¬d¬r. En yal¬n

haldeki k¬smi diferansiyel denklemler dalga, ¬s¬ve Laplace denklemleri olarak s¬ras¬yla

aşa¼g¬dad¬r:

utt � c2uxx = 0;

ut � kuxx = 0;

uxx + uyy = 0:

Matematiksel �zi¼gin birçok problemi k¬smi diferansiyel denklemleri özellikle yukar¬da

verilenleri içeren problemlere indirgenirler. ·Ikinci merteeden k¬smi diferansiyel den-

klemleri içeren problemler çeşitli yönlerden çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ancak yüksek mertebeli den-

klemler için bu yönlü çal¬̧smalar azd¬r.

Amanov and Yuldasheva 2009 da 
 = f(x; t) j 0 < x < p, 0 < t < Tg bölgesinde
k � 2 tamsay¬s¬durumunda

@2ku

@x2k
� @

2u

@t2
= f(x; t)

diferansiyel denklemi için s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözülebilirli¼gini gerçekleştirdiler.

Amanov and Ashyralyev 2014 te 
 = f(x; t) j 0 < x < p, 0 < t < Tg bölgesinde
k � 2 tamsay¬s¬durumunda

@2ku

@x2k
+
@2u

@t2
= f(x; t)

diferansiyel denklemi için başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger ile s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözülebilir-

li¼ginin k n¬n tekli¼gi ve çiftli¼gine ba¼gl¬oldu¼gunu gerçekleştirdiler.

Amanov 2015 te 
 = f(x; t) j 0 < x < p, 0 < t < Tg bölgesinde k � 2 tamsay¬s¬
durumunda

tm
@2ku

@x2k
+ (�1)k @u

@t
= f(x; t)

diferansiyel denklemi için başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger probleminin çözülebilirli¼gini gerçek-

leştirdi.
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Sabitov 2015 te 
 = f(x; t) j 0 < x < p, 0 < t < Tg bölgesinde k � 1 tamsay¬s¬

durumunda

@2ku

@t2k
� @

2ku

@x2k
= f(x; t)

diferansiyel denklemi için s¬n¬r de¼ger probleminin çözülebilirli¼gini gerçekleştirdi.

Kozhanov and Pinigina 2017 de 
; Rn de düzgün s¬n¬ra sahip s¬n¬rl¬bir bölge olmak

üzere 
 �(0; T ); 0 < T <1 bölgesinde k � 2 tamsay¬s¬durumunda

(�1)k @
2ku

@t2k
+

@

@xi
(aij(x)uxj)� a(x)u = f(x; t)

diferansiyel denklemi için s¬n¬r de¼ger probleminin çözülebilirli¼gini gerçekleştirdi.
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3. MATERYAL VE METOT

Sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬tan¬mlar, uzaylar, eşitlikler ve eşitsizlik-

ler için Polat 2005, Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011

kaynaklar¬na bak¬n¬z. Ayr¬ca tezin temel k¬s¬mlar¬n¬n oluşturulmas¬nda kullan¬lacak

olan teorem ve metotlara da bu bölümde yer verilmi̧stir.

3.1. ·Ikinci Mertebeden Dalga Denklemi ·Için Baz¬Teoremler

U � Rn aç¬k ve @U s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬ bir bölge, T > 0 olmak üzere UT =

U � (0; T ] olsun. 8>>>>><>>>>>:
utt � Lu = f; (x; t) 2 UT ;

u = 0; (x; t) 2 @U � (0; T ] ;
u = g; (x; t) 2 U � ft = 0g;
ut = h; (x; t) 2 U � ft = 0g

(3.1)

şeklindeki başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi verilsin. Burada f : UT �! R, g; h : U �!
R verilmi̧s fonksiyonlar ve u = u(x; t) olmak üzere u : UT �! R de tan¬mlanan bilin-

meyen fonksiyon ve L sembolü, her bir t zaman¬için ikinci mertebeden yer de¼gi̧sken-

lerine göre do¼grusal bir k¬smi diferansiyel operatördür.

Teorem 3.1.1. (Geli̧smi̧s Düzenlilik)

g 2 H1
0 (U); h 2 L2(U); f 2 L2(0; T ;L2(U)) koşullar¬alt¬nda u 2 L2(0; T ;H1

0 (U))

(u0 2 L2(0; T ;L2(U)) ve u00 2 L2(0; T ;H�1(U)) ile birlikte), (3.1) probleminin zay¬f

çözümü ise

u 2 L1(0; T ;H1
0 (U)); u

0 2 L1(0; T ;L2(U))

d¬r ve aşa¼g¬daki kestirim geçerlidir:

ess sup
0�t�T

(ku(t)kH1
0 (U)

+ ku0(t)kL2(U) + ku0kL2(0;T ;L2(U))

� C
�
kfkL2(0;T ;L2(U) + kgkH1

0 (U)
+ khkL2(U)

�
:

Burada C sabiti U; T ve L nin katsay¬lar¬na ba¼gl¬d¬r.

Ayr¬ca, g 2 H2(U); h 2 H1
0 (U); f

0 2 L2(0; T ;L2(U)) koşullar¬alt¬nda

u 2 L1(0; T ;H2(U)); u0 2 L1(0; T ;H1
0 (U));

5



3. MATERYAL VE METOT

u00 2 L1(0; T ;L2(U)); u000 2 L2(0; T ;H�1(U))

d¬r ve aşa¼g¬daki kestirim geçerlidir:

ess sup
0�t�T

(ku(t)kH2(U) + ku0(t)kH1
0 (U)

+ ku00(t)kL2(U) + ku000kL2(0;T ;H�1(U)))

� C
�
kfkH1(0;T ;L2(U) + kgkH2(U) + khkH1(U)

�
:

Burada C sabiti U; T ve L nin katsay¬lar¬na ba¼gl¬d¬r.

Teorem 3.1.2. (Daha Yüksek Düzenlilik)

g 2 Hm+1(U); h 2 Hm(U); dkf
dtk

2 L2(0; T ;Hm�k(U)) (k= 0,...,m) ve uyum

koşullar¬alt¬nda (3.1) problemi için

dku

dtk
2 L1(0; T ;Hm+1�k(U)) (k=0,...,m+1)

d¬r ve aşa¼g¬daki kestirim geçerlidir:

ess sup
0�t�T

m+1X
k=0

dkudtk

Hm+1�k(U)

� C
 

mX
k=0

dkfdtk

L2(0;T ;Hm�k(U))

+ kgkHm+1(U) + khkHm(U)

!
:

Burada C sabiti U; T ve L nin katsay¬lar¬na ba¼gl¬d¬r.

Teorem 3.1.3.

g 2 Hm+1(U); h 2 Hm(U); f 2 L1(0; T ;Hm(U)) (k= 0,...,m) ve uyum koşullar¬

alt¬nda (3.1) problemi için

u 2 C(0; T ;Hm+1(U)) \ C1(0; T ;Hm(U)) \ C2(0; T ;Hm�1(U))

tek çözüme sahiptir.

Teorem 3.1.4. (Sonsuz Diferansiyellenebilirlik)

g; h 2 C1(U); f 2 C1(UT ) ve uyum koşullar¬alt¬nda (3.1) problemi için

u 2 C1(UT )

tek çözüme sahiptir.

3.2. Titreşen Şerit Problemi

6
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utt � c2uxx = 0; 0 < x < l; t > 0;

u (x; 0) = f(x); 0 � x � l;

ut (x; 0) = g(x); 0 � x � l; (3.2)

u (0; t) = 0; t � 0;

u (l; t) = 0; t � 0

probleminin çözümünü de¼gi̧skenlerin ayr¬lmas¬yöntemiyle arayal¬m. Bunun için

u (x; t) = X(x)T (t) (3.3)

şeklinde ve aşikar olmayan çözüm aran¬rsa � ayr¬lma sabiti olmak üzere

XT
00
= c2X

00
T ) X

00

X
=
1

c2
T
00

T
= �

ve buradan

X
00 � �X = 0 (3.4)

T
00 � c�T = 0 (3.5)

elde edilir. S¬n¬r koşullar¬ndan elde edilen X(0) = 0 ve X(l) = 0 ile birlikte X(x) i

belirlemek için

X
00 � �X = 0;

X(0) = 0; (3.6)

X(l) = 0

özde¼ger problemini öncelikle çözmeliyiz. � � 0 durumunda aşikar çözüm olup � <

0 durumunda

X(x) = A cos
p
��x+B sin

p
��x

genel çözümden X(0) = 0 koşulundan A = 0 ve X(l) = 0 koşulundan

B sin
p
��l = 0

7



3. MATERYAL VE METOT

bulunur. E¼ger B = 0 ise aşikar çözüm vard¬r. Aşikar olmayan çözüm için

sin
p
��l = 0

olmal¬d¬r. Buradan

p
��l = n� n = 1; 2; 3; :::

veya

��n = (
n�

l
)2

bulunur. � n¬n sonsuz farkl¬ de¼gerler kümesi için problem aşikar olmayan çözüme

sahiptir. �n nin bu de¼gerleri problemin özde¼gerleri ve

sin(
n�

l
)x; n = 1; 2; 3; :::

ise tekabul eden öz fonksiyonlar¬olarak adland¬r¬l¬r.

(3.6) probleminin çözümü

Xn(x) = Bn sin(
n�

l
)x

d¬r.

� = �n için (3.5) denkleminin genel çözümü, Cn ve Dn key� sabitler olmak üzere

Tn(t) = Cn cos
n�c

l
t+Dn sin

n�c

l
t

şeklinde yaz¬labilir. Böylece an = BnCn ve bn = BnDn olmak üzere (3.3) her n için

yaz¬labilen

un (x; t) = Xn(x)Tn(t) =
�
an cos

n�c

l
t+ bn sin

n�c

l
t
�
sin
n�x

l

fonksiyonlar¬(3.2) yi sa¼glar. (3.2) deki denklem do¼grusal ve homojen oldu¼gundan

do¼grusal birleşim ilkesinden

u (x; t) =
1P
n=1

�
an cos

n�c

l
t+ bn sin

n�c

l
t
�
sin
n�x

l
(3.7)

sonsuz serisi de, yak¬nsak ve x ve t ye göre iki defa sürekli diferansiyellenebilir olmas¬

8
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koşullar¬ alt¬nda, bir çözümdür. Serinin her bir terimi (3.2) deki s¬n¬r koşullar¬n¬

sa¼glad¬¼g¬ndan seri de bunlar¬sa¼glar. Sa¼glanmas¬gereken iki başlang¬ç koşulu kald¬.

Bu koşullardan an ve bn sabitlerini belirlemeliyiz.

·Ilk olarak (3.7) serisini t e göre diferansiyeli

ut =
1P
n=1

n�c

l

�
�an sin

n�c

l
t+ bn cos

n�c

l
t
�
sin
n�x

l

d¬r. (3.2) deki başlang¬ç koşullar¬n¬uygularsak

u (x; 0) = f(x) =
1P
n=1

an sin
n�x

l
;

ut (x; 0) = g(x) =
1P
n=1

bn

�n�c
l

�
sin
n�x

l

elde edilir. E¼ger f(x) ve g(x) Fourier sinüs serileri cinsinden yazlabilirse bu denklemler

sa¼glan¬r. Katsay¬lar da

an =
2

l

Z l

0

f(x) sin
n�x

l
dx; (3.8)

bn =
2

n�c

Z l

0

g(x) sin
n�x

l
dx

şeklinde olur.

(3.8) de verilen an ve bn katsay¬lar¬ ile birlikte (3.7) serisi, (3.2) probleminin

çözümüdür.

Yukar¬da verilen (3.7) çözümü biçimsel çözüm olarak adland¬r¬l¬r. Baz¬koşullar

alt¬nda bunun çözüm oldu¼gunu göstermemiz gerekir:

f(x) ve f 0(x) fonksiyonlar¬[0; l] de sürekli ve f(0) = f(l) = 0 ise

f(x) =
1P
n=1

an sin
n�x

l

serisi [0; l] de mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

(3.2) deki diferansiyel denklemin sa¼glanmas¬gerekti¼ginden de f 00(x) fonksiyonu [0; l]

de sürekli ve f 00(0) = f 00(l) = 0 olmal¬d¬r.

g(x) ve g0(x) fonksiyonlar¬[0; l] de sürekli ve g(0) = g(l) = 0 ise

g(x) =
1P
n=1

bn

�n�c
l

�
sin
n�x

l

9



3. MATERYAL VE METOT

serisi [0; l] de mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r.

(3.2) deki diferansiyel denklemin sa¼glanmas¬gerekti¼ginden de g0(x) fonksiyonu [0; l]

de sürekli olmal¬d¬r.

Yukar¬daki varl¬k koşullar¬alt¬nda ikinci mertebeden sürekli türevlenebilir u(x; t)

fonksiyonu (3.2) probleminin çözümü ise tektir.

10
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1. Yüksek Mertebeden Do¼grusal Hiperbolik Diferansiyel Denklemler


 = f(x; t) j 0 < x < p; 0 < t < Tg dikdörtgensel bölgesinde p ve T pozitif gerçel
say¬lar ve k belirli do¼gal say¬olmak üzere8>>><>>>:

Lu =
�
@2k

@x2k
+ (�1)k

�
@2

@t2
+ @

@t

��
u = f(x; t); (x; t) 2 
;

u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 � x � p;
@2mu
@x2m

(0; t) = @2mu
@x2m

(p; t) = 0; m = 0; 1; 2; :::; k � 1; 0 � t � T

(4.1)

başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi verilsin. Burada f : 
 �! R verilmi̧s fonksiyon ve

u = u(x; t) olmak üzere u : 
 �! R de tan¬mlanan bilinmeyen fonksiyondur. Yukar¬da

verilen problemin u (x; t) çözümü ile ilgilenece¼giz.

Aşa¼g¬daki uzaylar¬tan¬mlayal¬m:

V (
) =
n
u(x; t) : u 2 C2k�2;1x;t (
) \ C2k;2x;t (
); (4.1) deki koşullar¬sa¼glas¬n.

o

W (
) =

8<: f(x; t) : f 2 Ck;0x;t (
); @k+1f
@xk+1

2 L2(
); @2mf
@x2m

= 0 x = 0 da

ve x = p, m = 0; 1; :::; k�2
2

9=;
Tan¬m 4.1.1. f(x; t) 2 C(
) olmak üzere (4.1) probleminin u(x; t) 2 V (
)

çözümüne düzenli çözüm denir.

Lemma 4.1.2. u(x; t) (4.1) probleminin düzenli çözümü olsun. Ayr¬ca

@m+1u

@xm@t
,
@2k�1u

@x2k�1
,
@2ku

@x2k
,
@u

@t
,
@2u

@t2
, m = 0; 1; :::; k

türevleri ve f(x; t) fonksiyonu C(
) \ L2(
) s¬n¬f¬ndan olsun. O halde sadece k ve T
ye ba¼gl¬bir C > 0 sabiti vard¬r ki

kukWk;1
2 (
) � C kLukL2(
)

kestirimi sa¼glan¬r. Burada

kuk2
Wk;1
2 (
)

=

kX
m=0

@mu@xm

2
L2(
)

+

@u@t
2
L2(
)

d¬r.

11



4. ARAŞTIRMA BULGULARI

·Ispat.
@2ku

@x2k
+ (�1)k

�
@2u

@t2
+
@u

@t

�
= Lu

denkleminin her iki taraf¬@u
@t
ile çarp¬l¬r ve
� = f(x; t) j 0 < x < p, 0 < t < � ; � < Tg

bölgesinde integrali al¬n¬rsa

�Z
0

pZ
0

@u

@t

�
@2ku

@x2k
+ (�1)k

�
@2u

@t2
+
@u

@t

��
dxdt =

�Z
0

pZ
0

@u

@t
Ludxdt (4.2)

elde edilir.

(4.2) denkleminde elde edilen k¬smi türevlerin çarp¬m¬aşa¼g¬daki gibi bulunur;

@u

@t

@2ku

@x2k
=

k�1X
m=0

(�1)m @
@x

�
@m+1u

@t@xm
@2k�1�mu

@x2k�1�m

�
+ (�1)k 1

2

@

@t

�
@ku

@xk

�2
@u

@t

@2u

@t2
=
1

2

@

@t

�
@u

@t

�2
:

(4.1) deki başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬yla (4.2) denklemi

(�1)k 1
2

pZ
0

�
@ku

@xk

�2
dx+(�1)k 1

2

pZ
0

�
@u

@t

�2
dx+(�1)k

pZ
0

�Z
0

�
@u

@t

�2
dtdx =

�Z
0

pZ
0

@u

@t
Ludxdt

haline gelir. Yukar¬daki son denklemin her iki taraf¬2 (�1)k ile çarp¬l¬rsa

pZ
0

�
@ku

@xk

�2
dx+

pZ
0

�
@u

@t

�2
dx+ 2

�Z
0

pZ
0

�
@u

@t

�2
dxdt = 2 (�1)k

�Z
0

pZ
0

@u

@t
Ludxdt

pZ
0

�
@ku

@xk

�2
dx+

pZ
0

�
@u

@t

�2
dx+ 2

�Z
0

pZ
0

�
@u

@t

�2
dxdt � 2

�Z
0

pZ
0

jutLuj dxdt

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan

pZ
0

�
@ku

@xk

�2
dx � 2

�Z
0

pZ
0

jutLuj dxdt;

pZ
0

�
@u

@t

�2
dx � 2

�Z
0

pZ
0

jutLuj dxdt;

12
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�Z
0

pZ
0

�
@u

@t

�2
dxdt �

�Z
0

pZ
0

jutLuj dxdt

eşitsizliklerinin geçerlili¼gi aç¬kt¬r.

·Integralin üst s¬n¬r¬� yu T ile de¼gi̧stirirsek

pZ
0

�
@ku

@xk

�2
dx � 2

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt; (4.3)

pZ
0

�
@u

@t

�2
dx � 2

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt; (4.4)

TZ
0

pZ
0

�
@u

@t

�2
dxdt �

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt (4.5)

elde edilir.

(4.3) ve (4.4) yi � ya göre 0 dan T ye integrallersek

TZ
0

pZ
0

�
@ku

@xk

�2
dxd� � 2T

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt; (4.6)

TZ
0

pZ
0

�
@u

@t

�2
dxd� � 2T

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt (4.7)

elde edilir.

(4.5)-(4.7) denklemlerinin toplam¬ndan

@ku@xk
2 + @u@t

2 + @u@t
2 � (4T + 1)

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt

@ku@xk
2 + 2@u@t

2 � (4T + 1)

TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt

elde edilir.

Eşitsizli¼gin sol taraf¬ndaki 2 katsay¬s¬n¬1 ile de¼gi̧stirirsek

@ku@xk
2 + @u@t

2 � (4T + 1)
TZ
0

pZ
0

jutLuj dxdt

13



4. ARAŞTIRMA BULGULARI

elde edilir.

Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬na

jabj � �

2
jaj2 + 1

2�
jbj2

eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

@ku@xk
2 + @u@t

2 � (4T + 1)�

2

@u@t
2 + (4T + 1)2�

kLuk2

2

@ku@xk
2 + 2@u@t

2 � (4T + 1)�

@u@t
2 + (4T + 1)�

kLuk2@ku@xk
2 + 2@u@t

2 � (4T + 1)�

@u@t
2 + (4T + 1)�

kLuk2

elde edilir. Son eşitsizlikte � = 1
4T+1

seçilirse

@ku@xk
2 + 2@u@t

2 �
@u@t

2 + (4T + 1)2 kLuk2@ku@xk
2 + @u@t

2 � (4T + 1)2 kLuk2 (4.8)

elde edilir.

u2(x; t) =

tZ
0

@u

@�

�
u2(x; �)

�
d� = 2

tZ
0

u(x; �)
@u

@�
d� � 2

tZ
0

����u(x; �)@u@�
���� d�

eşitsizli¼gini x e göre 0 dan p ye integrallersek

pZ
0

u2(x; t)dx � 2

pZ
0

TZ
0

����u(x; �)@u@t
���� dtdx

pZ
0

u2(x; t)dx � 2 kuk
@u@t


elde edilir.

Son eşitsizli¼gi t ye göre 0 dan T ye integrallersek
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TZ
0

pZ
0

u2(x; t)dxdt � 2 kuk
@u@t


TZ
0

dt

kuk2 � 2T kuk
@u@t


elde edilir.

Son eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬kuk ya bölüp karesini al¬rsak

kuk2 � 4T 2
@u@t

2
elde edilir.

(4.8) denklemini göz önüne al¬rsak

kuk2 � 4T 2(4T + 1)2 kLuk2 (4.9)

elde edilir.

(4.8) ve (4.9) eşitsizliklerini toplarsak

kuk2 +
@ku@xk

2 + @u@t
2 � (4T + 1)2 kLuk2 + 4T 2(4T + 1)2 kLuk2

kuk2 +
@ku@xk

2 + @u@t
2 � (4T + 1)2(4T 2 + 1) kLuk2

kuk2 +
@ku@xk

2 + @u@t
2 � C1 kLuk2 (4.10)

elde edilir. Burada C1 = (4T + 1)2(4T 2 + 1) d¬r.@mu
@xm

2 ; m = 1; 2; :::; k�1 normuna ait kestirim elde etmek için aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi

@nu@xn
2 � 1

2

@n�1u@xn�1

2 + 12
@n+1u@xn+1

2 (4.11)

kullanal¬m. E¼ger (4.11) eşitsizli¼gini n ye göre 1 den k � 1 e kadar toplarsak ve (4.10)
eşitsizli¼gini göz önüne al¬rsak

15
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n = 1 :

@u@x
2 � 1

2
kuk2 + 1

2

@2u@x2
2

n = 2 :

@2u@x2
2 � 1

2

@u@x
2 + 12

@3u@x3
2

n = 3 :

@3u@x3
2 � 1

2

@2u@x2
2 + 12

@4u@x4
2

n = 4 :

@4u@x4
2 � 1

2

@3u@x3
2 + 12

@5u@x5
2

...
...

...
...

...
...

n = k � 3 :
@k�3u@xk�3

2 � 1

2

@k�4u@xk�4

2 + 12
@k�2u@xk�2

2
n = k � 2 :

@k�2u@xk�2

2 � 1

2

@k�3u@xk�3

2 + 12
@k�1u@xk�1

2
n = k � 1 :

@k�1u@xk�1

2 � 1

2

@k�2u@xk�2

2 + 12
@ku@xk

2

+

............................................................................................................

1

2

@u@x
2 + 12

@k�1u@xk�1

2 � 1

2
kuk2 + 1

2

@ku@xk
2@u@x

2 + @k�1u@xk�1

2 � kuk2 +
@ku@xk

2@u@x
2 + @k�1u@xk�1

2 � kuk2 +
@ku@xk

2 � C1 kLuk2@u@x
2 + @k�1u@xk�1

2 � C1 kLuk2 (4.121)

elde edilir.

Ayn¬şekilde (4.11) eşitsizli¼gini n ye göre 2 den k � 2 ye kadar toplarsak
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n = 2 :

@2u@x2
2 � 1

2

@u@x
2 + 12

@3u@x3
2

n = 3 :

@3u@x3
2 � 1

2

@2u@x2
2 + 12

@4u@x4
2

n = 4 :

@4u@x4
2 � 1

2

@3u@x3
2 + 12

@5u@x5
2

...
...

...
...

...
...

...
...

n = k � 4 :
@k�4u@xk�4

2 � 1

2

@k�5u@xk�5

2 + 12
@k�3u@xk�3

2
n = k � 3 :

@k�3u@xk�3

2 � 1

2

@k�4u@xk�4

2 + 12
@k�2u@xk�2

2
n = k � 2 :

@k�2u@xk�2

2 � 1

2

@k�3u@xk�3

2 + 12
@k�1u@xk�1

2
+

...............................................................................................................

1

2

@2u@x2
2 + 12

@2k�2u@xk�2

2 � 1

2

@u@x
2 + 12

@k�1u@xk�1

2@2u@x2
2 + @k�2u@xk�2

2 �
@u@x

2 + @k�1u@xk�1

2
eelde edilir. (4.121) eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla

@2u@x2
2 + @k�2u@xk�2

2 �
@u@x

2 + @k�1u@xk�1

2 � C1 kLuk2@2u@x2
2 + @k�2u@xk�2

2 � C1 kLuk2 (4.122)

elde edilir.

Yukar¬daki şekilde devam edilirse

@3u@x3
2 + @k�3u@xk�3

2 � C1 kLuk2 (4.123)
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...
...

...
...

...
...

...
...

@k�1u@xk�1

2 + @u@x
2 � C1 kLuk2 (4.12k�1)

elde edilir.

(4.121) , (4.122) , ..., (4.12k�1) eşitsizliklerini toplarsak

k�1X
m=1

@mu@xm

2 + k�1X
m=1

@mu@xm

2 � (k � 1)C1 kLuk2

2
k�1X
m=1

@mu@xm

2 � (k � 1)C1 kLuk2
k�1X
m=1

@mu@xm

2 � (k � 1)C1 kLuk2 (4.13)

elde edilir.

(4.13) ve (4.10) eşitsizli¼gini toplarsak

k�1X
m=1

@mu@xm

2 + kuk2 + @ku@xk
2 + @u@t

2 � (k + 1� 1)C1 kLuk2
ve buradan

kX
m=0

@mu@xm

2 + @u@t
2 � kC1 kLuk2

kukWk;1
2 (
) � C kLukL2(
)

elde edilir. ·Ispat tamamland¬.

Sonuç 4.1.2. Lemma 4.1.1 den (4.1) probleminin tek çözüme sahip oldu¼gu kolayca

gösterilebilir.

Sonuç 4.1.3. Lemma 4.1.1 den (4.1) probleminin f(x; t) ye sürekli olarak ba¼g¬ml¬

oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Sonuç 4.1.3. Lemma 4.1.1, Sonuç 4.1.2 ve Sonuç 4.1.3 den (4.1) probleminin iyi

konumlu oldu¼gu ç¬kar.

4.2. (4.1) Probleminin Fourier Serisi Şeklindeki Çözümü

(4.1) probleminin Fourier serisi
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u(x; t) =
1X
n=1

un(t)Xn(x) (4.14)

şeklinde düzenli çözümünü arayal¬m. Burada L2(0; p) de Xn(x) =
q

2
p
sin�nx; �n =

n�
p
; n 2 N özfonksiyonlar¬tam ortonormal sistem oluşturur. u(x; t) nin (4.1) deki s¬n¬r

koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬aç¬kt¬r.

f 2 W (
) fonksiyonunu Xn(x) cinsinden

f(x; t) =
1X
n=1

fn(t)Xn(x) (4.15)

seriye açarsak

fn(t) =

pZ
0

f(x; t)Xn(x)dx (4.16)

olur.

(4.14) ve (4.15) i (4.1) denkleminde yazarsak

1X
n=1

un(t)X
(2k)
n (x) + (�1)k

 1X
n=1

u00n(t)Xn(x) +
1X
n=1

u0n(t)Xn(x)

!
=

1X
n=1

fn(t)Xn(x)

olur.

X
(2k)
n yi bulal¬m:

Xn(x) =

r
2

p
sin�nx

X 0
n(x) =

r
2

p
�n cos�nx

k = 1 : X 00
n(x) = �

r
2

p
�2n sin�nx

X 000
n (x) = �

r
2

p
�3n cos�nx

19
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k = 2 : X(4)
n (x) =

r
2

p
�4n sin�nx

...
...

...
...

...
...

...
...

X(2k)
n (x) = (�1)k

r
2

p
�2kn sin�nx = (�1)k�2kn

r
2

p
sin�nx = (�1)k�2kn Xn(x)

olup bunu yerine yazar ve (�1)k ile çarparsak

1X
n=1

un(t)(�1)k�2kn Xn(x)+(�1)k
1X
n=1

u00n(t)Xn(x)+(�1)k
1X
n=1

u0n(t)Xn(x) =

1X
n=1

fn(t)Xn(x)

u00n(t) + u
0
n(t) + �

2k
n un(t) = (�1)kfn(t) ; 0 < t < T (4.17)

diferansiyel denklemi elde edilir.

(4.1) in başlang¬ç koşullar¬aşa¼g¬daki hale gelir:

un(0) = 0, u
0

n(0) = 0 . (4.18)

u00n(t) + u
0
n(t) + �

2k
n un(t) = 0

denkleminin karakteristik denklemi için � > 0, � = 0 ve � < 0 durumlar¬na bakal¬m:

1. � > 0 iken (4.17) denkleminin çözümü (4.18) şart¬alt¬nda

un(t) =
�2(�1)kq
1� 4�2kn

tZ
0

exp

�
� � t
2

�
sinh

0@
q
1� 4�2kn (� � t)

2

1A fn(�)d� (4.19)

d¬r.

2. � = 0 iken (4.17) denkleminin çözümü (4.18) şart¬alt¬nda

un(t) = (�1)k
tZ
0

(t� �) exp
�
� � t
2

�
fn(�)d�

d¬r.
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3. � < 0 iken (4.17) denkleminin çözümü (4.18) şart¬alt¬nda

un(t) =

p
2(�1)kq
4�2kn � 1

tZ
0

exp

�
� � t
2

�
sin

s
4�2kn � 1

2
(t� �)fn(�)d� (4.20)

d¬r.

Lemma 4.2.1. E¼ger f 2 W (
) ise, her t 2 [0; T ] için aşa¼g¬daki eşitsizlikler

sa¼glan¬r:

1.
q
1� 4�2kn > 0 iken

jun(t)j �
C4q
1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T ) .

���u0n(t)��� � C5q
1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T ) + C6

p
T kfnkL2(0;T ) ,

���u00n(t)��� � 1

�2n

��f (2;0)n (t)
��+ C4�

k�1
nq

1� 4�2kn

p
T
f (k+1;0)n


L2(0;T )

+

+
C5q
1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T ) + C6

p
T kfnkL2(0;T ) .

2.
q
1� 4�2kn < 0 iken

jun(t)j �
C4q
4�2kn � 1

p
T kfnkL2(0;T ) .

���u0n(t)��� � C2q
4�2kn � 1

p
T kfnkL2(0;T ) + C3

p
T kfnkL2(0;T ) ,

���u00n(t)��� � 1

�2n

��f (2;0)n (t)
��+ C3�

k�1
nq

4�2kn � 1

p
T
f (k+1;0)n


L2(0;T )

+
C4q
4�2kn � 1

p
T kfnkL2(0;T ) + C5

p
T kfnkL2(0;T ) .
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·Ispat.q
1� 4�2kn > 0 iken (4.17) denkleminin çözümü (4.18) şart¬alt¬nda

un(t) =
�2(�1)kq
1� 4�2kn

tZ
0

exp

�
� � t
2

�
sinh(

q
1� 4�2kn (� � t)

2
)fn(�)d�

d¬r.

(4.16) eşitli¼gini x e göre k + 1 kez k¬smi integrasyonunu al¬rsak

jfn(t)j =
1

�k+1n

��f (k+1;0)n (t)
�� (4.21)

elde edilir. Burada

f (k+1;0)n (t) =

pZ
0

@k+1f

@xk+1

r
2

p
cos�nxdx

d¬r.

(4.19) denklemini t ye göre iki kez di¤eransiyellersek

u
0

n(t) =
�2(�1)kq
1� 4�2kn

tZ
0

exp

�
� � t
2

�24�1
2
sinh

q
1� 4�2kn
2

(� � t)

�

q
1� 4�2kn
2

cosh

q
1� 4�2kn
2

(� � t)

35 fn(�)d�

u
0

n(t) =
2(�1)kq
1� 4�2kn

tZ
0

exp

�
� � t
2

�241
2
sinh

q
1� 4�2kn
2

(� � t)

+

q
1� 4�2kn
2

cosh

q
1� 4�2kn
2

(� � t)

35 fn(�)d� (4.22)

elde edilir.

(4.17) denkleminden

u
00

n(t) = (�1)
k fn(t)� �2kn un(t)� u

0

n(t) (4.23)

elde edilir.
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exp

�
� � t
2

�
� C1, sinh

q
1� 4�2kn
2

(� � t) � C2, cosh

q
1� 4�2kn
2

(� � t) � C3

eşitsizlikleri kullan¬larak

un(t) �
C4q
1� 4�2kn

tZ
0

fn(�)d�

elde edilir. Bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gini uygularsak

jun(t)j �
C4q
1� 4�2kn

(

TZ
0

j1j2 d�) 12 (
TZ
0

jfn(�)j2)
1
2

jun(t)j �
C4q
1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T ) (4.24)

elde edilir.

k = 0 iken (25) i kullan¬rsak

jfn(t)j =
1

�n

��f (1;0)n (t)
��

elde edilir.

(4.22) eşitli¼ginden

u
0

n(t) �
C5q
1� 4�2kn

tZ
0

fn(�)d� + C6

tZ
0

fn(�)d�

elde edilir. Bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gini uygularsak

���u0n(t)��� � C5q
1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T ) + C6

p
T kfnkL2(0;T )

elde edilir.

(4.24) eşitsizli¼ginden

�2kn jun(t)j �
C4�

2k
nq

1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T )
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oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca (4.21) eşitsizli¼gini kullan¬rsak

�2kn jun(t)j �
C4�

2k
nq

1� 4�2kn

p
T (
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1� 4�2kn

p
T
f (k+1;0)n


L2(0;T )

elde edilir.

k = 1 iken (4.21) i kullan¬rsak ve (4.23) den dolay¬

jfn(t)j =
1

�2n

��f (2;0)n (t)
�� .

���u00n(t)��� � 1

�2n

��f (2;0)n (t)
��+ C4�

k�1
nq

1� 4�2kn

p
T
f (k+1;0)n


L2(0;T )

+
C5q
1� 4�2kn

p
T kfnkL2(0;T ) + C6

p
T kfnkL2(0;T )

elde edilir.q
1� 4�2kn > 0 için ispat tamamland¬.q
1� 4�2kn < 0 iken (4.17) denkleminin çözümü (4.18) şart¬alt¬nda

un(t) =

p
2(�1)kq
4�2kn � 1

tZ
0

exp

�
� � t
2

�
sin

s
4�2kn � 1

2
(t� �)fn(�)d�

d¬r.

(4.20) denklemini t göre iki kez di¤eransiyellersek

u
0

n(t) =
�
p
2(�1)k

2
q
4�2kn � 1

tZ
0

exp

�
� � t
2

�
sin

s
4�2kn � 1

2
(t� �)fn(�)d�
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+

p
2(�1)kq
4�2kn � 1

q
4�2kn � 1p
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tZ
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exp

�
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2

�
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s
4�2kn � 1

2
(t� �)fn(�)d� .
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0

n(t) =
�
p
2(�1)k

2
q
4�2kn � 1

tZ
0

exp

�
� � t
2

�
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s
4�2kn � 1

2
(t� �)fn(�)d�

+ (�1)k
tZ
0

exp

�
� � t
2

�
cos

s
4�2kn � 1

2
(t� �)fn(�)d� (4.25)

elde edilir.

(4.17) denkleminden

u
00

n(t) = (�1)
k fn(t)� �2kn un(t)� u

0

n(t) (4.26)

elde edilir.

exp

�
� � t
2

�
sin

s
4�2kn � 1

2
(t� �) � C1, exp

�
� � t
2

�
cos

s
4�2kn � 1

2
(t� �) � C2

eşitsizlikleri kullan¬larak

un(t) =
C3q
4�2kn � 1

tZ
0

fn(�)d� (4.27)

elde edilir. Bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gini uygularsak

jun(t)j �
C3
p
Tq

4�2kn � 1
kfnkL2(0;T )

elde edilir.

k = 0 iken (4.21) i kullan¬rsak

jfn(t)j =
1

�n

��f (1;0)n (t)
��

elde edilir.

(4.25) eşitli¼ginden
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u
0

n(t) �
C4q
4�2kn � 1

tZ
0

fn(�)d� + C5

tZ
0

fn(�)d� (4.28)

elde edilir. Bu eşitsizli¼ge Hölder eşitsizli¼gini uygularsak

���u0n(t)��� � C4
p
Tq

4�2kn � 1
kfnkL2(0;T ) + C5

p
T kfnkL2(0;T ) (4.29)

elde edilir. (4.28) eşitsizli¼ginden

�2kn jun(t)j �
�2kn C3

p
Tq

4�2kn � 1
kfnkL2(0;T )

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca (4.21) eşitsizli¼gini kullan¬rsak
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elde edilir.

k = 1 iken (4.21) i kullan¬rsak ve (4.26) den dolay¬

jfn(t)j =
1
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��f (2;0)n (t)
��

���u00n(t)��� � 1

�2n

��f (2;0)n (t)
��+ C3�

k�1
nq
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+
C4q
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p
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elde edilir.
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q
1� 4�2kn < 0 için ispat tamamland¬.

� = 0 iken (4.17) denkleminin çözümü (4.18) şart¬alt¬nda

un(t) = (�1)k
tZ
0

(t� �) exp
�
� � t
2

�
fn(�)d�

d¬r. Burada �2kn = 1=4 d¬r. Bu nedenle bu koşul için jun(t)j,
��u0n(t)�� ve ��u00n(t)�� kestir-

imlerine ihtiyaç yoktur.

Teorem 4.2.2. E¼ger f 2 W (
) ise o zaman (4.1) probleminin düzenli çözümü
vard¬r.

·Ispat. (4.14) serisinin ve aşa¼g¬daki (4.30) ve (4.31) serilerinin düzgün ve mutlak

yak¬nsakl¬¼g¬n¬ispatlayal¬m:

@2ku

@x2k
=

1X
n=1

un(t)X
(2k)
n (x)

@2ku

@x2k
=

1X
n=1

un(t)X
(2k)
n (x) =

1X
n=1

(�1)k �2kn un(t)Xn(x) (4.30)

(�1)k
�
@2u

@t2
+
@u

@t

�
= f(x; t)� @

2ku

@x2k

(�1)k
�
@2u

@t2
+
@u

@t

�
=

1X
n=1

fn(t)Xn(x)�
1X
n=1

(�1)k �2kn un(t)Xn(x): (4.31)

Lemma 4.2.1 den (4.14), (4.30) ve (4.31) serilerinin düzgün ve mutlak yak¬nsak

oldu¼gu ç¬kar.

(4.30) ve (4.31) denklemlerini toplarsak (4.14) çözümünün (4.1) denklemini sa¼glar.

Xn(x) fonksiyonunun özelliklerinden dolay¬(4.14) çözümü (4.1) deki s¬n¬r koşullar¬n¬

sa¼glar.

(4.19) ve (4.22) dan ayr¬ca (4.20) ve (4.29) den (4.14) çözümü (4.1) deki başlang¬ç

koşullar¬n¬sa¼glar.

Böylece teorem ispatland¬.

.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n esas k¬sm¬n¬oluşturan Araşt¬rma Bulgular¬bölümünde al¬nan

problemin iyi konumlulu¼gu gösterilmi̧stir. Bu problemdeki damping teriminin güçlü

damping ve di¼ger dampingli durumlar¬ için de iyi konumluluk çal¬̧s¬labilir. Yine bu

problemin de¼gi̧sken katsay¬l¬baz¬durumlar¬için de iyi konumluluk çal¬̧s¬labilir.
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