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1. GİRİŞ

Manifoldlar diferensiyel geometride önemli çalışma alanlarından biridir. Bir ma-
nifoldun geometrisi araştırılırken bir manifolddan diğerine dönüşümler tanımlanmaktadır.
Bu dönüşümlerin en önemlileri immersiyon ve submersiyon dönüşümleridir.

İmmersiyonlar küçük boyuttan daha yüksek boyuta tanımlanırken, Riemann sub-
mersiyonlar bunun aksi şekilde tanımlanır. İzometrik immersiyonların submersiyonlar-
daki karşılığı olan Riemann submersiyonlar teorisine sırasıyla O’Neill ve Gray tarafından
giriş yapıldı. O zamandan beri Riemann submersiyonlarla ilgili birçok yazar çalışma yap-
mıştır(Gray 1967). Bu çalışmalardan bazıları hemen hemen Hermityen submersiyonlar
(Watson 1976), kuaterniyonik submersiyonlar (Ianus 2008), çarpım submersiyonların ge-
ometrisi üzerine (Gündüzalp 2011) v.b. taşınır.

1930 yılında Schouten ve Dantzng’ ın Riemann manifoldları için bulduğu sonuç-
ları Hermit olarak adlandırılan uzaya taşımasıyla kompleks manifoldlarla ilgili çalışmalar
başlar.

Hermityen submersiyonlar ilk defa Watson’ın çalışmalarında kullanılır (Watson,
1976). (1,1) mertebeli J2 = −I sağlayan hemen hemen kompleks manifoldlar üze-
rinde (M, g) Hermityen yapı ve J tensörü yardımıyla da Kähler manifold tanımlanır.
(M2m

1 , g1, J1) ve (M2n
2 , g2, J2) hemen hemen Hermityen manifoldlar F : M1 −→M2 bir

diferensiyellenebilir örten dönüşümü

a) F maksimal ranka sahiptir. (rankF∗ = boyM2 = 2n dir)

b) F∗ türev dönüşümü yatay vektörlerin uzunluğunu korur.

c) F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗

şartları sağlıyorsa F ’ye hemen hemen Hermityen submersiyonu (Holomorfik submersi-
yon) denir. Bu dönüşümler kullanılarak çoğunlukla her iki manifoldun da benzer yapıda
olduğu görülür. Bu, dönüşümlerin yatay ve dikey distribüsyonlarının invaryant kalmala-
rından kaynaklanır.

Şahin, Hermityen manifoldlar üzerinde çalışmalarda bulundu(Şahin, 2010). Gün-
düzalp, hemen hemen para-Hermityen submersiyonları üzerine çalışmıştır (Gündüzalp,
2016). Ianus, kuaterniyonik Kähler manifoldlarda çalışmalarda bulundu (Ianus, 2008).

Bu çalışmalar göz önüne alınarak Hermityen manifoldlar, Kähler manifoldlar,
quasi-Kähler manifoldlar, hemen hemen Hermityen manifoldlar, kuaterniyonik submer-
siyonlar üzerinde çalışılmıştır.

1



1.GİRİŞ
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2. KAYNAK ÖZETLERİ

Bu bölüm iki alt bölüme ayrılmıştır. Birinci alt bölümde sonraki bölümlerde kul-
lanılacak gösterimlerin daha iyi anlaşılması için temel kavramlar verilmiştir. İkinci alt
bölümde Riemann manifoldları ve eğriliklere yer verilmiştir.

2.1 Temel Tanım ve Kavramlar

Tanım 2.1.1. M1 diferensiyellenebilir bir manifold varsayılsın ve p ∈M1 verilsin.
C∞(M1,R) = (f |f : U ⊂M1 → R, f ∈ C∞(U)

vp : C∞(M1,R) → R
f → vp(f)

dönüşümü ∀f, g ∈ C∞(M1,R) ve ∀a1, b1 ∈ R için

1. vp(a1f + b1g) = a1vp(f) + b1vp(g)

2. vp(f.g) = f.vp(g) + g.vp(f)

özellikleri sağlanıyorsa vp ye M1 manifoldunun bir p ∈ M1 noktasındaki tanjant vektörü
denir ; p ∈ M1 noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesi TpM1 ile gösterilir (O’Neill
1983).

Tanım 2.1.2. M1 diferensiyellenebilir bir manifold ve p ∈M1 olduğu varsayalım.

⊕ : TpM1 × TpM1 → TpM1

(vp, wp)→ (vp ⊕ wp) : C∞(M1,R) → R
f → ((vp(f)⊕ wp(f)) = vp(f) + wp(f)

ve

� : R× TpM1 → TpM1

(a1, wp)→ (a1 � wp) : C∞(M1,R) → R
f → (a1 � wp)(f) = a1.wp(f)

işlemleri, (TpM1, (R,+, .)⊕,�) ile birlikte bir vektör uzayıdır. Bu vektör uzayına M1’
nin p ∈M1 noktasındaki tanjant uzayı denir (O’Neill 1983).

Tanım 2.1.3. En üzerinde bir f : En → R reel fonksiyonu verilmiş olsun. V ∈ En için

lim
t→0

f(p+ tV )− f(p)

t

limiti mevcut ise bu limit değerine f ’ nin p ∈ En noktasında ve V yönündeki türevi denir.
Bu türev

Vp [f ] = df(Vp) =
d

dt
(f(p+ tV ))|t=0

şeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu 1982).

3
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Tanım 2.1.4. M1 bir diferensiyellenebilir manifold verilsin. Her p ∈M1 noktasına Xp ∈
TpM1 tanjant vektörü karşılık gelen dönüşüme vektör alanı denir.

TM1 =
⋃
p∈M1

TpM1

tanjant demeti olsun.

X : M1 → TM1

p → Xp

dönüşümüne vektör alanı denir. Bu durumda

Xp =
n∑
i=1

αi(p)
∂

∂xi
|p

(Xf) =
n∑
i=1

αi
∂f

∂xi

dir. Dolayısıyla X vektör alanı M1 üzerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlar cümle-
sinden fonksiyonlar cümlesine bir dönüşümdür. X(f) diferensiyellenebilir ise X vektör
alanına da diferensiyellenebilirdir denir.M1 üzerindeki vektör alanlarının cümlesi χ(M1)
ile temsil edilir.(Do Carmo 1992)

Tanım 2.1.5. M1 ve M2 diferensiyellenebilir iki manifold ve p ∈M1 olsun.

F : M1 → M2

p → F (p)

türevlenebilir bir dönüşüm olmak üzere

F∗p : TpM1 → TF (p)M2

vp → F∗p(vp)

dönüşümüne M1’ in p ∈M1 noktasındaki türev dönüşümü denir (O’Neill 1983).

Tanım 2.1.6. M1 , M2 diferensiyellenebilir iki manifold ve F : M1 → M2 türevlenebilir
bir dönüşüm olduğunu varsayalım. M1 üzerindeki vektör alanı E , M2 üzerindeki vektör
alanı G olmak üzere her p ∈M1 için

F∗(EP ) = GF (p)

oluyorsa E ve G, F -bağlıdır denir(O’Neill 1983).

Tanım 2.1.7. F : M1 → M2 bir C∞ dönüşüm , p ∈ M1 noktasındaki tanjant uzayının
TpM1 olduğunu varsayalım. Eğer F dönüşümünün türev dönüşümü F∗(TpM1) nin boyutu
r ise F dönüşümünün rankı r dir denir(O’Neill 1983).

Önerme 2.1.1. Eğer her p ∈ M1 için rankF∗ = boyM1 = n ise (F∗)p bire birdir
(Gündüzalp 2007)

4
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Sonuç 2.1.1. M1 ve M2 sırasıyla n ve m boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold, F :
Mn

1 → Mm
2 dönüşümün türev dönüşümü p ∈ Mn

1 için (F∗)p olsun. Sırasıyla TpMn
1 ve

TF (p)M
m
2 de tanjant uzayının bazları

η = { ∂

∂x1
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p}

ξ = { ∂
∂y1
|F (p), . . . ,

∂

∂ym
|F (p)}

için (F∗)p’ ye karşılık gelen matrisi (JF )p

(JF )p =



∂F1

∂x1
|p

∂F1

∂x2
|p . . .

∂F1

∂xn
|p

∂F2

∂x1
|p

∂F2

∂x2
|p . . .

∂F2

∂xn
|p

...
... . . . ...

∂Fm
∂x1
|p

∂Fm
∂x2
|p . . .

∂Fm
∂xn
|p


şeklindedir ve bu matrise M1’ nin p noktasındaki Jakobiyen matrisi denir (Hacısalihoğlu
1982).

Tanım 2.1.8. M1 diferensiyellenebilir bir manifold , χ(M1) manifold üzerinde diferen-
siyellenebilir vektör alanlarının cümlesi olduğunu varsayalım. Bu durumda X1, Y1 ∈
χ(M1) , f ∈ C∞(M1,R) fonksiyonu alınırsa

[, ] : χ(M1)× χ(M1) → χ(M1)

(X1, Y1) → [X1, Y1] f = X1(Y1f)− Y1(X1f)

şeklinde tanımlanmış [, ] dönüşümüne X1 ve Y1 vektör alanlarının Parantez (Lie) opera-
törü denir. Bu operatör aşağıdaki özellikleri sağlar:

f, g ∈ C∞(M1) ve X1, Y1, Z1 ∈ χ(M1) olmak üzere

a) [X1, Y1] = − [Y1, X1]

b) [a1X1 + b1Y1, Z1] = a1 [X1, Z1] + b1 [Y1, Z1] , a1, b1 ∈ R

c) [[X1, Y1] , Z1] + [[Y1, Z1] , X1] + [[Z1, X1] , Y1] = 0

d) [fX1, gY1] = fg [X1, Y1] + f(X1g)Y1 − g(Y1f)X1

dır(Do Carmo 1992).

2.2 Riemann Manifoldları

Tanım 2.2.1. M1 in diferensiyellenebilir bir manifold, manifold üzerinde diferensiyelle-
nebilir vektör alanlarının cümlesinin χ(M1) olduğunu varsayalım.
∀X1, Y1, Z1 ∈ χ(M1), ve a1, b1 ∈ R için

g1 : χ(M1)× χ(M1)→ C∞(M1)

ile tanımlı g1 dönüşümü

5
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a) g1(X1, Y1) = g1(Y1, X1), (simetriklik)

b) (ikilineer)

g1(a1X1 + b1Y1, Z1) = a1g1(X1, Z1) + b1g1(Y1, Z1)

g1(X1, a1Y1 + b1Z1) = a1g1(X1, Y1) + b1g1(X1, Z1)

c) g1(X1, X1) > 0, ∀X1 için g1(X1, X1) = 0⇔ X1 = 0 (pozitif tanımlılık)
özellikleri sağlanıyorsa g1 dönüşümüne metrik tensör (Riemann metriği ), (M1, g1)
ikilisine de Riemann manifoldu denir(Gundmundsson 2006).

Tanım 2.2.2. (M1, g1) bir Riemann manifoldu olsun. Bir Xp ∈ TpM1 tanjant vektörünün
uzunluğu

‖Xp‖ =
√
〈X,X〉p

reel sayısı ile tanımlanır(Gundmundsson 2006).

Tanım 2.2.3. (M1, g1) bir Riemann manifoldu olsun. Sıfırdan farklı iki Xp, Yp ∈ TpM1

tanjant vektörleri arasındaki açı θ ise

g1(Xp, Yp) = ‖Xp‖‖Yp‖ cos θ

dır. Burada cos θ ∈ [0, π] olduğundan

|g1(Xp, Yp)| ≤ ‖Xp‖‖Yp‖

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir.(Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.2.4. (M1, g1),bir n-boyutlu Riemann manifoldu, X, Y ∈ χ(M1) vektör alanları
verildiğini varsayalım. ∀p ∈M1 için

Xp = (x1, ..., xn)|p ∈ TpM1

ve
Yp = (y1, ..., yn)|p

vektörleri verilsin. Buradan Y nin X e göre kovaryant türevi

∇XY = (Xp [y1] , ..., Xp [yn])

ile tanımlanır , ∇XY şeklinde gösterilir(Hacısalihoğlu 1982)

Tanım 2.2.5. (M1, g1), n-boyutlu bir manifold olsun. M1 üzerinde vektör alanlarının
uzayı χ(M1), ∀f ∈ C∞(M1) ve X1, Y1, Z1 ∈ χ(M1) olmak üzere

1) ∇X1(Y1 + Z1) = ∇X1Y1 +∇X1Z1

2) ∇X1+Y1Z1 = ∇X1Z1 +∇Y1Z1

3) ∇X1fY1 = X1 [f ]Y1 + f∇X1Y1

6
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4) ∇fX1Y1 = f∇X1Y1

5) [X1, Y1] = ∇X1Y1 −∇Y1X1

6) X1g(Y1, Z1) = g(∇X1Y1, Z1) + g(∇X1Z1, Y1)

şartları sağlanıyorsa ∇ konneksiyonuna M1 manifoldu üzerinde Riemann konneksiyonu,
Levi-Civita konneksiyonu veya metrik konneksiyon denir.

M1 üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olan aşağıdaki denkleme

2g1(∇X1Y1, Z1) = X1(g1(Y1, Z1)) + Y1(g1(Z1, X1))− Z1(g1(X1, Y1))

− g1(X1, [Y1, Z1]) + g1(Y1, [Z1, X1]) + g1(Z1, [X1, Y1])

Koszul eşitliği adı verilir(O’Neill 1983).

Teorem 2.2.1. (M1, g1) in bir Riemann manifoldu olduğunu varsayalım. Bu durumda M1

üzerinde torsiyonsuz ve g1 metriği ile uyumlu bir tek ∇ lineer konneksiyonu vardır(Chen
ve Bootby 1973,1986)

Tanım 2.2.6. M1 bir Riemann manifoldu, g1 de M1 nin Riemann metriği ve ∇, M1 üze-
rinde bir Riemann konneksiyon olsun. X1, Y1, Z1 ∈ χ(M1) için

R : χ(M1)× χ(M1)× χ(M1) → χ(M1)

(X1, Y1, Z1) → R(X1, Y1, Z1) = R(X1, Y1)Z1

R(X1, Y1)Z1 = ∇X1∇Y1Z1 −∇Y1∇X1Z1 −∇[X1,Y1]Z1

şeklinde tanımlanmış (1, 3) tipindeki R tensör alanına M1 nin Riemann eğrilik tensörü
denir(Bootby 1986).

Tanım 2.2.7. (Mn
1 , g1) bir Riemann manifoldu, (x1, x2, ..., xn) bu manifold üzerinde bir

lokal koordinat sistemi ve

∂i =
∂

∂xi
, ∂j =

∂

∂xj

verilsin. Bu durumda
∇∂i∂j =

∑
k

Γkij∂k

ile verilen Γkij fonksiyonlarına∇ nın Christoffel sembolleri denir.

∇i = ∇∂i

olsun. Burdan Christoffel sembolleri

∇i∂j =
∑
k

Γkij∂k

şekliyle de yazılabilir.
Y vektör alanının lokal ifadesi Y =

∑
j Y

j∂j ise

∇iY =
∑
k

{∂Y
k

∂xi
+
∑
j

ΓkijY
j}∂k

dır(O’Neill 1983).

7



2.KAYNAK ÖZETLERİ

Tanım 2.2.8. (M1, g1) bir Riemann manifoldu olsun. ∀X1, Y1, Z1,W1 ∈ χ(M1) için

K : χ(M1)× χ(M1)× χ(M1)× χ(M1) → C∞(M1)

(X1, Y1, Z1,W1) → K(X1, Y1, Z1,W1) = g1(R(X1, Y1)Z1,W1)

şeklinde tanımlanmış 4. mertebeden kovaryant tensöre M1 üzerinde Riemann-Christoffel
eğrilik tensörü adı verilir(Hacısalihoğlu 1982).

Önerme 2.2.1. (M1, g1) bir Riemann manifoldu ve∇ nın M1 üzerinde bir Riemann kon-
neksiyonu olduğu varsayılsın. Bu durumda ∀X1, Y1, Z1, V1,W1 ∈ χ(M1) için

a) R(X1, Y1)Z1 = −R(Y1, X1)Z1

b) g1(R(X1, Y1)V1,W1) = −g1(R(X1, Y1)W1, V1)

c) R(X1, Y1)Z1 +R(Y1, Z1)X1 +R(Z1, X1)Y1 = 0

d) g1(R(X1, Y1)V1,W1) = g1(R(V1,W1)X1, Y1)

özellikleri sağlanır(O’Neill 1983).

Teorem 2.2.2. (M1, g1) bir Riemann manifoldu ve ∇, M1 üzerinde bir Riemann konnek-
siyon olduğu varsayılsın. Bu durumda ∀X1, Y1, Z1,W1 ∈ χ(M1) için

a) K(X1, Y1, Z1,W1) +K(Y1, Z1, X1,W1) +K(Z1, X1, Y1,W1) = 0 ,

b) K(X1, Y1, Z1,W1) = −K(Y1, X1, Z1,W1) ,

c) K(X1, Y1, Z1,W1) = −K(X1, Y1,W1, Z1) ,

d) K(X1, Y1, Z1,W1) = K(Z1,W1, X1, Y1)

özellikleri sağlanır(Hacısalihoğlu 1982).

Tanım 2.2.9. (M1, g1) bir Riemann manifoldu , bir p ∈ M1 noktasındaki tanjant uza-
yının iki boyutlu bir altuzayının P olduğu varsayılsın. {X1, Y1} , P nin bir bazı ve M1

üzerindeki Riemann Christoffel eğrilik tensörü K olmak üzere

K(P ) =
g1(R(X1, Y1)Y1, X1)

‖X1‖2‖Y1‖2 − g1(X1, Y1)2

K(P ) =
K(X1, Y1, X1, Y1)

‖X1‖2‖Y1‖2 − g1(X1, Y1)2

olarak tanımlanmış K(P ) reel sayısına P nin kesit eğriliği denir. K eğriliğin değeri sa-
dece P altuzayına bağlıdır (Gundmundsson 2006).
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3. MATERYAL ve METOT

Bu bölüm üç alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde submersiyonlar, dist-
ribüsyonlar ve Riemann altmanifoldları incelenecektir. İkinci alt bölümde Riemann sub-
mersiyonları ve bu submersiyonlar üzerindeki tensörler tanımlanacak ve temel özellikleri
ifade edilecektir. Üçüncü alt bölümde ise kompleks manifoldlar ve bu manifoldlar üze-
rinde tanımlanan farklı submersiyon türlerine tanımlanarak temel özelliklerine değinile-
cektir.

3.1 Submersiyonlar, Distribüsyonlar ve Altmanifoldlar

Tanım 3.1.1. (M1, g1) n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M1 üzerinde

D : M1 → TxM1

x → D ⊂ TxM1

şeklinde tanımlanan D dönüşümüne bir distribüsyon adı verilir. X ∈ χ(M1) için p ∈M1

olmak üzere Xp ∈ Dp oluyorsa X vektör alanına D’ ye aittir denir. Eğer ∀p noktası için
D ye ait q-tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı varsa D ye diferensiyel-
lenebilirdir denir (Şahin 1996).

Tanım 3.1.2. F : Mm
1 →Mn

2 bir diferensiyellenebilir dönüşüm verilsin. Eğer rankF∗ =
boyM1 = m ise F ’ ye immersiyon(daldırma,dolgulama) denir. Buradam 6 n’ dir. Bu du-
rumda M1 manifolduna M2 manifoldunun immersed alt manifoldu denir. F immersiyonu
birebir ise F dönüşümüne imbedding,M1 manifolduna daM2 manifoldunun altmanifoldu
(gömülen altmanifoldu) denir(Chen 1973).

Tanım 3.1.3. (M1, g1) ve (M2, g2) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldları olduğu
varsayılırsa

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

örten ,C∞ bir dönüşümü için
rankF∗x = boyM2

oluyorsa F ye x ∈M1 noktasında bir submersiyon denir. ∀x ∈M1 için F bir submersiyon
ise F yeM1 üzerinde bir submersiyon denir.m ve n pozitif doğal sayılar ve n < m olduğu
varsayılsın.

F : Rm → Rn

dönüşümü
F : (x1, . . . , xm)→ (x1, . . . , xn)

olsun. Bir x noktasında
F∗x(v1, . . . , vm) = (v1, . . . , vn)

olacağından F∗x diferensiyeli örtendir. Dolayısıyla, projeksiyon dönüşümü bir submersi-
yondur.

Herhangi bir x ∈ M2 için Fy = F−1(x) üzerindeki lif, (M1, g1) manifoldunun
r = (m − n)- boyutlu bir alt manifoldudur. F−1(x) altmanifoldlarına submersiyonun

9
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lifleri denir.
Herhangi bir p ∈M1 için (M1, g1) üzerindeki V integrallenebilir distribüsyonu

Vp = KerF∗p

şeklinde tanımlanmıştır. Vp ye submersiyonun dikey distribisyonu adı verilir.

Hp = (Vp)
⊥

şeklinde tanımlanmış distribüsyona da submersiyonun yatay distribüsyonu denir (Gündü-
zalp 2007).

Teorem 3.1.1. F : M1 → M2 bir submersiyon , M1 nin dikey distribüsyonu V olduğu
varsayılsın. Buradan, F (p) = x ile p ∈ M1 için ∀Vp dikey distribüsyonu F−1(x) in tan-
jant uzayı ile çakışır(Gündüzalp 2007).

İspat. TpF
−1(x) de bir v vektörü verilsin. Şimdi

c : [0, 1]→ F−1(x)

bir eğri öyleki;
c(0) = p, c′(0) = v

olsun. (F ◦ c)(t) = x, t ∈ [0, 1] için

F∗(c
′(0)) = (F ◦ c)∗

d

dt
= 0

olur. Buradan
v = c′(0) ∈ Vp

elde edilir. Bu durumda TpF−1(x), Vp’ nin r = (m − n)- boyutlu altuzayına dönüşür.
Boyutların eşitliği göz önüne alınırsa

Vp = TpF
−1(x)

yazılabilir.

Tanım 3.1.4. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları olduğu varsayılsın.

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

C∞ bir dönüşüm olsun. x ∈M1 için

Vx = Vx(F ) = KerF∗x = {X ∈ TxM1|F∗x(X) = 0} ⊂ TxM1

ve
Hx = Hx(F ) = V ⊥x ⊂ TxM1

olarak tanımlayalım. Vx uzayında F nin x noktasındaki dikey uzayı adı verilir.
M1 deki g1 metriğine göre Vx dikey uzayının dik tümleyeni Hx uzayına ise F nin x nokta-
sındaki yatay uzayı denir.
Böylece

TxM1 = Vx ⊕Hx = Vx ⊕ V ⊥x
yazılabilir(Gündüzalp 2007).
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Tanım 3.1.5. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

C∞ bir dönüşümü olsun. x ∈ M1 noktasına TxM1’ nin sırasıyla Vx ve Hx alt uzaylarını
karşılık getiren

x→ Vx ve x→ Hx

dönüşümleri V = V (F ) ve H = H(F ) ile gösterilen C∞ distribüsyonları tanımlar.
V = V (F ) ye F nin dikey distribüsyonu veya dikey alt demeti, H = H(F ) ye ise F nin
yatay distribüsyonu veya yatay alt demeti denir(Gündüzalp 2007).

Tanım 3.1.6. M1 üzerinde yatay distribüsyona ait birX vektör alanına yatay vektör alanı
denir. Yatay vektör alanlarının cümlesi χh(M1) ile gösterilir.

M1 üzerinde dikey distribüsyona ait bir X vektör alanına dikey vektör alanı denir.
Dikey vektör alanlarının cümlesi χv(M1) ile gösterilir.

Herhangi bir E ∈ χ(M1) vektör alanı için E nin yatay ve dikey bileşenleri sıra-
sıyla hE ve vE şeklinde gösterilir(Gündüzalp 2007).

Tanım 3.1.7. (M1, g1) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda. M1 üzerinde izdüşü-
rülebilir (projectable) vektör alanlarının uzayı χc(M1) ile gösterilir. Yani χc(M1) nin her
elemanı M1 üzerinde bir vektör alanı ve M2 üzerindeki bir vektör alanına F -bağlıdır
denir(Falcitelli ve ark. 2004).

Tanım 3.1.8. M1 ve M2 Riemann manifoldları olduğu varsayılsın. Eğer X yatay ve M2

üzerindeki X∗ vektör alanına F -bağlıysa M1 üzerindeki X vektör alanına Temel(Basic)
vektör alanı olarak adlandırılır(Falcitelli ve ark. 2004).

Temel(Basic) vektör alanlarının uzayı

χb(M1) = χc(M1) ∩ χh(M1)

ile ifade edilir.

M1 üzerindeki ortonormal çatılarının bir lokal alanı {e1, . . . , em} olsun öyleki
e1, . . . , er dikey vektör alanları ve er+1, . . . , em temel vektör alanlarıdır. Burada r =
boyM1 − boyM2 liflerin boyutudur(Suzuki 2006).

3.2 Riemann Submersiyonları ve Temel Tensörler

Tanım 3.2.1. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları ve

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

C∞ bir dönüşümü olsun. Her x ∈M1 ve Vx,Wx ∈ TxM1 için

g1(Vx,Wx) = g2(F∗(Vx), F∗(Wx))

11
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oluyorsa F ye M1 den M2 ye bir izometri denir.

Bu tanımdan F bir izometri ise F∗ dönüşümü TxM1 ile TF (x)M2 uzaylarındaki iç
çarpımları korur. Yani, F∗ dönüşümü Wx ve F∗(Wx) tanjant vektörlerinin uzunluklarını
da korur(Hacısalihoğlu 2003)

Tanım 3.2.2. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları olsun.

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir C∞ submersiyonu aşağıda sıralanan şartları sağlıyor ise F ye bir Riemann submer-
siyonu denir.

a) F dönüşümü maksimal ranka sahiptir. Yani ∀p ∈ M1 için F∗p türev dönüşümü ör-
tendir

b) Her p ∈ M1 noktasında F∗p dönüşümü yatay vektörlerinin uzunluğunu korur. Bu-
radan

g1p(w, u) = g2F (p)(F∗pw,F∗pu), w, u ∈ Hp, p ∈M1

dır. Bu da, bir p ∈ M1 noktasında F∗ türev dönüşümünün Hp yatay uzayından
TF (p)M2 üzerine bir lineer izometri olduğunu gösterir(O’Neill ve Falcitelli ve ark.
1966,2004).

Önerme 3.2.1. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu∇1 ve∇2 sırasıyla M1 ve M2 nin Levi-Civita konneksiyonları
olduğu varsayılsın. M1 üzerinde X1, Y1 temel vektör alanları, X1∗, Y1∗ vektör alanlarına
F -bağlı verilsin. Bu durumda

a) g1(X1, Y1) = g2(X1∗, Y1∗) ◦ F

b) h[X1, Y1] temel vektör alanı, [X1∗, Y1∗] vektör alanına F - bağlıdır.

c) h(∇1X1Y1) temel vektör alanı ve ∇2X1∗Y1∗ F -bağlıdır.

d) Herhangi bir V1 ∈ χv(M1) için, [X1, V1] dikey vektör alanıdır(Falcitelli ve ark.
2004).

O’Neill’in tanımlamış olduğu A ve T tensörlerine değinilecektir.

Tanım 3.2.3. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları verilsin. ∇, M1 üzerinde bir
Riemann konneksiyon olsun. E,G ∈ χ(M1) için T tensör alanı
T : χ(M1)× χ(M1)→ χ(M1)

(E,G)→ T (E,G) = TEG = h(∇vEvG) + v(∇vEhG)

şeklinde tanımlanır(O’Neill 1966). Bu tanımı kullanarak T tensör alanının aşağıdaki
özellikleri sağladığı kolayca görülür.
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a) E ∈ χ(M1) için TE lineer operatörü anti-simetiktir.

b) E ∈ χ(M1) için TE yatay ve dikey altuzaylar rollerini değiştirir.

c) T dikey tensör alanıdır. Yani E ∈ χ(M1) için TE = TvE’ dir.

d) T dikey tensör alanı simetriktir. Yani V,W ∈ χv(M1) için

TVW = TWV

dir.

Diğer tensör alanı olarak verilen A ise aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 3.2.4. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları verilsin. ∇, M1 üzerinde bir
Riemann konneksiyon olsun. E,G ∈ χ(M1) için A tensör alanı
A : χ(M1)× χ(M1)→ χ(M1)

(E,G)→ A(E,G) = AEG = h(∇hEvG) + v(∇hEhG)

şeklinde tanımlanır(O’Neill 1966). Bu tanımı kullanarak A tensör alanının aşağıdaki
özellikleri sağladığı kolayca görülür.

a) E ∈ χ(M1) için AE lineer operatörü anti-simetiktir.

b) E ∈ χ(M1) için AE yatay ve dikey altuzaylar rollerini değiştirir.

c) A yatay tensör alanıdır. Yani E ∈ χ(M1) için AE = AhE’ dir.

d) A yatay tensör alanı alterleyendir. Yani X, Y ∈ χh(M1) için

AXY = −AYX

dir.

Önerme 3.2.2. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu olmak üzere,T ve A tensör alanları aşağıdaki özellikleri sağ-
lar(O’Neill 1966):

a) TUW = TWU, U,W ∈ χv(M1),

b) AXY = −AYX, X, Y ∈ χh(M1) ,

c) AXY =
1

2
v [X, Y ] X, Y ∈ χh(M1)’ dır.

Tanım 3.2.5. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu verilsin. Eğer T tensör alanı sıfırsa F in herhangi bir lifine
M1 nin total geodezik altmanifoldu adı verilir(Falcitelli ve ark. 2004).

Bir Riemann sunmersiyonda dikey distribüsyon her zaman integrallenebilirdir
(O’Neill 1966). Yatay distiribüsyon için ise aşağıdaki şart geçerlidir.
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Teorem 3.2.1. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu olduğu varsayılsın. (M1, g1) üzerindeki yatay distribüsyonu
H olarak verilsin. Burada, H yatay distribüsyonu integrallenebilir olabilmesi için gerek
ve yeter koşul A = 0 olmasıdır(O’Neill 1966).

Lemma 3.2.1. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları F : M1 −→ M2 bir Riemann
submersiyonu, V ve W dikey vektör alanları X ve Y yatay vektör alanları verilsin. Bu
durumda

a) ∇VW = TVW + ∇̂VW

b) ∇VX = TVX + h∇VX

c) AXV = h∇VX , X temel olduğunda

d) ∇XV = AXV + v∇XV

e) ∇XY = AXY + h∇XY dır(O’Neill 1966).

Burada ∇ , (M1, g1) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonudur.

Tanım 3.2.6. (M1, g1) bir Riemann manifoldu veE,G,H ∈ χ(M1) olsun. (1, 2) tipindeki
A ve T tensör alanlarının kovaryant türevleri

(∇EA)GH = (∇EA)(G,H) = ∇E(AGH)− A∇EG(H)− AG(∇EH)

ve
(∇ET )GH = (∇ET )(G,H) = ∇E(TGH)− T∇EG(H)− TG(∇EH)

ile tanımlanır. Bu durumda ∇A ve ∇T (1, 1)-mertebeli tensör alanları olarak bulu-
nur(Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tanım 3.2.7. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu ve (M1, g1) üzerindeki yatay distribüsyon H olsun. χh(M1)
üzerinde (1, 3)-mertebeli eğrilik tensör alanınıR ile gösterelim. Herhangi birX1, Y1, Z1 ∈
χh(M1) ve p ∈M1 için

R∗F (p)(F∗pX1p, F∗pY1p, F∗pZ1p)

tensörünün yatay lifti R(X1, Y1)Z1 ile ifade edilir. (M2, g2) manifoldunun R∗ Riemann
eğriliği kısaca ;

F∗(R(X1, Y1)Z1) = R∗(F∗X1, F∗Y1)F∗Z1

ile tanımlanabilir. Ayrıca, herhangi bir X1, Y1, Z1, H1 ∈ χ(M1) için

R(X1, Y1, Z1, H1) = g1(R(X1, Y1)Z1, H1)

R(X1, Y1, Z1, H1) = R∗(F∗X1, F∗Y1, F∗Z1, F∗H1) ◦ F

dir(Falcitelli ve ark. 2004).
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Teorem 3.2.2. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu ve R,R∗ ve R̂ sırasıyla M1,M2 ve (F−1, ĝx) liftinin Riemann
eğrilik tensörleri olsun.

Bu durumda, herhangi bir X1, Y1, Z1, H1 ∈ χh(M1) ve U1, V1, D1,W1 ∈ χv(M1)
için

R(U1, V1,W1, D1) = R̂(U1, V1,W1, D1) + g(TU1W1, TV1D1)− g(TV1W1, TU1D1)

R(U1, V1,W1, X1) = g((∇U1T )V1W1, X1)− g((∇V1T )U1
W1, X1)

R(X1, Y1, Z1, H1) = R∗(X1, Y1, Z1, H1) + 2g(AX1Y1, AZ1H1)− g(AY1Z1, AX1H1)

+ g(AX1Z1, AY1H1)

R(X1, Y1, V1,W1) = g((∇V1A)X1
Y1,W1)− g(AX1W1, AY1V1) + g(AX1V1, AY1W1)

− g((∇W1A)X1
Y1, V1) + g(TW1X1, TV1Y1)− g(TV1X1, TW1Y1)

dır. Burada

(∇V1A)X1
Y1 = ∇V1AX1Y1 − A∇V1X1(Y1)− AX1(∇V1Y1)

ve
(∇U1T1)V1W1 = ∇U1(TV1W1)− T∇U1

V1(W1)− TV1(∇U1W1)

ile verilir(O’Neill 1966).

Teorem 3.2.3. (M1, g1) ve (M2, g2) Riemann manifoldları

F : (M1, g1)→ (M2, g2)

bir Riemann submersiyonu veK,K∗ ve K̂ sırasıylaM1,M2 ve (F−1, ĝx) liftinin Riemann
eğrilik tensörleri olsun. X1, Y1 ortonormal yatay vektörler ve U1, V1 ortonormal dikey
vektörler olmak üzere

K(U1, V1) = K̂(U1, V1) + ‖TU1V1‖2 + g(TU1U1, TV1V1),

K(X1, V1) = g((∇X1T )V1V1, X1)− ‖TV1X1‖2 + ‖AX1V1‖2,
K(X1, Y1) = K∗(X1∗, Y1∗) ◦ F − 3‖AX1Y1‖2

dır(O’Neill ve Falcitelli ve ark. 1966,2004).

3.3 Kompleks Manifoldlar

Tanım 3.3.1. V bir reel vektör uzayı verilsin.

V c = {
−→
Z =

−→
X + i

−→
Y ; X, Y ∈ V }

cümlesini ele alarak V c üzerinde

a)

+ : V c × V c → V c

(Z,Z1) → Z + Z1 = (
−→
X + i

−→
Y ) + (

−→
X1 + i

−→
Y1) = (

−→
X +

−→
X1) + i(

−→
Y +

−→
Y1)
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b)

C × V c → V c

λ.Z → (α + iβ)(
−→
X + i

−→
Y ) = (α

−→
X − β

−→
Y ) + i(β

−→
X + α

−→
Y )

işlemleri tanımlansın. V c bu işlemler ile birlikte bir vektör uzayıdır. Bu uzaya V nin
kompleksleştirilmiş uzayı denir(Şahin 1996).

Tanım 3.3.2. V bir reel vektör uzayı

J : V → V

bir lineer endomorfizmi verilsin. ∀X ∈ V için J2 = −I ise J’ye V üzerindeki bir komp-
leks yapı adı verilir.(Watson 1976).

Örnek 3.3.1. (R4, J) bir kompleks vektör uzayıdır.

X = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4olsun.

JX = (−x2, x1,−x4, x3)

biçiminde tanımlanırsa J bir kompleks yapıdır. Burada J ye karşılık gelen matris

J =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


olup

JX =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 .

x1
x2
x3
x4

 = (−x2, x1,−x4, x3)

J2X = (−x1,−x2,−x3,−x4) = −(x1, x2, x3, x4) = −X
J2X = −X

∀X için sağlandığından J2 = −I’ dır.

Tanım 3.3.3. Z = {X + iY } Cn’ nin W açık altcümlesinde tanımlı kompleks değerli bir
F ;

F (Z) = U(X, Y ) + iV (X, Y )

fonksiyonu

UX = VY , UY = −VX
şeklinde Cauchy-Riemann denklemleri sağlanıyorsa F ’ ye holomorfik fonksiyon denir(Okubo
1987).
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Tanım 3.3.4. M1, bir Hausdorff uzayı ve M1’ de bir açık cümlesi {Uα}α∈I olsun. Eğer
∀p ∈M1 için

σα : Uα ⊂M1 → Wα ⊂ Cn

homeomorfizması var ve (Uα ∩ Uβ) 6= ∅ olmak üzere

Ωαβ = σα ◦ σ−1β : σβ(Uα ∩ Uβ)→ σα(Uα ∩ Uβ)

Ωβα = σβ ◦ σ−1α : σα(Uα ∩ Uβ)→ σβ(Uα ∩ Uβ)

dönüşümleri holomorfik iseM1’ e kompleks manifold denir. Cn ile R2n özdeş olduğundan
M1, 2n-boyutlu reel analitik manifolddur. Burada {(Uα, σβ)}α∈I ya M1 nin holomorfik
koordinat komşuluğu sistemi denir(Matsushima 1972).

Tanım 3.3.5. M1 reel 2n boyutlu manifold ve J ,M1 üzerinde (1, 1) mertebeli tensör alanı
olsun. Bu durumda p ∈M1 için

J : TpM1 → TpM1

lineer dönüşümü TpM1 üzerinde bir kompleks yapı ise yani J2 = −I sağlanıyorsa J’ ye
M1 üzerinde hemen hemen kompleks yapı denir. (M1, J) ikilisine hemen hemen kompleks
manifold denir(Akyol 2015).

Tanım 3.3.6. (M1, J) hemen hemen kompleks manifold ve ∀X1, Y1 ∈ χ(M1) için

g1(JX1, JY1) = g1(X1, Y1)

şartını sağlayan bir Riemann metriği varsa g1 fonksiyonuna Hermityen metrik, (M1, g1, J)
üçlüsüne hemen hemen Hermityen manifold denir. M1 bir kompleks manifold ve M1 üze-
rinde g1 Hermityen metriği tanımlı ise M1 e Hermityen manifold denir(Kon ve Yano
1984).

X1 = JX1 olsun.

g1(J(JX1), JY1) = g1(JX1, Y1)

g1(J
2X1, JY1) = g1(JX1, Y1)

−g1(X1, JY1) = g1(JX1, Y1)

g1(JX1, Y1) = −g1(X1, JY1)

olur.

Tanım 3.3.7. M1 hemen hemen Hermityen manifold g1 ve J , M1 üzerinde sırasıyla Her-
mityen metrik ve hemen hemen kompleks yapı olduğu varsayılsın.
∀X1, Y1 ∈ χ(M1) için

Φ(X1, Y1) = g1(X1, JY1)

ile tanımlı tensöre temel 2-form denir(Kon ve Yano 1984).

Tanım 3.3.8. (M1, g1, J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. M1 in temel 2-formu
kapalı ise (Yani dΦ = 0) g1 metriğine Kähler metriği, (M1, g1, J) üçlüsüne bir Kähler
manifold denir(Kon ve Yano 1984).
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Teorem 3.3.1. (M1, g1, J) Hermityen manifoldu, Kähler manifold olması için gerek ve
yeter şart∇J = 0 olmalıdır. Başka bir deyişle, ∀X1, Y1 ∈ χ(M1) için

(∇X1J)Y1 = ∇X1JY1 − J∇X1Y1

ile verilir(Bejancu 1986).

∀X1, Y1 ∈ χ(M1) için

Φ(X1, Y1) = g(X1, JY1) = −g(JX1, Y1) = −g(Y1, JX1) = −Φ(Y1, X1)

olduğundan Φ anti-simetriktir.
Eğer∇J = 0 ise ∀X1, Y1 ∈ χ(M1) için M1 bir Kähler manifold ise∇J = 0 olduğundan

(∇X1J)Y1 = ∇X1JY1 − J∇X1Y1 = 0

∇X1JY1 = J∇X1Y1

dır.

Örnek 3.3.2. (R4, J) üzerinde X ∈ R4 için

JX = (−X3,−X4, X1, X2) , X = (X1, X2, X3, X4)

verilsin. Bu durumda

J(JX) = (−X1,−X2,−X3,−X4)⇒ J(JX) = −X
JY = (−Y3,−Y4, Y1, Y2)

dir. Böylece

∇XJY = ∇X(−Y3,−Y4, Y1, Y2) = (X(−Y3), X(−Y4), X(Y1), X(Y2))

olup

⇒ J(X(Y1), X(Y2), X(Y3), X(Y4))

⇒ ∇XJY = J∇XY

dır. Böylece (R4, g, J) bir Kähler manifold olur.

Tanım 3.3.9. (M1, g1, J) nin hemen hemen Hermityen manifold olduğu varsayılsın. ∀X1 ∈
χ(M1) için

(∇X1J)X1 = 0

ise M1 ye nearly Kähler manifold denir(Kon ve Yano 1984). Nearly Kähler aşağıdaki
şekilde de verilebilir. X1 yerine X1 + Y1 yazalım.

(∇X1+Y1J)X1 + Y1 = 0

(∇X1+Y1J)X1 + Y1 = (∇X1J)X1 + Y1 + (∇Y1J)X1 + Y1

(∇X1+Y1J)X1 + Y1 = (∇X1J)X1 + (∇X1J)Y1 + (∇Y1J)X1 + (∇Y1J)Y1 = 0

(∇X1+Y1J)X1 + Y1 = (∇X1J)Y1 + (∇Y1J)X1 = 0

olur.
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Tanım 3.3.10. (M1, J1) ve (M2, J2) kompleks manifoldlar olsun.

F : M1 −→M2

bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun.

F∗ : χ(M1) −→ χ(M2)

türev dönüşümü olmak üzere
F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗

ise F ye (J1, J2) holomorfik dönüşüm denir(Kon ve Yano 1984).

Tanım 3.3.11. (M1, J) nin hemen hemen kompleks manifold olduğu varsayılsın.X1, Y1 ∈
χ(M1) için

NJ(X1, Y1) = J2[X1, Y1] + [JX1, JY1]− J [JX1, Y1]− J [X1, JY1]

tensör alanına J nin Nijenhuis tensörü denir. Eğer NJ = 0 ise J’ ye integrallenebilirdir
denir(Şahin 1996).

Tanım 3.3.12. (M1, g, J) hemen hemen Hermityen manifoldu olmak üzere ∀X1 ∈ χ(M1)
için

∇X1J(X1) = ∇X1JX1 − J∇X1X1 = 0

∇X1JX1 = J∇X1X1

ise M1 e bir hemen hemen Tachibana manifoldu denir(Watson 1976).

Tanım 3.3.13. (M1, g, J) hemen hemen Hermityen manifoldu olmak üzereX, Y ∈ χh(M1)
için

(∇1
XJ1)Y + (∇1

J1X
J1)J1Y = 0

ise M1 e bir Quasi Kähler manifold denir(Watson 1976).

Önerme 3.3.1. M1,M2 hemen hemen Hermityen manifoldun bir hemen hemen Hermityen
altmanifoldu olarak verilsin. Eğer

M2 =


a)Quasi Kähler
b)Hemen hemen Kähler
c)Hemen hemen Tachibana ise
d) Kähler
e) Hermityen

M1 =


a)Quasi Kähler

b)Hemen hemen Kähler
c)Hemen hemen Tachibana
d) Kähler
e) Hermityen

dir(Watson 1976).

Önerme 3.3.2. F̂ , M quasi-Kähler manifoldunun hemen hemen Hermityen altmanifoldu
olsun. X, Y ∈ χ(M) için

T̂XY + T̂JXJY = 0

olur(Watson 1976).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölüm üç alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde hemen hemen Her-
mityen manifoldları arasındaki hemen hemen Hermityen submersiyonları tanımlanmakta
ve örnek verilmektedir. Bununla beraber bu submersiyonlar için O’Neill tensörlerinin te-
mel özellikleri ve bu tensörlerin ilişkileri sunulacaktır. İkinci alt bölümde ise hemen he-
men Hermityen submersiyonların total uzay ve liflerinin holomorfik bi-kesit ve kesit eğ-
rilikleri incelenecektir. Üçüncü bölümde kuaterniyonik manifold ve submersiyonlar araş-
tırılacaktır.

4.1 Hemen Hemen Hermityen Submersiyonlar ve Özellikleri

Tanım 4.1.1. M1 ve M2 sırasıyla J1 ve J2 hemen hemen kompleks yapılara sahip hemen
hemen kompleks manifoldlar olsun.

F : M1 −→M2

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa F ’ ye hemen hemen holomorfik dönüşüm denir:

F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗.

Tanım 4.1.2. (M2m
1 , g1, J1) ve (M2n

2 , g2, J2) hemen hemen Hermityen manifoldlar olsun.

F : M1 −→M2

bir diferensiyellenebilir örten dönüşüm aşağıdaki şartları sağlıyorsa F ’ye hemen hemen
Hermityen submersiyonu denir:

a) F maksimal ranka sahiptir(rankF∗ = boyM2 = 2n′dir).

b) F∗ türev dönüşümü yatay vektörlerin uzunluğunu korur.

c) F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗’ dir.

Örnek 4.1.1. (x1, x2, x3, x4), R4’ te kartezyen koordinatlar olsun.
X ∈ R4 için JX = (−x2, x1,−x4, x3) ve g = dx21 + dx22 + dx23 + dx24 biçiminde tanım-
layalım. Bu durumda (R4, g, J) üçlüsü bir hemen hemen Hermityen manifolddur.

Örnek 4.1.2. R4 ve R2 standart Riemann metrikleri ile verilen Öklidyen uzaylar olsun.

F : R4 −→ R2, F (x1, x2, x3, x4) = (
x1 + x3√

2
,
x2 + x4√

2
) dönüşümü verilsin. Doğrudan

hesaplamalar ile

F∗ =


1√
2

0
1√
2

0

0
1√
2

0
1√
2


elde edilir. rankF∗ = boyR2 = 2 olduğundan F∗ örtendir. Dikey ve yatay uzayı geren
vektörler

(KerF∗) = Span{U = (−1, 0, 1, 0), V = (0,−1, 0, 1)}
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ve

(KerF∗)
⊥ = Span{X = (1, 0, 1, 0), Y = (0, 1, 0, 1)}

olur. Böylece
X, Y ∈ (KerF∗)

⊥ için

g1(X,X) = g2(F∗X,F∗X)

g1(Y, Y ) = g2(F∗Y, F∗Y )

dır. Buradan
F∗X = (

2√
2
, 0) , F∗Y = (0,

2√
2

)

g1(X,X) = 2 g2(F∗X,F∗X) = 2

g1(X,X) = g2(F∗X,F∗X)

g1(Y, Y ) = 2 g2(F∗Y, F∗Y ) = 2

g1(Y, Y ) = g2(F∗Y, F∗Y )

dir. O halde yatay vektörlerin uzunluğu korunur. Yani F bir Riemann submersiyondur.
Diğer taraftan

F∗ ◦ J1X = F∗(0, 1, 0, 1) = (0,
2√
2

)

J2 ◦ F∗X = J2(
2√
2
, 0) = (0,

2√
2

)

F∗ ◦ J1Y = J2 ◦ F∗Y

F∗ ◦ J1Y = F∗(−1, 0,−1, 0) = (− 2√
2
, 0)

J2 ◦ F∗Y = J2(0,
2√
2

) = (− 2√
2
, 0)

olduğundan F holomorfiktir. Böylece

F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗

dir. O halde F bir hemen hemen Hermityen submersiyonudur.

Önerme 4.1.1. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Bu
durumda yatay ve dikey distribüsyonlar J1 invaryanttır.(Watson 1976)
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İspat: W ∈ KerF∗ olsun.

F∗ ◦ J1W = J2 ◦ F∗W = 0

F∗W = 0 olduğundan F∗ ◦ J1W = 0’ dır. Buradan J1W dikey vektör alanıdır. W ∈
KerF∗, X ∈ (KerF∗)

⊥ için hemen hemen Hermityen manifoldun tanımı kullanılırsa

g1(J1X,W ) = −g1(X, J1W )

dir. Buradan g1(J1X,W ) = 0 elde edilir. W ∈ KerF∗ olduğundan J1X ∈ (KerF∗)
⊥

dir. O halde dikey ve yatay distribüsyonlar J1 invaryanttır.

Önerme 4.1.2. F : M2m
1 −→ M2n

2 bir hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Bu
durumda F nin lifleri 2(m− n) boyutlu hemen hemen Hermityen manifoldlardır.(Watson
1976)

İspat Lifleri F̂ ile gösterelim. BoyF̂ = 2(m − n) = 2r olur. Burada r = m − n dir.
(F̂ 2r, ĝ) üzerinde J1 = Ĵ ve g1|F̂ = ĝ değişimi yapalım.
(Ĵ , ĝ) ikilisi hemen hemen Hermityen yapıdır. U ∈ (KerF∗) için

J2
1U = J2U = −U

⇒ Ĵ2 = −I
olur. Diğer taraftan V ∈ (KerF∗) için

g1(ĴV, ĴU) = g1(V, Ĵ
2U) = −g1(V,−U) = g1(V, U)

elde edilir. O halde lifler M1 in hemen hemen Hermityen altmanifoldlarıdır.

Teorem 4.1.1. F : M1 −→ M2 hemen hemen Hermityen submersiyonu verilsin. F̂ lifi,
M1’ nin altmanifoldu olmak üzere eğer

M1 =


a)Quasi Kähler

b)Hemen hemen Kähler
c)Hemen hemen Tachibana ise
d) Kähler
e) Hermityen

F̂ =


a)Quasi Kähler

b)Hemen hemen Kähler
c)Hemen hemen Tachibana
d) Kähler
e) Hermityen

dir.(Watson 1976)

İspat Önerme 3.3.1’den açıktır.

Teorem 4.1.2. F : M1 −→M2 hemen hemen Hermityen submersiyonu verilsin.Eğer

M1 =


a)Quasi Kähler
b)Hemen hemen Kähler
c)Hemen hemen Tachibana ise
d) Kähler
e) Hermityen

M2 =


a)Quasi Kähler

b)Hemen hemen Kähler
c)Hemen hemen Tachibana
d) Kähler
e) Hermityen

dir.(Watson 1976)
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İspat

a) M1 quasi-Kähler manifold olduğundan

X, Y ∈ χh(M1) için (∇1
XJ1)Y + (∇1

J1X
J1)J1Y = 0 dır.

F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗ eşitliği kullanılarak her iki tarafa F∗ uygulanırsa

F∗(∇1
XJ1)Y + F∗((∇1

J1X
J1)J1Y ) = 0

ve

(∇1
F∗XF∗J1)F∗Y + (∇1

F∗J1XF∗J1)F∗J1Y = 0

olur. Önerme 3.2.1 (c) kullanılırsa

(∇1
F∗XF∗J1)F∗Y + (∇1

F∗J1XF∗J1)F∗J1Y = (∇2
X∗J2F∗)Y∗ + (∇2

J2F∗XJ2F∗)J2F∗Y

(∇1
F∗XF∗J1)F∗Y + (∇1

F∗J1XF∗J1)F∗J1Y = F∗(∇2
XJ2)Y + F∗(∇2

J2X
J2)J2Y

⇒ F∗(∇1
XJ1)Y + F∗(∇1

J1X
J1)J1Y = F∗(∇2

XJ2)Y + F∗(∇2
J2X

J2)J2Y = 0

dır.
Eğer M1 bir quasi-Kähler manifold ise o zaman M2 de bir quasi-Kähler manifold
olur.

b) M1 bir hemen hemen Kähler manifold olduğundan dΦ1 = 0 dır.
X, Y, Z ∈ χh(M1)için

3dΦ1(X, Y, Z) = X(Φ1(Y, Z))− Y (Φ1(X,Z)) + Z(Φ1(X, Y ))

− Φ1([X, Y ] , Z) + Φ1([X,Z] , Y )− Φ1([Y, Z] , X) = 0

olur. Temel 2-formun tanımı kullanılırsa

3dΦ1(X, Y, Z) = Xg1(Y, J1Z)− Y g1(X, J1Z)) + Zg1(X, J1Y ))

− g1([X, Y ] , J1Z) + g1([X,Z] , J1Y )− g1([Y, Z] , J1X) = 0

olur. F bir Riemann submersiyonu olduğu göz önüne alınır ve Önerme 3.2.1 (a) ve
(b) şıkları kullanılırsa

3dΦ1(X, Y, Z) = X∗g2(Y∗, F∗J1Z)− Y∗g2(X∗, F∗J1Z)) + Z∗g2(X∗, F∗J1Y ))

− g2([X∗, Y∗] , F∗J1Z) + g2([X∗, Z∗] , F∗J1Y )

− g2([Y∗, Z∗] , F∗J1X) = 0

elde edilir. Ayrıca F∗J1 = J2F∗ eşitliği kullanılırsa

3dΦ1(X, Y, Z) = X∗g2(Y∗, J2F∗Z)− Y∗g2(X∗, J2F∗Z)) + Z∗g2(X∗, J2F∗Y ))

− g2([X∗, Y∗] , J2F∗Z) + g2([X∗, Z∗] , J2F∗Y )

− g2([Y∗, Z∗] , J2F∗X) = 0
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3dΦ1(X, Y, Z) = X∗g2(Y∗, J2Z∗)− Y∗g2(X∗, J2Z∗)) + Z∗g2(X∗, J2Y∗))

− g2([X∗, Y∗] , J2Z∗) + g2([X∗, Z∗] , J2Y∗)

− g2([Y∗, Z∗] , J2X∗) = 0

3dΦ1(X, Y, Z) = X∗(Φ
2(Y∗, Z∗))− Y∗(Φ2(X∗, Z∗)) + Z∗(Φ

2(X∗, Y∗))

− Φ2([X∗, Y∗] , Z∗) + Φ2([X∗, Z∗] , Y∗)

− Φ2([Y∗, Z∗] , X∗) = 0

elde edilir. Bu, M1 bir hemen hemen Kähler manifold ise o zaman M2 nin de bir
hemen hemen Kähler manifold olduğunu gösterir.

c) M1 hemen hemen Tachibana manifold olduğundan∇1
XJ1(X) = 0 dır.

X ∈ χh(M1) için ∇1
XJ1(X) = ∇1

XJ1X − J1∇1
XX = 0

dır.
F∗(∇1

XJ1(X)) = F∗(∇1
XJ1X)− F∗(J1∇1

XX) = 0

Her iki tarafa F∗ uygulanmıştır. F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗ eşitliği kullanılırsa

F∗(∇1
XJ1(X)) = ∇1

F∗XF∗J1X − J2F∗(∇
1
XX) = 0

olur. Önerme 3.2.1 (c) kullanılırsa M1 ait∇1 konneksiyonu M2 de ∇2 ye dönüşür.

F∗(∇1
XJ1(X)) = ∇2

X∗J2F∗X − J2∇
2
F∗XF∗X

F∗(∇1
XJ1(X)) = ∇2

X∗J2X∗ − J2∇
2
X∗X∗

F∗(∇1
XJ1(X)) = ∇2

X∗J2(X∗) = 0

X∗ ∈ χ(M2) olduğundan F∗(∇1
XJ1(X)) = F∗(∇2

XJ2(X)) dır.

Eğer M1 bir Tachibana manifold ise o zaman M2 de bir Tachibana manifold olur.

d) M1 bir Kähler manifold olduğundan ∇1J1 = 0 dır.

X, Y ∈ χh(M1)için (∇1
XJ1)Y = ∇1

XJ1Y − J1∇1
XY = 0

dır.
F∗((∇1

XJ1)Y ) = F∗(∇1
XJ1Y )− F∗(J1∇1

XY ) = 0

Her iki tarafa F∗ uygulanmıştır.

F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗ eşitliği kullanılırsa

F∗((∇1
XJ1)Y ) = ∇1

F∗XF∗J1Y − J2F∗∇
1
XY = 0

olur. Önerme 3.2.1 (c) kullanılırsa M1 ait∇1 konneksiyonu M2 de∇2 ye dönüşür.

F∗((∇1
XJ1)Y ) = ∇2

X∗J2F∗Y − J2∇
2
F∗XF∗Y = 0

F∗((∇1
XJ1)Y ) = ∇2

X∗J2Y∗ − J2∇
2
X∗Y∗ = (∇2

X∗J2)Y∗ = 0

X∗, Y∗ ∈ χ(M2) olduğundan F∗((∇1
XJ1)Y ) = F∗((∇2

XJ2)Y ) dır.

Eğer M1 bir Kähler manifold ise o zaman M2 de bir Kähler manifold olur.
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e) M1 bir Hermityen manifold olduğundan NJ1(X, Y ) = 0 dır.
X, Y ∈ χh(M1) için

NJ1(X, Y ) = J2
1 [X, Y ] + [J1X, J1Y ]− J1[J1X, Y ]− J1[X, J1Y ]

dır. F∗ uygulanırsa

NJ1(X, Y ) = −[X∗, Y∗] + [F∗J1X,F∗J1Y ]− F∗J1[J1X, Y ]− F∗J1[X, J1Y ] = 0

olur. F∗ ◦ J1 = J2 ◦ F∗ eşitliği kullanılırsa

NJ1(X, Y ) = −[X∗, Y∗] + [J2F∗X, J2F∗Y ]− J2[F∗J1X,F∗Y ]− J2[F∗X,F∗J1Y ] = 0

NJ1(X, Y ) = −[X∗, Y∗] + [J2F∗X, J2F∗Y ]− J2[J2F∗X,F∗Y ]− J2[F∗X, J2F∗Y ] = 0

NJ1(X, Y ) = −[X∗, Y∗] + [J2X∗, J2Y∗]− J2[J2X∗, Y∗]− J2[X∗, J2Y∗] = 0

NJ1(X, Y ) = NJ2(X∗, Y∗) = 0

olur. Eğer M1 bir Hermityen manifold ise o zaman M2 de bir Hermityen manifold-
dur.

Şimdi M1 üzerindeki hemen hemen Hermityen yapıya yerleştirilen T ve A nın
kısıtlaması incelenmeye başlanabilir.

Teorem 4.1.3. F : M1 −→ M2 bir quasi-Kähler submersiyon; V , W dikey vektörler ve
X , Y yatay vektörleri verilsin(Watson 1976). Bu durumda

a) TV JW = TJVW

b) TJVX = −JTVX

c) AXJX = 0

d) AXJY = −AY JX
dır.

İspat

a) Önerme 3.3.2 den

TVW + TJV JW = 0

W yerine JW alalım.

TV JW + TJV J
2W = TV JW + TJV−W = TV JW − TJVW = 0

TV JW = TJVW

olur.
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b) V,W ∈ χv(M1), X ∈ χh(M1) için

g1(TJVX,W ) = −g1(TJVW,X)

olur. a) şıkkını kullanılırsa

g1(TJVX,W ) = −g1(TV JW,X)

olur. T anti-simetrik bir operatör olduğundan

g1(TJVX,W ) = +g1(TVX, JW )

dır. Hermityen manifoldun tanımını kullanırsak

g1(TJVX,W ) = −g1(JTVX,W )

olur. Buradan
TJVX = −JTVX

elde edilir.

c) Quasi-Kähler manifoldun tanımından

(∇XJ)Y + (∇JXJ)JY = 0

dır. Y yerine X alınırsa

(∇XJ)X + (∇JXJ)JX = 0

∇XJX − J∇XX +∇JXJ
2X − J∇JXJX = 0

∇XJX − J∇XX −∇JXX − J∇JXJX = 0

AXJX − JAXX − AJXX − JAJXJX = 0

AXJX − AJXX = JAXX + JAJXJX

AXX = 0, AJXJX = 0 olduğundan

AXJX − AJXX = J(AXX + AJXJX)

AXJX − AJXX = 0
olur. A anti-simetrik olduğundan

AXJX + AXJX = 0

2AXJX = 0, AXJX = 0

olur.
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d) c) den yararlanılarak
AXJX = 0

X yerine X + Y yazılırsa

AX+Y J(X + Y ) = 0

AX+Y J(X + Y ) = 0

⇒ AXJ(X + Y ) + AY J(X + Y ) = 0

⇒ AXJX + AXJY + AY JX + AY JY = 0

c) kullanılırsa

AXJX + AXJY + AY JX + AY JY = 0

AXJY + AY JX = 0

AXJY = −AY JX
elde edilir.

Teorem 4.1.4. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Tachibana submersiyon olsun. Tüm
V,W dikey vektörleri ve X yatay vektörü için

a) TV JW = JTVW

b) TJVW = JTVW

c) TV JX = JTVX dır(Watson 1976).

İspat:

a) Lemma 3.2.1 (a) şıkkını kullanılırsa

TV JW = ∇V JW − ∇̂V JW

TV JW = ∇V J(W ) + J∇VW − ∇̂V J(W )− J∇̂VW = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

J(∇VW − ∇̂VW ) = JTVW

olur. Burada W yerine V yazıldığında Tachibana manifoldunu sağladığı kolayca
görülür.

b) T simetrik olduğundan
TJVW = TWJV

olur. Burada a) kullanılırsa
TJVW = JTWV

elde edilir. T simetrik olduğundan

TJVW = JTVW

olur. Burada W yerine V yazıldığında Tachibana manifoldunu sağladığı kolayca
görülür.
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c) Lemma 3.2.1 (b) şıkkını kullanılırsa

TV JX = ∇V JX − h∇V JX

TV JX = ∇V J(X) + J∇VX − h∇V J(X)− Jh∇VX = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

J(∇VX − h∇VX) = JTVX

olur. TV JX = JTVX sağladığı açıktır.

Teorem 4.1.5. F : M1 −→M2 bir Kähler submersiyon olsun. V dikey vektör ve X ve Y
yatay vektör alanları için

a) AXJY = JAXY

b) AJXY = JAXY

c) AXJY = AJXY

d) AXJX = 0

e) AXJV = JAXV

f) AJXJY = JAJXY dır.

İspat

a) Kähler manifoldun tanımından ∇J = 0 dır.

(∇XJ)Y = 0

∇XJY − J∇XY = 0

Lemma 3.2.1 (e) kullanılırsa

AXJY + h∇XJY = J(AXY + h∇XY )

AXJY + h∇XJY = JAXY + Jh∇XY

Yatay ve dikey bileşenlerin birbirine eşitliğinden

AXJY = JAXY

elde edilir.

b) A alterleyen olduğundan
AJXY = −AY JX

dır. a) kullanılırsa
AJXY = −JAYX

olur. A nın alterleyen özelliğini tekrar kullanılırsa

AJXY = JAXY

dır.
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c) a) ve b) den

AXJY = AJXY

dir.

d) c) de Y yerine X yazılırsa

AXJY = AJXY ⇒ AXJX = AJXX

A nın alterleyen özelliğini kullanılırsa

AXJX = −AXJX ⇒ 2AXJX = 0

AXJX = 0

elde edilir.

e) Kähler manifoldun tanımından ∇J = 0 dır. Böylece

(∇XJ)V = 0

∇XJV − J∇XV = 0

dir. Lemma 3.2.1 (d) kullanılırsa

AXJV + v∇XJV = J(AXV + v∇XV )

AXJV + v∇XJV = JAXV + Jv∇XV

Yatay ve dikey bileşenlerin birbirine eşitliğinden

AXJV = JAXV

elde edilir.

f) Kähler manifoldun tanımından ∇J = 0 dır.

(∇JXJ)Y = 0

∇JXJY − J∇JXY = 0

Lemma 3.2.1 (d) kullanılırsa

AJXJY + h∇JXJY − J(AJXY + h∇JXY ) = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

AJXJY − JAJXY = 0

AJXJY = JAJXY

elde edilir.

Teorem 4.1.6. F : M1 −→ M2 bir Kähler submersiyon olsun. U ve V dikey vektör
alanları ve X yatay vektör alanı olsun. Bu durumda
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a) TUJV = JTUV (Watson 1976)

b) TJUV = JTUV

c) TUJV = TJUV

d) TUJX = JTUX(Watson 1976)

e) TJUX = JTUX
dır.

İspat

a) M1 bir Kähler manifold olduğundan∇J = 0 dır.

(∇UJ)V = 0

∇UJV − J∇UV = 0

Lemma 3.2.1 (a) kullanılırsa

TUJV + ∇̂UJV − JTUV − J∇̂UV = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

TUJV − JTUV = 0

TUJV = JTUV

elde edilir.

b) T simetrik olduğundan
TJUV = TV JU

olur. a) kullanılırsa
TJUV = JTVU

T ’nin simetriklik özelliği tekrar kullanılırsa

TJUV = JTUV

elde edilir.

c) a) ve b) den
TUJV = TJUV

dır.

d) M1 bir Kähler manifold olduğu için∇J = 0 dır.

(∇UJ)X = 0

∇UJX − J∇UX = 0
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Lemma 3.2.1 (b) kullanılırsa

TUJX + h∇UJX − JTUX − Jh∇UX = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

TUJX − JTUX = 0

TUJX = JTUX

elde edilir.

e) Benzer şekilde elde edilir.

Teorem 4.1.7. F : M1 −→ M2 bir nearly-Kähler submersiyon olsun. U dikey vektör
alanı ve X yatay vektör alanı olsun. Bu durumda

a) TUJU = JTUU

b) TJUU = JTUU

c) TUJU = TJUU

d) AXJX = JAXX

e) AJXX = JAXX

f) AXJX = AJXX

g) AXJX = 0 dır.

İspat

a) M1 bir nearly-Kähler manifold olduğundan ∇J = 0 dır.

(∇UJ)U = 0

∇UJU − J∇UU = 0

Lemma 3.2.1 (a) kullanılırsa

TUJU + ∇̂UJU − JTUU − J∇̂UU = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

TUJU − JTUU = 0

TUJU = JTUU

elde edilir.
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b) T simetrik olduğundan
TJUU = TUJU

dır. a) kullanılırsa

TJUU = JTUU

elde edilir.

c) a) ve b) den
TUJU = TJUU

dır.

d) M1 bir nearly-Kähler manifold olduğu için∇J = 0 dır.

(∇XJ)X = 0

∇XJX − J∇XX = 0

Lemma 3.2.1 (e) kullanılırsa

AXJX + h∇XJX − JAXX + Jh∇XX = 0

Yatay ve dikey bileşenlerin ayrı ayrı sıfıra eşitliğinden

AXJX − JAXX = 0

AXJX = JAXX

elde edilir.

e) A alterleyen olduğundan
AJXX = −AXJX

d) kullanılırsa
AJXX = −JAXX

olur. A ’nın alterleyen özelliği tekrar kullanılırsa

AJXX = JAXX

dır.

f) e) ve d) den
AXJX = AJXX

olur.

g) f) kullanılırsa
AXJX = AJXX

dır. A alterleyen olduğundan

AXJX = −AXJX

33
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olur. Buradan

AXJX + AXJX = 0

2AXJX = 0

AXJX = 0 elde edilir.

Teorem 4.1.8. F : M1 −→ M2 bir Kähler submersiyon olsun. X temel vektör alanı, U
dikey vektör ve Y yatay vektör alanı olsun. Bu durumda yatay distribüsyon integrallene-
bilirdir(Watson 1976).

İspat Teorem 4.1.5 (c) kullanılırsa

g(AJXY, U) = g(AXJY, U)

A antisimetrik operatör olduğundan

g(AJXY, U) = −g(AXU, JY )

olur. Diğer taraftan Lemma 3.2.1 (c)’den

g(AJXY, U) = −g(h∇UX, JY )

elde edilir. Hermityen manifoldun tanımı kullanılırsa

g(AJXY, U) = g(Jh∇UX, Y )

olur. Kähler manifoldun tanımına göre düzenlenirse

g(AJXY, U) = g(∇UJX, Y )

elde edilir. Lemma 3.2.1 (c) tekrar kullanılırsa

g(AJXY, U) = g(∇JXU, Y )

g(AJXY, U) = g(AJXU, Y ) = −g(AJXY, U)

g(2AJXY, U) = 0

U sıfırdan farklı olmalı o yüzden 2AJXY = 0 olmak zorundadır.

AJXY = 0, A = 0

dır. O halde yatay distribüsyon integrallenebilirdir.

Teorem 4.1.9. F : M1 −→M2 bir hemen hemen Kähler submersiyon olsun. Bu durumda
yatay distribüsyon integrallenebilirdir.
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İspat: M1 bir hemen hemen Kähler manifold olduğundan dΦ1 = 0,X ve Y temel vektör
(yatay) alanları, V dikey vektör alanı için

3dΦ1(X, Y, V ) = X(Φ1(Y, V ))− Y (Φ1(X, V )) + V (Φ1(X, Y ))

− Φ1([X, Y ] , V ) + Φ1([X, V ] , Y )− Φ1([Y, V ] , X) = 0

olur.
Temel 2-formun tanımı göz önüne alınırsa

⇒ Xg1(Y, J1V )− Y g1(X, J1V )) + V g1(X, J1Y ))

− g1([X, Y ] , J1V ) + g1([X, V ] , J1Y )− g1([Y, V ] , J1X) = 0

olur. E ∈ χ(M) için, [V,E] ∈ χv(M1) olduğundan

Xg1(Y, J1V ), Y g1(X, J1V ), g1([X, V ] , J1Y ), g1([Y, V ] , J1X)

sıfırlanacaktır. Buradan,

V g1(X, J1Y )− g1([X, Y ] , J1V ) = 0

V g1(X, J1Y ) = g1([X, Y ] , J1V )

olur. Şimdi sol tarafın sıfır olduğu gösterilir.

V g1(X, J1Y )) = g1(∇VX, J1Y ) + g1(∇V J1Y,X)

dır. X ve Y vektör alanları temel olduğundan

V g1(X, J1Y )) = g1(AXV, J1Y ) + g1(AJ1Y V,X)

olur. A antisimetrik bir operatör olduğundan

V g1(X, J1Y )) = −g1(AXJ1Y, V )− g1(AJ1YX, V )

V g1(X, J1Y )) = g1(AJ1YX, V )− g1(AJ1YX, V ) = 0

olur. Buradan
V g1(X, J1Y )) = 0

elde edilir. Böylece,

V g1(X, J1Y )) = g1([X, Y ] , J1V )

g1([X, Y ] , J1V ) = 0

g1(2AXY, J1V ) = 0

olur. J1V sıfırdan farklı olacağından 2AXY = 0 olacaktır. Buradan A = 0 dır. O halde,
yatay distribüsyonlar integrallenebilirdir.

Teorem 4.1.10. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Kähler submersiyon olsun. Bu du-
rumda liflerin total geodezik olması için gerek ve yeter şart X ∈ χh(M1) için LXJ1 = 0
olması gerekir.
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İspat: M1 bir hemen hemen Kähler manifold olduğundan dΦ1 = 0, X yatay vektör
alanı, V , W dikey vektör alanları olsun.

3dΦ1(W,J1V,X) = 0

⇒ W (Φ1(J1V,X))− J1V (Φ1(W,X)) +X(Φ1(W,J1V ))

− Φ1([W,J1V ] , X) + Φ1([W,X] , J1V )− Φ1([J1V,X] ,W ) = 0

olur.
Temel 2-formun tanımı kullanılırsa

⇒ Wg1(J1V, J1X)− J1V g1(W,J1X)−Xg1(W,V )

− g1([W,J1V ] , J1X)− g1([W,X] , V )− g1([J1V,X] , J1W ) = 0

E ∈ χ(M1) için, [V,E] ∈ χv(M1) olduğundan

Wg1(J1V, J1X), J1V g1(W,J1X), g1([W,J1V ] , J1X)

terimleri sıfır olur. Buradan

Xg1(W,V ) + g1([W,X] , V ) + g1([J1V,X] , J1W ) = 0

elde edilir. Riemann konneksiyonunun 5. ve 6. şartından

g1(∇XW,V ) + g1(∇XV,W ) + g1(∇WX, V )− g1(∇XW,V ) + g1([J1V,X] , J1W ) = 0

g1(∇XV,W ) + g1(∇WX, V ) + g1([J1V,X] , J1W ) = 0

dır. Riemann konneksiyonun 5. şartından

g1([X, V ] ,W ) + g1(∇VX,W ) + g1(∇WX, V ) + g1([J1V,X] , J1W ) = 0

elde edilir. Hermityen manifoldların tanımına ve Lemma 3.2.1 (b)’ ye göre eşitlik düzen-
lenlenirse

g1(J1 [X, V ] , J1W ) + g1(TVX,W ) + g1(TWX, V ) + g1([J1V,X] , J1W ) = 0

olur. T antisimetrik operatör olduğundan

g1(J1 [X, V ]− [X, J1V ] , J1W )− g1(TVW,X)− g1(TWV,X) = 0

g1(J1 [X, V ]− [X, J1V ] , J1W )− 2g1(TWV,X) = 0

olur. Buradan M1 hemen hemen kompleks manifold ve ∀X ∈ χ(M1) için LXJ1 = 0 ile
başka bir deyişle

(LXJ1)V = LXJ1V − J1LXV = [X, J1V ]− J1 [X, V ]

şeklinde tanımlı olduğundan

−g1((LXJ1)V, J1W )− 2g1(TWV,X) = 0

elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.
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4.2 Hemen Hemen Hermityen Submersiyonlar İçin Eğrilik İlişkileri

Tanım 4.2.1. (M, g, J) bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. Sıfırdan farklıE,F ∈
χ(M) için holomorfik bi-kesit eğriliği

B(E,F ) = ‖E‖−2‖F‖−2g(R(E, JE)F, JF )

ile tanımlanır (Watson 1976).

Tanım 4.2.2. Sıfırdan farklı E ∈ χ(M) için holomorfik kesit eğriliği

H(E) = B(E,E)

ile tanımlanır(Watson 1976).

Teorem 4.2.1. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Hermityen submersiyonu olsun, X ve
Y ortonormal yatay vektörler, W ve V dikey ortonormal vektörleri verilsin. Bu durumda
holomorfik bi-kesit eğriliği aşağıdaki denklemleri sağlar(Watson 1976).

a)

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TJVW )− g(TVW,TJV JW )

b)

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(TJVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

c)

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)− {2g(AXJX,AY JY )− g(AJXY,AXJY )

− g(AYX,AJXJY )}

dır.

İspat:

a) Tanım 4.2.1. den
B(V,W ) = g(R(V, JV )W,JW )

olur. Burada

R(V, JV )W = ∇V∇JVW −∇JV∇VW −∇[V,JV ]W

alınır. Lemma 3.2.1 de (a) kullanılırsa

R(V, JV )W = ∇V (TJVW + v∇̂JVW )−∇JV (TVW + v∇̂VW )

− v(∇̂[V,JV ]W )− h(∇̂[V,JV ]W )
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R(V, JV )W = ∇V TJVW +∇V v∇̂JVW −∇JV TVW −∇JV v∇̂VW

− v(∇̂[V,JV ]W )− h(∇̂[V,JV ]W )

Lemma 3.2.1 de (a) tekrar kullanılırsa

R(V, JV )W = TV TJVW + ∇̂V TJVW + TV v∇̂JVW + v∇̂V v∇̂JVW

− TJV TVW − ∇̂JV TVW − TJV v∇̂VW − v∇̂JV v∇̂VW

− v(∇̂[V,JV ]W )− h(T[V,JV ]W )

elde edilir. Buradan

R(V, JV )W = R̂(V, JV )W + TV TJVW + ∇̂V TJVW + TV v∇̂JVW

− TJV TVW − ∇̂JV TVW − TJV v∇̂VW

− h(T[V,JV ]W )

olur. JW ile iç çarpıma tabi tutulursa

B(V,W ) = (R̂(V, JV )W,JW ) + g(TV TJVW,JW )− g(TJV TVW,JW )

olur.
B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV TJVW,JW )− g(TJV TVW,JW )

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TJVW )− g(TVW,TJV JW )

dır.

b) Benzer şekilde ispat yapılır.

c) Tanım 4.2.1’ den
B(X, Y ) = g(R(X, JX)Y, JY )

olur.
R(X, JX)Y = ∇[X,JX]Y +∇JX∇XY −∇X∇JXY

alınır.∇[X,JX]Y dikey kabul edelim. Denklemdeki terimlerden herbiri ayrı ayrı bu-
lunur. Lemma 3.2.1(b)’ den

∇[X,JX]Y = h∇[X,JX]Y + T[X,JX]Y (4.1)
∇[X,JX]Y = ∇AXJX−AJXXY + T[X,JX]Y (4.2)
∇[X,JX]Y = 2∇AXJXY + T[X,JX]Y (4.3)
∇[X,JX]Y = 2∇YAXJX + T[X,JX]Y (4.4)

Lemma 3.2.1 (e) ’ den

∇JX∇XY = AJXAXY + v∇JXAXY + AJXh∇XY + h∇JXh∇XY (4.5)
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Lemma 3.2.1 (e) ’ den

∇X∇JXY = AXAJXY + v∇XAJXY + AXh∇JXY + h∇Xh∇JXY (4.6)

h [X, JX] = 0 olduğundan ∇′[X,JX]Y = 0 ’ dır.

(4.4), (4.5), (4.6) denklemleri yerlerine yazılırsa ve JY ile iç çarpıma tabi tutulursa

B(X, Y ) = g(R(X, JX)Y, JY )

B(X, Y ) = g(2∇YAXJX, JY ) + g(T[X,JX]Y, JY ) + g(AJXAXY, JY )

+ g(v∇JXAXY, JY ) + g(AJXh∇XY, JY ) + g(h∇JXh∇XY, JY )

− g(AXAJXY, JY )− g(v∇XAJXY, JY )− g(AXh∇JXY, JY )

− g(h∇Xh∇JXY, JY )

olur. Buradan,

g(T[X,JX]Y, JY ), g(v∇JXAXY, JY ), g(AJXh∇XY, JY ), g(v∇XAJXY, JY ),

g(AXh∇JXY, JY ) terimleri sıfır olur.

B(X, Y ) = g(2∇YAXJX, JY ) + g(AJXAXY, JY ) + g(h∇JXh∇XY, JY )

− g(AXAJXY, JY )− g(h∇Xh∇JXY, JY )

olur.

B(X, Y ) = g(2∇YAXJX, JY ) + g(AJXAXY, JY )− g(AXAJXY, JY )

+ g(h∇JXh∇XY, JY )− g(h∇Xh∇JXY, JY )

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)+g(2∇YAXJX, JY )+g(AJXJY,AXY )−g(AXJY,AJXY )
elde edilir.

Teorem 4.2.2. F : M1 −→ M2 bir quasi-Kähler submersiyon olsun. X ve Y ortonor-
mal yatay, W ve V ortonormal dikey vektörleri verilsin. Bu durumda holomorfik bi-kesit
eğriliği aşağıdaki denklemleri sağlar(Watson 1976).

a)

B(V,W ) = B̂(V,W ) + ‖TV JW‖2 + ‖TVW‖2

b)

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− 2g(TVX,TJV JX)

c)

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) + ‖AXJY ‖2 + ‖AXY ‖2

dır.
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İspat:

a) Teorem 4.2.1 (a)’den

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TJVW )− g(TVW,TJV JW )

’dir. Teorem 4.1.3 (a) kullanılırsa

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TV JW )− g(TVW,TV J(JW ))

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TV JW )− g(TVW,−TVW )

olur. Buradan

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TV JW ) + g(TVW,TVW )

B(V,W ) = B̂(V,W ) + ‖TV JW‖2 + ‖TVW‖2

elde edilir.

b) Teorem 4.2.1 (b) den

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(TJVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

dir.

Teorem 4.1.3 (b) kullanılırsa

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(−JTVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

olur. Buradan

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(TVX,−JTV JX)− g(TVX,TJV JX)

elde edilir. Teorem 4.1.3 (b) tekrar kullanılırsa

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− g(TVX,TJV JX)− g(TVX,TJV JX)

olur.

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− 2g(TVX,TJV JX)

elde edilir.
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c) Teorem 4.2.1 (c) den

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)− 2g(AXJX,AY JY ) + g(AJXY,AXJY )

+ g(AYX,AJXJY )

dir. Teorem 4.1.3 (d) kullanılarak denklem yeniden düzenlenirse

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)− 2g(AXJX,AY JY ) + g(AJXY,−AY JX)

+ g(AYX,−AY J2X)

elde edilir. Teorem 4.1.3 (c) kullanılırsa

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) + g(AJXY,AJXY ) + g(AYX,AYX)

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) + g(AJXY,AJXY ) + g(−AXY,−AXY )

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) + g(AJXY,AJXY ) + g(AXY,AXY )

olur. Buradan

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) + ‖AXJY ‖2 + ‖AXY ‖2

dır.

Teorem 4.2.3. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Tachibana submersiyonu olsun, X
ortonormal yatay vektör, W ve V dikey ortonormal vektörleri verilsin. Bu durumda holo-
morfik bi-kesit eğriliği aşağıdaki denklemleri sağlar(Watson 1976).

a)

B(V,W ) = B̂(V,W ) + 2‖TVW‖2,

b)

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + 2‖TVX‖2

İspat:

a) Teorem 4.2.1 (a) den

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TJVW )− g(TVW,TJV JW )

dir. Teorem 4.1.3 (a) kullanılırsa

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TV JW )− g(TVW,TV J(JW ))

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TV JW )− g(TVW,−TVW )

olur. Buradan

B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TV JW ) + g(TVW,TVW )

B(V,W ) = B̂(V,W ) + ‖TV JW‖2 + ‖TVW‖2
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elde edilir. Teorem 4.1.4 (a) kullanılırsa

B(V,W ) = B̂(V,W ) + ‖JTVW‖2 + ‖TVW‖2

olur. Böylece

B(V,W ) = B̂(V,W ) + ‖TVW‖2 + ‖TVW‖2

B(V,W ) = B̂(V,W ) + 2‖TVW‖2

bulunur.

b) Teorem 4.2.1 (b) den

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(TJVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

dir. Teorem 4.1.3 (b) kullanılırsa

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(−JTVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

olur. Buradan

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + g(TVX,−JTV JX)− g(TVX,TJV JX)

elde edilir. Teorem 4.1.3 (b) tekrar kullanılırsa

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− g(TVX,TJV JX)− g(TVX,TJV JX)

olur.

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− 2g(TVX,TJV JX)

elde edilir. Teorem 4.1.4 (c) kullanılırsa

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− 2g(TVX, JTV JX)

olur. Teorem 4.1.4 (c) tekrar kullanılırsa

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V )− 2g(TVX, J
2TVX)

Buradan düzenlenirse

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV ) + g(AXV,AJXJV )

− g((∇JVA)XJX, V ) + 2‖TVX‖2

bulunur.

Teorem 4.2.4. F : M1 −→ M2 bir Kähler submersiyon olsun. V dikey ve X yatay
ortonormal birim vektörler olsun . Bu durumda, X ∈ χh(M1), V ∈ χv(M1) için

a) B(X, V ) = 2‖TVX‖2

b) B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) dır(Watson 1976).
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İspat:

a) F bir Kähler submersiyon olduğundan yatay distribüsyon integrallenebilirdir (A =
0).
Teorem 4.2.1(b) den

B(X, V ) = g((∇VA)XJX, JV )− g(AXJV,AJXV )

+ g(AXV,AJXJV )− g((∇JVA)XJX, V )

+ g(TJVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

B(X, V ) = g(TJVX,TV JX)− g(TVX,TJV JX)

elde edilir.

Teorem 4.1.6 (d) ve 4.1.6 (e) kullanılırsa

B(X, V ) = g(JTVX, JTVX)− g(TVX,−TVX)

olur. Hermityen manifoldun tanımını kullanırsak

B(X, V ) = g(TVX,TVX) + g(TVX,TVX)

B(X, V ) = 2‖TVX‖2

bulunur.

b) F bir Kähler submersiyon olduğundan yatay distribüsyon integrallenebilirdir (A =
0).
Teorem 4.2.1 (c)’ den

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)−2g(AXJX,AY JY ) + g(AJXY,AXJY ) + g(AYX,AJXJY )

olduğundan

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)

elde edilir. O halde,
M1 manifoldunun bi-kesit eğriliği M2 manifoldunun bi-kesit eğriliğine eşittir.

Teorem 4.2.5. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Hermityen submersiyonu, X yatay , V
dikey ortonormal birim vektörleri verilsin. Bu durumda

a) H(V ) = Ĥ(V ) + ‖TV JV ‖2 − g(TV V, TJV JV )

b) H(V ) = H∗(X∗)− 3‖AXJX‖2 olur(Watson 1976).
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İspat:

a) Teorem 4.2.1 (a) kullanılırsa
B(V,W ) = B̂(V,W ) + g(TV JW, TJVW )− g(TVW,TJV JW )

W yerine V yazılırsa

B(V, V ) = B̂(V, V ) + g(TV JV, TJV V )− g(TV V, TJV JV )

B(V, V ) = B̂(V, V ) + g(TV JV, TV JV )− g(TV V, TJV JV )

B(V, V ) = B̂(V, V ) + ‖TV JV ‖2 − g(TV V, TJV JV )

H(V ) = B(V, V ) olur.

H(V ) = Ĥ(V ) + ‖TV JV ‖2 − g(TV V, TJV JV )

olur.

b) Teorem 4.2.1 (c) kullanılırsa

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗)− 2g(AXJX,AY JY ) + g(AJXY,AXJY )

+ g(AYX,AJXJY )

olur. Y yerine X yazılırsa

B(X,X) = B∗(X∗, X∗)− 2g(AXJX,AXJX) + g(AJXX,AXJX)

+ g(AXX,AJXJX)

dır. A alterleyen olduğundan

B(X,X) = B∗(X∗, X∗)− 2g(AXJX,AXJX)− g(AXJX,AXJX)

+ g(AXX,AJXJX)

elde edilir..

AXX = 0, AJXJX = 0 olduğundan

B(X,X) = B∗(X∗, X∗)− 3g(AXJX,AXJX)

B(X,X) = B∗(X∗, X∗)− 3‖AXJX‖2

H(X) = B(X,X) olduğundan,

H(X) = H∗(X∗)− 3‖AXJX‖2

olur.

Teorem 4.2.5 uygulamalarından aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.1. F : M1 −→M2 bir hemen hemen Hermityen submersiyonu,X yatay vektör
alanı olsun. Bu durumda

H(X) 6 H∗(X∗)

dır(Watson 1976).

Teorem 4.2.6. F : M1 −→ M2 bir quasi-Kähler submersiyonu, X ve Y yatay , V ve W
dikey ortonormal vektörleri verilsin. Bu durumda

a) H(V ) = Ĥ(V ) + ‖TV V ‖2 + ‖TV JV ‖2

b) H(X) = H∗(X∗) dir(Watson 1976).
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İspat:

a) Teorem 4.2.2 (a) kullanılırsa

B(V,W ) = B̂(V,W ) + ‖TV JW‖2 + ‖TVW‖2

dır. W yerine V alınırsa

B(V, V ) = B̂(V, V ) + ‖TV JV ‖2 + ‖TV V ‖2

olur. H(V ) = B(V, V ) olduğundan

H(V ) = Ĥ(V ) + ‖TV JV ‖2 + ‖TV V ‖2

elde edilir.

b) Teorem 4.2.2 (c) kullanılırsa

B(X, Y ) = B∗(X∗, Y∗) + ‖AXJY ‖2 + ‖AXY ‖2

dir. Y yerine X yazılırsa

B(X,X) = B∗(X∗, X∗) + ‖AXJX‖2 + ‖AXX‖2

olur. Teorem 4.1.3 (c) den

AXX = 0, AXJX = 0 olduğundan

B(X,X) = B∗(X∗, X∗) + ‖AXJX‖2 + ‖AXX‖2

B(X,X) = B∗(X∗, X∗)

bulunur. H(X) = B(X,X) olduğu için

H(X) = H∗(X∗)

dir(Watson 1976).

Teorem 4.2.6 nin uygulamalarından aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.2.2. F : M1 −→M2 bir quasi-Kähler submersiyonu olsun. Bu durumda V dikey
vektör alanı için

H(V ) > Ĥ(V )

ve eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart liflerin total geodezik olmasıdır(Watson
1976).

Sonuç 4.2.3. F : M1 −→ M2 bir quasi-Kähler submersiyonu olsun. Bu durumda quasi-
Kähler submersiyon yatay holomorfik 2-düzlemler üzerinde holomorfik kesit eğriliğini
korur(Watson 1976).

Sonuç 4.2.4. F : M1 −→ M2 bir quasi-Kähler submersiyonu olsun. M1 manifoldunun
sabit holomorfik kesit eğriliğinin c olduğunu varsayalım. M2 manifoldunun sabit holo-
morfik kesit eğriliği de c olacaktır(Watson 1976).

Teorem 4.2.7. F : M1 −→ M2 bir hemen hemen Tachibana submersiyonu, X yatay , V
dikey ortonormal vektörleri verilsin. Bu durumda

H(V ) = Ĥ(V ) + 2‖TV V ‖2

olur(Watson 1976).
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İspat: Teorem 4.2.3 (a) kullanırsak

B(V,W ) = B̂(V,W ) + 2‖TVW‖2

olur. W yerine V yazarsak

B(V, V ) = B̂(V, V ) + 2‖TV V ‖2

dır. H(V ) = B(V, V ) olduğundan,

H(V ) = Ĥ(V ) + 2‖TV V ‖2

olur.

4.3 Kuaterniyonik Manifoldlar ve Submersiyonlar

Tanım 4.3.1. M , n boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olduğu varsayılsın. M üze-
rinde (1, 1) tipinde tensör alanlarını içeren 3-boyutlu V vektör demetinin olduğunu var-
sayalım. V ’ nin {J1, J2, J3} yerel bazı var ve öyleki ∀α ∈ {1, 2, 3} için

J2
α = −I, JαJα+1 = −Jα+1Jα = Jα+2

dir. O zaman V demetine M üzerinde bir hemen hemen kuaterniyonik yapı denir.
{J1, J2, J3}’e V ’nin kanonik bazı denir. (M,V ) ikilisine bir hemen hemen kuaterniyonik
manifold denir. Herhangi bir hemen hemen kuaterniyonik manifoldun 4 boyutlu olduğunu
görmek kolaydır. Yani n = 4m dir(Ianus ve ark. 2008).

Tanım 4.3.2. (M,V ) bir hemen hemen kuaterniyonik manifold, g de M üzerinde bir
Riemann metriği verilsin. Burada ∀X, Y ∈ χ(M) için

g(JαX, JαY ) = g(X, Y ), ∀α ∈ {1, 2, 3}

şartı sağlanıyorsa (M,V, g) üçlüsüne bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen mani-
fold denir(Ianus ve ark. 2008).

Tanım 4.3.3. Eğer V demeti g’nin ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel ise o za-
man (M,V, g) ’ye bir kuaterniyonik Kähler manifold denir.∇XJα = 0 olur. Denk olarak
aşağıdaki tanım verilebilir.
Yerel olarak tanımlanan ω1, ω2, ω3 1-formları var öyle ki ∀α ∈ {1, 2, 3} için

∇XJα = ωα+2(X)Jα+1 − ωα+1(X)Jα+2, X ∈ χ(M) (4.7)

dır(Ianus ve ark. 2008).

Tanım 4.3.4. (M1, V1, g1) ve (M2, V2, g2) iki hemen hemen kuaterniyonik Hermityen ma-
nifold olsun. Bir F : M1 −→ M2 dönüşümü X ∈ M1 noktasında herhangi bir J ∈ V1X
için J ′ ∈ V2F (X) var öyle ki

F∗ ◦ J = J ′ ◦ F∗
dır. Üstelik eğer herbir X ∈ M1 noktasında F bir (V1, V2)-holomorfik dönüşüm ise,bu
durumda F ’ ye bir (V1, V2)-holomorfik dönüşüm denir(Ianus ve ark. 2008).
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Tanım 4.3.5. (M1, V1, g1) ve (M2, V2, g2) iki hemen hemen kuaterniyonik Hermityen ma-
nifold olsun. F : M1 −→ M2 bir Riemann submersiyonu bir (V1, V2)-holomorfik dönü-
şüm ise F ’ ye kuaterniyonik submersiyon denir. Dahası eğer (M1, V1, g1) bir kuaterniyo-
nik Kähler manifold ise o zaman F ’ ye bir kuaterniyonik Kähler submersiyon denir(Ianus
ve ark. 2008).

Önerme 4.3.1. F : (M1, V1, g1) −→ (M2, V2, g2) bir kuaterniyonik submersiyon olsun.

a) F ’ den indirgenen yatay ve dikey distribüsyonlar ∀J ∈ V1X altında invariyanttır.

b) Lifler kuaterniyonik altmanifoldlardır(Ianus ve ark. 2008).

İspat:

a) F (V1, V2) holomorfik dönüşüm olduğundan, herhangi bir U dikey vektör alanı için

F∗ ◦ JαU = J ′α ◦ F∗U

olur. Buradan F∗U = 0 olduğundan F∗ ◦ (JαU) = 0 elde edilir. Böylece JαU bir
dikey vektör alanıdır. Jα(χv(M1)) ⊆ χv(M1) , ∀α ∈ {1, 2, 3}.
X yatay vektör alanı ve U dikey vektör alanı için

g(JαX,U) = −g(X, JαU) = 0

elde edilir. Böylece Jα(χh(M1)) ⊆ χh(M1), ∀α ∈ {1, 2, 3} . JαX yatay
vektör alanıdır. Dolayısıyla yatay ve dikey distribüsyonlar F -invaryanttır.

b) (a) dan dikey distribüsyon invaryanttır. Böylece dikey distribüsyonun diferensiyel-
lenebilir altmanifoldu olan lifler kuaterniyonik altmanifold olur.

Teorem 4.3.1. F : (M1, V1, g1) −→ (M2, V2, g2) bir kuaterniyonik Kähler submersiyon
olsun. (M2, V2, g2) bir kuaterniyonik Kähler manifolddur(Ianus ve ark. 2008)..

İspat Herhangi bir X, Y ∈ χ(M1) için F∗X = X∗, F∗Y = Y∗ olur. Burada X∗, Y∗ ∈
χ(M2) dir. M1 bir kuaterniyonik Kähler submersiyon olduğundan X, Y ∈ χh(M1) için

(∇XJα)Y = ∇XJαY − Jα∇XY

F∗((∇XJα)Y ) = F∗(∇XJαY )− F∗(Jα∇XY )

olur. Önerme 4.3.1 (a)’dan JαY ∈ χh(M1) olduğundan buradan

F∗((∇1
XJα)Y ) = F∗(h∇1

X(JαY ))− F∗(Jα(h∇1
XY ))

elde edilir.
∇1
XJαY ile ∇2

XJ
′
αY∗ vektör alanlarının F bağlı olduğunu kullanırsak

F∗((∇1
XJα)Y ) = ∇2F∗X(F∗(JαY ))− J ′αF∗(∇1

XY )

F∗((∇1
XJα)Y ) = ∇2F∗X(J ′αF∗Y )− J ′α(∇1F∗XF∗Y )

F∗((∇1
XJα)Y ) = ∇2

X∗(J ′αY∗)− J ′α(∇2
X∗Y∗)
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olur. Böylece

F∗((∇1
XJα)Y ) = (∇2

X∗J
′
α)Y∗ (4.8)

elde edilir. Yani (M1, V1, g1) bir kuaterniyonik Kähler manifold olduğundan (4.7) denk-
lemine sahibiz ve M2 üzerinde ω′1 , ω′2 , ω′3 1-formlarını tanımlayalım. X , M1 üzerindeki
temel tensör alanı M2 üzerindeki herhangi bir X∗ vektör alanı için (F∗X = X∗)

ω′α(X∗) = ωα(X) ∀α ∈ {1, 2, 3} (4.9)

dır.
(4.7) , (4.8) , (4.9) denklemlerinden ∀α ∈ {1, 2, 3} ve X∗ ,Y∗ ∈ χ(M2) için

(∇2
X∗J

′
α)Y∗ = ω′α+2(X∗)J

′
α+1Y∗ − ω′α+1(X∗)J

′
α+2Y∗

dır.

Teorem 4.3.2. F : (M1, V1, g1) −→ (M2, V2, g2) bir kuaterniyonik Kähler submersiyon
ise A = 0 dır(Ianus ve ark. 2008).

İspat: (4.7) denkleminden yatay distribüsyon invaryant olduğundan tümX, Y ∈ χh(M1)
ve U ∈ χv(M1) için

g1((∇XJα)Y, U) = g1(ωα+2(X)Jα+1Y − ωα+1(X)Jα+2Y, U) = 0

elde edilir. Böylece

g1(h(∇XJα)Y + v(∇XJα)Y, U) = 0

g1(v(∇XJα)Y, U) = 0

olur. U 6= 0 olduğundan v(∇XJα)Y = 0 ’dır. Diğer taraftan v(∇XJα)Y = 0 ise
v∇XJαY = vJα∇XY ’ dır. A yatay tensör alanının tanımından

AX(JαY ) = v(∇XJαY ) = v(Jα∇XY ) = JαAXY

dır. Bu yüzden ∀X, Y ∈ χh(M1) ve α ∈ {1, 2, 3} için

AXJαY = JαAXY

dır. Y = JαY alınırsa

AXJ
2
αY = JαAXJαY (4.10)

AX−Y = JαAXJαY (4.11)
AXY = −JαAXJαY (4.12)

elde edilir ve
AJαXY = −AY JαX = −JαAYX = JαAXY

dır. Burdan X = JαX alınırsa,

AJ2
αX
Y = JαAJαXY (4.13)

AXY = −JαAJαXY (4.14)
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bulunur. (4.12) ve (4.14) den

AXY = −J3AXJ3Y
AXY = −J3AX(J1J2Y )

AXY = −J3AJ1XJ2Y
AXY = −J3AJ2J1XY
AXY = J3AJ3XY

AXY = J2
3AXY

AXY = −AXY

AXY + AXY = 0⇒ 2AXY = 0⇒ AXY = 0

ise A = 0 dır. Teorem 4.3.2 den aşağıdaki sonuca varılır.

Sonuç 4.3.1. Eğer F : (M1, V1, g1) −→ (M2, V2, g2) bir kuaterniyonik Kähler submersi-
yon ise o zaman,yatay distribüsyon tamamen integrallenebilirdir(Ianus ve ark. 2008).

Örnek 4.3.1. (M1, V1, g1) bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen manifold ve TM1

tanjant demeti olsun. ∀A,B ∈ Γ(TM1) için

G(A,B) = g(KA,KB) + g′(F∗A,F∗B)

metriği ile tanımlansın. Burada F : TM1 −→ M1 doğal projeksiyon ve K bir konnek-
siyon dönüşümüdür. Eğer X ∈ Γ(TM1) ise o zaman X’ in yatay lifti (veya dikey lifti)
denilen TM1 üzerinde bir vektör alanı öyle ki ∀U ∈ TM1 için

F∗X
h
U = XF (U) F∗X

v
U = 0F (U)

KXh
U = 0F (U) KXv

U = XF (U)

dır. TM1 üzerinde J ′1, J
′
2, J

′
3 tensör alanlarını

J ′αX
h = (JαX)h, J ′αX

v = (JαX)v ∀α ∈ {1, 2, 3}

eşitlikleriyle tanımlanır. Burada {J1, J2, J3} V1 ’in kanonik yerel bazı olduğunda tanımlı-
yoruz. Buradan eğer {J ′1, J ′2, J ′3} tarafından oluşturulan TM1 üzerinden V2 vektör deme-
tini göz önüne alırsak aşağıdaki sonuç elde edilir.

Teorem 4.3.3. (M1, V1, g1) bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen manifold olsun(Ianus
ve ark. 2008). Bu durumda

(a) (TM1, V2, G) bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen manifolddur.

(b) F : TM1 −→M1 doğal projeksiyonu bir kuaterniyonik submersiyondur.
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4.ARAŞTIRMA BULGULARI

İspat

(a) Tüm α ∈ {1, 2, 3} için

J ′1J
′
2 = −J ′2J ′1 = J ′3 (J ′α)

2
= −I

ve
G(J ′αX, J

′
αY ) = G(X, Y )

G(X, Y ) = g1(KX,KY ) + g1(F∗X,F∗Y )

G(J ′αX, J
′
αY ) = g1(KJ

′
αX,KJ

′
αY ) + g1(F∗J

′
αX,F∗J

′
αY )

Buradan

G(J ′αX, J
′
αY ) = G(X, Y )

elde edilir. Böylece (TM1, V2, G) bir hemen hemen kuatreniyonik manifolddur.

(b)
F∗J

′
αX

v = F∗(JαX)v = 0 = JαF∗X
v

ve

F∗J
′
αX

h = F∗(JαX)h = JαX = JαF∗X
h

vardır. Buradan
F∗J

′
α = JαF∗

olur. Böylece ispat tamamlanır.
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Riemann submersiyonları üzerinde inşa edilen temel tensör ve yapılar ilk önce he-
men hemen Hermityen, Kähler, Hermityen, quasi-Kähler, nearly- Kähler, Tachibana ma-
nifoldlarına taşınmıştır. Bu submersiyonlarda Riemann submersiyonlarının eğrilik ilişki-
lerine ve tensörlerin integrallenebilirliğine benzer ilişkiler elde edilmiştir. Bununla birlikte
Riemann submersiyonlarındaki ilişkiler kuaterniyonik yapılara da taşınmıştır.
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Tezi,İnönü Üniversitesi.

Gündüzalp, Y. 2011. Çarpım Submersiyonlarının Geometrisi Üzerine. Doktora Tezi,İnönü
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