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OZET
HEMEN HEMEN HERMITYEN SUBMERSIYONLARIN GEOMETRISI UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZi
Pinar BARAN

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2018

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismidir ve bu bdliimde g¢esitli submersiyon konulari
ozellikle Hermityen submersiyonlarinin tarihi ve yapilan ¢alismalar verilmistir.

Ikinci béliimde, diger boliimlerde kullanilacak temel kavramlar, 6nerme ve
teoremlere yer verilmistir.

Uciincii béliimde submersiyonlar konusuna 6zellikle submersiyon ve Riemann
submersiyonun tanimlari, ozellikleri ve Orneklerine deginilmistir. Hemen hemen
Hermityen submersiyonlarin insasinda kullanilacak Riemann submersiyonlarin temel
tensorleri ve 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde hemen hemen Hermityen submersiyonlar calisilmistir.
Hemen hemen Hermityen submersiyonlar tanimlanmakta ve drnekler verilmektedir. Bu
submersiyonlarin 6zellikleri {izerinde yogunlasilmistir. Bununla birlikte kuaterniyonik
submersiyonlar iizerine c¢alisilmaktadir. Hemen hemen kuaterniyonik manifoldlar
tanimlanmistir. Kuaterniyonik submersiyonun 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boliimde tartisma ve sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen Hermityen manifoldlar, hemen hemen Hermityen
submersiyonlar, kuaterniyonik manifoldlar, kuaterniyonik submersiyonlar, Riemann
submersiyonlar.
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This graduate thesis consist of five chapters.

The first chapter is the introduction section and this chapter contains the history
of various topic of submersions particularly Hermitian submersions.

The second chapter includes basic concepts, propositions and theorems which
are going to be used in other parts.

In the third chapter, submersions in particular definitions, properties and
examples of submersions and Riemannian submermersions were mentioned. The basics
tensors and properties of Riemannian submersions that be used in the construct almost
Hermitian submersion were examined. Theorems that be used in the next chapter are
stated.

In the fourth chapter, almost Hermitian submersions were studied. Almost
Hermitian submersions were defined and examples were given. It was focused on
properties of this submersions. In addition that quaternionic submersions were studied.
The almost quaternionic manifolds were defined. The properties of quaternionic
submersions were examined.

In the fifth chapter, discussions and conclusions were taken.

Key Words: Almost Hermitian manifolds, almost Hermitian submersions, quaternionic
manifolds, quaternionic submersions, Riemannian submersions.



KISALTMA VE SIMGELER
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1. GIRIS

Manifoldlar diferensiyel geometride onemli ¢alisma alanlarindan biridir. Bir ma-
nifoldun geometrisi arastirilirken bir manifolddan digerine doniisiimler tanimlanmaktadir.
Bu doniisiimlerin en 6nemlileri immersiyon ve submersiyon doniisiimleridir.

Immersiyonlar kiiciik boyuttan daha yiiksek boyuta tanimlanirken, Riemann sub-
mersiyonlar bunun aksi sekilde tanimlanir. Izometrik immersiyonlarin submersiyonlar-
daki karsili81 olan Riemann submersiyonlar teorisine sirastyla O’Neill ve Gray tarafindan
giris yapildi. O zamandan beri Riemann submersiyonlarla ilgili bir¢cok yazar ¢alisma yap-
mistir(Gray 1967). Bu calismalardan bazilar1 hemen hemen Hermityen submersiyonlar
(Watson 1976), kuaterniyonik submersiyonlar (Ianus 2008), carpim submersiyonlarin ge-
ometrisi tizerine (Giindiizalp 2011) v.b. taginir.

1930 yilinda Schouten ve Dantzng’ 1n Riemann manifoldlar i¢in buldugu sonug-
lar1 Hermit olarak adlandirilan uzaya tagimasiyla kompleks manifoldlarla ilgili ¢aligmalar
baglar.

Hermityen submersiyonlar ilk defa Watson’in ¢alismalarinda kullanilir (Watson,
1976). (1,1) mertebeli J> = —1I saglayan hemen hemen kompleks manifoldlar iize-
rinde (M, g) Hermityen yap1 ve J tensoril yardimiyla da Kdhler manifold tanimlanir.
(M?™, g1, Jy) ve (M3", ga, Jo) hemen hemen Hermityen manifoldlar ' : M; — M, bir
diferensiyellenebilir orten doniistimii

a) F maksimal ranka sahiptir. (rankF, = boyM, = 2n dir)
b) F. tiirev doniisiimii yatay vektorlerin uzunlugunu korur.

C) F*OJ1:J20F*

sartlar1 sagliyorsa F”ye hemen hemen Hermityen submersiyonu (Holomorfik submersi-
yon) denir. Bu doniistimler kullanilarak cogunlukla her iki manifoldun da benzer yapida
oldugu goriiliir. Bu, doniisiimlerin yatay ve dikey distribiisyonlarinin invaryant kalmala-
rindan kaynaklanir.

Sahin, Hermityen manifoldlar iizerinde ¢alismalarda bulundu(Sahin, 2010). Giin-
diizalp, hemen hemen para-Hermityen submersiyonlar: lizerine ¢alismistir (Giindiizalp,
2016). Ianus, kuaterniyonik Kéhler manifoldlarda calismalarda bulundu (Ianus, 2008).

Bu caligmalar goz Oniine alinarak Hermityen manifoldlar, Kédhler manifoldlar,
quasi-Kihler manifoldlar, hemen hemen Hermityen manifoldlar, kuaterniyonik submer-
siyonlar tizerinde caligilmustir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliim iki alt boliime ayrilmistir. Birinci alt boliimde sonraki boliimlerde kul-
lanilacak gosterimlerin daha iyi anlagilmasi igin temel kavramlar verilmistir. ikinci alt
boliimde Riemann manifoldlari ve egriliklere yer verilmistir.

2.1 Temel Tanim ve Kavramlar

Tamm 2.1.1. M, diferensiyellenebilir bir manifold varsayilsin ve p € M verilsin.
C®(M,R) = (f|f:UcC My =R, feC>UU)

v, : C*(M;,R) — R
f= ()
déniigiimii V f, g € C(My,R) ve Yay, by € R igin
L vy(arf +big) = a1v,(f) + bivy(g)
2. vp(f.9) = fvp(g) + g.v,(f)

ozellikleri saglantyorsa v, ye My manifoldunun bir p € M, noktasindaki tanjant vektorii
denir ; p € M, noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi I}, M, ile gosterilir (O’Neill

1983).

Tamim 2.1.2. M, diferensiyellenebilir bir manifold ve p € M oldugu varsayalim.
D Tle X TpM1 — TpM1
(vp, wp) = (vp Bwy) : C°(M,R) — R
fo= (vp(f) ®wy(f)) = vp(f) +wp(f)

ve

®:Rx Tle — Tle
(a1, wp) = (a1 ©wp) : C*(M,R) — R
o= (e 0w)(f) = awy(f)

islemleri, (T,M, (R, +,.)®, ®) ile birlikte bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayina M’
nin p € M noktasindaki tanjant uzayt denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.3. E" iizerinde bir f : E™ — R reel fonksiyonu verilmis olsun. V' € E™ icin

mnf@+¢v)—f@)

t—0 t

limiti mevcut ise bu limit degerine f’ nin p € E" noktasinda ve V' yoniindeki tiirevi denir.
Bu tiirev

Volf] = (%) = 5 (Fo + V)licy

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1982).
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Tamm 2.1.4. M, bir diferensiyellenebilir manifold verilsin. Her p € M, noktasina X,, €
T, M, tanjant vektorii karsilik gelen doniisiime vektor alani denir.

tanjant demeti olsun.

_ 0
Xp = Zaz(p)a_lep
(Xf) = Z%a—f

dir. Dolayistyla X vektor alani My iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlar ciimle-
sinden fonksiyonlar ciimlesine bir doniisiimdiir. X (f) diferensiyellenebilir ise X vektor
alanina da diferensiyellenebilirdir denir. M, tizerindeki vektor alanlarmn ciimlesi x (M)
ile temsil edilir. (Do Carmo 1992)

Tanim 2.1.5. M, ve M, diferensiyellenebilir iki manifold ve p € M olsun.
F:M — M
p — F(p)

tiirevlenebilir bir doniisiim olmak iizere

F*pITle — Tp(p)Mg
vp = Fiyp(vp)

doniisiimiine My’ in p € M, noktasindaki tiirev doniigiimii denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.6. M, , M, diferensiyellenebilir iki manifold ve F' : My — Mo tiirevlenebilir
bir doniigiim oldugunu varsayalim. M, iizerindeki vektor alam E , M, iizerindeki vektor
alanm G olmak iizere her p € M, i¢in

F*(Ep) — GF(p)
oluyorsa E ve G, F-baglidir denir(O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.7. F' : My — M bir C*° doniigiim , p € M, noktasindaki tanjant uzayinin
T, M, oldugunu varsayalim. Eger F doniisiimiiniin tiirev doniigiimii F,(T,M,) nin boyutu
r ise F' doniisiimiiniin rankt r dir denir(O’Neill 1983).

Onerme 2.1.1. Eger her p € M, icin rankF, = boyM, = n ise (F.), bire birdir
(Giindiizalp 2007)
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Sonuc¢ 2.1.1. M, ve M sirastyla n ve m boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold, F :
M} — MY doniisiimiin tiirev doniigiimii p € M7 icin (F), olsun. Sirastyla T, M} ve
Tr@pyM3" de tanjant uzayimin bazlart

9] 0
n o= {8_1,1’1’7"'78_%‘17}
0 0
&= A5, ke g lrw
icin (F.)," ye karsilik gelen matrisi (JF'),
%| %| %|
or,'? Oxy? 7 Ox,?
Ok Ok Ory
(JF),=| 0" 0xy,® =" 0Ox,"
Oray On  Or
ox,? Oxy® 7 Ox,?

seklindedir ve bu matrise M’ nin p noktasindaki Jakobiyen matrisi denir (Hacisalihoglu
1982).

Tanmm 2.1.8. M, diferensiyellenebilir bir manifold , x(M,) manifold iizerinde diferen-
siyellenebilir vektor alanlarimin ciimlesi oldugunu varsayalim. Bu durumda X,,Y, €
X(My), f € C®(M;,R) fonksiyonu alimirsa

[]ox(My) x x(My) — x (M)
(X17§/i) — [leyl]f:Xloflf) _YI(le>

seklinde tamimlanmus [, | doniisiimiine X, ve Y, vektor alanlarimin Parantez (Lie) opera-

torii denir. Bu operator asagidaki ozellikleri saglar:
f,g € C®(My) ve X1,Y1, Z1 € x(M,) olmak iizere

Cl) [Xh)/l] :_D/laXl]
b) (a1 X1+ biY1, 2] = a1 [ Xy, Z1) + by [Y1, Z4], a;, by € R
C) [[Xl,iﬁ],Zl]+[[K,Zl],X1]+[[Zl,X1],Y1] :0

d) [[X1,9Y1] = fg[ X, Vi) + [(Xig)Y1 — g(Y1 /) Xu
dir(Do Carmo 1992).

2.2 Riemann Manifoldlar:

Tamm 2.2.1. M, in diferensiyellenebilir bir manifold, manifold iizerinde diferensiyelle-
nebilir vektor alanlarimn ciimlesinin x (M) oldugunu varsayalim.
VX1, Y1, 7 € x(My), ve ay,b; € Rigin

g1 = x(My) x x(My) — C*(M;)

ile tanmimli g, doniisiimii
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a) g1(X1, Y1) = g:(Y1, X1), (simetriklik)

b) (ikilineer)

Gl Xhi +0Y1,Z)) = a19:(Xq, Z1) + g (Ya, Z1)
a(Xi,aY1+0Zy) = a19:(X1, Y1) + oo (Xa, Z1)

c) 91(X1,Xy1) = 0,VX, icin 1 (X1, Xy) = 0 & Xy = 0 (pozitif tanumlilik)
ozellikleri saglaniyorsa g, doniigiimiine metrik tensér (Riemann metrigi ), (M, g1)
ikilisine de Riemann manifoldu denir(Gundmundsson 2006).

Tamm 2.2.2. (M, g1) bir Riemann manifoldu olsun. Bir X,, € T,M, tanjant vektoriiniin
uzunlugu

Xl =/ (X, X),
reel sayisi ile tammlanir(Gundmundsson 2006).

Tamm 2.2.3. (M, g1) bir Riemann manifoldu olsun. Sifirdan farkl iki X,,Y, € T,M;
tanjant vektorleri arasindaki agt 0 ise

91(Xp, ¥p) = [| X[ |Yp] cos 0
dir. Burada cos 0 € [0, 7| oldugundan
191 (X, Vo) < 1 X[ 1Yo
esitsizligi saglamir. Bu egitsizlige Cauchy-Schwarz egitsizligi denir.(Hacisalihoglu 2003).

Tamm 2.2.4. (M, g1),bir n-boyutlu Riemann manifoldu, X,Y € x(M) vektor alanlart
verildigini varsayalim. Vp € M, icin

Xp = (.Z'l, ...,xn)\p S Tle

ve
Y;J = (y17 7yn)|p

vektorleri verilsin. Buradan Y nin X e gore kovaryant tiirevi
VXY = (Xp [yl] PR Xp [yn])
ile tamimlanir , V xY seklinde gosterilir(Hacisalihoglu 1982)

Tanim 2.2.5. (M, g1), n-boyutlu bir manifold olsun. M, iizerinde vektér alanlarinin
uzayt x(My), Vf € C®(My) ve X1,Y1, 2y € x(My) olmak iizere

1) Vx,(V1+2,) =Vx,Y1+Vx, 7
2) VxiuvnZ1 =V x,Z1 +Vy 2y

3) Vi Y1 =X [fIVi+ fVxh



Pinar BARAN

4) Vix, V1= fVx Y,
5) (X1, =V, Y1 —-Vy Xy
6) X19(Y1,21) = g(Vx, Y1, Z1) + 9(Vx,Z1, Y1)

sartlari saglaniyorsa V konneksiyonuna My manifoldu iizerinde Riemann konneksiyonu,
Levi-Civita konneksiyonu veya metrik konneksiyon denir.
M, iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olan asagidaki denkleme

200(Vx, Y1, Z1) = Xi(g1(Y1, Z1)) + Yi(9:(Z1, Xb)) — Z1(9: (X0, V1))
- gl(Xlu[}/th])+g1(}/17[Zl7X1]>+g1(Zl7[X17}/1])
Koszul esitligi adi verilir(O’Neill 1983).

Teorem 2.2.1. (M, 1) in bir Riemann manifoldu oldugunu varsayalim. Bu durumda M
lizerinde torsiyonsuz ve g, metrigi ile uyumlu bir tek NV lineer konneksiyonu vardir(Chen
ve Bootby 1973,1986)

Tamim 2.2.6. M, bir Riemann manifoldu, g, de My nin Riemann metrigi ve V, M, iize-
rinde bir Riemann konneksiyon olsun. X1,Y1, 7 € x(M) igin

R:x(My) x x(My) x x(My) —  x(M)
(Xh}/hzl) — R(Xl,}/l,Zl) = R<X17}/1)Z1
R(X17Y1)Zl s lelezl - VYlelzl - V[XhYﬂZl

seklinde tamimlanmig (1,3) tipindeki R tensor alanina My nin Riemann egrilik tensorii
denir(Bootby 1986).

Tamm 2.2.7. (M}, g1) bir Riemann manifoldu, (z', z?, ..., x™) bu manifold iizerinde bir
lokal koordinat sistemi ve

0 0
%= 5 %= gu
verilsin. Bu durumda
Vo,0; = Z %0,

ile verilen T'* ; fonksiyonlarina V nin Chrlstoﬁ‘el sembolleri denir.
V= Vy,

olsun. Burdan Christoffel sembolleri
Vi0; = Z T,k

sekliyle de yazilabilir.
Y vektor alamimin lokal ifadesi Y = Z Y79, ise

VY = Z{— + Zrk Y7},

dir(O’Neill 1983).
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Tanim 2.2.8. (M, g1) bir Riemann manifoldu olsun. ¥YX1,Y1, Z1, W, € x(M,) i¢in

K ox(My) x x(My) x x(My) x x(My) — C(M;)
<X17Y17ZI7W1> — K(le}/laZI;WI) :gl(R(XI;}/I)Zth)

seklinde tanimlanmig 4. mertebeden kovaryant tensore M, iizerinde Riemann-Christoffel
egrilik tensorii adi verilir(Hacisalihoglu 1982).

Onerme 2.2.1. (M7, g1) bir Riemann manifoldu ve NV min M iizerinde bir Riemann kon-
neksiyonu oldugu varsayilsin. Bu durumda ¥ X1,Y1, Z,, Vi, Wy € x(M,) igin

a) R(X1,Y1)Z1 = —R(Y1,X1)Z,

b) g1(R(X1,Y1)Vi, Wh) = —gi(R(X1, Y)W, V1)

c) R(X1,Y1)Z1 + R(Y1,2)) X1+ R(Z1,X1)Y1 =0

d) g1(R(X1,Y1)Vi, Wh) = g1(R(V1, W1) X1, Y1)
ozellikleri saglanir(O’Neill 1983).

Teorem 2.2.2. (M, g1) bir Riemann manifoldu ve NV, M iizerinde bir Riemann konnek-
siyon oldugu varsayilsmn. Bu durumda ¥ X1,Y1, Z1, W1 € x(M,) i¢in

a) K Xla}/th;WI +K(Y17217X17W1)+K(Zleh}/lan) :0;
_K(Y17X17Z17W1);

( )
b) K(X1,Y1,Z,Wh)
( )

C) KX17Y17ZI7W1 _K<X17Y17W17ZI>;

d) K(X1,Y1,Z1,W1) = K(Z1, W1, X1, Y1)
ozellikleri saglamir(Hacisalihoglu 1982).

Tanmm 2.2.9. (M, g1) bir Riemann manifoldu , bir p € M, noktasindaki tanjant uza-
yimun iki boyutlu bir altuzayiun P oldugu varsayilsin. {X1,Y1}, P nin bir bazi ve M,
iizerindeki Riemann Christoffel egrilik tensorii K olmak iizere

gl(R(Xla Yi)}/iv Xl)
X3 [PIYa? = g1(X3, Y2)?
K(X1,Y1, X1, Y4)

[ X1 PIYL]? = g1 (X3, Y1)

K(P) =

olarak tamimlanmis K (P) reel sayisina P nin kesit egriligi denir. K egriligin degeri sa-
dece P altuzayina baghdir (Gundmundsson 2006 ).
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3. MATERYAL ve METOT

Bu boliim ii¢ alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde submersiyonlar, dist-
ribiisyonlar ve Riemann altmanifoldlar1 incelenecektir. ikinci alt boliimde Riemann sub-
mersiyonlar1 ve bu submersiyonlar tizerindeki tensorler tanmimlanacak ve temel 6zellikleri
ifade edilecektir. Uciincii alt boliimde ise kompleks manifoldlar ve bu manifoldlar iize-
rinde tamimlanan farkli submersiyon tiirlerine tanimlanarak temel 6zelliklerine deginile-
cektir.

3.1 Submersiyonlar, Distribiisyonlar ve Altmanifoldlar

Tanmm 3.1.1. (M, g1) n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M, iizerinde

DM — T,M
r — @CTIMl

seklinde tanimlanan © doniisiimiine bir distribiisyon adu verilir. X € x(M,) icin p € M,
olmak iizere X,, € D, oluyorsa X vektor alanina ®’ ye aittir denir. Eger V'p noktasi igin
® ye ait q-tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alani varsa ® ye diferensiyel-

lenebilirdir denir (Sahin 1996).

Tamm 3.1.2. ' : M{" — M7 bir diferensiyellenebilir doniisiim verilsin. Eger rankF, =
boyM, = mise F’ ye immersiyon(daldirma,dolgulama) denir. Burada m < n’ dir. Bu du-
rumda M, manifolduna M, manifoldunun immersed alt manifoldu denir. F' immersiyonu
birebir ise F' doniisiimiine imbedding, My manifolduna da M manifoldunun altmanifoldu
(gomiilen altmanifoldu) denir(Chen 1973).

Tanim 3.1.3. (M, g1) ve (Ms, go) sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlart oldugu
varsayulirsa

F: (Mlvgl) — (MQaQQ)
orten ,C'*™ bir doniigiimii i¢in
rankF,, = boyM,
oluyorsa F ye v € My noktasinda bir submersiyon denir. Vx € M icin F' bir submersiyon

ise F' ye M tizerinde bir submersiyon denir. m ve n pozitif dogal sayilar ve n < m oldugu
varsayilsin.

F:R"™ - R"
doniistimii
Fi(xy,...;zm) = (x1,...,2p)
olsun. Bir x noktasinda
Fup(vi, .. y0m) = (v1, ..., 0p)

olacagindan F,, diferensiyeli ortendir. Dolayistyla, projeksiyon doniisiimii bir submersi-
yondur.

Herhangi bir x € M, i¢cin F, = F~'(x) iizerindeki lif, (M, g1) manifoldunun
r = (m — n)- boyutlu bir alt manifoldudur. F~'(x) altmanifoldlarina submersiyonun
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lifleri denir.
Herhangi bir p € M i¢cin (M, g1) iizerindeki V' integrallenebilir distribiisyonu

Vp = KerF,,

seklinde tanimlanmistir. V,, ye submersiyonun dikey distribisyonu adi verilir.

H), = (VJD)L
seklinde tanimlanmus distribiisyona da submersiyonun yatay distribiisyonu denir (Giindii-
zalp 2007).

Teorem 3.1.1. ' : M; — M, bir submersiyon , M, nin dikey distribiisyonu V oldugu
varsayisin. Buradan, F(p) = x ile p € M igin YV, dikey distribiisyonu F~'(x) in tan-
jant uzayr ile cakisir(Giindiizalp 2007).

Ispat. 7,F~\(z) de bir v vektorii verilsin. Simdi
c:[0,1] — F'(z)
bir egri oyleki;
c(0) = p, d0)=wv
olsun. (F o c)(t) = z, t €10,1] igin

d
E.(Z(0)) = (F «— =0
((0)) = (Foc)us
olur. Buradan
v=27(0) €V,

elde edilir. Bu durumda T,F~"(z), V,,’ nin v = (m — n)- boyutlu altuzayina déoniigiir.
Boyutlarin esitligi goz oniine alinirsa

Vy = TPF_1<I)
vazilabilir.
Tanmm 3.1.4. (M, g1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlart oldugu varsayilsin.
F (M, g1) = (Ma, g2)
C*™ bir doniisiim olsun. x € M icin
V, = Vo(F) = KerF,, = {X € T,M;|F.o(X) = 0} C T,M,

ve

H,=H,(F)=V}cT,M,

olarak tamimlayalim. V,, uzayinda F nin x noktasindaki dikey uzayr adi verilir.
M, deki g1 metrigine gore V., dikey uzayimn dik tiimleyeni H, uzaymna ise F' nin x nokta-
sindaki yatay uzayi denir.
Boylece
.M =V,0H, =V, &V}

vazilabilir(Giindiizalp 2007 ).

10
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Tanmm 3.1.5. (M, g1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlar: ve
F (M, g1) — (My, g2)

C*° bir doniigiimii olsun. x € M, noktasina T, M,  nin sirasiyla V,, ve H, alt uzaylarin
karsilik getiren

x—V, ve x— H,

doniisiimleri V. = V(F) ve H = H(F) ile gosterilen C™ distribiisyonlart tanimlar.
V = V(F) ye F nin dikey distribiisyonu veya dikey alt demeti, H = H(F') ye ise F nin
yatay distribiisyonu veya yatay alt demeti denir(Giindiizalp 2007).

Tanim 3.1.6. M, iizerinde yatay distribiisyona ait bir X vektor alanina yatay vektor alan
denir. Yatay vektor alanlarinn ciimlesi x" (M) ile gosterilir.

M, iizerinde dikey distribiisyona ait bir X vektor alanmina dikey vektor alani denir.
Dikey vektor alanlarimin ciimlesi x* (M) ile gosterilir.

Herhangi bir E € x(M,) vektor alami icin E nin yatay ve dikey bilegenleri sira-
swyla hE ve vE seklinde gosterilir(Giindiizalp 2007).

Tamm 3.1.7. (M, g1) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda. M, iizerinde izdiigii-
riilebilir (projectable) vektor alanlarimin uzayr x°(My) ile gosterilir. Yani x¢(M;) nin her
elemani M, iizerinde bir vektor alani ve M, iizerindeki bir vektor alanina F-baglidir
denir(Falcitelli ve ark. 2004).

Tamm 3.1.8. M, ve My Riemann manifoldlart oldugu varsayilsin. Eger X yatay ve M,
lizerindeki X, vektor alanmina F-bagliysa M, iizerindeki X vektor alanina Temel(Basic)
vektor alani olarak adlandirilir(Falcitelli ve ark. 2004).

Temel(Basic) vektor alanlarinin uzayt

XP(My) = x°(My) N x"(My)

ile ifade edilir.
M, iizerindeki ortonormal catilarimin bir lokal alant {ey, ... e} olsun dyleki
€1, ..., e dikey vektor alanlart ve e,.1,..., e, temel vektor alanlaridir. Burada r =

boy M, — boy M, liflerin boyutudur(Suzuki 2006).
3.2 Riemann Submersiyonlari ve Temel Tensorler
Tamim 3.2.1. (M, g1) ve (Ma, g2) Riemann manifoldlar: ve
F: (Mlvgl) - (MQaQQ)
C™ bir doniisiimii olsun. Her x € M, ve V,, W, € T, M icin

11
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oluyorsa F' ye M den M, ye bir izometri denir.

Bu tamimdan F' bir izometri ise I, doniigiimii T, M, ile T ) M uzaylarindaki i¢
carpumlart korur. Yani, F, doniisiimii W, ve F,.(W,,) tanjant vektérlerinin uzunluklarim
da korur(Hacisalihoglu 2003)

Tanmm 3.2.2. (M, g1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlart olsun.
F (M, g1) = (M, g2)

bir C*° submersiyonu asagida siralanan sartlari sagliyor ise F' ye bir Riemann submer-
siyonu denir.

a) F doniigiimii maksimal ranka sahiptir. Yani Vp € M, igin F\, tiirev doniistimii or-
tendir

b) Her p € M, noktasinda F., doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu korur. Bu-
radan
glp(w> u) = gQF(p)(F*pw: F*pu)a w,u € Hp> P € Ml

dir. Bu da, bir p € M, noktasinda F tiirev doniigiimiiniin H, yatay uzayindan
Trpy M iizerine bir lineer izometri oldugunu gésterir(O’Neill ve Falcitelli ve ark.
1966,2004).

Onerme 3.2.1. (M, g1) ve (M, g5) Riemann manifoldlar:
F (M, g1) = (Ma, g2)

bir Riemann submersiyonu V1 ve Vq sirastyla M, ve My nin Levi-Civita konneksiyonlari
oldugu varsayilsin. M, iizerinde X1, Y, temel vektor alanlari, X, Y1, vektor alanlarina
F'-bagl verilsin. Bu durumda

a) g1(X1,Y1) = g2(X1s, Yiu) o F
b) h|X1,Y1| temel vektor alani, [ X, Y1 vektor alanina F'- baghdur.
c) h(Vix,Y1) temel vektor alant ve Vo, Y1, F -baghdur.

d) Herhangi bir Vi € x"(My) igin, [ X1, V)| dikey vektor alamdir(Falcitelli ve ark.
2004).

O’Neill’in tanimlamig oldugu A ve T tensorlerine deginilecektir.

Tamm 3.2.3. (M, g1) ve (Ms, go) Riemann manifoldlart verilsin. NV, M, iizerinde bir
Riemann konneksiyon olsun. E, G € x(M,) icin T tensér alant
T2 x(My) x x(My) — x (M)

seklinde tanimlanir(O’Neill 1966). Bu tanimu kullanarak T’ tensor alamnmin asagidaki
ozellikleri sagladigi kolayca goriiliir.

12
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a) E € x(M,) i¢in Tg lineer operatirii anti-simetiktir.
b) E € x(M,) icin Tk yatay ve dikey altuzaylar rollerini degistirir.
c) T dikey tensor alamdir. Yani E € x(M,) igcin Ty = T,g’ dir.
d) T dikey tensor alan simetriktir. Yani V,W € x"(M,) igin
TvW =TwV
dir.
Diger tensor alam olarak verilen A ise asagidaki gibi tamimlanir.

Tanim 3.24. (M, g1) ve (Ma, go) Riemann manifoldlart verilsin. NV, My iizerinde bir
Riemann konneksiyon olsun. E,G € x(M,) i¢in A tenséor alan
A x(My) x x(My) = x (M)

seklinde tamimlanir(O’Neill 1966). Bu tamimi kullanarak A tensor alamimin asagidaki
ozellikleri sagladigi kolayca goriiliir.

a) E € x(M,) igin Ag lineer operatirii anti-simetiktir.
b) E € x(M,) icin Ag yatay ve dikey altuzaylar rollerini degistirir.
c) Ayatay tensor alamdir. Yani E € x (M) icin Ag = Apg’ dir.
d) A yatay tensor alam alterleyendir. Yani XY € x"(M,) igin
AxY = —Ay X
dir.
Onerme 3.2.2. (M, g1) ve (My, g3) Riemann manifoldlart
F (M, g1) = (M, g2)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere, T ve A tensor alanlart asagidaki ézellikleri sag-
lar(O’Neill 1966):

Cl) TUW = TWUu U7 W e XU(MI)’
b) AxY = —AyX, XY e x"(M),
1
c) AXY:§U (X,Y] XY € x"(M,)’ dur
Tanim 3.2.5. (M, g1) ve (Ma, go) Riemann manifoldlar

F (M, g1) — (Ma, g2)

bir Riemann submersiyonu verilsin. Eger T' tensor alan sifirsa F' in herhangi bir lifine
M nin total geodezik altmanifoldu adi verilir(Falcitelli ve ark. 2004).

Bir Riemann sunmersiyonda dikey distribiisyon her zaman integrallenebilirdir
(O’Neill 1966). Yatay distiribiisyon icin ise asagidaki sart gecerlidir.

13



3.MATERYAL VE METOT

Teorem 3.2.1. (M, g1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlar
F (M, g1) — (Mg, go)

bir Riemann submersiyonu oldugu varsayisin. (M, g1) iizerindeki yatay distribiisyonu
H olarak verilsin. Burada, H yatay distribiisyonu integrallenebilir olabilmesi icin gerek
ve yeter kosul A = 0 olmasidir(O’Neill 1966).

Lemma 3.2.1. (M, g1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlart F' : My — My bir Riemann
submersiyonu, V' ve W dikey vektor alanlart X ve Y yatay vektor alanlart verilsin. Bu
durumda

a)  VyW=TyW +VyW
b) VyX =Ty X + hVy X
c) AxV = hVy X, X temel oldugunda
d) VxV =AxV +0VxV
e) VxY = AxY + hVxY dir(O’Neill 1966).
Burada V , (M, g1) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonudur.

Tanim 3.2.6. (M, g1) bir Riemann manifolduve E, G, H € x(M,) olsun. (1, 2) tipindeki
Ave T tensor alanlarimin kovaryant tiirevleri

(VeA)cH = (VE5A)(G,H) = Vg(AcH) — Av,c(H) — Ag(VEH)

. (VET)GH = (VET)(G, H) = VE<TgH) — TvEg(H) — Tg(VEH)

ile tamimlamir. Bu durumda VA ve VT (1,1)-mertebeli tensor alanlart olarak bulu-
nur(Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tanim 3.2.7. (M, g1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlar:
F:(My,g1) — (Mg, go)

bir Riemann submersiyonu ve (M, g,) iizerindeki yatay distribiisyon H olsun. x"(M)
iizerinde (1, 3)-mertebeli egrilik tensor alamni R ile gosterelim. Herhangi bir X,,Y1, 7, €
X" (M) ve p € M icin

R}(p)(F*lelh F*pylpv F*pzlp)

tensoriiniin yatay lifti R(X1,Y1)Z, ile ifade edilir. (M, g2) manifoldunun R* Riemann
egriligi kisaca ;
FAR(X\,Y1)Z)) = R*(F.X1, F.Y:))F. 7y
ile tamumlanabilir. Ayrica, herhangi bir X1,Y1, Z1, Hy € x (M) icin
R(Xl,}/l,Zl,Hl) - gl(R(Xh)/l)Zl?Hl)
R(X\, Y1, Z1, Hy) = R*(F.X\,F.Y\,F.Z,F.H))oF

dir(Falcitelli ve ark. 2004).
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Teorem 3.2.2. (M, g1) ve (Ma, go) Riemann manifoldlar
B (M, g1) — (Mz, g2)

bir Riemann submersiyonu ve R, R* ve R swrastyla My, My ve (F~1, g,) liftinin Riemann
egrilik tensorleri olsun.
Bu durumda, herhangi bir X,,Y,, Z,, H, € x"(M,) ve Uy, Vy, Dy, Wy € x*(M)
icin
R(U17‘/17W17D1> = ﬁi<U17‘/17W17D1)+g(TU1W17TV1D1)_g<TV1W17TU1D1)
R(Ula‘/th?Xl) = g((leT)VIW].aXl) _9((VV1T)U1W17X1)
R(X1, Y1, 2, H)) = R (X1,Y1,21, Hy) +29(Ax, Y1, Az Hy) — g(Ay, Z1, Ax, H))
+ 9(Ax, Z1, Ay, Hy)
R(X1,Y1,V1,W1) = 9((VV1A)X1Y1> W) — g(Ax, W1, Ay, V1) + 9(Ax, Vi, Ay, W)
- g((vwlA)Xlifl’ ‘/1> + g(TW1X17 TV1§/1> - g(TVlev TW1Y1)
dir. Burada
(Vle)levl = Vi Ax,Yi — AVV1X1 (YD - Ax, (Vvl}/l)
ve
(Vo 1)y, Wi = Vu, (T, Wh) = Ty, vi(Wh) = Ty, (Vg Wh)
ile verilir(O’Neill 1966).

Teorem 3.2.3. (M, g1) ve (Ms, go) Riemann manifoldlart
F (Mlvgl) - (MQaQQ)

bir Riemann submersiyonu ve K, K* ve K swrastyla My, My ve (F~Y, g,) liftinin Riemann
egrilik tensorleri olsun. X,,Y, ortonormal yatay vektorler ve Uy, V; ortonormal dikey
vektorler olmak iizere

K(Ula‘/l) = K(Uh‘/l)—'— ||TU1‘/1||2+9(TU1UDTV1‘/1)7
K<X1; Vi) = g((leT)Vl‘/lﬂxl) - ||TV1X1||2 + ||AX1V1||27
K(X,,Y1) = K*(Xu,Y1.)oF = 3||Ax, Y|

dir(O’Neill ve Falcitelli ve ark. 1966,2004).

3.3 Kompleks Manifoldlar
Tanim 3.3.1. V bir reel vektor uzayi verilsin.
V¢:{7:?+z’7; X, Y eV}
ciimlesini ele alarak V' iizerinde
a)

+:VEXVE — Ve
(Z,7,) — Z+Zl:(?+z7)+()71>+z‘71):(Y+)71>)+i(7+71)
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b)

CxVe = Ve
AZ = (atif)(X +i¥) = (X — BY) +i(BX +a¥)

islemleri tanimlansin. V¢ bu islemler ile birlikte bir vektor uzayidir. Bu uzaya V' nin
komplekslestirilmis uzay: denir(Sahin 1996).

Tanim 3.3.2. V bir reel vektor uzayi

J: V=V

bir lineer endomorfizmi verilsin. VX €V icin J*> = —1I ise J’ye V iizerindeki bir komp-
leks yapt adi verilir.(Watson 1976).

Ornek 3.3.1. (R*,.J) bir kompleks vektir uzayidir.

X = (x1,29,23,14) € R*olsun.

']X = (—Ig,xl,—le,fﬁg)

biciminde tanmimlanirsa J bir kompleks yapidir. Burada J ye karsilik gelen matris

0 -1 0 0
1 0 0 O
'3 0O 0 0 -1
0 0 1 0
olup
0 -10 0 -
10 0 0 w |
JX = 0 0 0 —1 T3 - (_x27 X1, _x47$3)
00 1 0 74
PX = (=w1, =22, —w5, —2a) = — (21,2, T3, 74) = =X
J2X = —-X

VX icin saglandigindan J* = —1I’ dir.

Tamim 3.3.3. Z = {X 4+ Y} C"’ nin W agik altciimlesinde taniml kompleks degerli bir
F;
F(Z)=UX.,Y)+iV(X,Y)

fonksiyonu

Ux = Vy, Uy = —Vx

seklinde Cauchy-Riemann denklemleri saglaniyorsa F'’ ye holomorfik fonksiyon denir(Okubo
1987).
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Tanm 3.3.4. My, bir Hausdorff uzayt ve M’ de bir agik ciimlesi {U,}qcr olsun. Eger
Vp € M icin
oo:U,C My —-W,cCC"

homeomorfizmasi var ve (U, N Ug) # & olmak iizere
Qug =040 051 c03(Ua NUg) = 04Uy N Up)

Qpa = 0500, 0o (U NUg) — a5(U, NUg)

doniisiimleri holomorfik ise M, e kompleks manifold denir. C™ ile R*" ozdes oldugundan
M, 2n-boyutlu reel analitik manifolddur. Burada {(U,, 08)}acr ya My nin holomorfik
koordinat komsulugu sistemi denir(Matsushima 1972).

Tanim 3.3.5. M, reel 2n boyutlu manifold ve J, M, iizerinde (1, 1) mertebeli tensir alan
olsun. Bu durumda p € M, icin

J: Tle — Tle

lineer déniigiimii T, M, iizerinde bir kompleks yapt ise yani J*> = —1I saglaniyorsa J’ ye
M; iizerinde hemen hemen kompleks yapi denir. (M, J) ikilisine hemen hemen kompleks
manifold denir(Akyol 2015).

Tamim 3.3.6. (M, J) hemen hemen kompleks manifold ve VX1,Y, € x(M,) igin
91(J X1, IY1) = g1(X1, Y1)

sartini saglayan bir Riemann metrigi varsa g, fonksiyonuna Hermityen metrik, (M, g1, J)
licliisiine hemen hemen Hermityen manifold denir. M, bir kompleks manifold ve M, iize-
rinde g, Hermityen metrigi tamimli ise M, e Hermityen manifold denir(Kon ve Yano
1984).

X1 = JX; olsun.

n(J(JX1), 1) = q(JXy, 1)
91(J2X1,JY1) = q(JX1,N)
—91(X1, JY1) = q1(JX1, Y1)

Nn(J X1, Y1) = —gi(Xy, JY)

olur.

Tanim 3.3.7. M, hemen hemen Hermityen manifold g, ve J, M, iizerinde sirasiyla Her-
mityen metrik ve hemen hemen kompleks yapi oldugu varsayilsin.
VX1,V € x(My) igin

(X1, Y1) = g1(Xy, JY7)

ile tanimli tensore temel 2-form denir(Kon ve Yano 1984).

Tanim 3.3.8. (M, g1, J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. M; in temel 2-formu
kapali ise (Yani d® = 0) g, metrigine Kdhler metrigi, (M, g1, J) ii¢liisiine bir Kiihler
manifold denir(Kon ve Yano 1984).
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Teorem 3.3.1. (M, g1,J) Hermityen manifoldu, Kdiihler manifold olmast igin gerek ve
yeter sart V.J = 0 olmalidir. Baska bir deyigle, VX1,Y, € x (M) icin

(Va, )7 = Vi, JY; — IV, Yi

ile verilir(Bejancu 1986).

VXi,Y: € x(M) igin
q)(X17}/1) = g(X17 J}/l) = _g(JXh}/l) = _g(Y17 JXl) = _q)(}/laXl)

oldugundan ® anti-simetriktir.
Eger VJ = 0ise VX1,Y) € x(M) icin M, bir Kdihler manifold ise V.J = 0 oldugundan

(Vx,J)Y: = Vi JY; —JVx,Y; =0
Vx, JYi IV, Y

drr.
Ornek 3.3.2. (R%,J) iizerinde X € R* icin

JX = (= X3, — Xy, X1, Xp) ) X = (X1, Xy, X3, Xy)
verilsin. Bu durumda

JIX) = (=X1, —Xo, X5, —X4) = J(JX) = —X
JY = (_}%7_)@7%7}6)

dir. Boylece
VxJY = Vx(=Ys, =Yy, 11, Ys) = (X(—Y3), X(=Yy), X (Y1), X(V2))
olup
= J(X(), X(Y2), X(Y3), X(Y4))
= VxJY =JVyxY
dir. Boylece (R*, g, J) bir Kéihler manifold olur.

Tanmim 3.3.9. (M, g1, J) nin hemen hemen Hermityen manifold oldugu varsayilsin. VX, €
x(M;) igin
(Vx,)X; =0

ise M, ye nearly Kdihler manifold denir(Kon ve Yano 1984). Nearly Kdhler asagidaki
sekilde de verilebilir. X, yerine X; + Y, yazalum.

(Vxav, H)X1+Y, = 0

(V) Xi+Y1 = (V, )Xi + Y1+ (Vi /) X1 + 1

( )Xi+Y1 = (Vx, J)Xi + (Vx, )Y + (Vv /) X1 + (Vy, J)Y1 =0
( X+ Y = (Vi /)i (Vy, J)X; =0
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Tanmm 3.3.10. (M, J;) ve (My, J5) kompleks manifoldlar olsun.
F: M, — M,

bir diferensiyellenebilir doniigiim olsun.

Fo:x(My) — x(Ms)

tiirev doniigiimii olmak iizere

F* o J1 = <]2 o F*
ise I ye (J1, Jo) holomorfik doniisiim denir(Kon ve Yano 1984).
Tanim 3.3.11. (M, J) nin hemen hemen kompleks manifold oldugu varsayilsin. X1,Y; €
X(My) igin
Ny (X1, Y1) = PIXy ] + [J Xy, IV — J[JX,, Y1) — J[Xy, JY)]

tensor alanmina J nin Nijenhuis tensorii denir. Eger Ny = 0 ise J’ ye integrallenebilirdir

denir(Sahin 1996).

Tanm 3.3.12. (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifoldu olmak iizere VX, € x (M)
icin
Vx,J(X1) =Vx,JX; — IV, X; =0
Vi, JX1 = JVx, X,

ise M e bir hemen hemen Tachibana manifoldu denir(Watson 1976 ).

Tamm 3.3.13. (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifoldu olmak iizere X, Y € x"(M,)
icin

(VX R)Y + (V] x ) LY =0
ise M, e bir Quasi Kdhler manifold denir(Watson 1976).

Onerme 3.3.1. M, M, hemen hemen Hermityen manifoldun bir hemen hemen Hermityen
altmanifoldu olarak verilsin. Eger

a)Quasi Kdihler a)Quasi Kdhler

b)Hemen hemen Kdiihler b)Hemen hemen Kdhler
My = < c)Hemen hemen Tachibana ise M; = { c)Hemen hemen Tachibana

d) Kihler d) Kiihler

e) Hermityen e) Hermityen

dir(Watson 1976).

Onerme 3.3.2. F, M quasi-Kdihler manifoldunun hemen hemen Hermityen altmanifoldu
olsun. X, Y € x(M) igin A A
TxY +T;xJY =0

olur(Watson 1976).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim ii¢ alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde hemen hemen Her-
mityen manifoldlar1 arasindaki hemen hemen Hermityen submersiyonlari tanimlanmakta
ve ornek verilmektedir. Bununla beraber bu submersiyonlar i¢cin O’Neill tensorlerinin te-
mel 6zellikleri ve bu tensorlerin iligkileri sunulacaktir. Ikinci alt boliimde ise hemen he-
men Hermityen submersiyonlarin total uzay ve liflerinin holomorfik bi-kesit ve kesit eg-
rilikleri incelenecektir. Ugiincii boliimde kuaterniyonik manifold ve submersiyonlar aras-
tirtlacaktir.

4.1 Hemen Hemen Hermityen Submersiyonlar ve Ozellikleri

Tamm 4.1.1. M, ve M, sirasiyla J, ve Jo hemen hemen kompleks yapilara sahip hemen
hemen kompleks manifoldlar olsun.

F: M — M,
doniistimii agsagidaki sartlart sagliyorsa F’ ye hemen hemen holomorfik doniisiim denir:
F.oJ, = JyoF,.
Tanmm 4.1.2. (M}?™, g1, J;) ve (M2™, go, Jo) hemen hemen Hermityen manifoldlar olsun.
F: M — M,

bir diferensiyellenebilir orten doniigiim asagidaki sartlart saglryorsa F'’ye hemen hemen
Hermityen submersiyonu denir:

a) F maksimal ranka sahiptir(rankF, = boyMsy = 2n'dir).
b) F, tiirev doniigiimii yatay vektorlerin uzunlugunu korur.
c) F,oJ, = JyoF, dir

Ornek 4.1.1. (zy, zo, x5, 24), R*’ te kartezyen koordinatlar olsun.
X € Rticin JX = (—xq, 71, —24,73) ve g = da} + da + da? + da? biciminde tanim-
layalim. Bu durumda (R*, g, J) iicliisii bir hemen hemen Hermityen manifolddur.

Ornek 4.1.2. R* ve R? standart Riemann metrikleri ile verilen Oklidyen uzaylar olsun.
+ T3 To+ X4
F :RY — R? F(x1,29,23, T — (= :
(1, T2, w3, 24) = ( 7 7

0 0

1 1
V2 V2
elde edilir. rankF, = boyR? = 2 oldugundan F, értendir. Dikey ve yatay uzayi geren
vektorler

) déniisiimii verilsin. Dogrudan

hesaplamalar ile

F, =

[\
—_
> 3

(KerF,) = Span{U = (-1,0,1,0),V = (0,—1,0,1)}
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ve
(KerF,)" = Span{X = (1,0,1,0),Y = (0,1,0,1)}

olur. Boylece
XY € (KerF,)* icin

(X, X) = ¢(FX, F.X)

dir. Buradan

2
F*X:(E,O), F*Y:(O,

n(X,X)=2  @(FX,FX)=2
gl(X,X) :gg(F*X, F*X)
gl(Y) Y) =2 92(F*Y, F*Y) =2

(YY) =g (F.Y,F.Y)

dir. O halde yatay vektorlerin uzunlugu korunur. Yani F' bir Riemann submersiyondur.
Diger taraftan

2
F,o i X =F,0,1,0,1) = (0, —
X = F0.10.1) = (0.5)
2 2
Joo F,L.X = Jo(—,0) = (0, —
20 2(\/5 ) ( \/5)
F,oJiY =Jy,0FY
Foo Y = Fu(—1,0,—1,0) = (—— 0)
* 1 — L% ) ) - \/57
Ty o BV = S0, —=) = (——=.0)
2 * - 2 7\/§ - \/57

oldugundan F' holomorfiktir. Boylece
F* o Jl - J2 o F*
dir. O halde F' bir hemen hemen Hermityen submersiyonudur.

Onerme 4.1.1. F' : M, — M, bir hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Bu
durumda yatay ve dikey distribiisyonlar J, invaryanttir.(Watson 1976)
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Ispat: W € KerF, olsun.
FooyaW = Jy0 FW =0

EFEW = 0 oldugundan F, o JJW = 0’ dir. Buradan J\W dikey vektor alamidir. W €
KerF,, X € (KerF. *)L icin hemen hemen Hermityen manifoldun taninu kullanilirsa

G (N1 X, W) = —gi(X, L1W)

dir. Buradan g,(J,X,W) = 0 elde edilir W € KerF, oldugundan J,X € (KerF,)"
dir. O halde dikey ve yatay distribiisyonlar J invaryanttir.

Onerme 4.1.2. F : M?™ — M2" bir hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Bu
durumda F nin lifleri 2(m — n) boyutlu hemen hemen Hermityen manifoldlardir.(Watson

1976)

ispat Lifleri F ile gosterelim. BoyE = 2(m —n) = 2r olur. Burada r = m — n dir.
(F?, ) iizerinde J, = J ve g1| 7 = g degisimi yapalim.
(J, g) ikilisi hemen hemen Hermityen yapidir. U € (KerF,) igin

JU =JU = -U
L7 —
olur. Diger taraftan V € (KerF,) icin
@ (V. JU) = (V. JPU) = —g: (V. =U) = ¢:(V, U)
elde edilir. O halde lifler M, in hemen hemen Hermityen altmanifoldlaridir.

Teorem 4.1.1. F' : My — M, hemen hemen Hermityen submersiyonu verilsin. F lifi,
My’ nin altmanifoldu olmak iizere eger

a)Quasi Kdhler a)Quasi Kihler

b)Hemen hemen Kdahler b)Hemen hemen Kdhler
M, = < c)Hemen hemen Tachibana ise F ={ c¢)Hemen hemen Tachibana

d) Kiihler d) Kihler

e) Hermityen e) Hermityen

dir.(Watson 1976)

Ispat Onerme 3.3.1°den aciktur.

Teorem 4.1.2. F': M, — My hemen hemen Hermityen submersiyonu verilsin.Eger

a)Quasi Kdihler a)Quasi Kihler
b)Hemen hemen Kdihler b)Hemen hemen Kdhler
M; = < c)Hemen hemen Tachibana ise M, = { c)Hemen hemen Tachibana
d) Kdhler d) Kdhler
e) Hermityen e) Hermityen
dir.(Watson 1976)

23



4.ARASTIRMA BULGULARI

ispat

a)

b)

M quasi-Kéhler manifold oldugundan
X, Y € x"(M) igin (VX J))Y + (V] xJ1) 1Y = 0 dur.
F, o J; = J o F, esitligi kullanilarak her iki tarafa F, uygulanirsa

F (VX W)Y + F.((V) x ) )1Y) =0

veE

(Vi x P J)EY + (Vi x P ) F LY =0

olur. Onerme 3.2.1 (c¢) kullanilirsa

(VixEJ)EY + (Vi xE)FELY = (Vi hF)Y. + (V3 p x o F) LEY

(VixEJ)EY + (Vi x FFELY = F(ViDB)Y + F(V],xJ2) /Y

2
= F (V)Y + E (VY W)LY = F(Vih)Y + F(V3 yJ) Y =0

dir.
Eger M, bir quasi-Kdhler manifold ise o zaman M, de bir quasi-Kéhler manifold
olur.

M bir hemen hemen Kihler manifold oldugundan d®! = 0 dr.
XY, Z € x"(M)igin

3d@1(X, Y, Z) = X((I)l(Y’ Z)) — Y((I)l(X, Z)) + Z((I)l(X’ Y))
(I)l([X’Y] 7Z) + (pl([Xv Z] 7Y) - Cbl([}/v Z] >X) =

olur. Temel 2-formun tanimi kullanilirsa

3d0N(X,Y,7Z) = Xq(Y,hZ)—Yq(X,L2))+ Zg(X,]\Y))

- gl([Xa Y] ) le> + gl([Xa Z] ) J1Y) - gl([Ya Z] ) J1X) =0
olur. F' bir Riemann submersiyonu oldugu gz oniine aliir ve Onerme 3.2.1 (a) ve
(b) siklar1 kullanilirsa

3dq)1(X7 Y7 Z) = X*g2(Y;> F*JIZ> - Y;.QQ(X*: F*le)) + Z*.QZ(X*a F*JIY))
- 92([X*’Y;<]7F*le)+92([X*7Z*]aF*J1Y)
- gg([Y;,Z*],F*JlX):O

elde edilir. Ayrica F,J; = JoF) esitligi kullanilirsa

3dPN(X,Y, 7)) = X.go(Ya, hF.Z) = Y.g2(X,, LoF.2)) + Z.g2(X., JLEY))
— gg([X*,Y;]7J2F*Z)+gg([X*,Z*],J2F*Y)
- 92([K;Z*]7J2F*X):O
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c)

d)

qu)l(X, Y7 Z) - X*QQ(Y:H JZZ*) - Y*g2(X*, J2Z*)) + Z*g2(X*, J2Y:k))
- 92([}/;72*]7']2)(*) :0

3dON(X,Y,Z) = X.(P*(Yi, Z,) — Yi(P*(X., Z,)) + Z.(P*(X,,Y,))
O*([X., Y], Z) + @*([X,, Z.] . V2)
— OX([V., Z], X.) =0

elde edilir. Bu, M, bir hemen hemen Kihler manifold ise o zaman M, nin de bir
hemen hemen Kéhler manifold oldugunu gosterir.

M, hemen hemen Tachibana manifold oldugundan V. J;(X) = 0 dur.
X ex"(My) icin  VLL(X)=VLIX -, VLEX =0

dur.
F.(VY (X)) = Fu(VX LX) — F.(L1VX) =0

Her iki tarafa £, uygulanmistir. F, o J; = J5 o I, esitligi kullanilirsa

F(VYh(X)) = Vi F X — LE(VYX) =0
olur. Onerme 3.2.1 (c) kullamilirsa M, ait V! konneksiyonu M, de V2 ye doniisiir.

E.(VYh(X)) = Vi LEX - LVi FX
F. (VY h(X)) = Vi hX.— Vi X.
FVX (X)) = Vi h(X.)=0

X, € x(My) oldugundan F, (Vi J1 (X)) = F.(V4 J2(X)) dur.
Eger M bir Tachibana manifold ise o zaman M5 de bir Tachibana manifold olur.
M, bir Kihler manifold oldugundan V!.J; = 0 dur.

X, Y e \"(My)igin (VY)Y =V LY — VLY =0

dir.
F.((VLY)Y) = F (VYY) - E(J,VLYY) =0

Her iki tarafa F, uygulanmugtir.

F, o J; = J o F, esitligi kullanilirsa

E((VLL)Y) = Vi (FLY — BLEVYY =0
olur. Onerme 3.2.1 (c) kullanilirsa M ait V! konneksiyonu M, de V? ye doniisiir.

F.((VYL)Y) = Vi LEY — LVi (FY =0
F((VXY) = Vi hY. - LV Y. = (Vi LY. =0

X.,Y. € x(M,) oldugundan F,((ViJ;)Y) = F.((V%J2)Y) dur.

Eger M bir Kdhler manifold ise o zaman M5 de bir Kdhler manifold olur.
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e) M, bir Hermityen manifold oldugundan N (X,Y) = 0 dir.
XY € x"(M,) igin

Nn(X,Y) = J2[X, Y]+ [JLX, \Y] — L[ X, Y] - Ji[X, J1Y]
dir. F, uygulanirsa
Nn(X,Y)=—[X,, Y. + [F. L X, F Y] — FL L[ L XY = FLL[X, LY =0

olur. F, o J; = Jy o F esitligi kullanilirsa

Nju(X,Y) (X, Y] + [hbEX, LhEY] — LIF.JX,FY] — L[F.X,F.J,Y] =0
Nju(X,Y) (X, Y]+ [BEX, BhEY] = LlhEX,FY] — hF.X, LEY] =0
Na(X,Y) = —[X., Y+ [hX., hY.] = BlhX., Y] - h[X., khY,] =0
Nju(X,Y) = Np(X.,Y.)=0

olur. Eger M; bir Hermityen manifold ise o zaman M5 de bir Hermityen manifold-
dur.

Simdi M, iizerindeki hemen hemen Hermityen yapiya yerlestirilen 7" ve A nin
kisitlamas1 incelenmeye baglanabilir.

Teorem 4.1.3. F' : My, — M> bir quasi-Kdhler submersiyon; V', W dikey vektorler ve
X, Y yatay vektorleri verilsin(Watson 1976). Bu durumda

a) T\/JW = TJVW
b) Tyjv X =—-JIyvX
C) ijX =0

d) AxJY = —AyJX
dir.

Ispat

a) Onerme 3.3.2 den

TvW + Ty JW =0
W yerine JW alalim.

Ty JW + Ty W = TyJW +Tj—W =Ty JW —T)HyW =0
TvJW = TjnW

olur.
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b) V.W € x"(My), X € x"(M) igin

(T X, W) =—-g(TywW,X)

olur. a) stkkint kullanilirsa

(T X, W) =—q(TyJW, X)
olur. T’ anti-simetrik bir operator oldugundan

(T X, W) =+a(IvX, JW)
dir. Hermityen manifoldun tanimini kullanirsak

G (T X, W) = =g (JTv X, W)

olur. Buradan
TiwX =—-JIyX

elde edilir.
c) Quasi-Kdhler manifoldun tanimindan
(Vx )Y + (VyxJ)JY =0

dir. Y yerine X alinirsa

(Vx )X +(VyxJ)JX =0

VxJX — JVxX +VxJ?X — JV,;xJX =0
VxJX —JVxX —V;xX - JV;xJX =0
AxJX — JAx X — Ajx X — JA;xJX =0
AxJX — Ajx X = JAx X + JA;xJX

AxX =0, AjxJX = 0 oldugundan
AxJX — Ajx X = J(Ax X + A xJX)

AX JX - AJXX - O
olur. A anti-simetrik oldugundan

AxJX + AxJX = 0
2AxJX =0, AxJX = 0

olur.
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d) c)den yararlanilarak
ijX == 0

X yerine X +Y yazilirsa
Ax+yJ(X + Y) - O

AX+Y<](X + Y)

0
= AxJ(X+Y)+ Ay J(X +Y) =0

c) kullanilirsa

AxJY = —AyJX
elde edilir.

Teorem 4.14. ' : My — M, bir hemen hemen Tachibana submersiyon olsun. Tiim
V, W dikey vektorleri ve X yatay vektorii igcin

a) TyvJW = JIyvW
b) TpW=JIyvW
c) TyvJX = JIyv X dir(Watson 1976).

Ispat:
a) Lemma 3.2.1 (a) stkkint kullanilirsa

TyJW = VyJW —VyJW
Ty JW = VyJ(W)+ JVyW = VyJ(W) = JVyW =0

Yatay ve dikey bilesenlerin ayri ayr sifira esitliginden
J(VyW = VW) = JTy W

olur. Burada W yerine V' yazildiginda Tachibana manifoldunu sagladig: kolayca
goriiliir.

b) T simetrik oldugundan

TwW =TwJV
olur. Burada a) kullanilirsa

TywW = JTwV
elde edilir. T' simetrik oldugundan

TW =JIyvW

olur. Burada W yerine V' yazildiginda Tachibana manifoldunu sagladigi kolayca
goriiliir.
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c¢) Lemma 3.2.1 (b) sikkint kullanilirsa

TyJX = VyJX —hVyJX
TyJX = VyJ(X)+JVyX — hVyJ(X) — JAVyX =0

Yatay ve dikey bilegenlerin ayri ayr sifira egitliginden
J(VyX —hVyX)=JIvX
olur. Ty, JX = JTy X sagladigi aciktir.

Teorem 4.1.5. F': My — M bir Kdhler submersiyon olsun. V' dikey vektor ve X ve Y
yatay vektor alanlari icin

a) AxJY = JAxY

b) A;xY = JAxY

c) AxJY = A;xY

d) AxJX =0

e) AxJV = JAXV

) A;xJY = JA;xY dir.

ispat
a) Kdhler manifoldun tanimindan V.J = 0 dir.

(VxJ)Y =
VxJY = JVxY = 0

Lemma 3.2.1 (e) kullanilirsa
AxJY + hVxJY = J(AxY + hVxY)
AxJY +hVxJY = JAxY + JhVxY
Yatay ve dikey bilesenlerin birbirine esitliginden
AxJY = JAxY
elde edilir.

b) A alterleyen oldugundan
AjxY =—-AyJX

dir. a) kullamilirsa
AJ)(Y - —JAyX

olur. A min alterleyen ozelligini tekrar kullanilirsa
AjxY = JAxY

dir.
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c) a)veb)den
AxJY = A;xY
dir.
d) c)deY yerine X yazilirsa
AxJY = AjxY = AxJX = A;x X
A min alterleyen ozelligini kullanilirsa
AxJX = —AxJX = 2AxJX =0

ijX == 0
elde edilir.

e) Kdhler manifoldun tanimindan VJ = 0 dir. Boylece

(VxJ)V
VxJV —JVxV = 0

dir. Lemma 3.2.1 (d) kullanilirsa
AxJV +0oVxJV = J(AxV +vVxV)

AxJV +uvVxJV = JAxV + JoVxV

Yatay ve dikey bilesenlerin birbirine esitliginden
AxJV = JAXV
elde edilir.
f) Kdhler manifoldun tanimindan NV J = 0 dir.

(VyxJ)Y = 0
VixJY — JV,xY =

Lemma 3.2.1 (d) kullamilirsa
AjxJY + hV i xJY — J(A;xY + hV,;xY) =0
Yatay ve dikey bilesenlerin ayri ayr sifira egitliginden
AjxJY —JA;xY =0

AjxJY = JA;xY
elde edilir.

Teorem 4.1.6. F' : My, — M, bir Kdhler submersiyon olsun. U ve V dikey vektor
alanlart ve X yatay vektor alani olsun. Bu durumda
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a) TyJV = JIyV(Watson 1976)
b) TyyV =JIyV
c) TyJV =TV
d) TyJX = JIy X (Watson 1976)

e) TJUX = JTUX
dir.

Ispat
a) My bir Kdihler manifold oldugundan NV J = 0 dir.

(Ve )V = 0
VyJV — JVyV =

Lemma 3.2.1 (a) kullanmilirsa

Ty JV +VyJV — JTyV — JVyV =0

Yatay ve dikey bilesenlerin ayri ayri sifira esitliginden

Ty JV = JIyV =0

TyJV = J1IyV
elde edilir.
b) T simetrik oldugundan
TJUV = ijU
olur. a) kullamilirsa
TJUV = JT\/U

T' ’nin simetriklik ozelligi tekrar kullanilirsa
TJUV = JTUV
elde edilir.

c) a)veb) den
TyJV =T;5V

dir.

d) M, bir Kdihler manifold oldugu icin VJ = 0 dir.

(Vo)X
VuJX —JVyX = 0

31



4.ARASTIRMA BULGULARI

Lemma 3.2.1 (b) kullanilirsa

Ty JX +hVyJX — JIy X — JhVy X =0

Yatay ve dikey bilesenlerin ayri ayri sifira esitliginden
TyJX —JIy X =0

TyJX = JIy X
elde edilir.

e) Benzer sekilde elde edilir.

Teorem 4.1.7. F' : M; — M, bir nearly-Kdhler submersiyon olsun. U dikey vektor
alanmi ve X yatay vektor alani olsun. Bu durumda

a) TyJU = JTyU
b) TyyU = JTyU
¢) TyJU = TyuU
d) AxJX = JAx X
e) AjxX = JAxX
N AxJX = Ajx X

g) AxJX =0dr

ispat
a) M bir nearly-Kdhler manifold oldugundan NV J = 0 dir.

(Vo )U =
VyJU = JVyU = 0

Lemma 3.2.1 (a) kullanilirsa
Ty JU + VyJU — JTyU — JVyU =0
Yatay ve dikey bilesenlerin ayri ayr sifira egitliginden
TyJU — JITyU =0
TyJU = JTyU

elde edilir.
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b) T simetrik oldugundan

TywU =Ty JU
dir. a) kullamilirsa
TywU = JIyU
elde edilir.
c) a)veb) den
Ty JU = TyU

dir.
d) M, bir nearly-Kdhler manifold oldugu icin V.J = 0 dir.

(Vx )X = 0
VxJX — JVxX =

Lemma 3.2.1 (e) kullanilirsa

AxJX +hVxJX — JAx X + JhiVxX =0

Yatay ve dikey bilegenlerin ayri ayr sifira egitliginden
AxJX — JAxX =0

AxJX = JAx X
elde edilir.

e) A alterleyen oldugundan
Ajx X = -AxJX

d) kullanmilirsa
Ajx X = —JAxX

olur. A 'min alterleyen ozelligi tekrar kullanilirsa

AJXX = JA)(X
dir.
f) e)ved)den
AxJX = Ajx X
olur.
g) f) kullanilirsa
AxJX = Ajx X

dir. A alterleyen oldugundan

AxJX = —AxJX
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olur. Buradan

2AxJX =

AxJX = 0 elde edilir.
Teorem 4.1.8. ' : My — M, bir Kdhler submersiyon olsun. X temel vektor alani, U

dikey vektor ve Y yatay vektor alant olsun. Bu durumda yatay distribiisyon integrallene-
bilirdir(Watson 1976).

ispat Teorem 4.1.5 (c) kullanilirsa

9(A;xY,U) = g(Ax JY.U)
A antisimetrik operator oldugundan

9(A;xY,U) = —g(AxU, JY)
olur. Diger taraftan Lemma 3.2.1 (c)’den

9(A;xY,U) = —g(hVy X, JY)

elde edilir. Hermityen manifoldun tanimi kullanilirsa

9(AsxY,U) = g(JhVy X,Y)
olur. Kédhler manifoldun tanumina gore diizenlenirse

9(AixY,U) = g(VuJX,Y)
elde edilir. Lemma 3.2.1 (c) tekrar kullanilirsa

g(A;xY,U) = ¢g(V,;xUY)
g(A;xY,U) = g(A;xUY)=—g(A;xY,U)

U stfirdan farkli olmali o yiizden 2A ;xY = 0 olmak zorundadir.
A;xY =0, A=0
dir. O halde yatay distribiisyon integrallenebilirdir.

Teorem 4.1.9. F': M, — M bir hemen hemen Kdhler submersiyon olsun. Bu durumda
vatay distribiisyon integrallenebilirdir.
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Ispat: M, bir hemen hemen Kiihler manifold oldugundan d®* = 0, X veY temel vektor
(vatay) alanlari, V' dikey vektor alant icin

3dN(X,Y, V) = X(®Y(Y,V)) - Y (®Y(X,V)) +V(®Y(X,Y))
PUX, Y], V) + oYX, V],Y) -2 [V, V], X) =0

olur.
Temel 2-formun tanimu goz oniine alinirsa

= Xgl(Y, J1V> — Ygl(X, J1V)) + Vgl(X, J1Y))
— a(X, Y], hV)+a ([ X, V], 1Y) —q([Y,V], 1 X)=0

olur. E € x(M) igin, [V, E] € x" (M) oldugundan

Xgl(}/a le)v Ygl(X7 le)a gl([XaV]a‘]ly)v gl([KV]v‘]lX)

stfirlanacaktir. Buradan,

Vgl(X,JlY)—gl([X,Y],Jﬂ/) =0
Va (X, hY) = q(X, Y], V)

olur. Simdi sol tarafin sifir oldugu gosterilir.

Vg (X, 1Y) = (Vv X, 1Y)+ (Vv Y, X)
dir. X ve'Y vektor alanlari temel oldugundan

Var (X, hY)) =g (AxV, 1Y) + g1 (AsyV, X)
olur. A antisimetrik bir operator oldugundan

Vgl(X, J1Y)) = —gl(AxJ1Y, V) — gl(AJ1YX7 V)
V91<X7 JlY)) = gl(AJ1YX7 V) - gl(AJ1YX7 V) =0
olur. Buradan
Vg (X, 1Y) =0
elde edilir. Boylece,
Vgl(X7 JlY)) = gl([X> Y] ) le)
a([X,Y],h1V) = 0
gl(QAXy, J1V> =

olur. J\V sifirdan farkli olacagindan 2AxY = 0 olacaktir. Buradan A = 0 dir. O halde,
yatay distribiisyonlar integrallenebilirdir.

Teorem 4.1.10. ' : M, — M, bir hemen hemen Kdhler submersiyon olsun. Bu du-
rumda liflerin total geodezik olmast icin gerek ve yeter sart X € x"(M,) igin Lx J; = 0
olmasi gerekir.
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Ispat: M, bir hemen hemen Kihler manifold oldugundan d®' = 0, X yatay vektor
alam, V, W dikey vektor alanlart olsun.

3dd (W, 1V, X) = 0
= W(Q'(NV.X)) - LV (YW, X)) + X (' (W, J,V))
- oYW, 1 V], X) + (W, X], ,V) - Y[V, X],W) =0

olur.
Temel 2-formun tanimu kullanilirsa

= Wa(hV, hX)— I VgW, LX) - Xg(W,V)
— a(W, V], 1 X) = gu([W, X],V) = g1 ([1LV, X], L/W) =0

E € x(M,) igin, [V, E] € x"(M,) oldugundan
Wag(hV, LX), JVaW.hX), a(W, V], iX)
terimleri sifir olur. Buradan
Xa(W, V) + a([W, X], V) + : ([ 1V, X], LW) =0

elde edilir. Riemann konneksiyonunun 5. ve 6. sartindan
n(VxW, V) + g (VxV.W) + 1 (Vw X, V) = g1 (VxW, V) + g1 ([1V, X], L) = 0

a(VxV,W) + g (Vw X, V) + g ([LV, X], hiW) =0

dir. Riemann konneksiyonun 5. sartindan
gl([X, V] ,W) + gl(VVX, W) + g1(VWX, V) + 91([J1V, X] R J1W) =0

elde edilir. Hermityen manifoldlarin tamimina ve Lemma 3.2.1 (b)’ ye gore esitlik diizen-
lenlenirse

gi(L (X V] AW) + g1(Tv X, W) + i (Tw X, V) + g1 ([LV, X], W) =0
olur. T antisimetrik operator oldugundan
(S [X, V] = [X, WV]LW) = gi(Ty W, X) — gi(TwV, X) = 0

91(J1 [X, V] — [X, J1V] s J1W) — 2g1(Tw‘/, X) =0

olur. Buradan M, hemen hemen kompleks manifold ve ¥ X € x(M,) i¢cin LxJ; = 0 ile
baska bir deyisle

(Lx 1)V = Ly iV — JJLxV = [X, }V] — J, [X, V]

seklinde tanimli oldugundan

—91((LXJ1)V7 J1W) - 291(TWV> X) =0

elde edilir. Buradan ispat tamamlanar.
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4.2 Hemen Hemen Hermityen Submersiyonlar Icin Egrilik Tliskileri

Tanmm 4.2.1. (M, g, J) bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. Sifirdan farkli E| F' €
X(M) icin holomorfik bi-kesit egriligi

B(E,F) = |[E|*||F|*9(R(E, JE)F, JF)
ile tanmimlanir (Watson 1976).
Tanim 4.2.2. Sifirdan farkli E € x (M) icin holomorfik kesit egriligi
H(E)=B(E,E)
ile tamimlanmir(Watson 1976).

Teorem 4.2.1. ' : My — My bir hemen hemen Hermityen submersiyonu olsun, X ve
Y ortonormal yatay vektorler, W ve V' dikey ortonormal vektorleri verilsin. Bu durumda
holomorfik bi-kesit egriligi asagidaki denklemleri saglar(Watson 1976 ).

a)
B(V,W) = B(V,W) + g(TvJW, TjyW) — g(Ty W, Ty JW)
b)
B(X, V) = g((VVA)XJX, JV) — g(ij‘/, AJXV) —|—g(AXV, AJXJV)
— g((VJvA)XJX, V) + g(TJ\/X, TvJX> — g(TvX, ijjX)
c)
B(X, Y) = B*(X*,Y;) - {QQ(A)(JX, ijY) - g(AJ)(Y, ijY)
— g(Ay X, AyxJY)}
dir.
ispat:

a) Tanim 4.2.1. den
B(V,W) = g(R(V, JV)W, JW)

olur. Burada
RV, JV)W =VyV W =V v VyW = Vi W
alvmr. Lemma 3.2.1 de (a) kullanilirsa

RV, JVYW = Vy(TyyW + oV W) =V (Ty W + oVy W)
— (VW) = (VW)
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RV, JVYW = VyTuW + VoV W =V TyW — VoV W
= (VW) = (VW)

Lemma 3.2.1 de (a) tekrar kullanilirsa

RV, JVYW = TyTnW +VyTiW +TyoV W + oVyoV W
TJvTVw — @JVTVW — T]Vvﬁvw — U@‘jvvﬁvw
= (VW) = ATy, W)

elde edilir. Buradan

RV, JVW = R(V,JV)W +TyTrW + VT W + TyoV W
— TJvTVw — ﬁJVTVW — ijvﬁvw
— h(Tiy, W)

olur. JW ile i¢ carpima tabi tutulursa
B(V.W) = (R(V, JV)W.JW) + g(Ty Ty W, JW) — g(Trv Ty W, JW)

olur.

B(V,W) = B(V,W) + g(Ty Ty W, JW) — (T Ty W, JW)

B(V,W) = B(V, W)+ g(Tv IW, Ty W) — g(Ty W, Ty, JW)
dir.

b) Benzer sekilde ispat yapilir.

c) Tanim 4.2.1° den
B(X,Y)=g(R(X,JX)Y,JY)

olur.

R(X, JX)Y = V[XJ)(]Y +VixVxY —VxV,xY

alimir. Vx jx1Y dikey kabul edelim. Denklemdeki terimlerden herbiri ayri ayri bu-
lunur. Lemma 3.2.1(b)’ den

Vixyx1¥ = hVixuxY +TixoxY 4.1)
Vixgx1¥Y = Vagix—a,xY +TixixY 4.2)
Vixox)Y = 2VauuxY +TixsxY 4.3)
Vixox1Y = 2VyAxJX +Tixx)Y 4.4)

Lemma 3.2.1 (e) ’ den

VixVxY = A;xAxY + oV ixAxY + A;xhVxY + hV ;xhVxY 4.5)

38



Pinar BARAN

Lemma 3.2.1 (e) ’ den

VXVJXY = AXAJXY + UVXAJXY + AXhVJXY + hVXhVJXY (46)
h[X, JX] = 0 oldugundan Viy ;Y =0 dir
(4.4),(4.5), (4.6) denklemleri yerlerine yazilirsa ve JY ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa

B(X,Y) = g(R(X,JX)Y,JY)

B(X,Y) = g@VyAxJX,JY)+g(Tixx)Y, JY) + g(A;x AxY, JY)
+ gV xAxY,JY) + g(A;xhVxY, JY) + g(hV ;xhVxY, JY)
— g(AxA;xY,JY) — g(wVxAs;xY,JY) — g(AxhV ;xY, JY)
— g(hVxhV,;xY,JY)

olur. Buradan,

I(Tixyx)Y,JY), g(wVixAxY,JY), g(A;xhVxY,JY), g(wVxA;xY,JY),

g(AxhV ;xY,JY)  terimleri sifir olur.

B(X,Y) = g(2VyAxJX,JY)+ g(A;xAxY,JY) + g(hV ;xhVxY, JY)
— g(AXAJXY, JY) — g(thhVJXy, JY)

olur.

+ g(hVthVXY, JY) — g(hvthJXK JY)

B(X, Y) = B*(X*, Y;)—f-g(?VyAX(]X, JY>+g(ijjY, Axy)—g(AxJY, AJXY)
elde edilir.

Teorem 4.2.2. F' : M, — M, bir quasi-Kdhler submersiyon olsun. X ve Y ortonor-
mal yatay, W ve V' ortonormal dikey vektorleri verilsin. Bu durumda holomorfik bi-kesit
egriligi asagidaki denklemleri saglar(Watson 1976 ).

a)
B(V,W) = B(V,W) + | Ty JW|J? + | Ty W||?
b)
B(X,V) = g((VyA)JX,JV) = g(AxJV,A;xV) + g(AxV, A;x JV)
— g(VvA)x JX, V) = 29(Tv X, Tyv J X)
c)
B(X,Y) = B*(X,,Y.) + |Ax JY|* + | AxY|]?
dur.
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ispat:

a)

b)

Teorem 4.2.1 (a)’den
B(V,W) = B(V,W) + g(Tv JW, TjyW) — g(Ty W, Ty JW)
‘dir. Teorem 4.1.3 (a) kullanilirsa

B(V,W) = B(V,W)+ g(TvJW,TyJW) — g(Ty W, Ty J (JW))
B(V,W) = B(V,W)+ g(TyJW, Ty JW) — g(Ty W, =T,y W)

olur. Buradan

B(V,W) = B(V,W)+ g(TvJW, Ty JW) + g(Ty W, Ty W)
B(V,W) = B(V,W)+ [Ty JW|? + Ty W|?

elde edilir.
Teorem 4.2.1 (b) den

BX,V) = g((VvA)xJX,JV) — g(Ax IV, A;xV) + g(AxV, Ajx JV)
- g((VJvA)XJX, V) + g(ijX, ijX> — g(TvX, TijX)

dir.
Teorem 4.1.3 (b) kullanilirsa

B(X,V) = g((VVA)XJX,JV)—g(AXJV,AJXV)+g(AXV,AJXJV)
- g((VJvA)XJX,V)—|—g(—JT\/X,ijX)—g(TVx,TijX)

olur. Buradan

B(X, V) = g((VVA)XJX, JV) — g(ij‘/, AJXV) +g(AXV, AJXJV)
— g((VJvA)XJX, V) + g(TvX, —JijX) — g(TvX, ijJX)

elde edilir. Teorem 4.1.3 (b) tekrar kullanilirsa

B(Xv V) = g((vVA)X‘]Xa JV) - Q(AXJV, AJXV) + Q(AXV, AJXJV)
— 9(VivA)  JX, V) =9Iy X, Ty JX) — g(Tv X, Ty JX)

olur.

B(X,V) = g((VVA)XJX,JV)—g(AXJV,AJXV)—i—g(AXV,AJXJV)
— g(ViwA)JX, V) —=29(Ty X, Tyy JX)

elde edilir.
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c) Teorem 4.2.1 (c) den

B(X,Y) = B*(X.,Y.) - 29(AxJX, Ay JY) + g(AsxY, AxJY)
+ g(Ay X, A;xJY)

dir. Teorem 4.1.3 (d) kullanilarak denklem yeniden diizenlenirse

B(X,Y) = B*X.,Y.) —29(AxJX, Ay JY ) + g(A;xY,— Ay JX)
+ g(Ay X, —AyJ?X)
elde edilir. Teorem 4.1.3 (c) kullanilirsa
B(X,)Y) = B*(X.,Y.) + 9(A;xY, AjxY) + g(Ay X, Ay X)
B(X,Y) = B*(X.,Y.) + g(A;xY, A;xY) + g(—AxY, - AxY)
B(X,Y) = B*(X.,Y.) + g(AsxY, AjxY) + g(AxY, AxY)

olur. Buradan

B(X.Y) = B*(X.,Y.) + [AxJY[? + [ AxY?
dir.
Teorem 4.2.3. ' : M; — M,y bir hemen hemen Tachibana submersiyonu olsun, X

ortonormal yatay vektor, W ve V dikey ortonormal vektorleri verilsin. Bu durumda holo-
morfik bi-kesit egriligi asagidaki denklemleri saglar(Watson 1976).

a)
B(V,W) = B(V,W) +2|TyW|?,
b)
B(X,V) = g((VvA)xJX,JV) = g(Ax IV, A;xV) + g(AxV, A;x JV)
— (Vv A) JX, V) + 2| Ty X|°
Ispat:

a) Teorem 4.2.1 (a) den

~

B(V,W)=B(V,W)+ g(TvJW,TyyW) — g(Tv W, Ty JW)
dir. Teorem 4.1.3 (a) kullanilirsa

B(V,W) = B(V,W)+ g(TyJW, Ty JW) — g(Ty W, Ty, J(JW))
B(V,W) = BV,W)+ g(TyJW,TyJW) — g(Ty W, =Ty W)

olur. Buradan

B(V,W) =
B(V,W) =

(VW) + g(Ty IW, Ty JW) + g(Ty W, Ty W)

B
BV, W) + | Ty JW|? + | Ty W |2
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elde edilir. Teorem 4.1.4 (a) kullanilirsa
B(V,W) = BV.W) + [lJTy WP + | Ty W
olur. Boylece
B(V,W) =
BV, W) =

B(V,W) +||TyW|J* + || Ty W|?
B(V,W) +2HTVWH2
bulunur.
b) Teorem 4.2.1 (b) den
B(Xv V) = g((vVA)X‘]Xa JV) - Q(AXJV, AJXV) + Q(AXV, AJXJV)
— g((VJvA)XJX, V) + g(ijX, ijX) — g(TvX, TJVJX)
dir. Teorem 4.1.3 (b) kullanilirsa
B(X, V) = g((VVA)XJX, JV) — g(ij‘/, A]Xv) +g(AXV, AJXJV)
— (VA JX,V)+g(-JTv X, TvJX) — g(Tv X, T)v JX)
olur. Buradan
B(X,V) = g((VvA)xJX,JV) = g(AxJV, A;xV) + g(AxV, Asx JV)
— g((VJVA)XJX, V) +9(Tv X, —JTyJX) — g(Tv X, T)v JX)
elde edilir. Teorem 4.1.3 (b) tekrar kullanilirsa
BX,V) = g((VvA)xJX,JV) = g(AxJV,A;xV) + g(AxV, Asx JV)
= g((VJvA)XJX, V) - g(TvX, TJ\/JX) — g(T\/X, TJ\/JX)
olur.
B(Xv V) = g((vVA)X‘]Xa JV) - Q(AXJV, AJXV) + Q(AXV, AJXJV)
— g((VJVA)XJX, V) —29(Ty X, TyyJX)
elde edilir. Teorem 4.1.4 (c¢) kullanilirsa
B(X, V) = g((VVA)XJX, JV) — g(AxJ‘/, AJXV) + g(Ax‘/, A])(JV)
— g(VvA)JX, V) —29(Tv X, JTv JX)
olur. Teorem 4.1.4 (c) tekrar kullanilirsa
B(X, V) = g((VVA)XJX, JV) — g(AXJV, AJXV) -+ g(Ax‘/, AJXJV)
— 9(VivA) JX, V) —29(Ty X, J*Ty X)
Buradan diizenlenirse
B(X,V) = g((VvA)xJX,JV) = g(AxJV,A;xV) + g(AxV, A;x JV)
— g(ViwA) JX, V) +2| Ty X|?
bulunur.

Teorem 4.2.4. ' : My, — M, bir Kdihler submersiyon olsun. V dikey ve X yatay
ortonormal birim vektorler olsun . Bu durumda, X € x"(M,), V € x*(M,) icin

a) B(X,V)=2||TvX|?
b) B(X,Y) = B*(X.,Y.) dir(Watson 1976).
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ispat:
a) F bir Kiihler submersiyon oldugundan yatay distribiisyon integrallenebilirdir (A =

0).
Teorem 4.2.1(b) den

B(X, V) = g((VVA)XJX, JV) — g(ijV, AJXV)
+ g(AxV, AsxJV) — g(VavA) x JX, V)
+ 9T X, Ty JX) — g(Tv X, Ty JX)

B(X,V)=g(TywX, TvJX) - g(Ty X, Ty JX)
elde edilir.
Teorem 4.1.6 (d) ve 4.1.6 (e) kullanilirsa

B(X,V)=g(JTy X, JTvX) — g(Tv X, =Tv X)
olur. Hermityen manifoldun taninuni kullanirsak

B(X7 V) — g<TVX)TVX) +g(TVX7TVX)

B(X,V) =2||Ty X|?
bulunur.
b) F bir Kdhler submersiyon oldugundan yatay distribiisyon integrallenebilirdir (A =

0).
Teorem 4.2.1 (c)’ den

B(X, Y) = B*<X*,Y:k)—2g(AXJX, AyJY) + g(AJXy, ijY) + g(AyX, ijjY)

oldugundan
B(X,Y) = B*(X,,Y.)

elde edilir. O halde,
M,y manifoldunun bi-kesit egriligi Ms manifoldunun bi-kesit egriligine esittir.

Teorem 4.2.5. ' : My — M, bir hemen hemen Hermityen submersiyonu, X yatay, V
dikey ortonormal birim vektorleri verilsin. Bu durumda

a) HV)=HV) + Ty JV|? — g(Tv'V, Ty JV)

b) H(V) = H*(X,) — 3||Ax J X ||* olur(Watson 1976).
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ispat:
a) Teorem 4.2.1 (a) kullanilirsa

~

B(V,W) =BV, W)+ g(Ty JW, TyyW) — g(Tv W, Tyv JW)
W yerine V' yazilirsa
B(V,V) = BV,V)+g(TvJV,. T V) — g(TvV, Ty JV)
BWV,V) = BV, V)+g(TvJV,TvJV) = g(TvV, Ty JV)
B(V,V) = BV,V)+|TvJV|]? = g(TvV, Ty JV)
H(V)= B(V,V) olur.
H(V)=HWV)+ Ty JV|?* = g(TyV, Ty JV)
olur.
b) Teorem 4.2.1 (c) kullanilirsa
B(X,Y) = B*(X.,Y.) —29(AxJX, Ay JY) + g(A;xY, AxJY)
+ g(Avy X, A;xJY)
olur. Y yerine X yazilirsa
B(X,X) = B*(X., X.) —29(AxJX, AxJX) + g(A;x X, Ax JX)
+ g(AxX, A;xJX)
dir. A alterleyen oldugundan
B(X,X) = B*(X.,X.) —29(AxJX, AxJX) — g(AxJX, Ax JX)
+ g(Ax X, AjxJX)
elde edilir.
AxX =0, AjxJX = 0 oldugundan
B(X,X) = B*(X,,X,) —39(AxJX, AxJX)
B(X,X) = B*(X,,X.) - 3[AxJX|?
H(X) = B(X, X) oldugundan,
H(X) = H*(X,) = 3[|Ax JX|*
olur.
Teorem 4.2.5 uygulamalarindan agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1. F': My — M, bir hemen hemen Hermityen submersiyonu, X yatay vektor

alani olsun. Bu durumda
H(X) < H* (X))

dir(Watson 1976).

Teorem 4.2.6. F' : My, — M> bir quasi-Kdhler submersiyonu, X ve Y yatay, V ve W
dikey ortonormal vektorleri verilsin. Bu durumda

a) HV)=HWV) + |TVV|? + || Ty JV |2
b) H(X)= H*(X.) dir(Watson 1976).
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ispat:
a) Teorem 4.2.2 (a) kullanilirsa
B(V.W) =BV, W)+ Ty JW|* + | Ty W |
dir. W yerine V' alinirsa
B(V.V)=BWV,V)+ Ty JV|* + | Ty V|
olur. H(V') = B(V, V') oldugundan

H(V) = H(V) + [Ty JV|* + || Ty V|
elde edilir.
b) Teorem 4.2.2 (c) kullanilirsa
B(X,Y) = B'(X..Y.) + |[Ax JY|* + [ Ax Y|
dir. Y yerine X yazilirsa
B(X,X) = B"(X., X.) + [[Ax JX|* + | Ax X|?
olur. Teorem 4.1.3 (c) den
AxX =0, AxJX = 0 oldugundan
B(X,X) = B*(X., X.)+ [|[AxJX|? + | Ax X|?
B(X,X) = B*(X., X.)
bulunur. H(X) = B(X, X) oldugu icin
H(X) = H*(X.)
dir(Watson 1976).
Teorem 4.2.6 nin uygulamalarindan agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2. F': My — M, bir quasi-Kdhler submersiyonu olsun. Bu durumda V' dikey
vektor alani igin

H(V) > H(V)

ve esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart liflerin total geodezik olmasidir(Watson
1976).

Sonuc¢ 4.2.3. F' : M, — M, bir quasi-Kdhler submersiyonu olsun. Bu durumda quasi-
Kdhler submersiyon yatay holomorfik 2-diizlemler iizerinde holomorfik kesit egriligini
korur(Watson 1976).

Sonu¢ 4.24. ' : My — M, bir quasi-Kdhler submersiyonu olsun. My manifoldunun
sabit holomorfik kesit egriliginin c oldugunu varsayalim. My manifoldunun sabit holo-
morfik kesit egriligi de c olacaktir(Watson 1976).

Teorem 4.2.7. F': My — M, bir hemen hemen Tachibana submersiyonu, X yatay , V
dikey ortonormal vektorleri verilsin. Bu durumda

H(V)=H(V)+2|TyV|?
olur(Watson 1976).
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ispat: Teorem 4.2.3 (a) kullanirsak

B(V,W) = B(V,W) +2||Ty W |2

olur. W yerine V' yazarsak
B(V.V)=B(V.V) +2|Ty V|
dir. H(V') = B(V, V') oldugundan,
H(V)=H(V) +2|TyV|?

olur.

4.3 Kuaterniyonik Manifoldlar ve Submersiyonlar

Tanim 4.3.1. M, n boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold oldugu varsayisin. M iize-
rinde (1, 1) tipinde tensor alanlarini iceren 3-boyutlu V' vektor demetinin oldugunu var-
sayalim. V'’ nin {Jy, Jo, J3} yerel bazi var ve dyleki Vo € {1,2,3} icin

J2 - _I7 JaJa—l—l = a+1<]cx = Ja+2

«

dir. O zaman V' demetine M iizerinde bir hemen hemen kuaterniyonik yapi denir.

{J1, Ja, J3} e V' nin kanonik bazi denir. (M, V') ikilisine bir hemen hemen kuaterniyonik
manifold denir. Herhangi bir hemen hemen kuaterniyonik manifoldun 4 boyutlu oldugunu
gormek kolaydir. Yani n = 4m dir(lanus ve ark. 2008).

Tanmum 4.3.2. (M,V) bir hemen hemen kuaterniyonik manifold, g de M iizerinde bir
Riemann metrigi verilsin. Burada VX,Y € x(M) igin

g(JuX, JY) = g(X,Y),  Vae{l,23}

sarti saglanvyorsa (M, V, q) iicliisiine bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen mani-
fold denir(lanus ve ark. 2008).

Tanim 4.3.3. Eger V demeti g’nin V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel ise o za-
man (M, V., g) ’ye bir kuaterniyonik Kdihler manifold denir. V x J,, = 0 olur. Denk olarak
asagidaki tanim verilebilir.

Yerel olarak tamimlanan wy,wq, w3 1-formlart var dyle ki Vo € {1, 2, 3} icin

VixJo = war2(X)Jat1 — wat1(X) Jat2, X € x(M) 4.7)
dir(lanus ve ark. 2008).

Tanmm 4.3.4. (M, V1, g1) ve (Ma, Va, g2) iki hemen hemen kuaterniyonik Hermityen ma-
nifold olsun. Bir F' : My — M, doniisiimii X € M, noktasinda herhangi bir J € Vix
icin J' € Vop(x) var oyle ki

F.oJ=JoF,

dir. Ustelik eger herbir X € M, noktasinda F bir (Vi, V)-holomorfik déniisiim ise,bu
durumda F" ye bir (V1, Vs)-holomorfik doniigiim denir(lanus ve ark. 2008).
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Tanmm 4.3.5. (M1, Vi, g1) ve (My, Va, go) iki hemen hemen kuaterniyonik Hermityen ma-
nifold olsun. F' : My — My bir Riemann submersiyonu bir (Vy,Vs)-holomorfik dénii-
siim ise F’ ye kuaterniyonik submersiyon denir. Dahast eger (M, V1, g1) bir kuaterniyo-
nik Kdhler manifold ise o zaman I ye bir kuaterniyonik Kdhler submersiyon denir(lanus
ve ark. 2008).

Onerme 4.3.1. F : (M, Vi, g1) — (Ma, Vs, g2) bir kuaterniyonik submersiyon olsun.
a) F’ den indirgenen yatay ve dikey distribiisyonlar ¥.J € V| x altinda invariyanttir.

b) Lifler kuaterniyonik altmanifoldlardir(lanus ve ark. 2008).

ispat:
a) F(Vy,V3) holomorfik doniisiim oldugundan, herhangi bir U dikey vektor alani i¢in
F.oJ,U=J, o FU

olur. Buradan F,.U = 0 oldugundan F o (J,U) = 0 elde edilir. Boylece J,U bir
dikey vektor alamdir. J,,(x"(M7)) C x¥ (M) , Vo € {1,2,3}.
X yatay vektor alam ve U dikey vektor alani igin

g(Jo X, U) = —g(X, J,U) =0

elde edilir. Boylece J,(x"(M;)) € x"(M,), Va € {1,2,3} . J,X yatay
vektor alanidir. Dolayisiyla yatay ve dikey distribiisyonlar F'-invaryanttir.

b) (a) dan dikey distribiisyon invaryanttir. Boylece dikey distribiisyonun diferensiyel-
lenebilir altmanifoldu olan lifler kuaterniyonik altmanifold olur.

Teorem 4.3.1. F' : (M, V1, g1) — (Ms, Vs, go) bir kuaterniyonik Kdihler submersiyon
olsun. (Ms, Vs, g2) bir kuaterniyonik Kdhler manifolddur(lanus ve ark. 2008)..

Ispat Herhangi bir X, Y € x(M,) icin F,X = X,, F,Y =Y, olur. Burada X,.Y, €
x(My) dir. M, bir kuaterniyonik Kihler submersiyon oldugundan X, Y € x"(M;) i¢in

(Vx )Y = VxY — L,VyY
F.((VxJ)Y) = F(VxJ.Y)— F.(J.VxY)

olur. Onerme 4.3.1 (a)’dan J,)Y € Xh(M 1) oldugundan buradan

F.(VYJ)Y) = F.(hV(J.Y)) — F.(Jo (RVLY))

elde edilir.

VL .Y ile V& JLY, vektor alanlarimin F' bagli oldugunu kullanirsak
F((VXJ.)Y) = VPFx(F(LY)) - JLE(VXY)
F.((VL1)Y) = V?Ex(JLEY) - J (V'F.xFY)
F((VxJa)Y) = Vi (JY.) = Jo(VEYL)
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olur. Boylece
F((VxJa)Y) = (VX J)Y. (4.8)

elde edilir. Yani (M, Vi, g1) bir kuaterniyonik Kdhler manifold oldugundan (4.7) denk-
lemine sahibiz ve M, iizerinde w] , w) , w4 1-formlarini tanimlayalim. X, M; tizerindeki
temel tensor alan1 M, tizerindeki herhangi bir X, vektor alani i¢in (F, X = X,)

W (X)) =wa(X) Vae{l,2,3} (4.9)

dir.
(4.7), (4.8) , (4.9) denklemlerinden Vo € {1,2,3} ve X, .Y, € x(M>) i¢in

(V?X* J(;)Y* = w;+2(X*)J£Y+1Y* - W;+1(X*)J&+QY*
dir.

Teorem 4.3.2. F' : (M, V1, g1) — (Ms, Vs, go) bir kuaterniyonik Kdiihler submersiyon
ise A = 0 dir(lanus ve ark. 2008).

Ispat: (4.7) denkleminden yatay distribiisyon invaryant oldugundan tiim X, Y € " (M)
ve U € x" (M) i¢in

91((VxJa)Y, U) = g1(wat2(X) Jas1Y — wat1(X)Jas2Y, U) =0
elde edilir. Boylece

g (h(VxJ)Y +0(VxJ)Y,U) = 0
g(v(VxJ,)Y,U) =

olur. U # 0 oldugundan v(VxJ,)Y = 0 ’dir. Diger taraftan v(Vx.J,)Y = 0 ise
vVxJoY =vJ,VxY’ dir. A yatay tensor alaninin tanimindan

Ax(JaY) = 0(Vx oY) = 0(JuVxY) = JuAxY
dir. Bu yiizden VX, Y € x"(M;) ve a € {1,2,3} igin
AxJY = J,AxY
dir. Y = J,Y alinirsa

AxJYY = J,AxJ.Y (4.10)
Ax=Y = J,AxJY 4.11)
AxY = —JAxJY (4.12)

elde edilir ve
Aj Y = Ay J, X = —J, Ay X = J,AxY

dir. Burdan X = J,X alinirsa,

ApxY = JoAjxY (4.13)
AyY = —JA;xY (4.14)
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bulunur. (4.12) ve (4.14) den

AY = —J3AxJsY
AxY = —JAx(LY)
AxY = —J3A;x oY
AY = —J3ApxY

AxY = J3AnxY
AxY = JiAxY
Axy - —Axy

AxY + AxY =0=2AxY =0= AxY =0
ise A = 0 dir. Teorem 4.3.2 den asagidaki sonuca varlir.

Sonug 4.3.1. Eger F': (M, V1, q1) — (Ms, Vs, go) bir kuaterniyonik Kdiihler submersi-
yon ise o zaman,yatay distribiisyon tamamen integrallenebilirdir(lanus ve ark. 2008).

Ornek 4.3.1. (M, Vi, g\) bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen manifold ve T M,
tanjant demeti olsun. VA, B € I'(T' M) i¢in

G(A,B) =g(KA,KB) + ¢'(F.A, F.B)
metrigi ile tamimlansin. Burada F' : 'T'M, — M, dogal projeksiyon ve K bir konnek-
siyon doniigiimiidiir. E§er X € T'(T'M,) ise o zaman X’ in yatay lifti (veya dikey lifti)
denilen T'M, tizerinde bir vektor alani oyle ki VU € T'M; i¢in
FXj=Xpw)  FXj=0rw)
KXp =0pw)  KXj=Xrw)

dir. T M, iizerinde J1, J;, J tensor alanlarin
JXh = (1, X)), JX'=(J.X)" Vae{l,23}

esitlikleriyle tanimlanir. Burada {J,, Jo, J3} V1 ’in kanonik yerel bazi oldugunda tanimli-
yoruz. Buradan eger {Ji, J3,, J}} tarafindan olusturulan T M, iizerinden Vy vektor deme-
tini goz oniine alirsak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.3.3. (M, V1, g1) bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen manifold olsun(lanus
ve ark. 2008). Bu durumda

(a) (TMy, Vs, G) bir hemen hemen kuaterniyonik Hermityen manifolddur.

(b) F :TM, — M, dogal projeksiyonu bir kuaterniyonik submersiyondur.
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ispat
(a) Tum « € {1,2,3} i¢in

Ty =—Jydi =T, ()=

ve
G(J;X, J;Y) =G(X,Y)
GX,)Y) = g(KX,KY)+ ¢1(F.X,F.Y)
G(J('XX, JAY) = gl(KJ&X, KJAY) + gl(F*JéX, F*J&Y)
Buradan

G(J.X,JY)=GX,Y)
elde edilir. Boylece (7'M, V5, G) bir hemen hemen kuatreniyonik manifolddur.

(b)
FJ XY =F(J,X)' =0=J,F, X"

veE

FJ X" =F,(J,X)" = J,X = J,F.X"

vardir. Buradan
F, J(’l = J,F.

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Riemann submersiyonlari iizerinde insa edilen temel tensor ve yapilar ilk 6nce he-
men hemen Hermityen, Kihler, Hermityen, quasi-Kéhler, nearly- Kéhler, Tachibana ma-
nifoldlarina taginmistir. Bu submersiyonlarda Riemann submersiyonlarinin egrilik iligki-
lerine ve tensorlerin integrallenebilirli§ine benzer iligkiler elde edilmistir. Bununla birlikte
Riemann submersiyonlarindaki iligkiler kuaterniyonik yapilara da taginmistir.
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