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   Bu tezin ilk bölümünde fen ve mühendislik gibi uygulamalı bilimlerde ortaya çıkan 

diferansiyel denklemlere kısaca değinilmiş ve çözümlerin patlaması ile ilgili temel 

bilgiler verilmiştir. 

   İkinci bölümde damping terimli Timoshenko denklemi ile ilgili yapılan çalışmalar 

özetlenmiştir. 

   Üçüncü bölümde diferansiyel denklemler, fonksiyonel analiz ve Sobolev uzayları ile 

ilgili temel kavramlar ve bazı eşitsizlikler verilmiştir. Daha sonra çözümlerin 

patlamasını ispatlarken kullandığımız lemmalar verilmiştir. 

   Dördüncü bölümde, önce kiriş teorileri ile ilgili tanımlar verilmiştir. Daha sonra 

Timoshenko denkleminin modellenmesi verilmiştir. Son kısım ise tezin orijinal kısmı 

olup çözümlerin patlaması negatif, sıfır ve pozitif başlangıç enerjileri için ispatlanmıştır. 
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   In the first chapter of this thesis, differential equations emerging in applied sciences, 

such as engineering and science, are briefly dealt with, and the basic information 

regarding blow up of solutions is given. 

 

   In the second chapter, the studies concerning Timoshenko equation with damping 

term are summarized. 

 

   In the third chapter, elementary notions and some inequalities about Sobolev spaces, 

functional analysis and differential equations are presented. Subsequently, the lemmas 

that we have used to prove the blow up of the solutions is presented. 

 

   In the fourth chapter, primarily, the definitions pertaining to the beam theory are 

given, and then, the modeling of Timoshenko equation is presented. The final part 

involves the original part of the thesis, in which the blow up of the solutions has been 

proven for negative, zero and positive initial energy. 
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Hazal YÜKSEKKAYA

1. G·IR·IŞ

Tarihsel olarak k¬smi diferansiyel denklemler, geometrik yüzeylerin ve mekanikte

çeşitli problemlerin incelenmesinden do¼gmuştur. Böylece k¬smi diferansiyel den-

klemlerin yüzey teorisini geli̧stirmede ve �ziksel problemlerin çözümünde önemli

oldu¼gu keşfedilmi̧stir. On dokuzuncu yüzy¬l¬n sonlar¬na do¼gru, çok say¬da matem-

atikçi diferansiyel denklemlerin sundu¼gu bir çok problemin araşt¬r¬lmas¬na aktif bir

biçimde dahil olmuştur. Bu araşt¬rmalar¬n en önemli nedeni, diferansiyel denklem-

lerin hem do¼gan¬n birçok yasas¬n¬ ifade etmesi hem de bilim ve mühendislikteki

çeşitli problemlerin matematiksel analizi ile ili̧skili olmas¬yd¬.

Ayr¬ca günümüzde ileri teknoloji sistemlerindeki geli̧smeler, matematiksel mod-

ellemelerden ve sistem davran¬̧slar¬n¬n analizinden ayr¬düşünülemez. Bu nedenle

kontrol mühendisli¼gi, ileti̧sim mühendisli¼gi, makine mühendisli¼gi ve robot teknolojisi

gibi modern mühendislik bilimlerindeki birçok alan kaŗs¬laş¬lan problemleri çözmek

için geli̧smi̧s matematiksel yöntemler kullan¬r. Matematikçiler, mühendislerin soru-

lar¬n¬n cevaplar¬n¬ bulmalar¬n¬ sa¼glamak için onlar¬ destekleyecek yeni yöntemler

sunar. Sunulan bu yöntemler kaŗs¬laş¬lan problemleri daha anlaş¬labilir hale getirir

ve onlar¬ pratikte uygulanabilir k¬lar. Bu nedenle esas amaç, kaŗs¬laş¬lan prob-

lemleri matematiksel do¼grular¬ihmal etmeden anlaş¬labilir k¬lma ve gerçek dünyada

uygulanabilir hale getirmedir.

K¬smi diferansiyel denklemler, genel olarak fen ve mühendislik gibi uygulamal¬

bilimlerden ortaya ç¬kmaktad¬r. Fen ve mühendislikte kullan¬lan k¬smi diferansiyel

denklemlerin ço¼gu, �ziksel yasalar¬n korunmas¬veya uygulanmas¬n¬n bir sonucudur.

Olaylar belirli bir uzay zamanda sürekli bir durum ise; ak¬̧skanlar mekani¼gi, ¬s¬

transferi ve elektromagnetizma gibi bir alan kuram¬na ihtiyaç duyulur. Uzay ve

zaman de¼gi̧skenlerine sahip bu olaylar k¬smi türev içeren denklemlerle aç¬klanabilir.

Böylece bu formülasyonu sa¼glayan k¬smi diferansiyel denklemler elde edilir. Bu

denklemlerde başlang¬ç koşullar¬, olaylar¬n en az¬ndan belirli bir zaman aral¬¼g¬nda

davran¬̧s¬n¬öngörmek için gerekli ve yeterlidir. K¬smi diferansiyel denklemler teorisi,

çeşitli matematik alanlar¬n¬n yöntemlerini kullanan geni̧s bir matematik alan¬d¬r.

Bu denklemler sayesinde, mühendislerin pek çok matematiksel alanlarla ilgili temel

�kirleri makul bir seviyede anlamalar¬ve sonuçlar¬pratik durumlara uygulamalar¬

mümkündür. Ayr¬ca tipik diferansiyel denklemlerin ço¼gunun kökeni mühendislik

problemlerine dayan¬r.

K¬smi diferansiyel denklemler; do¼gan¬n temel kanunlar¬n¬n formülasyonunda,

uygulamal¬matematik, matematiksel �zik ve mühendislik bilimlerindeki çeşitli prob-
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1. G·IR·IŞ

lemlerin matematiksel analizinde s¬kça ortaya ç¬kar. K¬smi diferansiyel denklemler

modern matematiksel bilimlerde özellikle �zik, geometri ve analizde merkezi bir

rol oynamaktad¬r. Fiziksel birçok problem, başlang¬ç ve/veya s¬n¬r şartlar¬na sahip

k¬smi diferansiyel denklemler taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r.

K¬smi diferansiyel denklemlerin kullan¬lmas¬ �ziksel dünyan¬n anlaş¬lmas¬nda

edinilen en büyük başar¬d¬r. Örne¼gin, adi diferansiyel denklemler, yaylarla birbirine

ba¼gl¬bir zincirin titreşim analizinde kullan¬l¬rken, k¬smi diferansiyel denklemler ise

bir çubu¼gun dinamik analizinin uygulanmas¬nda kullan¬l¬rlar. Buradan da anlaş¬la-

ca¼g¬gibi, baz¬ayr¬nt¬lar¬n daha dikkatle incelenmesi gereken durumlarda kullan¬lan

k¬smi diferansiyel denklemler daha geneldir.

Mühendislikte baz¬k¬smi diferansiyel denklem örnekleri:

1. Dalga yay¬lmas¬

2. Is¬yay¬lmas¬

3. Elastik çubukta boyuna dalgalar

4. Kiri̧s teorileri

5. Sürekli ortamlar mekani¼gidir.

K¬smi diferansiyel denklemler genel olarak lineer ve lineer olmayan k¬smi difer-

ansiyel denklemler olarak ortaya ç¬kmaktad¬r. Lineer k¬smi diferansiyel denklemler

modern matematikte özellikle �zik, geometri ve analiz problemlerinde merkezi bir

rol oynamaktad¬r. Lineer k¬smi diferansiyel denklemlerin geli̧simi genel teoriler ve

bu lineer denklemlerin çeşitli çözüm yöntemlerini geli̧stirme çabalar¬ ile ili̧skilidir.

Lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemlerin kökeni çok eski olmas¬na ra¼gmen, bu

denklemler ile ilgili önemli çal¬̧smalar ancak yirminci yüzy¬l¬n son yar¬s¬nda yap¬ld¬.

Lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemlerin geli̧stirilmesinde ana etkenlerden biri,

lineer olmayan dalga yay¬l¬m¬problemlerinin incelenmesidir. Bu problemler ak¬̧skan-

lar dinami¼gi, optik, kat¬mekani¼gi, plazma �zi¼gi, kuantum alan teorisi ve yo¼gun

madde �zi¼gi gibi uygulamal¬matematik, �zik ve mühendisli¼gin farkl¬ alanlar¬nda

ortaya ç¬kmaktad¬r. Lineer olmayan dalga denklemleri, lineer dalga denklemleri için

elde edilenlerden daha farkl¬çözüm örnekleri sa¼glam¬̧st¬r. Bunlar¬n en bilinenleri:

şok dalgalar¬, su dalgalar¬, solitonlar ve tekil dalgalard¬r. Lineer olmayan dalgalar

ile ilgili son otuz y¬ld¬r oldukça önemli sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu süre boyunca

�ziksel, kimyasal ve biyolojik sistemlerde göze çarpan ve beklenmedik birçok geli̧sme

oldu.

Matematik, �zik ve mühendislik bilimlerindeki birçok problem, birinci mertebe-

den k¬smi diferansiyel denklemlerin formülasyonu ve çözümü ile ilgilidir. Matem-
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atiksel aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda, birinci mertebeden denklemlerin ikinci, üçüncü ve daha

yüksek mertebeden denklemlerde kullan¬labilecek kavramsal bir temel sa¼glama avan-

taj¬vard¬r.

Birinci mertebeden lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemler geometrik optik

ve ak¬̧skanlar dinami¼gi gibi çeşitli �zik bilimleri alanlar¬nda ortaya ç¬kar. Bu den-

klemler çeşitli alanlar¬n geli̧stirilmesinde önemli rol oynamaktad¬r. Lineer ve yar¬

lineer birinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler teorisi, k¬smi diferansiyel

denklemleri tan¬mlayan katsay¬larla ili̧skili bir vektör alan¬n¬n, integral yüzeylerinin

bulunmas¬na indirgenebilmesidir. Bu �kir, karakteristikler metodu olarak bilinen

bir çözüm tekni¼ginin temelidir. Bu metot hem teorik hem de say¬sal sonuçlar için

kullan¬labilir. Bu olgunun �ziksel anlam¬, şok dalgalar¬n¬n ortaya ç¬k¬̧s¬ile ilgilidir.

·Ikinci mertebeden yar¬lineer denklemlerin analizi, daha yüksek mertebeden k¬smi

diferansiyel denklemler ve sistemlerin dünyas¬na aç¬lan kap¬d¬r. Bu analizin en

önemli yönlerinden biri hiperbolik, parabolik ve eliptik tipler aras¬ndaki ayr¬md¬r.

Fiziksel aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda; hiperbolik tip, sonlu mesafelerde keskin sinyaller gön-

derebilen �ziksel sistemlere kaŗs¬l¬k gelir, parabolik tip di¤üzif olaylar¬temsil eder,

eliptik tip ise genellikle zaman¬n olmad¬¼g¬statik durumlarla ili̧skilendirilir. Bu üç

tipten en çok hiperbolik tip birinci mertebeden k¬smi diferansiyel denklemlere ben-

zemektedir [Debnath 2012, Epstein 2017].

Fen ve mühendislik gibi baz¬uygulamal¬bilimlerden elde edilen k¬smi diferansiyel

denklemler ikiden daha yüksek mertebeli olabilir. Bunlardan biri de genel olarak

dördüncü mertebeden olan kiri̧s teorilerinden elde edilir. Örne¼gin; Timoshenko kiri̧s

teorisi ve Euler-Bernoulli kiri̧s teorisi öne ç¬kan kiri̧s teorilerindendir. Timoshenko

kiri̧s teorisi, Euler-Bernoulli kiri̧s teorisinin genelleştirilmi̧s halidir ve elastisitenin

öncüsü Timoshenko taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Timoshenko kiri̧s teorisi, Euler-

Bernoulli kiri̧s teorisinden farkl¬olarak kayma gerilmelerinin kiri̧s e¼gilmesinde etkili

oldu¼gunu belirtir yani kayma deformasyonlar¬n¬da göz önüne al¬r. Euler-Bernoulli

kiri̧s teorisinde ise bu kayma deformasyonlar¬ çok küçük oldu¼gundan ihmal edilir

[Çelik 2011].

1.1. Patlama (Blow up)

Lineer olmayan hiperbolik denklemleri içeren başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problem-

lerinin çözümlerinin patlamas¬konusu üzerine geçmi̧ste çok fazla çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r

ve günümüzde de bu konu üzerine çal¬̧smalar etkin olarak sürdürülmektedir.

Kabaca, do¼grusal olmayan problemlerde zaman¬n sonlu bir T > 0 limitine yak-

laşt¬¼g¬nda, problemdeki de¼gi̧sken veya de¼gi̧skenlerin sonsuza gitmesidir. De¼gi̧sken-
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lerin sonsuz büyümesinden dolay¬da çözümler global olarak yok olur. Bu olay blow

up (çözümün patlamas¬) veya global çözümlerin yoklu¼gu olarak adland¬r¬l¬r.

Blow up, adi diferansiyel denklemlerde oldukça temel düzeyde gerçekleşmektedir.

Basit bir örnekle ifade edecek olursak reel de¼gi̧skenli

u = u (t)

fonksiyonu için çözümün patlamas¬na adi diferansiyel denklemler için basit bir örnek

verelim; 8<: u0 = u2 ,

u (0) = 1
2

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü u (t) = 1
2�t dir. Bu örnekte t! 2� için u (t)!

1 d¬r. Bu örnek do¼grusal olmayan denklemlerin büyük bir s¬n¬f¬için ortak olan bir

özelli¼gi göstermesi aç¬s¬ndan önemlidir, yani çözüm sonlu zamanda sonsuz olur.

Bu nedenle, bu tezin esas amac¬son bölümde dördüncü mertebeden bir k¬smi

türevli denklem olan Timoshenko denkleminin bir s¬n¬f¬için çözümlerin patlamas¬

için yeter koşullar¬vermektir.
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Bu tezin esas amac¬; do¼grusal olmayan

utt +�
2u�M

�
kruk2

�
�u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u (2.1)

Timoshenko denkleminin çözümlerinin patlamas¬n¬göstermektir.

Bu denklemde M
�
kruk2

�
� 1 ve dördüncü mertebeden �2u teriminin yok-

lu¼gunda (2.1) denklemi

utt ��u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u (2.2)

denklemine dönüşür. (2.2) denkleminin çözümlerinin varl¬k-teklik, asimptotik davran¬̧s¬

ve patlamas¬ Georgiev ve Todorova (1994), Levine (1974) ve Messaoudi (2001)

taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬.

(2.1) denkleminde M
�
kruk2

�
� 0 ise

utt +�
2u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u

Petrovsky denklemi elde edilir. Bu denklemin varl¬k-teklik ve patlamas¬Messaoudi

(2002) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Daha sonra farkl¬yöntemler kullan¬larak patlamas¬

ve enerji azalmas¬Wu ve Tsai (2009), Chen ve Zhou (2009), Li ve ark. (2012), Pi̧skin

ve Polat (2014) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Ono 1997 y¬l¬nda (Ono 1997a-b)

utt �M

�A 1
2u
2�Au+ �ut = juj� u

denkleminin patlamas¬n¬çal¬̧st¬.

Esquivel-Avila, 2010 ve 2013 y¬llar¬nda (2.1) denkleminin çözümünün varl¬¼g¬, pat-

lamas¬ve global atraktörünü çal¬̧st¬. Pi̧skin, 2015 y¬l¬nda denklemin Banach büzülme

dönüşümünden faydalanarak lokal varl¬¼g¬n¬, negatif başlang¬ç enerjisi için patla-

mas¬n¬ve enerji azalmas¬n¬gösterdi. Daha sonra 2016 y¬l¬nda Pi̧skin ve Irk¬l Timo-

shenko denkleminin çözümünün pozitif başlang¬ç enerjisi için patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz ile ilgili baz¬ temel

kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzay¬, Sobolev uzay¬, baz¬önemli eşit-

lik ve eşitsizlikler ve çözümlerin patlamas¬ile ilgili baz¬lemmalara yer verilecektir.

[Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998, Kesavan 1989, Polat 2005, Pi̧skin

2013, Pi̧skin 2017].

3.1. Temel Kavramlar

Tan¬m 3.1.1. Bir fonksiyonu ve onun sonlu mertebeden türevlerini içeren

denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir diferansiyel denklemde ba¼g¬ml¬ve

ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenler olmak zorunda de¼gildir. Fakat ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin herhangi bir

mertebeden türev veya türevleri olmak zorundad¬r.

Tan¬m 3.1.2. Diferansiyel denklem, tek bir ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre türev

içerirse buna adi diferansiyel denklem denir. Bu denklemler genel olarak

f
�
x; y; y0; y00; :::; y(n)

�
= 0

biçiminde veya e¼ger y(n) yaln¬z b¬rak¬labiliyorsa

y(n) = f
�
x; y; y0; y00; :::; y(n�1)

�
biçiminde yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.1.3. Diferansiyel denklem, birden fazla ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre türev

içerirse buna k¬smi diferansiyel denklem denir. Bu denklemler ise genel olarak

f

�
x; y; z;

@z

@x
;
@z

@y
; :::

�
= 0

veya

f (x; y; z; zx; zy; :::) = 0

biçiminde yaz¬l¬r. Örne¼gin;

y00 � 2y0 � 3y = sinx

denklemi adi diferansiyel denklem,

@2z

@x2
� @2z

@y2
= 0

7



3. MATERYAL VE METOT

denklemi ise k¬smi diferansiyel denklemdir.

Tan¬m 3.1.4. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yüksek mertebeli türevin

mertebesine diferansiyel denkleminmertebesi (basama¼g¬) denir. En yüksek mertebeli

türevin cebirsel kuvvetine (üssüne) diferansiyel denklemin derecesi denir.

Örne¼gin;

(y000)
4
+ 3x (y0)

5 � 3y = sinx

denklemi 3. mertebe, 4. derecedendir.

Tan¬m 3.1.5. Bir diferansiyel denklemde, ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken ve türevleri yaln¬z

birinci dereceden ve bunlar denklemde çarp¬m halinde bulunmuyorlarsa denkleme

do¼grusal (lineer) denklem, aksi halde do¼grusal olmayan (nonlineer) denklem denir.

n: mertebeden en genel do¼grusal adi diferansiyel denklem

an (x) y
(n) + an�1 (x) y

(n�1) + :::+ a1 (x) y
0 + a0 (x) y = b (x)

biçimindedir. Denklem e¼ger; b (x) = 0 ise homojen denklem, b (x) 6= 0 ise homojen
olmayan denklem olarak adland¬r¬l¬r.

Ayr¬ca e¼ger katsay¬lar sabit say¬lar ise sabit katsay¬l¬diferansiyel denklem, aksi

halde de¼gişken katsay¬l¬diferansiyel denklem olarak adland¬r¬l¬r.

Örne¼gin;

y000 � x3y0 + 4y = 0

diferansiyel denklemi 3. mertebe, 1. dereceden, de¼gi̧sken katsay¬l¬, homojen, lineer

bir adi diferansiyel denklemdir.

Bir k¬smi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun türevlerine göre

birinci dereceden ise lineer denklem denir.

Örne¼gin;

uxx + e2yuy = xy2u

denklemi lineerdir.

Bir k¬smi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden

türevlerine göre lineer ise bu denkleme yar¬lineer denklem denir.

Örne¼gin;

uyuxx � sin x:uxy = y

denklemi yar¬lineer bir denklemdir.

8
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Bazen yar¬ lineer bir denklemde, en yüksek mertebeden türevlerin katsay¬lar¬

sadece ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin bir fonksiyonu olur. Böyle bir yar¬ lineer denkleme

hemen hemen lineer denklem denir.

Örne¼gin;

yuxx + x2uyy � u3ux = 0

denklemi hemen hemen lineer bir denklemdir.

Bu tan¬mlara göre, hemen hemen lineer k¬smi diferansiyel denklem s¬n¬f¬n¬n lineer

denklem s¬n¬f¬n¬; yar¬lineer denklem s¬n¬f¬n¬n ise hemen hemen lineer denklem s¬n¬f¬n¬

içerdi¼gi aç¬kt¬r.

Tan¬m 3.1.6. ·Ikinci mertebeden, iki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli bir k¬smi diferansiyel

denklem

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu+G = 0 (3.1.1)

genel şekliyle verilebilir. Burada A; B; C; D; E; F katsay¬ fonksiyonlar¬ve G

fonksiyonu da sabit veya de¼gi̧sken içeren fonksiyondur. (3.1.1) denklemi,

� = B2 � 4AC

diskrimant¬n¬n i̧saretine göre s¬n¬�and¬r¬l¬r. Bu s¬n¬�and¬rma

Diskrimant Denklem Tipi

� > 0 Hiperbolik

� = 0 Parabolik

� < 0 Eliptik

şeklinde yap¬labilmektedir. K¬smi diferansiyel denklemlerin eliptik, parabolik ve

hiperbolik tiplerinin genel denklemleri s¬ras¬yla Laplace, ¬s¬ve dalga operatörünü

içermektedir.

Matematiksel Nicelik ·Isimlendirme Fiziksel ·Isim S¬n¬�and¬rma

� Laplacian Potansiyel operatörü Eliptik

@
@t
�� Is¬ Difüzyon operatörü Parabolik

@2

@t2
�� D0Alembert Dalga operatörü Hiperbolik

9
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Diferansiyel Denklemlerin Elde Edili̧sleri

Diferansiyel denklemlerin elde edilmeleri genelde üç k¬s¬mda toplanabilir.

I) Problem cebirsel olarak verilebilir. ·Içinde key� sabitlerin bulundu¼gu bir ce-

birsel denklem, düzlemde bir e¼gri ailesi oluşturur. Cebirsel denklemdeki key�sabitler

denklem ve onun türevleri aras¬nda yok edilerek bir diferansiyel denkleme ulaş¬l¬r.

II) Geometrik özellikleri ile problemi tan¬mlay¬p, bu özelliklere uyan e¼grinin

bulunmas¬da bize bir diferansiyel denklem verir.

III) Uygulamal¬bilim dallar¬nda (Fen ve mühendislik gibi) problemin matem-

atiksel modeli genellikle bir diferansiyel denklemdir.

Diferansiyel Denklemlerin Çözümü

Tan¬m 3.1.7.

f
�
x; y; y0; y00; :::; y(n)

�
= 0 (3.1.2)

diferansiyel denklemi verilsin. c1; c2; c3;:::;cn birbirinden ba¼g¬ms¬z key�sabitler olmak

üzere

F (x; y; c1; c2; :::; cn) = 0

ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlanan n parametreli bir fonksiyon ailesini göz önüne alal¬m. E¼ger

ailedeki her fonksiyon (3.1.2) denkleminin bir çözümü ise, bu fonksiyona (3.1.2)

denkleminin genel çözümü denir.

Tan¬m 3.1.8. Key� sabitlere özel de¼gerler vererek genel çözümden elde edilen

çözümlere özel çözümler denir.

Tan¬m 3.1.9. Genel çözümde key� sabitlere özel de¼gerler vererek elde edile-

meyen çözümlere tekil (singüler, ayk¬r¬) çözüm denir.

Tan¬m 3.1.10. Bir özel çözümün gra�¼gine integral e¼grisi, genel çözümün gra�¼gine

ise integral e¼griler ailesi (integral e¼griler kümesi) denir.

Örne¼gin;

y0 � 4y 12 = 0

diferansiyel denkleminin genel çözümü

y = (2x+ c)2

10
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d¬r. Burada c ye özel de¼gerler vererek elde edilen çözümler özel çözüm olacakt¬r.

Örne¼gin;

y = (2x� 1)2 ;

y = (2x+ 5)2 ;

...

özel çözümlerdir. Burada genel çözümde c ye key�de¼ger vererek elde edemedi¼gimiz

fakat denklemi sa¼glayan

y = 0

tekil (singüler) çözümdür.

Başlang¬ç ve S¬n¬r De¼ger Problemleri

Tan¬m 3.1.11. Uygulamal¬bilimlerde genellikle bir diferansiyel denklemin genel

çözümü yerine onun baz¬ek koşullar¬sa¼glayan çözümlerinin bulunmas¬istenir, e¼ger

ek koşullar ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken ve türevlerine göre tek bir noktada verilmi̧sse probleme

başlang¬ç-de¼ger problemi, e¼ger koşullar en az iki farkl¬noktada verilmi̧sse probleme

s¬n¬r-de¼ger problemi denir.

Bir diferansiyel denklemin tek bir çözümünün elde edilebilmesi için, başlang¬ç ve

s¬n¬r de¼ger problemindeki koşul say¬s¬denklemin mertebesine (yani genel çözümdeki

key� sabit say¬s¬na) eşit olmal¬d¬r.

3.2. ·Iyi Konulmuş Problemler

Bir diferansiyel denklem aşa¼g¬daki üç şart¬sa¼gl¬yorsa iyi konulmuş (well posed)

olarak adland¬r¬l¬r:

(I) Varl¬k : Problem gerçekte bir çözüme sahip olmal¬,

(II) Teklik : Bu çözüm tek olmal¬,

(III) Sürekli Ba¼g¬ml¬l¬k : Çözüm, problemde verilen verilere sürekli ba¼g¬ml¬

olmal¬d¬r. Bu koşul özel olarak �ziksel uygulamalarda ortaya ç¬kan problemler için

önemlidir. Problemi belirleyen verilerdeki küçük bir de¼gi̧siklik, tek çözümde de

küçük de¼gi̧sikliklere neden olmal¬d¬r. Di¼ger taraftan birçok problem için tek çözüm

olmas¬beklenmemektedir. Bu durumdamatematiksel olarak çözümleri s¬n¬�and¬rma

ve karakterize etme önemlidir.
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3.3. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m Uzay¬ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 3.3.1. X; K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun.

k:k : X ! R+; x! kxk dönüşümü 8x; y 2 X ve 8a 2 K için

(I) kxk � 0; kxk = 0, x = 0;

(II) kaxk = jaj : kxk ;
(III) kx+ yk � kxk+ kyk (Üçgen eşitsizli¼gi)
özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde norm ad¬n¬al¬r ve bu durumda (X; k:k) ikili-

sine bir normlu uzay ad¬verilir, kxk say¬s¬na da x 2 X eleman¬n¬n normu denir.

Tan¬m 3.3.2. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her " > 0 için

n;m � N oldu¼gunda

kxn � xmk < "

olacak şekilde bir N do¼gal say¬s¬varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.3.3. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xk = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsakt¬r denir ve xn ! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.3.4. Bir X normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi X in bir eleman¬na

yak¬ns¬yor ise bu uzaya tam uzay denir. (X; k:k) uzay¬tam ise bu uzaya Banach

uzay¬denir.

Tan¬m 3.3.5. X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬ iki norm, k:k1 ve k:k2 olsun.
A > 0; B > 0 sabitleri için

A kxk1 � kxk2 � B kxk1

eşitsizli¼gi X uzay¬ndaki her x noktas¬için geçerli ise, k:k1 ve k:k2 normlar¬na denk
normlar denir.

Tan¬m 3.3.6. K cismi üzerinde bir X vektör uzay¬verildi¼ginde, X � X uzay¬

üzerinde tan¬ml¬K de¼gerli

h:; :i : X � X ! K

bir fonksiyonun her x; y 2 X ve a; b 2 C için aşa¼g¬daki özellikleri varsa, bu fonksiy-

ona iç çarp¬m denir;

12
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(I) hx; xi � 0; hx; xi = 0, x = 0;

(II) hx; yi = hy; xi
(III) hax+ by; zi = a hx; zi+ b hy; zi :
K = R halinde hx; yi = hy; xi oldu¼gu hemen görülür.
Bir iç çarp¬m ile

kxk = hx; xi
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 3.3.7. Tam iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 3.3.8. n�boyutluRn ve gerçel Euclid uzay¬nda bir nokta x = (x1; :::; xn) ve
bu noktan¬n normu

jxj =
 

nX
j=1

x2j

! 1
2

ile tan¬mlan¬r. x ve y nin iç çarp¬m¬

x:y =
nX
j=1

xjyj

şeklindedir.

3.4. Lebesgue Uzay¬(Lp (
))

Tan¬m 3.4.1. 
; Rn de bir bölge ve p pozitif gerçel say¬olsun. 
 da tan¬ml¬

ölçülebilir bütün u fonksiyonlar¬s¬n¬f¬na aşa¼g¬daki koşul alt¬nda

R


ju (x)jp dx <1

Lp (
) uzay¬denir. Bu uzay bir vektör uzay¬d¬r. 1 � p <1 olmak üzere bu uzay

kukLp(
) =
�R


ju (x)jp dx

�1=p
normuyla Banach uzayd¬r.

Tan¬m 3.4.2. 
, Rn uzay¬nda bir bölge, 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinde

her kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilir bütün ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬Lploc (
) uzay¬d¬r.
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Tan¬m 3.4.3. vol (
) =
R


1dx < 1 (
 bölgesi s¬n¬rl¬), 1 � p � q � 1 olsun.

Bu durumda u 2 Lq (
) ise u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � c kukq

d¬r. Burada c = (vol (
))(1=p)�(1=q) d¬r. Yani

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.4.4. L2 (
) ;

hu; vi =
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre Hilbert uzayd¬r.

3.5. Sobolev Uzay¬(Wm;p (
))

Tan¬m 3.5.1. u 2 L1loc (
) ve � çoklu-indisi verilsin. 8' 2 C10 (
) için

R


'vdx = (�1)j�j

R


uD�'dx

ise v 2 L1loc (
) fonksiyonuna u nun �: zay¬f türevi denir ve v = D�u şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.5.2. 
, Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬ve

1 � p � 1 olmak üzere,

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir ve bu uzay

1 � p <1 için

kukWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p

ve p =1 için

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
)

normlar¬ile Banach uzayd¬r.

Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬W
m;p
0 (
) d¬r.
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Burada

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.5.3. p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) d¬r. H
m (
)

uzay¬ndaki norm

kukHm(
) =

 P
0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2
şeklindedir.

Tan¬m 3.5.4. Hm (
),

hu; viHm(
) =
P

0�j�j�m
hD�u;D�vi

iç çarp¬m¬ile Hilbert uzayd¬r. Burada hu; vi =
R


u (x) v (x)dx şeklinde L2 (
) deki

iç çarp¬md¬r.

H1
0 (
) uzay¬nda iç çarp¬m

hu; viH1
0 (
)

=
R


rurvdx

d¬r ve norm

kukH1
0 (
)

=
�R


jruj2 dx

�1=2
şeklindedir.

Tan¬m 3.5.5. Sobolev Gömülme Teoremi. 
, Rn de koni özeli¼gine sahip

aç¬k bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p <1 olsun. Bu durumda

(I) mp > n ise

W j+m;p (
) ,! CjB (
)

d¬r.

(II) mp = n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q <1

veya

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

15
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d¬r. Ayr¬ca p = 1 ise

W j+m;1 (
) ,! CjB (
)

d¬r.

(III) mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q � p�

veya

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

d¬r.

Burada

p� =

8<: np
n�mp ; n > mp

+1; n � mp

d¬r.

Wm;p yerine Wm;p
0 uzay¬al¬n¬rsa, 
 bölgesinde herhangi bir k¬s¬tlama yap¬lmak-

s¬z¬n gömülmeler yine geçerli olur.

3.6. Baz¬Önemli Eşitlik ve Eşitsizlikler

Teorem 3.6.1. a; b � 0 ve 1 � p <1 olsun. Bu durumda

(a+ b)p � 2p�1 (ap + bp)

d¬r.

Lemma 3.6.2. (Cauchy Eşitsizli¼gi). " > 0 ve a; b 2 R olsun. Bu durumda

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2

d¬r.

Lemma 3.6.3. (Young Eşitsizli¼gi). " > 0; a; b � 0 ve p > 1 için 1
p
+ 1

q
= 1

olsun. Bu durumda

jabj � ap

p
+
bq

q

16
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eşitsizli¼gi veya

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r.

Lemma 3.6.4. (Hölder Eşitsizli¼gi). 1 < p < 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. E¼ger

u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ise bu durumda uv 2 L (
) ve

kuvk1 � kukp kvkq

d¬r. p = 1 ise q =1 ve kvkq = ess sup



jvj al¬r¬z.
p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

Lemma 3.6.5. (Minkowski Eşitsizli¼gi). u; v 2 Lp (
) ve p � 1 olmak üzere

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Lemma 3.6.6. (Sobolev Eşitsizli¼gi). n > 1 olmak üzere 
 � Rn aç¬k bölge

olsun. n > p, p � 1 ve u 2 W 1;p
0 (
) ise, o zaman

kukLnp=(n�p) (
) � C kDukLp(
)

şeklindedir. Burada C = C (p; n) d¬r.

n > p ve 
 s¬n¬rl¬ise, o zaman u 2 C
�


�
ve

sup


juj � C j
j1=n�1=p kDukLp(
)

olur.
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Lemma 3.6.7. (Leibniz ·Integral Formülü).

f (x; t) ; @f
@x
fonksiyonlar¬f(x; t) : a � x � b; c � t � dg bölgesinde ve u (x) ; v (x)

fonksiyonlar¬da (a; b) aral¬¼g¬nda sürekli ise

d

dx

 Z u(x)

v(x)

f (x; t) dt

!
=

Z u(x)

v(x)

@

@x
f (x; t) dt+ f (x; u (x))u0 (x)� f (x; v (x)) v0 (x)

Lemma 3.6.8. (Green Özdeşli¼gi).

u 2 C2 (
) \ C
�


�
olmak üzere,Z



v�udx =

Z
@


v
@u

@n
ds�

Z



rvrudx

d¬r. Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n
= n:ru d¬r.

3.7. Çözümlerin Patlamas¬ile ·Ilgili Baz¬Lemmalar

Lemma 3.7.1.

� > 0 ve B (t) 2 C2 (0;1) negatif olmayan fonksiyonu, t � 0 için

B00 (t)� 4 (� + 1)B0 (t) + 4 (� + 1)B (t) � 0 (3.7.1)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. r2 = 2 (� + 1)� 2
p
� (� + 1) olmak üzere; e¼ger

B0 (0) > r2B (0) +K0 (3.7.2)

ise, bu durumda t > 0 için B0 (t) > K0 d¬r. Burada K0 sabit say¬d¬r (Li ve Tsai

2003).

·Ispat. (3.7.1) denklemi sabit katsay¬l¬adi bir diferansiyel eşitsizlik oldu¼gundan,

karakteristik denklemi

r2 � 4 (� + 1) r + 4 (� + 1) = 0

d¬r. Bu denklemin kökleri

� = b2 � 4ac

= 16 (� + 1)2 � 16 (� + 1)

= 16
�
�2 + �

�
18



Hazal YÜKSEKKAYA

oldu¼gundan

r1 =
�b+

p
�

2a

=
4 (� + 1) +

q
16
�
�2 + �

�
2

= 2 (� + 1) + 2
p
� (� + 1)

ve

r2 =
�b�

p
�

2a

=
4 (� + 1)�

q
16
�
�2 + �

�
2

= 2 (� + 1)� 2
p
� (� + 1)

d¬r.

Bu durumda (3.7.1) diferansiyel eşitsizli¼gi�
d

dt
� r1

��
d

dt
� r2

�
B (t) � 0

şeklinde yaz¬labilir. Burada

B00 (t)�B0 (t) (r1 + r2) +B (t) r1r2 � 0;

B00 (t)�B0 (t) r1 �B0 (t) r2 +B (t) r1r2 � 0;

B00 (t)�B0 (t) r2 � r1 (B
0 (t)�B (t) r2) ;

B00 (t)�B0 (t) r2
B0 (t)�B (t) r2

� r1

olur. Buradan
(B0 (t)� r2B (t))

0

B0 (t)� r2B (t)
� r1 (3.7.3)

yaz¬labilir. (3.7.3) ifadesinin 0 dan t ye integralini al¬rsak

Z t

0

(B0 (t)� r2B (t))
0

B0 (t)� r2B (t)
dt �

Z t

0

r1dt;

ln jB0 (t)� r2B (t)j � ln jB0 (0)� r2B (0)j � r1t;

ln

���� B0 (t)� r2B (t)

B0 (0)� r2B (0)

���� � r1t;
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B0 (t)� r2B (t)

B0 (0)� r2B (0)
� er1t;

B0 (t)� r2B (t) � (B0 (0)� r2B (0)) e
r1t;

B0 (t) � r2B (t) + (B
0 (0)� r2B (0)) e

r1t

bulunur. Böylece (3.7.2) göz önünde bulundurulursa

B0 (t) > K0

elde edilir.

Lemma 3.7.2.

H (t) ; [t0;1) aral¬¼g¬nda artmayan ve t � t0 için

[H 0 (t) ]
2 � a+ b [H (t) ]2+

1
� (3.7.4)

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim
t!T ��

H (t) = 0

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde sonlu bir T � zaman¬vard¬r. Burada a > 0; b 2 R dir.
T � ¬n üst s¬n¬rlar¬için aşa¼g¬daki kestirimler geçerlidir:

I) E¼ger b < 0 ve H (t0) < min
n
1;
q

�a
b

o
ise, bu durumda

T � � t0 +
1p
�b
ln

q
�a
bq

�a
b
�H (t0)

(3.7.5)

d¬r.

II) E¼ger b = 0 ise, bu durumda

T � � t0 +
H (t0)p

a
(3.7.6)

d¬r.

III) E¼ger b > 0 ise, bu durumda

T � � H (t0)p
a

veya T � � t0 + 2
3�+1
2�

�cp
a

h
1� (1 + cH (t0))

�1
2�

i
(3.7.7)

d¬r. Burada c =
�
b
a

� �
2�+1 d¬r (Li ve Tsai 2003).
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·Ispat.

I) c � d > 0 için
p
c2 � d2 � c� d oldu¼gundan (3.7.4) ten t � t0 için

jH 0 (t)j �
q
a� (�b) [H (t)]2+

1
�

�
p
a�

p
�b [H (t)]1+

1
2� ;

H 0 (t) � �
p
a+

p
�b [H (t)]1+

1
2� ;

H 0 (t) � �
p
a+

p
�bH (t)

olur. Buradan birinci mertebeden lineer

H 0 (t)�
p
�bH (t) � �

p
a

eşitsizli¼gi çözülürse �
e�

p
�btH (t)

�0
� �

p
ae�

p
�bt;Z t

t0

�
e�

p
�btH (t)

�0
dt �

Z t

t0

�
p
ae�

p
�btdt;

e�
p
�btH (t)� e�

p
�bt0H (t0) �

p
ap
�b

e�
p
�bt �

p
ap
�b

e�
p
�bt0;

H (t) �
 
H (t0)�

r
�a
b

!
e(t�t0)

p
�b +

r
�a
b

bulunur. Buradan limit al¬n¬rsa

lim
t!T �

H (t) � lim
t!T �

" 
H (t0)�

r
�a
b

!
e(T

��t0)
p
�b +

r
�a
b

#

olur.

lim
t!T �

H (t) = 0

oldu¼gundan  
H (t0)�

r
�a
b

!
e(T

��t0)
p
�b +

r
�a
b
= 0;

T � = t0 +
1p
�b
ln

0@
q

�a
bq

�a
b
�H (t0)

1A
olur. Böylece burada limt!T � H (t) = 0 olacak şekilde pozitif bir T � < 1 say¬s¬

vard¬r ve T � say¬s¬n¬n üst s¬n¬r¬(3.7.5) te verildi¼gi gibidir.
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II) b = 0 ise, (3.7.4) ten t � t0 için

H (t) � H (t0)�
p
a (t� t0)

olur. Buradan her taraf¬n t göre türevi al¬n¬rsa

H 0 (t) � �
p
a

olur. Bu ifadenin t0 dan t ye integrali al¬n¬rsaZ t

t0

H 0 (t) dt �
Z t

t0

�
�
p
a
�
dt;

H (t) � H (t0)�
p
a (t� t0)

olur. Burada limit al¬n¬rsa

lim
t!T ��

H (t) � lim
t!T ��

�
H (t0)�

p
a (T � � t0)

�
burada limt!T � H (t) = 0 oldu¼gundan

H (t0)�
p
a (T � � t0) = 0;

T � � H (t0)p
a
+ t0

olur.

III)

b > 0 için, (3.7.4) ten

jH 0 (t)j �
q
a+ b (H (t))2+

1
� ;

H 0 (t) � �
q
a+ b (H (t))2+

1
�

= �

s
a

�
1 +

b

a
(H (t))2+

1
�

�

Buradan

H 0 (t) � �

s
a

�
1 + (cH (t))

2+1
�

�
(3.7.8)

olur. Burada c =
�
b
a

� �
2�+1 d¬r.
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m;n > 0 ve q � 1 olmak üzere

mq + nq � 21�q (m+ n)q

eşitsizli¼gi göz önünde bulundurulur ve q = 2 + 1
�
olarak seçilirse (3.7.8) den

H 0 (t) � �
p
a2

�1��
2� (1 + cH (t))1+

1
2�

diferansiyel eşitsizli¼gi bulunur. Bu ifadenin t0 dan t ye integrali al¬n¬rsaZ t

t0

H 0 (t)

(1 + cH (t))1+
1
2�

dt �
Z t

t0

�
�
p
a2

�1��
2�

�
dt;

H (t) � 1

c

(
�1 +

�p
a

�c
2�

3�+1
2� (t� t0) + (1 + cH (t0))

�1
2�

��2�)
bulunur. Böylece burada limt!T � H (t) = 0 olacak şekilde pozitif bir T � <1 say¬s¬

vard¬r ve T � say¬s¬n¬n üst s¬n¬r¬(3.7.7) de verildi¼gi gibidir.

Şimdi, denklemin her iki taraf¬n¬n limitini alal¬m:

lim
t!T ��

H (t) � lim
t!T ��

1

c

(
�1 +

�p
a

�c
2�

3�+1
2� (T � � t0) + (1 + cH (t0))

�1
2�

��2�)

burada limt!T �� H (t) = 0 oldu¼gundan

1

c

(
�1 +

�p
a

�c
2�

3�+1
2� (T � � t0) + (1 + cH (t0))

�1
2�

��2�)
= 0;

p
a

�c
2�

3�+1
2� (T � � t0) = 1� (1 + cH (t0))

�1
2� ;

T � = t0 +
�cp
a
2
3�+1
2�

�
1� (1 + cH (t0))

�1
2�

�
bulunur. Böylece

T � � t0 + 2
3�+1
2�

�cp
a

h
1� (1 + cH (t0))

�1
2�

i
olur.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

4.1. Giri̧s

Bu bölümde, önce Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiri̧s teorileri tan¬mlanacak-

t¬r. Daha sonra 1921 de Timoshenko taraf¬ndan elde edilen denklemin modellenmesi

Doshi�nin [Doshi 1979] çal¬̧smas¬ndan faydalan¬larak verilmi̧stir. Son olarak Timo-

shenko denkleminin bir s¬n¬f¬için denklemin çözümlerinin patlamas¬farkl¬iki yoldan

ispatlanacakt¬r.

4.2. Kiri̧s Teorileri

Eksenine düşey yönde etkiyen yükleri taş¬yan, kal¬nl¬k ve geni̧slikleri uzunluk-

lar¬na göre daha az olan yap¬elemanlar¬na kiriş denir. Yüklemeden sonra kiri̧sin

düz ekseni çökme e¼grisi denen bir e¼griye e¼grilir. Bu olaya kirişin e¼grilmesi denir.

4.2.1. Euler-Bernoulli Kiri̧s Teorisi

Çarp¬lman¬n göz önüne al¬nmad¬¼g¬durumlarda yer de¼gi̧stirmeleri esas alan de-

plasman (yer de¼gi̧sim) yöntemi olan ve kolayl¬¼g¬sayesinde mühendisler taraf¬ndan

en çok kullan¬lan teoridir. Burada kayma deformasyonlar¬dikkate al¬nmaz. Yani

şekil de¼gi̧stirmeden önce kiri̧s eksenine dik olan düzlem en kesitin şekil de¼gi̧simin-

den sonra da kiri̧s eksenine dik kald¬¼g¬varsay¬l¬r. Bu teoride e¼gilme momenti ve

yanal deplasman göz önüne al¬n¬r. Ancak kayma deformasyonu ve dönme ataleti

(eylemsizli¼gi) ihmal edilir.

Euler-Bernoulli kiri̧s modeli, e¼gilmeye ba¼gl¬olarak gerinme enerjisini ve yanal

deplasmanlara ba¼gl¬olarak da kinetik enerjiyi hesaba kat¬yordu. Jacob Bernoulli

elastik bir kiri̧sin herhangi bir noktadaki e¼gilmesinin o noktadaki e¼gilme momentiyle

orant¬l¬oldu¼gundan bahsetmi̧stir. Daniel Bernoulli ise ilk defa titreşen bir kiri̧sin

hareket denklemlerini diferansiyel denklem şeklinde göstermi̧stir. Sonralar¬Jacob

Bernoulli�nin teorisini benimseyen Leonard Euler, elastik kiri̧slerin çeşitli yükleme

koşullar¬alt¬ndaki şekilleriyle ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Böylece bu model Euler-

Bernoulli kiri̧s teorisi diye geçmi̧stir. Genel olarak klasik kiri̧s teorisi, Euler kiri̧s

teorisi ya da Bernoulli kiri̧s teorisi olarak da adland¬r¬lmaktad¬r. Euler-Bernoulli

kiri̧s teorisi en basit kiri̧s modelidir. Bundan dolay¬yap¬lan çal¬̧smalarda en çok

yararlan¬lan kiri̧s modellerinden biridir. Basit olmas¬na ra¼gmen ço¼gu koşulda yeterli

sonuçlar elde edilmektedir. Ancak baz¬karmaş¬k modlar¬n (̧sekillerin) a¼g¬rl¬k, rijit-

lik gibi özelliklerinden oluşan hasar durumlar¬n¬hatal¬hesaplayabilmektedir. An-

cak genelde ince kiri̧sler için tutarl¬ sonuçlar elde edilir. Çeşitli araşt¬rmac¬lar
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Euler-Bernoulli kiri̧s teorisi vas¬tas¬yla enine titreşimin hareket denklemlerini bu-

larak baz¬s¬n¬r şartlar¬alt¬nda kararl¬l¬k diyagramlar¬n¬bulmuşlard¬r. Bu teori ba-

sitli¼gi dolay¬s¬yla mühendisler taraf¬ndan en çok tercih edilen teoridir.

4.2.2. Timoshenko Kiri̧s Teorisi

Deformasyondan önce ortalama düzleme dik olan en kesit, şekil de¼gi̧siminden

sonra düzlemle bir aç¬yapar, ancak düzlem kesit yine ayn¬kal¬r. (Euler-Bernoulli

varsay¬m¬). Timoshenko kiri̧s teorisi kayma gerilmelerinin etkilerini dikkate al¬r.

Timoshenko�nun hesap yöntemi Euler hesap yönteminde göz önüne al¬nmayan kesme

kuvvetinin de hesaba kat¬lmas¬yla oluşturulmuştur. Genelde k¬sa ve yüksek kiri̧sler

için Euler-Bernoulli teorisine k¬yasla daha net sonuçlar elde edilir. Bu kiri̧s mod-

elinde Euler-Bernoulli kiri̧s teorisine ilaveten hem kesitin dönme eylemsizli¼gi hem

de kayma şekil de¼gi̧stirmeleri dikkate al¬n¬r. Böylece Timoshenko kiri̧s teorisinde

e¼gilme momenti, yanal yer de¼gi̧simler, dönme ataleti ve kayma deformasyonlar¬n¬n

etkisi ayn¬anda göz önünde bulundurulur. Ortaya ç¬kan modelden sadece ince kir-

i̧sler için de¼gil, kal¬n kiri̧sler için de do¼gru sonuçlar elde edilir. [Ihlamur 2008, Yaz¬c¬

2009]

4.3. Timoshenko Denkleminin Elde Edilmesi

Timoshenko kiri̧s teorisi, Euler kiri̧s teorisinin bir modi�kasyonudur. Euler kiri̧s

teorisi, rotasyonel eylemsizlik veya kayma için düzeltmeyi hesaba katmaz. Timo-

shenko kiri̧s teorisinde, Timoshenko hem rotasyonel eylemsizlik hem de kayma için

düzeltmeleri hesaba katm¬̧st¬r. Modi�ye teori, bir kiri̧sin titreşim analizi, gerilme

analizi ve dalga yay¬l¬m analizi gibi dinamik analizinin uygulanmas¬nda yararl¬d¬r.

Cisimlerin mukavemetinin bir öncüsü olan Timoshenko, Euler kiri̧s teorisinin bir

modi�kasyonu olan bu teoriyi 1921 y¬l¬nda geli̧stirdi.

S. P. Timoshenko (1921) de, basit kiri̧s teorisine (Euler-Bernoulli kiri̧s teorisi)

kayma ve rotasyonel eylemsizlik için düzeltme getiren ilk ki̧si oldu. Bu nedenle

kayma ve rotasyonel eylemsizli¼gin uygulanmas¬ndan sonra elde edilen denklemeTim-

oshenko Denklemi denir. Bu denklemin elde edili̧sini gösterelim [Doshi 1979].
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11

1:pdf

Yukar¬daki şekilde, e¼gilme momentiM ve kesme kuvveti Q ile gösterilmi̧stir. � aç¬s¬

e¼gim ve  aç¬s¬ise kayma aç¬s¬olsun. Sapma ise W dir.

Çok küçük sapmalar için
@W

@x
= �+  (4.3.1)

ve basit kiri̧s teorisinden (Euler-Bernoulli kiri̧s teorisi)8<: M = �EI @�
@x
;

Q = kAG
(4.3.2)

d¬r. Burada E elastiklik modülü, I eylemsizlik modülü, EI e¼gilme direncini gösteren

bir sabit, k bir kiri̧sin kesit şekline ba¼gl¬bir sabit, A kesit alan¬ve G rijitlik mod-

ülüdür.

Önce rotasyon (dönme) ve öteleme hareket denklemlerini ifade edelim:

Rotasyon denklemi

�@M
@x

dx+Qdx = �I
@2�

@t2
dx (4.3.3)

d¬r. Burada � materyalin yo¼gunlu¼gudur.

W yönünde öteleme denklemi

@Q

@x
dx = �A

@2W

@t2
dx (4.3.4)

d¬r.

Şimdi, (4.3.2) denklemindeki Q de¼geri, (4.3.3) ve (4.3.4) denklemlerinde yerine

yaz¬l¬rsa

�@M
@x

+ kAG = �I
@2�

@t2
(4.3.5)
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

ve
@ (kAG)

@x
= �A

@2W

@t2
(4.3.6)

denklemleri elde edilir. (4.3.1) denkleminden

 =
@W

@x
� �

ve (4.3.2) denkleminden

M = �EI @�
@x

ifadeleri (4.3.5) ve (4.3.6) denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa

EI
@2�

@x2
+ kAG

�
@W

@x
� �

�
� �I

@2�

@t2
= 0 (4.3.7)

ve

�A
@2W

@t2
� kAG

�
@2W

@x2
� @�

@x

�
= 0 (4.3.8)

denklemleri bulunur. (4.3.8) denkleminden

@�

@x
= � �A

kAG

@2W

@t2
+
@2W

@x2

d¬r. (4.3.7) denkleminde x e göre türev al¬n¬rsa

EI
@3�

@x3
+ kAG

�
@2W

@x2
� @�

@x

�
� �I

@3�

@t2@x
= 0

olur. Bu denklemde @�
@x
ifadesi göz önünde bulundurulursa

EI
@2

@x2

�
� �A

kAG

@2W

@t2
+
@2W

@x2

�
+kAG

�
@2W

@x2
+

�A

kAG

@2W

@t2
� @2W

@x2

�
��I @

2

@t2

�
� �A

kAG

@2W

@t2
+
@2W

@x2

�
= 0

denklemi bulunur. Bu denklem düzenlenirse

�EI�
kG

@4W

@x2@t2
+ EI

@4W

@x4
+ �A

@2W

@t2
+
�2I

kG

@4W

@t4
� �I

@4W

@x2@t2
= 0
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dan

EI
@4W

@x4
� �I

�
1 +

E

kG

�
@4W

@x2@t2
+ �A

@2W

@t2
+
�2I

kG

@4W

@t4
= 0 (4.3.9)

elde edilir. Burada (4.3.9) denklemi Timoshenko denklemi olarak adland¬r¬l¬r.

(4.3.9) denkleminde rotasyonel eylemsizlik

��I @4W

@x2@t2

ve kaymaya ba¼gl¬düzeltme

��IE
kG

@4W

@x2@t2
+
�2I

kG

@4W

@t4

d¬r.

Euler denklemi, Timoshenko denkleminden hem kayma hem de rotasyonel eylem-

sizli¼ge ba¼gl¬oluşturulan düzeltmelerin ç¬kart¬lmas¬yla elde edilir. Yani; Euler den-

klemi

EI
@4W

@x4
+ �A

@2W

@t2
= 0 (4.3.10)

şeklindedir.

Timoshenko kiri̧s teorisi ya (4.3.7) ve (4.3.8) deki iki denklem (denklem sistemi)

şeklinde ya da (4.3.9) daki tek denklem şeklinde düşünülebilir.

4.4. Do¼grusal Olmayan Timoshenko Denkleminin Çözümlerinin Pat-

lamas¬

Bu k¬s¬mda zay¬f damping terimli8>><>>:
utt +42u�M

�
kruk2

�
4 u+ ut = jujq�1 u; (x; t) 2 
� (0; T )

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 

u (x; t) = @

@v
u (x; t) = 0; x 2 @


(4.4.1)

Timoshenko denkleminin çözümlerinin patlamas¬n¬negatif, s¬f¬r ve pozitif başlang¬ç

enerjileri için çal¬̧saca¼g¬z. Burada M (s) = b1 + b2s
 d¬r. Özel olarak b1 = b2 =

1 al¬n¬rsa

M (s) = 1 + s

olur.
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Şimdi (4.4.1) probleminin lokal varl¬k teoremini ifade edelim, ispat için (Pi̧skin

2015) e bak¬labilir.

Teorem 4.4.1. (Lokal Varl¬k).8<: 1 < q <1; n � 2
1 < q � n

n�2 ; n > 2

ve

(u0; u1) 2 H2
0 (
)� L2 (
)

olsun. Bu durumda (4.4.1) denkleminin

u 2 C
�
[0; T ) ;H2

0 (
)
�
;

uzay¬nda bir tek çözümü vard¬r. Ayr¬ca aşa¼g¬daki ifadelerden en az biri do¼grudur.

I. T =1 (Global varl¬k),

II. t! T� için kutk2 + k�uk2 !1 (Blow up).

Enerji Fonksiyoneli:

(4.4.1) denkleminin Enerji fonksiyonelini bulmak için denklemi ut ile çarp¬p, 


bölgesi üzerinde integrali al¬n¬rsaZ



ututtdx| {z }
A1

+

Z



ut�
2udx| {z }

A2

�
Z



�
1 + kruk2

�
�uutdx| {z }

A3

+

Z



u2tdx| {z }
A4

=

Z



jujq�1 uutdx;| {z }
A5

olur. Şimdi A1; A2; A3; A4; A5 terimlerini düzenleyelim:

A1 terimi Z



uttutdx =
1

2

d

dt

Z



u2tdx

=
1

2

d

dt
kutk2 ;

A2 terimine Green özdeşli¼gi uygulan¬r ve u (x; t) = @
@v
u (x; t) = 0 s¬n¬r koşullar¬

göz önünde bulundurulursaZ



ut�
2udx =

Z



�ut�udx

=
1

2

d

dt
k�uk2 ;
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A3 terimi

�
Z



�
1 + kruk2

�
�uutdx = �

Z



ut�udx�
Z



kruk2 ut�udx

=

Z



rurutdx+ kruk2
Z



rurutdx

=

Z



1

2

d

dt
jruj2 dx+ kruk2

Z



1

2

d

dt
jruj2 dx

=
1

2

d

dt
kruk2 + kruk2 1

2

d

dt
kruk2

=
1

2

d

dt

�
kruk2 + 1

( + 1)
kruk2(+1)

�
;

A4 terimi

Z



u2tdx = kutk
2

ve

A5 terimi

Z



jujq�1 uutdx =

Z



jujq utdx

=
1

q + 1

d

dt

Z



jujq+1 dx

=
1

q + 1

d

dt
kukq+1q+1

olur. Böylece

d

dt

�
1

2
kutk2 +

1

2
k�uk2 + 1

2
kruk2 + 1

2 ( + 1)
kruk2(+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

�
= �kutk22
(4.4.2)

bulunur. Burada

E (t) =
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 ( + 1)
kruk2(+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

d¬r.
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Tan¬m 4.4.2. (4.4.1) problemininin u çözümü için

lim
t!T ��

�Z



u2dx+

Z t

0

Z



u2dxd�

�
=1 (4.4.3)

şart¬n¬sa¼glayan sonlu bir T � zaman¬varsa buna çözümün patlamas¬denir.

t � 0 için

a (t) =

Z



u2dx+

Z



Z t

0

u2d�dx (4.4.4)

olsun.

Lemma 4.4.3. Kabul edelim ki q�1
4
� � � 

2
ve  � 0 olsun. Bu durumda

a00 (t) � 4 (� + 1)

Z



u2tdx� 4 (2� + 1)E (0)

+4 (2� + 1)

Z t

0

ku�k2 d� (4.4.5)

d¬r.

·Ispat. (4.4.4) ün birinci ve ikinci türevleri s¬ras¬yla

a0 (t) = 2

Z



uutdx+

Z



u2dx

= 2

Z



uutdx+ kuk2 (4.4.6)

ve

a00 (t) = 2

Z



u2tdx+ 2

Z



uuttdx+ 2

Z



uutdx

d¬r. Bu denklemde
R


uuttdx ifadesinin de¼gerini bulup yerine yazaca¼g¬z. (4.4.1)

denkleminde

utt = jujq�1 u+�u+ kruk2 �u��2u� ut

d¬r. Buradan

a00 (t) = 2

Z



u2tdx+ 2

Z



uutdx

+2

Z



�
jujq�1 u+�u+ kruk2 �u��2u� ut

�
udx
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olur. Buradan

a00 (t) = 2

Z



u2tdx+ 2

Z



jujq�1 u2dx

+2

Z



u�udx+ 2

Z



kruk2 u�udx

�2
Z



u�2udx� 2
Z



uutdx+ 2

Z



uutdx

= 2 kutk2 + 2 kukq+1q+1 � 2
Z



jruj2 dx

�2 kruk2
Z



jruj2 dx� 2
Z



j�uj2 dx

= 2
�
kutk2 + kukq+1q+1

�
� 2

�
kruk2 + kruk2(+1) + k�uk2

�
(4.4.7)

elde edilir. Di¼ger taraftan (4.4.2) denkleminde

E 0 (t) = �kutk2

d¬r. Bu ifadenin 0 dan t ye integrali al¬n¬rsaZ t

0

E 0 (�) d� = �
Z t

0

ku�k2 d� ;

E (t)� E (0) = �
Z t

0

ku�k2 d� ;

E (0) = E (t) +

Z t

0

ku�k2 d�

=
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 ( + 1)
kruk2(+1)

� 1

q + 1
kukq+1q+1 +

Z t

0

ku�k2 d� (4.4.8)
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olur. Şimdi 4 (2� + 1)E (0) ifadesini bulal¬m

4 (2� + 1)E (0) = 4 (2� + 1)

�
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

��
+4 (2� + 1)

�
1

2 ( + 1)
kruk2(+1)

�
+4 (2� + 1)

�
� 1

q + 1
kukq+1q+1 +

Z t

0

ku�k2 d�
�

= 2 (2� + 1)
�
kutk2 + kruk2 + k�uk2

�
+
2 (2� + 1)

 + 1
kruk2(+1) � 4 (2� + 1)

q + 1
kukq+1q+1

+4 (2� + 1)

Z t

0

ku�k2 d�

olur. (4.4.7) denklemine 4 (2� + 1)E (0) ifadesini ekleyip-ç¬kar¬rsak

a00 (t) = (�8� � 4)E (0) + (8� + 4)E (0) + 2
�
kutk2 + kukq+1q+1

�
�2
�
kruk2 + kruk2(+1) + k�uk2

�
olur. (4.4.8) ifadesi göz önünde bulundurulursa

a00 (t) = (�8� � 4)E (0) + 2 (2� + 1) kutk2 + 2 (2� + 1)
�
kruk2 + k�uk2

�
+
2 (2� + 1)

 + 1
kruk2(+1) � 4 (2� + 1)

q + 1
kukq+1q+1 + 4 (2� + 1)

Z t

0

ku�k2 d�

+2
�
kutk2 + kukq+1q+1

�
� 2

�
kruk2 + kruk2(+1) + k�uk2

�
= (�8� � 4)E (0) + (4� + 4) kutk2 + 4� kruk2 + 4� k�uk2

+

�
4� + 2

 + 1
� 2
�
kruk2(+1)

+

�
2� 4 (2� + 1)

q + 1

�
kukq+1q+1 + 4 (2� + 1)

Z t

0

ku�k2 d�

= 4 (� + 1)

Z



u2tdx� 4 (2� + 1)E (0) + 4�
�
kruk2 + k�uk2

�
+

�
4� + 2

 + 1
� 2
�
kruk2(+1)

+

�
2� 4 (2� + 1)

q + 1

�
kukq+1q+1 + 4 (2� + 1)

Z t

0

ku�k2 d�

yaz¬l¬r. Lemmadaki kabulümüzden q�1
4
� � � 

2
ve  � 0 oldu¼gundan

8>><>>:
4� � 0;

4�+2
+1

� 2 � 0;
2� 4(2�+1)

q+1
� 0
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olur. Böylece (4.4.5) elde edilir.

Lemma 4.4.4. q�1
4
� � � 

2
,  � 0 olsun ve aşa¼g¬daki durumlardan biri

sa¼glans¬n:

I) E (0) < 0 ve
R


u0u1dx > 0;

II) E (0) = 0 ve
R


u0u1dx > 0,

III) E (0) > 0 ve

a0 (0) > r2

�
a (0) +

K1

4 (� + 1)

�
+ ku0k2 (4.4.9)

olsun. Bu durumda t > t� için a0 (t) > ku0k2 bulunur.
Burada, (I) durumunda t0 = t� ve (II), (III) durumlar¬nda da t0 = 0 d¬r.

Ayr¬ca K1 ve t� s¬ras¬yla (4.4.15) ve (4.4.11) de tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat.

(I) E¼ger E (0) < 0 ise, (4.4.5) ten

a00 (t) � �4 (1 + 2�)E (0)

olur. Burada 0 dan t ye integral al¬n¬rsaZ t

0

a00 (�) d� �
Z t

0

�4 (1 + 2�)E (0) d� ;

(a0 (t)� a0 (0)) � �4 (1 + 2�)E (0) t;

a0 (t) � a0 (0)� 4 (1 + 2�)E (0) t (4.4.10)

olur. Lemma 4.4.3 te,

a0 (t) = 2

Z



uutdx+ kuk2

bulmuştuk. Burada t yerine 0 yaz¬l¬rsa

a0 (0) = 2

Z



u0u1dx+ ku0k2

elde edilir. Burada a0 (0) ifadesi (4.4.10) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

a0 (t) � 2
Z



u0u1dx+ ku0k2 � 4 (1 + 2�)E (0) t
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olur. Böylece E (0) < 0 ve
R


u0u1dx > 0 oldu¼gundan, t > t� için

a0 (t) � ku0k2

bulunur. Bu ifade ve (4.4.10) dan

4 (1 + 2�)E (0) t1 = a0 (0)� ku0k2

olacak şekilde t1 vard¬r. Bu eşitlikten t1 çekilirse

t1 =
a0 (0)� ku0k2

4 (1 + 2�)E (0)

olur. Burada

t� = max

(
a0 (0)� ku0k2

4 (1 + 2�)E (0)
; 0

)
(4.4.11)

d¬r.

(II) E¼ger E (0) = 0 ve
R


u0u1dx > 0 ise, bu durumda (4.4.5) ten t � 0 için

a00 (t) � 0 d¬r. Buradan integral al¬n¬rsa

a0 (t) � a0 (0)

olur. Ayr¬ca

a0 (t) = 2

Z



uutdx+ kuk2

ve

a0 (0) = 2

Z



u0u1dx+ ku0k2

d¬r. a0 (0) ifadesini üstteki eşitsizlikte yerine yazarsak

a0 (t) � 2
Z



u0u1dx+ ku0k2

elde ederiz. Böylece t � 0 için
R


u0u1dx > 0 kabulünden

a0 (t) � ku0k2

olur.
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(III) E¼ger E (0) > 0 ise, önce

2

Z t

0

Z



uutdxd� =

Z t

0

Z



@u2

@t
dxd�

= kuk2 � ku0k2 (4.4.12)

oldu¼gunu göz önüne alal¬m. (4.4.12) denkleminden

kuk2 = ku0k2 + 2
Z t

0

Z



uutdxd�

d¬r. Bu denkleme önce Hölder eşitsizli¼gi sonra Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa;

Hölder eşitsizli¼ginden,

kuk2 � ku0k2 + 2
Z t

0

kuk ku�k d�

olur.

Young eşitsizli¼ginden,

kuk2 � ku0k2 +
Z t

0

kuk2 d� +
Z t

0

ku�k2 d�

d¬r.

Böylece,

kuk2 � ku0k2 +
Z t

0

Z



juj2 dxd� +
Z t

0

Z



ju� j2 dxd� (4.4.13)

bulunur. (4.4.4) ten

a (t) =

Z



u2dx+

Z



Z t

0

u2d�dx

= kuk2 +
Z t

0

Z



u2dxd�

oldu¼gundan

kuk2 = a (t)�
Z t

0

Z



u2dxd�

d¬r. Ayr¬ca

a0 (t) = 2

Z



uutdx+ kuk2
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d¬r. Buradan

a0 (t) = a (t)�
Z t

0

Z



u2dxd� + 2

Z



uutdx

yaz¬labilir. Bu ifadeye önce Hölder eşitsizli¼gi sonra Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa;

Hölder eşitsizli¼ginden,

a0 (t) � a (t)�
Z t

0

Z



u2dxd� + 2 kuk kutk

olur.

Young eşitsizli¼ginden,

a0 (t) � a (t)�
Z t

0

Z



u2dxd� + kuk2 + kutk2

olur. (4.4.13) ten kuk2 ifadesi yerine yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

a0 (t) � a (t) + ku0k2 + kutk2 +
Z t

0

Z



ju� j2 dxd� (4.4.14)

bulunur. (4.4.14) ifadesinin her iki taraf¬�4 (� + 1) ile çarp¬l¬rsa;

�4 (� + 1) a0 (t) � �4 (� + 1) a (t)� 4 (� + 1)
Z



u20dx

�4 (� + 1)
Z



u2tdx� 4 (� + 1)
Z t

0

ku�k2 d�

olur. Bu ifade ve (4.4.5) taraf tarafa toplan¬rsa

a00 (t)� 4 (� + 1) a0 (t) � 4 (� + 1)

Z



u2tdx� 4 (2� + 1)E (0)

+4 (2� + 1)

Z t

0

ku�k2 d�

�4 (� + 1) a (t)� 4 (� + 1)
Z



u20dx

�4 (� + 1)
Z



u2tdx� 4 (� + 1)
Z t

0

ku�k2 d�

olur. Burada gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa
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a00 (t)� 4 (� + 1) a0 (t) + 4 (� + 1) a (t)

+4 (2� + 1)E (0)� 4 (2� + 1)
Z t

0

ku�k2 d�

+4 (� + 1)

Z



u20dx+ 4 (� + 1)

Z t

0

ku�k2 d�

� 0

olur. Böylece

a00 (t)� 4 (� + 1) a0 (t) + 4 (� + 1) a (t) +K1 � 0

bulunur. Burada

K1 = (8� + 4)E (0) + 4 (� + 1)

Z



u20dx� 4�
Z t

0

ku�k2 d� (4.4.15)

d¬r. t > 0 için b (t) = a (t) + K1

4(�+1)
olsun. Bu durumda b (t), Lemma 3.7.1 i sa¼glar.

Sonuç olarak (4.4.9) dan a0 (t) > ku0k2 ; t > 0 olur. Burada r2; Lemma 3.7.1 de
verildi¼gi gibidir.

Teorem 4.4.5. Kabul edelim ki q�1
4
� � � 

2
ve  � 0 olsun. Aşa¼g¬daki

durumlarda

I) E (0) < 0 ve
R


u0u1dx > 0;

II) E (0) = 0 ve
R


u0u1dx > 0;

III) 0 < E (0) <
(a0(t0)�ku0k2)

2

8[a(t0)+(T1�t0)ku0k2]
; (4.4.9) sa¼gland¬¼g¬nda, u çözümü (4.4.3) an-

lam¬nda sonlu bir T � zaman¬nda patlar.

I) durumunda

T � � t0 �
H (t0)

H 0 (t0)
(4.4.16)

d¬r. Ayr¬ca e¼ger H (t0) < min
n
1;
q

�a
b

o
ise

T � � t0 +
1p
�b
ln

q
�a
bq

�a
b
�H (t0)

(4.4.17)

d¬r.

Burada

a = �2H2+ 2
� (t0)

h�
a0 (t0)� ku0k2

�2 � 8E (0)H �1
� (t0)

i
> 0 (4.4.18)
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ve

b = 8�2E (0) (4.4.19)

d¬r.

II) durumunda

T � � t0 �
H (t0)p

a
(4.4.20)

d¬r.

III) durumunda

T � � H (t0)p
a

veya T � � t0 + 2
3�+1
2�

�a
b

�2+ 1
� �p

a

(
1�

�
1 +

�a
b

�2+ 1
�
H (t0)

��1
2�

)
(4.4.21)

d¬r.

Burada a ve b; s¬ras¬yla (4.4.18) ve (4.4.19) da verildi¼gi gibidir.

·Ispat. t 2 [0; T1] için

H (t) =
�
a (t) + (T1 � t) ku0k2

���
(4.4.22)

olsun. Burada T1 > 0 daha sonra belirlenecek olan bir sabittir. Buradan

H 0 (t) = ��
�
a (t) + (T1 � t) ku0k2

����1 �
a0 (t)� ku0k2

�
= ��H1+ 1

� (t)
�
a0 (t)� ku0k2

�
(4.4.23)

ve

H 00 (t) = �� (�� � 1)
�
a (t) + (T1 � t) ku0k2

����2 �
a0 (t)� ku0k2

�2
��
�
a (t) + (T1 � t) ku0k2

����1
a00 (t)

= ��H1+ 2
� (t)a00 (t)

�
a (t) + (T1 � t) ku0k2

�
+�H1+ 2

� (t) (1 + �)
�
a0 (t)� ku0k2

�2
; (4.4.24)

H 00 (t) = ��H1+ 2
� (t)V (t) (4.4.25)

d¬r. Burada

V (t) = a00 (t)
�
a (t) + (T1 � t) ku0k2

�
� (1 + �)

�
a0 (t)� ku0k2

�2
(4.4.26)
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d¬r. Hesaplamalarda kolayl¬k olsun diye8>>>>><>>>>>:
Pu =

R


u2dx;

Ru =
R


u2tdx;

Qu =
R t
0
kuk2 d� ;

Su =
R t
0
ku�k2 d�

gösterimlerini kullanal¬m. (4.4.12) ifadesi (4.4.6) da yaz¬l¬r ve Hölder eşitsizli¼gi kul-

lan¬l¬rsa

a0 (t) � 2

�Z



u2dx

� 1
2
�Z




u2tdx

� 1
2

+2

�Z t

0

u2 d�� 1
2
�Z t

0

u2� d��
1
2

+ ku0k2

= 2
�p

RuPu +
p
QuSu

�
+ ku0k2 (4.4.27)

olur. E¼ger (I) ve (II) durumlar sa¼glan¬yorsa, (4.4.5) ten

a00 (t) � (�4� 8�)E (0) + 4 (1 + �)

�Z



u2tdx+

Z t

0

ku�k2 d�
�

= (�4� 8�)E (0) + 4 (1 + �) (Ru + Su) (4.4.28)

yaz¬l¬r. Böylece (4.4.22) ve (4.4.26)-(4.4.28) den

V (t) �
�
(�4� 8�)E (0) + 4 (1 + �)

�Z



u2tdx+

Z t

0

ku�k2 d�
��

H
�1
� (t)

�4 (1 + �)

24sZ



u2tdx:

Z



u2dx +

sZ t

0

kuk2 d� :
Z t

0

ku�k2 d�

352

d¬r. Yani

V (t) � [(�4� 8�)E (0) + 4 (1 + �) (Ru + Su)]H
�1
� (t)

�4 (1 + �)
hp

RuPu +
p
QuSu

i2
yaz¬labilir. (4.4.4) ten

a (t) =

Z



u2dx+

Z



Z t

0

u2d�dx

= Pu + Qu
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d¬r. Yukar¬daki eşitlik ve (4.4.22) den

V (t) � (�4� 8�)E (0)H �1
� (t) + 4 (1 + �)

�
��Z




u2tdx+

Z t

0

ku�k2 d�
�
(T1 � t) ku0k2 +Q (t)

�
dir. Yani

V (t) � (�4� 8�)E (0)H �1
� (t)

+4 (1 + �)
�
(Ru + Su) (T1 � t) ku0k2 +Q (t)

�
bulunur. Burada

Q (t) =

�Z



u2tdx+

Z t

0

ku�k2 d�
��Z




u2dx +

Z t

0

kuk2 d�
�

�

0@sZ



u2tdx

Z



u2dx+

sZ t

0

kuk2 d�
Z t

0

ku�k2 d�

1A2

olur. Yani

Q (t) = ( Ru + Su) (Pu + Qu )�
�p

RuPu +
p
QuSu

�2
olur. a; b; c; d � 0 olmak üzere

(ab+ cd)2 �
�
a2 + c2

� �
b2 + d2

�
formundaki Schwarz eşitsizli¼ginden Q (t) negatif de¼gildir. Böylece

V (t) � (�4� 8�)E (0)H �1
� (t) ; t � t0 (4.4.29)

d¬r. Ayr¬ca, (4.4.25) ve (4.4.29) dan

H 00(t) � 4�(1 + 2�)E(0)H1+ 1
� (t); t � t0 (4.4.30)

d¬r. (4.4.23) ve Lemma 4.4.4 ten, t � t0 için H 0 (t) < 0 oldu¼gunu biliyoruz. (4.4.30)

u H 0 (t) ile çarp¬p t0 dan t ye integral al¬rsak, t � t0 içinZ t

t0

H 0 (t)H 00 (t) dt �
Z t

t0

4� (1 + 2�)E (0)H1+ 1
� (t) H 0 (t) dt;
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H 02 (t)

2

����t
t0

� 4�2E (0)H
2+1

� (t)

����t
t0

;

H 02 (t)�H 02 (t0)

2
� 4�2E (0)

�
H

2+1
� (t)�H

2+1
� (t0)

�
;

�
H 02 (t)�H 02 (t0)

�
� 8�2E (0)H

2+1
� (t)� 8�2E (0)H

2+1
� (t0)

den

H 02 (t) � 8�2E (0)H
2+1

� (t)� 8�2E (0)H
2+1

� (t0) +H 02 (t0)

olur. Bu ifade

H 02 (t) � a+ bH
2+1

� (t)

şeklinde yaz¬labilir.

Burada a; b s¬ras¬yla (4.4.18) ve (4.4.19) daki gibidir.

E¼ger (III) sa¼glan¬yor ise, (I) deki ad¬mlara benzer olarak, a > 0 ancak ve ancak

E (0) <

�
a0 (t0)� ku0k2

�2
8
�
a (t0) + (T1 � t0) ku0k2

�
d¬r. Böylece Lemma 3.7.2 den

lim
t!T ��

H (t) = 0

şart¬n¬sa¼glayan sonlu bir T � zaman¬vard¬r ki T � ¬n üst s¬n¬rlar¬E (0) ¬n i̧saretine

göre belirlenir.
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Şimdi, 2005 y¬l¬nda Zhou taraf¬ndan verilen bir eşitsizlik yard¬m¬ile çözümlerin

patlamas¬n¬farkl¬bir yoldan ispatlayaca¼g¬z:

Lemma 4.4.6.  (t) ; iki defa sürekli diferansiyellenebilen ve8<:  00 (t) +  0 (t) � C0 
1+� (t) ; t > 0; C0 > 0; � > 0;

 (0) > 0;  0 (0) � 0

şartlar¬n¬sa¼glayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda  (t) çözüm fonksiyonu sonlu

zamanda patlar (Zhou 2005).

Teorem 4.4.7. Lokal varl¬k koşullar¬na ek olarak

E (0) � 0;
Z



u0u1dx � 0 ve � 1 <  � 0

olsun. Bu durumda (4.4.1) probleminin çözümü sonlu zamanda patlar.

·Ispat.

 (t) =
1

2

Z



juj2 dx

olsun. Bu ifadenin birinci ve ikinci türevleri s¬ras¬yla

 0 (t) =

Z



uutdx

ve

 00 (t) =

Z



�
u2t + uutt

�
dx

d¬r. (4.4.1) denkleminde

utt = jujq�1 u��2u+�u+ kruk2 �u� ut

oldu¼gundan

 00 (t) =

Z



u2tdx+

Z



jujq�1 u2dx�
Z



u�2udx

+

Z



u�udx+

Z



u kruk2 �udx�
Z



uutdx

= kutk2 + kukq+1q+1 � k�uk
2
2 � kruk

2
2 � kruk

2(+1) �
Z



uutdx

= kutk2 + kukq+1q+1 � k�uk
2
2 � kruk

2
2 � kruk

2(+1) �  0 (t)
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ve buradan

 00 (t) +  0 (t) = kutk2 + kukq+1q+1 � k�uk
2
2 � kruk

2
2 � kruk

2(+1)

olur. Denklemin sa¼g taraf¬na 2E (t) ifadesini ekleyip ç¬kar¬rsak

 00 (t) +  0 (t) = 2 kutk2 � 2E (t) +
q � 1
q + 1

kukq+1q+1 �


 + 1
kruk2(+1)

olur. kutk2 � 0; E (t) � 0 ve �1 <  � 0 oldu¼gundan

 00 (t) +  0 (t) � q � 1
q + 1

kukq+1q+1 (4.4.31)

yaz¬labilir. Bu ifadedeki kukq+1q+1 terimi için kestirim elde edelim. Hölder eşitsizli¼gin-

den Z



juj2 dx �
�Z




jujq+1 dx
� 2

q+1
�Z




dx

� q�1
q+1

;

kukq+1q+1 �
�Z




juj2 dx
� q+1

2

j
j
1�q
2 (4.4.32)

d¬r. Böylece (4.4.32) ifadesi (4.4.31) de yaz¬l¬rsa

 00 (t) +  0 (t) � q � 1
q + 1

j
j
1�q
2

�Z



juj2 dx
� q+1

2

= 2
q+1
2
q � 1
q + 1

j
j
1�q
2 [ (t) ]

q+1
2 ;

 00 (t) +  0 (t) � C0 
1+� (t)

olur. Böylece Lemma 4.4.6 dan çözüm blow up olur. Burada

C0 = 2
q+1
2
q � 1
q + 1

j
j
1�q
2 ve � =

q � 1
2

d¬r.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada zay¬f damping terimli

utt +42u�M
�
kruk2

�
4 u+ ut = jujq�1 u (5.1)

Timoshenko denklemi incelenmi̧stir. Timoshenko denkleminin modellenmesi ver-

ildikten sonra, çözümlerin patlamas¬ile ilgili aşa¼g¬daki iki teorem elde edilmi̧stir:

Teorem 1. q�1
4
� � � 

2
ve  � 0 olsun.

I) E (0) < 0 ve
R


u0u1dx > 0;

II) E (0) = 0 ve
R


u0u1dx > 0;

III) 0 < E (0) <
(a0(t0)�ku0k2)

2

8[a(t0)+(T1�t0)ku0k2]
oldu¼gunda (5.1) denkleminin u çözümü sonlu bir T � zaman¬nda patlar.

Teorem 2. Lokal varl¬k koşullar¬na ek olarak

E (0) � 0;
Z



u0u1dx � 0 ve � 1 <  � 0

ise (5.1) probleminin çözümü sonlu zamanda patlar.

Ele al¬nan denklemin patlamas¬ farkl¬ metotlarla çal¬̧s¬labilir. S¬n¬rl¬ bölgede

çal¬̧st¬¼g¬m¬z problem s¬n¬rs¬z bir bölgeye de geni̧sletilebilir. Ayr¬ca problemin enerji

azalmas¬, üstel büyümesi gibi matematiksel özellikleri de çal¬̧s¬labilir. Ayn¬şekilde

di¼ger diferansiyel denklemler için de benzer i̧slemler yap¬labilir.
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