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OZET

DYNNIKOV KOORDINATLARI VE m;-TRAIN TRACK GRAFIKLERI
YUKSEK LISANS TEZi
Umut GUNGORUR

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2018

Bu tezin amaci n —noktas1 ¢ikarilmig D, diski iizerinde tamimli ¢oklu egrilerin
Dynnikov koordinatlar ile r; —train track koordinatlar1 arasinda gegis formiilleri tanitmaktir.

Dynnikov koordinat sistemi D,, de tamimli ¢oklu egrilerin kiimesi £,, ile Z{2"=4}\{0}
arasinda birebir ve orten bir doniisiim verir. ; —train track koordinatlar1 da £,, igin alternatif
bir koordinat sistemi sunar. Bu tezde bu iki koordinat sistemi arasinda gecis formiilleri
sunulmustur. Ayrica bu formiillerden yararlanarak D,, de verilen iki ¢oklu egrinin geometrik
kesisim sayis1 7r; —train track koordinatlari cinsinden hesaplanmustir.

Anahtar Kelimeler: Coklu egriler, Dynnikov koordinatlari, mi-train track grafigi, geometrik
kesisim sayist.



ABSTRACT

DYNNIKOV COORDINATES AND m; —TRAIN TRACKS

MASTER OF SCIENCE THESIS
Umut GUNGORUR
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DEPARTMENT OF MATHEMATIC

2018

The aim of this thesis is to introduce transition formulae between Dynnikov coordinates
and m, —train track coordinates of multicurves on the n —punctured disk D,,.

Dynnikov coordinate system gives an explicit bijection between the set of multicurves
L, on D, and Z??"=4)\{0}. An alternative way to coordinatize multicurves is achieved by
m,; —train track coordinates. This thesis gives transition formulae between Dynnikov
coordinates and 7, —train track coordinates of multicurves. This provides a way to compute the
geometric intersection number of two multicurves on D, in terms of m; —train track
coordinates.

Key Words: Multicurves, Dynnikov coordinates, m; —train track coordinates, geometric
intersection number.
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KISALTMA VE SIMGELER

D, . Duzlemde n—noktas: ¢ikarilmis disk

Ly : Dn de ¢oklu egrilerin kiimesi

T : Train track grafigi

oD, . D,, diskinin dig sinir1

i(L',L?) :L! ve L? nin geometrik kesisim sayi1s1

Cw : CW kompleks

Ayiq I 0yi_1, @y, Bi yaylariyla sinirlanan bolge

A, D 0yi_1, Xyi, Bis1 yaylariyla sinirlanan bolge

o : Uggen koordinat fonksiyonu

Si 1 g1 U Ay

p : Dynnikov koordinat fonksiyonu

[X] : x den kiiciik olmayan en kiigiik tamsay1

b; : max(b;, 0)

T,(7) : v diigmesinde tanjant vektori

\ : Deformasyon Retraksiyonu

U : Capraz Olgiim

W, (t) : T Capraz Olgiim Uzay1

<1 - %, © tarafinda tasinmaktadir

a; ; : Ug noktalar1 ; ve a; tizerinde olan baglantili bilesenler
X;a; - Ug noktalar1 x; Ve q; iizerinde olan baglantil bilesenler
Xij : Ug noktalar1 x; ve x; iizerinde olan baglantil1 bilesenler
Cij . i den j ye kadar isaretlenmis noktalar1 kapsayan elemanter egri

MCG(D,) :D, Gonderim Siniflar1 Grubu
o - 1. Artin Orgii iireteci

; - i. Artin Orgii iiretecinin tersi

Vil



Umut GUNGORUR

1. GIRIS

Verilen bir ylizeyde tanimli ¢coklu egriler (birbirinden ayrik basit kapali esas egrilerin homotopi
siiflarinin olusturdugu sistemler) diisiik boyutlu topoloji ve hesaplamali topolojide merkezi bir rol
oynamaktadir. Boyle sistemler genellikle Dehn—Thurston koordinatlar1 veya train track koordinat-
lan1 tarafindan tanimlanmaktadir (Penner ve Harer 1992, Bestvina ve Handel 1995, Hamidi ve Chen
1996, Menzel ve Parker 2003, Parker ve Series 2004). Yiizeyin n—noktasi ¢ikarilmis D,, diski (n adet
isaretlenmis noktal1 disk) olmasi durumunda c¢oklu egrileri tanimlamanin alternatif ve kullanigl bir
yolu coklu egrilerin kiimesi ile Z?"~*\ {0} arasinda birebir ve 6rten bir fonksiyon tanimlayan Dyn-
nikov koordinat sistemini kullanmaktir (Dynnikov 2002, Dynnikov ve Wiest 2007, Dehornoy 2008,
Dehornoy ve ark. 2008, Yurttas 2013, Yurttag 2016, Yurttag ve Hall 2017, Yurttas ve Hall 2018).

Dinamik sistemlerde oldukga genis bir uygulama alan1 olan Dynnikov koordinat sistemi , n-Orgii
Grubunda kelime probleminin ¢dziimii (Dehornoy 2008), pseudo—Anosov tipinden orgiilerin topolo-
jik entropi ve diger dinamiksel 6zelliklerinin hesaplanmasi (Hall ve Yurttag 2009, Yurttag 2016) gibi
bir cok onemli problemin ¢6ziimiinde kullanilmistir. Ayrica, bir ¢oklu egrinin baglantili olup ol-
madigini polinomsal zamanda hesaplayan bir algoritmanin varlig1 agik problemi uzun bir aradan sonra
D,, durumu icin Dynnikov koordinatlari verilen bir ¢coklu egrinin tam olarak kac parcadan olustugunu
kuadratik zamanda hesaplayan bir algoritma tanitilarak ¢oziilmiistiir (Yurttas ve Hall 2017). Bunun
sonucu olarak D, de verilen iki keyfi ¢coklu egrinin geometrik kesisim sayis1 yine Dynnikov koordi-
natlar1 cinsinden kuadratik zamanda calisan bir algoritma ile hesaplanmistir (Yurttag ve Hall 2018).

Yiizey homeomorfizmalarinin dinamigi (Fathi ve ark. 1979, Thurston 1988, Yurttag 2016) ve
egriler ile ilgili kombinatorik problemleri (Yurttag ve Hall 2017, Yurttas ve Hall 2018, Schaefer ve
ark. 2008) calismak icin en sik kullanilan koordinat sistemlerinden biri de train track grafikleridir
(Penner ve Harer 1992, Bestvina ve Handel 1995, Hamidi ve Chen 1996, Menzel ve Parker 2003,
Parker ve Series 2004). Bir T train track grafigi diigme ad1 verilen koseler ve dal ad1 verilen kenarlar-
dan olugan, her bir diigmede bir tek tanjant vektorii bulunan ve belli geometrik 6zellikleri saglayan
bir CW—komplekstir. T iizerinde bir capraz dlgiim, T nun her bir dalina negatif olmayan ve diigme
kosullar: olarak adlandirilan belli lineer denklemleri saglayan sayilar tayin eden bir fonksiyondur. Bir
capraz Ol¢iim ile donatilmis train track grafifine 6lciilii train track grafigi denir. Boyle grafikler coklu
egrileri koordinatlandirmanin bagka bir yolunu sunar. Daha agik olarak, #/(T), T ile iliskili capraz
ol¢iimler uzayim belirtmek iizere, bir .Z ¢oklu egrisi, #(T) uzayindaki bir ¢apraz 6l¢iim tarafindan
ortaya ¢ikiyorsa .7, T tarafindan taginiyor denir ve ilgili dl¢iiler . nin train track koodinatlart olarak
adlandirilir.

Bu tezin amac1 n-noktasi ¢ikarilmig D, diski iizerinde tanimli ¢coklu egrilerin Dynnikov koordi-
natlart ile 71 -train track koordinatlar1 arasinda gegis formiilleri tanitmaktir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismia ayrilmis, sonuclarimiz icin gerekli
temel kavramlar ve terimler ikinci boliimde tanitilmistir.

Ugiincii boliim ise, sonuclarimiz icin gerekli altyapr materyalini icermektedir. Daha agik olarak,
ligiincii bolimde D, de tanimh ¢oklu egrilerin kiimesi ile Z*"~*\ {0} kiimesi arasinda birebir ve

orten bir fonksiyon tanimlayan Dynnikov koordinat sistemi ve ¢oklu egrilerin 77 -train track koordi-



1. GIRIS

natlan detayli bir sekilde incelenmis, her iki koordinat sistemi i¢in agiklayici ornekler sunulmugtur.
Ayrica, D, in gdonderim siniflar1 etkisini Dynnikov koordinatlar1 cinsinden veren ve Dynnikov koor-
dinatlarinin orgiilerin dinamigi tizerinde kullanimini olanakli kilan giincelleme kurallar1 verilmisgtir.

Dérdiincii boliimde, bu tezin odak noktasi olan koordinat sistemleri arasindaki gecis formiilleri
aciklayici resimler ve drneklerle sunulmustur. Bdylece, D,, de verilen bir ¢coklu egri ile elemanter bir
egrinin ve D3 de verilen iki keyfi coklu egrinin geometrik kesisim sayisini 77 -train track koordinlatlari
cinsinden yazilmasina olanak saglanmigtr.

Son olarak, besinci boliimde, giincelleme kurallarinin 75 —train track koordinatlari cinsinden yazimi

ve bu tezde verilen sonuclarin yiiksek cinsli yiizeylere genellestirme problemleri sorulmustur.



Umut GUNGORUR

2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde tezin olusturulmasinda énemli rol oynayan ve Dynnikov koordinat sistemi ile train
track koordinatlart aracilifiyla bircok dinamiksel ve kombinatorik problemin ¢oziildiigii kaynaklar

listelenmistir.

¢ On a Yang-Baxter mapping and the Dehornoy ordering; 2002 yilinda I. Dynnikov tarafindan
yazilan bu makalede Dynnikov koordinat sistemi tanitilmis, Artin n—6rgii grubunun o; ve afl

ireteclerinin Dynnikov koordinatlari cinsinden ¢oklu egriler kiimesi iizerindeki etkisi verilmisgtir.

e On computing the entropy of braids; 2006 yilinda J. Moussafir tarafindan yazilan bu makalede
verilen bir orgiiniin topolojik entropisinin yaklasik degerini Dynnikov koordinatlar1 cinsinden

hesaplayan bir metod sunulmugtur.

e On the complexity of braids; 2007 yilinda I. Dynnikov ve B. Wiest tarafindan yazilan bu
makalede verilen bir orgiiniin cebirsel kompleksitesi tanitilmig, bir ¢oklu egriyi minimal bir

egri sistemine doniistiiren ‘rahatlatma algoritmasi’ verilmistir.

o Efficient solutions to the braid isotopy problem; 2008 yilinda P. Dehornoy tarafindan yazilan
bu makalede Artin grubunun kelime problemi i¢in etkili bir ¢dziim sunulmustur. Daha agik
olarak verilen bir 6rgiiniin birim olup olmadigin1 Dynnikov koordinatlar1 cinsinden hesaplayan

bir algoritma verilmistir.

e On the topological entropy of families of braids; 2009 yilinda T. Hall ve S.O. Yurttas tarafindan
yazilan bu makalede orgiilerin sonsuz bir ailesinin her bir iiyesinin topolojik entropisini Dyn-

nikov koordinatlar1 cinsinden hesaplayan bir metod tanitilmagtir.

¢ Geometric intersection of curves on punctured disks; 2013 yilinda S.O. Yurttas tarafindan
yazilan bu makalede verilen bir coklu egrinin minimal bir egri ile olan geometrik kesisim

say1sin1 Dynnikov koordinatlari cinsinden hesaplayan bir formiil verilmisgtir.

e Dynnikov and train track transition matrices of pseudo-Anosov braids; 2016 yilinda S.O.
Yurttas tarafindan yazilan bu makalede Dynnikov matrisleri ile train track gecis matrislerinin
spektrumlari kiyaslanmig, bu matrislerin belli kogullar ardinda 6zdeger kiimelerinin esit oldugu

ispatlanmigtir.

¢ Counting components of an integral lamination; 2017 yilinda S.O. Yurttas ve T. Hall tarafindan
yazilan bu makalede verilen bir coklu egrinin baglantili bilesen sayisin1 Dynnikov koordinatlari

yardimiyla kuadratik zamanda hesaplayan bir algoritma verilmistir.

o Intersections of multicurves from Dynnikov coordinates; 2018 yilinda S.O. Yurttas ve T.
Hall tarafindan yazilan bu makalede verilen iki keyfi coklu egrinin geometrik kesigim sayisini

Dynnikov koordinatlar1 yardimiyla kuadratik zamanda hesaplayan bir algoritma verilmistir.
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e Train-tracks for surface homeomorphisms; 1995 yilinda M. Bestvina ve M. Handel tarafindan
yazilan bu makalede Thurston’in ylizey homemorfizmalari siniflandirma teoremi icin algorit-

mik bir ispat verilmistir. Bu ispat i¢in train-track koordinatlar1 kullanilmigtir.

e Pseudo-Anosov diffeomorphisms of the twice punctured torus; 2003 yilinda C. Menzel
ve J.R. Parker tarafindan yazilan bu makalede 75—train track grafikleri yardimiyla iki nok-
tas1 ¢ikarilmig torusta verilen bir homeomorfizmanin izotopi sinifinin pseudo-Anosov olup ol-

madigin1 veren bir algoritma tanitilmigtir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimiin amact D, de verilen ¢oklu egrilerin Dynnikov koordinatlarini ve 1 —train track koor-
dinatlarim tamtmaktir. Oncelikle, Dynnikov koordinat sistemi tamtilacaktir. Bunun icin, her bir ¢oklu
egriyi D, yilizeyine gomiilii 3n — 5 adet belli yay iizerindeki geometrik kesisim sayisimi kullanarak
733 kiimesinin bir elemani olarak tanitan iicgen koordinatlarindan faydalanilacaktir. Dynnikov ko-
ordinatlart (Dynnikov 2002, Dynnikov ve Wiest 2007, Dehornoy 2008, Dehornoy ve ark. 2008,
Yurttag 2013, Yurttas 2016, Yurttag ve Hall 2017, Yurttag ve Hall 2018) bu kesigim sayilarinin belli
bir lineer bilesimidir ve ., ile Z*"~*\ {0} arasinda birebir ve érten bir fonksiyon tanimlamaktadir.

Daha sonra, D, de belli topolojik ve geometrik 6zellikleri saglayan bir CW kompleks olan train
track grafikleri ve bu teze konu olan 75 —train track grafikleri tanitilarak, 6l¢iilii train track grafiklerinin

izerlerinde tasidiklar1 ¢oklu egrileri nasil koordinatlandirdiklart agiklayici 6rneklerle anlatilacaktir.

3.1. Coklu Egri

D,, diizlemde n—noktas1 ¢ikarilmis (n adet isaretlenmis noktal1) bir disk olsun. Bu béliimde D,

de tanimli ¢oklu egriler tanitilacak, coklu egriler ile ilgili baz1 6zelikler ve tanimlar verilecektir.

Tamm 3.1.1. a(0,1) C D, 6zelligindeki a : [0, 1] — D, siirekli doniisiimiine D,, de bir yol ad1 ver-
ilir. a nm a(0) baslangi¢ ve a(1) bitis noktas: olmak iizere iki u¢ noktasi vardir. Eger a, D, de
gémme (embedding) ise, a ya yay adi verilir. S! birim gember olmak iizere, a : S' — D,, siirekli
doniisiimiine D,, de kapalr egri denir ve e§er a gobmme ise O nin goriintlisii D, de basit kapali egri

olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.2. f ve g, D, de iki siirekli doniisiim ve I = [0, 1] olsun. V¢ € I, Vx € D,,, H(x,t) = f(x) ve
H (x,t) = g(x) olacak sekilde bir H : D,, x I — D, siirekli doniisiimii varsa f doniigiimii g doniigiimiine

homotoptur denir ve H ye homotopi adi verilir. a ve 3, D, de iki egri olmak lizere Vx € D,,,

H(x,0)=a(x), H(x,1) =B(x) ve
H(0,) = a(0) = B(0), H(1,1) = a(l) = B(1)

olacak sekilde bir H : D, x I — D, siirekli doniisiimii varsa a ve 3 ya homotopik egrilerdir denir ve

o ~ [ ile gosterilir.

Asagidaki tanimin, Boliim 3.4 de verilecek train track koordinatlari taniminda énemli bir roli

vardir.

Tamm 3.1.3. A C X olsun. Vx € X, Va € A, F(x,0) = x,F(x,1) € A ve F(a,1) = a olacak sekilde
bir F : X x [0, 1] — D,, siirekli doniigiimii varsa F ye X in A altuzayina deformasyon retraksiyonudur

denir. Bu durumda A, X in bir deformatik retrakt: olarak adlandirilir.

Tamim 3.1.4. D, de disk, 1 adet isaretlenmis noktasi olan disk veya halka sinirlamayan basit kapali

egriye esas egri denir. D, de birbiriyle kesismeyen sonlu sayida esas egrinin homotopi siniflarinin



3. MATERYAL VE METOT

WD

Sekil 3.1. D¢ da bir ¢oklu egri

bir birlesimi ¢oklu egri olarak adlandirihir (Sekil 3.1). D, de tanimli ¢oklu egrilerin kiimesi %, ile

gosterilir.

Simdi, Boliim 3 ve Boliim 4 de verilen tanim ve sonuglar i¢in ¢ok onemli olan egrilerin (ve

yaylarin) geometrik kesisimi kavrami ile devam edelim.

Sekil 3.2. i(.Z', %) =10

Tamm 3.1.5. £, £? € %, olsun. £ ve £ nin geometrik kesisim sayist i(L",.L?)
(L) =min(#L'NL*: L' € &' ve L[*e€.£?)
dir. Bir ¢oklu egri ile bir yay arasindaki geometrik kesisim sayis1 benzer sekilde tanimlanir.

Dolayisiyla, iki ¢oklu egrinin geometrik kesisim sayist bu laminasyonlarin i¢inde bulundugu homo-
topi siniflarindaki temsilciler arasindaki minimum kesisim sayisidir. Ornegin, Sekil 3.2 de verilen
¢oklu egrilerin geometrik kesigim sayis1 10 dur. Coklu egrilerin geometrik kesisim sayilar ile ilgili

uygulamalar Boliim 4.2 de detayl bir sekilde verilmistir.
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3.2. Coklu Egrilerin Dynnikov Koordinatlari

Bu boéliimde, Dynnikov koordinat sistemi detayli bir sekilde aciklanacak, birebir ve orten bir
doniisiim olan p : %, — Z*'~*\ {0} Dynnikov koordinat fonksiyonu tamtilacaktir. D, (n > 3)
diizlemde n—noktasi ¢ikarilmig diskin standart bir modeli olsun (isaretlenmis noktalar Sekil 3.3 de
gosterildigi gibi diskin yatay eksenindedir). 7,, D, de u¢ noktalar1 diskin dig sinir1 dD,, ve diskin
isaretlenmigs noktalar1 {izerinde bulunan yaylarin kiimesi olsun. Sekil 3.3 de gosterilen a; (1 <i <
2n—4) ve B; (1 <i<n—1)yaylarim diigiinelim. o; 3 ve ay;_» (1 <i<n) yaylar i—inci isaretkenmis
noktay1 diskin sinirina birlestirirken, 3; yaymin her iki u¢ noktas1 dD,, de yer alip, i—inci ve i + 1-inci
isaretlenmis noktalar arasindan gecer.

Bu yaylar, 2n — 4 tanesi liggensel olmak iizere diski 2n — 2 (kapali) bolgeye ayirir. Diskin dig
siurt tek bir nokta ile eslestirildiginde i-inci isaretlenmis noktanin (1 < i < n) solunda ve saginda
yer alan her bir bolge 3 yay tarafindan sinirlandirildigindan tiggenseldir. i—inci isaretlenmis noktanin
solundaki Ay;_3 bolgesi, ap;_3,02;—» ve ;1 yaylariyla ve sagindaki Ay;_, bolgesi, O3, 0o ve fB;
yaylariyla sinirhidir. Diskin en solundaki ve en sagindaki Ay ve Ay, 3 bolgeleri sirasiyla, B; ve [,
ile sinirhdir.

Z € %, coklu egrisinin a; ve [3; yaylarint minimum sayida kesen minimal bir temsilcisi her
zaman bulunabilir. £ nin minimal temsilcisi L ile gosterilir.

a; ve f3;, L nin sirasiyla o; ve [3; yaylari ile olan kesisim sayisina karsilik gelsin.

a; ve [3; sembollerinin, ne zaman yaylara, ne zaman yaylar iizerindeki kesisim sayilarina kargilik

geldikleri tez boyunca agikca belirtilecektir.

o
S—Itp
€ 1Tp

1-12p
S—UTp

-1
'J

2 +’_1 i H—IT Tn—l

p—ugy

[4¢)
=1t
—tp
IZD

—_—

Sekil 3.3. a; ve [3; yaylan

Tamm 3.2.1. §:.%, — Z;”Od tiggen koordinat fonksiyonu,
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5(3) = (al,...,(Izn,4;Bl,...,Bn,1).

olarak tanimlanir.

Ornegin, Sekil 3.4 de gosterilen . coklu egrisinin iicgen koordinatlari
5(3) = (01,(12,03,04;B1,B2,B3) = (2,8,5,3; 10,8,2)
olarak verilir.
— T
8

10 2

y

[ —

NN

Ay

[ W\ A7)

|
|

\

Sekil 3.4. 6(.¥) = (2,8,5,3;10,8,2) iiggen koordinatlari

Tanim 3.2.2. S; = Ay UDy; (1 <i<n—2)olarak tammlansin. L nin S; de bir yol bilegeni, LN S;

kiimesinin bir baglantili bilesenidir. L minimal oldugundan S; de 4 tip yol bileseni vardir.

(1) Sag donen bilesen; Her iki u¢ noktasi 3; iizerinde olan ve hem ay; 1 hem de o; yayini kesen

bilesen;

(i1) Sol donen bilesen; Her iki ug noktast 3, iizerinde olan ve hem ay;—; hem de o; yaymi kesen

bilegen;

(iii) Ust yol bilesen; Ug noktalar1 3; ve B;y iizerinde olan ve Q,;_; yaym kesen ancak o; yaymni

kesmeyen bilegen;

(iv) Alt yol bilegen; U¢ noktalar1 ; ve [3;1 lizerinde olan ve d»; yaymi kesen ancak ap;_; yayimi

kesmeyen bilesendir.

Uyar 3.2.3. L basit kapali egriler igerdiginden L nin S; de hem sag ve hem de sol donen bilesenleri

bulunamaz.
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) i
Bi 2i=1 Bit1 B; i1 Bit1

Doy A2i AT Az;

ay; az;

Sekil 3.5. Sag ve Sol donen bilesen

Tanim 3.2.4. Her 0 <i<n—1 igin,

el Bi— B 0

olarak tanimlanir.
|bi], S; de bulunan donen bilesenlerin sayisini verir. & = sgn(b;), donen bilesenlerin sag ya da sol
donen bilesen olup olmadigini belirler. Daha agik olarak, S; de b; > 0 ise sag donen bilesen ve b; < 0

ise sol donen bilesen vardir.

Uyar1 3.2.5. L nin en solundaki Ay bolgesinde sadece sol donen bilesen, en sagindaki Ay,,_3 bolgesinde

sadece sag donen bilesen vardir. Donen bilegen sayilari, Ay bolgesinde % ve Ay,_3 bolgesinde %

ile bulunur.

S; de her alt ve iist bilesen sirasiyla o; ve ap;—; yaylartyla kesistiginden siradaki Yardimci Teo-

remin ispat1 aciktir.

Yardimer Teorem 3.2.6. S; bolgesinde alt ve iist bilesenlerin sayilar sirasiyla, S§ = Qi — |bi| ve

S¥ = ap;—1 — |bi| olarak verilir.
Yardimci Teorem 3.2.7, Sekil 3.5 den kolaylikla goziikmektedir.

Yardimci Teorem 3.2.7. Her S; i¢cin asagidaki esitlikler saglanir

max (B, Bi—1) = 0 + Qi1 (2)
min(f;, Bi-1) = Qai + O2i—1 — 2|bi]. 3)
Ornek 3.2.8. Ucgen koordinatlar (2,8,5,3;10,8,2) olan . € %, ¢oklu egriyi cizebilmek icin her

S; bolgesindeki donen bilesen sayilar1 Tanim 3.2.4, alt ve iist bilesen sayilar1 Yardimci Teorem 3.2.6

yardimiyla hesaplanir.



3. MATERYAL VE METOT

B1=10 oldugundan Ay bolgesinde 5 sol donen bilesen ve 33 = 2 oldugundan As bolgesinde 1 sag

donen bilegen vardir.

_Bi—B _10-8

— =1
2 2

b

oldugundan S; bolgesinde 1 sag donen bilesen,

2
b: :7:3
2 2 2

P
|
2

oldugundan S, bolgesinde 3 sag donen bilesen vardir.
Simdi Yardimci Teorem 3.2.6 yardimiyla, her bir S; bolgesindeki {ist ve alt bilesen sayilarini

hesaplayalim.

a,—b;=2—-1=1 ve a,—b;=8—-1=7

oldugundan S; de 1 iist bilegen ve 7 alt bilesen vardir.

Benzer sekilde a3 —by =5—3 =2 ve a4 — by =3 —3 =0 oldugundan S, de 2 iist bilesen vardir ve
hi¢ alt bilesen yoktur. Bu bilgiler 1s1g1nda 6nce Sekil 3.7 elde edilir. Hesaplanan bilesenler homotopi
altinda tek tiirlii birlestirilerek Sekil 3.8 deki ¢oklu egri elde edilir.

L1
T T TT"

8 3

Sekil 3.6. . nin iiggen koordinatlari

Yardimci Teorem 3.2.9. 0 : %, — Z;”O’S iicgen koordinat fonksiyonu birebirdir.

Ispat. Ornek 3.2.8 de oldugu gibi her bir S; bolgesindeki alt, iist, sag donen ve sol dénen yol

bilesenleri hesaplanir. Bu bilesenler homotopi altinda tek tiirlii birlestirilerek L tek tiirlii belirlenir.

10
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(3]
oo
W
[\S)

As

AN

8 3

Sekil 3.7. S; bolgelerindeki baglantili bilesenlerin biraraya getirilmesi

—

N

Tl T
¥ 4 T

=
| _—]

\

\

|

Sekil 3.8. 5(.¥) = (2,8,5,3;10,8,2) karsilik gelen ¢oklu egri

Uyan 3.2.10. Uggen koordinatlar1 her A; bolgesinde, iicgen esitsizligi ve Yardimci Teorem 3.2.7 deki
kosullar1 saglamalidir. Ayrica . basit kapali egrilerden olustugundan her bir 3; yayini (dolayisiyla
her bir a,;_ U Q»; birlesimini) ¢ift sayida kesmelidir. Bu nedenle Z3Z”075 kiimesinden alinan her vektor
bir ¢oklu egriye karsilik gelmeyebileceginden 0 : &, — ZSZ"JS fonksiyonu orten degildir. Ornegin,
(2,1;2,2) iiggen koordinatlari, a; + o, toplami tek say1 oldugundan basit kapali bir egri sistemine
karsilik gelmez (Sekil 3.9).

Tamm 3.2.11. Dynnikov koordinat fonksiyonu p : £, — Z*"~*\ {0},

11
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Sekil 3.9. a; + a, toplami tek say1

= O — Qa1 ve b = Bi — Biv1 @

1 <i<n-—2 olmak iizere

p(g) = (a7b) = (a17"'7an—2;b17"'7bn—2)7

olarak tanimlanir.

(a;B) kesisim sayilari (dolayisiyla bunlara kargilik gelen ¢oklu egri), Yardimer Teorem 3.2.12
kullamilarak (a;b) € Z*"~*\ {0} Dynnikov koordinatlarindan bulunabilir.

Yardimci Teorem 3.2.12. (a,b) € Z*"~*\ {0} iicgen koordinatlart asagida verilen bir ve yalmz bir
L € L, coklu egrisine karsilik gelir.

k—1 i—1
‘ak|+b,j+2bj] —22191' (5)
j= =1

Bi =2 max
1<k<n—2

a; = { (—1Yagyo + 242 eger by = 0

1\, B]+ﬁ/2“ v . (6)
(—1) aripp) +——— eger bwz] <0

Burada [x| x den kiiciik olmayan en kiiciik tamsayiyr gostermektedir.

bj-’ = max(b;,0) olsun. Yukaridaki Yardimci Teorem 3.2.12 nin ispat1 (Hall ve Yurttag 2009,
Yurttag 2013, Yurttas 2016) da detayli bir sekilde yapilmistir. Ispat, coklu egrilerin Dynnikov koordi-

natlarinin agagidaki 6zelliklerine dayanmaktadir:

1. b= % oldugundan f3; in bilinmesi halinde biitiin 3; ler ve Yardimci Teorem 3.2.7 yardimiyla

her bir a; hesaplanabilir.

12
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2. 6>00<i<n—-1)veaqa;> b[,- /2] (1 £i < 2n—4) esitsizlikleri ve bu esitsizliklerden en
az birinin esitlik olmas1 gerekmektedir (aksi takdirde ¢oklu egri dD,, e paralel bir egri icerir).

Buradan,

Bi =2 max
1<k<n-2

k—1
|ak| +bk++ Z bj]
J=1

olarak bulunur.

Ornek 3.2.13. p(.%2) = (a,b) = (—1,1;1,0) € Z* vektoriiniin Yardimct Teorem 3.2.12 den yararla-
narak a ve [ iiggen koordinatlarini hesaplayalim.

(5) formiiliinden yararlanarak

B1 = 2max <]a1]+b;’, laz| + b3 +b1>
=2max (2,2) =4.
bulunur. Buradan,

&:B1_2b1:4_2:2 ve B3:BZ—2b2:2—0:2

elde edilir. (6) formiiliinden

= (Dar+ B = 1. g =142=3

dir. Benzer sekilde a, = 1, a3 =0 ve a4 = 2 olarak hesaplanarak .# nin ticgen koordinatlar1 §(.¢) =
(3,1,0,2;4,2,2) olarak bulunur. Ornek 3.2.8 de oldugu gibi alt, iist, sag ve sol donen bilesen sayilar
hesaplanarak Sekil 3.10 deki coklu egri elde edilir.

Simdi D,, de tanimli yonlendirilebilir homeomorfizmalarin homotopi siniflarina karsilik gelen
orgiiler (Artin 1925, Artin 1947) ve orgiilerin ¢oklu egriler kiimesi iizerindeki etkisini Dynnikov ko-
ordinatlar1 cinsinden veren giincelleme kurallar1 (Dehornoy ve ark. 2008, Dynnikov 2002, Dynnikov
ve Wiest 2007, Hall ve Yurttag 2009, Yurttag ve Hall 2017, Yurttas ve Hall 2018) tanitilacaktir.

3.3. Giincelleme Kurallar:

D,, de yonlendirilebilir homeomorfizmalarin homotopi simiflarinin grubu olan D, in Gonderim
Swniflart Grubu MCG(D,,) ile gosterilsin. Yiizey homeomorfizmalarinin dinamiksel 6zelliklerini
anlamak icin ¢oklu egriler iizerindeki etkilerini anlamak gerekir. f : D, — D, homeomorfizmasi
L € %, coklu egrisini f(.¥) € £, laminasyonuna gétiirdiigiinden MCG(D,;), .Z, lizerindeki etkisi
iyl tanimhidir. MCG(D,,), B,/Z(B,) bolim grubuna izomorf oldugundan B, 6rgii grubunun da %,

13
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)
|
|

/

o\

\_//

[

Sekil 3.10. p(.%) = (—1,1;1,0)

tizerindeki etkisi iyi tanimhdir. D,, de gonderim siniflar1 grubunun her bir elemani orgiilerle temsil
edildiginden orgiilerin ¢oklu egrileri birebir ve orten olacak sekilde tanimlayan Dynnikov koordinat-
lar1 iizerindeki etkisini anlamak ¢ok 6nemlidir.

Teorem 3.3.5, giincelleme kurallari (Dynnikov 2002, Hall ve Yurttas 2009) olarak adlandirilan ve
her bir o;, 0171, (I <i<n-—1) Artin 6rgii iiretecinin ., iizerindeki etkisini Dynnikov koordinatlari
cinsinden vererek, B, nin .%, iizerindeki etkisini Dynnikov koordinatlar1 cinsinden bulmaya olanak
saglayan kurallar sunmaktadir. Daha acik olarak giincelleme kurallari p(0;(.Z)) ve p(0; ! (£))

vektorlerini p(.Z) cinsinden yazmamizi saglar.

Tanmm 3.3.1. (Artin 1925) B, Artin orgii grubu (n—orgii grubu), 0y,...,0,_ lretecleri asagidaki

bagintilar1 saglayan sonlu iiretecli bir gruptur

0,0; = 0,0, lgi,jgl’l—l, ‘l—J|22,
0;0;110; = 0;110;0;11, 1<i<n-—2.

Tanmmlar 3.3.2. B, de yar: twist

ve tam twist

2
6,=04,=(0102...0,1)".
olarak tanimlanir.

Teorem 3.3.3. (Chow 1948) n > 3 igin, B, nin merkezi Z(B,) tam twist tarafindan iiretilen sonsuz
devirli bir altgruptur. Yani, Z(B,) =< 6, > dur.

Teorem 3.3.4. n =0 ve n =1 icin MCG(D,) asikardir. n > 1 icin MCG(D,,), B,/Z(B,) boliim

grubuna izomorftur.

14
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Teorem 3.3.4, MCG(D,,) nin .%, iizerindeki etkisinin B, nin .%, iizerindeki etkisini tanimladigini
sOylemektedir. Bununla birlikte orgiilerin egriler iizerindeki etkisi aligilmis notasyondan farklidir:
bileske soldan saga dogru alinir. Yani, C bir egri 1,8, € B, olmak iizere (f313;)(C) = B2(B:i(C)) dur.

[a+b] = max(a,b)
[ab] = a+b
l[a/b] = a—b
1] = 0

olsun. Asagidaki teorem giincelleme kurallarin1 vermektedir.

Teorem 3.3.5. 1 <i<n—1ve 0;(a,b) = (a','), ;' (a,b) = (a",b") olsun. O zaman j=i—1 veya

s . !/ . Y/ . !/ . I __ )
]—ldlgmdaaj—aj, a; =aj, bj—bj vebj =bjve

o i=1ise
al — alibl /) 1+bl
Y lat4b s
14+a;(1+b
a/{:[lb(ll)]’ b/]/:[al(l‘i‘bl)],
e 2<i<n—2ise
b;_1b;
L o=Ta 1 (1+b: b o aibi—10i
di1 [a’ 1( +0i 1)+al i 1]’ i—1 _aifl(l+bi71)(1+bi)+aibi71_
d = -L‘libi b — [ai—1(1+bi—1)(14b;) +aibi—1 |
Yo laia(T+bi)+ai |’ i a; |’
d = [ ai—14; :| "o [ a;_1b;_1b;
T labi a4 bin) | U laiabiaFai(l+bi)(1+b;) |
g - @1+ aill+bi) yr— [amibatall+b)(1+6)] .
! L bl ’ l | al_] ] b
e i=n—1ise
d, o= [an-2(1+by2)+by 2], A PR T
n— n— an—2(1+bn72)
d = |: an—2 :| B o= |:an—2bn—2:|
n—2 An2byo+1+b, o |’ n—2 1+b, »

3.4. Train Track Grafikleri

Bu boliimde train track grafikleri (Bestvina ve Handel 1995, Hamidi ve Chen 1996, Menzel
ve Parker 2003, Parker ve Series 2004) tamitilacak, ¢oklu egrilerin bu grafiklerle nasil koordinat-

landirildig1 gosterilecektir.

15
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Tamim 3.4.1. D, iizerinde T train track grafigi, diigme adi verilen koselerden ve dal adi verilen ke-
narlardan olusan ve her bir diigmesinde bir ve yalmz bir 7,(T) tanjant vektorii bulunan D,, e gomiilii
1-boyutlu bir CW komplekstir. Ayrica, D, — T nun her bir bileseni ya bir isaretlenmis noktali bir
p-gen (p > 1) ya da isaretlenmis nokta icermeyen bir k-gen (k > 3) olmalidir (Sekil 3.11).

Sekil 3.11. Bir isaretlenmis noktali 1-gen ve isaretlenmis nokta icermeyen bazi cokgenler

Her bir v diigmesinde 7,,(T) tanjant vektorii i¢in bir yon belirleyerek gelendallar ve gidendallar
soyle tanimlanabilir: v diigmesine bitisik bir e dalinin yonii 7,(T) tanjant vektoriiniin yoniiyle ayni
ise e ye gelendal, aksi takdirde gidendal denir. D,, — T nun her bir bileseni iicgen ya da bir 1-delikli

1—gen ise, T train track grafigine tamdir denir.

Bu tezde 6zel bir train track grafigi olan 75—train track grafikleri (Menzel ve Parker 2003, Parker
ve Series 2004, Hamidi ve Chen 1996) kullanilacaktir (Sekil 3.14)

Tamim 3.4.2 (75-Train Track Grafigi). D, de x; (0 < i < n), i—inci isaretlenmis nokta ile i + 1-inci

isaretlenmis nokta arasindaki araligi gostersin. T 7q—train track grafigi asagidaki kosullar1 saglar:

i. T nun tiim diigmeleri x—ekseni iizerindedir ve her bir x; aralifinda T nun en fazla bir diigmesi

vardir.

ii. v; ve v; sirastyla x; ve x; araliklarindaki diigmeler olmak iizere T nun v; ve v; yi birlestiren en

fazla bir dal1 vardir.

iil. x;j, T nun v; ve v; diigmelerini birlestiren dali olmak iizere i # j dir.

Sekil 3.12. D, te bir m—train track grafigi

16
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Tanim 3.4.3. 7 iizerinde tanimh U ¢apraz 6l¢limii en az bir e dali i¢in U (e) # 0 olacak sekilde T nun
her bir dalina [1(e) € R™ sayisi tayin eden ve diigme kosullar: m saglayan bir fonksiyondur. Yani, her
bir v diigmesi i¢in

He = Y K
v deki gelen dallar v deki giden dallar

dir. U capraz ol¢limii ile donatilmus bir train track grafigine ol¢iilii train track grafigi denir. T {izerinde

tanimli ¢apraz Sl¢limlerin uzayr #7(7) ile gosterilir.

Tamim 3.4.4. 7 nun N komgulugunun Sekil 3.13 de oldugu gibi r : N ™\, T retraksiyonunun lifleri ile
donatildig1 lifli komsulugunu diisiinelim. Burada, T nun her bir diigmesi icin ! (v) Sekil 3.13 de
gosterildigi gibi bir singiiler lif tir. Verilen bir .Z € %, ¢coklu egrisinin homotopi sinifinda N deki her
bir life ¢apraz olan bir temsilcisi varsa .2, T tarafindan taginiyor denir ve £ < T olarak yazilir. T

tarafindan taginan ¢oklu egrilerin uzaym .2 (1) ile gosterecegiz.

Sekil 3.13. T nun bir lifli komgulugu. Burada yesil renkli lif singiiler liftir.

Sekil 3.14 de verilen bir m—train track grafigi tarafindan tasinan bir egriyi gostermektedir.

Sekil 3.14. Kirmiz1 egri T tarafindan taginmaktadir

Uyan 3.4.5. Yukaridaki tanimlar 6lgiilii train track grafiklerinin %), ¢oklu egriler uzay1 i¢in bir ko-
ordinat sistemi verdigini soyler: Bir coklu egrinin T tarafindan taginabilmesi icin gerek ve yeter
kosul T iizerinde tanimli bir ¢apraz dl¢giiden elde edilmesidir (yani T nun her bir diigmesi icin diigme
kosullarin1 saglamasidir). Sezgisel olarak, .# deki her bir egri tren raylarindan gegen bir tren gibi
diistiniilebildiginden train track tarafindan tasinmayan bir egri raylardan ¢ikan bir trene benzetilebilir.
Ayrica, agagida detayl bir sekilde agiklandigl iizere verilen bir .Z € ., ¢coklu egrisinin T train track
koordinatlar1 T nun her bir dalina paralel egri pargasi sayilarindan olusacagindan T nun her bir e dali

i¢in (e) € Z* dir.

17
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3.5. Coklu Egrilerin Train Track Koordinatlarindan Olusturulmasi

T,D,deej,e;..., e dallari ile verilen bir train track grafigi olsun. T tizerinde (U(e;),...,H(ex)) €
Zﬁ capraz Ol¢timii verilsin. T nun Ny lifli komsulugunda her bir i i¢in e; dalina paralel U (e;) ayrik yay
cizelim. U capraz dl¢iim oldugundan Tanim 3.4.3 geregi her bir v diigmesinde gelendallarin sayisi
giden dallarin sayisina esit oldugundan Sekil 3.15 da gosterildigi gibi gelendallar gidendallar ile ayrik
bir sekilde tek tiirlii birlegtirilerek basit kapali bir egri sistemi elde edilir. D, — T, 0 — gen, 1 — gen,
2 — gen, bir noktas! isaretlenmis 0 — gen veya halka icermediginden (U(e;),.. ., (ex)) bir coklu egri
verir (Sekil 3.16). Buradan, (J; : #7(7) — £ (1) fonksiyonuna ulagilir. Tersine, . nin T tarafindan
tagindigin varsayalim. O zaman, .# tarafindan T nun ey,...,¢; dallarina atanan [U(e),..., U(ex)
tamsayilar .Z nin L C Ny temsilcisinin e; dali {izerinden (yon gozetmeksizin) gecme sayisi olarak

verilir ve bunlar diigme kosullarini saglar.
2\\// | \\/

3

Sekil 3.15. Her bir diigmede egri parcalari tek tiirlii birlestirilir

Buradan, ;! : Z(1) — #%(T) ters fonksiyonu elde edilir. Sonug olarak, @ : #7(1) — Z(1)

birebir ve orten bir doniisiimdiir.

Uyan 3.5.1. 17, D, de ey, e;...,¢e dallar ile verilen bir train track grafigi ve .Z < T olsun. .Z nin T
nun dallarina tayin ettigi (U (ey),..., U (ex)) € ZX capraz 6lgiimiine £ nin (T ya gére) train track ko-

ordinatlart denir. Kolaylik agisindan, (U (ey), ..., U(ex)) koordinatlarini ej, e . . ., e ile gosterecegiz.

Tez boyunca ej,e; ..., e, sembollerinin, ne zaman dallara, ne zaman koordinatlara karsilik geldikleri

acikca belirtilecektir.

Sekil 3.16. Verilen bir egrinin train track koordinatlarindan olusturulmasi
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, oncelikle D, de verilen bir ¢oklu egrinin 7 —train track koordinatlarini Dynnikov ko-
ordinatlarina baglayan gecis formiilleri verilecektir. Daha sonra D,, de verilen keyfi bir ¢oklu egrinin
elemanter olarak adlandirilan 6zel bir ¢oklu egri ile olan geometrik kesisim sayisi 7f—train track
koordinatlarindan hesaplanacaktir. Ayrica, D3 te verilen keyfi iki ¢coklu egrinin geometrik kesisim
sayisini hesaplayan ve determinant hesabina dayanan iyi bilindik bir formiiliin 7—train track ko-
ordinatlar1 cinsiden yazimui verilecektir. Bunun i¢in Tanim 4.1.1 de tanitilacak yol bilesenlerinden
yararlanilacaktir. Bu boliimde, Dynnikov koordinatlarinin hesaplanmasinda ihtiya¢ duymadigimiz
ancak 7m—train track koordinatlarinin hesaplanmasi icin gerekli olacak ek yaylar kullanilacaktir. Bun-
lar birinci isaretlenmis noktanin iistiinde ve altindaki o1, 0 yaylar ile solundaki 3y yay1 ve n—inci

isaretlenmig noktanin tistiinde ve altindaki ay,_3 ve d,_, yaylar ile sagindaki 3, yay1 olacaktir.

41. A=DN0MU---Uly; 1 Bolgesinde Yol Bilegenleri

a2i— Q2it1 Qi1 azj—1

a2i—12i+1 0i—12j-1

I h .
Do; Dot g No; Dy

Qoin:
02 2i+2 2.2
i A2it2 Qi asj
i1 02j-1
—@ o — oo —@ o
Xi Xj

Sekil 4.1. L nin Ay; Uy ve A= Dp; U---UAy; 1 bolgelerindeki yol bilegenleri

Tammlar 4.1.1. L, .Z € £, nin minimal bir temsilcisi olsun (0 <i < j <n—1). 01241 yol
bileseni (sirasiyla ;i 42 yol bileseni), L nin u¢ noktalar1 Q;_; ve 041 (swrastyla op; ve Q2;12)

yaylar lizerinde olan Ay; U Ay;41 bolgesindeki baglantili bilesenidir (Sekil 4.1).
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Benzer sekilde, A = Ay U---UDyj_ bolgesinde L nin agagidaki baglantili bilesenlerini tanimlayabiliriz
(Sekil 4.1):

e q; j yol bileseni; ug noktalar1 a; ve a; iizerinde olan ve hig bir x; (1+ [i/2] <k < [j/2])

araligin1 kesmeyen

e x;a; yol bileseni ; ug noktalar x; aralig1 ve o; yay: iizerinde olan ve hi¢ bir x; (i < k < [j/2])

araligin1 kesmeyen

° xfj yol bileseni; ug noktalar1 x; ve x; araliklarinda olan, hi¢ bir x; (i < k < j) araligim ve

Oy (i <k < j—1) yaymm kesmeyen

e xj; yol bileseni; u¢ noktalar x; ve x; arahiklarinda olan, hi¢ bir xi (i < k < j) araligin1 ve

Oy (i <k < j—1) yaymn kesmeyen
baglantili bilesenlerdir.

Uyan 4.1.2. Verilen bir .2 € %, ¢oklu egrisi i¢cin Tanim 4.1.1 de hesaplanan x;; sayilarinin .
nin tagindig1 74—train track grafikleri hakkinda bilgi verdigine dikkat ediniz. Ornegin, x873 #0
Ozelligindeki bir .Z ¢oklu egrisi Sekil 3.16 de verilen 7—train track grafigi tarafindan taginamaz.
Ustelik, verilen bir T 7—train track grafigi icin .Z < T ise x; ; sayilar1 Tanim 3.4.2 de verilen 71 —train
track koordinatlarina ulagmamizi saglar. Ayrica, train track koordinatlarindan x;; yol bilesenlerine
ulagabiliriz: Verilen bir e dal diskin iist veya alt yarisinda kapsaniyor ise bir tek x;; yol bilesenine
karsilik gelirken e dali diskin hem iist hem de alt yarisin1 kesiyorsa birden fazla x;; yol bileseninin
bir birlesimidir (Ornegin, Sekil 4.7 de gosterilen 7f—train track grafigi icin e3 dal xii2 ve xj 5 yol
bilegenlerinin birlesimidir). Bu durumda, birlesimdeki x;; yol bilesenlerinin sayisi e dalina kargilik

gelen train track koordinatidir.

Yardimci Teorem 4.1.3. L, ¥ € %, nin minimal bir temsilcisi olsun. [x], x den kiiciik olmayan en

kiiciik tamsayiyr gostermek iizere, L nin DNy; U Dy bolgesindeki yol bilesenleri

ai,i+2 = min <ai_bﬁ'wai+2_ (_b)i‘;(”> (7)
olarak verilir.
Uyan 4.1.4. i = j durumu icin formiillerin 6zel durumuna dikkat ediniz. Yani, a;; = q; dir.

Ispat. Genelligi kaybetmeden ispat: 01 2i+1 i¢in yapacagiz. x;, L nin i 4 1-inci isaretlenmis nokta

ile i + 2—inci isaretlenmig nokta arasindaki aralig1 kesme sayisini gostersin.

(a) Opi+1 > Opj—1 olsun. Sekil 4.2(a) da gosterildigi gibi

Oir1 = Opim1 — b +x;— b
3)
= Qi1 +X;—2b;
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Oaii A2y 1 iy Mit1

& ) (= =
_// ¥

(@) Qoip1 > Qoig (b) i1 < a2

Sekil 4.2. a;_1 241 yol bilesenlerinin hesaplanmasi

dir. Ayrica

i1 = Ooi1i+1 +% — b} 9

dir. (8) ve (9) dan

_ +
Q2 12i41 = 021 —b;
bulunur.

(b) 0mi+1 < 0 iken Sekil 4.2(b) den yaralanarak

02i—1.2i+1 = U241 — (_b);l
elde edilir.

Sonug olarak,

a i1 — b} 0241 = Qo
2i—152i+1 =
i1 —(=b)iy,  Qaip < iy

bulunur. Benzer sekilde a; 24> yol bileseni

a oy — b it > ;i
2i2i42 =
Wi —(=b)i, G <oy
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olarak hesaplanir. 054> > 0y; esitsizligi

iz — (—b)f | = i — b
esitsizligine ve 01y < Oy; esitsizligi

M2 — (—b)itrl <ai—b/

esitsizligine denk oldugundan (Sekil 4.2)

mﬁgmm<m by a2 — ( MHHO

yazilabilir.

Yardimc1 Teorem 4.1.5. L, .Z € £, nin minimal bir temsilcisi olsun. L nin A = Do;U---UDyj_

bolgesindeki yol bilesenleri
Ohi_12j—1 = min (O—
2i—1,2j—1 i<k<, 1( 2k—1,2k 1)

Ohiri= min (O
22 igkgj—l( 2%,2k42)

dir.

(10)

an

ispat. Genelligi kaybetmeden ispati Q;_12;-1 i¢in yapacagiz. Q;»; benzer sekilde hesaplanir.

Sekil 4.3 de goriildiigii gibi ;12,1 yol bileseni her bir ax_; (i < k < j) yaym kesen ancak hig

bir x (i < k < j) aralifin1 kesmeyen bir yol bileseni oldugundan boyle bilesenlerin sayist Ay Uy

(i <k < j—1) bolgelerindeki 01 21+ bilesenlerinin minimumuna esittir. Yani,

O2i—12j—1 = min (O2%—12k+1
1= in (@)

dir.

a2

azj—1

—

Xit1 Xit2 Xj

Sekil 4.3. ;1 ;1 yol bilesenlerinin hesaplanmasi
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Yardime1 Teorem 4.1.6. L, £ € £, nin minimal bir temsilcisi olsun. O zaman,
Xi0pj_1 = |Qoi—12j—1 — 02i—32j—1] (12)
Xi0pj = |Q2inj — U222} (13)
dir.

Uyan 4.1.7. ilk ve son araliklar icin formiillerin 6zel durumlarina dikkat ediniz: Yani, i = 0 igin

XoQj—1 =0_12j1, Xo02j = A_1pj Ve i = nigin x,02; 1 = 02,321, X,Q2j = 02y_22;.
Ispat. Tanimlar 4.1.1 geregi ve Sekil 4.4 den i < j iken

Q2i—12j—1 = Xj0gj—1 + 02i-32j—1
ve i > jiken

Q2j—12i—-3 = XiOpj—1 +02j—12i—1

oldugundan (12) elde edilir. (13) benzer sekilde hesaplanir.

azi-3 azi—1 /-1

Xi Xit1 Xj

02j-1 azi-3 ;-1

Xj+1 Xj+2 Xi

Sekil 4.4. x;a,;_1 yol bilesenlerinin hesaplanmasi

Teorem 4.1.8, .Z € ., ¢coklu egrisinin 75—train track koordinatlarin1 vermektedir.

Teorem 4.1.8. L, .Z € .%, nin minimal bir temsilcisi ve i < j olsun. O zaman, x j ve xi'; asagidaki

sekilde verilir.

Xi ;= Xi0j-3 — X021 (14)
ijZXjazj,Q—xiazj (15)
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i3 021 23 A2j-1

- )

Xi Xit1 Xj

Sekil 4.5. x;; yol bilesenlerinin hesaplanmasi

Ispat. Tamimlar 4.1.1 geregi ve Sekil 4.5 ten
XiO2j—3 = x}fj + X021
dolayisiyla (14) elde edilir. (15) benzer sekilde hesaplanir.

Uyan 4.1.9. Yardimci Teorem 4.1.6 da a; ; = a;; ve Teorem 4.1.8 de x; ; = x;; olduguna dikkat

ediniz.

Ornek 4.1.10. D, te Dynnikov koordinatlart p(.%) = (—1,1;—1,1) olan ¢oklu egriyi diisiinelim.

Yardimci Teorem 3.2.12 yardimiyla .Z nin liggen koordinatlari

O(L)=(3,1,1,3:2,4,2)

Sekil 4.6. Dynnikov koordinatlar1 p(.¢) = (—1,1;—1,1) olan .Z ¢oklu egrisi

olarak bulunur.

% nin x}‘ j xﬁ” j (0 <i,j < 4) m—train track koordinatlarini1 bulmak i¢in Teorem 4.1.8 de belirtilen

i
Xij = X023 —Xxi02j—1

a
X j = Xilzj—2 — X2

formiilleri kullanilir. Burada sadece xili_’2 koordinatin1 hesaplayacagiz. Diger koordinatlar benzer

sekilde bulunur.
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ii
x172 =x101 —x103

oldugundan x; a; ve x; a3 sayilarini hesaplamaliyiz. Yardimei Teorem 4.1.6 dan,

x1ay =a;a; —a_10a;
X103 =003 —aA_103

dir. Yardimci Teorem 4.1.3 ve Yardimci Teorem 4.1.5 ten,

a_y; =min(a_; — by, — (=b){) =min(1-0,3-0) =1
a1 =a;=3
a;3 =min(a; — b} ,a3 — (—b); ) =min(3—-0,1—0) =1
a_j3=min(a_;;,03) =min(l,1) =1

bulunur. Dolayisiyla, x;a; = 2 ve x; a3 = 0 olarak hesaplanir. Buradan,

xiliﬂz =x10] —x103 =2
elde edilir. Benzer sekilde,
IR S | S B S | RPN | NP | B
X0,1 = X0,2 =X04 =X13 =X14 =X%3=X4= 077‘1,2 = 27x3,4 =1

olarak hesaplanir. . ¢oklu egrisi Sekil 4.6 da resmedilmistir ve tagindig1 71 —train track grafiklerinden
birisi Sekil 4.7 de gosterilmistir. - nin bu train track grafigine gore koordinatlari (e;, e, e3,e4,e5) =
(1,1,0,0,1) dir.

Uyar1 4.1.11. x; ; yol bilesenleri verilen bir .2 € .Z), ¢oklu egrisinin x; araligin1 kesme sayisinin

_ i} a
Xi = Xim +xi,m
m#£i
oldugunu gozlemleyiniz.

Yardimcar Teorem 4.1.12. L, £ € %, nin minimal bir temsilcisi olsun. K, D, de tiim kigeleri
isaretlenmis noktalar iizerinde olan ve i¢ kisminda hicbir isaretlenmis nokta bulunmayan bir dortgen
olsun. x, v, 7, t, e ve f sembolleri L nin K dortgeninin Sekil 4.9 de gosterilen kenarlari ve kosegenleri

ile olan kesisim sayilarum gostersin. Bu durumda
e+ f=max(x+yz+1) (16)

dir.
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es

Sekil 4.7. Z nin train track koordinatlar1 (e;, ez, e3,e4,e5) = (1,0,1,0,1)

Sekil 4.8. x; araligin1 kesen yol bilesenleri

*7 2 1B Ry
N e / N e 7
AN 7 /s
N s . /Tz\
t /‘(\ ; t y /\ N z
’ A / g N
N
/
y
y

Sekil 4.9. K karesinde L nin yol bilesenleri

Ispat. Q, K dortgeni tarafindan sinirlanan bolgeyi belirtsin. xy ve zz, Q da L nin ug noktalar sirastyla
x ve yile z ve t kenarlari {izerinde bulunan egri pargalari olsun. LN Q nin bilesenleri ayrik oldugundan
(L basit kapali egrilerden olustugundan) xy ve zt sayilarindan en az biri sifir olmahdir. xy = 0

oldugunu varsayalim. O zaman, z+¢ > x+y ve
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X =xz+xt
y=yz+yt
Z=Xxz+yz+zt
t=xt+yt+zt
e=xz+yt+zt
f=xt+yz+z

dir. Buradan

e+ f =xz+yz+xt+yt+2z
=z+t

bulunur. Benzer sekilde, zt =0ise x+y > 7+t ve e + f = x+y bulunur. Bu durumda,

e+ f=max(x+y,z+1)
dir.

Yardimar Teorem 4.1.13. x; ; yol bilesenleri verilen bir £ € .Z,, ¢coklu egrisinin ii¢gen koordinatlar

0(Z) = (a,B) e 2"\ {0}

i a
i1 = Z Xem Ve Oy= Z Xom
0<k<i 0<k<i
i+1<m<n i+1<m<n

Bi = max (01 + 02, A2i—3 + Q2;) — X;
olarak verilir.

ispat. Qp;—1 ve Op; lizerindeki kesisimlerin, u¢ noktalari i 4+ 1-inci isaretlenmis noktanin solunda
ve sagindaki araliklar iizerinde bulunan x; , bilesenlerinden geldigi Sekil 4.10(a) dan agiktir. S;
tizerindeki kesisim sayisin1 hesaplamak i¢in Yardimer Teorem 4.1.12 den yararlanacagiz. D, in sinir1
0D, tek bir O noktasi ile eglestirildiginde i ve i+ 1-inci isaretlenmis noktalar ile O noktasinin koseler,
0 2,001,023 ve Oy; yaylarmin kenarlar, 3; yay1 ile x; araliginin kosegenler oldugu “dejenere”

bir dortgen elde edilir (Sekil 4.10(b)). O zaman (16) dan

Bi = max (01 + U2, 02i—3+ 02;) — X;

bulunur.
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i ;-3 Bi i1

ar; ;2 (265

(a) (b)

Sekil 4.10. a,; | ve ay; yaylar iizerindeki kesisimler ile f3; ve x; nin kosegenler oldugu dortgen

4.2. Coklu Egrilerin Geometrik Kesisim Sayis1

Hesaplamal1 topolojide ¢oklu egriler ile ilgili 6nemli bir kombinatorik bir problem, bir yiizeyde
verilen iki ¢oklu eg8rinin geometrik kesigim sayisim1 polinomsal zamanda hesaplayan bir algoritma
bulmaktir. Literatiirde bu tiir algoritmalar verilmis olsa da (Schaefer ve ark. 2008) global koordinatlari
(coklu egrileri tek tiirlii belirleyen koordinatlar) kullanan bir algoritma yiiksek cinsli yiizeyler icin
halen bulunamamistir. Bu problem D,, de tanimli ¢oklu egriler i¢in Yurttag ve Hall tarafindan (Yurttas
ve Hall 2018) Dynnikov koordinat Sistemini kullanan ve kuadratik zamanda ¢alisan bir algoritma
verilerek ¢oziilmiistiir. Ayrica keyfi bir coklu egri ile elemanter olarak adlandirilan belli tipteki bir bir
¢oklu egrinin geometrik kesigim sayisini hesaplayan bir formiil Dynnikov koordinatlar1 yardimiyla
Yurttas tarafindan verilmistir (Yurttag 2013).

Yukarida tanitilan 7—train track grafigi koordinatlarin1 Dynnikov koordinatlarina baglayan gecis
formiilleri sayesinde bu formiiller train track grafigi koordinatlari cinsinden de yazilabilecektir (Ornek 4.2.7
ve Ornek 4.2.8).

Sekil 4.11. Ds te bazi elemanter egriler
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Tamim 4.2.1. D,, de x—ekseni ile olan geometrik kesisim sayisi 2 olan basit kapali egriye elemanterdir
denir. Her bir baglantili parcasi elemanter olan ¢oklu egriye elemanter coklu egri denir. 1 <i< j<n
veya 1 <i< j<nicin Cj € %, D, de {i,i+1,...,j} isaretlenmis noktalar1 kapsayan elemanter
egrilerin homotopi sinifim gostersin (Sekil 4.11). O zaman, C;; elemanter egrisinin Dynnikov koor-

dinatlar1 i > 1 i¢in b; 1 = —1, j <ni¢in b;_; = 1 ve diger tiim k indisleri i¢in b; = 0 olmak iizere

p(C,-j) = (O,...,O,bl,...,bnfz)

dir. Ayrica, T TG—train track grafigi ve C;; < T ise Cj; nin T ya gdre koordinatlari x'

— yad
i1 =X =1ve

(k,m) # (i, j) igin x}} ,, = x% = 0 olarak verilir.

D,, de verilen keyfi bir coklu egrinin elemanter olarak adlandirilan belli tipteki bir ¢oklu egri ile
olan geometrik kesisim sayisin1 Dynnikov koordinatlarindan hesaplayan asagidaki sonuglarin ispatlari
icin (Yurttas 2013, Yurttag ve Hall 2018) e bakiniz.

Tanim 4.2.2. S; ; = U Sk olsun. L nin §; ; de yol bileseni LN S; ; deki baglantili bilesendir. S; ; de
i<k<j

s:l ; list bilegenin ug noktalar Bi ve Bj+1 de olan ve hig¢ bir ay; (i < k < j) yayim kesmeyen bilesendir.

Si,j de si; alt bileseni ug noktalart B; ve Bji1 lizerinde olan ve hi¢ bir ay—; (i < k < j) yaymu

kesmeyen bilesendir. (Sekil 4.12). S; ; de R, j biiyiik sag donen bilegenin her iki ug noktasi f3; yayi

lizerinde olan ve x—eksenini sadece 3,4 ile j + l-inci isaretlenmis nokta arasinda kesen bilesendir.

S; j de L; ; biiyiik sol donen bilesenin her iki ug noktas1 B, yay1 lizerinde olan ve x—eksenini sadece

B: ile i 4+ 1—inci isaretlenmis nokta arasinda kesen bilesendir.

Bi Bj+1
s
IR e - - m L e — - .
N
\
] |
L .l+1 L] e e e [ ] j+1./ R
/
_ e _ -
sﬁj
—_—\/\/— —W"
S; S;

Sekil 4.12. §; ; bolgesindeki yol bilegenleri

Yardimci Teorem 3.2.6 y1 kullanarak S; ; bolgesindeki yol bilesenleri hesaplanabilir.

Yardimcr Teorem 4.2.3. S, ; de alt ve iist yol bilesenleri sirastyla

s?,j:ig}cigi{a%—l_wk‘} and Sﬁj:ig}gj{azk—wd}
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olarak verilir. Dolayistyla, s; j = si‘ it si jtoplamu S; j deki alt ve iist yol bilegenler toplamidir. Ayrica,

u

R s i ) a _a +
Rlyj_mm(si,jfl i jsSij—1 si,jabj)

Teorem 4.2.4 in ispat1 (Yurttag 2013, Yurttag ve Hall 2018) da bulunabilir.

Teorem 4.2.4. Ucgen koordinatlart (0, ) olan £ € %, ¢oklu egrisi verilsin. £ nin C;j € %, ile

olan geometrik kesissm sayist i(.Z,C;;),

i(Z,Cij) = Bi-1 + Bj —2(si—1,j—1 —Ri—1,j—1 — Li—1,j-1) (17)
olarak verilir.
Teorem 4.2.5 in ispat1 (Yurttag 2013) de bulunabilir.

Teorem 4.2.5. £, 2 € ., coklu egrileriverilsin. Ugcgen koordinatlart 5(£") = (a',B'),8(£?) =
(a?,B%) € Z*\ {0} ve Dynnikov koordinatlar: p(£") = (a',b"),p(L?) = (a*,b*) € Z*\ {0} olsun.

O zaman i(L", £?) geometrik kesisim sayist

12 1~2 . 11,2
a,ary +a;a ; bbb <0
l'(.iﬂ],fz) = 24 172

1~2 1~2| . 17,2

dir.

Uyar1 4.2.6. Yardimci Teorem 4.1.13 ii kullanarak Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5 te verilen geometrik
kesisim sayilari ile ilgili olan sonuglarin 71 —train track koordinatlari cinsinden yazilabilecegine dikkat

ediniz. Ornek 4.2.7 ve Ornek 4.2.8 bunu gerceklestirmektedir.

Ornek 4.2.7. D, yiizeyinde Sekil 4.13 de gosterilen T 7—train track grafigi verilsin. T tarafindan

taginan . ve ¢’ ¢oklu egrilerinin koordinatlari sirastyla
(61,62,63,64,65,66):(1,1,0,2,1,1) ve (3,176/2,6,3762176{576/6):(anaoalaO,l)

olsun. Buna gére .’ = C34 elemanter egrisine karsilik gelir. . in x; ; yol bilesen say1lar

a4 4 i i a0 L1 SN » A | SR | B
X0,1 = X0,3 =X04 = X13 =X14 =X*3= 0, X02 =X12 =X24 =X34 = 1

a __a __a __La __a __a _ a __a _ a —
X02 =X03 = X044 = X12 = X13 = X14— 0, Xo,1 —X23 = L Xo4 = 2

dir. Yardimci Teorem 4.1.13 den
1(Z)=1(2,0,1,3;2,2,4) ve p(Z)=(-1,1;0,-1)

elde edilir. Yardimci Teorem 4.2.3 den S>3 = 3, Ry 3 = 1 ve L, 3 = 2 hesaplanir. Teorem 4.2.4 den
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i(ZL,C) =PBo+Ps—2(523—Ro3— L1 3)
=24 0-2(S3—Ros—Lp3)=2-2(3-2-1)=2

bulunur.

el €6

Cay

=

Sekil 4.13. D, te m—train track grafigi tarafindan taginan Cs4 elemanter ile L egrilerinin geometrik

kesisimi

Ornek 4.2.8. D; yiizeyinde Sekil 4.14 da gosterilen T; ve T, T—train track grafikleri verilsin. T, ve
T, tarafindan taginan £ ve £ ¢oklu egrilerinin koordinatlari sirastyla (eq, e, e3,e4) = (0,1,0,1) ve

(¢},eh,¢eh,¢y) = (1,2,1,2) olsun. Buna gore, ! in x; ; yol bilesen sayilart

ve %5 in x; j yol bilesen sayilar
(TR ST S | N | S | S
X010 =X3=1,X,=x3=x],=x13=0
a _ La _ a _ ,a __,a 4 —
X03 = X12 = L, X0,1 = X02 = X13 = X3 = 0
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dir. Yardimei Teorem 4.1.13 den 1(.£") = (5,1;4,6) ve 1(£?) = (0,2;2,2) ve p(L") = (—2;—1)
ve p(£?) = (1;0) elde edilir. Teorem 4.2.5 ten,

i(£, 2% =mai+aja;

= (1x0)+(5%x2)=10

T L) .
e, ey
A
B

Sekil 4.14. Ds te farkli 75 —train track grafikleri tarafindan taginan iki egrinin geometrik kesisimi
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde n—noktasi1 ¢ikarilmis D,, diski lizerinde calisilmistir. Daha agik olarak, D, de verilen bir
coklu egrinin Dynnikov koordinatlari ile 75—train track grafigi koordinatlar1 arasinda gegis formiilleri
sunulmustur. Bu formiillerden yararlanarak D, de verilen bir ¢oklu egri ile elemanter bir egrinin ve
D5 de verilen iki keyfi coklu egrinin geometrik kesisim sayis1 7 —train track koordinlatlar1 cinsinden
yazilmistir. Bu formiillerin, D,, de Dynnikov koordinatlari ile dinamiksel ve kombinatorik problem-

lerin yiiksek cinsli yilizeylerde train track koordinatlari ile ¢oziimiine 11k tutmasi beklenmektedir.
Soru 1. Tezdeki sonuglar yiiksek cinsli ylizeylere uyarlayabilir miyiz?

Teorem 3.3.5, giincelleme kurallari (Dynnikov 2002, Hall ve Yurttag 2009) olarak adlandirilan ve
her bir o;, Gi_l, (I <i<n-—1) Artin 6rgii iiretecinin .%, iizerindeki etkisini Dynnikov koordinatlari
cinsinden vererek, B, nin .%, iizerindeki etkisini Dynnikov koordinatlar1 cinsinden bulmaya olanak
saglayan kurallar sunmaktadir. Daha agik olarak giincelleme kurallari p(0;(Z)) ve p(0; ! (£))

vektorlerini p(-Z) cinsinden yazmamizi saglar.

Soru 2. Giincelleme kurallarin1 75 —train track koordinatlari cinsiden yazinz.
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