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OZET

SONLU ISARETLENMIS NOKTALI TOR YUZEYLERINDE GENELLESTIRILMIS
DYNNIKOV KOORDINATLARI

DOKTORA TEZI
Alev MERAL

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2019

Bu tezde, sonlu sayida isaretlenmis noktali disk yiizeyinde tanimli Dynnikov koordinat
sistemi, 1 adet sinir bileseni ve n (n > 2) adet isaretlenmis noktast olan 1 cinsli S, ylizeyine
genellestirilmistir. Daha acik olarak, S, yiizeyinde tanmimli integral laminasyonlarin kiimesi ile
Yn={(a;b;T;c):c<0veT #0}U{0} olmak iizere Z*'*?\ ¥, kiimesi arasinda birebir ve drten
bir fonksiyon tanimlayan genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemi tanitilmistir. Bu koordinat

sistemi S, ’de tanimli 6l¢iilen yapraklanmalar uzayina da genigletilmisgtir.

Anahtar kelimeler: Integral Laminasyon, Geometrik Kesisim Sayis1, Genellestirilmis Dynnikov

Koordinatlari.
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ABSTRACT

GENERALIZED DYNNIKOV COORDINATES ON THE FINITELY PUNCTURED
TORUS

PhD THESIS

Alev MERAL

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2019

In this thesis, we generalize the Dynnikov coordinate system on the finitely punctured
disk to an orientable surface S, of genus 1 with n (n > 2) punctures and 1 boundary component. In
particular, we introduce the generalized Dynnikov coordinate system which gives a bijection from
the set of integral laminations on S, to Z>"*2\ ¥, where %, = {(a;b;T;c): c <0ve T #0}U{0},

which can also be generalized to the set of measured foliations on Sj,.

Keywords: Integral Lamination, Geometric Intersection Number, Generalized Dynnikov Coordi-

nates.
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1. GIRIS

Birbirinden ayrik sonlu sayida basit kapali esas egrinin olusturdugu sistemler yii-
zeylerin gonderim sinif gruplarinda merkezi bir rol oynamaktadir. Boyle sistemler kombi-
natorik olarak genellikle train track veya Dehn—Thurston koordinatlari ile tanimlanmak-
tadir (Penner ve Harer 1992, Bestvina ve Handel 1995, Hamidi ve Chen 1996). Fakat, bu
koordinat sistemleri ile sistemin ka¢ par¢adan olustugunu hesaplayan temel bir problem
bile bugiine kadar sadece 2 cinsli yiizeyler i¢in ¢oziilebilmistir (Haas ve Susskind, 1992).
Yiizeyin sonlu adet isaretlenmis noktali D, (n > 3) diski olmas1 durumunda , integral
laminasyonlar1 koordinatlandirmanin alternatif ve etkili bir yolu Dynnikov koordinat sis-
temi’ni kullanmaktir (Dynnikov 2002). Dynnikov koordinat sistemi D,’deki integral la-
minasyonlarin kiimesi ile Z?"~*\ {0} arasinda birebir ve 6rten bir doniisiim vermektedir
ve bu doniisiim D,,’deki ol¢iilen yapraklanmalarm uzayi ile R>" 4 \ {0} arasinda bir ho-
meomorfizmaya genisletilebilmektedir. 2002 yilinda Dynnikov tarafindan tanitilan Dyn-
nikov koordinatlar1 ve n—orgii grubunun Dynnikov koordinatlar: cinsinden etkisini veren
kurallar bir cok dinamiksel ve kombinatorik problemin ¢dziimiinde kullanilmigstir. Dynni-
kov koordinatlari, (Dehornoy ve ark. 2002, Dehornoy 2008)’de n—orgii grubunda kelime

probleminin ¢oziimiinde calisilmistir.

Daha sonra Moussafir orgiilerin topolojik entropilerini yaklasik olarak hesapla-
yan bir metot tamtmustir (Moussafir 2006). Yurttas, Moussafir’in tekniginden esinlenerek
Dynnikov koordinatlar1 yardimiyla pseudo-Anosov orgii ailelerinin topolojik entropisini
hesaplayan bir metot gelistirmistir (Yurttag 2011). Ayrica, Dynnikov koordinatlar1 verilen
bir integral laminasyonun tam olarak ka¢ parcadan olustugunu kuadratik zamanda hesap-
layan bir algoritma tanitilarak yiizeyin D,, olmasi durumunda bir integral laminasyonun
baglantili olup olmadigini polinomsal zamanda hesaplayan bir algoritmanin varlig1 agik
problemi Yurttag ve Hall tarafindan 2017 yilinda ¢6ziilmiistiir. Boylece, D,, de verilen iki

integral laminasyonun geometrik kesisim sayisi yine Dynnikov koordinatlari cinsinden
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kuadratik zamanda c¢alisan bir algoritma ile hesaplanmistir (Yurttas ve Hall 2018).

Bu tezin amaci1 D,,’de tamimli olan Dynnikov koordinat sistemini, n (n > 2) adet
isaretlenmis noktali ve 1 adet sinir bileseni olan 1 cinsli S, ylizeyine genellestirmektir.
Daha agik olarak, S, ylizeyinde verilen integral laminasyonlar1 birebir ve orten bir se-
kilde tamimlayan bir fonksiyon gelistirmektir. Bunun i¢in, S, yiizeyine gomiilii 3n 4 2
adet yay ve 1 adet kapali egriden olusan bir sistem kullanilmustir. Verilen bir . integral
laminasyonu (sirasiyla .% oOlgiilen yapraklanmasi), bu sistemdeki yaylar ve egri ile olan
geometrik kesisim sayilar1 (sirasiyla yaylar ve egri tizerine tayin edilen olciiler) kullanila-
rak 232”0+3 \ {0} (sirastyla R;”OH \ {0}) kiimesinin bir elemani tarafindan tanimlanmigtir.
S,’de tanimli integral laminasyonlarin kiimesi .Z;, ve Ol¢iilen yapraklanmalarin kiimesi
M F (Sy) olsun. Genellestirilmis Dynnikov koordinatlar: yukarida bahsedilen geometrik
kesisim sayilarinin (sirastyla dlciilerin) bir lineer bilesimidir.

Yn={(a;b;T;c):c <0veT # 0} U{0} olmak iizere genellestirilmis Dynnikov
koordinat fonksiyonu, .%, kiimesi ile Z*"*2\ ¥, arasinda birebir ve orten bir doniisiim ve
M F(S,) uzay ile R?"*2\ ¥, arasinda bir homeomorfizma vermektedir. Teorem 4.1.25
genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonunun tersini vermektedir.

Bu tez 5 kesimden olugsmaktadir. Sonuclarimiz i¢in gerekli temel tanim ve teorem-
ler iigiincii kesimde verilmistir. Ayrica, iiglincii kesimde D,,’de taniml integral laminas-
yonlarin Dynnikov koordinatlar1 detayli bir sekilde ve drneklerle aciklanmigtir.

Bu tezin asil sonuglar1 dordiincii kesimde verilmistir. Daha agik olarak, dordiincii
kesimde genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonu ve tersi tanitilmis; ilgili sonuglar
ve ispatlar acgiklayict ornek ve sekillerle desteklenmistir.

Son olarak beginci kesimde, bu tez calismasinda olusturulan, S, yiizeyi iizerinde
taniml1 integral laminasyonlar1 ve 6l¢iilen yapraklanmalari tek tiirlii olarak koordinatlayan
genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemi kullanilarak gelecekte yapilabilecek ¢caligma-

lardan bahsedilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Bu kesimde, bu tezin olusmasinda onemli rol oynayan, daha 6nce yapilmis olan
calismalar 6zetler halinde listelenmistir.

Dynnikov 2002’de Dynnikov koordinat sistemi tanitilmig, Artin n-6rgii grubunun

Diireteglerinin Dynnikov koordinatlari cinsinden integral laminasyonlar kiimesi

gjve O;
tizerindeki etkisi verilmistir.

Epstein 1966°da verilen bir yiizeyde basit kapal1 egriler i¢cin homotopi ve izotopi
kavramlarinin ayni oldugunu bulmustur. Yurttas 2013°de verilen bir integral laminasyo-
nun elemanter bir egri ile olan geometrik kesisim sayisint Dynnikov koordinatlari cinsin-
den hesaplayan bir formiil verilmistir.

Yurttas 2011°de Dynnikov koordinat sistemi yardimiyla n adet isaretlenmis noktasi
bulunan D,, diskinde tanimli pseudo-Anosov orgiilerin dinamiksel 6zellikleri ¢alisiimugtir.

Thurston 1988 de izotopi altinda yilizey homeomorfizmalar: siniflandirilmig, tinlii
Nielsen—Thurston siniflandirma teoremi tanitilmagtir.

Fathi ve ark. 1979, Thurston’in 1976-1977°de Orsay’de verdigi seminerlerin not-
larin1 ve Thurston’1n yiizey homeomorfizmalar teorisi ile ilgili bir ¢cok tanim ve sonucu
icermektedir.

Bestvina ve Handel 1995, Thurston’in ylizey homeomorfizmalar1 siniflandirma te-
oreminin algoritmik bir ispatin1 sunmaktadir.

Yurttas ve Hall 2017 verilen bir integral laminasyonun baglantili bilesen sayisini
Dynnikov koordinatlart yardimiyla kuadratik zamanda hesaplayan bir algoritma sunul-
mustur.

Yurttas ve Hall 2018°de verilen iki keyfi integral laminasyonun geometrik kesisim
sayisint Dynnikov koordinatlar1 yardimiyla hesaplayan bir algoritma elde edilmistir.

Moussafir 2006°da verilen bir orgiiniin topolojik entropisinin yaklasik degerini

Dynnikov koordinatlari cinsinden hesaplayan bir metot verilmistir.
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Dehornoy 2008’ de Artin grubunun kelime problemi i¢in etkili bir ¢6ziim sunul-
mustur.

Menzel ve Parker 2003°de 11 -train track grafikleri yardimiyla iki noktasi isaretlen-
mis torda verilen bir homeomorfizmanin izotopi sinifinin pseudo-Anosov olup olmadigini
veren bir algoritma sunulmustur.

Penner ve Harer 1992’de Dehn—Thurston koordinatlar1 ve train track grafikleri

calisilmistir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu kesimde, sonuglarimiz i¢in gerekli temel tanim ve teoremler verilmistir. Ke-
sim 3.1, yiizey ve integral laminasyonlar ile ilgili genel tanim ve 6zellikleri icermektedir.
Kesim 3.2’de ise bu teze ilham kaynag1 olan ve D,,’de tanimli integral laminasyonlarin kii-
mesini birebir ve orten olarak koordinatlandiran Dynnikov koordinat sistemi detayli bir
sekilde calisilmistir. Kesim 4°de verilecek sonuglar ve izlenecek olan yol, Kesim 3.2’de

tanitilan kavramlarin S, ylizeyine bir genellestirmesi olacaktir.

3.1. Genel Tanimlar ve Ozellikler

Tanim 3.1.1. X bos olmayan bir kiime ve T da X’in kuvvet kiimesi &?(X)’in bir alt
koleksiyonu olsun.

T1). X ve 0 kiimeleri T’ya aittir. (Yani X, @ € 1’dur.)

72). T’nun herhangi bir alt koleksiyonuna ait kiimelerin birleskesi yine 7’ya aittir.
(Yani I herhangi bir indis kiimesi ve i € [ i¢cin U; € T ise UUi € 17’dur.)

il

73). T’ya ait iki kiimenin kesisimi yine T’ya aittir. (Yani U, V € T ise
UNV e 1r’dur.)
ozellikleri saglaniyorsa T’ya X iizerinde bir topoloji denir. T koleksiyonu X iizerinde bir
topoloji ise (X, T) swral ikilisine bir fopolojik uzay denir. Eger bir karisiklik meydana

gelmeyecekse bazen X’in kendisine bir topolojik uzay denir.

Tanim 3.1.2. (X, T) bir topolojik uzay olsun. T’nun bir elemanina X deki bir agik kiime
denir. Boylece, (X, T) topolojik uzayindaki T’nun elemanlarina X’in ag¢ik alt kiimeleri

denir.

Tanim 3.1.3. (X, ) bir topolojik uzay ve I bir indis kiimesi olmak iizere {U;|i € I}, (X, T)

uzayinin acik kiimelerinden olusan bir koleksiyon olsun.

x=u

icl



3 MATERYAL VE METOT

ise {U;|i € I} koleksiyonuna X’in bir a¢ik értiisii denir. {U;|i € I} koleksiyonu X’in ac¢ik
bir ortiisii ve J C I olmak iizere {U;|i € J} koleksiyonu X in bir ortiisii ise {U;|i € J} kolek-
siyonuna {U;|i € I} ortistinin bir alt értiisii denir. Bu durumda J sonluysa

{Uj|i € J} koleksiyonuna {U;|i € I} ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii denir.

Tanmim 3.1.4. (X, T) bir topolojik uzay olsun. X in her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii
varsa (X, T) uzayma veya kisaca X in kendisine kompakt topolojik uzay denir. Bir uza-
yin kompakt olmadigin1 géstermek i¢in uzayin sonlu hi¢ bir alt ortiisii olmayan agik bir

ortiisiiniin oldugunu gostermek yeterlidir.

Tanim 3.1.5. (X, T) bir topolojik uzay olsun. x # y dzelligindeki her x, y € X i¢in x € U,
y €V ve UNV =0 olacak sekilde U, V € T kiimeleri varsa (X, T) uzayma bir Hausdorff

uzayt denir.

Tamm 3.1.6. f: (X,T;) — (Y, T,) birebir orten bir fonksiyon olsun. f ve f~! fonksiyon-
larimin her ikisi de stirekli ise f’ye bir homeomorfizm denir. (X,1;) ve (Y, T,) uzaylar

arasinda bir homeomorfizm varsa bu uzaylara homeomorfik uzaylar denir.

Tanmim 3.1.7. (X, T) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x € U ozelligindeki her U acik
kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir. Diger bir deyisle T’nun x’1 iceren her ele-

manina x noktasinin bir komsulugu denir.

Tanmm 3.1.8. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X =U UV, UNV =0, U #0, V#0

ozelligindeki X’in U ve V kiime ciftine (X, T) uzayinin bir ayrigim denir.

Tanmm 3.1.9. (X, 1) uzaymin acik kiimelerden olusan hi¢ bir ayrigimi yoksa (X, T) uza-

yina baglantili uzay denir.

Tanim 3.1.10. X bir topolojik uzay olsun. X i¢in agsagidaki onermeler saglaniyorsa X bir
k-boyutlu topolojik manifold (topolojik k-manifold) dur denir:

X1). X bir Hausdorff uzaydur.
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X2). X’in her bir acik alt kiimesi R¥’ya veya R¥’ni bir acik alt kiimesine home-
omorftur.

X3). X sayilabilir coklukta acik kiimelerle ortiilebilir.
Tamm 3.1.11. 2-boyutlu manifoldlara yiizey denir.

Ornek 3.1.12. Tor yiizeyini (Sekil 3.1) diisiinelim. Bu yiizeyi su sekilde elde ederiz: Bir
cember ve kendisiyle ayni diizlemde yatan fakat kesismeyen bir dogru alalim. Cember ve
dogrunun ortak diizlemini dogru etrafinda 360 derece dondiirelim. Bu esnada ¢emberin
taradig1 yiizey bir tor yiizeyidir. Tor yiizeyinin de her bir noktasi i¢in R?’deki bir acik
kiimeye homeomorf olan bir agik kiime bulabiliriz. Bunun icin, tor olarak adlandirilan
cismi R?’ye oturtalim. Tor yiizeyinde aldigimiz bir p noktasinin bir V acik komsulugunun
bu R? diizlemine dik izdiisiimii olan V'’ ne bakalim.

V' c R*dir ve V' de bir acik kiimedir. V/*niin boyutu 2 oldugu icin tor yiizeyi bir

2-manifold’dur ve .72 ile gosterilir.

Sekil 3.1: Tor yiizeyi

Tanim 3.1.13. 2-boyutlu bir nesne, bir yiizey lizerinde bulundugu yere tekrar geldiinde
kendi ayna goriintiisii olacak sekilde siirekli olarak hareket ettirilemiyorsa bu ylizeye yon-
lendirilebilir yiizey denir. Aksi takdirde bu yiizey yonlendirilemez olurdu. Yani, eger X
yiizeyinde siirekli bir sekilde ilerleyen tutarli bir rotasyon tanimlanabiliyorsa bu X yiizeyi

yonlendirilebilirdir.
Tamim 3.1.14. Yonlendirilebilir yiizeyleri olusturan kulplarin sayisina bu yiizeylerin cinsi
denir. Ornek vermek gerekirse, bir simitin yiizeyini diisiindiigiimiizde cinsi 1’dir. Ciinkii

tek bir kulptan olusur.
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Tanim 3.1.15. Verilen iki yiizeyin her birinden alinan birer disk, bunlarin i¢ yilizeylerinden
cikarilirsa ve bu yiizeyler disklerin c¢ikarildig1 yerlerinden birbirlerine yapistirilirsa elde
edilen yeni yiizeye bu yiizeylerin baglantili toplami denir. Cinsi g; ile cinsi g, olan iki

yiizeyin baglantili toplami1 bize cinsi g olan yeni bir yiizey verir.

Tanmm 3.1.16. Tanim 3.1.10°deki X2). kosulunda RK yerine, R¥’da sonuncu koordinati
negatif olmayan noktalarmn kiimesi olarak temsil edilen K* konuldugunda, Tanim 3.1.10,
swmirt olan (sinirlt) topolojik bir manifold tanimina doniisiir. Bu durumda X2). kosulunda
homeomorfizma kelimesinin anlaml1 olabilmesi icin K* iizerinde bir topoloji bulunmasi
gerekir. X manifoldunun bir noktasi x, K¥’da acik V kiimesine homeomorfik x’in agik
komgulugu U olsun. Bu homeomorfizma altinda x, V’nin sinirina gonderiliyorsa, x nok-
tasina manifoldun sinir noktasi, tim sinir noktalarin kiimesine manifoldun siniri denir. X

manifoldunun sinir1 X ile gosterilir.

Bu tez ¢alismasinda ylizeyimiz, n adet isaretlenmis nokta, 1 adet sinir, 1 adet cins

iceren, kompakt, yonlendirilebilir S, ylizeyi (Sekil 3.2) olacaktir.

Sekil 3.2: S5 yiizeyi

Simdi de S, yiizeyi lizerindeki integral laminasyonlar1 tanimlayabilmek i¢in ge-

rekli olan temel tanim, teorem ve Ozellikleri verelim.

Tanim 3.1.17. Topolojik bir nesnenin, baglantililigini veya cebirsel ozelliklerini koruya-
cak sekilde belirli bir alandaki temsiline gomme denir. Ornegin, topolojik bir uzayin

gdommesi agik kiimeleri korur.
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Bir Y uzayimin diger bir X uzayina kisitlanan 6zellikleri X uzayimnin 6zellikleri ile
ayni oldugunda, X uzay1 Y uzayma gomiiliir. Ornegin, rasyonel sayilar gercek sayilara,
tam sayilar ise rasyonel sayilara gomiiliir. Geometride kiire, birim kiire olarak R igine

gomiiliir.

Tammm 3.1.18. N, S,’deki isaretlenmis noktalarin sonlu bir kiimesi olmak iizere,
a((0,1)) € S, \ N ozelligine sahip a : [0,1] — S, siirekli doniigiimiine S,,’de bir yol de-
nir. a, baglangi¢ noktas1 o (0) ve bitig noktast o (1) olan iki adet u¢ noktaya sahiptir. Ug

noktalari esit olan yola ise kapali egri denilmektedir ve c ile gosterilmektedir.

Tamm 3.1.19. a, §,,’de bir yol olsun. a yolu §,,’e gdmiilii ise 0’ nin goriintiisii S,,’de bir
yay olarak adlandirilir. ¢ kapali egrisi kesismiyor ve §,,’e gomiilil ise ¢’nin goriintiisiine

S, ’de bir basit kapali egri denir.

Boylece, yay ve basit kapali egri, goriintiileri S, ’nin alt kiimesi olan birer doniisiim olarak

degil, dogrudan S, ’nin birer alt kiimesi olarak tanimlanir.

Uyan 3.1.20. S,’de bir f : S, — S, homeomorfizmasi birebir, orten, siirekli ve tersi de

stirekli olan bir fonksiyondur.

Tanmmm 3.1.21. S,’de a ve 3 iki yol olsun. a ve [ yollar1 arasindaki homotopi, bir
H :[0,1] x [0,1] — S, siirekli doniisiimiidiir ve bu doniisiim agagidaki biitiin kosullari
saglar:

(i) Her x € [0, 1] i¢in H(x,0) = a(x) ve H(x,1) = B(x),

(ii) Hert € [0,1] icin H(0,7) = a(0) = B(0) ve H(1,7) = a (1) = B(1),
ve a ve 3 yollarinin iki ug¢ noktasi digsindaki noktalarinin higbiri N kiimesinde bulunama-
yacagi i¢in

(iii) Her x € (0, 1) ve her 7 € [0, 1] igin H(x,t) ¢ N.

dir. a ve B yollar1 arasinda boyle bir H homotopisi varsa a ve 3 yollari homotopiktir denir

ve a ~ f3 ile gosterilir. Her # € [0, 1] i¢in H(x,¢) bir gomme ise, yani a ve 3 yollarinin
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goriintiileri S,,’de birer yay ise, o zaman bu yaylar izotopiktir ve bu durumda H, a’dan

[’ a bir izotopi olarak adlandirilir.

Tamim 3.1.22. a ve 3, S,,’de iki yay olsun. B = f o a 6zelligini saglayan ve birim fonksi-
yona izotopik olan bir f homeomorfizmasi var ise a ve 3 yaylarina ambient izotopiklerdir
denir. Benzer sekilde ¢ ve ¢, S,’de iki basit kapali egri olmak iizere, f(c;) = ¢ ozelli-
gini saglayan ve birim fonksiyona izotopik olan bir f homeomorfizmasi var ise c¢; ve ¢;

egrileri ambient izotopiklerdir.

0S, ve N’de ortak uc noktalari olan yaylar ve S,’deki basit kapali egriler i¢in

homotopi ve izotopi kavramlar1 ayni olur.

Teorem 3.1.23 (Epstein 1966). a ve 3, u¢ noktalari da ve d3

0S,Na =da =aS,Np =3P

ozelligini saglayan ve ug¢ noktalarini sabit tutan S, de homotopik iki yay olsun. O zaman,
bu yaylar dS,’de ve S, \ N’nin kompakt bir alt kiimesinin diginda sabitlenen bir izotopi

ile ambient izotopiklerdir.

Teorem 3.1.24 (Epstein 1966). S,’deki iki homotopik basit kapali egri izotopiktir. Bu
egriler S;,’de bulunuyorlarsa, onlar S, ’nin kompakt bir alt kiimesinin tiimleyeninde sabit-

lenen bir izotopi ile ambient izotopiklerdir.

Tamm 3.1.25. Isaretlenmis nokta icermeyen bir diski, sadece 1 adet isaretlenmis nokta
iceren bir diski veya isaretlenmis nokta icermeyen bir halkayr sinirlandiran §,,’deki bir

basit kapali egriye esas olmayan egri denir. Aksi takdirde bu egriye esas egri denir.

Tanim 3.1.26. S, ’deki sonlu sayida esas basit kapali egrinin izotopi siniflarinin ayrik
bir birlesimine S,,’de bir . integral laminasyonu denir. S,,’deki integral laminasyonlarin

kiimesi .%), ile gosterilir.
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Asagida §,,’de integral laminasyon ve integral laminasyon olmayan egri sistemle-

rine ait ornekler verilmistir.

Ornek 3.1.27. Sekil 3.3, S, de bir integral laminasyon 6rnegini gostermektedir.

Sekil 3.3: S>’deki bir integral laminasyon

Ornek 3.1.28. Sekil 3.4 (a) ve (b)’deki basit kapali egrilerin ayrik birlesimleri integral
laminasyon degildir. Ciinkii Sekil 3.4 (a), isaretlenmis noktay1 sinirlandiran egri igermek-

tedir. Sekil 3.4 (b), 05,’ye paralel egri icermektedir.

(b)

(2)
Sekil 3.4: (a), isaretlenmis nokta sinirlandiran bir egri sistemidir. (b), sinira paralel egri
iceren bir egri sistemidir.

Uyar 3.1.29. Bir .Z integral laminasyonunun egrileri karsilikli olarak homotopik olabi-

lirler (Sekil 3.5).

Asagida birbirlerine homotopik egriler iceren bir integral laminasyon Ornegi ve-

rilmistir.

11
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Ornek 3.1.30. Sekil 3.5°de isaretlenmis noktalar1 saran egriler ile cinsi sinirlandiran egri-
ler kendi aralarinda birbirlerine homotopik olmalarina ragmen bu egri sistemi bir integral

laminasyondur.

Sekil 3.5: Homotopik egriler iceren bir integral laminasyon

Tanm 3.1.31. 4, % € %, olsun. £ ve %5 nin geometrik kesisim sayist i(£],.%) ile

tanimlanir. Yani,

(A, )=min(#LiNLy: L1 € L3 ve L, €. D)

olarak yazilir (#, kesisim sayisini ifade etmektedir.). Bir integral laminasyon ile bir yay

arasindaki geometrik kesisim sayis1 benzer sekilde tanimlanir.

Dolayisiyla iki integral laminasyonun geometrik kesisim sayisi, bu laminasyonlarin icinde

bulundugu homotopi siniflarindaki temsilciler arasindaki minimum kesisim sayisidir.

3.2. Dynnikov Koordinatlari

Literatiirde g adet cins ve b adet sir bilesenlerine sahip olan bir § yiizeyi iize-
rindeki integral laminasyonlara ve 0lciilen yapraklanmalara koordinatlar veren koordinat
sistemleri vardir. Bu sistemler i¢cin (Penner ve Harer 1992, Bestvina ve Handel 1995,
Hamidi ve Chen 1996, Menzel ve Parker 2003, Parker ve Series 2004) kaynaklarina ba-
kabilirsiniz. n adet isaretlenmis noktaya sahip olan standart bir D,, diski tizerindeki integ-

ral laminasyonlar1 ve Olciilen yapraklanmalart koordinatlandirmak i¢in alternatif bir yol

12



Alev MERAL

bulunmustur (Dynnikov 2002). Standart bir diskte isaretlenmis noktalar diskin yatay ek-
seninde yer almaktadir (Sekil 3.6). Bu kesimde kisaca Dynnikov Koordinat Sistemi olarak

adlandirilan bu alternatif yolu tanitacagiz.

Sekil 3.6: Standart bir D7 diski

Dynnikov koordinat sistemi, D,, iizerindeki ol¢iilen yapraklanmalarin uzayindan
R?"=4\ {0}’a bir homeomorfizm vermektedir. Ayrica bu sistem, D, iizerindeki integral
laminasyonlarin kiimesinden Z*"~*\ {0}’a birebir ve orten bir fonksiyon saglamaktadir.
Bu tez calismasi ile sadece D, iizerinde kullanilan Dynnikov koordinat sistemi S,, yiize-
yine genisletilmistir. Bu kesimde arastirma bulgular1 kesiminde elde edilen sonuglar icin
temel olacak bazi onemli tanimlar verilecektir.

Ik olarak D, iizerindeki integral laminasyonlar1 birebir ve 6rten bir sekilde tanim-
layan Dynnikov koordinat sisteminden bahsedelim. Bu bilgiler verildikten sonra integral
laminasyonlar i¢in elde edilen sonuglar D,, tizerindeki dl¢iilen yapraklanmalara genisleti-
lecektir.

Her bir u¢ noktasi dD,,’de ya da isaretlenmis noktada bulunan D,,’deki yaylarin kii-
mesi %, olarak alinsin. Bu durumda, Sekil 3.7°de goriildiigic  gibi
o, €, (1<i<2n—4) ve B (1 <i<n—1)olur. Ay 3, i. isaretlenmis
noktanin solunda kalan ve o;_3,0p; 2,31 yaylar tarafindan sinirlanan bolgedir. Ben-
zer sekilde, Ay; 5, i. isaretlenmis noktanin saginda kalan ve ap;_3,0Q7; 2, [3; yaylan ta-
rafindan sinirlanan bolgedir. Ay bolgesi f; ile sinirlaniyorken, Ay, 3 bolgesi (,—; ile

tanimlanmaktadir. Sekil 3.7°de goriilen [3; ve (i) yaylan tarafindan sinirlanan bolge

13
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Ui =Dy 1 ULy (1 <i<n—2)ile gosterilmektedir.

i3 iy ity a2p—5
ai
Bi
Bi Bit1 Bt
° Ay s Doy | Doy | Doi | Doigy Doy
L » o 4 o
Do
Dop—3
a
2 i a; (i+2 Qop—g
\\ /

Sekil 3.7: a;, B; yaylar1 ve U; = Dy; 1 Uy; bolgeleri

D,’deki . € ., integral laminasyonunun @; ve [3; yaylarint minimum sayida ke-
sen L minimal temsilcisi her zaman bulunmaktadir. L’nin a; ve 3; yaylari ile olan kesisim
sayilari sirasiyla ; ve [3; ile gosterilsin. o; ve [3; sembollerinin ne zaman yaylara, ne zaman

yaylar iizerindeki kesisim sayilarina karsilik geldikleri ¢alismada agikca belirtilmektedir.

Tanim 3.2.1. D,’deki ©: %, — Z;”O_S ticgen koordinat fonksiyonu,

(L) = (a1, -, 00-4:B1, - ,Bu-1)

olarak tanimlanir.

Ornegin, Sekil 3.8’de gosterilen .# integral laminasyonunun iicgen koordinatlar
O(L) = (a1, 00,03, 043 B1, B2, B3) = (7,1,1,7;6,8,6) drr.
Tanmm 3.2.2. L, ¥ € %, nin bir minimal temsilcisi olmak tizere LNU; (1 <i<n-—2)
kiimesinin bir baglantili bilesenine L’nin U;’de bir yol bileseni denir. L’nin U;’de 4 tip yol
bileseni vardir:

(i) Ug noktalar1 3; ve 3;+ yaylari iizerinde bulunan ve a;_ yayini kesen yukar:

bilesen;

14
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Sekil 3.8: ©(.Z) = (7,1,1,7;6,8,6)

(i1) U¢ noktalart 3; ve ;1 yaylar iizerinde bulunan ve a5; yaymi kesen asagi
bilesen;

(iii) Her bir u¢ noktasi f3; yay1 iizerinde bulunan ve ay; | ile d; yaylarini kesen
sag donen bilegen (Sekil 3.9 (b));

(iv) Her bir u¢ noktas1 B; | yayi iizerinde bulunan ve a»; 1 ile ay; yaylarini kesen

sol donen bilesen (Sekil 3.9 (a)).

a2i-1 +
A Pt Bi i1 Bisi
Doy Dy;
Doy Do;
f—
. p
——
R
Ui Ui

(a) (b)

Sekil 3.9: Yukari bilesenler mavi dogrular, asagi bilesenler yesil dogrular, sol donen bi-
lesen mor egri ve sag donen bilesen kahverengi egri ile gosterilmistir.
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Uyarn 3.2.3. L’deki egriler birbirleri ile kesismedikleri i¢in her bir U; bolgesinde tek tip

donen bilesen olabilir: sag donen ya da sol donen.

Uyan 3.2.4. D, nin ug bolgelerinde tek tip yol bileseni bulunmaktadir: Ay’de sol donen,

ve Ay,_3’de sag donen.

Yardimei Teorem 3.2.5. D,’de .£ € %, nin licgen koordinatlar1 ©(.Z") = (a; 3) olsun.

Her 1 <i <n—2icin U, bolgesindeki donen bilesenlerin sayisi

b; = Bi _2Bi+1 (3.2.1)

olmak tizere, |b;| olarak verilir. Bu bilegenler b; < 0 ise sol donen, b; > 0 ise sag donendir.

Uyar 3.2.6. Donen bilegen sayilar1 Ay bolgesinde % ve [y,_3 bolgesinde % ile bulu-

nur.

Yardimeir Teorem 3.2.7. D,’de £ € %, nin ticgen koordinatlar1 ©(.Z) = (o 3) olsun.

Her 1 <i < n—2icin U; bolgesindeki yukar1 ve agagi bilesenlerin sayis1 sirasiyla,
Lti) =Aagi—1— ‘b," ve u? = Uy — |b,‘| (3.2.2)

ile verilir.

Yardimei Teorem 3.2.8. D,’de .£ € %, nin licgen koordinatlar1 ©(.Z") = (a; 3) olsun.

Ucgen koordinat fonksiyonu © : .%, — Z;”O’S birebirdir.

Ispat. Her bir U; bolgesindeki yukari, asag1, sag ve sol bilesenlerin sayilari hesaplanir. Bu
bilesenler uygun homotopi altinda tek tiirlii birlestirilir ve boylece .Z tek tiirlii belirlenir.

[
Asagidaki yardimci teoremin ispati (Yurttas 2011)’de bulunabilir.

Yardimci Teorem 3.2.9. D,,’de her bir U; bolgesi i¢in asagidaki esitlikler saglanmaktadir:

16
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Sol donen bilesen oldugunda (b; < 0),
0+ O2i—1 = Bit1

Qi+ Qoi—1 — B = 2|bil;

Sag donen bilegen oldugunda (b; > 0),
i+ i1 =B

Qi+ Qi1 — Biy1 = 2|bil;

Dénen bilesen olmadiginda (b; = 0),

Qi+ 01 = B = Biy1-

Uyan 3.2.10. D,’de (a;f3) tiiggen koordinatlari verildiginde, bu koordinatlar her bir 4;
bolgesinde ticgen esitsizligini ve Yardimci Teorem 3.2.9°daki kosullar1 saglamalidir. Ay-
rica .Z basit kapali egrilerden olustugundan her bir 3; yayin ve her bir ay; + o; 1’ ¢ift
sayida kesmelidir. Dolayisiyla Z* > kiimesinden alinan her (a;3) vektorii bir integral
laminasyona karsilik gelmeyebilir. Bu nedenle O : .£), — Z;"O—s ticgen koordinat fonksi-

yonu Orten degildir.

Simdi D,’de .%,,’1 birebir ve orten bir sekilde koordinatlandiran Dynnikov koordi-

nat sistemini verelim.

Tamm 3.2.11. Dynnikov koordinat fonksiyonu p : ., — Z>"~*\ {0},

p(g) = (d,b) = (ala"'7an—27 bl;-"7bn—2)

ile tammmlanmaktadir. Burada 1 <i <n — 2 olmak iizere,

Ol — Ol — B
ai:% ve bl:% (3.2.3)
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dir.

Ornek 3.2.12. Sekil 3.8’de verilen ve iiggen koordinatlar1 ©(.%) =

% integral laminasyonunun Dynnikov koordinatlarini bulalim.

Denklem (3.2.3)’1 kullanarak

_m—ap 17

i 2 PR
04—(13_7—1 _3
@ 2 2
Bi—B 6-8
> — g
b 2 2
B—B 8-6
b — —1
2 2 2

(7,1,1,7;6,8,6) olan

elde ederiz. O halde Sekil 3.8’de verilen . integral laminasyonunun Dynnikov koordi-

natlari

p("%) - <_3>3;_171)

ile verilir.

Asagidaki yardimcr teorem kullanilarak D,’deki (a;[f) kesisim sayilari,

(a;b) € Z2"=*\ {0} Dynnikov koordinatlarindan bulunabilir. Béylece (a;3) kesisim sa-

yilarina karsilik gelen integral laminasyon tek tiirlii olarak cizilebilir.

Yardimeir Teorem 3.2.13. (a;b) € Z**~*\ {0} olsun. O zaman (a;b), iiggen koordinatlar

asagida verilen bir ve yalniz bir .Z € .%), integral laminasyonunun Dynnikov koordinat-

laridir.

k—1

=2 max
& | <k<n—

a—{< Diaryz + 242 bz 2 0

(=1 apym + P2 i by <0
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Burada [x], x’den kiigiik olmayan en kiigiik tamsay1y1 gostermektedir.

Yardimc1 Teorem 3.2.13’in ispat1 (Yurttag 2011)’de detayli bir sekilde bulunabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kesimde D,,’de taniml1 ve bir¢ok dinamiksel ve kombinatorik problemin ¢6zii-
miinde kullanilan (Moussafir 2006, Dehornoy 2008, Yurttag 2011, Yurttas ve Hall 2017,
Yurttag ve Hall 2018) Dynnikov koordinat sistemi, S, (n > 2) yiizeyinde taniml in-
tegral laminasyonlar1 birebir ve Orten olarak koordinatlandiran genellestirilmis Dynni-
kov koordinat sistemine genisletilmistir. Bu koordinat sistemini kurabilmek i¢in S, yii-
zeyini 2n adet iiggensel bolge ve 1 adet iicgen olmayan fakat cins iceren bolgeye ayi-
ran 3n+ 2 adet yay ve 1 adet kapali egriden olusan bir sistem kullanilmistir. Verilen
bir integral laminasyonun, bu sistemdeki yaylar ve egri ile olan geometrik kesisim sa-
yilarinin Tanim 4.1.23’de tanitilan lineer bilesimleri integral laminasyonun genellestiril-
mis Dynnikov Koordinatlar1 olarak adlandirilmigtir. Genellestirilmis Dynnikov koordi-
nat fonksiyonu %, = {(a;0;T;c) : ¢ <0veT # 0} U{0} olmak iizere .Z, kiimesi ile
722\ 4, arasinda birebir ve orten bir doniisiim vermektedir ve bu koordinat fonksi-
yonu Tanim 4.3.6’da .#.% (S, uzay1 ile R?"2\ ¥, arasinda bir homeomorfizmaya ge-
nigletilmistir. Genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonunun tersi Teorem 4.1.25°de

verilmistir.

Kesim 4.1°de, genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemini olusturmak i¢in kul-
lanilan a; (1 <i<2n), B; (1 <i<n+1),yyaylan ve c basit kapal egrisi tanitilmus,
bu yaylar ve egri tarafindan siirlandirilan belli bolgelerde -’ nin yol bilesenleri olarak
adlandirilan baglantili bilesenleri siniflandirilmistir. Genellestirilmis Dynnikov koordinat
fonksiyonu tanitilirken yol bilesenlerinden faydalanilmistir. Ayrica, genellestirilmis Dyn-
nikov koordinatlarindan a;, 3;, y yaylan ve c iizerindeki geometrik kesisim sayilarini
veren dolayisiyla karsilik gelen integral laminasyonu tek tiirlii olusturabilmemize olanak

saglayan Teorem 4.1.25 sunulmustur.

Kesim 4.2°de Yurttas ve Hall 2018’de verilen keyfi bir integral laminasyonun ele-

manter egriler ile olan geometrik kesisim sayisi formiilii S, ylizeyine uygulanmustir.
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Kesim 4.3’de, integral laminasyonlar i¢in elde edilen genellestirilmis Dynnikov

koordinatlar 6lciilen yapraklanmalara genigletilmistir.

4.1. Genellestirilmis Dynnikov Koordinat Sistemi

Sekil 4.1°de gosterilen, ug noktalari dS,,’de ve isaretlenmis noktalar iizerinde bulu-
nan a; (1 <i<2n), B (1 <i<n+1),yyaylarin ve cinsi bir defa saran ¢ kapali egrisini

diistinelim. Bu yaylar ve egri ailesini .7}, ile gosterelim.

Fi f B
= A, Dy | B Dois1
o i3 i
[ ] ® ®
® i a;

Sekil 4.1: a;, B, y yaylar1 ve ¢ egrisi

08, tek bir nokta ile eslestirildiginde, i. isaretlenmis noktanin (1 <i < n) sagin-
daki ve solundaki her bir bolge ii¢ adet yay tarafindan sinirlandigindan bu bolgelerin her
biri tiggenseldir. Dolayisiyla S, ylizeyi 2n adet liggensel bolge ve 1 adet ticgen olmayan
fakat cins iceren bolgeden olugsmaktadir. i. isaretlenmis nokta etrafindaki ticgensel bolge-
ler sol tarafinda o; 1, Qy;, B; yaylari tarafindan, sag tarafinda ise ap;_1, 0y;, B;i1 yaylar
tarafindan sinirlanan bolgelerdir. ay; 1, O;, [ ile sinirlanan bolge Ay;—1; 01, 0o, Bit1
ile sinirlanan bolge Ay; olmak iizere U; = Ay; 1 Uy, (Sekil 4.3) olarak tanimlanir. 3,1,
B yaylari ve dS, tarafindan sinirlanan bolge ise G ile gosterilir (Aslinda G bolgesi S,
yiizeyinin arka tarafinda bulunan ve (3; e izotopik olan yay, 3,11 yay1 ve 98, tarafindan
sinirlanmaktadir. Fakat bir koordinat sisteminde ayni anda iki izotopik kopya bulunama-

yacagindan, hem G bolgesinin tanim1 hem de yiizeyin arka tarafindaki egri hareketleri
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icin B; kesisim sayis1 se¢ilmistir.).

£ € %, integral laminasyonunun @;, 3;, ¥ yaylarini ve ¢ kapali egrisini minimum
sayida kesen minimal bir temsilcisi L her zaman bulunabilir. Tez boyunca verilen bir
Z € £, integral laminasyonunun L minimal temsilcisi kullanilacaktir.

Tanim 3.1.31’den (1, -+, 00,581, , But1:Ys€) € {Z;”OH} \ {0} vektérii, L’nin
ilgili yaylar ve basit kapali egri ile olan kesisim sayilarin1 gostersin. L, ¢’nin p(c) adet

kopyasini igerir ise p(c) > 0 olmak iizere,

c=—plc) 4.1.1)

yazilacaktir. Tez boyunca

¢ =max(c,0) (4.1.2)

olarak alinacaktir. a;, 3;, ¥ ve ¢ sembollerinin ne zaman yaylara ve egriye, ne zaman yaylar

ve egri lizerindeki kesisim sayilarina karsilik geldikleri calisma boyunca belirtilecektir.

()rnek 4.1.1. (0(1,02,0(3,04705,06;31,52733,34;V§C) = (47 1,3,2,4, 1;3757573;3;1) ke-

sisim say1lar1 verilen L Sekil 4.2°de gosterildigi gibidir.

Sekil 4.2: .#’nin geometrik kesisim sayilar
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Tanim 4.1.2. L bir integral laminasyon olmak iizere, LNU; (1 <i <n) ve LN G nin her
bir baglantili bilesenine yol bileseni denir.

L minimal oldugundan Sekil 4.3’de gosterildigi gibi L N U;’de 4 tip yol bileseni,
Sekil 4.4 ve Sekil 4.5°de gosterildigi gibi LN G’de 6 tip yol bileseni vardir. U; bolgelerin-
deki yol bilesenleri Tanim 3.2.2°deki gibidir. Yani:

1. Ug noktalar 3; ve ;1 yaylari iizerinde bulunan ve ay;_; yaym kesen yukari
bilesen;

2. Ug noktalar1 B; ve ;1 yaylar iizerinde bulunan ve a5; yaym kesen asagi
bilesen;

3. Her bir u¢ noktasi 3; yay1 tizerinde bulunan ve ay;_ ile ay; yaylarini kesen sag
donen bilesen (Sekil 4.3 (b));

4. Her bir u¢ noktast B;;; yay1 iizerinde bulunan ve ay;_; ile d; yaylarin1 kesen

sol donen bilesen (Sekil 4.3 (a));

i )
p ! i B iy B
Doy Do;
Doy Do;
—
° p
I —
R
Ui Ui

(a) (b)

Sekil 4.3: Yukar: bilesenler mavi dogrular, asagi bilesenler yesil dogrular, sol donen bi-
lesen mor egri ve sag donen bilesen kahverengi egri ile gosterilmistir.

5. Yiizeyin cinsini smirlayan basit kapali ¢ egrisi (Sekil 4.4 (a));
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6. ¢ egrisini kesmeyen ve her bir u¢ noktasi 3, iizerinde bulunan on cins bilesen
(Sekil 4.4 (b));
7. ¢ egrisini kesmeyen ve her bir u¢ noktasi 3; iizerinde bulunan arka cins bilegen

(Sekil 4.4 (¢));

(©)
b
@ (b)

Sekil 4.4: (a) c egrileri, (b) On cins bileseni, (c) arka cins bileseni

8. Ug noktalar1 3; ve B, stiinde olan ve ¢ egrisini kesen kesen bilesenleridir
(Sekil 4.5). Burada 3 adet kesen bilesen vardir. Bunlar,
a. Burgu yapmayan kesen bilesen (Sekil 4.5 (a)) (Burada, verilen bir kesen bile-
sene ait burgu sayisi, ilgili bilesenin y yayini kesme sayisi olarak tanimlanir (Sekil 4.5).);
b. Negatif yonde burgu yapan (saat yonii) kesen bilesen (Sekil 4.5 (b));

c. Pozitif yonde burgu yapan (saat yoniiniin tersi) kesen bilesen (Sekil 4.5(c)).

(b)

Sekil 4.5: (a) Burgu yapmayan kesen bilesen, (b) Negatif yonde 1 adet burgu yapan kesen
bilesen, (c) Pozitif yonde 1 adet burgu yapan kesen bilesen
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Uyan 4.1.3. Bir .Z € %), integral laminasyonu birbirleriyle kesismeyen egrilerden olus-
tugundan her bir U; bolgesinde sag donen veya sol donen bilesenden en fazla biri olabilir.
Benzer sebepten G bolgesinde hem c egrisi hem de kesen bilesenler bulunamaz (bkz. Se-

kil 4.6). Ayrica G bolgesinde tek tip 6n cins ve tek tip arka cins bilesen olduguna dikkat

T
|
|
|
|
|
L
|
|
|
|
|
|
|

Sekil 4.6: . ayn1 anda c egrisi ve kesen bilesen iceremez.

ediniz.
Uyar1 4.1.4. ¢ sayisinin kesen bilesenlerin sayisimi verdigine dikkat ediniz.

Uyari 4.1.5. .Z birbiriyle kesismeyen egrilerden olustugundan kesen bilegenlerin burgu-
larinin yonleri ayni olmak zorundadir. Ayrica G bolgesinde verilen iki farkli kesen bilese-
nin burgu sayilari arasindaki fark 1’den biiyiik olamaz (bkz. Sekil 4.7). Buna gore ¢ kiiciik
burgu sayisi; ¢ 4 1 biiyiik burgu sayis1 olmak iizere G bolgesindeki toplam burgu sayist
T kesen bilesenlere ait burgu sayilarinin toplamidir. Boylece G’de verilen herhangi iki

kesen bilesenin burgu sayilar1 arasindaki fark O ise,

dir. Diger taraftan verilen iki kesen bilegenin burgu sayis1 arasindaki fark 1 ise G bolge-
sinde verilen ¢ + 1 burgulu kesen bilesen sayis1 m € Z>¢, t burgulu kesen bilesen sayis1

+

¢ — m olmak tizere

T=m(t+1)+(c"—m)

dir.

26



Alev MERAL

ekil 4.7: Burgu sayilar1 arasindaki far en bilyiik olan iki kesen bilesen kesisirler.
kil 4.7: Burg 1 daki fark 1’den biiyiik olan iki k bil kesisirl
Simdi de L’nin G bolgesindeki yol bilesenlerini hesaplayalim.

Yardimer Teorem 4.1.6. L, (a;f3;y;c) kesisim sayilari ile verilsin. G bolgesindeki 6n

cins bilesenlerin sayisi / ve arka cins bilesenlerin sayisi // olsun. Buna gore

L Bn+1 —ct volllf — Bl —c”t

)
2 2

ile verilir.

ispat. B.+1’1 sadece kesen (Sekil 4.5) ve 6n cins bilesenler (Sekil 4.4 (b)) kesmektedirler.
B+ 1, her bir kesen bilesen tarafindan bir defa ve her bir 6n cins bilesen tarafindan iki
defa kesildiginden 3,1 = ¢ + 2/’dir. Buradan [ = M elde edilir. Benzer sekilde
Bi1’1 sadece kesen (Sekil 4.5) ve arka cins bilesenler (Sekil 4.4 (c)) kesmektedirler. 3,
her bir kesen bilesen tarafindan bir defa ve her bir arka cins bilesen tarafindan iki defa
kesildiginden B; = ¢* + 21" dir. Buradan [’ = % elde edilir.

[

Ornek 4.1.7. Sekil 4.2°deki n cins ve arka cins bilesen sayilarni Yardime1 Teorem 4.1.6

yardimiyla hesaplayalim.

Bs—ct 3-—1 , Bi—ct 3-1
2 2 ve 2 2

oldugundan G bolgesinde 1 adet On cins ve 1 adet arka cins bilesen bulunmaktadir.

Asagidaki yardimci teorem ile kesenlerin toplam burgu sayilarini hesaplayabiliriz:
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Yardimer Teorem 4.1.8. L, (a;f;Y;c) kesisim sayilari ile verilsin. L’nin kesen parca

sayilarinin yapmis oldugu toplam burgu sayis1 7" olsun. O zaman,

7| = 0 eger ¢t =0; @4.1.3)
- y— Bn+12—0+ _ 131;C+ eger ct 75 0 o

olarak verilir. Kesen bilesenler pozitif yonde burgu yaptiginda sgn(7) = +1, negatif

yonde burgu yaptiginda sgn(7') = —1°dir (sgn, isaret (signum) fonksiyonudur.).

Ispat. L’nin kesen bilesenlerinin yapmis oldugu toplam burgu sayist |T| olsun. y yay:
her bir ¢ egrisi (Sekil 4.4 (a)) ve her bir 6n ve arka cins bilesen (Sekil 4.4 (b) ve (c))
tarafindan birer kez ve her bir kesen bilesen tarafindan ilgili burgu sayis1 (Sekil 4.5) kadar
kesilmektedir. Ancak Uyari 4.1.3’den dolay1 L’de ayn1 anda burgular ve ¢ egrileri olamaz.
Bu nedenle y koordinati en fazla ya On cins, arka cins bilegenler ile burgular ya da 6n
cins, arka cins bilegenler ile ¢ egrileri tarafindan kesilebilmektedir. Bu nedenle / 6n cins
bilesen sayisi, [” arka cins bilesen sayisi, ve |T'| kesen bilegenlerin toplam burgu sayisini

gostermek ve ¢ # 0 olmak iizere,
y=I1+I'+|T| (4.1.4)

dir. Yardimci Teorem 4.1.6’dan

BnJrl_CnL BI_C+
p— T
5 + 5 +|T|

y

bulunur. Dolayisiyla

dir. ]

Asagidaki yardimci teoremi kullanarak ¢ egrilerinin (Sekil 4.4 (a)) sayilari he-

saplayabiliriz:
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Yardimer Teorem 4.1.9. L, (a;f3;y;c) kesisim sayilari ile verilsin. Bu durumda, L’nin

icerdigi c egrilerinin sayis,

_ Bit1 _ & eder c+ =0:
pley=9 Y72 T2 e = (4.1.5)
0 egerc” #0

olarak verilir.

Ispat. ¢ =0 oldugundan y = [+’ + p(c) dir. Yardime1 Teorem 4.1.6’dan

l:anJrl ve l':%
dir. Buradan p(c) = y— % - % elde edilir. O

Ornek 4.1.10. Kesisim sayilarindan bazilart B; = 2, B,41 =4, Y = 4, ¢ = 0 6zelliginde

olan L’nin 6n cins ve arka cins bilesen sayilar1 Yardimci Teorem 4.1.6’den sirasiyla

a 2 2

Ve

BI_C+ 2—-0
! = = =1
2 2

dir. Buradan Yardimci Teorem 4.1.9 geregi
ple)y=y—I-l'=4-2-1=1
olarak bulunur. Dolayisiyla L’nin ¢ egrileri lokal olarak Sekil 4.8’de gosterildigi gibidir.

Geometrik kesisim sayilart verilen bir integral laminasyonun kesen bilesenlerine
ait burgu sayilart Uyar1 4.1.5 ve Yardimci Teorem 4.1.8 kullanilarak bulunabilir. Asagi-
daki yardimc1 teorem, verilen bir .Z € %), integral laminasyonunun her bir kesen bilege-

ninin burgu sayisin1 vermektedir.
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Sekil 4.8: L, 1 adet c egrisi icerir.

Yardimer Teorem 4.1.11. L, (a;3;y;c) kesisim sayilar ile verilsin. G bolgesinde |T'|,

toplam burgu sayisi; m, ¢+ 1 burgulu kesen bilesen sayis1 ve ¢ # 0 olmak iizere,

T|—m
m=|T| (modc") ve t= | |c+ (4.1.6)
ile hesaplanir.
Ispat. Uyari 4.1.5°den
IT| =m(t+1)+ (¢ —m)t
dir. Buradan
IT| =m+tct
bulunur. Dolayisiyla
T —
m=|T| (mod ct) ve t= | ‘c+m
elde edilir. O

Ornek 4.1.12. Kesisim sayilarindan bazilari i =5, Byi1 =5, Y =7, ¢ = 3 6zelliginde

olan L’nin 6n cins ve arka cins bilesen sayilar1 Yardimci Teorem 4.1.6’dan sirasiyla

)
2 2

veE
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_B1—c+ 53

4 = =1
2 2

dir. Buradan Yardimci Teorem 4.1.8’den
T|=y—1-1I'=7-1-1=5

olarak bulunur. Dolayisiyla, Yardimci Teorem 4.1.11°den biiyiik burgulu kesen bilesen

sayist

m=|T| (mod ¢c*) =5 (mod 3) =2

ve kiiciik burgu sayisi

t_|T|—m_5—2_1
S b 48

T—m=3—-—2=1 olur. O zaman 1

bulunur. ¢ adet burgu yapan kesenlerin sayis1 ise ¢
adet ¢ =1 defa burgu yapan kesen ve 2 adet de # + 1 = 1 + 1 = 2 defa burgu yapan kesen
bilesen vardir. Dolayisiyla L’nin kesen bilesenleri lokal olarak Sekil 4.9°da gosterildigi

gibidir.

Sekil 4.9: Yesil kesen egrisi 2 defa burgu yapmistir, kirmizi kesen egrisi 2 defa burgu
yapmistir, mavi kesen egrisi 1 defa burgu yapmustir.

Uyar14.1.13. (a; 3; y;c) kesisim sayilari her zaman bir integral laminasyon vermeyebilir.
Ciinkii kesisim sayilari, her bir A; bolgesinde ii¢gen esitsizligi ve Yardime1 Teorem 4.1.14

ile Yardimci Teorem 4.1.15°de verilen kosullar1 saglamayabilir.
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Ornegin, kesisim sayilari

(alaaZ7a3aa47057aﬁ;ﬁlaﬁzaﬁ37[34;y;c) = (17171717171;0727072;2;1)

olan bir integral laminasyon olusturulamaz. Ciinkii Yardimc1 Teorem 4.1.6’ya gore on

cins ve arka cins bilesen sayisi sirasiyla,

Bi—ct 2-1 1
l: = = — Z
2 2 2¢ =
ve
Bi—ct 0-1 1
l/: = = —— Z
2 2 2¢ =

olur. Boyle bir durumda Sekil 4.10°da gortildiigii gibi herhangi bir integral laminasyon

cizilemez.

Sekil 4.10: ay; U a;—;’ler ve B;’ler cift, fakat ¢ tek

Asagidaki yardimc teoremin ispati (Yurttag 2011)’de verilmigtir.

Yardimci Teorem 4.1.14. D,,’de her bir U; bolgesi i¢in asagidaki esitlikler saglanmakta-
dir:

Sol donen bilesen oldugunda (b; < 0),

O+ ai—1 = Bit1
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Qi+ Qi1 — B = 2|bil;

Sag donen bilegen oldugunda (b; > 0),

O+ i1 = B

’

0 + 01 — Biy1 = 2|b;
Donen bilesen olmadiginda (b; = 0),
O + Qo1 = Bi = i1

Yardimcr Teorem 4.1.15. L, (a;3;y;c) kesisim sayilari ile verilsin. O zaman f3; — ;4

ve Oy — 01 — ¢t (1 <i < n) gifttir.
Ispat. Yardimci Teorem 4.1.6’dan [ 6n cins sayist ve [’ arka cins say1st olmak iizere
Bir1 =c"+21
oldugundan ¢ gift (tek) ise B, 1’de cifttir (tektir). Benzer sekilde
B =ct+2l

oldugundan ¢ ¢ift (tek) ise B;’de cifttir (tektir). Ayrica Yardimci Teorem 3.2.5°den

oldugundan
i
Bi1=Bi—2% b;
j=1

yazilabilir. Dolayisiyla ¢ ¢ift (tek) ise her bir B; (1 <i < n+ 1) ¢ifttir (tektir).
Yardimc1 Teorem 4.1.14 geregi b; > 0 oldugunda a,; + a»;—1 = 3; ve b; < 0 oldu-

gunda ay; + 0p;_1 = B, 1’dir. Dolayisiyla ¢ ¢ift (tek) iken a»; + 0p;_; de cifttir (tektir).
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¢t ciftiken an; + a1 cift, ¢ tek iken Qo; + ;1 tek oldugundan

Qo; + 0;_1 — ¢t sayis1 her zaman cifttir.

Uyar1 4.1.16. ¢ = 0 oldugunda Yardimci1 Teorem 4.1.6 geregi [ ve I’ formiilleri

Biy1=2 ve py=2I

olup, her bir ; ¢ift olur.

Tanim 4.1.17. L, (a; 3;y;c) kesisim sayilart ile verilsin. Her 1 < i < n i¢in U; bolgesin-

deki donen bilesenlerin sayisini

b; = Bi _2Bi—|—l 4.1.7)

olmak iizere, |b;| sayilarini tanimlayalim. Burada b; < 0 ise donen bilesen sol, b; > 0 ise

donen bilesen sagdir denir.

Yardimer Teorem 4.1.18. L, (a;;y;c) kesisim sayilar ile verilsin. Her 1 < i < n i¢in

U; bolgesindeki yukari ve asag1 bilesenlerin sayisi sirasiyla u; ve u¢ olmak iizere,

w, = 01 — | bl (4.1.8)
veE

ile verilir.

Ispat. U; bolgesinde her bir yukari ve asag1 bilesen sirasiyla 0| ve Qo; yaylari ile

kesistiklerinden ispat Sekil 4.3’den aciktir. [

Uyari 4.1.19. Verilen iki farkli integral laminasyon .2}, % € %, nin geometrik kesigim

sayilar1 ayni1 olabilir.
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Ornegin, Sekil 4.11°de verilen her iki integral laminasyonun geometrik kesisim

sayilari

(alu 0>,03,04,0s5, a6;Bth7B37B4; V’ C) = (27272727272’2747274’4’2)

vektorii ile verilse de Sekil 4.11 (a)’daki integral laminasyonun kesen bilesenleri negatif
yonde burgu, Sekil 4.11 (b)’deki integral laminasyonun kesen bilesenleri pozitif yonde

burgu yaptigindan bu integral laminasyonlar farklidir. Dolayisiyla geometrik kesisim sa-

yilar1 birebir bir fonksiyon vermemektedir.

()

Sekil 4.11: Geometrik kesisim sayilar1 ayn1 olan iki farkli integral laminasyon

Uyarn 4.1.20. Yukaridaki 6rnekte ayn1 geometrik kesisim sayilarinin iki farkli integral
laminasyona karsilik gelme sebebinin, kesen bilesenlerin yonlerinin farkli olmasindan
kaynaklandigini; dolayisiyla kesen bilesenlere ait burgulara yon vererek (a;f3;y;c) ge-
ometrik kesigim sayilarindan birebir bir fonksiyon elde edebiliriz. Bununla birlikte Se-
kil 4.12°de gosterildigi gibi sisteme yeni bir yay ekleyerek 25, ve B, tarafindan sinirla-
nan bolge bir iiggensel bolgeye doniistiiriilebilir ve bu durumda (Yurttag 2013)’da ispatlan-
dig1 gibi geometrik kesisim sayilari birebir bir fonksiyon verirdi. Ancak Tanim 4.1.23°de
anlatacagimiz birebir ve Orten olan genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonu i¢in

bu yay gerekli degildir.

Simdi, integral laminasyonlar1 birebir ve Orten bir sekilde tanimlayan genellesti-

rilmis Dynnikov koordinat sistemini olusturmak icin .Z € %, integral laminasyonunun
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Sekil 4.12: G bolgesinin iicgenlestirilmesi

(a;B;y;c) geometrik kesisim sayilari cinsinden sagladigi 6zellikleri siralayalim:

Ozellikler 4.1.21. (a;B;y;c) kesisim sayilari ile verilen L € . minimal temsilcisini ele

alalim. O zaman asagidakiler saglanir:

1. Yardimci Teorem 4.1.15°den 3; — ;1 ¢ifttir. Ayrica her bir U; bolgesinde donen
bilesenlerin sayisit Tanim 4.1.17°de verildigi gibidir. Yani, b; = % olmak iizere

|b;| donen bilegenlerin sayisini verir. Burada b; < 0 ise donen bilesen sol, b; > 0 ise

donen bilesen sagdir.

2. Yardimci Teorem 4.1.18’den her bir U; bolgesindeki yukari bilesenlerin sayisi

u, = 01 — |b;| ve agag1 bilesenlerin sayisi u? = ay; — |b;| seklindedir.

3. G bolgesinde tek tip On cins ve tek tip arka cins bilegen vardir ve bu bilesenlerin

say1s1 Yardimci Teorem 4.1.6’de verildigi gibidir. Yani,

_ Tt _ Tt

olur.

4. G bolgesindeki kesen bilesenlerin burgularinin yonleri aynidir ve iki farkli kesen

bilesenin burgu sayilari arasindaki fark en fazla 1°dir. Uyar1 4.1.5°de tanimlanan
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toplam burgu, kiiciik burgu ve biiyiik burgu sayilari Yardimci Teorem 4.1.8 ve Yar-

dimc1 Teorem 4.1.11°de verildigi gibidir.

Kesen bilesenler pozitif yonde burgu yaptiginda sgn(7') = +1, negatif yonde burgu

yaptiginda sgn(7') = —1 olarak yazilacaktir.

5. xi = |0 — api—1| — ¢ ve m; = min(Qy; — |b;, 02i—1 — |b;|) olsun. O zaman x;, U;
bolgesinde asag1 ve yukar: bilesenler arasindaki farktan kesen bilesen sayisi ¢i-
kartildi1 zaman elde ettigimiz sayidir. m; ise bu bilesenlerin minimumudur (Se-
kil 4.13).

B ani_i Bii B; i1 B
Az,;] Dy; AN Dy

Xi+mi+ct xitmct

il —_— |bi]

m;

o a;

@) (b)

Sekil 4.13: Yukar ve asagi bilesenlerin sayisi

6. Yardimci Teorem 4.1.15°den x; sayist cifttir.

2a; = Qp; — Oy —c" (1 Slﬁn)

olsun. x; ¢ift oldugundan q; bir tam sayidir.

b; > 0 oldugunda

Bi = 02 + 01,
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b; <0 oldugunda

Bit1 = i+ Q21

dir. Buradan

0 — Qi1 =2a;+c”

esitligini yazariz. Burada,

b; > 0 oldugunda

—2q; — + . 2a: + .
gy = 4 C B e “ﬁzw’
b; < 0 oldugunda
g —ct 4B 2aqi 4t 4+ B
Qi | = a; 2 "‘BHI ve Oy — al+C2+Bl+1

elde edilir.

Sonug olarak, [x]|, x’den kiigiik olmayan en kiigiik tam say1y1 gostermek tizere her

1 <i<2nigin q;:

—1igr. 1)t .
2( l)a[z/zfr(z 1)'c™+Brin eger bji/y > 0;

q — ,- ,- (4.1.10)
! 2(=D'apo)+(=1)'c +B1; <
i DT Bastin) e b <0,
7. Sekil 4.13’den 1 <i < nigin
B— 2m; + |2a; +c ™| eder b; < 0;
"\ 2mi+|2a;+ ¢t +2b; eger b > 0.

oldugu acikca hesaplanabilir. Yani,

Bi = 2m; 4+ 2max(b;,0) + [2a; + ¢ ™|
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dir. Tanim 4.1.17°den

n

Bur1=Bi—2) b

oldugundan 1 <i < nicin

n
Bu+1 = 2m; +2max(b;,0) + [2a; +¢ | =2 b; (4.1.11)
J=i

dir.

. [ ve [’ sirasiyla on cins ve arka cins sayilarini, m; (1 <i<n) U; bolgesinde yu-
kar1 ve asagi bilesen sayilarinin minimumunu gostersin. L sinira paralel bir egri

iceremeyeceginden my;, [, ve I’ sayilarindan en az biri sifir olmalidir.
Simdi olas1 durumlari inceleyelim:
Durum 1: En az bir 1 <i < nicin m; = 0 olsun.

Denklem (4.1.11)’den

B.i1 = 2max(b;,0) + [2a; +c| -2 Z b;
=i

olur. Eger m; > 0 ise

n
B.y1 > 2max(b;,0) +|2a; +c| -2 z b;
)=

olur. Sonug olarak Denklem (4.1.11)’den,

n
_ +| .
Bii1 = 11%1]?;” 2max(by,0) + [2ax + ¢ | 2]Zkb] (4.1.12)

elde edilir. Bu durum icin bir 6rnek Sekil 4.14°de resmedilmistir.

Yardimci Teorem 4.1.6’dan
Bii=c 4+2 ve PBi=c"+2/
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Sekil 4.14: En az bir m; =0

yazilir. Bu durumda

Bis1=c" ve Pr>c’

olur. O zaman Tanim 4.1.17 geregi
n n
Bii=Bi—2%bizc" =25 b
i=1 =1

oldugundan

n
B.i1 > max(ct,ct -2 S bi) (4.1.13)
=1

l
elde edilir.

Durum 2: Her 1 < i <nig¢in m; # 0 olsun.

Bu durumda integral laminasyon Sekil 4.15’te resmedildigi gibi her bir U; bolge-

sinde her bir yukar1 ve asag1 bilesen sayisi sifirdan farkli olan egriler igerir.

(@) ®)
Sekil 4.15: Her m; # 0 durumu
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Ayrica On cins ve arka cins bilesen sayilarindan en az biri sifir olmalidir. Aksi tak-

dirde integral laminasyon Sekil 3.4 (b)’de gosterildigi gibi sinira paralel egriler ice-

rir. Dolayistyla 3 ihtimal vardir:

i.

ii.

[ =0ve! =0durumu:

Bu durumda Yardimci Teorem 4.1.6’dan

Bi=Bu1=c" (4.1.14)

olur. O zaman Tanim 4.1.17 geregi B,+1 = Bi —2 35", b; oldugundan

n

B :C+_2Zbi
i=1

bulunur. Buradan Denklem (4.1.14)’den

n
Z bi=0
=
esitligi elde edilir.
[ >0ve!l =0durumu:

I = 0 oldugundan Yardimci Teorem 4.1.6 geregi
Bi=c"

ve boylece Tanim 4.1.17°den

n

Bt :C+—22bi
i=1
yazilir. Ayrica [ > 0 oldugundan

Bi1=c4+20>c"
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jii.

elde edilir.

n
Bn+1:C+_2 bi:C+—|—21

1=

denkleminden
bulunur. / > 0 oldugundan

cikar.

[ =0vel >0 durumu:

! = 0 oldugundan Yardimc1 Teorem 4.1.6 geregi

BnJrl — C+

ve I’ > 0 oldugundan

Bi=ct+2I'>c"

dir. O zaman Tanim 4.1.17°den
n
Bui=ct+20' =23 b
=1

dir. Sonug olarak

n
Biri=c 2 =25 bi=c"
i=1

esitliginden

S

b; >0

N
I
_.

bulunur.

(1), (i1) ve (ii1) durumlart birlestirilirse
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¢t =25 b egerS' b <0;
Bur1 =4 c* eger S° b > 0; (4.1.15)
ct eger 37 b =0

olarak bulunur. Ayrica Denklem (4.1.11)’den her m; > 0 (1 <i < n) oldugun-

dan

n
B.+1 > max [2max(bk,0) + Rag+c| -2 Z bj] (4.1.16)
=t

T 1<k<n

dir.
Kisalik olmasi agisindan

n
. +| .
K= 121]?1;(” [2max(bk,0) + 2ar + ™| ZJZka]
alalim. (4.1.13) ve (4.1.16) esitsizliklerinden
n
Bur1 =max(c", ¢t =2 by k) (4.1.17)

i=1

bulunur. Tanim 4.1.17°den her 1 <i < ni¢in
n
BiZZij—l—Bn+1 (4.1.18)
=i

elde edilir.

. Sifir burgulu kesen bilesenler disindaki G bolgesindeki her bir yol bileseni y

yayint bir kez kestiginden p(c) # 0 oldugunda
y=1+1"+p(c)

ve p(c) = 0 oldugunda

y=1+1'+|T|
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dir. Denklem (4.1.1)’den

dir. Dolayisiyla

) AT[+1+1" egerc>0;
| le| 1410 egere<0

dir. Yardimci Teorem 4.1.6’dan

_ Bn+1_cJr ve [ — Bl_c+

[
2 2

ve Denklem (4.1.17) ve Denklem (4.1.18)’den sirasiyla

(4.1.19)

n n n
B,,+1:max(c+,c+—22b,-,K) ve B1:2ij—|—max(c+,c+—22b,-,K)
=1 =1 =1

J

dir. Buradan

T+ Y by max(ct et =231 bi k) — ¢ eger ¢ > 0;
B |+ 351 bj+max(cT, et =231 bi,K)—ct egerc <0

elde edilir.

(4.1.20)

Yukarida a;, 3; ve Yy yaylan iizerindeki geometrik kesisim sayilarini a;, b; ve T

sayilari cinsinden ifade ettik. Simdi ., kiimesini birebir ve orten bir sekilde koordinat-

landiran genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemini tanimlayabiliriz.

Uyan 4.1.22. |T| kesen bilesenlerin toplam burgu sayist olmak iizere, ¢ < 0 iken 7' # 0

ozelliginde integral laminasyonlarin olamayacagina dikkat ediniz.

Tamim 4.1.23. 7, = {(a;b;T;c) : ¢ <0 ve T # 0} U{0} olsun. Genellestirilmis Dynnikov

koordinat fonksiyonu ® : £, — Z2"+2\ ¥, her 1 <i < nicin

Qi — Olgi 1 — ¢ p. - Pi— B
= D Pl

2 ’ 2

a; =
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Ve

r=1" cgerc’ =0: (4.1.22)
- y— [3n+12*0+ _ B ;C+ egerct £0 T

olmak tizere,

CD("%) = (Cl,b,T,C) = (ala”' 7an;b17”' 7bn;T;C)

seklinde tanimlanir. Kesen bilesenler pozitif yonde burgu yaptiginda sgn(7) = +1, nega-

tif yonde burgu yaptidinda sgn(7') = —1°dir (sgn, isaret (signum) fonksiyonudur.).

Ornek 4.1.24. Sekil 4.2°deki . integral laminasyonunun genellestirilmis Dynnikov ko-

ordinatlarin1 hesaplayalim.

(al7a27a37a47057a6;B17BZ7B37B4;V;C) —= (47 17372747 1;3757573;3; 1)

oldugundan Denklem (4.1.21)’den

a) = ) ) -2
CX4—CI3—C+ 2—-3-1
06—05—C+ 1—-4—-1 ’

a = — _—

3 2 2

Bi—B 3-5
by = = =—1
! 2 2
B—B 5-5
b — = :0
2 2 2
Bs—Bs 5-3
by = = =1
3 2 2
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dir. Ayrica ¢ = max(c,0) = max(1,0) = 1 oldugundan Denklem (4.1.22) geregi

Bs—ct By—c" 3—1 3-1
L 2 2 2

olarak bulunur.

Asagidaki teorem genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonunun tersini ver-

mektedir:

Teorem 4.1.25. (a;b;T;c) € Z*"2\ ¥, olsun. O zaman (a;b;T;c) vektorii, geometrik
kesisim sayilar1 asagida verilen bir ve yalniz bir .Z € .7, integral laminasyonuna kargsilik

gelir.

n
K = max |2max(b;,0)+ [2a;+cT|—2 > bj
=

1<k<n

olmak uizere

n n n
Bi=2 Z bj+max(c",ct -2 > bisK),  Bup1= max(c", ¢t —2 > bi,K) (4.1.23)
=i i=1 i=1

2(—1)agin+(=1) ¢t +Bri o1

eger by > 0;

A i 27 - ' (4.1.24)
2(=1)afi+( 21)6 +B1+1i2)) eger by <0
ve
_ |T|-I—Z;?:1l7j+max(c+,c+—ZZ?ZIbi,K)—c+ eger ¢ > 0; (4.125)
|+ 3y bj+max(c, et =231 bi,K) —ct  egerc <0 o

dir. Burada [x], x’den kii¢iik olmayan en kiigiik tam sayidir. Kesen bilesenler pozitif yonde

burgu yaptiginda sgn(7) = +1, negatif yonde burgu yaptiginda sgn(7") = —1’dir (sgn,
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isaret (signum) fonksiyonudur.).

Ispat. .2 € .%,, genellestirilmis Dynnikov koordinatlar ®(ZL) = (a;b;T;c) olan bir in-
tegral laminasyon olsun. Oncelikle ® : %, — Z?"*2\ ¥, genellestirilmis Dynnikov koor-
dinat fonksiyonunun birebir oldugunu gosterecegiz. L € £ minimal temsilcisine karsilik
gelen (a; B;y;c) kesisim sayilarinin (4.1.23), (4.1.24) ve (4.1.25) esitliklerinde verildigi
gibi oldugu Ozellikler 4.1.21°de gosterilmistir. O zaman her bir U; bolgesindeki yukari,
asagl, sag veya sol donen bilesen sayilari; G bolgesindeki ¢ egrilerinin ve On cins, arka
cins ve kesen bilesenlerin sayilari ile her bir kesen bilesene ait burgu sayis1 ve yonii Ke-
sim 4.1°de verildigi gibi hesaplanir ve boylece Uyar1 4.1.20°de belirtildigi gibi kesen bi-
lesenlere ait burgulara yon vererek U; ve G bolgesindeki yol bilesenleri uygun izotopi
altinda tek tiirlii birlestirilebilir. Buradan @ birebirdir.

Simdi @ : %, — Z*"*2\ ¥, nin &rten oldugunu gorelim. (a;b;T;c) € Z*"+2\ ¥,
olsun. (4.1.23), (4.1.24) ve (4.1.25) esitlikleri tarafindan tanimlanan (o, 3,y,c) geomet-
rik kesigim sayilarinin, ®(.Z) = (a;b;T;c) ozelliginde bir £ € ., integral laminasyo-
nuna kargihik geldigini gosterecegiz. Oncelikle, (a; B;y;c) geometrik kesisim sayilarina
sahip bir .Z € ., integral laminasyonunun genellestirilmis Dynnikov koordinatlarinin
(L) = (a;b;T;c) oldugu agiktir. Ayrica T < 0 durumu kesen bileseninin negatif yonde
burgu yaptigini, 7 > 0 durumu ise kesen bileseninin pozitif yonde burgu yaptigini gos-
terir. Ozellikler 4.1.21°de olusturuldugu gibi (a; B;y;c) kesisim sayilarindan, her bir U;
(1 <i<n)bolgesi ve G bolgesine birbiriyle kesismeyen yol bilesenleri cizilebilir. Bu yol
bilesenlerini birlestirerek birbiriyle kesismeyen basit kapali egrilerin bir ailesi elde edilir.
Ozellikler 4.1.21°de olusturuldugu iizere elde edilen egri sisteminde, her bir U; bolgesinde
dort tip yol bilesen oldugundan isaretlenmis nokta sinirlayan bir egri bulunmamaktadir.
Ayrica, m;,[ ve I’ sayilarindan en az birisi sifir oldugundan egri sistemi sinira paralel bir
edri de icermemektedir. Dolayisiyla bu egri sistemi kesisim sayilar1 (o; 3;y;c) olan bir

integral laminasyondur. 0
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Ornek 4.1.26. . € % integral laminasyonunun genellestirilmis Dynnikov koordinatlar
®P(ZL)=(a;b;T;c) = (1,—1;0,1;—1;2) olsun. L minimal temsilcisine karsilik gelen ke-
sisim sayilarin1 bulalim. ¢ = 2 > 0 oldugundan p(c) = 0 ve ¢t = 2°dir. Teorem 4.1.25’den

a, B ve y kesisim sayilar1 asagidaki sekilde bulunur.

2
— +| .
K= [max, [2max(bk,0) +2a;+ ™| ZJZkb]

2 2
= max [2max(b1,0) +2a1+ct| -2 Z bj,2max(b2,0) + [2as + ¢t -2 ;bj]
= I=

= max [2max(0,0) +]2.14+2| —2(0+1),2max(1,0) + |2.(—1) + 2| — 2.1]

=max[0+4—-2,24+0-2] =2

oldugundan

2
Bz =max(ct,ct -2 b;,K)

1=

=max(2,2—-2(0+1),2) =2

dir. Denklem (4.1.18)’den
Bi=2(by+by)+B=20+1)+2=4

B2:2b2+ﬁ3:2+2:4

elde edilir. Denklem (4.1.24)’den b; = 0 oldugundan a; = 0 ve a, = 4’diir. b, > 0 oldu-
gundan a3 =2 ve 04 = 2 bulunur. ¢ > 0 oldugundan Denklem (4.1.25)’den,

2 2
y=1T|+ z bj+max(ct,ct -2 zbi,K) —c"
j=! =

= |T|+by +by+max(c",c™ —2(by +by),K) —c"

=1+0+14+max(2,2—2(0+1),2)—2=2
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dir.

Simdi G ve U, bolgelerindeki yol bilesen sayilarini hesaplayalim. Uyari 4.1.4’den
¢t =2 oldugundan 2 adet kesen bilesen vardir. T = —1 oldugundan Yardimci Teorem 4.1.8’den
toplam burgu sayisi | T'| = 1°dir ve kesen bilesenler negatif yonde burgu yapmaktadir. Yar-

dimc1 Teorem 4.1.11°den 1 adet 1 burgulu, 1 adet O burgulu kesen bilesen vardir. Yardimci

Teorem 4.1.6’dan

—ct 2-2 —ct 4-2

l 2 2 2 2

=1

oldugundan 1 adet arka cins vardir, fakat 6n cins bulunmamaktadir.

Denklem (4.1.7)’den,

Bi—B 4-4
b — = = 0
g 2 2
oldugundan U; bolgesinde donen bilesen yoktur.
Bo—B 4-2
b o = = 1
2 2 2

oldugundan, U, bolgesinde 1 adet sag donen bilesen vardir.

Denklem (4.1.8) ve Denklem (4.1.9)’dan her bir U; bolgesindeki yukar1 ve asagi

bilesenlerin sayilar1 asagidaki gibidir:
wy=01—|bi|=0-0=0 ve uf=0r—|bj|=4-0=4

oldugundan U; bolgesinde yukari bilesen yoktur ve 4 adet asagi bilesen vardir.

wy=03— by =2—1=1 ve wuj=04—|b]=2—-1=1

oldugundan U, bolgesinde 1 adet yukar: bilesen ve 1 adet asagi bilesen vardir.

Buradan Sekil 4.16 elde edilir. Bu ise Sekil 4.17°deki integral laminasyonu verir.
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Sekil 4.16: Her bir U; ve G bolgelerindeki yol bilesenlerin yerlestirilmesi

Sekil 4.17: ®(£) = (1,—1;0,1;—1;2)

Ornek 4.1.27. . € .%; integral laminasyonunun genellestirilmis Dynnikov koordinatlart
P(L) = (a:b;T;c) = (—3,—1,—1;-2,4,0;0;2) € Z*\ 74

olsun. L minimal temsilcisine karsilik gelen kesisim sayilarint bulalim. ¢ = 2 > 0 oldu-
gundan p(c) = 0 ve ¢ = 2’dir. Teorem 4.1.25°den a, 3 ve Yy kesisim sayilar1 asagidaki

sekilde bulunur.

3
K = 2 b, 0)+ 12 T -2% b;
max | 2max(by,0) +[2ax +c| ]Zk j
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geregi K = 0 oldugundan
3

Br=max(c",c" =2y bi,K)
=i

=max(2,2-2(-2+44+0),0) =2
dir. Denklem (4.1.18)’den
Bi =2(by +by+b3)+Ps =2(—24+4+0)+2=6

B =2(by+b3)+Bs =2(44+0)+2=10
Bs=2b3+B4=20+2=2

elde edilir. Denklem (4.1.24)’den b; < 0 oldugundan a; = 7 ve a, = 3’diir. b, > 0 ol-
dugundan a3 =5 ve as = 5°dir. b3 = 0 oldugundan as = 1 ve ag = 1 bulunur. ¢ > 0
oldugundan Denklem (4.1.25)’den,

3 3
y=1T|+ z bj+max(ct,ct -2 Z bi,K) —c*
j=! =

= |T|+by+by+by+max(c",c™ —2(by +by+b3),K) —c*

=0-244+0+max(2,2—2(—2+4+0),0) —2=2

dir. Simdi G ve U; bolgelerindeki yol bilesen sayilarin1 hesaplayalim. Uyart 4.1.4’den
¢t = 2 oldugundan 2 adet kesen bilesen vardir. T = 0 oldugundan bu kesen bilesenler

burgu yapmamaktadir. Yardime1 Teorem 4.1.6’dan

[34—C+:2—2:0 ve l,zﬂl—c+:6—2_
2 2 2 2

[ =

oldugundan 6n cins bulunmamaktadir. 2 adet arka cins vardir.

Denklem (4.1.7)’den,

_Bi-B 610 _

b — 2
! 2 2
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dir. b1 < 0 oldugundan U; bolgesinde 2 adet sol donen bilesen vardir.

_B—Bs_10-2

b
2 2 2

=4

dir. b, > 0 oldugundan U, bolgesinde 4 adet sag donen bilegen vardir.

BB 2-2

b
3 2 2

=0

oldugundan U3 bolgesinde donen bilesen yoktur.

Denklem (4.1.8) ve Denklem (4.1.9)’dan her bir U; bolgesindeki yukar1 ve asagi

bilesenlerin sayilar1 asagidaki gibidir:
u’l':al—\b1]:7—2:5 ve u‘{:az—]b1|:3—2:1

oldugundan U; bolgesinde 5 adet yukari bilesen, 1 adet asag1 bilesen vardir.

u§:a3—‘b2’:5—4:1 ve u‘zl:a4—]b2|:5—4:1

oldugundan U, bolgesinde 1 adet yukari bilesen, 1 adet asag1 bilesen vardir.

u§:a5—|b3|:1—0:1 ve u§:a6—|b3|:1—0:1

oldugundan U3 bolgesinde 1 adet yukari bilesen, 1 adet asag1 bilesen vardir.

Hesaplanan bilegenler uygun izotopi altinda tek tiirlii birlestirilerek Sekil 4.18deki
integral laminasyon elde edilir. Her m; = 0 durumundaki bu 6rnekte Denklem (4.1.15)

geregi 2?:1 b; > 0 oldugundan B4’iin ¢*’a esit olduguna dikkat ediniz.

Ornek 4.1.28. . € .%; integral laminasyonunun genellestirilmis Dynnikov koordinat-
lant (L) = (a;b;T;c) = (—2,—2,-2;0,0,0;0;3) olsun. L minimal temsilcisine kar-

silik gelen kesisim sayilarini bulalim. ¢ = 3 > 0 oldugundan p(c) = 0 ve ¢™ = 3’diir.
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Sekil 4.18: Her m; # 0 6rnegi (57, b; > 0)

Teorem 4.1.25’den a, 3 ve y kesisim sayilar asagidaki sekilde bulunur.

3
_ +| ’
K= ma 2max(bg,0) + [2a; + ¢ | ZJZka

geregi K = 1 oldugundan

3
By = max(c",c —2 z bi,K)
=1

=max(3,3-2(0+0+0),1)=3
diir. Denklem (4.1.18)’den
Bi=2(b1+by+b3)+Bs=2(0+0+0)+3=3

Bo=2(by+b3)+Ps=2(0+0)4+3=3
Bs=2b3+L4=20+3=3
elde edilir. Denklem (4.1.24)’den b; = 0 oldugundan a; =2 ve a, = 1’dir. b, = 0 ol-

dugundan a3 = 2 ve as = 1’dir. b3 = 0 oldugundan a5 =2 ve Qg = 1 bulunur. ¢ > 0
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oldugundan Denklem (4.1.25)’den,

3 3
y=IT|+ Y bj+max(c,c" =25 bj,K) —c"
Jj=1 i=1

= |T|+by+by+b3+max(c,ct —2(by +by+b3),K) —c"

= 04+0+0+0+max(3,3—2(0+0+0),1)—3=0

dir.

Simdi G ve U; bolgelerindeki yol bilesen sayilarini hesaplayalim. Uyar1 4.1.4’den
¢t = 3 oldugundan 3 adet kesen bilesen vardir. T = 0 oldugundan bu kesen bilesenler

burgu yapmamaktadir. Yardimcit Teorem 4.1.6’dan

:B4—C+ _3-3 Ay l,zﬁl—c+ _3=3

I==—%—=7 >~ 0

oldugundan 6n cins ve arka cins bilesen bulunmamaktadir.

Denklem (4.1.7)’den,

Bi—B 3-3
b = = =0
! 2 2
B—pBy 3-3
b — = :O
2 2 2
Bs—Bs 3-3
b pr— = :O
3 2 2

oldugundan U; bolgelerinde donen bilesen bulunmamaktadir.

Denklem (4.1.8) ve Denklem (4.1.9)’dan U; bolgelerindeki yukar1 ve asagi bile-
senlerin sayilar1 asagidaki gibidir:
Wy =01 —1|bj|=2-0=2 ve uf=0a,—|b|=1-0=1
u§:a3—|b2\:2—0:2 ve u‘2’:a4—|b2|:1—():1

u§205—|b3‘:2—0:2 ve u§:a6—|b3|:1—0:1
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oldugundan U; bolgelerinde 2 adet yukari bilesen, 1 adet asag bilesen vardir.
Hesaplanan bilegenler uygun izotopi altinda tek tiirlii birlestirilerek Sekil 4.19°daki
integral laminasyon elde edilir. Her m; # 0 durumundaki bu 6rnekte Denklem (4.1.15)

geregi Z?:l b; = 0 oldugundan B4’iin ¢*’a esit olduguna dikkat ediniz.

Sekil 4.19: Her m; # 0 6rnegi (57, b; = 0)

Ornek 4.1.29. . € .%; integral laminasyonunun genellestirilmis Dynnikov koordinat-
lart (L) = (a;b;T;¢c) = (—2,—-2,—1;0,—1,—1;—-5;3) olsun. L minimal temsilcisine
kargilik gelen kesisim sayilarini bulalim. ¢ = 3 > 0 oldugundan p(c) = 0 ve ¢ = 3°diir.
Teorem 4.1.25’den a, 3 ve y kesisim sayilar1 asagidaki sekilde bulunur.

3
— +| ;
K= foax, 2max(by,0) + |2a; + ¢ | ZJZka

geregi K = 5 oldugundan
3

Br=max(c",c" 2y bi,K)
&

=max(3,3-2(0—-1-1),5)=7
dir. Denklem (4.1.18)’den
Br=2(by+by+b3)+Ps=20—1-1)+7=3
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Bo=2(by+b3)+ By =2(~1-1)+7=3
B =2b3+Bs=2.(-1)+7=5

elde edilir. Denklem (4.1.24)’den b; = 0 oldugundan a; =2 ve a, = 1’dir. b, < 0 ol-
dugundan a3 = 3 ve as = 2°dir. b3 < 0 oldugundan a5 = 3 ve ag = 4 bulunur. ¢ > 0
oldugundan Denklem (4.1.25)’den,

3

3
y=IT|+ Y bj+max(c’,c" =25 bj,K) —c"
f=| =1

=|T|+b; +b2—|—b3+max(c+,c+ —2(b1 +by+b3),K) —ct

=5+0—1—14+max(3,3-2(0—1-1),5)-3=7

dir.

Simdi G ve U, bolgelerindeki yol bilesen sayilarini hesaplayalim. Uyari 4.1.4’den
¢™ =3 oldugundan 3 adet kesen bilesen vardir. T = —5 oldugundan Yardimci Teorem 4.1.8
geregi toplam burgu sayis1 || = 5°dir ve kesen bilesenler negatif yonde burgu yapmakta-
dir. Yardimci Teorem 4.1.11°den 2 adet 2 burgulu, 1 adet 1 burgulu kesen bilesen vardir.

Yardimci Teorem 4.1.6’dan

adet On cins bilesen bulunmaktadir. Yardime1 Teorem 4.1.6 geregi

,:Bl—c+:3—3

l =0
2 2
oldugundan arka cins bilesen bulunmamaktadir.
Denklem (4.1.7)’den,
Bi—PB 3-3
b = = =0
) 2
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dir. b1 = 0 oldugundan U; bolgesinde donen bilesen yoktur.

BB _3-5

b
2 2 2

=1

dir. by < 0 oldugundan U, bolgesinde 1 adet sol donen bilegen vardir.

BB 5-7

b
3 2 2

=1

dir. b3 < 0 oldugundan Uz bolgesinde 1 adet sol donen bilesen vardir.

Denklem (4.1.8) ve Denklem (4.1.9)’dan yukar1 ve asag1 bilesenlerin sayilari aga-

g1daki gibidir:
wy=0a1—|bi|=2-0=2 ve uf=or—|b|=1-0=1
oldugundan U; bolgesinde 2 adet yukari bilesen, 1 adet asagi bilesen vardir.
wy=03—|by|=3-1=2 ve us=oas4—|b]=2—-1=1
oldugundan U, bolgesinde 2 adet yukari bilesen, 1 adet asagi bilesen vardir.
wy=0s—|bs]=3—-1=2 ve u§=0ac—|b3]=4—-1=3

oldugundan Uj3 bolgesinde 2 adet yukari bilesen, 3 adet asag1 bilesen vardir.

Hesaplanan bilegenler uygun izotopi altinda tek tiirlii birlestirilerek Sekil 4.20°deki
integral laminasyon elde edilir. Her m; # 0 durumundaki bu 6rnekte Denklem (4.1.15)

geregi Z?:l b; < 0 oldugundan By’iin ¢t —2 Z?:l b;’e esit olduguna dikkat ediniz.

Bir sonraki kesimde (Yurttas 2011, Hall ve Yurttas 2018)’de verilen, D,,’deki in-
tegral laminasyonlarin elemanter egriler ile olan geometrik kesisim sayilarini veren for-

miilleri elde etmek icin kullanilan materyalleri S,,’e genellestirecegiz.
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Sekil 4.20: Her m; # 0 6rnegi (57, b; < 0)

4.2. Integral Laminasyonlarm Elemanter Egriler ile Geometrik Kesisimi

Bu kesimde §,,’de tanimli elemanter egriler (Dynnikov ve Wiest 2007, Yurttas
2011, Hall ve Yurttag 2018) detayl1 bir sekilde anlatilacaktir.

Tanim 4.2.1. U; ; = U Uy olmak iizere, L’nin U; ;’deki bir yol bileseni, LNU; ;’nin bir
i<k<j

bilesenidir. U; ;’deki bir yukar: bilesen, [B; ve B;11’de ug noktalara sahiptir ve herhangi bir
ay (i <k < j)’ikesmez. U; j’deki bir asagi bilesen, B; ve B4 1’de u¢ noktalara sahiptir

ve herhangi bir ;1 (i <k < j)’i kesmez (Sekil 4.21).

777

i .
Sekil 4.21: u; ; ve Ui ;

Yardimci Teorem 4.1.18’1 kullanarak U; ;’deki yukari ve asag1 bilesenlerin sayisi

hesaplanabilir.
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Yardimcr Teorem 4.2.2. U; ;’deki yukar ve agag1 bilesenlerin sayis1 sirasiyla

y _ . _
ui7j—im1n{azk1 brl}  ve uf;= irgr}clgj{a% |br|}

5 Y a EEIRE . 1 . .
dir. Boylece u; ; = u; j+uj ; sayist, U deki yukar1 ve asagi bilesenlerin sayisini verir.

Ispat. Yardimci Teorem 4.1.18den, 1 < k < n igin u% = Oyp—1 — |bx] ve

uf = O — |by|'dir. O zaman u; ; = min {u,} ve uf; = min {uf} dir. Boylece

o i<k< LI k<

Ui j = glgj{uk} + min {uc}

dir. ]

Bl B/Jrl

Uyan 4.2.3. U; ;’deki basit kapali egri olmayan yol bilesenlerinin sayisi ile verilir

(Sekil 4.21).

Tanim 4.2.4. S, de x;, i. isaretlenmis nokta ile i + 1. isaretlenmis nokta arasindaki aralik
n—1

olmak lizere x = U x; yolunu alalim (Sekil 4.22). Esas basit kapal1 bir C egrisi verildi-
i=1

Sekil 4.22: x yolu

ginde ||C||, C’nin x-yolu ile kesigsimlerinin minimum sayisini belirtir. O zaman . € %,
verildiginde .Z’nin normu ||.Z|| = S ||C;|| olarak tanimlanir. Burada {C;}, .Z’nin bag-

lant1l1 bilesenleridir. C;, x yolunu en fazla iki defa kesiyor (||C;|| < 2) ise, C;’nin elemanter
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oldugunu soyleriz. O zaman, .Z’nin her bir C; baglantili bileseni elemanter ise, .Z ele-

manterdir.

Sn’de 5 cesit elemanter egri bulunmaktadir:

(1) x-yolunu tam olarak iki defa kesen egri (Sekil 4.23);

LD

Sekil 4.23: 1. elemanter egri

(2) x-yolunu hi¢ kesmeyen, c egrisini bir defa kesen ve biitiin isaretlenmis nokta-

larin yukarisinda kalan egri (Sekil 4.24);

Sekil 4.24: 2. elemanter egri

(3) x-yolunu hi¢ kesmeyen, ¢ egrisini bir defa kesen ve biitiin isaretlenmis nokta-

larin asagisinda kalan egri (Sekil 4.25);

Sekil 4.25: 3. elemanter egri

(4) x yolunu bir defa kesen ve cinsi kapsayan egri (Sekil 4.26);
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Sekil 4.26: 4. elemanter egri

(5) c egrisinin kendisidir (Sekil 4.27).

Sekil 4.27: 5. elemanter egri

Simdi de S, deki elemanter egrileri onlarin genellestirilmis Dynnikov koordinat-
lar1 cinsinden tanimlayalim.

(1) Cij € £, (1 <i< j<n),isaretlenmis noktalarn {i,i+1,-- -, j} kiimesini kap-
sayan bir diski sinirlandiran S,,’deki elemanter egrilerin izotopi sinifini belirtsin. Boylece,
i > 1 oldugunda b; = —1, j <n oldugunda b; = 1 ve diger biitiin durumlar icin by = 0
olmak lizere

q)(Cl]) = (0,0, ,O,bhbz? 7bn,0,0)

dir. Ornegin Sekil 4.23, C»3 elemanter egrisini gosterir.
(2) Cy, x-yolunu hi¢ kesmeyen, ¢ egrisini bir defa kesen ve biitiin isaretlenmis

noktalarin yukarisinda kalan egri olmak iizere

CD(Cy) = (_17_17... ,—1;0,0,--- ,0;0;1)

dir.

(3) C,4, x-yolunu hi¢ kesmeyen, ¢ egrisini bir defa kesen ve biitiin isaretlenmis

61



4 ARASTIRMA BULGULARI

noktalarin asagisinda kalan egri olmak iizere

dir.
4) C; € £, (1 <i<n),isaretlenmig noktalarin {i,i+ 1,---,n} kiimesini ve cinsi
kapsayan bir diski sinirlandiran S,,’deki elemanter egrilerin izotopi siifin1 belirtsin. Boy-

lece, 1 <i < noldugunda b; = —1 ve diger biitiin durumlar icin by = 0 olmak iizere
CD(CI) = (0’07 705b17b27 7bn70,0)

dir.

(5) ¢, c egrisinin kendisi olmak iizere

dir.

C;j ve Ci'nin £ ile geometrik kesisim sayilari, (Yurttas ve Hall 2018) Yardimci
Teorem 9’da verilen formiil iizerinde gerekli diizenlemeler yapilarak S,,’de de bulunabilir.
Ornegin Sekil 4.28 de resmedilen, % nin C);, ile geometrik kesisim sayis1 i(.%,Cyp) = 2

elde edilir.

¢ G - D

Sekil 4.28: i(.Z,Cy5) =2

Integral laminasyonlar igin elde edilen genellestirilmis Dynnikov koordinatlar:

Kesim 4.3’de dogal bir sekilde Ol¢iilen yapraklanmalara genisletilebilir.
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4.3. Olciilen Yapraklanmalarin Genellestirilmis Dynnikov Koordinat Sistemi

Bu kesimde Kesim 4.1°de elde edilen genellestirilmig Dynnikov koordinat sistemi

Olciilen yapraklanmalara genisletilecektir.

Tamim 4.3.1. S,,’de bir % tekil yapraklanmast, S,,’nin yaprak adi verilen birbirinden ayrik

yol baglantil1 alt kiimelerine bir parcalanigidir ve agsagidaki kosullar1 saglar:

1. Baslangici tekil nokta olan yaprak parcalarina catal denir. Tekil noktalar, p > 1 catal
sayilarina gore siniflandirilir. S;,’deki bir p-gatalli tekil nokta civarindaki harita lokal
olarak Sekil 4.29°deki gibidir. 1-catalli tekil noktalar sadece S,,’nin isaretlenmis

noktalarinda olabilir.

ii. Sonlu bir J tekil nokta kiimesi digindaki her x € S,,\ S, noktast Sekil 4.30’da goste-
rildigi gibi, U Nyaprak bilesenlerini yatay dogrulara tastyan bir ¢ : U — R? haritasi

tarafindan kapsanur.

= A <r

Sekil 4.29: S, deki yapraklanmalarin 1-catalli, 3-¢atalli ve 4-catalli tekil noktalar1

Tamim 4.3.2. S,,’de bir a yayi, Sekil 4.31°de gosterildigi gibi .# tekil yapraklanmasinin
tiim yapraklarini ¢apraz bir sekilde kessin ve bir s € J tekil noktasina girdigi bolge ¢iktigi

bolgeden farkli olsun. Bu durumda a yay1 .%’ye caprazdir denir.

Tamim 4.3.3. Bir .% yapraklanmasi verildiginde, .# iizerindeki bir capraz dlciim U, her
capraz O yayia bir (o) € R™ pozitif sayis1 atayan ve Sekil 4.32’de resmedilen asagidaki

ozellikleri saglayan bir fonksiyondur:
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Sekil 4.30: x € S,,\0S,, yakinindaki yapraklar

Sekil 4.31: Capraz yaylar

1. 0y ve O, capraz yaylari, u¢ noktalar1 ayn1 yapraklar iizerinde olan diger capraz yaylar

aracilig1 ile birbirine izotop ise p(a;) = U(a,)’dir.

ii. apNay =0da;Naa, olacak sekilde a = oy U ay ise p(a) = p(ay) + p(ay) dir.

Tanim 4.3.4. S,’de bir (%, 1) dlciilen yapraklanmast, bir | ¢apraz Sl¢timii ile donatilmig

tekil yapraklanmadir.

Tanmm 4.3.5. (F, 1), S,’de bir 6lgiilen yapraklanma ve , S,,’de bir yay olsun. Yaprak-
lanma iizerinde tammh U Sl¢iimiinii kullanarak p(a) élgiisii, ay,---,d; a’mn yaprak-

lanmaya c¢apraz birbirinden ayrik alt yaylari olmak iizere
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Sekil 4.32: p(oy) = p(az)  ve  p(on)+p(az) = p(a)

k
p(a) =sup H p(a;)
=1
olarak tamimlanir. [a], u¢ noktalara gére alinan izotopiler altinda o’nin izotopi sinifini
belirtsin. 3 yaylari a’a izotop ve (%, U)’e ¢apraz olmak iizere

pla] = ﬁiél[‘g]u(m

olarak tanimlanir. Benzer sekilde, C elemanter kapal esas egrisi ve onun izotopi sinifi [C]
icin U(C) ve i(.#,[C]) tanimlanabilir.
Tamm 4.3.6. 7, = {(a;b;T;c) :c <0 ve T #0}U{0} olsun. @ : .#Z.F (S,) — R 2\ ¥,

genellestirilmis Dynnikov koordinat fonksiyonu, her 1 <i < nicin

ulaz)) —pllazia]) —plle™D ) HBD = H((Bi1))

a; = ) ) D)
ve
|T|:{ 0 . . eger U([cT]) =0;
u([yl) - H([BnﬂDZ—IJ([C D _ “([Bl]);“([c D eger p([c]) #0

olmak tizere

q)<y) = (a,b,T,C) - ((l],"‘ 7an;b17“' ;bnaT,c)

olarak tanimlanir. Kesen bilesenler pozitif yonde burgu yaptiginda sgn(7) = +1, negatif
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yonde burgu yaptiginda sgn(7) = —1’dir.

Teorem 4.3.7. (a;b;T;c) € R?"*2\ ¥, olsun. O zaman (a;b; T;c) vektorii,

n
K= 2max (by,0) + |2 =2 b;
max max (b, 0) + [2a; + ¢ | ]Zk ]

olmak iizere,

U(B) =2 by+max(ct,c" =25 buk), H(Bu]) = max(ct,c" —2S bik)
=i =1 i=1

2(—=)app+(=1) et +u([Bria)
1) = A 2
H([ai]) = 2(=) apiy (=D ¢t +p((Busi)
2

eger by > 0;

eger b(i/ﬂ <0

ve

() = T+3y_ bj+max(ct,c™ =231 bi,K)—c*  egerc>0;
= el + 3 bj+max(cT,cT =237 bi,K) —cT eferc <0

olacak sekilde bir ve yalmz bir (%, U) € # % (S,) 6lgiilen yapraklanmasina karsilik gelir.
Burada [x|, x’den kiiciik olmayan en kiigiik tam sayidir. Kesen bilesenler pozitif yonde

burgu yaptiginda sgn(7') = +1, negatif yonde burgu yaptiginda sgn(7') = —1’dir.

Ispat. Ispat, Teorem 4.1.25’in ispat1 ile aymidir. [

66



Alev MERAL

S. TARTISMA VE SONUC

Bu doktora tez ¢alismasinda, daha 6nce sadece D, iizerindeki integral laminasyon-
lar1 ve oOlgiilen yapraklanmalar tek tiirlii olarak tanimlayan Dynnikov koordinat sistemi
Sy, yiizeyine genellestirilmistir. S, yiizeyindeki integral laminasyonlar1 ve dl¢iilen yaprak-
lanmalan tek tiirlii koordinatlayan genellestirilmis Dynnikov koordinat sistemi ile bircok
yeni problem ¢oziilmesi planlanmaktadir. Bunlardan bazilarini sdyle siralayabiliriz:

(1) Genellestirilmis Dynnikov koordinat sisteminin g > 1 cinsli yiizeylere genel-
lestirilmesi,

(i1) Tezde verilen formiillerden, integral laminasyonlar: ¢izen ve geometrik kesi-
sim sayilarini hesaplayan C++ programi yazilmasi (Dynn. exe’nin genellestirilmis hali),

(i11) Dynnikov koordinat sistemi kullanilarak ¢6ziilmiis problemleri (Dehornoy ve
ark. 2002, Moussafir 2006, Dehornoy 2008, Yurttas 2011, Yurttas ve Hall 2017, Yurttas

ve Hall 2018) yiiksek cinsli yiizeylerde ¢6zmek.
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