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2020

Kuantum uzaylar(diizlemler), uzay(diizlem) kavramimin bir genellestirmesidir. Bir
kuantum uzay, bir uzayin deformasyonudur dyle ki deformasyon parametresinin 6zel deger(ler)i
igin kuantum uzay, o uzayla ozdeslesir. Ilk olarak Drinfeld 1986’da, kuantum grup
terminolojisini kullanmis daha sonra bir ¢ok yazar bu konuya degisik yorumlar getirmistir.
Kuantum uzay terminolojisi ise ilk olarak Manin tarafindan 1989’da kullanilmustir.

Degismeli olmayan geometri, son yillarda matematigin ve matematiksel fizigin birgok
farkli alaninda 6nemli bir rol oynamaya baglamistir. Degismeli olmayan geometriye yon veren

temel yap1 bir birlesmeli cebir ilizerindeki bir diferansiyel hesaptir.

Tez, bes bolimden olusmaktadir ve orijinal kisimlar, dordiincli boliimden itibaren

baslamaktadir.

Ik béliimde, tezin orijinal kisimlarinda kullanilacak olan cebir, cebirlerin tensdr ¢arpimi,
serbet cebirler, dereceli cebirler, Hopf Cebiri, Zs-dereceli cebir, komodiil, bimodiil,

kuantum(siiper) diizlem, kuantum siiper uzay gibi temel kavramlar verilmistir.
Ikinci boliimde konuya dair bir literatiir 6zeti verilmistir.

Ucgiincii boliimde, teze temel teskil edecek Zs-dereceli kuantum siiper uzay, Zs-dereceli

diferansiyel hesap, sol(sag) kovaryant bimodiil gibi kavramlar ve bazi teoremler verilmistir.

Dordiincli  bolimde, Zs-Dereceli kuantum siiper uzayda bir toplama islemi
tanmimlanmigtir. Bu uzayin elemanlarn 3-boyutlu kuantum siiper vektor olarak adlandirilmistir.

Uzaydan alman iki kuantum siiper vektoriin toplam ele alinmis ve elde edilen yeni toplam
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vektoriiniin bu uzaya ait olmasi igin gereken sartlar arastirilmistir. Bu tanimla birlikte elde edilen
yapinin bir siiper Hopf cebiri yapisi tagidigi gosterilmistir. Daha sonra, koordinat fonksiyonlar
olarak kabul edilen toplam vektoriiniin bilesenlerinin birinci ve ikinci mertebe diferansiyelleri,
Cartan-Maurer 1-formlar1 ve kismi tiirevleri tanimlanarak bunlar arasindaki degisim bagmtilar
elde edilmistir. Gerekli bagintilarin elde edilmesiyle bu yapmin diferansiyel geometrisi
kurulmustur.

Tezin son boliimiinde, ¢aligmanin sonuglar verilmis ve ileride saglayacagi katkilardan

s0z edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Zs-dereceli kuantum siiper uzay, kuantum siiper vektor,

g-deformasyon, siiper Hopf cebiri, Zs-dereceli diferansiyel hesap
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A DIFFERENTIAL CALCULUS ON THE ADDITION OF Z;-GRADED QUANTUM SUPER
SPACE ELEMENTS
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UNIVERSITY OF DICLE

2020

Quantum(planes) spaces are not really (planes) spaces, they are a generalization of the
concept of classical (planes) spaces. More precisely, a quantum space is a deformation of a space
that, for particular values of the deformation parameter, coincides with the space. Quantum group
terminology was first used by Drinfeld in 1986 and then many authors made different
interpretations on the subject. Quantum space terminology was first used by Manin in 1989.

Noncommutative geometry, in recent years, started to play an important role in many
different areas of mathematics and mathematical physics. The basic structure leading to the
noncommutative geometry is a differential calculus on an associative algebra.

The thesis consists of five chapters and the original chapters begin with the fourth chapter.

In the first chapter of the basic concepts which are used in the sections such as algebra,
tensor product, free algebra, graded algebra, Hopf Algebra, Zs;-graded algebra, comodule,
bimodule, quantum(super) plane and Z- graded quantum super space are given.

In the second chapter, the literature concerning the subject is given.

In the third chapter definition of Z3-graded quantum super space, Z;-graded differential
calculus, left(right) covariant bimodule and related theorems which are the basis of the thesis are
given.

In the fourth chapter an operation was defined in the Zs;-graded quantum super space.
The elements of this space were called 3-dimension quantum super vector. The sum of two
quantum super vectors was considered and the necessary conditions were investigated for the
addition to be a quantum super vector. It’s shown that the obtained structure has a super Hopf

algebra structure. Then, the first and second order differentials of the components of the addition



vector, which are accepted as coordinate functions, Cartan-Maurer 1-forms and partial derivatives
were 1dentified and the commutation relations between them were found. After then, we obtained
the necessary relations and we construct a differential calculus of this structure.

Finally, the study is discussed and concluded in the last part of the thesis.

Key Words: Z3-graded quantum super plane, quantum super vector, g-deformation,

super Hopf algebra, Z3-graded differential calculus
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KISALTMA VE SIMGELER

C :Kompleks sayilar kiimesi
d :D1s diferansiyel operatorii
(f) :f fonksiyonunun derecesi

Ki{x,0,9} :Uretecleri x, & ve & olan serbest cebir
1 :(...) ile olusturulan K{x, 8,9 } serbest cebirinin iki tarafl ideali
K¢[x,0,8] :K{x,0,8}/1, bdlim cebiri

Rq%D :Ug boyutlu kuantum siiper uzay iizerindeki polinomlarin cebiri
S4 :4 cebiri lizerindeki es-ters operatorii

4 :A cebiri lizerindeki es-birim operatorii

Ay :A cebiri lizerindeki es-¢arpim operatorii

® :Tensor garpim

0 :Kismi tiirev operatorii

A :D1s ¢arpim
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1. GIRIS

V.G. Drinfeld, 1986’da kuantum grubu denilen yeni bir matematiksel konu inga
etmistir. Bu matematiksel yap1 daha sonra kuantum siiper gruba genellestirilmistir.

Faddeev ve ark. 1987’de bu konuyu Lie grup ve Lie cebiri teorisine adapte etmislerdir.

Kuantum gruplari, bilinen anlamda bir grup degildir yani cebirsel a¢idan grup
ozelliklerinin tamamia sahip degildir. Kuantum gruplari, grup kavramimin bir
deformasyonudur. Bir kuantum grubu, deformasyon parametresinin 6zel degeri ya da

degerleri i¢in, deforme edilen klasik grupla 6zdeslesir.

Drinfeld, bir kuantum grubunu olustururken, SL(2) 6zel lineer grubuna ait bir
matrisin elemanlarini birer koordinat fonksiyonu gibi diisiinmiis ve bu elemanlar
arasinda saglanan bagintilar1 sifirdan farkli bir ¢ kompleks parametresine bagl olarak

ortaya koymustur. Bunun i¢in SL(2) 6zel lineer grubunun Lie cebirinden yararlanmistir.

Bundan ayr1 olarak Manin, bir kuantum grubunu elde etmek i¢in deforme
edilmis uzaylardan yararlanmis ve bu uzaylara kuantum wuzaylar adimi vermistir.
Kuantum gruplar gibi kuantum uzaylar da klasik uzaylarin deforme edilmis halidir ve
klasik uzaylarin  bir genellestirmesidir. Kuantum wuzaylar da, deformasyon
parametresinin 6zel degeri ya da degerleri icin deforme edildikleri klasik uzaylarla

Ozdeslesir.

Kuantum yapilar degismeli olmadigi i¢in bu yapilarin diferansiyel geometrisinin
de degismeli olmayacagi beklenir. 19901 yillarda, bu matematiksel yapilarin degismeli
olmayan geometrisini inga etmek i¢in birgok calisma yapilmistir(Woronowicz, 1989;
Wess ve Zumino, 1990; Soni, 1991; Chung, 1994; Kerner, 1996; Le Roy, 1996; Celik
1998; Kerner ve Abramoz, 1999 vd.).

1.1 Genel Tanim ve Ozellikler

Ileriki béliimlerde kullanilacak temel kavramlar biitiinliik acisindan bu kisimda
tanitilacak ve kuantum uzaylarin anlagilabilmesi i¢in gerekli olan temel cebirsel yapilar
bu kisimda agiklanacaktir. Bu kisimda kaynak olarak Abe 1977 ve Kassell 1995

kitaplarindan yararlanilmistir.
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Tanim 1.1.1

Uzerinde toplama islemi tanimlanmis bir G kiimesine, asagidaki ozellikler
saglanirsa bir degismeli grup denir:

1-Herg,g,€G igin g, +g,€ G,

2-Her g,,8,,8;€G igin g, +(g,+g;)=(8 +&,)+ &>

3-Her geG igin g+0,=g=0,+g olacak sekilde 0, € G eleman1 mevcut,
4-Her g € G i¢in g+(—g) =0, =(—g)+ g olacak sekilde —g € G mevcut,

5-Her g,,g,€ G i¢in g, +g,=¢g,+g,.

Ornek 1.1.1
Z tam sayilar kiimesi, toplama iglemiyle birlikte degismeli bir gruptur.

Tanim 1.1.2

Uzerinde toplama ve ¢arpma islemleri tanimlanmis bir R kiimesine, asagidaki

ozellikler saglanirsa bir birimli halka denir:
1- (R,+) bir degismeli grup,
2-Hera,,a,,a, € R i¢in a,.(a, +a,)=a,.a, +a,.a,ve (a, +a,).a, =a,a,+a,.a,,
3- Her a,,a,,a, € R i¢in q,.(a,.a;) =(a,.a,).a;,

4-Her a, € R i¢in a,.1, =1;.a, olacak sekilde 1, € R elamani mevcuttur.

Bir halkada eger her a,,a, € R i¢in a,.a, =a,.a, oluyorsa R ’ye degismeli
halka denir.
Ornek 1.1.2

Z, tam sayilar kiimesi, toplama ve carpma islemleriyle birlikte birimli ve

degismeli bir halkadir.
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Tanm 1.1.3

Uzerinde toplama ve carpma islemleri tanimlanmis birimli bir K halkasina,

asagidaki 6zellikler saglanirsa bir cisim denir:

1-0, #1,,
2- (K",) bir grup.

Burada K =K —{0,}ve 0., (K,+) grubunun birim eleman1 ve 1., (K,+,-)

halkasinin birim elemanidir.

Ornek 1.1.3

Q kesirli sayilar kiimesi, toplama ve ¢arpma islemleriyle birlikte bir cisimdir.
Tanim 1.1.4
(M , +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger;

@:RxM — M, (a,x)+ ax, (gp:MxR—>M, (x,a)Hxa)

seklinde tanimlanan doniisiim asagidaki sartlar1 saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil,
kisaca sol (sag) modiil, ¢ doniisiimiine de sol (sag) R - modiil M ’nin yap1 doniisiimii

adi verilir;

Va,,a, € R ve Vx,,x, € M 1¢1n,

1- @, (x +x,)=ax +ax,, ((x,+x,)a =xa +x,a),
2- (@, +a,)x, = ax, +a,x, (x (@ +a,)=xa +xa,),
3- (apa,)x; = a; (a,x,), (x1 (a,.a,)= (xlal)az),
41y, = x. (51, =x,).

Eger M hem sag hem sol R -modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak,

R halkas1 bir cisim ise, M modiiliine vektor uzayi veya bir lineer uzay denir.
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Ornek 1.1.4

Q kesirli sayilar kiimesi, Z tam sayilar halkasi lizerinde bir modiildiir.
Ornek 1.1.5

Q kesirli sayilar kiimesi, @Q kesirli sayilar cismi {izerinde bir vektor uzayidir.
Tamm 1.1.5

V', K cismi lizerinde bir vektdr uzayr olsun. Her velV , v,v,,.,v. €V
elemanlariin lineer birlesimi seklinde yazilabiliyor ve { v,,v,,...,v. }kiimesi lineer

bagimsizsa, {v,,v,,...,v, } kiimesine V' uzaymnin bir tabam denir. Tabandaki eleman

sayisina o uzayin boyutu denir.

Tanim 1.1.6

V', K cismi lzerinde r-boyutlu bir vektor uzayr olmak tzere, {v,,v,,...,v, } bu

uzayin bir tabani olsun. Her veV igin v = Zaivi, a, € K yazlabilir ve bu yazilis tek
i=1

turluddar.

x,:V—>K, x,(v)=a, seklinde tanimli fonksiyonlara 7 ’nin koordinat

fonksiyonlar denir.

Ornek 1.1.6

R*> vektér uzaymm R cismi iizerindeki standart tabami {(1,0), (0,1)} ve

koordinat fonksiyonlar1 x, y olmak iizere;
(3,5)=3(1,0)+5(0,1) seklinde yazilir.
x((3,5))=3 ve y ((3,5))=5"tir.
Tamm 1.1.7
V ve W , K cismi iizerinde birer vektor uzayi olmak iizere,

T Vew

doniistimii, her v;,v, €V ve a,,a, € K igin
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T(ay, +a,v,)=aTv,)+a,T(v,)
sartin1 saglarsa, 7 ’ye bir lineer doniisiim denir.

T:V = K ’ya tiim lineer doniisiimlerin kiimesi bir vektor uzayidir. Bu uzay, V

vektor uzayinin dual vektor uzayi olarak adlandirilir ve V™ ile gosterilir.

Ornek 1.1.7

V', K cismi lizerinde bir vektor uzayi olmak iizere
T: VeV YwelViginTW)=v
seklinde tanimli 6zdeslik doniistimii, lineerdir.

Tanim 1.1.8

U,V ve W, K cismi lizerinde birer vektdr uzayir olmak tizere ¢ :U XV —> W

doniistimii asagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ ye bir bi-lineer doniisiim denir:
YVou,u,eU;Vv,v,elV ve V4,4 €K i¢in,
I p(Au + Ay, v) = Ao, v) + 4oy, 1),
2' q)(ul ’ 21‘}1 + ﬂz"z) = /11(/’(% ’ vl) + ﬂ'zgp(ul ’ Vz)-

Ornek 1.1.8

¢:RxR:—> R, ¢(u,v) =uv seklinde tanimli ¢ doniisiimii, bi-lineerdir.
Tanmm 1.1.9

V., V,,...V., K cismi ilizerinde birer vektdr uzay1 olsun.
SV xV,x..xV — K doniigimi, her v,,w, eV, ve k,k, € K i¢in

SO,y L kv kW) TR SV eV VLY V)

1 l

+k2f(V1,V2,,..,vl,_1’in,V V)

i+12°0 Ur

esitligini sagliyorsa, f ’ye r-lineer doniisiim denir. r=2 ise [ ’ye bi-lineer doniigiim

denir.
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Bu sekilde tanimli biitiin r-lineer doniisiimlerin kiimesi, L(V,,V,,...,V.; K ) ile
gosterilir. Her f,g € L(V,,V,,....,V ;K), her v,,v,,..,v. eV xV,x..xV_ve her ke K
i¢in

(fT2)V, VsV )= (Vs VsV )F 2 (V, V5,0,V

&) (v, v,y )=k f(V,v,,.0,v))

seklinde tanimli toplama ve skalerle ¢arpma islemleri ile birlikte L(V,,V,,....V, ; K)
kiimesi, K cismi lizerinde bir vektor uzayidir.

Tanim 1.1.10

L(V,,V,,...,V ; K) vektor uzayina, tensor uzayi ve bu uzaym her bir elemanina r.

dereceden bir tensor denir.
L(V,V,,. V. K)=V, ®V, ®..®V, ile gosterilir ve bu uzaya ¥,V ,...,V. dual
vektor uzaylarinin tensoérel ¢carpim denir.

L(V,V,,...,V ; K) uzaymnda her 7 i¢in V, =V alinrsa L(V,V,...,V ; K') tensor

uzayma kovaryant tensor uzayi, bu uzaym her bir elemanina da r. dereceden

kovaryant tensor denir.

L(V,V,...,V;K) kovaryant tensdr uzaymda her V vektdr uzay1 yerine V' ’nin

dual uzayr V" alinirsa elde edilen L(V",V",...V"; K ) tensdr uzayina kontravaryant

tensor uzayi, bu uzayin her bir elemanina da r. dereceden kontravaryant tensor denir.
Ornek 1.1.9
Lineer doniisiimler 1. dereceden, bilineer doniisiimler 2. dereceden tensordiir.
I¢ carpim doniisiimii, 2. dereceden kovaryant tensordiir.
Bir vektdr uzayimin elemanlari 1. dereceden kontravaryant tensordiir.
Tamm 1.1.11
K cismi iizerinde; U, m boyutlu ve V', n boyutlu birer vektor uzay: olmak tlizere

{ﬁi}:, U ’'nun ve {Vj}n N ‘nin taban elemanlarinin kiimesi olsun. Bu takdirde
i= j=
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1<i<m ve 1< j<n olmak lizere mn tane (i, j) indisi mevcuttur. Bir U ® I vektor
uzaylt ve bir ¢:UxV ->U®V bi-lineer donlisimii vardir dyle ki tim W vektor
uzaylar i¢in;

I- p(UxV),U®V uzaymn gerer,

2- ¥ :UxV +— W herhangi bir bi-lineer doniisiim ise ¥ = o olacak sekilde

bir @ :U ®V + W lineer doniisiimii mevcuttur.

Bu durumda U ® V' uzayina, U ve V vektor uzaylarinin tensor carpim denir.

&zZaiuT. ve v=>Y by, olmak iizere ¢(u,v)= Z abu; ®v; seklinde
i=1

j=1 i=1, j=1

m.n

tanimlanir ve {1,:, ®v j} U ® V' uzayinin bir tabanidir.

i=1,j=1

(p(;, \:) =u®vile gosterilir ve bi-lineerlik 6zelliginden dolay: asagidaki esitlikler

saglanir:
1-u @G +v)=u®v+u®v; VuelU, Y,y eV,
2-(u+u)®Vv=u®v+u v, Vu,u eU, VveV,
3-k(u®v) = (ku)®v=u® kv); VueU,VveV,vk e K.
Tamm 1.1.12
1,:U =V, T,:U,=V,, birer lineer doniisim olsun. Bu takdirde, u, €U, ve
u, €U, i¢in

O:U,QU,=»V,QV,, Ou,®u,)=T(u)®T,(u,)
seklinde tanimlanan bir lineer doniisim mevcuttur. Buradaki @© ’ye 7, ve T,

doniisiimlerinin tensér ¢arpim denir ve @ =7, 7T, ile gosterilir.

Tanim 1.1.13

A, K cismi lizerinde bir vektér uzayr olsun. Bir K — cebiri, genel olarak

asagidaki sekilde tanimlanir.
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Bir cebir, iki tane lineer doniisiim ile birlikte asagidaki (Birlesme ve Birim)

aksiyomlar1 saglayan bir vektor uzayidir:

H AR A— A,
n:K— A4,

po(d® u)=puo(u®id) (Birlesme),
pHo(ild®n)=puo(n®id)  (Birim).

Birlesme aksiyomu, g doniisiimiiniin birlesme 6zelligine sahip oldugunu ifade
ederken, Birim aksiyomu, 7(1) ’in 4 ’nin hem sag hem de sol birim elaman1 oldugunu

ifade etmektedir.

Boylece ortaya ¢ikan (A4, u,77) ticliisiine bir K — cebiri ( kisaca cebir) denir.

Ornek 1.1.10

M, , matris kiimesi, matris toplami ve skalerle ¢arpma islemleriyle birlikte R
tizerinde bir vektor uzayidir. Matris ¢arpimu islemiyle birlikte M, =~ vektdr uzayi, R

tizerinde bir cebirdir. y ve 7 doniisiimleri her ABe M, her keRvel  eM,

nxn 2 n

birim matrisi i¢in,

uM, M, —>M, ., u(A®B)=A.B,
n:R->M, , nk)=kl

seklinde tanimlanir.
Tanim 1.1.14

A bir K —cebirve L < A4 olsun. Vx,y e L,Vae A,Vk € K i¢in;

- x+yel,
2- kxel,
3- axel,

oluyorsa, L’ye A ’nin bir sol ideali denir. 1- ve 2-’ye ek olarak x.a € L oluyorsa L ’ye
A’nin bir sag ideali denir. L, 4’ nin hem sag hem sol ideali ise L’ye A ’nin bir iki

tarafh ideali ya da kisaca ideali denir.
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Ornek 1.1.11

A =M, matris cebiri ve L={0, }olsun. Bu durumda L, 4 ’nin iki tarafl

n nxn

idealidir.
Tanmm 1.1.15

A bir K —cebir ve L, A’nin iki tarafli ideali olsun. A/L ={a+ L:a € A} kiimesi

asagidaki tanimlanan islemlerle birlikte bir cebir yapisina sahiptir ve boliim cebiri

olarak adlandirilir:
I-(a+L)+H(b+L)=(a+b)+L,Va,be A4,
2-(a+L).(b+L)y=(ab)+L,Va,be A4,
3-k(a+L)y=ka+L,Vae A,Vke K .
Boliim cebirinin sifir1 0+ L ve birimi 1+ L dir.

Tamm 1.1.16

X bostan farkli bir kiime olsun. X ’in her bir elemanina bir harf denir. X ’in

harflerinin keyfi olarak, sonlu bir sekilde siralanmast ile olusan x, .x; ...x, dizisine X
iizerinde bir kelime denir. K {X}, taban1 X in tiim x; X, ...x, kelimeler kiimesinden
olusan vektor uzay1 olsun ve (bos kelime) & e K {X } olsun. Bir kelime bir monomial
olarak adlandirilir. K {X } iizerinde iki kelimenin c¢arpimi (birbirine baglanmasi)
asagidaki gibi tanimlanir:

(x, .x, X ) X XX )=X, X, Xy Xy X

Ul lp+l Iy

Bu tanimla birlikte K {X } , bir cebir yapisina sahip olur ve K {X } e, X kiimesi

uzerindeki serbest cebir denir. Serbest cebirin birimi 1= dir.

oAy,

Eger X = {x,x,,...,x,} ise K{X} = K{x,x,,...x,} yazilirBu durumda

X,,X,,...,Xx, €lemanlarina cebirin iiretegleri denir.



1.GIRIS

Ornek 1.1.12

n degiskenli R[ x,,Xx,,...,x, ] polinomlar cebiri, degismeli bir serbest cebirdir ve
iiretegler kiimesi {x;,x,,...,x, } *dir.

Tamm 1.1.17

Bir A cebirinin asagidaki 6zelliklere sahip olacak sekilde (Al. )ieN altuzaylari

varsa A’ya dereceli cebir denir:

1-A=® 4,

2-4.4,c 4, ,,Vi,jeN.

i+jo
a, € A elemanlarina derecesi i olan homojen elemanlar denir.
Ornek 1.1.13

X bir kiime olmak iizere K {X } serbest cebiri, bir dereceli cebirdir. Burada, bir

elemanin derecesi, bir kelimenin uzunlugu olarak tanimlanur.
K{X}=A=® 4 olmak iizere;

A, uzunlugu i olan tiim kelimelerin iirettigi vektor uzayidir.
Tamm 1.1.18

A bir cebir olmak tizere eger bir 7: 4 — A lineer doniisiimi, her f;, f, € Aigin
T(flfz) = T(f1)T(f2)

esitligini saglarsa, 7 ’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.
Benzer sekilde T(f,.f,)=T(f,).T(f,) esitligi  saglanirsa, T" ’ye bir anti-lineer

homomorfizm veya cebir anti-homomorfizmi denir.

Tanim 1.1.19

A, K cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun. Bir K — ko-cebiri, genel olarak

asagidaki sekilde tanimlanir.
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Bir ko-cebir, iki tane lineer doniisiim ile birlikte asagidaki (Es-Birlesme ve Es-

Birim) aksiyomlar1 saglayan bir K -vektr uzaydir:

A:A—> AR A,
c:A—> K,

(id®A)oc A=(A®id) oA (Es-Birlesme),
po(e®id)oA=id = uo(id®¢) oA (Es-Birim).

A’ya cebirin es-carpmasi ve & doniisiimiine de cebirin es-birimi denmektedir.
A ve ¢ cebir homomorfizmleri, sirastyla u ve n7 dontisiimleri i¢in verilen (Birlesme ve
Birim) 6zelliklere dual olan 6zelliklere sahiptir. K {izerindeki bir 4 vektdr uzayiyla

birlikte yukarida tanimlanan A, ¢ lineer doniisiimleriyle ortaya ¢ikan (4, A, ¢) lgliisline

bir K-kocebir (kisaca kocebir) denir.

Ornek 1.1.14

V', K cismi lizerinde bir vektor uzayi ve ¢, V' ’nin bir tabani olsun. Asagidaki

tanimlarla birlikte (V,A, &) ticliisli kocebir yapisina sahiptir:

AV VRV,
A(v)=v®v,Vvegp,

VoK,
e(v)=1,vvep.

Tanim 1.1.20

Ave B K-cebir olsun. Bir V: 4 — B lineer donlisimii asagidaki ozellikleri

saglarsa V ’ya bir K-cebir homomorfizmi(kisaca cebir homomorfizmi) denir:

Vou,=p;o(VOV),
Ven, =1n,.

Tanim 1.1.21

Cve D K-kocebir olsun. Bir ®:C — D lineer doniisiimii asagidaki ozellikleri

saglarsa © ’ya bir K-kocebir homomorfizmi(kisaca kocebir homomorfizmi) denir:

11
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A o®=(0O®®0)cA,,
Epe®@=¢..
Tanim 1.1.22

(A, u,m)igliisii bir K -cebir ve (A4, A, ¢) Ugliisli bir K -kocebir olsun. Asagidaki
iki kosul birbirine denktir ve bu durumda (4, i,77,A, €) beslisine bir K-bicebir (kisaca

bicebir) denir:

1- A, & bir cebir homomorfizmidir.

2-  u,n bir kocebir homomorfizmidir.

Ornek 1.1.15

V', K cismi lizerinde bir vektor uzayi ve

TV) =@V )=K®V @V RV OV VOV ©..0) @V ®...QV

n20 n tane

tensor cebiri olsun. Asagidaki tanimlarla birlikte 7°()) bir bicebirdir:

ATV)>TI)STV),
AW)=v®I1+1®v,VveV,

e TV)>K,
ev)=0,Vvel.

Tanim 1.1.23
(A4, u,n, A, g)bir K-bicebir olsun.

S:A—> 4

seklinde tanimlanan ve

Ho(id®S)ocA=noe=puo(S®id)oA

ozelligini saglayan bir S cebir anti-homomorfizm (es-ters) ile (4, u,n,A, &,S) altilisina

bir Hopf cebiri denir. Bundan sonra, kisaligt bakimindan bir Hopf cebiri i¢in,

(4, 1,m,A,&,S) altilist degil sadece A4 kullanilacaktir.

12
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Ornek 1.1.16

V', K cismi lizerinde bir vektor uzayr ve T(V) = (-B(V®”) tensor cebiri olsun.

n=0

Asagidaki tanimlarla birlikte 7'(V') bir Hopf cebiridir:

ANTV)->TIV)RQTW),
AW)=v®1+1®@v,VveV,

e:TV)—> K,
e(v)=0,VveVl,

S:TV)->TW),
S(v)y=-v,VveVl.

Tanim 1.1.24

C, bir kocebir olsun. Eger bir M vektor uzay1 ve bir lineer

A, M—>M®C

dontlisiimii i¢in asagidaki diyagramlar degismeli ise (M ,AM) ikilisine bir sag C —

komodiil denir. Bir sol C —komodiil de benzer sekilde tanimlanir.

id®c¢ -
< A
MK M®oC M®C®Cq u ®id MTC
A
< Mo id ®A A,
M M&C M
AM

Tanim 1.1.25

B bir bicebir ve ve M bir vektor uzayi olsun.

¥, M®B->M

doniistimiiyle birlikte (M Wy, ) ikilisi bir sag B-modiil olsun.
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Ay M—>MSB
doniisiimiiyle birlikte (M, A,, ) ikilisi bir sag B-komodiil olsun.

Eger M , hem sag B -modiil hem de sag B -komodiil olmak iizere asagidaki

kosul saglanirsa M ’ye bir sag B -bimodiil denir:
W,, 'nin bir sag B -komodiil homomorfizmi olmasi icin gerek ve yeter sart A, ’

nin bir sag B -modiil homomorfizmi olmasidir.

Bir sol B -bimodiil de benzer sekilde tanimlanabilir.

1.2 Z, ve Z, - Dereceli Cebirler

Bu kisimda Z, ve Z, - dereceli cebirler tanitilacak ve bu cebirlerin daha iyi

anlagsilabilmesi i¢in birer 6rnek verilecektir. Tanimlar ve 6rnekler i¢in Kerner (2015)’ten

yararlanilmastir.
Tamm 1.2.1

A, bir K-cebir olsun. A4’nin alt uzaylar1 4, 4 arasinda asagidaki 6zellikler
saglanirsa 4’ya Z,-dereceli cebir denir:

- A=@ 4 ,ieZ,,

2- 4.4, 4, ,,Vi,jeZ,,

i+
3- a; €4, homojen elemaninin derecesi 7(a,) =i olmak iizere; a;,a; €A
homojen elemanlart i¢in 7(a;.a;) =[7(a,)+7(a,)](mod 2) esitligi saglanir.

Ornek 1.2.1

G, tretegleri x,x,,...,x, olan serbest cebir olsun. G’nin iiretecleri arasinda

asagidaki 6zellikler saglansin:

l-xx, ==x,x, (i,j=1,2,..n),

2- x'=0, (i=1,2,..n).

14



Ishak AYDIN

G cebirine Grassman cebiri denir ve bu cebir Z, - dereceli cebirdir.
Tamm 1.2.2

A4, bir K-cebir olsun. A4 ’nin alt uzaylar A4, 4, 4, arasinda asagidaki dzellikler
saglanirsa A ’ya Z, -dereceli cebir denir.

- A=®4 ,ieZ,

2- 4.4, 4

i+

Vi,jeZ,,

3- a, € 4; homojen elemanmin derecesi 7(a,)=i olmak ilizere; a,,a, €4
homojen elemanlart i¢in 7(a,.a;) =[7(a,)+7(a,)](mod3) esitligi saglanir.

Z, devirli grubu, kompleks diizlemde ¢arpimsal olarak 1 in kiip kokleri ile temsil
edilebilir. g = e%, (z’ =-1 ) olmak iizere 1+g+¢°> =0ve ¢’ =1dir.

Z, -dereceli [ui,u J komiitatorl, 7(u,) =i,7(u,) = j olmak lizere

I:ui’uj:|23 =uu; - q”ujui
seklinde tamimlanir. Eger u,,u; g-degismeli iseler

uu, =q"uu,

esitligi ortaya ¢ikar.

Ornek 1.2.2
0O 1 0 0 g O 0O 1 0
=0 0 ¢q,O,={0 0 1,0,=/0 0 1],
F 0 0 @ 00 10 0

0 0 ¢ 0 0 ¢ 00 1
0 ¢g> 0 0 1 0 010
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27i

Burada, ¢ = e ? tiir.

7(0)=1ve (Q0)=2 (i=1,2,3) seklinde tanimlansmn. Q, matrislerinin iirettigi
uzay 4, , Q] matrislerinin irettigi uzay A4, olsun. Q[ij (i,j=12,3) carpim
matrislerinin {irettigi uzay A4, olmak tlizere, 4=@® 4, cebiri Z, -dereceli bir cebirdir.

Burada 7(Q,0])=0dur.

1.3 Z,-Dereceli Kuantum Siiper Uzay

Z, -dereceli kuantum siiper uzaylara ge¢meden oOnce Z, -dereceli kuantum

(stiper) diizlem ile ilgili baz1 bilgiler verelim. Kuantum diizlem fikri ilk olarak 1988

yilinda Manin tarafindan ortaya atilmistir.

Tanim 1.3.1

K{x,y} bir serbest cebir olmak iizere; Manin (1988)’de kuantum diizlem, x ve y

koordinat fonksiyonlar i¢in, g # 0 bir kompleks say1 olmak iizere;
xXy=qyx,
bagintis1 ile tantmlanmistir.

Aslinda, kuantum diizlem,;

I,; xy — qyx elamaniyla olusturulmus, K{x,y} serbest cebirinin iki tarafli ideali

olmak tizere;
K‘][xa)/] = K{xay}/lq
boliim cebiri olarak tanimlanir. Burada 7(x) =0=17(y) dur.

210y le

Kompleks sayilar iizerindeki bu cebir, polinomlar cebiridir ve Fun(Rq
gosterilir. Bu cebir ¢ — 1 limitinde degismeli olur ve C[x,y] polinomlar cebiri

olarak diisiiniiliir.
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Tanim 1.3.2

K{x,0} bir serbest cebir olmak lizere Manin (1989)’da kuantum siiper diizlem; x

ve @ koordinat fonksiyonlari i¢in, g # 0 bir kompleks say1 olmak iizere;
x0=qbx, 6*=0,
bagintilar1 ile tanimlanmistir.

Aslinda, kuantum stiper diizlem;

I,; x0—q0xve 6? elamanlariyla olusturulmus, K {x,6} serbest cebirinin iki tarafl

ideali olmak iizere;

Kq[x,0]=K{x,0} /1,
boliim cebiri olarak tanimlanir. Burada 7(x) =0, 7(8) =1dir.

Kompleks sayilar iizerindeki bu cebir polinomlar cebiridir ve Fun(Rq''") ile

gosterilir. Bu cebir ¢ — 1 limitinde degismeli olur ve C[x,8] polinomlar cebiri

olarak diistiniiliir.

Tanim 1.3.3

K{x,y, @} bir serbest cebir olmak iizere; Manin (1989)’da kuantum siiper uzay, x,

y ve @ koordinat fonksiyonlar1 i¢in, g # 0 bir kompleks say1 olmak iizere;
xy=qyx,x0=q60x,y0=q0y, 62=0,
bagintilar1 ile tanmimlanmaistir.

Aslinda, kuantum stiper uzay;

1,; xy-qyx, x0-q0x,y0-q0y, 02 elemanlariyla olusturulmus, K{x,y, &} serbest

cebirinin iki tarafli ideali olmak {izere;

Kq[xay’ 0] = K{xay’ 0}/1(]

boliim cebiri olarak tanimlanir. Burada 7(x) =0=17(y),7(6)=1dir.
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Kompleks sayilar tizerindeki bu cebir Fun(Rq 2' ") ile gésterilir ve gq-degismeli
polinomlar cebiridir. Bu cebir g — 1  limitinde degismeli  olur ve

Cl[x,y,0] polinomlar cebiri olarak diisiintliir.
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2. KAYNAK OZETLERI

V. Drinfeld 1986’da; adina kuantum grubu denilen ve daha sonra kuantum

siiper gruba genellestirilen yeni bir matematiksel konu insa edilmistir.

Faddeev ve ark. 1987°de; bu konu Lie grup ve Lie cebiri teorisine sistematik

bir sekilde adapte edilmistir.

Woronowicz 1987°de; kuantum gruplar konusuna degisik yorumlar

getirilmistir.

Manin 1988’de; kuantum diizlem tanimlanarak, kuantum diizlemler yardimiyla

kuantum gruplara degisik bir yorum getirilmistir.

Manin 1989’da; kuantum diizlem, siiper diizlem diye bilinen Z, -dereceli

kuantum diizleme ve Z> -dereceli 3-boyutlu kuantum uzaylara genisletilmistir.

Woronowicz 1989°da; kuantum gruplarinin de§ismeli olmayan diferansiyel
geometrisi takdim edilmistir. Burada kuantum grubu, temel degismeli olmayan uzay
olarak alinmis ve grup tlzerindeki diferansiyel hesap, grubun o6zelliklerinden

faydalanilarak elde edilmistir.

Wess ve Zumino 1990’da; kuantum uzaylarin degismeli olmayan diferansiyel
geometrisini insa etmek ic¢in ¢alismalar yapilmistir. Bu c¢alismalar daha sonra 72> -
dereceli olarak adlandirilan siiper uzaylara genellestirilmistir. (Soni, 1991); (Celik,

1998)

Chung 1994°de; Zr-dereceli kuantum diizlem {izerine yapilan diferansiyel
hesap, Zz-dereceli kuantum diizleme genellestirilmistir. Sonrasinda Z3-dereceli
kuantum uzaylarin diferansiyel hesabi iizerine bir¢ok calisma yapilmistir. (Kerner
1996); (Le Roy 1996),; (Kerner ve Abramov 1999); (Abramov ve Bazunova 2002); (Celik
2002); (El Baz ve ark. 2004)

Celik 2016°da; en genel haliyle Z3 —dereceli 3 boyutlu kuantum siiper uzaylar

tanimlanmis ve bu uzayin diferansiyel geometrisi insa edilmistir.

Abe 1977; tezin girig kisminda bulunan temel bilgilerin yer aldig1 énemli bir
kaynak kitaptir. Modiiller, cebirler, kocebirler, bicebirler gibi temel bilgilerin yani1 sira
Hopf cebirleri de bu kitapta tanitilmistir. Cebirlerin taniminin alisilmisin disinda, belli

ozelliklere sahip dontigiimler ve bu doniisiimlerin degigmeli diyagramlar yardimiyla
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yapilmis olmasi 6nemlidir.

Kassel 1995; kuantum diizlemler, kuantum gruplar ve daha ilerisi i¢in bilgi
alimabilecek temel kaynaklardandir. Bu kitap, tez ile ilgili temel bilgilerin

olusturulmasinda (4be 1977) ile birlikte en biiyiik katkiy1 saglamistir.
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3.MATERYAL VE METOT

3.1 Materyal

Bu doktora tez ¢aligsmasinda temelde materyal olarak “ Z, -dereceli kuantum stiper

uzaylar”, “Z, -dereceli diferansiyel cebir” ve “kovaryant diferansiyel bimodul” yapisi

kullanilmistir.

3.2 Metot
Bu kesimin alt basliklarinda ¢alismaya yon veren temel tanim ve teoremler

anlatilmastir.

3.2.1 Z,-Dereceli Kuantum Siiper Uzay

Celik (2016)’da yapilan calismada, Manin’in vurgusundan yola c¢ikilarak
Z, -dereceli kuantum siiper uzay, Z, -dereceli kuantum siiper uzaya genisletilerek bu
sliper uzayin diferansiyel geometrisi insa edilmistir. Bu yapilirken, Z,-dereceli kuantum

siiper uzay1 genellestirmek i¢in 6 ve 4 fiireteglerinin nilpotentlik dereceleri birer

arttirllmastir.
Tamm 3.2.1.1

K{x,0,9 } bir serbest cebir olmak tizere; Celik (2016)’da , Z, -dereceli kuantum

27i

siiper uzay, x,6 ve 9koordinat fonksiyonlari i¢in, g =e 3 , (i = \/—1) olmak iizere;

x0=q0x,x3=q%x,09=q%2960 , 63=0=93, (3.1

bagintilari ile tanimlanmustir.

Aslinda, kuantum siiper uzay;

1,; x0-q0x,x3-q8x,09-q>30 , 03,93 elemanlariyla olusturulmus, K{x,0,3}

serbest cebirinin iki tarafli ideali olmak iizere;

K[x,0,91=K{x,0,9}/1,

boliim cebiri olarak tanimlanir. Burada 7(x) =0,7(8) =1,7($) =2 dir.
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Kompleks sayilar iizerindeki bu cebir Fun(Rq2'") ile gosterilir ve gq-degismeli
C[x, 8, 3] polinomlar cebiridir. Bu cebir g=1 durumunda degismeli olur ve

Clx,0,9] polinomlar cebiri olarak diisiiniiliir.

3.2.2 Z,-dereceli Kuantum Siiper Uzayin Hopf Cebir Yapisi

Z, -dereceli kuantum siiper uzayin Hopf cebir yapisina sahip oldugu Celik

(2016) 'da gosterilmistir. Asagidaki bilgiler bahsi gecen makaleden alinmistir.

Ky[x, 6, 8 ] cebirine birim elemanin eklenmesiyle elde edilen cebiri A ile
gosterelim. Kabul edelim ki x’ in tersi mevcut, yani

xx'=1=x"1x olsun.

Teorem 3.2.2.1

Es-carpim, es-birim ve es ters doniisiimlerinin koordinat fonksiyonlari iizerine
etkisi asagidaki sekilde tanimlanmak tizere, 4 cebiri bir Hopf cebiridir. (Celik 2016).

Aj:A—>A®A

A, (x)=x®x, 1.2
A(O)=x®0+6R1, (32)
A(PH=x"®I+I9®x.

E,iA—>K

& =1,

4 (%) (3.3)
gA(H):Oa

£,(9)=0.

S,:A—> A4

S (x)=x",

A (3.4)
S,(0)=-x"6,

S,(8)=-q9.

A , es-carpim doniistimii,

({d®A,)oA, =(A,®id) oA, (3.5

seklindeki es-birlesme 6zelligine sahiptir ve (1) bagintilarini korur.

&, es-birim doniistimii,
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po(e,®id)o A, =id =puo(id®¢g,) oA, (3.6)
ozelligini saglar ve (1) bagmtilarini korur.

S, es-ters doniistimii,

peid®S,)oA, =nece, =po(S,®id)°A, (3.7)

ozelligini saglar ve (1) bagintilarini korur. Sonug olarak A cebiri, bir Hopf cebiri yapisina
sahiptir.

3.2.3 Z,-dereceli Kuantum Siiper Uzayin Diferansiyel Cebiri

Z,-dereceli kuantum siiper uzaym Z, -dereceli diferansiyel cebir yapisina sahip

oldugu Celik (2016) 'da gosterilmistir. Bunun i¢in uzayin iiretecleri ile onlarin birinci ve
ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki degisim bagintilar1 ve gerekli diger bagintilar

elde edilerek Z,-dereceli kuantum siiper uzay i¢in degismeli olmayan bir diferansiyel

yap1 kurulmustur. Bu kisimda bu diferansiyel yapiyla ilgili temel tanim ve teoremler

verilmigtir.

Tanim 3.2.3.1

A , bir birlesmeli cebir ve I'" n-formlarin uzayi ve A -bimodiil olsun.

I =@ T olsun. Burada I'’ = 4°dir. Asagidaki tanimla birlikte ™", Z,- dereceli bir
diferansiyel cebirdir.( Celik 2016)

voel”, yel™ igin,

d:r*—-»r*

d’ =0, (d* #0),

dOAY)=[dAY+q" V5 A(dy), (3.8)

G Ay)=d ) Ay +(g" +¢")NdE) A(dy) +¢™ 5 A y).

Tanmm 3.2.3.2

Y , bir A Hopf cebiri iizerinde bimodiil olsun. A’:X—> A®X lineer

homomorfizmi asagidaki kosullar1 saglarsa (X, A" ) ikilisine sol-kovaryant bimodiil
denir:

A" (o + po%) = A, (x)A () + A (p)A (%), VX, %, € 4, p,p, €,
(id ®A")o A" =(A,®id)o A", (3.9)
wo(e, ®id)o A" =id.
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Tanim 3.2.3.3

Y , bir A Hopf cebiri iizerinde bimodiil olsun. A®:X —>X® A4 lineer

homomorfizmi asagidaki kosullar1 saglarsa (X, A") ikilisine sag-kovaryant bimodiil
denir:

Vx,,x, € 4, p,,p, €Z igin,

A (o, + pyxy) = A, (DA (0) + A" (0,)A , (x,),
(A" ®id)o A" =(id ®A ,)o A",
wo(id®e,)o A" =id.

(3.10)

Tanim 3.2.3.4

> bir A4 Hopf cebiri iizerinde bimodiil olsun. (X ,A") sol-kovaryant bimodiil ve

(2 ,A") sag-kovaryant bimodiil olsun. Asagidaki esitlik saglanirsa ¥ 'na A iizerinde
bikovaryant bimodiil denir:

(A" ®id)o A® = (id ® A*)o A", (3.11)

Teorem 3.2.3.1

Asagidaki tanimla birlikte I'* ;sol kovaryant bimodiil yapisina sahiptir:
(Celik 2016)

A":T" -5 AT

A (x,px,) = AA(xl)AL (PA(x,), Vx,,x,€4, pel”,

A" (dx)=(c®d)oA ,(x), Vxe 4,

A'(dp)=(c®d)oA"(p), Vpel™.

(3.12)

Burada o:T" > T, Vp eI i¢in o(p) = ¢°* p seklinde tamml lineer doniisiimdiir.
Teorem 3.2.3.2

A cebirinin tretegleri ile onlarn birinci mertebe diferansiyelleri arasindaki
bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

xdx = gdxx,

xd@ = ¢*dOx,

xd 3 =qdx+(q—1)dx9,

0do =d60,

Odx = gdx0 + (1—q*)dx, (3.13)
0d Y =qd 90 +(1—-q°)dbs,

Gdx = gdx 9,

9d6 =do9,

9d9=q’d99.
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Teorem 3.2.3.3

A cebirinin iireteclerinin birinci mertebe diferansiyellerinin kendi aralarindaki
bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

dx Adf =q°dO Adx,

dxrnd3=dIAdx, (3.14)

dOAndF=dIAde.

Teorem 3.2.3.4

A cebirinin {iretegleri ile onlarin ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki
bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

xd’x = gd*xx + (¢ —=1)dx A dx,

xd’0 =q*d*Ox +(q> —1)dx A d6,

xd*9=qd’%x+(qg-1)d’x9+(q° —1)dx Ad Y,

0d*0 = q*d*00 +(q—q°)dO A d 0,

0d*x =d’x0+(q> —q)d’Ox +(q—q>)dO A dx, (3.15)

0d>°9=d>90+(q> —q)d°09+(q—q*)dO Ad 3,

9d°x = ¢*d*x8+ (1 - q)d 9 Adx,

9d°0 = qd*08+(1-q)d 3 A dé,

9d°%=d*99+(1—-q)dgAd S

Teorem 3.2.3.5

Birinci mertebe diferansiyeller ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki
bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

dx Ad’x = gd’x A dx,

dxAd*0=¢q*d’Ondx+(g—q°)d’x A db,

dx rd*9=gd’ 9 Adx,

dOAd’x=qgd’x A db,

dOAd’0=d’0ndo, (3.16)

dOAnd’3=d’3Adé,

d9and’x =d’x Ad9+(q> —1)d*I Adx,

d3Ad’0=d’0AdS+(q° -1)d*IAdE,

d9rd’9=q*d’$Ads.

Teorem 3.2.3.6

Ikinci mertebe diferansiyellerin kendi aralarindaki bagntilar, Celik (2016)’da
asagidaki sekilde elde edilmistir:
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d*x Ad?@=d’0 nd?x,

d’xAnd’9=q*d*9nd’x, (3.17)
d’OAd*9=qd’9Ad’é.

Tamm 3.2.3.5

Woronowicz (1989)’da; Cartan-Maurer 1-formlari, A, es-carpim doniisiimiiniin

A ’nin tireteglerine etkisi kullanilarak asagidaki gibi tanimlanmustir:
w, =uo(S,®d)oA,(x), xe 4.

Bu tanim kullanilarak, cebirin iiretegleri icin Cartan-Maurer 1-formlar1 Celik
(2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

w, =xdx,

w, =x"'d0, (3.18)
wy =—=8dx +xd 4.

Teorem 3.2.3.7

Cebirin tretecleri ile Cartan-Maurer 1-formlar arasindaki bagintilar ve Cartan-
Maurer 1-formlarinin kendi aralarindaki bagintilar Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde
edilmistir:

W, =qw.Xx,

W, = q°w,x,

XWy = gW,X,

ewx = qzwxe + (q - l)wé’x:

Ow, =gw,0, (3.19)
Ow, =w,0,

Iw, =q*w.9,

w, =gw,9,

wy =qw, 8.

W, AW, =qWw, AW,,

W, AWy =qWg AW,

Wy AWy =Wg AW,, (3.20)
wAw Aw =0,

w, AW, Aw, =0.
Teorem 3.2.3.8

Koordinat fonksiyonlarinin kismi tiirevleri ile koordinat fonksiyonlar1 arasindaki
bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:
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0x=1+qgx0_+(qg-1)90,,

0.0=4'00,,

0.8=90_,

0,x =q°x0,,

0,0 =1+qb0,+(q—1)(x0_+90,), (3.21)
0,9=q"90,,

O0gx =qx0,,

0,0=q’60,,

0,9=1+q90,.

Teorem 3.2.3.9

Kismi tiirevlerin kendi aralarindaki bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde

elde edilmistir:
0,0, =40,0,,
0.04=0,0_, (3.22)
0,0, =q0,40,.
Teorem 3.2.3.10

Kismi tiirevler ile koordinat fonksiyonlarmin birinci mertebe diferansiyelleri
arasindaki bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

0.dx=q’dxo_+(¢° -1)d6o,,

0.d0=qdéo_,

0.d%=q¢’d90,,

0,dx = ¢g*dx0,,

0,d0=déo,, (3.23)

0,d9=q’d90,,

0,dx = g*dxd,,

0,d0=d&o,,

0,d93=qd 90, +(q—q*)(dxo_+d&b,).

Teorem 3.2.3.11

Kismi tiirevler ile koordinat fonksiyonlarinin ikinci mertebe diferansiyelleri
arasindaki bagintilar, Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

0.d’x=q’d’x0,+(q° -1)d*,,
0.d’0=qd’60,,
0.d°9=q’d’90_,
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0.d°x=q’d*x0,+(q" -1)d’0,,

0.d’0=qd’60_,

0.d°9=q’d’%0,

0,d’x =d’x0,,

0,d°0 =qd*é0,, (3.24)
0,d’°9=d>90,,

0,d°x =q’d’x0,,

0,d’°0=q’d’60,,

0,d°9=¢q*d*90, +(q° —q)d’x0..
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4.ARASTIRMA BULGULARI

Bu ¢aligma temelde Z,-dereceli kuantum siiper uzaylar {izerine kurgulanmaistir.
[k olarak Z, -dereceli kuantum siiper uzaylarin tanimi ve Hopf cebir yapisi kisaca

tanitilarak, Z, -dereceli kuantum siiper uzaylarda 3d kuantum siiper vektoriin tanimi

yapilmis, sonrasinda iki adet 3d kuantum siiper vektdriin toplami tanimlanarak bu
toplamin hangi kosullar altinda yine bir 3d kuantum siiper vektor olacagi ortaya
konmustur. Bunun i¢in birinci vektoriin bilesenleri ile ikinci vektoriin bilesenleri arasinda
saglanmasi gereken bagintilar elde edilmistir. Daha sonra bu toplam yapisinin Hopf cebiri

yapisina sahip oldugu gosterilmistir.

Ilerleyen kisimlarda bu yapmin diferansiyel geometrisi insa edilmistir.
Bunun icin sol kovaryant hesap kullanilmis ve asagidaki sonuclara ulasilmistir:
-3d kuantum siiper vektoriin bilesenleri dedigimiz koordinat fonksiyonlariyla, onlarm
birinci  mertebe  diferansiyelleri  arasindaki  bagmtilar  elde  edilmistir.
-Birinci mertebe diferansiyellerin kendi aralarindaki bagintilar elde edilmistir.
-Koordinat fonksiyonlariyla onlarin ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki bagintilar
elde edilmistir.

-Ikinci mertebe diferansiyellerin kendi aralarindaki bagintilar ve birinci mertebe
diferansiyeller ile ikinci mertebe diferansiyeller arasindaki bagintilar elde edilmistir.

Cartan-Maurer 1-formlari, es-carpim doniisiimiiniin cebirin iireteclerine etkisi
kullanilarak tanimlanmis ve bu tanim kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir:
-Koordinat fonksiyonlar1 ile Cartan-Maurer 1-formlar1 arasindaki bagintilar;
-Cartan-Maurer 1-formlarinin kendi aralarindaki bagntilar;
Tezin son kisminda ise koordinat fonksiyonlarinin kismi tiirevlerinin; koordinat
fonksiyonlari, bunlarin diferansiyelleri ile olan bagintilar1 elde edilmis ve son olarak

kismi tiirevlerin kendi aralarinda saglanan bagmtilar elde edilmistir.

4.1 Z,-Dereceli Kuantum Siiper Uzay ve Hopf Cebiri

Tanm 4.1.1

K{x, 6, 8} bir serbest cebir olmak tizere; Celik (2016)’da, Z,-dereceli kuantum

siiper uzay x,6 ve $koordinat fonksiyonlari igin;
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x0=q0x,x3=q%x,09=q*960 , 3=0=93 (4.1)

bagntilari ile tanimlanmugtir.
Aslinda, kuantum stiper uzay;

I ; x0-q0x, x9-q%x,08-q>90 , 03,93 elemanlaryla olusturulmus, K{ x,60,9}

q 9

serbest cebirinin iki tarafli ideali olmak tizere;

K[x,0,9]1=K{x,0,3}/1,
boliim cebiri olarak tanimlanir. 7(x) =0,7(8) =1,7(%) = 2 dir.

Kompleks sayilar iizerindeki bu cebir (Rq 2'!) ile gosterilir ve g-degismeli
C [x, 8, 3 ] polinomlar cebiridir. Bu cebir g=1 durumunda degismeli olur ve

C[x,08,8] polinomlar cebiri olarak diistiniiliir.

Z, -dereceli kuantum siiper uzayin Hopf cebir yapisina sahip oldugu Celik

(2016)'da gosterilmistir. Asagidaki bilgiler ilgili makaleden alinmistir.

Ky[x, 8, 8 ] cebirine birim elemanin eklenmesiyle elde edilen cebiri 4 ile

gosterelim. Kabul edelim ki x” in tersi mevcut, yani

xx 1=1=x"1x

olsun. Bu durumda A cebiri iizerindeki bir cebir homomorfizmi olan

A,:A—> A® A es-carpim doniisiimiiniin koordinat fonksiyonlar:1 {izerine etkisi su

sekilde tanimlanmustir:
Aj:A—>A®A
A,(x)=x®x,
A(O)=x®0+6R],
A(PH=x"®I+I9®x.

(4.2)

Bu doniistim,

(id ®A,)oA, =(A,®id) oA, (4.3)

seklindeki es-birlesme 6zelligine sahiptir ve (1) bagintilarini korur.
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A cebiri lizerindeki es-birim ve es-ters doniistimleri ise su sekilde tanimlanmistir:

e, A->K
£,(x) =1,
£4(0)=0,
&,(9)=0.

(4.4)

S,:A—>4
S,(x)=x",
S,(6)=—x"6,
S,(8)=-q9.

(4.5)

Bu doniistimler,
po(e,®id)oA, =id = puo(id®c,) oA, (4.6)
poid®S,)oA, =nee, =puo(S,®id)oA,, (4.7)

ozelliklerini saglar ve (4.1) bagintilarini1 korur. Netice itibariyle A cebiri, bir Hopf cebiri

yapisina sahiptir.

Tanim 4.1.2

Bilesenleri x,0 ve  olan ve bilesenleri arasinda (4.1) bagintilar1 korunan

vektore Z,-dereceli uzayda 3d kuantum siiper vektor denir. Eger X, bir 3d kuantum

stiper vektor ise,

S
Il
o O =

yazilir. Bu vektor, sadelik bakimindan bundan sonra kuantum siiper vektor olarak

adlandirilacaktir.

4.2 3d Kuantum Siiper Vektorlerin Toplanmasi

Z, -dereceli uzayda iki kuantum siiper vektoriin toplaminin hangi kosullar altinda

bir kuantum siiper vektor olacagi bu kisimda incelenecektir.
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Kabul edelim ki X, ve X, kuantum siiper uzayin elemani yani birer kuantum siiper

vektor olsun. Bu durumda

X X
X,=|6 | ve X,=|6,| kuantum siiper vektorleri ic¢in, hem x,,6,,9 koordinat
l91 l92

fonksiyonlar1 arasinda hem de x,,6,,% koordinat fonksiyonlar1 arasinda (4.1) bagintilari

saglanir.

X,ve X, ’nin toplami;

xl x2 .xl + .x2 x3 x
X,=X,+X,=|06 |+|0, |=|6,+06, |=| 6, | olmak lizere X =| 0 :%X3 (4.8)
) %) 4+4%) (4 9

seklinde tanimlansin. Amag, X ile gosterilen toplam vektoriiniin yine kuantum siiper

uzaya ait olmasi yani bir kuantum siiper vektdr olmas: i¢in X, ve X, vektorlerinin

bilesenleri arasinda saglanmasi gereken bagintilari bulmak olacaktir.

Teorem 4.2.1

Eger x,,6,,9 koordinat fonksiyonlart ile x,,6,,4, koordinat fonksiyonlari

arasinda asagidaki bagintilar saglanirsa X vektort, bir kuantum siiper vektordiir.

XXy = XX,

%0, =q0,x,,

X,0, = q0,x,,

x4 =q%x,,

x4 =q9x,, (4.9)
08, = qzlgz‘gla

0,8 = q2191¢92,

0,0, =q0,0,,

39 =94,94.
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Ispat:

Yukaridaki bagmtilar kullanilarak (4.1) deki bagintilarin saglandigi gosterilirse

teorem ispat edilmis olur.

Burada x = %(x1 +x,), 0= %((91 +6,) ve 9= %(,91 +9,) olmak {lizere;
1 1
xé’zz(x1 +)c2)5(6?1 +0,)
1
= Z(xﬂ1 +x,0, +x,0, + x,0,)
1
=Z(q91x1 +q0,x,+q0,x, + q0,x,)

1
:ZQ(Hl +6,)(x, +x,)
=q0x.

1 1
x4 = E(xl + xz)E('gl + ‘92)
1
= Z(xl'gl +x9 +x0,8 +x,4,)
1
ZZ(Q'91X1 +q%x, +q8x, +q9,x,)

1
ZZQ(‘% + ‘92 )(x1 + xz)
=q9x.

1 1
6)'925(‘91 +‘92)E(‘91 +3)
= i(@léﬁ +69, +6,8 +6,9)

1
:Z(qz'glel + q2'9291 + q23192 + q2‘92‘92)
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1
:Zqz('91 +3,)(6,+0,)
=¢°96 .

1 1 1
‘93 25(91 +‘92)5(91 +92)5(01 +92)
1
= g(ef +60,0,+0,0,+ 60,6, +6,)

Zé(ﬁf +600,+6,0,0,+6,0; +6,0) + 0,00, +6,0,+06;),
elde edilir. 8’ =0=6, ve 1+q+q" =0 6zdeslikleri kullanilarak;

& :%(9392 +6,6:6,+6,6; + 6,6 +06,00, +6,6)

:%(q292912 + 4‘92612 +92‘912 + q292291 ""192261 + 92291)

1
=§[(q2 +q+1)6,07 +(g° +q+1)6;6,]

= O’
elde edilir. Benzer sekilde ¢ =0 oldugu gosterilerek ispat tamanlanr. ]
Hatirlatma 1:

60, =46,6,
4% =998,

bagintilarindan farkli olarak

6,0, = qzezgla
44, = qzlgz‘gla

seklindeki bagmtilar kullanilirsa da (4.1) bagintilar1 gegerliligini korur fakat diferansiyel

yap1y1 kurarken gerekli olan bagintilar teoremde verildigi sekliyledir.
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Hatirlatma 2:

x; ve x; elemanlari cebirin tim elemanlariyla degismelidir dolayisiyla bu

elemanlar cebirin merkezi elemanlaridir.

x; ve x; elemanlarinin, cebirin iretegleri ile degismeli oldugunu gdstermek

yeterlidir. (4.9) bagintilar1 kullanilarak;

XX, = XX = XX, = XX = XX, = XX,

x,0, = q0,x, = x,(x,0,) = ¢°(0,x))x, = x,(x,x,0,) = (0,x,x,)x, = x,0, = 0,x,,
%0, = q0x, = x,(x,0) = ¢ (6,x,)x, = x,(x,%,0,) = (6,x,x,)x, = x20, = 6,x3,
x4 =q9x, = x(5:%) = ¢ (4x)x, = x,(xx,3) = ($xx)x, = x4 =9x),

64 =qdx, = x,(6,8) = ¢ (9x,)x, = x,(5,%,3) = (x,x,)x, = 64 = 9x,,
elde edilir. Benzer sekilde asagidaki esitlikler de gosterilebilir.

nx, =xx, % =9x, x0=0x, x0,=0x,, x4 =39x.

Hatirlatma 3:

g =1 durumunda goriilecegi iizere (4.9) bagintilar1 degismeli olur.

Ornek 4.2.1 :

(4.9) bagintilarm1 saglayacak sekilde x,,x,,6,,6,,9,8 bilesenleri i¢in uygun

matris temsilleri asagida verilmistir:

0o

g 0 0 g 0 0
x={0 g Ol,x,=| 0 ¢gq O],
0 0 1 0 0 ¢
01 0 0 ¢, O
6=10 0 ¢ 1,6,={0 0 ¢q"|, c,c,eC
0 0 O 0 0 0
0 ¢~ 0 0 ¢'qg> 0
$=/0 0 1/,%=[0 0 o'/
0 0 0 0 0 0

Bu matris temsillerinin (4.9) daki bagintilardan birkag tanesini sagladigi asagida

gosterilmistir:
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g 0 0
xx,=|0 ¢q 0] 0 cg O0|=0 cqg° O],
0 0 1

cg> 0 0)q¢ 0 0 aq 0 O
0= 0 ¢q 0|0 g 0= 0 cq° O

0 0 )0 0 1 0 0 ¢
Goriildiigl gibi x,x,_x,x, olur.

g 0 0)0 ¢, O 0 ¢4 0
x0,={0 g 0[[0 0 ¢ |=|0 0 ¢,

0 0 ¢gJ\O 0O O 0 0 0

0 c, 0\ g 00 0 c,g O
0x =0 0 cq ||0 g 0|={0 0 cq°

0 0 O 0 0 ¢ 0 0 0
Bu durumda x,6, = g6, x, olur.

01 0Y0 &'¢> 0 00 ¢
6%=(0 0 ¢ |0 0 &'|=[0 0 0],

0 0 0){O O 0 0 0 O

0 ¢'¢> 0)0 1 0 0 0 c'q
$6=0 0 &'||0 0 ¢°|=]0 0 O

0 0 0 )0 0 O 0 0 O

Bu durumda 6,4, = ¢>4,6, olur.

4.3 Hopf Cebir Yapisi:

Bu kismin amaci, bir 6nceki kisimda verilen toplama islemi ile elde edilen A4

cebirinin Hopf cebir yapisina sahip oldugunu gostermektir.

Bunun i¢in A ,&,,S, doniisiimlerinin sirasiyla toplam vektoriiniin bilesenlerine

etkisinin tantmlanmas1 gerekir.

A A—>A® A
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es-carpim doniisiimiiniin  koordinat fonksiyonlar1 {izerine etkisi asagidaki sekilde

tanimlanir;
1
A (x) :E()c1 ®x, +x,®x,),

AA(9)=%(XI®91+HI ®1+x,®0,+6,®1), (4.10)

A9 =%()cl_l RI+3®x +x, @I +3 ®ux,).

A, doniislimiiniin, bu tanimla birlikte (4.1)de verilen bagintilar1 korudugu
gosterilebilir:

A, (x0) = A, (x)A ()

:%(x1®xl+x2®x2)%(xl®l91+91®1+x2®02+92®1)

= %(xlx1 ®x,6, +x,6, ®x,+xx, ®x,06, +x,0,x,

+X,X, ® x,0, + x,0, ® x, + x,x, ®x,0, + x,0, ®x,)

= %q(xlxl ®Ox, +0x, ®x, +x,x, ®0,x, + 0,x, ® x,

+x,x, ®0x,+6,x, ®x, +x,x, ®O,x, + 0,x, ®x,)
=iq(x1 ®O,+60,81+x,80,+0,31)(x,®x, +x,x,)

=gA ,(O)A ,(x)

=A ,(q0x).
AA(6’3)=%(xl®6’1+91®l+x2®6’2+92®1)(x1®6?1+¢91 ®l+x,®0,+6,81)
(x,®60 +6,®1+x,80,+0,81)
=é(x1x1 ®66 +gx,0,®0,+xx,800,+qx,0, 36, +6x ®6 +6,6 &1

+0x,®6, +6,0, 31+ x,x, ® 0,0, +gx,0, @0, + x,x, ® 0,0, + qx,0, ® 6,
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+0,x, ®6, + 0,6 ®1+60,x,80,+0,0,1) (x,®0,+6 S1+x,®0, + 0, Q1)

= %(xf ® é’i +q°x,%,0, ® 0,6, + x,x,x, ®6,0,0, + ¢°x,x,0, ® 0,0, + gx,0,x, ® 6,6,
=0 10 15 9 10
+q°x,0x, ®6, +qx,0x, ® 0,0, + ¢’ x,0,0, ® 0, + x,x,x, ® 6,0,0,
3 13 4 15
+q°x,x,0,® 0,0, + x,x,x, ® 6,0,0, + q°x,x,0, ® 0,0, + qx,0,x, ® 6,0,

13 16 14 9

+4°x,0,0,® 6, + qx,0,x, ® 6,0, + ¢°x,0,0, ® 6, + O,x,x, ® 6,6, + 96,x,6, ® 6,
+0x,x,®60,0, +q0x,0,6, +0,6x, ®0,+ 6’ ®1+6,6,x,®0, +q6,00, ®1
13 4 3 :’6’ 6 1
+6,x,x, ® 0,0, + 6,x,6, ® 0, + 6, x,x, ® 6,0, + q6,x,0, ® 0, + 6,0,x, ® 6,
13 6 11 7 4
+60,0,0, ®1+6,0,x, ® 0, +q6,0,0, ®1+ x,x,x, ® 0,00, + ¢° x,x,6, ® 6,6,
1 7 2 15 13
+x,x,%, ® 0,00, +q"x,x,0, ® 0,0, + qx,0,x, ® 0,0, + ¢°x,0,x, ® 0,
16 14 13 6
+qx,0x,® 0,0, +q°x,0,0,® 6, +x,x,x, ® 0,01,0, + ¢ x,x,0, ® 0,0, + x; ®;
11 7 16 11 Zﬁ
+q°x,x,0, ® 0,0, + gx,0,x, ® 0,0, + ¢°x,0,6, ® 6, + qx,0,x, ® 6,0,
12 14 7 12
+q°x,0,0, ® 0, +0,x,x, ® 0,0, + q0,x,0, ® 6, + 0,x,x, ® 6,0, + q0,x,0, ® 6,
+0,0x,®6,+ 0,06 ®1+6,0x,80, +q0,60, 1+ 60,x,x, ® 0,0,
+96,x,6,® 0, + 0,x,x, ® 0,0, + q6,x,0, ® 0, + 0,6,x, ® 6, + 6,6,0, ®1
+0,0,x,®0,+ 6, ®1).
(— t,_;

8 =0
Diger taraftan 1 ile numaralanmis terimler bir araya getirilip diizenlenirse

(06,0, +6,00,+60,00)®1=(1+q+q°)0,6,0,®1=0
\—ﬁ/_—J

0
elde edilir.

Ayn sekilde 2,3,...,16 ile numaralanmis terimler kendi numaralarina gore bir

araya getirilip diizenlenirse hepsinin 0’a esit oldugu gosterilebilir. Sonug olarak

A (8°) =0 elde edilir.
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Benzer sekilde;

A, (x8)=A (q9x),
A (09 =1 ,(4°96),
AA (‘93) = 0:

oldugu gosterilerek A, doniisiimiiniin, (4.1)de verilen degisim bagintilarini

korudugu gosterilir.

Yukaridaki islemlerde A, doniisiimiiniin cebir homomorfizmi 6zelliklerinden
ve (4.9) bagintilarindan yararlanilmistir.
A, doniisiimii icin (4.3) numaral es-birlesme 6zelliginin cebirin tlretecleri

icin saglandig1 asagidaki gibi gosterilebilir:

(A, ®id) oA, (9)= %(AA®id)(xll®n91+l91 ®x +x, ' ®%+9 ®x,)

:%[xl"1 Rx'®4+(x, ' ®3+4 ®x)®x,

+x, ' ®x, @9 +(x, ®4,+9, ®x,)®x,]
=%[xl_l R(x, ®I+3®x)+3 ®(x, ®x,)

+x, ®(x, ®%+4 ®x,)+& ®(x, ®x,)]
=%(id®AA)(xl1 ®I+3®x +x, ®I +4 ®x,)
=({d®A,)oA (9.

(4.3) numarali es-birlesme 06zelliginin benzer sekilde x,8 icin de saglandig

gosterilebilir.
g, A=K

es-birim doniisiimiiniin x,6 ve ¢ {izerine etkisi asagidaki sekilde tanimlanir:

&y (X) = 17
£,(0)=0, 4.11)
£,(9)=0.
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&, es-birim doniisiimiiniin bir cebir homomorfizmi olmasindan yararlanilarak

(4.1) bagintilarinin korundugu ve (4.6) numarali
po(e, ®id)oA, =id =puc(id®¢,) oA,
esitliginin saglandig1 kolaylikla gosterilebilir. Son olarak
S,:A—> A4
es-ters doniisiimiiniin cebirin iireteglerine etkisi agagidaki gibi tanimlanir:
5,00 =5 (" +35)
5,(0) == (56, +'0,), @.12)

1
S,(P = _EQ(‘gl +4).
S, es-ters doniisiimiiniin (4.1) bagmntilarin1 korudugunu gérmek i¢in:
1 1 -1
S,(09) = EQ('91 + 192)5()(’-1 0 +x,0,)
1 Ly
= 5(—%91 - ‘]‘92)5(_761 0,-x,0,)
— (50,4 5510, + 8,50, + 9.5,0)

= iqz(qxllellgl + qx;1192191 +qxf191192 + qx;HzSz)

1 _ _
= Zqz(_xl 1‘91 - leez (=98 —499)

=5, (q2l90),

1 _ _ 1 _ _ 1 _ _
S, (‘93) = E(_)ﬁ 16?1 _leez)z(_)ﬂ 1‘91 _leez)z(_% 16’1 _leez)

= %(xl_lﬁlxl_lﬁl +x1_1491x2_16’2 +x;ll92xl_ll91 +962_1492)62_1492)(—)c1_1491 —x;lé’z)

1
[ P S Ot [ S DA St [y S DS A [ N A P
—g( X, 0x70x76 —x6x,0,x 6 —x,0,x 0,x0 —x, 0,x,0,x6,
=0 f f 2
—x'0x7'0x,'0, —x'0x,'0,x,'0, — x,'0,x'6x,'0, —x,'0,x,'6,x,'0,)
1 o, 01X, 0, =X, X, 0,X, 0, =X, 0,X, X, 0, =X, 0,X, 0,X, 0,).

1 2 2 =0
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Diger taraftan 1 ile numaralanmis terimleri toplayip diizenlersek;

xl’lﬁlxl’lé?lx;l@z + xflﬁlxz’lﬁle’lﬁl + x;lﬁzxflﬁlelﬁz) =(+qg+ qz)xflﬁlxl’lé?lxz’lﬁz =0

0

elde edilir. 2 ile numaralanmis terimlerin toplami da 0’a esit olur. Sonug olarak
S ,(6°) =0 oldugu gosterilir.
Benzer sekilde

S, (x0) =S ,(q0x),

S, (x9) =S, (q9x),

SA(‘93)209
oldugu gosterilerek S, es-ters doniisiimiiniin, (4.1)de verilen bagintilar1 korudugu
gosterilir. Bu esitlikler gosterilirken, S, doéniisiimiiniin cebir-anti homomorfizmi
ozelliklerinden ve (4.9) bagntilarindan yararlanilmistir. S, doniisiimiiniin = (4.7)

numarall
po(id®S,)oA, =nocg, =puo(S,®id)oA,

ozelligini, cebirin iiretecleri i¢in sagladig1 kolayca gosterilir:

. 1 .
Ho(S,®id)oA (x)= E,uo(SA ®id)(x, ®x, +x,Dx,)

:%/Jo(xll ®x +x,' ®x,)

:%(Hl)

=1

=110¢,(x)

=%uo(x1 Rx ' +x,®x,")
=%uo(id®SA)(x1 ®x, +x,®x,)
=po(id®S,)oA ,(x).

(4.7) numaral 6zelligin benzer sekilde 6,9 icin de saglandig1 gosterilebilir.
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Yukarida tanimlanmis olan A, es-carpim, &, es-birim ve §, es-ters

dontistimleriyle A cebiri bir Hopf Cebiri yapisina sahip olur.

Not edelim ki; bundan sonraki kisimlarda, islemlerde kolaylik saglamas1 amaciyla
(4.8) de yer alan X = %X , esitligindeki % g0z ard1 edilerek;

X=X +X,,

0=0+0,
9=9+39,,

alinacaktir.

4.4 3d Kuantum Siiper Vektorlerin Toplam Uzerine Bir Diferansiyel Hesap

Bu kisimda amag, bir dnceki kisimda verilen toplama islemi ile elde edilen A4
Hopf cebirinin bir diferansiyel cebirini elde etmektir. Bunu elde etmek i¢in koordinat
fonksiyonlarimin birinci ve ikinci mertebe diferansiyelleri alinip, lizerlerine yeni yapilar
kurulacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle d diferansiyel operatoriiniin 6zelliklerinden bahsetmek
gerekir. d operatorii, 4 ’nin iireteglerini diferansiyellerine doniistiiren bir operatordiir ve

asagidaki sekilde tanimlanmaistir.

Tanim 4.4.1

A, bir birlesmeli cebir ve I'" n-formlarn uzayr ve A4 -bimodiil olsun.
I =@ " olsun. Burada I'’ = 4 dir. Asagidaki tanimla birlikte T*, Z,- dereceli bir
diferansiyel cebirdir.(Celik 2016)

voel”, yel' igin,
d:T" —>1*

d’ =0, (d* 20),
d(§/\}/)=(d5)/\7/+q’(5)§/\(d7/), (4.13)
POAY) = Ar+(@ P +q"NAE) AP +q S A y).

Tanim 4.4.2

I, 4 Hopf cebiri iizerinde bimodiil olsun. A*:T'* - A®T" lineer

homomorfizmi asagidaki kosullar1 saglarsa (I'*, A*) ikilisine sol-kovaryant bimodiil
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denir:

Vx,,x, € 4, p,,p, €T igin,

A" (x1p1 +p2X2) = AA (xl)AL (,01) +A" (pz)AA (xz)a
(id@AL)oAL:(AA(@id)oAL, (4.14)
wo(e,®id)o A" =id.

A" (dx) =(c ®d)oA ,(x), Vxe 4,
Burada o:T" > T, Vpel™ i¢cin o(p)=¢""p,

seklinde tanimli lineer doniisiimdiir.

Sol kovaryant hesap yardimiyla cebirin iiretecleri ile onlarin diferansiyelleri

arasindaki degisim bagintilar1 Celik (2016)’da asagidaki sekilde elde edilmistir:

xdx = gdxx,

xd@ = g’déx,

xd 9 =qd3x+(q—-1)dxS,

6de =doo,

Adx = gdx0 +(1—q*)dbx, (4.15)
0d 9 =qd 90 +(1-q*)dos,

Jdx = gdx9,

9do =dog,

9d 9 =qg°d94.

Bilindigi gibi klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlar, diferansiyelleriyle degisme
Ozelligine sahiptir. Cebirsel agidan, 1-formlarin uzayr 1.mertebeden diferansiyellerle
olusturulmus diizgiin fonksiyonlarin cebiri iizerinde bir serbest bi-modiildiir ve

komutatiflik, sag ve sol yapilarin birbirine nasil baglandigini1 gosterir.

A cebiri degismeli olmadigindan, diferansiyel cebirinin de yani koordinat
fonksiyonlar1 ile onlarin birinci ve ikinci mertebe diferansiyellerinin de degismeli
olmayacag1 beklenir. Bu durumda diferansiyel yapiyr olusturmak icin, 6nce koordinat
fonksiyonlartyla onlarin birinci ve ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki degisim
bagintilarin1  bulmak gerekir. Sonrasinda birinci mertebe diferansiyellerin kendi

aralarinda, ikinci mertebe diferansiyellerin kendi aralarinda ve birinci mertebe
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diferansiyeller ile ikinci mertebe diferansiyellerin aralarindaki bagmtilar1 hesaplamak

gerekir.

Koordinat fonksiyonlariyla onlarin birinci mertebe diferansiyelleri arasindaki

degisim bagintilarin1 bulmak i¢in gerekli olacak bir tanim vererek devam edelim.

Tanim 4.4.3

A" sol- kovaryant doniisiimiiniin cebirin iireteclerinin birinci mertebe

diferansiyellerine etkisi asagidaki gibidir:
A" (dx) = (o ®d) o A(x)

=(oc®d)(x, ®x, +x,dx,)
=x, ®dx, +x, ®dx,.

AL(d0) = (6 ®d)oA(H)

=(c®d)(x,®6,+6 ®l+x,86, +6, 1)
=x,®d6 +x,®d0,.

AL 8) = (6 ®d) o AI)

=(0®d)(x,' ®G+4®x +x,” ®Y, +9,®x,)
=x ' ®d4 +¢°4®dx, +x,' ®dY, +¢°% ®dx,.

Teorem 4.4.1

Toplam vektdrlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlar1 ile onlarin birinci

mertebe diferansiyelleri arasindaki degisim bagintilar1 asagidaki sekildedir:

x,dx, = gdx,x,,

x,dx, = gdx,x,,

x,d6, = q*db,x,,

x,d6, = ¢’dOx,,

x,d9, =qd3x +(¢g-Ddx,4,
x,d% =qd3x, +(¢g-Ddx,93,
6,46, = 46,0,

6,d6, =d6,0,,

G dx, = gdx,0, +(1- qz)delxza
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6,dx, = qdx, 0, +(1-¢")d6,x,

6dY, =qd 36, +(1-¢")d69,,

0,d9 =qd40, +(1-¢*)d6,9,

ddx, = gdx, 3,

dx, = gdx, 3, (4.16)
8do, =do, 9,

4,d6, =d69,,

dd, = qzdlgz'gla

4,d3 =q¢°d49,.

Ispat:

Saglanmasi1 gereken bagintilar asagidaki sekildedir. Bu bagintilar yazilirken
esitliklerin sagindaki ve solundaki ifadelerin derecelerinin esit olmasina dikkat edilmistir.

Amag buradaki 4,B,,C,

j2 e

D, E; F;,G,,H,,1,, (i,j=12) katsayilarint bulmaktir.

/R R

x,dx, = 4dx,x,,

x,dx, = 4,dx,x,,

x,d6, = B,d6,x, + B,,dx,0,,
x,d6, = B, dfx, + B,,dx,0,,
xd$ =C,,d4x +C,dx 4,
x,d8 =C,d8x, +C,dx,8,
6,d6,=D,do,0,

0,d6 =D,d6,0,,

6dx, = E,,dx,0, + E,,d O x,,
0,dx, = E,,dx,0, + E,,d6,x,,
0d8, = F,d86 + F,d6,,,
0,d9 =F,d80,+F,d6,9,
8dx, = G, dx, 4 +G,dGx,,
&dx, = G, dx 4, +G,,d3x,,
8d6,=H,d60,9 +H,,d$30,,
$,d6, =H,d6,8, +H,,d3,6,
9d4, =14’d3,9,

4,d4 =1,4°d39,.

(4.17)

4,B,,C;,D,E F,, G, H,I, (i,j=12) katsayilarinin (4.16) da verilen

yrrg T

sekilde oldugunu géstermek icin A* sol- kovaryant doniisiimiinden yararlanacagiz.
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(4.15) ve (4.17) bagintilar1 kullanilarak;
A (xdx)= (x,®x, +x, ®x,)(x, ®dx, +x,®dx,)

=xx ®x, dx, +xx,®x dx, +x,x, ®x,dx, +x,x, ®x,dx,

= gx,x, ® dx,x, + x,x, ® Adx,x, +gx,x, ® 4,dx,x, +gx,x, ®d x,x,,
elde edilir. Benzer sekilde;
A" (dxx)=(x, ®x, +x, ®x,)(x, ®dx, +x, ®dx,)

=(x,®dx, +x,®dx,)(x, ®x, +x, ®x,)

=xx, ®dxx, +xx, ®dxx, +x,x, ®dx,x, +x,x, ®dx,Xx,,
elde edilir. (4.9) bagintilarin1 da géz 6niine alarak A*(xd x) = A*(gd xx) esitliginden
A =q=4,
elde edilir.

Yine (4.15) ve (4.17) bagintilar1 kullanilarak
A'(xdP) = (x,®x, +x,®x,)(x, ®dY +¢*4 ®dx, +x," ®dE +¢°% ®dx,)

=1®x,d3 +¢" x4 ®x,dx, +xx, " ®x,d3 +¢°x% ®x, dx,

+,% " ®x,d3 +¢°x,9 ®x,dx, +1®x,d 3 +¢°x,9, ®x,dx,
=1®[gddx, + (g —Ddx, 4]+ x3 ®dxx, +xx," ®(C,,d%x, +C,dx,%)
+q° %3, ® A dx,x, + x,x," ®(C,, d3x, + C,,dx,4)+q’x,8 ® 4,dx,x,
+1®[gd§x, + (g —1)dx, 4, ]+ x,3 ®dx,x,,

elde edilir. Benzer sekilde;
A'[gd9x + (g —1)dxF)]

=q(x,"'®d4 +¢’° 3 ®dx, +x," ®d +¢°9, ®dx,)(x, ®x, +x,®x,)
+Hg-D(x,®dx, +x, ®dx,)(x,  ®F+4®x, +x,” ®I +3 Ox,)
=q(1®ddx +x'x, ®d9x, +¢°x, ®dx,x, +¢°Ix, ®d x,x,

+x, %, ®d4x, +1®0d % x, +¢*9x, ®dx,x, +¢* % x, ®d x,x,)
+Hg-D(1®dx 3 +x,x " ®dx,3 +¢°x3 ®dxx, +¢°x,4 ®dx,x,
+xx, ®@dx 4 +1®dx,3 +¢°x 4, ®dxx, +¢°x,9 ®dx,x,),
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elde edilir. (4.9) bagmtilar1 ve A" (xd$) = A*[gd9x + (¢ —1)dxP)] esitliginden

C,=q9=0,,
C,=(q-1)=C,,

elde edilir. A* doniisiimii benzer sekilde (4.15) teki tiim bagintilara uygulandi§: taktirde
(4.17) deki katsayilar asagidaki sekilde elde edilir:

4,=q=4,
B,=q°,B,=0,
B, :qzaBzz =0,
C,=q9=Cy,
C,=(@g-1)=0C,,
D, =1=D,
E,=q9=E,,
E,= (l_qz) =E,,
Fy=q=Fy,
F, = (l_qz) = Iy,
G,=4,G, =0,
G, =49,G, =0,
H,=1,H,=0,
H, =1H, =0,
I=q¢"=1,.

Bu da (4.16) da verilen katsayilarla aynidir. ]
Teorem 4.4.2

Toplam vektorlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlarinin birinci mertebe

diferansiyellerinin kendi aralarindaki degisim bagintilar1 asagidaki sekildedir:

dx, Adx, =dx, Adx,,
dx, Ad8, =¢°dO, Adx,,
dx, Adf, =¢°d6 Adx,,
dx, Ad$, =d3 Adx,,
dx, Ad3 =d3 Adx,,
d6, Ad6,=db, Adb,
do, nd§ =d4 Adb,,
d3 And9 =dg AdS.

(4.18)
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Ispat:

A" sol- kovaryant déniisiimii, (3.14) teki ilgili bagmntilara uygulandiginda (4.18)

deki bagmtilar elde edilir. Bir tanesini gosterelim:

A (dOAdS) =A"(dIAdB)

=(x,®d0 +x,®dO,)(x, ' ®dY +¢°3 ®dx, +x,” ®d Y +¢°3 ®dx,)
=1®(dO Ad3)+x9 ®(dH Adx)+xx,” ®(H AdY)

+x,3 ®(dO Adx,)+x,x " ®([dO,Ad3)+x,4 ®(dI, Adx,)

+1®(db, Ad4,)+x,%, ®(dI, Adx,).

A" (dIAdO)=(x,' ®d 3 +¢°9 ®dx, +x,” ®dY +¢°9, ®dx,)(x, ®dH, +x,®d6,)

=1®(d 3 Adb)+q*9x, ®(dx, Adf)+x,"'x, ®(Y, Adb)
+¢°%x, ®(dx, AdB)+x,'x,®(dG AdO,)+q*Ix, ®(dx, AdE,)
+1®(d 3 AdO,)+q % x, ®(dx, Ad8,).

(4.9) bagmtilar kullanilarak A*(d@Ad&)=A"(d9Ad0O) esitliginden;

dx, AdO, =¢°d0, Adx,,
dx, Ad6, = ¢°d6 Adx,,
do Ad§, =dg Adb,
do, Ad3g =d§ Adb,,

elde edilir. Benzer islemler (3.14) teki diger bagintilara uygulanarak (4.18) bagmtilarinin
yedi tanesi elde edilir. Geri kalan iki bagintinin elde edilmesi, (4.16) daki ilgili bagintilara

d operatoriiniin uygulanmasiyla elde edilir. Bir tanesini gosterelim,;

6,d6,-d6,6, = 0= d(6,d0,-d6,6,) =0

=d6, Ad6, +q0,d°6, - d°60,0,— ¢°d6, Ad6,

=d6, AdB, +d%0,0,+(¢° —1)d6, Ad6, —d°6,0, — g*d6, A d6,
= ¢°d6, AdB, —¢>d6, A d6

=0,

oldugundan dé&, Ad6@, =db, Adg, elde edilir. [ ]
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Koordinat fonksiyonlariyla onlarin ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki

degisim bagmtilarm1 bulmak igin A" sol- kovaryant doniisiimiiniin, koordinat

fonksiyonlarmin ikinci mertebe diferansiyellerine etkisini tantmlamak gerekir.

Tanim 4.4.4

A" sol- kovaryant doniisiimiiniin koordinat fonksiyonlarmin ikinci mertebe

diferansiyellerine etkisi agagidaki gibidir:

A" (d*x)=x, ®d’ x, +x,®d’ x,,
A (d*0)=x,®d’ 6 +x,®d*4,,
A H=x"®0d"§+q3 ®d* x,+x," ®d’ 9, +q4 ®d’ x,.

Teorem 4.4.3

Toplam vektorlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlar1 ile onlarin ikinci

mertebe diferansiyelleri arasindaki degisim bagintilar1 asagidaki sekildedir:

x,d’x, = qd’x,x, +(g° —1)dx, Adx,,

x,d’x, = qd’x,x, +(q° —1)dx, Adx,,

x,d*0, = ¢°d*0,x, + (¢° —1)dx, Ad6,,

x,d*6, = ¢°d*0x, + (¢° —1)dx, Ad6,

x,d*9 =qd*4x, +(g-Dd’x 4, +(¢> —1)dx, AdI,,
x,d*3 = qd*9x, + (g -1d’x,8 +(¢> —1)dx, Ad S,
04’0, = ¢q°d*0,6,+ (¢ —q*)d6, Adé,,

0,d°0, = ¢°d’60,0, + (¢ —q°)do, Ad6,

0,d’x, =d’x,0,+(q° —q)d*Ox, + (¢ —q*)d6, A dx,,
0,d’x, =d’x,0, +(¢° —q)d*0,x, + (¢ —q*)d 6, A dx,,
04’8, =d*4,6,+(q* —q)d°6,%, +(g—q°)dg, AdY,,
0,d°3 =d*46, +(¢* —q)d°0,9 +(q—q°)d, nd 3,
4d’x, = ¢’d’x, 9 +(1-¢q)d 4 Adx,,

4,d°x, = ¢’d’x 9, +(1-q)d 4, Adx,,

8d°0, = qd’0,9 +(1-q)d 3 ~db,,

$,d°0, = qd’6,9, +(1-q)d 3, Ad6, (4.19)
8d°9, =d’°9,3 +(1-q)d 3 ~d4,,

44’9 =d’93 +(1-q)d3 Ad3.
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Ispat:
(4.19) bagintilar iki farkli yontem ile elde edilebilir:

Bunlardan birincisi (4.16) bagintilarina d dis diferansiyel operatoriinii uygulamak ve

ortaya ¢ikan sonuglari diizenlerken (4.18) bagintilarindan yararlanmaktir. Diger yontem
ise (3.15) te yer alan bagmtilara A* sol- kovaryant déniisiimiinii uygulamaktir. Iki

yontemle de ayn1 sonuglar ortaya ¢ikacaktir.

(4.16) daki xd& =qd%x +(g-Ddx3 ve x,dY =qd3x,+(g-1dx,4
bagintilarina d dis diferansiyel operatorii uygulanarak;
x,d&, =qd4x +(g-Ddx, 4,

= d[x,d&, —qd 9 x, —(qg-1)dx,3]=0

= dx, Ad&, +x,d°% —qd’ I x, —qd 3, Adx, — (g -Dd’x % —(¢° —q)dx, Ad&, =0
= x,d’ 9, —qd’4x, —(¢-1)d’x, 9, —(¢° —1)dx, Ad g, =0

= x,d’ 9, =qd’9x, + (g -1)d’x, 3 +(¢° —1dx, Ad 3,

ve
x,d4 =qddx, +(¢g-Ddx,3

= d[x,d3 —¢qd3x, —(qg—-1)dx,9]=0

= dx, Add +x,d°3 —qd’3x, —qd 3 Adx, —(g-Dd’x,4 —(¢° —q)dx, Ad& =0
= x,d*9 —qd’8x, —(¢-1)d’x,9 —(¢° —1)dx, Ad g =0

= x,d’9 =qd’9x, +(g-1)d’x,3 +(¢° —1dx, Ad 3,

elde edilir.

(3.15) te yer alan xd*9=qd*9x+(q¢—1)d’x3+(¢*> —1)dx, Ad$, bagntisina A*

sol- kovaryant doniisiimii uygulanarak;
A" (xd*9)=(x,®x, +x,®x)(x, ®d* 3 +¢4 ®d*x, +x," ®d* Y, +¢9, ®d’ x,)

=1®xd* 3 +gx,3 ®x, d’ x, +xx,” ®x,d* 4 +gx 3 ®x,d’ x,
+x,x " ®x,d* 3 +gx,3 ®x, d’ x, +1®x,d* 3 +gx,9, ®x,d’ x,.
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A'[qd*9x + (g —1)d*x3+(g” —=1)dx, Ad Y, ]

=q(x' ®d* 3 +q3 ®d’ x, +x, ®d* &} +¢4 ®d’* x,)(x, ®x, +x, ®x,)
Hg-D(x, ®d* x,+x,®d* x,)(x, ®F +3 ®x, +x, ®F +3 ®x,)

+q® =D(x, ®dx, +x,®dx,)(x, ®dY +¢°4 ®dx, +x,” ®dE +¢°% ®dx,)
=q(1®d* $x, +qdx, ®d’ x,x, +x,”'x, ®d> I x, + g4x, ®d’ x,x,

+x, %, ®d* Gx, +qdx, ®d’ x,x, +1®d* $ x, + g9 x, ®d’ x,x,)

+g-DA®d* x4 +gx, 3 ®d’ x,x, +x,x,” ®d* x,$ +qx, 4, ®d* x,x,

+x,x7" ®d* 1,4 +¢x,3 ®d* x,x, +1®d* x,4, +qx,% ®d’ x,x,)

+Hg* -DI®(dx, Ad3)+gx, 3 ®(dx, Adx)+xx,” ®(dx, AdS)

+gx,%, @ (dx; Adx,)+x,x, ®(dx, Add)+gx,3 ®(dx, Adx,)

+1®(dx, Ad3)+gx,% ®(dx, Adx,)],

elde edilir. A*(xd>9) = A'[qd’%x + (g —1)d*x3+ (¢ —)dx, Ad 9] esitligi (4.9) ve (4.18)

bagintilar1 kullanilarak diizenlenirse,

xd* 4, =qd’4x, +(g-1)d’x, 4, +(¢° —)dx, AdS,,
x,d*3 = qd*9x, +(g-Dd*x,4 +(q° —1)dx, AdS,

elde edilir. Benzer sekilde iki yontemle de (4.19) daki bagmntilarin tiimii elde edilir. [

Teorem 4.4.4

Toplam vektorlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlarmin birinci mertebe
diferansiyelleri ile onlarin ikinci mertebe diferansiyelleri arasindaki degisim bagintilar

asagidaki sekildedir:

dx, Ad’x, = qd’x, Adx,,

dx, Ad’x, = qd’x, Adx,,

dx, Ad’0, = qd*0, Adx, +(q—q°)d’x, Ad6,,
dx, Ad’6, = qd’ 0, Adx, +(q—q°)d’x, AdE,,
dx, Ad*4, =qd* 3 Adx,,

dx, Ad*4 =qd*3 Adx,,

do, ~nd’0, =d’0, nd6,

do, nd*6,=d°6, nd0,,

do And’x, = qd’x, AdE,

dé, nd’x, = gd’x, Ad6,,
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do ~nd*$ =d*9, Adb,

do, nd’3 =d*4 ~db,,

dd Ad’x, =d’x, Ad§ +(¢° —1)d*3 Adx,,
d& Ad’x, =d’x, Ad&, +(q° —1)d* S, Adx,,
d3 Ad’0,=d’0, Ad3 +(¢° -1)d*3 Ad6,,
d Ad’0 =d’0, Ad 3 +(q° -1)d* 3 AdE,
d3 Ad’Y, =¢°d’$, Ad S,

d Ad*Y =q¢’°d*9 ~dd,.

(4.20)

Ispat:

Onceki ispatta (4.19) bagintilarini elde etmek igin iki farkli yontem kullamild:
fakat bu ispatta (4.20) bagintilarin1 elde etmek i¢in dis diferansiyel operatoriintin (4.19)

bagmtilarina uygulanmasimin tutarli bir sonu¢ vermedigi goriildii. Ispat igin A" sol-

kovaryant doniisiimiinden yararlanildi.
A'(dIAd*9)

=(x,'®dY +¢°4 ®dx, +x," ®dY, +¢°% ®dx,)
(x,' ®d* 4 +q4®d’ x, +x,” ®d* 4 +q¢$ ®d’ x,)
=x%" @I A 3)+¢° 9% ®dx, Ad> F)+x,'x, " @I Ad*S)
+¢° 9% ®(dx, Ad* 3)+qx, '3 ®AI Ad’>x)+¢° 93 ®(dx, Ad’ x,)
+qx, ' 3 @I Ad*x)+¢* %3 ®(dx, Ad*x)+x, 'x, ®(AG Ad* &)
+¢° 9%, ®dx, Ad* %) +x,'x, " @G Ad* F)+q°%x,” ®dx, Ad> G
+qx,9, ® (A4 Ad’ x)+ 984 ®(dx, Ad’ x,)+gx,' 4 ®(dS Ad’ x,)
+q%%, ®(dx, Ad’ x,).

A (g*d*9Ad )
=q’(x,' ®d* 3 +q3 ®d’ x, +x, ®d* 4 +¢04, ®d’ x,)
(x,'®d3 +¢°9 ®dx, +x,” ®d I +¢°4, ®dx,)
=q’[x %" ® I AdG)+qx, '3 ®(d* G Adx)+xx,” ®(d* I AdI)
+qx, 9, ®(d* G Adx,)+g8x " ®(d*x, Ad&)+g88 ®(d* x, Adx,)
+q9x,” ®(d* x, Ad3)+q3 3 ®(d* x, Adx,)+x, %, ®(d* I, AdS)
+qx, '3 (> Adx)+x, %, @A AdS)+gx, 4 ®(* Y Adx,)
+qx," ®(d* x, Add)+¢9,3 ®(d* x, Adx)+qx,” ®(d*x, AdS)
+q%%, ®(d* x, Adx,)].
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A'(dIAd*9) = A (g*d*9 AdY) esitliginde uygun yerlerde (4.9) bagintilar1 kullanilirsa;
dg Ad*$=¢>d* 4 Ad4,
dg, Ad’3=¢>d’ 9 ~d S,

elde edilir.

A" sol- kovaryant doniisiimii (3.16) da yer alan ilgili diger bagmtilara

uygulandiginda (4.20) bagintilarinin geri kalanlart elde edilir. [
Teorem 4.4.5

Toplam vektorlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlarmin ikinci mertebe

diferansiyellerinin kendi aralarindaki degisim bagintilar1 asagidaki sekildedir:

d’x, Ad’x, =d’x, Ad’x,,

d’x, Ad*0, =d°0, nd’x,,

d’x, nd’6, =d’6, Ad’x,,

d’x, Ad*8, =¢’d* 9 Ad’x,,

d’x, nd*8 =¢’d* 3 Ad’x,, (4.21)
4’0, ~d’0, =d’6, nd’6,

4’0, ~nd*3, =qd*$ ~d’6,

d’0, nd*3 =qd’3 ~d’0,,

d’9 ~d’9 =d’9, Ad*S.

Ispat:

d dis diferansiyel operatorii, (4.20) bagintilarina uygulanarak (4.21) numaral

bagintilar kolayca elde edilir.

dx, Ad’x, = qd’x, Adyx,

= d(dx, Ad’x, —gd’x, Adx,) =0

= d’x, Ad’x, +qdx, Ad’x, —qd’x, Adx, —d’x, Ad’x, =0
= =

2 2 2 2
=dx, Adx,=dx, Adx,,

ve
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dx, Ad*8, = qd*0, Adx, +(q—q°)d’x, Ad6,
= d(dx, Ad*0, —qd’0, Adx, — (g —¢°)d’x, AdB,) =0
= d’x, Ad’0, +qdx, Aﬁ%—qi&Adxl —qd’0, nd’x,
=0 =0
~(q-q")d'x, AdO, ~(q-¢")g’d"x, A d’6,
=

= d’x, Ad’0, =d°0, nd’x,,

elde edilir. Benzer sekilde (4.21) numarali bagmtilarn kalam da elde edilir. Ayrica, A*
sol- kovaryant doniisimii (3.17) deki ilgili bagintilara uygulandiginda da (4.21)

bagintilarin1 elde etmek miimkiindiir. [
Tamim 4.4.5

Woronowicz (1989)’da; Cartan-Maurer 1-formlari, A , es-carpim doniisiimiiniin

A’nin lireteglerine etkisi kullanilarak su sekilde tanimlanmaistir:

w =,uo(SA®d)oAA(x),xeA.

X

Bu tanim yardimiyla toplam vektoriiniin bilegenleri i¢in Cartan-Maurer 1-formlari

asagidaki sekilde tanimlanir:

w, = x; 'dx,,
w, = ledxza
=x,'do,
Ve = (4.22)
W, = =x,'da,,
wy =—8dx, + x,dd,
wy =—8dx, +x,dJ,.
Bu durumda;
wo=w,oEw,,
Wy =Wy +W, (4.23)

Wy =Wy + Wy,

oldugu kolayca gosterilebilir.
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Teorem 4.4.6

Toplam vektorlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlari ile onlarin Cartan-
Maurer 1-formlar arasindaki degisim bagintilar1 agsagidaki sekildedir:

MW, =qW, X,

XoW, = gqW, Xy,

X Wy, = qzwelea

Xy Wg, = qzwelxza

XWy, = qW, Xy,

X, Wy =qWe X, ,

Ow, =q'w, 0 +(g—Dw,x,

o,w, = qzwxl 0,+(q— I)Wez X2s

O Wy, = qw,, 0,

szgl =qw, 0,,

Ow,, =w, 6,

O,wg =wy0,,

9w, =q'w, 9,

‘92le = qzwxl 9,

‘91""492 = anz‘gla

Sw, =qw, %, (4.24)

‘91W92 = qw9291 +(q-¢*)9,dx, 8,
Gwy =qwy % +(q ~¢")9dx 3.

Ow,, =q’w, 0, +(q—1)w, x, oldugunu ispat edelim:
01Wx2 = Hlxz_ldxz

= gx, Odx,

=¢’x;'dx,0, + (g —1)x;'d6,x,
=q’'w, 0, +(q" ~ 9)x;,'x,d6
=q’w, 0, +(q-Dx"d6x"

= qzwle91 +(q— l)wglxl’l.
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Burada (4.9) ve (4.16) bagmtilarindan yararlanilmistir. Benzer sekilde (4.24) teki

diger bagintilarin da saglandig1 gosterilebilir. [
Teorem 4.4.7

Cartan-Maurer 1-formlarinin kendi aralarindaki degisim bagintilar1 asagidaki
sekildedir:

W, AW, =W, AW,

W, AW, =qWy AW, ,

W, AW, =qWy AW, ,

W, AWy =qWy AW, ,

W, AWy =qWg AW, , (4.25)
Wy AWy =W, AW,

Wy AWy =Wy AW,

Wy, AWy =Wy AW, ,

Wy AWy =Wy AW,.
Ispat:
(4.9),(4.16) ve (4.18) bagintilar1 kullanilarak;

-l -1
w, AW, =x dxx, db,

= x, 'dx,x,'dé,
=gx;'x;,'dx, Ad6,
=qx,'x;'d6, Adx,
=x,'d&,x; 'dx,

=Wy AW, ,

elde edilir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilir. [
Teorem 4.4.8

Toplam vektorlerinin bilesenleri olan koordinat fonksiyonlarmin kismi tiirevleri

ile koordinat fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar asagidaki sekildedir:

0,% =q+qx,0, +(¢g—130,,
0.5 =q" +qxd, +(q-190, .
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axl 92 = QZHZaxl ’

axzel = q2916x2 >
axl l92 = 326.‘61 b
axz l91 = '916)(2 2

601x2 = qzxz&g1 ,

602 X, = qleéez ,

0460, =q+q6,0, +(q—1)(x,0, +%,04),
0,6, = g’ + 96,0, +(g—1D(x,0, +80,),
05 % = q2,92691,

05,3 = q2191692,

0g%, = qx,0,,
Og X, =qx,0y ,
040, = qzﬁzéa,

046, = q26’1892,

04% =q+q9%0,, (4.26)
0y = q +q80, .
Ispat:

0 x=(0, +0,)(x +x,)

=0,x5+0,x,+0, x+0, X,

=1+gx0, +(¢g-1D80, +q+gx,0, +(¢-1%0,

+q° + gx,0, +(g—1D80, +1+gx,0, +(g—D&0,

=14+q(x +x,)(@, +0,)+(q-D(S + &)@, +0,)

=1+gx0, +(q -1)50,,
olup (3.21) deki 0 x =1+¢gx0_ +(q—1)80, bagmtisiyla uyumlu oldugu goriiliir. (4.26)
daki diger bagintilarin dogru oldugu benzer sekilde gosterilebilir. [

Teorem 4.4.9

Kismi tiirevlerin kendi aralarindaki bagintilar asagidaki sekildedir:

0,0, =0,0

Xy X

axl 86’2 = qzaé’z axl s
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0,0, = qzaalaXZ,

8)‘1892 = agzaxl ,
axza‘ﬂ = a‘ﬂaxz ?
0404, =404,y (427)

0,0, =q0,0, .
0,05 =40,0, .
0,0, =q0,0,.

Ispat:
0, =0, 0} =0 bagmtilar1 kullanilarak sirastyla
05,04, =G0, 04, 030, =q0,0,,

elde edilir.

0, dzqzdﬁx1 esitligi kullanilarak yapilan uzun islemler sonucu

elde edilir. Geri kalan bagintilar da benzer sekilde elde edilir. [
Teorem 4.4.10

Kismi tiirevler ile koordinat fonksiyonlarmin birinci mertebe diferansiyelleri

arasindaki degisim bagintilar1 asagidaki sekildedir:

0, dv, = ¢*dv,d, +(¢* ~1)d6,0,,
0, dx, = ¢*dxd, +(g-1)d60,,
0,d6, =qd6,0,
0,d6,=qd6o,
0,d9,=¢*d90, ,

0,d% =¢*d30, ,

8,dx, = ¢*dx,0, ,

8, dx, = ¢*dxd, ,

0,46, =d6,0,,

0,46, =d6o,,

0,49, = ¢*d9,0,,
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0,9 = ¢*d 89, ,

0,dr, = ¢*dr,0,,

0, dx, = ¢*dxd,,

0,46, =d6,0,, (4.28)
0,d46,=d6o,,

0,49, =qd 40, +(¢-¢*)(dv,0, +d6,0,),

0,48, =qd 80, +(q-q*)dx 0, +da, ).

Ispat:

0,d9=(0, +0, )4 +d8)

=04d9 +04d9, +0,d3 +0,d8,

=qd 90, +(g—¢*)dx,0, +d6,)+qd %0, +(g—¢*)(dx,0, +d6,0,)

+qd 80, +(g—¢*)dx,0, +d60,)+qd 8,0, +(g—¢*)(dx,0, +d6,0,)
=q(dg +d )9, +892)+(q—q2)[(dx1 +dx,)(0, +0, )+(d6g +d6,)(0, +0, )]
=qd 90, +(q—¢*)(dxd, +déb,),

olup (3.23) teki 0,d%=¢qd 90, +(q—q*)(dxo, +d60,) bagntisiyla uyumludur. (4.28)

deki diger bagintilarin dogru oldugu benzer sekilde gosterilebilir. [
Teorem 4.4.11

Kismi tiirevler ile koordinat fonksiyonlarinin ikinci mertebe diferansiyelleri

arasindaki degisim bagintilar1 asagidaki sekildedir:

8de2)€2 = qzdz)cz@x1 + (q2 —l)dzé’zﬁgl ,
6x2d2x1 = qzdleﬁx2 +(q— 1)d291692 ,
8de292 = qdzﬁzﬁxl ,

8)62d291 = qd24918x2 ,

6de2n92 = qzdzgzﬁxl ,

8xzd2n9l = qzdz&‘l@x2 ,

8‘91d2)c2 = dzxzfié,l ,

ngdle = dz)clfig2 ,

8€ld292 = qd2028€1,
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aezdzé’l = qdzﬁlé192 ,

691d2192 = d2,92891,

85,2d2l91 = d2.9186,2 ,

agﬁdz)c2 = qzdzxzc?g1 ,

a%dle = qzdleég2 , (4.29)
%dzﬁz = qzdzﬁz% ,

a%dzﬁl = q2d26’1892 ,

aadzgz = q2d21928$ +(q° - q)dzxzaxl ,

832d2l9l = qzdzéﬁég2 +(q° - q)d2x18X2.

Ispat:
0,d’x = (Og +04 )(d?x, +d’x,)
= Ggldle +891d2x2 +892d2x1 +832d2x2
= qzdleﬁﬂ + qzdzxzﬁgl + qzdleﬁg2 4 qzdzxzﬁg2
=q’(d’x, + dzxz)(ﬁa +0,)
=q’d’x0,,

olup (3.24) teki 0,d’x = g’d’x0,bagintistyla uyumludur. (4.29) daki diger bagmtilarin

dogru oldugu benzer sekilde gosterilebilir. [
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alisma, temelde Z,-dereceli kuantum siiper uzaylar {izerine kurgulandi.
Z, -dereceli kuantum siiper uzaylarin elemanlart 3d kuantum siiper vektor olarak

adlandirild1 ve bu vektorlerin toplaminin da bir 3d kuantum siiper vektor olmasi igin
toplanan vektorlerin bilesenleri arasinda saglanmasi gereken sartlar ortaya kondu. Bu
sartlar1 saglayan temsili matrisler ortaya konularak elde edilen yap1 6rneklendirildi.
Elde edilen yapinin bir Hopf cebiri yapisina sahip oldugu gosterildi. Daha sonra,
koordinat fonksiyonlar1 olarak kabul edilen toplam vektoriiniin bilesenlerinin birinci
ve ikinci mertebe diferansiyelleri, Cartan-Maurer 1-formlar1 ve kismi tiirevleri
tanimlanarak bunlar arasindaki degisim bagintilar1 bulundu. Sonug¢ olarak, elde

edilen yapi i¢in bir diferansiyel geometri yapisi olusturuldu.'

Bu calismada elde edilen sonuglarm, ileriki caligmalara katki saglamasi

bakimindan 6nemli olmas1 beklenmektedir. Tezde elde edilen bagintilarin Z, -
dereceli kuantum siiper uzaya etki eden 3*3 boyutlu Z, -dereceli GL (2[1) kuantum

siiper grup yapisinin ve devaminda bu grup yapisinin diferansiyel geometrisinin

olusturulmasina katki saglamasi beklenmektedir.

! Bu galigmada elde edilen bulgular asagidaki sempozyumda bildiri olarak sunulmustur.

Aydm, 1. 2019. Addition of Z3 Graded Quantum Super Space Elements And Its Hopf Algebra.
Presented at the 4th International Symposium on Innovative Approaches in Engineering and Natural
Sciences, 22-24 Kasim 2019, Samsun.

Aydin, 1. 2019. A differential Calculus On The Addition of Z3 Graded Quantum Super Space
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