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Kisaltma

KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

Aciklama

Se(A)
Ng(A, F)

N§(A)
Ng ()

Ng (A, f)

Se(A)
N§(A,F)

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Istatistiksel yakinsak olan dizilerin uzay1

: Kuvvetli A-toplanabilir dizilerin uzayi

: F Orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli A-toplanabilir dizilerin uzay1

: f modliis fonksiyonuna gére kuvvetli A-toplanabilir dizilerin uzay1

: Kompleks terimli sinirhi dizilerin uzay1

: Reel terimli siirh istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi
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: F = (f;) modiiliis fonksiyonlarin bir dizisine gore lacunary kuvvetli A-
yakinsak dizilerin uzay1

. a. dereceden lacunary kuvvetli A- yakinsak dizilerin uzayi

: f modliis fonksiyonuna gore a. dereceden lacunary kuvvetli yakinsak
dizilerin uzay1

: f modlis fonksiyonuna gore a. dereceden lacunary kuvvetli A-
yakinsak dizilerin uzay1

. a. dereceden lacunary A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi

: F = (f;) modilus fonksiyonlarin bir dizisine gore a. dereceden

lacunary kuvvetli A- yakinsak dizilerin uzay1
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Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmustur. Birinci bliimde, konunun tarihi gegmisi verilmistir. ikinci
boliimde, temel tamim ve teoremler verilmistir. Uglinci boliimde, reel sayr dizilerinin istatistiksel
yakinsakligt incelenmistir. DOrdinci bolumde,  kuvvetli A —toplanabilirlik ve A —istatistiksel
yakinsaklik ve onlarla ilgili kavramlar incelenmistir. Besinci boliimde, bir modilise gore lacunary
kuvvetli A —yakinsaklik ve lacunary A —istatistiksel yakinsaklik arasindaki bazi iligkiler incelenmistir.
Altiner boliimde, modiiliis fonksiyonlarinin bir dizisine gore lacunary kuvvetli A-yakinsaklik ve lacunary
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1.GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast (1951) tarafindan tanimlandi. Istatistiksel
yakinsaklik daha sonra Connor (1988), Fridy (1985), Salat (1980) ve Schoenberg (1959)
tarafindan ¢alisilmistir. Son zamanlarda istatistiksel yakinsaklik Kolk (1991), Colak
(2010), Colak ve Altin (2013), Et (2014), Et ve ark., (2013), Isik (2004) ve daha birgok
kisi tarafindan g¢alisildi. Lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ise Fridy ve Orhan
(1993) tarafindan ve modiiliis fonksiyonu kavrami Nakano (1953) tarafindan verildi.
Daha sonra lacunary istatistiksel yakinsaklik Bilgin (2001), Bilgin (2004), Savas (2013),
Sengiil ve Et (2014) gibi bir¢ok yazar tarafindan ¢aligildi. Connor (1989), Esi (1996),
Kolk (1993), Maddox (1986), Maddox (1987), Oztiirk ve Bilgin (1994), Pehlivan ve
Fisher (1994), Ruckle (1973) ve digerleri, dizi uzaylar1 olusturmak i¢in bir modiiliis
fonksiyonu kullandi. Bu ¢alismada da A bir negatif olmayan reguler matris toplanabilir
metodu olmak Uzere Orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli A —toplanabilirlik, A = (a;;)
kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi olmak {izere bir modiiliis fonksiyonuna gore
lacunary kuvvetli A —yakinsaklik, lacunary A —istatistiksel yakinsaklik ve modiiliis
fonksiyonunun bir dizisine gore lacunary kuvvetli A —yakinsaklik, lacunary
A —istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 verilmistir. Ayrica 0 < o < 1 olmak Uzere bir
modulus fonksiyonuna gore «. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve a.
dereceden lacunary A —istatistiksel yakinsaklik kavramlariyla birlikte modulls
fonksiyonlarinin bir dizisine gore «. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve a.
dereceden lacunary A —istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanimlanmistir. Bu

kavramlar arasindaki iliskiler incelenmistir.






2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 2.1.

X # @ bir climle ve K reel veya karmasik sayilarin bir cismi olmak tzere
+HXXX-X
G KXX - X
fonksiyonlar: asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X cimlesine K cismi Gzerinde bir vektor
uzayi1 (lineer uzay) denir. Her x,y,z € X ve A,u € K igin
Dx+y=y+x,
iNx+y)+z=x+(y+2),
i) x + 6 = x olacak sekilde bir 6 vardir,
iv) x + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) vardir,
V) 1.x = x,
Vi) A(x +y) = Ax + Ay,
vii) (A + w)x = Ax + ux,
viii) A(ux) = (Au)x (Maddox, 1970).
Tanim 2.2.

X, K cismi lzerinde bir lineer uzay olsun.
I-1:X - R

x = |||l

dontlisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, ||.]|) ikilisine de
bir normlu uzay denir. Vx,y € X igin
i) [lx]l = 0,
i) |lx]l =0 x=20,
i) [[ax|| = |al|lx]|, « € K,
iv) llx + yll < [lxll + [yl
dir. Burada K = R alimirsa(X, ||. ||) ikilisine reel normlu uzay denir (Kreyszig, 1978).
Tanim 2.3.

R bos olmayan bir kiime ve R Uzerinde "+" ve "x" ikili islemleri tanimlanmig
olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa (R, +,*) cebirsel yapisina halka denir.
1) (R,+) bir degismeli grup,

ii) Her a,b,c € R igin (a*b) xc =a* (b *c),



iii) Her a,b,c e R icinax(b+c)=axb+axcve (a+b)*c=axc+bx*c dir
(D6nmez, 2001).
Tamm 2.4.

R birimli bir halka, halkanin sifir eleman1 0 ve halkanin birimi 1 olmak iizere 0 # 1
olsun. Eger R nin sifirdan farkli her elemani tersinir ise R ye bir boliim halkas1 denir.
Degismeli bir boliim halkasina cisim denir (Dénmez, 2001).

Tanim 2.5.

)@ +1cC R,

i) Va,b €l icina—>b €,

li)Va€el,Vr € Riginar € I(ra € ),

oluyorsa I ya R halkasinin ideali denir (Donmez, 2001).
Tanim 2.6.

(X, |I- 1D bir normlu uzay ve x = (x,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 igin Vn > n, iken ||x, — x|| < & olacak sekilde bir ny, = ny(e) dogal sayisi
varsa x = (x,) dizisi x e yakinsaktir denir. x = (x,) dizisi x e yakinsak ise
lim,,_,, X, = x veya x,, = x seklinde yazilir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.7.

(X, |I- 1D bir normlu uzay ve x = (x,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0 igin
vm,n>n, iken ||x,, — x,|| < € olacak sekilde bir ny, = ny(e) dogal sayisi varsa
x = (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.8.
(X, |I-1D) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya tam

normlu uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir (Kreyszig, 1978).

Tanm 2.9.
(X, 1I.1D normlu uzay olsun. X iizerinde siirli tiim lineer fonksiyonellerin ciimlesi
|f ()]
If1l = sup—=—== sup |f(x)| (2.1)
xeX ||x|| xeX
x#0 llxll=1

normu ile normlu uzay olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzayi denir ve X' ile
gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tamm 2.10.

Reel veya karmagik terimli tiim dizilerin climlesini w ile gosterelim. x = (xy),

y = (yi) ve a bir skaler olmak lizere, w



x+y =X+ yi)

ax = (axy) (2.2)
seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir
dizi uzayi denir (Goes ve Goes, 1970).

Tamm 2.11.

(ar)g karmasik sayilarm bir dizisi olsun.

n

] 1
r%l—{gon+1zak_l’ (2.3)

k=0

limiti mevcut ise (ay)q dizisi L ye Cesaro yakinsaktir denir. Bu sekilde yakinsak olan
dizilerin uzay1 (C, 1) olarak gosterilir (Powell ve Sham, 1972).
Tanim 2.12.

X € w Ve p pozitif reel say1 olsun.

n
1
lim—Zka —LP=0 (2.4)
=]

olacak sekilde bir L karmasik sayist varsa x dizisi L sayisina kuvvetli p —Cesaro
toplanabilirdir denir (Connor, 1988)
Tamm 2.13.

I, R de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olmak Uzere her x,y € I ve ae[0,1]
icin,
flax+ (1 -a)y) <af(x) + (1 -a)f(y) (2.5)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecaric ve ark., 1992).
Tamm 2.14.

K, N nin bir alt ctimlesi ve K, = {k < n:k € K} olsun. Eger §(K) = lim,, "2 limit
mevcut ise §(K) sayisina K ciimlesinin dogal yogunlugu denir (Powell ve Sham, 1972).
Eger x = (x;) dogal yogunlugu sifir olan bir ciimle hari¢ her k igin bir P 6zelligini
saglayacak sekilde olan bir dizi ise, x; hemen hemen her k igin P 6zelligini sagliyor

denir ve kisaca h.h.k. seklinde gosterilir.

Tanim 2.15.
Her & > 0 igin
1
lim Zl{k <n:lx,—Ll=¢}=0 (2.6)
n—>oo



olacak sekilde bir L sayis1 varsa yani h.h.k igin |x; — L| < € ise x = (x) dizisi L ye
istatistiksel yakisaktir denir. Istatistiksel yakinsak olan biitiin dizilerin ciimlesi S ile

gosterilir. x in L ye istatistiksel yakinsak olmasi durumu limy,_,, stat x, = L, x = L
sta

ve x;, — L(S) ifadelerinden hehangi biriyle goserilir (Fridy, 1985).
Tamim 2.16.
Eger her € > 0 igin

1
lim ;l{k <n:lx,—x,l =€} =0 (2.7)
n—00

yani h.h.k icin |x;, — x,,| < € olacak sekilde bir m = m(¢) dogal sayis1 varsa x = (xy)
dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985).
Tamm 2.17.

A = (au), (k,n=1,2,...,n) sonsuz bir matris olmak tzere verilen bir x = (x,)
dizisi ve bu x dizisinin A = ((Ax),) doniisim dizisi i¢in lim, x, = L oldugunda
lim,,(Ax),, = L kosulu gergekleniyorsa, bu durumda A matrisine regller matris denir
(Hardy, 1949).

Tamm 2.18.
F : [0, 00) — [0, o) olsun.
HFO =0,
(i) x > 0i¢in F(x) > 0,
(iii) x = oo igin F(x) — oo,
(iv) F surekli ve azalmayan,
(v) F konveks,
kosullarin1 saglayan F fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir. F Orlicz fonksiyonunun
tanimindaki  konvekslik sart1 yerine F(x+y) < F(x)+ F(y) alirsak bu F
fonksiyonuna modulls fonksiyonu denir (Krasnoselskii ve Ruttsky, 1961).
Tanim 2.19.

Eger, F(2u) < HF(u), (u = 0) olacak sckilde H > 0 sayisi bulunabiliyorsa F
Orlicz fonksiyonuna her u degeri igin 4, — kosulunu saglar denir. 4, —kosulu, t > 1 ve
her u degeri i¢in F(tu) < HtF (u) esitsizliginin ger¢eklenmesine denktir (Krasnoselskii
ve Ruttsky, 1961).



Teorem 2.20.

f bir modulis ve 0 <& <1 olsun. |lu|l =& icin f(llul)) <2f(1)& Y ull dur
(Pehlivan ve Fisher, 1995).
Tanim 2.21.

A = (a;;) karmasik sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. Eger Vi igin
A; (X) = Yp=q aiXr yakinsak ise Ax = (4; (x)) seklinde yazilir (Bilgin, 2001).
Tanim 2.22.

0<t<1ligin
(1, 0sy<t
xt(y)—{ol t<y=<1 (2.8)

sarttn1 saglayan y, fonksiyonuna [0,t] araliginin karakteristik fonksiyonu denir.
(Maddox, 1970)






3.REEL SAYI DIiZIiLERININ iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde reel sayr dizilerin istatistiksel yakinsakligi ve simirli istatistiksel
yakinsakligr ile ilgili bazi sonuglar verilmistir.
Lemma 3.1.

x, = L(S) olmas igin gerek ve yeter kosul §(K) =1 ve lim,_,o, x;, = L olacak
sekilde K = {k; < k, < -+ < k, < ---} © N climlesinin var olmasidir (Salat, 1980).
Ispat.

Keyfi bir & sayisi verilmis olsun. lim,_q x;, =L oldugundan Vn > n, igin
|xkn — L| < ¢ olacak sekilde bir ny € N vardir. A, = {n € N: |x,, — L| > &} olsun.
|xkn - L| < ¢ oldugundan A, c N — {kn0+1, kny+2s } ve sag taraftaki ciimlenin
asimptotik yogunlugu sifirdir. Boylece §(A,) = 0 olup x;, — L(S) dir.

Simdi de x, — L(S) olsun. K; = {n EN:|x, —L| < %} (G =123,..) secelim,

Istatistiksel yakinsakligin tanimma gore & (K]) =1 (j=123,..) dir. K; nin
tammindan K; D K, DD K; D Kj,q D+ Ve 5(1(]) =1 oldugu aciktir. v,€ekK;
olacak sekilde keyfi bir v; sayist secelim. & (K]) =1 (j=123,..) olduguna gore
n = v, igin v, > v, olacak sekilde v, € K, var olup KZT(n) > %dir. 6(1(]) = 1 olduguna

gre n = w3 igin v; > v, olacak sekilde v; € K5 var olup K3T(n) > 2 diir. Bu sekilde

devam edilerek pozitif tamsayilarin v; < v, < - <v; < - olacak sekilde bir v; €

Kj(n)
n

K;(j = 1,2 ...) dizisini olusturabiliriz ve her bir n = v; i¢in > ];—1 dir. K clmlesi
yukarida tamimladigimiz gibi olsun. (1, v;) aralifindaki her bir dogal say1 K ya ait,
bununla birlikte (vj, vj+1) araligindaki her bir dogal saymin K ya ait olmasi igin gerek
ve yeter sart (vj,vj+1) araligindaki her bir dogal saymnm K;(j =1,2,3,..) Ve ait
olmasidir. v; < n < vj;, arah@indaki her n i¢in K; D K; D+ D K; DKj 1 D+ Ve

50 S ]];1 olduguna gore % > K’T(n) > ];—1 elde edilir. Buradan da 6(K) = 1 oldugu

aciktir. € > 0 olsun. Bir j sayisi secelim dyle ki % <even€Kiginn=wv; olsun. O
zaman 0oyle bir £ > j vardir ki v, <n < vy, dir. K nin tanimimna dayanarak n € K,

. 1 1 .
olup bdylece |x, —L| < 7S A < ¢ olur. Hern € K, n > v; igin |x, — L| < £ olup,



yani limy_ x; = L dir.
Lemma 3.2.
X = L1(S), yx = Ly(S) ve c bir reel say1 olsun. Bu takdirde
) (e + yi) = (L1 + L2)(S),
i) (cxx) = (cL1)(S) dir (Salat, 1980).

3.1. Reel Sayilari Simirh Istatistiksel Yakinsakhg

Teorem 3.1.1.

m, reel sayilarin biitiin siirh istatistiksel yakinsak dizilerin climlesini gostersin. m
cuimlesi, m lineer normlu uzaymin kapali lineer alt uzayidir (Salat, 1980).
Ispat.

x™Memy, (n=12,..)vex™ — x €molsun. x € m, oldugunu gosterecegiz.

Her n icin kabuliimiize gore reel sayilarn bir dizisi (a,,) vardir ki x™ - a,(§) (n =

1,2,...) dir, yani x™ = (5,5”)) ise £ > 4, (S) (n=12,..) dr.
k=1
Asagidakileri ispatlamaliyiz.
a) (ap)n=, dizisi (reel sayilarin), a reel sayisina yakinsaktir.
b) x - a(S) (Yanix = (&)r=q, olmak Uzere & — a(S)) dir.
a) mn ispati: (x(")):lo:ldizisi, m nin elemanlarinin yakinsak bir dizisi oldugundan,

€ > 0 ve her bir j ve n > ng icin ||x(j) —x(")” <§ olacak sekilde n, € N vardir.

Lemma 3.1 e gire 4;, A, C N ciimleleri vardir ki §(4;) = 5(4,) = 1ve lim ¢ = a;,

kEA]'
; n _ ;
Iél_)rg $p . = aydir.
keAy

Aj N Ay, cimlesinin asimptotik yogunlugu 1 oldugundan sonsuz ciimledir.

k € A; N A, secebiliriz dyle ki |€,Ej) — aj| <§ , |f,£") — an| <§ dur.

[x9 = x™|| < § ve |€,En) — aj| <§ : |€,En) — an| <§ oldugundan her j, n > n, icin
la; — an| < |a; — 7| + |6 — 67| + |6 —an| <S+Z+i=e

(ar)p=, dizisine yakinsaklik i¢in Cauchy sarti uygulanirsa a reel sayisina yakinsak

10



olmak zorunda olup a = Igimak dir.
b) nin ispati : n > 0 olsun. §(4) = 1 olacak sekilde A © N ciimlesinin var oldugunu
ispatlamak yeterlidir ve her bir ke A icin |& — a| < 7 esitsizligi saglanir. x&) — x

oldugundan p € N vardir ki ||x(p) — x|| < gdir. Bu yolla bir p sayisi segebiliriz ve

|ap — a| < g esitsizligi saglanir.

xP) a,(S) oldugundan bir A © N ciimlesi vardir ki 6(A) = 1 ve her bir k € A igin
®) LT n n ®) n =

|fkp - ap| < dur. |x® - x|| < 3 la, —al < 3 Ve |§kp - ap| <3 oldugundan

her bir k € A icin 1§, — al < |& — &7| + |67 — ap| + |a, —a| <2+ 2+ =1 d.
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4 KUVVETLI A —-TOPLANABILIRLIK VE A —ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Tamm 4.1.
A = (ay) negatif olmayan regller matris toplanabilirlik metodu olsun. e btin

terimleri 1 olan diziyi gostermek (izere

Wy(A) = {x Ew: limz Anic|xx | = 0}
n

k=1

ve

W) ={x ew: x—Le € Wy(A) en az bir L icin}

seklinde tanimlansin. Eger x € W (A) ise x dizisi L sayisina kuvvetli A —toplanabilirdir
denir (Demirci, 1996).

Tanim 4.2.

K pozitif tamsayilarin bir alt cimlesi, e butln terimleri 1 olan dizi olsun ve € > 0
verilsin. K(x; &) = {k € N : |x;| > e} ifadesinin karakteristik fonksiyonunu yg s ile
gosterelim. Her € > 0 i¢in yg(x—re;e) € Wo(A) ise x dizisi L sayisina A — istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu durumda x — L(S(4)) ve SA) ={xew: x-
L(AS) en az bir L igin} yazilir (Connor, 1989; Kolk, 1991).

Connor (1989) ve Kolk (1991) tarafindan verilen, bir modiiliis fonksiyonuna gore
kuvvetli A —toplanabilme tanimina benzer olarak bir F Orlicz fonksiyonuna gore
kuvvetli A — toplanabilme tanimini verebiliriz.

Tanim 4.3.
F Dbir Orlicz fonksiyonu ve A = (a,,) negatif olmayan reguler bir toplanabilirlik

metodu olacak sekilde

Wy(A, F) = {x EW: limz an F(x]) = 0}
n

k=1

ve
W(A,F)={xew:x—Le € Wy(A4,F) enaz bir L icin}
dizi uzaylarim1 tanimlayalim. Eger x € W(A,F) ise x dizisi L sayisina F Orlicz

fonksiyonuna goére kuvvetli A — toplanabilirdir denir.
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A, —kosulunu saglayan bir Orlicz fonksiyonu i¢in W,(4A) € Wy(A,F) ve W(A) <
W (A, F) dir (Demirci, 1996).
Lemma 4.4.

F, A, —kosulunu saglayan bir Orlicz fonksiyonu ve A = (a,,) negatif olmayan
regliler matris toplanabilirlik metodu olsun. Bu durumda W;(A4,F)N%, £, da bir
idealdir (Demirci, 1996).

Ispat.

x €EWy(A,F) ve yef, olsun. xy = (x,yr) € Wo(4,F)N€y oldugunu
gostermeliyiz. yef., oldugundan ||y|| < H; olacak sekilde bir H; > 1 sayis1 vardir. O
halde her k icin |x; v, | < Hy|x)| dir. F, azalmayan ve 4, — kosulunu sagladigindan
F(xxyi|) < F(Hylx,|) < HH{F(|xx|) (H > 0) elde edilir. Bununla birlikte

limz . F(lx]) = 0 (4.1)
" k=1
oldugundan
lim " @ F(1xyil) = 0 (42)
k=1

sonucuna ulasilir. O halde xy € Wy(A4, F)N4 4.
Lemma 4.5.

M, ¢, da bir ideal ve x € ¢, olsun. x in, £, da M nin kapanisinda olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her € > 0 i¢iN yx(x,s) € M olmasidir (Connor, 1989).
Lemma 4.6.

A negatif olmayan reguler bir toplanabilirlik metodu ise W,(A)N€w, £o uzayinin
kapal1 bir idealidir (Freedman ve Sember, 1981).
Teorem 4.7.

x sinirh bir dizi olsun. F, 4, —kosulunu saglayan bir Orlicz fonksiyonu ve A =
(ank), negatif olmayan reguler bir toplanabilirlik metodu olsun. Bu takdirde
W(A F)Nt, = W(A)NL dur (Demirci, 1996).
Ispat.

Wo(A, F)NEs = Wy(A)NLs oldugunu gostermek yeterlidir. Wy (A) € Wy(4, F)
oldugundan Wy(A)N£, S Wy(A, F)NEy dur. Wy(A, F)NE, S Wy(A)NEs oldugunu

gosterelim. Her vn € N igin

14



[oe)

> awF (X () = F) D e o () (43)

k=1 k=1
yazabiliriz. xeW,(A, F)N£ olsun ve € > 0 verilsin. Bir y € £, dizisini
1 .
Ve = {x_k’ |x| = €ise (4.4)
0, aksi halde
seklinde tanimlarsak Xy = Xk (x.e) V€ Xk (x;e) € Wo(4, F)N£ o, oldugundan

lim " P (e () = 0 (45)
k=1

elde edilir. Boylece (4.3) den

lim > ke (K) = 0 (4.6)
k=1

bulunur. Lemma 4.6 dan x € W,(A)N44 oldugu gorilir. Bu durumda Wy (4, F)N4
c W(A)NL dur.

Simdi de A = (a,;) negatif olmayan bir regiler toplanabilirlik metodu olmak Uzere
A — istatistiksel yakinsaklik ve 4, —kosulunu saglayan bir F Orlicz fonksiyonuna gore
kuvvetli A —toplanabilirlik arasindaki iligkiyi verecegiz.
Teorem 4.8.

F, 4, —kosulunu saglayan bir Orlicz fonksiyonu ve A = (a,;) negatif olmayan bir
reguler toplanabilirlik metodu olsun. Bu durumda
i) W(A,F) c S(A),
i) S(A)N2., © W(A,F),
i) S(A)N¢, = W(A, F)N4, dur (Demirci, 1996).
Ispat.

(i) x e W(A,F) ve y € £, olsun. y € £, oldugundan ||y|| < H; olacak sekilde
H; > 1 sayis1 bulunabilir. Bu durumda her k icin |x, v, | < Hy|x;| dir. F, azalmayan ve

A,- kosulunu sagladigindan F (|x, y,|) < HH,F(|xx]), (H > 0) elde edilir. Boylece

D e F(ivil) < HHy ) ane F(lxil) = 0, (1.~ 0) “.7)

k=1 k=1

olur ve

lim > ane F () = 0 (48)
k=1
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elde edilir.

Bu durumda xy € Wy(4,F) olur. y dizisini
1 .
Yo = {x_k' |xy| = €ise (4.9)
0, aksi halde

seklinde tamimlayalim. Teorem 4.7 den xy = xg(x;e) € Wo(A, F)NEe = Wo(A)NLo
elde edilir. Dolayisiyla x, sifira A —istatistiksel yakinsaktir.
(i) xeSA)N4, olsun. Tanimdan her € >0 igin K(x —Le;e) ={k €N:
|xx — L| = &} olmak Gzere yx—re;e) € Wo(A)Nf dur. Simdi Lemma 4.5 ve Lemma
4.6 dan x — Le sifira kuvvetli A — toplanabilirdir ve Teorem 4.7 den x € W (A, F) elde
edilir.
(iii) (i) ve (ii) den elde edilir.

Bilindigi gibi bir dizi L sayisina A — istatistiksel yakinsak ise ayni L sayisina
yakinsayan bir alt diziye sahiptir (Kolk, 1991).
Sonug 4.9.

x dizisi, 4,- sartim ger¢ekleyen bir Orlicz fonksiyonuna gore L sayisina kuvvetli

A —toplanabilir ise x, L sayisina yakinsayan bir alt diziye sahiptir (Demirci, 1996).
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5.BIR MODULUSE GORE LACUNARY KUVVETLI A-YAKINSAKLIK

Bu bélimde bir moduliise gore lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve lacunary

A —istatistiksel yakinsaklik arasindaki bazi iligkiler incelenecektir. Ayrica 0 < a <1

icin bir modilise gore a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve a. dereceden

A —istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 tanimlanip, bazi kapsama iliskileri verilecektir.

0 = (k,) pozitif tamsayilarin bir dizisi,r - oigin 0 <k, < k,,, ve h, =k, —

k,_q — oosartlarin1 sagliyorsa lacunary dizisi olarak adlandirilir. 6 tarafindan

Ky

belirlenen araliklar I,=(k,_4, k,] olarak gosterilir ve q, = P dir (Freedman ve ark.,

r—1

1978).

Freedman ve ark. (1978) tarafindan lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin uzay1 Ny

1
Ng =<x = (x;) rh_)r(r)loh— lei—LI = 0enaz bir L icin
(

icl,

seklinde tanimlandi.
Pehlivan ve Fisher (1994) tarafindan lacunary kuvvetli yakinsaklik
1
No(f) =<x = (x;) : lim . Zf(lxl- — L) =0 enazbir L icin
T—00 r 4
€L,

seklinde genellestirildi.

5.1. Ng(A, f) Yakinsakhk

Tamm 5.1.1.
A = (a;) karmasik sayilarin sonsuz bir matrisi ve f bir modilus olmak tizere
1
No (A, f) =<x=(x;): lim . Zf(IAi(x) —L|) =0 enazbir L igin
To0 Ny 4
LEL,

ve
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1
NS, ) ={x = () ¢ lim— > £(14COD = 0

i€l,

tanimlayalim. Eger x € Ng(4, f) olacak sekilde karmasik bir L sayisi varsa, x =
(x;) dizisi bir modulliise gbre L sayisina lacunary kuvvetli A —yakinsaktir denir.
f(x) =x ise Ng (A f)=Ng(A) ve NJ(A ) =Ng(A) dir. x € Ny (A) ise x,L ye
lacunary kuvvetli A —yakinsaktir denir. f modulusiine goére x, L sayisma lacunary

kuvvetli A —yakinsak ise x; » L(Ng(4, f)) yazariz. A = I birim matris ise sirastyla

Ng(A, ) ve NJ(A f) igin No(f) ve NQ(f) yazariz. Ng(A,f) ve NJ(A,f) lineer

uzaylardir.

Ng (A, f) uzaymin lineer uzay oldugunu gosterelim. x,y € Ng(4,f) ve a,b € C

olsun. |a| < T, ve |b| < Tyolacak sekilde Ty, T}, tam sayilari vardir.

1 1 1
o D F1aAG) +bAOID S Ta- D FIAGD +Tog- ) FUAGID  (5.1)

i€l i€l i€l
elde edilir ki ax + by € NJ (4, f) dir (Bilgin, 2001).
Simdi lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve bir moduluse gore lacunary kuvvetli
A —yakinsaklik arasindaki iligkiyi verelim.
Teorem 5.1.2.
f bir modiiliis olsun. Ng (4) € Ny (4, f) ve Ng (A) S NJ (4, f) dir (Bilgin, 2001).
Ispat.

Ng (A) € Ng (4, f) oldugunu gosterelim. x € Ng (A)ve € >0 olsun. 0 <u <8
sartin1 saglayan her u igin f (u) < € olacak sekilde 0 < § < 1 segelim.

1 1 1
RONICIORI IR ZmAi(x)—LlH " Zf(IAi(x)—LI) (512)

i€l,

yazabiliriz ve ilk toplam |A4;(x) — L | < & Uzerinde ve ikinci toplam |4; (x) —L| >4

tzerindedir.
f nin tanimindan
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1 11
= D A — LD S e+ 2f (D57 D 14 — LI (513)
T 4 T
LEL, €L,
elde edilir. Boylece x € Ny (4, f) dir.
Teorem 5.1.3.
f bir modilis olsun. lim._,, 22 = g >0 ise Ny(4) = Ny (4,f)dir (Bilgin,
2001).
Ispat.
limt_m@ =p > 0ise hert > 0igin f(t) = Pt dir.x € Ny (4, ) olsun. Buradan
1 1 1
= D FUAO — LD = = D BlA@ — LI = = D 140 — LI (514)
T < r < * =
LEI, L€l LEI,
yazabiliriz. Boylece x € Ng (A) dir. Teorem 5.1.2 kullanilarak ispat tamamlanir.

B > 0 olmasi esastir. § = 0 ise esitlik saglanmayabilir. Gergekten; § = 0 olsun.

A =1 ve f(x) =+x oldugunu diisiinelim. (x;), i € I, icin ilk terimi h, ve diger

terimleri sifir olan bir dizi olsun.

1 1 1
h_r Zf(lAi(x)D = h_r Z \/m = h_r VI = 0,(r - oo icin) (5.1.5)

i€l i€l

ve boylece x € Ny (4, f) dir. Ancak

1 1 1
" Z|Ai<x>| =0 Z|xl-| =gt = 1.0~ o igin) (5.1.6)

i€l i€l

ve boylece x & Ny (A) elde edilir.
Teorem 5.1.4.
f bir modulis fonksiyonu olsun.
i) liminfq, > 1icinw(A4,f) S Ny (4, f),
ii) limsup g, < oiginNg (4,f) € w(4,f),
iii) 1 <liminf, q, < limsup, q, < o ise w(4, f) = Ny (4, f) dir, burada
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n
1
w4, f) = {x =(x;): lim - Zf(IAl- (x) = L|)enazbir L icin
n—»>oco
i=1
dir (Esi, 1996).
Ispat.

i) x €ew(4,f)ve liminfq, > 1olsun. Bu takdirde yeterince buyuk r ler igin

ky hy 5 ky 148 : .
Ar =1 >1+ 6, (k_r) =5 ve (h_r) < Tolacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir.
Boylece

ke
klzl FUA =112y f1a G~ 1) = () 7 2 F4G = 1)

i€ly i€ly

0 1
> 1+_5h72 £ — L) (5.1.7)

i€,
yazabiliriz. Buradan x € Ny (4, f) dir.

i) limsup q, < coise, her r icin g, < K olacak sekilde K > 0 vardir. Simdi x €

Ng (4, f) ve € > 0 oldugunu varsayalim. Her m > m,, i¢in my, vardir ki

Hyn = 7= Yicr,, f(14i() — LI) <& dur. Béylece her m igin Hy < T olacak sekilde

T > 0 bulabiliriz. n, k, > n > k,_; olacak sekilde bir tamsay1 olsun.

n kr
1 1
gzlf(mi(x) - L) < "_Z £014,G0) — LI)

1 mo kT‘
<o Z 4 Z 2 £ () = LD
=1\ ;=1 m=mg+1 i€y

mo Ky
_ krl_l > 4o -t + krl_l DNICIORD

m=1i€ly m=mgy+1i€l,
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1 < 1
< mzl iezlmf(mi(x) — L)+ eCky = komy)

r—1

1

1
(hyHy + hoHy + -+ +hy Hp, ) + s(kr—kmo)k—

r—1

k

r—1

<! (1einPH; K, ) + €K

1Si<m0
kr—l

< ——kpy T + €K (5.1.8)

kT‘—l

yazabiliriz. Boylece x € w (4, f) oldugu sonucu elde edilir. (iii), (i) ve (ii) kullanilarak

ispatlanir.
Asagidaki teorem Teorem 5.1.3. ve Teorem 5.1.4. den elde edilir.
Teorem 5.1.5.
f bir modulis fonksiyonu olsun.
lim_,., X2 = g > 0ve 1 < liminf; g, < lim sup,q, < oo ise Ny (4) = w(A, f) dir

(Bilgin, 2001).

5.2. Lacunary A-Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 5.2.1.

0 lacunary dizisi olsun. Ve > 0 icinlim,_ hy1|Ky (€)| = 0 ise x = (x;) dizisi L
sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Burada |Kp (¢)|, Ky (¢) =
{i € I.:|x; — L| = €} kiimesinin eleman sayisin1 belirtmektedir. Lacunary istatistiksel

yakinsak olan dizilerin climlesi Sy ile gosterilir.
Tanim 5.2.2.

A = (a;;) karmasik  sayilarin  sonsuz bir matrisi olsun. Ve >0 igin
lim, o, hy1|KAg(e)] = 0 ise x = (x;) dizisi L sayisma lacunary A —istatistiksel
yakinsaktir denir. Burada |KAg(e)|, KAg(e) ={i € I,:]|4;(x) — L| = €} kimesinin
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eleman sayisini belirtir. Lacunary A —istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi Sg(A) ile

gosterilir.
Bu bolumde
I}={i€l:|A;(x)—L| =€} =KAy(c) ve
12 ={i € L.:|A;(x) — L| < €} olarak alinacaktir.
Teorem 5.2.3.
A, sinirlama yontemi olsun.
i) x; = L(Ng (A)) ise x; = L(Sp (4)),
i) x smirl ve x; = L(Sg (A)) ise x; = L(Ng (4)),
iii) x sinirl1 bir dizi ise Sg (A) = Ny (A) dir (Bilgin, 2001).
Ispat.
i) Ispatin bu kisminda A sinirlama yontemine ihtiyacimiz yoktur. £ > 0 ve x; —

L(Ngy (A)) ise

1 1
o DA — Ll 2 - Kdg(e)le (52.1)

yazabiliriz. Yani x; = L(Sg (A)) olur.

i) x in, L ye lacunary A —istatistiksel yakinsak oldugunu varsayalim. x sinirh ve A
simirlama yontemi oldugundan, her i igin |4;(x) — L| < T olacak sekilde T > 0 sabit

sayist vardir. Boylece Ve > 0 igin

e DA =L = Y GO~ L+ ) 4G — Ll S T [KAg(@) ] + 2

€L, iel} €12
(5.2.2)
€ = 0 igin limit alirsak istenilen sonucu elde ederiz. (i) ve (ii) den (iii) elde edilir.

Simdi lacunary A —istatistiksel yakinsaklik ve bir modiiliise gore lacunary kuvvetli

A —yakinsaklik arasindaki iliskiyi verelim.
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Teorem 5.2.4.

1) £ bir modulus fonksiyonu, x; = L(Ng (4, f)) ise x; = L(Sgy (4)) dur,
i) f smurli ve x; = L(Sg (A)) ise x; = L(Ng (4, f)) dir,

iii) f smrliysa Sy (A)= Ny (4, f) dir (Bilgin, 2001).

Ispat.

i) f bir modulus fonksiyonu olsun. e > 0 ve x; = L(Ny (4, f)) ise

1 1 1
= FAA@ — L) 2 Y FUAG) — LD > = [KAg(@) If (@) (523)

€Ly i€l

yazabiliriz. Yani x; - L(Sg (A) ) olur.

i) f in smirl oldugunu varsayalim. f sinirhh oldugundan, her x > 0igin

f(x) < T olacak sekilde T tam sayis1 vardir. Buradan

o Sier, fU1A4iG) = L) S = Tie F(1A) = LD + - Tiegg £(14:G0) — LD

1
< Th—IKAg(e) |+ f(e) (5.2.4)
(
yazabiliriz. f surekli, ve x; = L(Sg (A)) oldugundan € — 0 icin x; = L(Ng (4, f)) dir.
(i) ve (ii) den (iii) elde edilir.

f smirli olmadiginda Sg (A) # Ng (4, f) oldugunu gostermek igin bir Ornek
verelim. A = I oldugunu disiinelim. f smirsiz oldugundan f(y;) = h; olacak sekilde
0<y, <y, <:- pozitif sayillarin bir (y;) dizisi vardir. x = (x;) dizisini, i =
1,2,..0¢in x,, =y; ve aksi durumda x; = 0 seklinde tanimlayalim. Bu takdirde
X € Sg(A), fakat x & Ny(4, f) dir.

Lemma 5.2.5.
liminf q, > 1ise, x; = L(S) iken x; = L(Sp) dir (Fridy, 1985).
Teorem 5.2.6.

liminf q, > 1, A regller ve f sinirli olsun. x; = L ise x; & L(Ng (4, f)) dir (Bilgin,
2001).
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Ispat.

x; = Lolsun. A regiiler oldugundan ve istatistiksel yakinsaklik tanimindan
Ai(x) = L(S)dir. liminf q, > 1 oldugundan ve Lemma 5.2.5. den A;(x) — L(Sy)
yani x; » L(Sg(A)) olur. Boylece Teorem 5.2.4. kullanilarak x; = L(Ny (4, f))

bulunur.

5.3. Bir Moduluse Gore a. Dereceden Lacunary Kuvvetli A —Yakinsaklik ve a.

Dereceden Lacunary A —istatistiksel Yakinsakhk

Bu alt baslik altinda, yeni kavramlar olan, 0 < a < 1 olmak Uzere bir modiiluse gore
a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve a«. dereceden lacunary
A —istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 verilecektir. Bu kavramlar arasindaki kapsama

iligkileri incelenecektir.
Tanim 5.3.1.

A = (a;;) karmasik sayilarin sonsuz bir matrisi ve f bir modulis olmak Uzere

0<a<1ligin
1
NS(A ) =4x = (x;) : lim e Zf(IAl-(x) —L|) =0 enazbir L igin
T—00
T
ve

NEA ) = = )+ lim e D F4COD =0

i€l
uzaylarini tanimlayalim. Eger x € N§ (4, ) olacak sekilde karmasgik bir L sayisi varsa,
x = (xp) dizisi bir modulGse gbére L sayisma «. dereceden lacunary kuvvetli
A —yakinsaktir denir. f(x) = x ise NY(A, f) = N&(A)ve Ny “(4,f) = Ny“(4) dur.
x € Ny(A) ise x,L ye a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaktir denir. f

modulusiine gore X, L sayisina «a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsak ise bu
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yakimsaklik x; - L(N§ (4, f)) ile gosterilir. A = I birim matris ise sirastyla N§'(4, )
ve Ng'“(A, f) igin N§ (f) ve Ng'®(f) yazariz. N& (A, f) ve Ny ® (4, f) lineer uzaylardur.

Ng“(A, f) uzaymnm lineer uzay oldugunu gosterelim. x,y € Ng'*(4, f) ve a,b € C

olsun. |a| < T, ve |b| < T}, olacak sekilde T,, T, tam sayilar1 vardir.

1 1 1

= ) faA) +DADID < Tazz ) fUAGD +Tyzz > FUADID  (B3.1)
" €L, " €L, " €L,

elde edilir ki ax + by € Ny (4, f) dir.

Tanim 5.3.2.

@ lacunary dizisi ve 0 <a <1 olsun. Ve >0 iginlimr_)ooﬁll(g (&) =0 ise

x = (x;) dizisi L sayisina a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Burada
|Kg (e)|, Ko () ={i €L.:|x; —L| = €} kimesinin eleman sayisin1 belirtir. a.

dereceden lacunary istatistiksel yakinsak olan dizilerin ciimlesini Sg ile gdsterilir.
Tanim 5.3.3.

A = (a;;) karmagik sayilarin sonsuz bir matrisi ve 0 < a < 1 olsun. Ve > 0 i¢in

1imr_>oo%|KA9(e)|=O ise x = (x;) dizisi L sayisina a. dereceden lacunary

A —istatistiksel yakinsaktir denir. Burada |KAg(g)|, KAg(e) ={i € I.:|A;(x) — L| =
€} kiimesinin eleman sayisini belirtir. a. dereceden lacunary A —istatistiksel yakinsak

dizilerin cimlesini S§ (A) ile gosterilir. 8 = 27 alinirsa Sg (A) yerine S*(A) yazilir.

Teorem 5.3.4.

f bir modulus olsun. 1imt_)oo@ =B>0ise 0<a <1 icin NS(Af) S N§(A)

dir.
Ispat.
limt_,oo@ =B >0isehert > 0icin f(t) = Btdir.x € Ng' (4, f) olsun. Buradan

1 1 1
7 DA —LD = 1z D B —Ll = frz DA ~Ll  (532)

i€l i€l i€l
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yazabiliriz. Bdylece x € N§ (A) dir.
S > 0 olmasi gerekir. § = 0 ise kapsama saglanmayabilir. Ger¢ekten; f = 0 olsun.

A=1,L=0ve f(x) =+x oldugunu diisiinelim. (x; ), i € I, icin ilk terimi h,. ve diger
terimleri sifir olan bir dizi olsun. a > % icin
1 1 1 N
= Y 4D =5 > Il = Tl = 0, > o0 igin) (533)
URTTS T T

ve boylece x € N§ (4, f) dir. Ancak a = 1 igin

1 1 1

= Z|Ai<x)| = Z|xl-| = ohy > 1,0 = o0 igin) (5.3.4)
T el LT r

ve

a < 1licgin

1 1 1 L.

» Z|Ai(x)| - Z|xi| = szhy > o0, (r - oo igin) (5.3.5)
" i, i€l 4

olup, boylece x € N (A) oldugu goriiliir.
Teorem 5.3.5.

f bir modulis fonksiyonu olsun. 0 < a < 1 igin
i) liminf g, > 1ise w*(4,f) € NE(A, f),

Fer

a
kr—1

ii) limsup <ooise Ng (4, f) € w*(4,f), burada

n
1
w*(4, f) = {x = (x;) : lim v Zf(IAl- (x) —L|)enazbirLicin
n—»>o0o
i=1
dir.

Ispat.

1) x e w¥@A4, f)ve liminfgq, > 1olsun. Bu durumda g, = kkr > 1+ § olacak

r—1

sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. Buradan 0 < a < 1 igin
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(&) =2 = (&) > ()" elde edilir. Boylece

kaZf(IA (6 =113 2z Y (1400 = 1) = () 7 0 £ 1) — L1

i€l i€l

> (r) haquA () - L) (53.6)

i€l

olur. Buda x € N§ (4, f) demektir.

i) hmsup < oo olsun. Bu durumda r =1 igin k“

T—l Tr—

< M olacak sekilde M >

0 sayist vardir. x € N3 (4, f) oldugunu kabul edelim ve & > 0 sayist verilsin. Her
i =123, ..ic¢in sup;5p 7; < ¢ ve 1; < K olacak sekilde R >0 ve K > 0 sayilar

bulabiliriz. t tamsayisi k,_; < t < k, araliginda olsun. r > Rve 0 < @ < 1 igin

ZmA D < quA D
r—1

D FUAGID + D FUAGOD + -+ > FAGD
Iy I I

ky ky — kq kr — kg1 kryr — kg ky — kr_q
R TR, Y T, R T T e
kp k, — kg kp
< (Sup ‘L'i>a— + (sup ‘L'i> = <K—F—+eM (5.3.7)
i=1 /K, \isR ky_q ki_q

yazabiliriz. Boylece x € w%%(4, f) dir.
Teorem 5.3.6.

A, sirlama yéntemi olsun. 0 < @ < 1 igin x; > L(N§(A)) ise x; > L(S§(4)) dur.
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Ispat.

e>0vex; » L(NS(A)) ise

haZlA(X) L] = Z |4;(x) — L|+h1“ Z |4;(x) — L|

i€l i€l i€l
|4;(x)—L|ze |[4;(x)—-Ll<e
1
> 14,6) - 1]
T i€,
|4;(x)-L|ze
> h“ I{L €l.:|A;(x) — L| = €}|e (5.3.8)

yazabiliriz. Yani x; - L(Sg(A)) olur.
Teorem 5.3.7.
f bir modulis fonksiyonu ve 0 < @ < 1 olsun. x; = L(N§ (4, f)) ise
x; = L(S§(A)) dir.
Ispat.

f bir modulis fonksiyonu ve 0 < @ < 1 olsun. x; = L (Ng (4, f)) ise € > 0 igin

D SO LD 2z D FUAGO - LD

i€l i€l
|4;(x)—-L|ze
= 7@ I{l €L :|A;(x) — L] 2 e} |f (o) (5.3.9)

yazabiliriz. Boylece x; = L(S5 (A)) elde edilir.
Lemma 5.3.8.

0 < a <1 ve liminf q, > 1 olsun. x; » L(S%) ise x; » L(S§) dir (Sengiil ve Et,
2014).

Teorem 5.3.9.

0 < a <1, liminf q, > 1 ve Aregiler olsun. x; —» L(S%) ise x; > L(S§(A)) dur.
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Ispat.

x; = L(S%) olsun. A regiiler oldugundan A;(x) — L(S%) dir. liminf q, > 1
oldugundan ve Lemma 5.3.8. den 4;(x) — L(Sg) yani x; = L(Sg(A)) olur.
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6.MODULUS FONKSiYONLARININ BiR DiZiSINE GORE LACUNARY
KUVVETLI A-YAKINSAKLIK

Bu bolumde modilis fonksiyonlarinin bir dizisine gore lacunary kuvvetli
A —yakinsaklik ve lacunary A —istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski incelenecektir.
Ayrica 0 < a <1 i¢in modiiliis fonksiyonlarmin bir dizisine goére . dereceden
lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve lacunary A —istatistiksel yakinsaklik kavramlari

tanimlanip, bu kavramlar arasindaki kapsama iligkileri verilecektir.

Bu bolim boyunca lim,_y+ sup; fi(u) = 0 olacak sekilde F = (f;) modulis

fonksiyonlarinin dizisinin uzay1 F ile gosterilecektir.

Tanim 6.1.
A = (a;;) karmagik sayilarin sonsuz bir matrisi ve F = (f;), F de modulls

fonksiyonlariin dizisi olsun.

1
Nog(A,F) =<x=(x;): rlLr?oh—Z fi(lA;(x) — L|) = 0 en az bir L icin
T

i€l

Ve

NYAF) =12 = () lim Y A =0

i€l

uzaylarin1 tanmimlayalim. x € Ny(A4, F) olacak sekilde karmasik bir L sayisi varsa
x = (x;) dizisi F ye gore bir L sayisina lacunary kuvvetli A —yakinsaktir denir. Vi € N
icin f; = f alisak Ny(A4,F) = Ng(4,f) olur. f(x)=x igin Ng(4,f) = Ng(4)
yazabiliriz.

x, F ye gOre L degerine lacunary kuvvetli A —yakinsak ise x; = L(Ng(4,F)) yazilir.
A = [ birim matris ise sirastyla Ny (4, F) ve N§ (4, F) igin Ng(F) ve Ng(F) yazariz.
Ng (A, F) ve NJ(A, F) lineer uzaylardir.

Ng(A,F) uzaymi diisiinelim. Varsayalim ki Ng(A,F) de x; - L, y; » L ve
a,b € C (karmasik say1 ) olsun. Bu takdirde |a| < T, ve |b| < T, olacak sekilde

T, ve T, sayilar1 vardir. Boylece
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1 ! — 1 !
o D fllAdax +by) = (@l +BLOD = 1= D fi(la(A(x) = 1) + b(A,) ~ L))

iel, iel,
< ! A L b(A4 L
_;;mWhm—NHﬁGMM—)m
1 1
snzgmwm—m+nzgmww—m (6.1)

yazabiliriz. Bu Ng(A4,F) de ax + by — aL + bL' anlamina gelir (Bilgin, 2004).

6.1. Ng(4,F) ve Ng(A) Arasindaki Kapsama Iliskisi

Teorem 6.1.1.

A = (a;;) karmasik sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. F = (f;), F de modulus
fonksiyonlarin bir dizisi olsun. x = (x;), L ye lacunary kuvvetli A —yakinsak ise
x=(x), F vye gore L ye lacunary kuvvetli A — yakinsaktir, yani
Ng(A) S Ny(A,F) dir (Bilgin, 2004).

Ispat.

F =(f;)) , F de modiiliis fonksiyonlarin bir dizisi ve sup; f;(1) =T olsun.x €

Ng(A) ve € > 0 olsun. 0 < u < § sartin1 saglayan her u icin f;(u) < € (ieN) olacak

sekilde 0 < § < 1 sayisini segebiliriz.

1 1 1
=Y [0 LD == > fiAG) = LD+ > flAG) LD 61D)
h’T' . h‘r hr

LEL, 1 2
yazalim ve burada ilk toplam |4;(x) — L| < 6 Uzerinde ve ikinci toplam |4;(x) — L| >
6 Uzerindedir.

f tanimindan

hlrz fi(lA;(x) = L) <e+ 2T5-1hirZ|Ai(x) — L] (6.1.2)

i€ly i€l,
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yazabiliriz. Boylece x € Ny (A, F) dir.

Teorem 6.1.2.

A = (a;;) karmagik sayilarin sonsuz bir matrisi ve F = (f;), F de modulis
fonksiyonlarmn bir dizisi olsun. lim,_,, inf;f;(w)/u >0 ise Ny(A) = Ng(A4,F) dir
(Bilgin, 2004).

Ispat.

lim, o inf;f;(u)/u > 0 ise f > 0 sayis1 vardir 6yle ki her u > 0ve i € N icin

fi(w) = Bu dur. x € Ng(A,F) olsun. Buradan

1 1 1
Ez fillA;i(x) — L) = h—rz BlA;(x) — L| = ﬁh—ZIAi(x) — 1], (6.1.3)

i€l i€l i€l

yazabiliriz. Boylece x € Ng(A) dir. Teorem 6.1.1. géz Oniine alinirsa Ng(A) =
Ng (A, F) elde edilir.
Bu teoremde B >0 olmasi esastir. B =0 ise Ng(A) = Ng(A,F) esitligi

1
saglanmayabilir. Gergekten B = 0 olsun, A=l ve f;(x) =x /1) (i=1x>0)
alahm.  (x;) dizisini i =k, ise x; = h, ve aksi halde x; =0 olacak sekilde

tanimlayalim. Bu takdirde

1 1 1 1
h_z filAi(0)) = h_fkr(hr) = h—hr/(Hkr) - 0, (r » o igin) (6.1.4)

i€l,

ve boylece x € NJ (A, F) S Ny(4,F) dir. Fakat

1 1
=Y 1G] == ) il = kit > 1, (r > oo igin) (6.1.5)
h h

i€ly i€ly

olup buda x ¢ Ng(A) S Ny(A) demektir.
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6.2. Ng(A, F) ve Sg(A) Arasindaki Kapsama iliskisi

Teorem 6.2.1.

F = (f;), F de modulis fonksiyonlarinin bir dizisi ve (f;) noktasal yakinsak olsun.
lim; f; (u) >0 (u>0) = Ng(A,F) S Sg(A) dir (Bilgin, 2004).

Ispat.

e>0 ve x € Ng(A,F) olsun. lim; f;(u) >0 ise u>evei € Nigin fi(e) =c

olacak sekilde ¢ > 0 sayist vardir. I} = {i € I.:|4;(x) — L| = &} olsun ve

1 1 .

=[0G = LD = = > fi(lAi(0) = L) = chi KA (o) (6:2.1)
"€ty "iert

dir. Bunun sonucunda x € Sg(A) oldugu goriiliir.

Aksine, lim; f; (u) > 0 olmadigin1 varsayalim, lim; f; (t) = 0 olacak sekilde bir
t >0 vardir. 8 = (k,) lacunary dizisi secelim dyle ki i > k,. icin, f;(t) < 27"dir.

(ky+ky_1) (ky+kyr_1)
2

A=1lolsun. k,_; <i < ise x; =tve <i<k,ise x; =0 olacak

sekilde x = (x;) dizisini tanimlayalim. x € Ng (4, F) € Ng(4,F), fakat x & Sg(A) dur.
Teorem 6.2.2.
F = (f;), F de modiiliis fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
sup,sup;fi(u) < o = Sy(A) S Ng(A,F) dir (Bilgin, 2004).
Ispat.
x € Sg(4A) olsun. Varsayalm ki h(u) = sup;f;(w), h = sup,h(u)ve

12 ={i €I:]4;(x) — L| < &} olsun. Vi,u > 0 icin f;(u) < h oldugundan

1 1 1
o 4G =~ L) = 5> AUAG) ~ LD+ ) fillA) — L)

€L, iel} i€I?
< hh;1|KAg(e)| + h(e) (6.2.2)
elde edilir.

€ - 0ic¢inx € Ng(A,F) olur.
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Aksine, sup,sup; f;(u) = oo oldugunu varsayalm. 0<u; <u, < - < Up_q <
u, < -+ Oyle kir = 1igin fi (u,) = h, dir. A=Tolsun. i =k, ise x; = u, ve aksi
halde x; = 0 olacak sekide x = (x;) dizisini tamimlayalim. x € Sy(A4), fakat x ¢
Ny (4, F) dir.

Lemma 6.2.3.
liminf q, > 1ise, x; » L(S) iken x; = L(Sg) dir (Bilgin, 2004).
Teorem 6.2.4.

A regiler, liminf g, > 1 ve sup,sup;f;(u) < oo olsun. O zaman x; — L iken

x; = L(Ng (4, F)) dir (Bilgin, 2004).
Ispat.

x; = L olsun. A nin regiilerligi ve istatistiksel yakisakligin tanimindan A4;(x) -
L(S) dir. liminf q, > 1 oldugundan Lemma 6.2.3. den A;(x) - L(Sg) yani x; —
L(Sg(A)) dir. Boylece Teorem 6.2.2. kullanilarak x; — L(Ng (4, F)) elde edilir.

6.3. Modiiliis Fonksiyonlarimin Bir Dizisine Gore a. Dereceden Lacunary Kuvvetli

A —Yakinsakhk ve a. Dereceden Lacunary A —Istatistiksel Yakinsakhk

Bu alt bashik altinda, yeni kavramlar olan, 0 < @ <1 olmak Uzere modilus
fonksiyonlarimin bir dizisine gore a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaklik ve a.
dereceden lacunary A —istatistiksel yakinsaklik kavramlari verilecektir. Bu uzaylar

arasindaki kapsama iligkileri incelenecektir.

Tanim 6.3.1.
A = (a;;) karmagik sayilarin sonsuz bir matrisi ve F = (f;), F de modulls

fonksiyonlarmin dizisi olsun. 0 < a < 1i¢in
1
N§F(A,F)={x=(x;): lim FZ fi(lA;(x) — L|) = 0 en az bir L igin
T—>00 r 4
i€l

ve
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NS4 F) = {3 = )+ lim > £i(4COD = 0

i€l

uzaylarin1 tammlayalim. x € N§'(A4,F) olacak sekilde karmagik bir L sayisi varsa
x = (x;) dizisi F ye gore bir L sayisina a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsaktir
denir. Vi € N igin f; = f alirsak N5 (A, F) = N5 (A, f) olur. f(x) = x i¢cin NS (A, f) =
N§ (A) yazabiliriz.

x, Fye gore L degerine a. dereceden lacunary kuvvetli A —yakinsak ise x; —
L(N§ (A, F)) yazilir.

A = I birim matris ise sirasiyla N§'(4,F) ve Ng'*(A,F) igin NE(F) ve Ng'*(F)
yazariz.
NE (A, F) ve Ng'* (4, F) lineer uzaylardir.

N§(A,F) uzayinin lineer uzay oldugunu gosterelim. x; —» L(N§ (4, F)) ve y; —
L'(N§ (A, F)) oldugunu kabul edelim ve a,b € C (karmagik say1 ) olsun. Bu takdirde
la| < T, ve |b| < T}, olacak sekilde T, ve T}, sayilart vardir. 0 < @ < 1 igin

h“zﬁ('A (ax +by) = (al +bID =47 Zﬁ(la(A (x) = L) + b(4;(y) — L))

i€l i€l

< 72 2 (illatai() = D) + b, ) = 1))

i€l
< Tu gz D AOAG) ~ LD + Ty 5 AOAG) ~ LD (63.1)
i€l i€l
yazabiliriz. Bu da (ax + by) — (aL + bL")(Ng (4, F)) demektir.
Teorem 6.3.2.

A = (a;;) karmasik sayilarin sonsuz bir matrisi, F = (f;), F de modulis
fonksiyonlarin bir dizisi ve 0 < a < 1 olsun. lim,_,, inf;f;(w)/u > 0 ise N§'(A,F) <
N§ (4) dir.

Ispat.

lim, o infifi(w)/u > 0 ise B > 0 sayis1 vardir dyle ki her u > 0ve i € N i¢in

fi(w) = Bu dur. x € N§(A,F)olsun. 0 < a < 1igin

e DA ~ LD > > BIAG) L = g 3 |4 — L] (632)

lEIT lEIr lEIT
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yazabiliriz. Boylece x € N§ (A) elde edilir.
Bu teoremde B >0 olmasi esastir. B =0 ise Ng(A,F) S N§(A) kapsamasi

1
saglanmayabilir. Gergekten B = 0 olsun, A=l ve f;(x) =x /1) i=1x>0)

alalm. (x;) dizisini i =k,ise x; =h, ve aksi halde x; =0 olacak sekilde

tanmimlayalim. a > icin

a +kr)

haZfl(IA ) = he fkr( r) = he r/(”kr) - 0, (r -» o igin) (6.3.3)

i€l

ve bdylece x € Ny (A, F) S N§ (A4, F) dir. Fakat a = 1 igin

h“ZlA )| = he lel h“ h - 1,(r - «igin) (6.3.4)
i€l i€l

vea < 1igin

h“zlA )| = haZle = h"‘ h — 00, (r - o igin) (6.3.5)
i€l i€l

olup, buradan da x ¢ No'*(A) S N§ (A) elde edilir.
Teorem 6.3.3.

F = (f;), F de modiiliis fonksiyonlarinin bir dizisi ve (f;) noktasal yakinsak olsun.

0 <a<1liginlim; f; (u) >0 (u>0)= Ng(4F) € Sg(A) dur.
Ispat.

e>0ve x € NJ(A,F) olsun. lim; f;(w) >0 ise u>evei€ Nicin fi(e) >c

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 vardir. 0 < @ < 1 i¢in

T S~ D25z Y (4G - LD

lEIr lEI'r
|[4;(x)—L|ze
1
> h“ |{L €L |Ai(x) —L| = €} |fi(e) = cﬁl{i €L:|A;(x)—L| =&} (6.3.6)
T

yazabiliriz. Bdylece x € Sg'(A) elde edilir.
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Teorem 6.3.4.

F=(fi), F de modilis fonksiyonlarmin bir dizisi olsun. 0<a <1

icinlim; f; (u) > 0 (u > 0) = w*(4,F) € S¥(A) dir. Burada

n
1
we(A,F) = {x = (xp) ¢ lim — Zfl-(lAi (x) —L|) enazbir L igin
nment o
dir.
Ispat.

x € w*(A,F) olsun. lim; f;(u) >0 ise u>cvei€ Nicin f;(¢) =c olacak
sekilde ¢ > 0 sayisi vardir. e > 0ve 0 < a < 1i¢in

n

—Zﬁ 4 ) = L1) Z filldg G =L 1)

=1
|4; (x) L|ze

> nial{i <n:|A(x)-Ll=e}|fi(e) = cnial{i <n:|4;(x) —L| = &} (6.3.7)

yazabiliriz. Boylece x € S%(A) elde edilir.
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