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Bu çalışma altı bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde, konunun tarihi geçmişi verilmiştir. İkinci 
bölümde, temel tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde, reel sayı dizilerinin istatistiksel 
yakınsaklığı incelenmiştir. Dördüncü bölümde,  kuvvetli 𝐴 −toplanabilirlik ve  𝐴 −istatistiksel 
yakınsaklık ve onlarla ilgili kavramlar incelenmiştir. Beşinci bölümde, bir modülüse göre lacunary 
kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık arasındaki bazı ilişkiler incelenmiştir. 
Altıncı bölümde, modülüs fonksiyonlarının bir dizisine göre lacunary kuvvetli A-yakınsaklık ve lacunary 
𝐴 −istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişki incelenmiştir. 
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This study is composed of six parts. In the first chapter, the history of the subject is given. In the 
second part, basic definitions and theorems are given. In the third chapter, statistical convergence of real 
number sequences is examined. In the fourth chapter, strong A-summability and A-statistical convergence 
and concepts related to them are examined. In the fifth chapter, some relations between lacunary strong 
A-convergence and lacunary A-statistical convergence according to a modulus are examined. In the sixth
chapter, the relation between lacunary strong A-convergence and lacunarya A-statistical convergence
with respect to a sequence of modulus functions is investigated.

Keywords: Lacunary sequence, Lacunarya A-statistical convergence, Modulus function, Orlicz 
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1.GİRİŞ

İstatistiksel yakınsaklık kavramı Fast (1951)  tarafından tanımlandı. İstatistiksel 

yakınsaklık daha sonra Connor (1988), Fridy (1985), Salat (1980) ve Schoenberg (1959) 

tarafından çalışılmıştır. Son zamanlarda istatistiksel yakınsaklık Kolk (1991), Çolak 

(2010), Çolak ve Altın (2013), Et (2014), Et ve ark., (2013), Işık (2004) ve daha birçok 

kişi tarafından çalışıldı. Lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı ise Fridy ve Orhan 

(1993) tarafından ve modülüs fonksiyonu kavramı Nakano (1953) tarafından verildi. 

Daha sonra lacunary istatistiksel yakınsaklık Bilgin (2001), Bilgin (2004), Savaş (2013), 

Şengül ve Et (2014) gibi birçok yazar tarafından çalışıldı. Connor (1989), Esi (1996), 

Kolk (1993), Maddox (1986), Maddox (1987), Öztürk ve Bilgin (1994), Pehlivan ve 

Fisher (1994), Ruckle (1973) ve diğerleri, dizi uzayları oluşturmak için bir modülüs 

fonksiyonu kullandı. Bu çalışmada da  𝐴 bir negatif olmayan regüler matris toplanabilir 

metodu olmak üzere Orlicz fonksiyonuna göre kuvvetli 𝐴 −toplanabilirlik, 𝐴 = (𝑎𝑖𝑖) 

kompleks sayıların sonsuz bir matrisi olmak üzere bir modülüs fonksiyonuna göre 

lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık, lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık ve modülüs 

fonksiyonunun bir dizisine göre lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık, lacunary 

𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramları verilmiştir. Ayrıca 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere bir 

modülüs fonksiyonuna göre 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve 𝛼. 

dereceden lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramlarıyla birlikte modülüs 

fonksiyonlarının bir dizisine göre 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve 𝛼. 

dereceden lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramları tanımlanmıştır. Bu 

kavramlar arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

1 
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2.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Tanım 2.1.   

     X ≠ Ø bir cümle ve 𝐾 reel veya karmaşık sayıların bir cismi olmak üzere 

+:𝑋 × 𝑋 → 𝑋                                                                                       

 ∙ ∶ 𝐾 × 𝑋 → 𝑋                                                                                     

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝑋 cümlesine 𝐾 cismi üzerinde bir vektör 

uzayı (lineer uzay) denir. Her 𝑥,𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve  𝜆 , 𝜇 ∈ 𝐾   için 

i) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥, 

ii) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧), 

iii) 𝑥 + 𝜃 = 𝑥  olacak şekilde bir 𝜃 vardır, 

iv) 𝑥 + (−𝑥) = 𝜃 olacak şekilde bir (−𝑥) vardır, 

v) 1. 𝑥 = 𝑥,     

vi) 𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦,       

vii) (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥,          

viii) 𝜆(𝜇𝑥) = (𝜆𝜇)𝑥 (Maddox, 1970). 

Tanım 2.2.  

     𝑋,𝐾 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

‖ ∙ ‖:𝑋 → ℝ                                           

         𝑥 → ‖𝑥‖  

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve (𝑋, ‖.‖)  ikilisine de 

bir normlu uzay denir. ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

i) ‖𝑥‖ ≥ 0,    

ii) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃,    

iii) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, 𝛼 ∈ 𝐾, 

iv) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖         

dir. Burada 𝐾 = ℝ alınırsa(𝑋, ‖. ‖) ikilisine reel normlu uzay denir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.3.  

     𝑅 boş olmayan bir küme ve 𝑅  üzerinde "+"  ve "∗ "  ikili işlemleri tanımlanmış 

olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa  (𝑅, +,∗)  cebirsel yapısına halka denir. 

i) (𝑅, +)  bir değişmeli grup, 

ii) Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için  (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐), 
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iii) Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎 ∗ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∗ 𝑏 + 𝑎 ∗ 𝑐 ve (𝑎 + 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑐 + 𝑏 ∗ 𝑐 dir 

(Dönmez, 2001). 

Tanım 2.4.  

     𝑅 birimli bir halka, halkanın sıfır elemanı 0 ve halkanın birimi 1 olmak üzere 0 ≠ 1 

olsun. Eğer 𝑅 nin sıfırdan farklı her elemanı tersinir ise 𝑅 ye bir bölüm halkası denir. 

Değişmeli bir bölüm halkasına cisim denir (Dönmez, 2001). 

Tanım 2.5. 

i) ∅ ≠ 𝐼 ⊂  𝑅,        

ii) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼  için 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼, 

iii) ∀𝑎 ∈ 𝐼, ∀𝑟 ∈  𝑅 için 𝑎𝑟 ∈ 𝐼(𝑟𝑎 ∈ 𝐼),       

oluyorsa 𝐼 ya 𝑅 halkasının ideali denir (Dönmez, 2001). 

Tanım 2.6.  

     (𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛) de 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Eğer     

∀𝜀 > 0  için ∀𝑛 > 𝑛0 iken ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀  olacak şekilde bir 𝑛0 =  𝑛0(𝜀) doğal sayısı 

varsa  𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e yakınsaktır denir. 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e yakınsak ise 

lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥 veya 𝑥𝑛 → 𝑥 şeklinde yazılır (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.7. 

     (𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛) de 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 için 

∀ 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 iken ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) doğal sayısı varsa 

𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisine bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.8.  

     (𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya tam 

normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.9.  

     (𝑋, ‖. ‖)  normlu uzay olsun. 𝑋 üzerinde sınırlı tüm lineer fonksiyonellerin cümlesi    

‖𝑓‖ = sup
𝑥∈𝑋
𝑥≠0

|𝑓(𝑥)|
‖𝑥‖

= sup
𝑥∈𝑋
‖𝑥‖=1

|𝑓(𝑥)|                                                                                          (2.1) 

normu ile normlu uzay oluşturur. Bu uzaya 𝑋 in sürekli dual uzayı denir ve 𝑋′ ile 

gösterilir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.10.   

     Reel veya karmaşık terimli tüm dizilerin cümlesini 𝑤 ile gösterelim. 𝑥 = (𝑥𝑖),    

𝑦 = (𝑦𝑖) ve 𝛼 bir skaler olmak üzere, 𝑤   
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𝑥 + 𝑦 = (𝑥𝑖 + 𝑦𝑖)  

𝛼𝑥 = (𝛼𝑥𝑖)                                                                                                                                (2.2)                                                                                                                         

şeklinde tanımlanan işlemler altında bir lineer uzaydır. 𝑤 nin her alt lineer uzayına bir 

dizi uzayı denir (Goes ve Goes, 1970). 

Tanım 2.11.  

     (𝑎𝑖)0∞ karmaşık sayıların bir dizisi olsun. 

lim
𝑛→∞

1
𝑛 + 1

�𝑎𝑖

𝑛

𝑖=0

= 𝐿                                                                                                               (2.3) 

limiti mevcut ise (𝑎𝑖)0∞ dizisi 𝐿 ye Cesàro yakınsaktır denir. Bu şekilde yakınsak olan 

dizilerin uzayı (𝐶, 1) olarak gösterilir (Powell ve Sham, 1972). 

Tanım 2.12.  

     𝑥 ∈ 𝑤 ve 𝑝 pozitif reel sayı olsun. 

lim
𝑛

1
𝑛
�|𝑥𝑖 − 𝐿|𝑝
𝑛

𝑖=1

= 0                                                                                                           (2.4) 

olacak şekilde bir 𝐿 karmaşık sayısı varsa 𝑥  dizisi 𝐿 sayısına kuvvetli 𝑝 −Cesàro 

toplanabilirdir denir (Connor, 1988) 

Tanım 2.13. 

     𝐼,ℝ de bir aralık ve  𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝛼𝛼[0,1]  

için, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦)                                                                      (2.5)                                                                        

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecaric ve ark., 1992). 

Tanım 2.14.  

     𝐾, ℕ  nin bir alt cümlesi ve 𝐾𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐾} olsun. Eğer 𝛿(𝐾) = lim𝑛
|𝐾𝑛|
𝑛

 limiti 

mevcut ise 𝛿(𝐾) sayısına 𝐾 cümlesinin doğal yoğunluğu denir (Powell ve Sham, 1972). 

     Eğer 𝑥 = (𝑥𝑖) doğal yoğunluğu sıfır olan bir cümle hariç her 𝑘 için bir 𝑃 özelliğini 

sağlayacak şekilde olan bir dizi ise, 𝑥𝑖 hemen hemen her 𝑘 için 𝑃 özelliğini sağlıyor 

denir ve kısaca h.h.k. şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.15.   

     Her  𝜀 > 0 için 

lim
𝑛→∞

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑖 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0                                                                                       (2.6) 
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olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa yani h.h.k  için |𝑥𝑖 − 𝐿| < 𝜀 ise 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi 𝐿 ye 

istatistiksel yakınsaktır denir. İstatistiksel yakınsak olan bütün dizilerin cümlesi 𝑆 ile 

gösterilir. 𝑥 in 𝐿 ye istatistiksel yakınsak olması durumu lim𝑖→∞ 𝑠𝑠𝑎𝑠 𝑥𝑖 = 𝐿,  𝑥
𝑠𝑠𝑠𝑠
�⎯�𝐿 

ve 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆) ifadelerinden hehangi biriyle göserilir (Fridy, 1985). 

Tanım 2.16.  

     Eğer her  𝜀 > 0 için 

lim
𝑛→∞

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑖 − 𝑥𝑚| ≥ 𝜀}| = 0                                                                                    (2.7) 

yani h.h.k için |𝑥𝑖 − 𝑥𝑚| < 𝜀 olacak şekilde bir  𝑚 = 𝑚(𝜀) doğal sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑖)    

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985). 

Tanım 2.17.  

     𝐴 = (𝑎𝑛𝑖), (𝑘,𝑛 = 1,2, . . . , 𝑛) sonsuz bir matris olmak üzere verilen bir  𝑥 = (𝑥𝑛) 

dizisi ve bu 𝑥 dizisinin 𝐴 = ((𝐴𝑥)𝑛) dönüşüm dizisi için lim𝑛 𝑥𝑛 = 𝐿 olduğunda  

lim𝑛(𝐴𝑥)𝑛 = 𝐿 koşulu gerçekleniyorsa, bu durumda 𝐴 matrisine regüler matris denir 

(Hardy, 1949). 

Tanım 2.18.  

     𝐹 ∶ [0, ∞) → [0, ∞) olsun.   

(i) 𝐹(0) = 0 , 

(ii) 𝑥 > 0 için 𝐹(𝑥) > 0,  

(iii) 𝑥 → ∞ için 𝐹(𝑥) → ∞,  

(iv) 𝐹 sürekli ve azalmayan, 

 (v) 𝐹 konveks, 

koşullarını sağlayan 𝐹 fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir. 𝐹 Orlicz fonksiyonunun 

tanımındaki konvekslik şartı yerine 𝐹(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝐹(𝑥) + 𝐹(𝑦) alırsak bu 𝐹 

fonksiyonuna modülüs fonksiyonu denir (Krasnoselskii ve Ruttsky, 1961). 

Tanım 2.19.   

     Eğer, 𝐹(2𝑢) ≤ 𝐻𝐹(𝑢), (𝑢 ≥ 0) olacak şekilde 𝐻 > 0 sayısı bulunabiliyorsa 𝐹 

Orlicz fonksiyonuna her 𝑢 değeri için 𝛥2 − koşulunu sağlar denir. 𝛥2 −koşulu, 𝑠 > 1 ve 

her 𝑢 değeri için 𝐹(𝑠𝑢) ≤ 𝐻𝑠𝐹(𝑢) eşitsizliğinin gerçeklenmesine denktir (Krasnoselskii 

ve Ruttsky, 1961). 
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Teorem 2.20.   

     𝑓 bir modülüs ve 0 < 𝛿 < 1 olsun. ‖𝑢‖ ≥ 𝛿 için 𝑓(‖𝑢‖) ≤ 2𝑓(1)𝛿−1‖𝑢‖ dur 

(Pehlivan ve Fisher, 1995). 

Tanım 2.21.    

     A = (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi olsun. Eğer ∀𝑖 için                              

𝐴𝑖 (x) = ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖∞
𝑖=1   yakınsak ise 𝐴𝑥 = (𝐴𝑖 (x)) şeklinde yazılır (Bilgin, 2001). 

Tanım 2.22.   

     0 ≤ 𝑠 ≤ 1 için 

𝜒𝑠(𝑦) = �1,   0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑠
0,   𝑠 < 𝑦 ≤ 1                                                                                                          (2.8) 

şartını sağlayan 𝜒𝑠 fonksiyonuna [0, 𝑠] aralığının karakteristik fonksiyonu denir. 

(Maddox, 1970) 
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3.REEL SAYI DİZİLERİNİN İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI 

 

     Bu bölümde reel sayı dizilerin istatistiksel yakınsaklığı ve sınırlı istatistiksel 

yakınsaklığı ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Lemma 3.1.  

     𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆) olması için gerek ve yeter koşul 𝛿(𝐾) = 1 ve lim𝑛→∞ 𝑥𝑖𝑛 = 𝐿 olacak 

şekilde 𝐾 = {𝑘1 < 𝑘2 < ⋯ < 𝑘𝑛 < ⋯ } ⊂ ℕ cümlesinin var olmasıdır (Salat, 1980). 

İspat.  

     Keyfi bir 𝜀 sayısı verilmiş olsun. lim𝑛→∞ 𝑥𝑖𝑛 = 𝐿 olduğundan ∀𝑛 > 𝑛0 için 

�𝑥𝑖𝑛 − 𝐿� < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır. 𝐴𝜀 = {𝑛 ∈ ℕ: |𝑥𝑛 − 𝐿| ≥ 𝜀} olsun. 

�𝑥𝑖𝑛 − 𝐿� < 𝜀 olduğundan 𝐴𝜀 ⊂ ℕ − �𝑘𝑛0+1,𝑘𝑛0+2, … � ve sağ taraftaki cümlenin 

asimptotik yoğunluğu sıfırdır. Böylece 𝛿(𝐴𝜀) = 0 olup 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆) dir. 

Şimdi de 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆) olsun. 𝐾𝑗 = �𝑛 ∈ ℕ: |𝑥𝑛 − 𝐿| < 1
𝑗
� (𝑗 = 1,2,3, … ) seçelim. 

İstatistiksel yakınsaklığın tanımına göre 𝛿�𝐾𝑗� = 1 (𝑗 = 1,2,3, … ) dir. 𝐾𝑗 nin 

tanımından 𝐾1 ⊃ 𝐾2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐾𝑗 ⊃ 𝐾𝑗+1 ⊃ ⋯  ve 𝛿�𝐾𝑗� = 1 olduğu açıktır. 𝑣1𝛼𝐾1 

olacak şekilde keyfi bir  𝑣1 sayısı seçelim. 𝛿�𝐾𝑗� = 1  (𝑗 = 1,2,3, … ) olduğuna göre 

𝑛 ≥ 𝑣2  için 𝑣2 > 𝑣1 olacak şekilde 𝑣2 ∈ 𝐾2 var olup 𝐾2(𝑛)
𝑛

> 1
2
 dir. 𝛿�𝐾𝑗� = 1 olduğuna 

göre  𝑛 ≥ 𝑣3  için 𝑣3 > 𝑣2 olacak şekilde 𝑣3 ∈ 𝐾3 var olup 𝐾3(𝑛)
𝑛

> 2
3
 dür. Bu şekilde 

devam edilerek pozitif tamsayıların 𝑣1 < 𝑣2 < ⋯ < 𝑣𝑗 < ⋯ olacak şekilde bir 𝑣𝑗 ∈

𝐾𝑗(𝑗 = 1,2 … ) dizisini oluşturabiliriz ve her bir 𝑛 ≥ 𝑣𝑗 için 𝐾𝑗(𝑛)
𝑛

> 𝑗−1
𝑗

 dir. 𝐾 cümlesi 

yukarıda tanımladığımız gibi olsun. ⟨1, 𝑣1⟩ aralığındaki her bir doğal sayı 𝐾 ya ait, 

bununla birlikte �𝑣𝑗 , 𝑣𝑗+1� aralığındaki her bir doğal sayının 𝐾 ya ait olması için gerek 

ve yeter şart �𝑣𝑗 , 𝑣𝑗+1� aralığındaki her bir doğal sayının 𝐾𝑗(𝑗 = 1,2,3, … )  ye ait 

olmasıdır. 𝑣𝑗 ≤ 𝑛 < 𝑣𝑗+1 aralığındaki her 𝑛 için 𝐾1 ⊃ 𝐾2 ⊃ ⋯ ⊃ 𝐾𝑗 ⊃ 𝐾𝑗+1 ⊃ ⋯  ve  
𝐾𝑗(𝑛)
𝑛

> 𝑗−1
𝑗

 olduğuna göre 𝐾𝑛
𝑛
≥ 𝐾𝑗(𝑛)

𝑛
> 𝑗−1

𝑗
 elde edilir. Buradan da 𝛿(𝐾) = 1 olduğu 

açıktır. 𝜀 > 0 olsun. Bir 𝑗 sayısı seçelim öyle ki 1
𝑗

< 𝜀 ve 𝑛 ∈ 𝐾 için 𝑛 ≥ 𝑣𝑗  olsun. O 

zaman öyle bir ℓ ≥ 𝑗 vardır ki 𝑣ℓ < 𝑛 < 𝑣ℓ+1 dir. 𝐾 nın tanımına dayanarak 𝑛 ∈ 𝐾ℓ 

olup böylece  |𝑥𝑛 − 𝐿| < 1
ℓ
≤ 1

𝑗
< 𝜀  olur. Her 𝑛 ∈ 𝐾, 𝑛 ≥ 𝑣𝑗  için |𝑥𝑛 − 𝐿| < 𝜀 olup, 
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yani  lim𝑖→∞ 𝑥𝑖 = 𝐿   dir. 

Lemma 3.2.  

     𝑥𝑖 → 𝐿1(𝑆), 𝑦𝑖 → 𝐿2(𝑆) ve 𝑐 bir reel sayı olsun. Bu takdirde 

i) (𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) → (𝐿1 + 𝐿2)(𝑆), 

ii) (𝑐𝑥𝑖) → (𝑐𝐿1)(𝑆) dir (Salat, 1980). 

 

3.1. Reel Sayıların Sınırlı İstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Teorem 3.1.1.  

     𝑚0 reel sayıların bütün sınırlı istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesini göstersin. 𝑚0 

cümlesi, 𝑚 lineer normlu uzayının kapalı lineer alt uzayıdır (Salat, 1980). 

İspat.  

     𝑥(𝑛) ∈ 𝑚0  (𝑛 = 1,2, … ) ve 𝑥(𝑛) → 𝑥 ∈ 𝑚 olsun. 𝑥 ∈ 𝑚0 olduğunu göstereceğiz. 

Her 𝑛 için kabulümüze göre reel sayıların bir dizisi (𝑎𝑛) vardır ki 𝑥(𝑛) → 𝑎𝑛(𝑆)  (𝑛 =

1,2, … ) dir, yani 𝑥(𝑛) = �𝜉𝑖
(𝑛)�

𝑖=1

∞
ise 𝜉𝑖

(𝑛) → 𝑎𝑛(𝑆)  (𝑛 = 1,2, … ) dır. 

Aşağıdakileri ispatlamalıyız. 

𝑎)  (𝑎𝑛)𝑛=1∞   dizisi (reel sayıların), 𝑎 reel sayısına yakınsaktır. 

𝑏) 𝑥 → 𝑎(𝑆)   (Yani 𝑥 = (𝜉𝑖)𝑖=1∞ , olmak üzere  𝜉𝑖 → 𝑎(𝑆)) dir. 

𝑎) nın ispatı:  �𝑥(𝑛)�
𝑛=1
∞

dizisi, 𝑚 nin elemanlarının yakınsak bir dizisi olduğundan, 

𝜀 > 0 ve her bir 𝑗 ve 𝑛 > 𝑛0 için �𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑛)� < 𝜀
3
  olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ  vardır. 

Lemma 3.1 e göre 𝐴𝑗 ,𝐴𝑛 ⊂ ℕ cümleleri vardır ki 𝛿�𝐴𝑗� = 𝛿(𝐴𝑛) = 1 ve 𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞
𝑖𝑘𝐴𝑗

 𝜉𝑖
(𝑗) = 𝑎𝑗, 

𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞
𝑖𝑘𝐴𝑛

 𝜉𝑖
(𝑛) =  𝑎𝑛 dir. 

 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑛 cümlesinin asimptotik yoğunluğu 1 olduğundan sonsuz cümledir.  

 𝑘 ∈ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑛 seçebiliriz öyle ki �𝜉𝑖
(𝑗) − 𝑎𝑗� < 𝜀

3
  , �𝜉𝑖

(𝑛) − 𝑎𝑛� < 𝜀
3
  dür. 

�𝑥(𝑗) − 𝑥(𝑛)� < 𝜀
3
 ve �𝜉𝑖

(𝑛) − 𝑎𝑗� < 𝜀
3
  , �𝜉𝑖

(𝑛) − 𝑎𝑛� < 𝜀
3
   olduğundan her 𝑗, 𝑛 > 𝑛0 için 

�𝑎𝑗 − 𝑎𝑛� ≤ �𝑎𝑗 − 𝜉𝑖
(𝑗)� + �𝜉𝑖

(𝑗) − 𝜉𝑖
(𝑛)� + �𝜉𝑖

(𝑛) − 𝑎𝑛� < 𝜀
3

+ 𝜀
3

+ 𝜀
3

= 𝜀  . 

(𝑎𝑖)𝑖=1∞  dizisine yakınsaklık için Cauchy şartı uygulanırsa 𝑎 reel sayısına yakınsak 
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olmak zorunda olup 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
𝑖→∞

𝑎𝑖 dır. 

 𝑏) nin ispatı : 𝜂 > 0 olsun. 𝛿(𝐴) = 1 olacak şekilde 𝐴 ⊂ ℕ cümlesinin var olduğunu 

ispatlamak yeterlidir ve her bir 𝑘 𝛼 𝐴  için |𝜉𝑖 − 𝑎| < 𝜂 eşitsizliği sağlanır. 𝑥(𝑗) → 𝑥   

olduğundan 𝑝 ∈ ℕ vardır ki �𝑥(𝑝) − 𝑥� < 𝜂
3
 dir. Bu yolla bir 𝑝 sayısı seçebiliriz ve  

�𝑎𝑝 − 𝑎� < 𝜂
3
 eşitsizliği sağlanır. 

 𝑥(𝑃) → 𝑎𝑝(𝑆)  olduğundan bir 𝐴 ⊂ ℕ cümlesi vardır ki  𝛿(𝐴) = 1 ve her bir 𝑘 𝛼 𝐴 için  

�𝜉𝑖
(𝑝) − 𝑎𝑝� < 𝜂

3
 dür. �𝑥(𝑝) − 𝑥� < 𝜂

3
  , �𝑎𝑝 − 𝑎� < 𝜂

3
  ve �𝜉𝑖

(𝑝) − 𝑎𝑝� < 𝜂
3
  olduğundan 

her bir 𝑘 𝛼 𝐴 için |𝜉𝑖 − 𝑎| ≤ �𝜉𝑖 − 𝜉𝑖
(𝑝)� + �𝜉𝑖

(𝑝) − 𝑎𝑝� + �𝑎𝑝 − 𝑎� < 𝜂
3

+ 𝜂
3

+ 𝜂
3

= 𝜂 dır.  
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4.KUVVETLİ  𝑨 −TOPLANABİLİRLİK VE  𝑨 −İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIK 

 

Tanım 4.1.  

     𝐴 = (𝑎𝑛𝑖) negatif olmayan regüler matris toplanabilirlik metodu olsun. 𝑒 bütün 

terimleri 1 olan diziyi göstermek üzere 

𝑊0(𝐴) = �𝑥 ∈ 𝑤 ∶  lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖|𝑥𝑖| = 0
∞

𝑖=1

� 

ve 

𝑊(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑤 ∶  𝑥 − 𝐿𝑒 ∈ 𝑊0(𝐴) 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛} 

şeklinde tanımlansın. Eğer 𝑥 ∈ 𝑊 (𝐴) ise 𝑥 dizisi 𝐿 sayısına kuvvetli 𝐴 −toplanabilirdir 

denir (Demirci, 1996). 

Tanım 4.2.  

     𝐾 pozitif tamsayıların bir alt cümlesi, 𝑒 bütün terimleri 1 olan dizi olsun ve 𝜀 > 0 

verilsin. 𝐾(𝑥; 𝜀) = {𝑘 ∈ ℕ ∶ |𝑥𝑖| ≥ 𝜀} ifadesinin karakteristik fonksiyonunu 𝜒𝐾(𝑥;𝜀)  ile 

gösterelim. Her 𝜀 > 0 için 𝜒𝐾(𝑥−𝐿𝐿;𝜀) ∈ 𝑊0(𝐴) ise 𝑥 dizisi 𝐿 sayısına 𝐴 − istatistiksel 

yakınsaktır denir. Bu durumda 𝑥 → 𝐿(𝑆(𝐴))  ve      𝑆(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑤 ∶  𝑥 →

𝐿(𝐴𝑆) 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛} yazılır (Connor, 1989; Kolk, 1991). 

     Connor (1989) ve Kolk (1991) tarafından verilen, bir modülüs fonksiyonuna göre 

kuvvetli 𝐴 −toplanabilme tanımına benzer olarak bir 𝐹 Orlicz fonksiyonuna göre 

kuvvetli 𝐴 − toplanabilme tanımını verebiliriz. 

Tanım 4.3.  

     𝐹 bir Orlicz fonksiyonu ve 𝐴 = (𝑎𝑛𝑖)   negatif olmayan regüler bir toplanabilirlik 

metodu olacak şekilde 

𝑊0(𝐴,𝐹) = �𝑥 ∈ 𝑤 ∶ lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖𝐹(|𝑥𝑖|)
∞

𝑖=1

= 0� 

ve 

𝑊(𝐴,𝐹) = {𝑥 ∈ 𝑤 ∶ 𝑥 − 𝐿𝑒 ∈ 𝑊0(𝐴,𝐹)  𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛}  

dizi uzaylarını tanımlayalım. Eğer 𝑥 ∈  𝑊(𝐴,𝐹) ise 𝑥 dizisi 𝐿 sayısına 𝐹 Orlicz 

fonksiyonuna göre kuvvetli 𝐴 − toplanabilirdir denir. 
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 𝛥2 −koşulunu sağlayan bir Orlicz fonksiyonu için 𝑊0(𝐴)  ⊆ 𝑊0(𝐴,𝐹)  ve  𝑊(𝐴) ⊆

𝑊(𝐴,𝐹)  dir (Demirci, 1996). 

Lemma 4.4.  

     𝐹, 𝛥2 −koşulunu sağlayan bir Orlicz fonksiyonu ve 𝐴 = (𝑎𝑛𝑖)  negatif olmayan 

regüler matris toplanabilirlik metodu olsun. Bu durumda  𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞, ℓ∞ da bir 

idealdir (Demirci, 1996). 

İspat.  

     𝑥 ∈ 𝑊0(𝐴,𝐹) ve 𝑦 ∈ ℓ∞ olsun. 𝑥𝑦 = (𝑥𝑖𝑦𝑖) ∈  𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ olduğunu 

göstermeliyiz.  𝑦𝛼ℓ∞ olduğundan ‖𝑦‖ < 𝐻1 olacak şekilde bir 𝐻1 > 1 sayısı vardır. O 

halde her 𝑘 için |𝑥𝑖𝑦𝑖| < 𝐻1|𝑥𝑖| dır. 𝐹, azalmayan ve 𝛥2 − koşulunu sağladığından  

𝐹(|𝑥𝑖𝑦𝑖|) < 𝐹(𝐻1|𝑥𝑖|) ≤ 𝐻𝐻1𝐹(|𝑥𝑖|)  (𝐻 > 0)  elde edilir. Bununla birlikte 

lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖𝐹(|𝑥𝑖|)
∞

𝑖=1

= 0                                                                                                           (4.1) 

olduğundan 

lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖𝐹(|𝑥𝑖𝑦𝑖|)
∞

𝑖=1

= 0                                                                                                       (4.2) 

sonucuna ulaşılır. O halde 𝑥𝑦 ∈  𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞. 

Lemma 4.5.  

     𝑀, ℓ∞ da bir ideal ve 𝑥 ∈  ℓ∞ olsun. 𝑥 in,  ℓ∞ da 𝑀  nin kapanışında olması için 

gerek ve yeter koşul her 𝜀 > 0 için 𝜒𝐾(𝑥;𝜀) ∈ 𝑀  olmasıdır (Connor, 1989). 

Lemma 4.6.  

     𝐴 negatif olmayan regüler bir toplanabilirlik metodu ise 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞, ℓ∞ uzayının 

kapalı bir idealidir (Freedman ve Sember, 1981). 

Teorem 4.7.  

     𝑥 sınırlı bir dizi olsun. 𝐹, 𝛥2 −koşulunu sağlayan bir Orlicz fonksiyonu ve 𝐴 =

(𝑎𝑛𝑖), negatif olmayan regüler bir toplanabilirlik metodu olsun. Bu takdirde 

 𝑊(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ = 𝑊(𝐴)⋂ℓ∞ dur (Demirci, 1996). 

 İspat.  

     𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ = 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞ olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑊0(𝐴) ⊆ 𝑊0(𝐴,𝐹) 

olduğundan 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞ ⊆ 𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ dur. 𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ ⊆ 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞  olduğunu 

gösterelim. Her ∀𝑛 ∈ ℕ  için 
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�𝑎𝑛𝑖𝐹 �𝜒𝐾(𝑥;𝜀)(𝑘)� = 𝐹(1)�𝑎𝑛𝑖

∞

𝑖=1

∞

𝑖=1

𝜒𝐾(𝑥;𝜀)(𝑘)                                                            (4.3) 

yazabiliriz. 𝑥𝛼𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ olsun ve 𝜀 > 0 verilsin. Bir 𝑦 ∈ ℓ∞ dizisini 

𝑦𝑖 = �
1
𝑥𝑘

, |𝑥𝑖| ≥ 𝜀 𝑖𝑠𝑒

0,    𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑎𝑒
                                                                                                           (4.4)  

şeklinde tanımlarsak 𝑥𝑦 = 𝜒𝐾(𝑥;𝜀) ve 𝜒𝐾(𝑥;𝜀) ∈  𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ olduğundan 

lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖𝐹�𝜒𝐾(𝑥;𝜀)(𝑘)�
∞

𝑖=1

= 0                                                                                               (4.5) 

elde edilir. Böylece (4.3)  den 

lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖𝜒𝐾(𝑥;𝜀)(𝑘)
∞

𝑖=1

= 0                                                                                                      (4.6) 

bulunur. Lemma 4.6 dan 𝑥 ∈ 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞ olduğu görülür. Bu durumda 𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞   

⊆ 𝑊(𝐴)⋂ℓ∞ dur. 

    Şimdi de 𝐴 = (𝑎𝑛𝑖) negatif olmayan bir regüler toplanabilirlik metodu olmak üzere 

𝐴 − istatistiksel yakınsaklık ve 𝛥2 −koşulunu sağlayan bir 𝐹 Orlicz fonksiyonuna göre 

kuvvetli  𝐴 −toplanabilirlik arasındaki ilişkiyi vereceğiz. 

Teorem 4.8.  

     𝐹, 𝛥2 −koşulunu sağlayan bir Orlicz fonksiyonu ve 𝐴 = (𝑎𝑛𝑖) negatif olmayan bir 

regüler toplanabilirlik metodu olsun. Bu durumda 

 i) 𝑊(𝐴,𝐹) ⊂ 𝑆(𝐴),    

 ii) 𝑆(𝐴)⋂ℓ∞ ⊂ 𝑊(𝐴,𝐹),  

 iii) 𝑆(𝐴)⋂ℓ∞ = 𝑊(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ dur (Demirci, 1996). 

İspat.  

     (i) 𝑥 ∈ 𝑊(𝐴,𝐹) ve 𝑦 ∈ ℓ∞ olsun. 𝑦 ∈ ℓ∞ olduğundan ‖𝑦‖ < 𝐻1 olacak şekilde  

𝐻1 > 1 sayısı bulunabilir. Bu durumda her 𝑘 için |𝑥𝑖𝑦𝑖| < 𝐻1|𝑥𝑖|  dır. 𝐹, azalmayan ve 

𝛥2−  koşulunu sağladığından 𝐹(|𝑥𝑖𝑦𝑖|) < 𝐻𝐻1𝐹(|𝑥𝑖|), (𝐻 > 0) elde edilir. Böylece 

�𝑎𝑛𝑖

∞

𝑖=1

𝐹(|𝑥𝑖𝑦𝑖|) ≤ 𝐻𝐻1�𝑎𝑛𝑖

∞

𝑖=1

𝐹(|𝑥𝑖|) → 0, (𝑛 → 0)                                               (4.7) 

olur ve 

lim
𝑛
�𝑎𝑛𝑖

∞

𝑖=1

𝐹(|𝑥𝑖𝑦𝑖|) = 0                                                                                                     (4.8) 
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elde edilir. 

     Bu durumda 𝑥𝑦 ∈ 𝑊0(𝐴,𝐹) olur. 𝑦 dizisini  

𝑦𝑖 = �
1
𝑥𝑘

,   |𝑥𝑖| ≥ 𝜀 𝑖𝑠𝑒

0,     𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑎𝑒
                                                                                                          (4.9)  

şeklinde tanımlayalım. Teorem 4.7 den 𝑥𝑦 = 𝜒𝐾(𝑥;𝜀) ∈ 𝑊0(𝐴,𝐹)⋂ℓ∞ = 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞ 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑥, sıfıra 𝐴 −istatistiksel yakınsaktır.  

(ii)  𝑥 ∈ 𝑆(𝐴) ∩ ℓ∞  olsun. Tanımdan her 𝜀 > 0 için 𝐾(𝑥 − 𝐿𝑒; 𝜀) = {𝑘 ∈ ℕ ∶

|𝑥𝑖 − 𝐿| ≥ 𝜀} olmak üzere 𝜒𝐾(𝑥−𝐿𝐿;𝜀) ∈ 𝑊0(𝐴)⋂ℓ∞  dur. Şimdi Lemma 4.5 ve Lemma 

4.6 dan 𝑥 − 𝐿𝑒 sıfıra kuvvetli 𝐴 − toplanabilirdir ve Teorem 4.7 den 𝑥 ∈ 𝑊(𝐴,𝐹) elde 

edilir. 

(iii) (i) ve (ii) den elde edilir.  

     Bilindiği gibi bir dizi 𝐿 sayısına 𝐴 − istatistiksel yakınsak ise aynı 𝐿 sayısına 

yakınsayan bir alt diziye sahiptir (Kolk, 1991). 

Sonuç 4.9.  

     𝑥 dizisi, 𝛥2−  şartını gerçekleyen bir Orlicz fonksiyonuna göre 𝐿 sayısına kuvvetli 

𝐴 −toplanabilir ise 𝑥, 𝐿 sayısına yakınsayan bir alt diziye sahiptir (Demirci, 1996). 
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5.BİR MODÜLÜSE GÖRE LACUNARY KUVVETLİ A-YAKINSAKLIK  

 

     Bu bölümde bir modülüse göre lacunary kuvvetli  𝐴 −yakınsaklık ve lacunary 

𝐴 −istatistiksel yakınsaklık arasındaki bazı ilişkiler incelenecektir. Ayrıca 0 < 𝛼 ≤ 1 

için bir modülüse göre 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve 𝛼. dereceden 

𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramları tanımlanıp, bazı kapsama ilişkileri verilecektir. 

     𝜃 = (𝑘𝑟) pozitif tamsayıların bir dizisi, 𝑟 → ∞ için 0 < 𝑘𝑟 < 𝑘𝑟+1 𝑣𝑒 ℎ𝑟 = 𝑘𝑟 −

𝑘𝑟−1 → ∞ şartlarını sağlıyorsa lacunary dizisi olarak adlandırılır. 𝜃 tarafından 

belirlenen aralıklar 𝐼𝑟=(𝑘𝑟−1, 𝑘𝑟]  olarak gösterilir ve 𝑞𝑟  = 𝑖𝑟
𝑖𝑟−1

  dir (Freedman ve ark., 

1978). 

     Freedman ve ark. (1978) tarafından lacunary kuvvetli yakınsak dizilerin uzayı 𝑁𝜃 

𝑁𝜃 = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶ lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟 

  �|𝑥𝑖 − 𝐿| = 0 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 
𝑖∈𝐼𝑟

𝑖ç𝑖𝑛  � 

 şeklinde tanımlandı. 

      Pehlivan ve Fisher (1994) tarafından lacunary kuvvetli yakınsaklık  

𝑁𝜃(𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶ lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝑥𝑖 − 𝐿|) = 0  𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 
𝑖∈𝐼𝑟

 𝑖ç𝑖𝑛 � 

şeklinde genelleştirildi. 

 

5.1. 𝑵𝑵(𝑨,𝒇)  Yakınsaklık 

 

Tanım 5.1.1.  

     A =  (𝑎𝑖𝑖)  karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi ve 𝑓 bir modülüs olmak üzere  

𝑁𝜃 (𝐴, 𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶ lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) = 0  𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿  𝑖ç𝑖𝑛
𝑖∈𝐼𝑟

  � 

ve 
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𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶ lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|) = 0 
𝑖∈𝐼𝑟

� 

tanımlayalım. Eğer 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴, 𝑓) olacak şekilde karmaşık bir 𝐿 sayısı varsa,  𝑥 =

(𝑥𝑖) dizisi bir modülüse göre 𝐿 sayısına lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaktır denir. 

𝑓(𝑥) = 𝑥  ise 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) = 𝑁𝜃 (𝐴)  ve 𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) = 𝑁𝜃0(𝐴) dır. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃 (𝐴)  ise 𝑥, 𝐿 ye 

lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaktır denir. 𝑓 modülüsüne göre x, 𝐿 sayısına lacunary 

kuvvetli 𝐴 −yakınsak ise 𝑥𝑖 → 𝐿�𝑁𝜃(𝐴,𝑓)� yazarız. 𝐴 = 𝐼 birim matris ise sırasıyla 

𝑁𝜃(𝐴,𝑓) ve 𝑁𝜃0(𝐴, 𝑓) için 𝑁𝜃(𝑓) ve 𝑁𝜃0(𝑓) yazarız. 𝑁𝜃(𝐴,𝑓) ve 𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) lineer 

uzaylardır. 

    𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) uzayının lineer uzay olduğunu gösterelim. 𝑥,𝑦 ∈ 𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) ve 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ 

olsun. |𝑎| ≤ 𝑇𝑠 ve |𝑏| ≤ 𝑇𝑏olacak şekilde 𝑇𝑠, 𝑇𝑏 tam sayıları vardır. 

1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝑎𝐴𝑖(𝑥) + 𝑏𝐴𝑖(𝑦)|)
𝑖∈𝐼𝑟

≤ 𝑇𝑠
1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝑖∈𝐼𝑟

+ 𝑇𝑏
1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑦)|)
𝑖∈𝐼𝑟

        (5.1.1) 

 elde edilir ki 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑁𝜃0(𝐴,𝑓)  dir (Bilgin, 2001). 

    Şimdi lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve bir modülüse göre lacunary kuvvetli 

𝐴 −yakınsaklık arasındaki ilişkiyi verelim.   

Teorem 5.1.2.  

     𝑓 bir modülüs olsun. 𝑁𝜃 (𝐴) ⊆ 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) ve 𝑁𝜃0(𝐴) ⊆ 𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) dir (Bilgin, 2001). 

İspat.  

     𝑁𝜃 (𝐴) ⊆ 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) olduğunu gösterelim. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃 (𝐴) ve 𝜀 > 0 olsun. 0 ≤ u ≤ δ 

şartını sağlayan her 𝑢 için 𝑓 (𝑢)  < 𝜀 olacak şekilde 0 < 𝛿 < 1 seçelim. 

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) = 
𝑖∈𝐼𝑟

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) + 
1

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
2

       (5.1.2) 

yazabiliriz ve ilk toplam |𝐴𝑖(x)  − L | ≤ δ üzerinde ve ikinci toplam |𝐴𝑖 (x)  − L | > 𝛿 

üzerindedir. 

𝑓 nin tanımından 
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1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) ≤ 𝜀 + 2𝑓(1)
1
𝛿

1
ℎ𝑟 

 
𝑖∈𝐼𝑟

�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

                                         (5.1.3) 

elde edilir. Böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) dir. 

Teorem 5.1.3.  

     𝑓 bir modülüs olsun. lim𝑠→∞
𝑓(𝑠)
𝑠

 = 𝛽 > 0  ise 𝑁𝜃 (𝐴) =  𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) dir (Bilgin, 

2001). 

İspat. 

     lim𝑠→∞
𝑓(𝑠)
𝑠

 =β > 0 ise her 𝑠 > 0 için 𝑓(𝑠) ≥  𝛽𝑠 dir. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) olsun. Buradan  

1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) ≥ 
𝑖∈𝐼𝑟

1
ℎ𝑟 

  �β|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

= 𝛽
1
ℎ𝑟 

 �|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

               (5.1.4) 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈  𝑁𝜃 (𝐴) dır. Teorem 5.1.2 kullanılarak ispat tamamlanır. 

     β > 0 olması esastır. β = 0 ise eşitlik sağlanmayabilir. Gerçekten; β = 0 olsun. 

𝐴 = 𝐼 ve 𝑓(𝑥) = √𝑥 olduğunu düşünelim. (𝑥𝑖 ), 𝑖 ∈ 𝐼𝑟 için ilk terimi ℎ𝑟 ve diğer 

terimleri sıfır olan bir dizi olsun. 

  
1
ℎ𝑟 

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|) 
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 

  �  
𝑖∈𝐼𝑟

�|𝑥𝑖| =
1
ℎ𝑟 

 �|ℎ𝑟| → 0, (𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                    (5.1.5) 

ve böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) dir. Ancak  
1
ℎ𝑟 

  �|𝐴𝑖(𝑥)| =
1
ℎ𝑟 

  �|𝑥𝑖| 
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 
ℎ𝑟 → 1, (𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                   

𝑖∈𝐼𝑟

                       (5.1.6) 

ve böylece 𝑥 ∉ 𝑁𝜃 (𝐴) elde edilir. 

Teorem 5.1.4.  

     𝑓 bir modülüs fonksiyonu olsun. 

𝐢) liminf 𝑞𝑟 > 1 için 𝑤(𝐴,𝑓) ⊆  𝑁𝜃 (𝐴,𝑓), 

𝐢𝐢) limsup 𝑞𝑟  < ∞ için 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)  ⊆  𝑤(𝐴,𝑓), 

𝐢𝐢𝐢) 1 < lim in𝑓𝑟 𝑞𝑟 ≤ lim su𝑝𝑟 𝑞𝑟 < ∞  ise 𝑤(𝐴,𝑓) =  𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) dir, burada 
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𝑤(𝐴,𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶    lim
n→∞

1
𝑛

 �𝑓(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | ) 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛 
𝑛

𝑖=1

�  

 dır (Esi, 1996).  

İspat. 

     i) 𝑥 ∈ 𝑤(𝐴,𝑓) ve lim inf 𝑞𝑟 > 1 olsun. Bu takdirde yeterince büyük r ler için  

𝑞𝑟 = 𝑖𝑟
𝑖𝑟−1

≥ 1 +  𝛿, �ℎ𝑟
𝑖𝑟
�  ≥ 𝛿

1+𝛿
 ve �𝑖𝑟

ℎ𝑟
� ≤  1+𝛿

𝛿
 olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı vardır. 

Böylece 

1
𝑘𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | )
𝑖𝑟 

𝑖=1

≥
1
𝑘𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

= �
ℎ𝑟
𝑘𝑟
�  

1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

 

               

≥
𝛿

1 + 𝛿
1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

                                                                                          (5.1.7) 

yazabiliriz. Buradan 𝑥 ∈ 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) dir. 

ii) limsup 𝑞𝑟 < ∞ ise, her r için 𝑞𝑟 < 𝐾 olacak şekilde 𝐾 > 0 vardır. Şimdi 𝑥 ∈

𝑁𝜃 (𝐴, 𝑓) ve 𝜀 > 0 olduğunu varsayalım. Her 𝑚 ≥ 𝑚0 için 𝑚0 vardır ki 

𝐻𝑚 = 1
ℎ𝑚
∑ 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 𝑖∈𝐼𝑚 < 𝜀 dur. Böylece her 𝑚 için 𝐻𝑚 ≤ 𝑇 olacak şekilde 

T > 0 bulabiliriz. 𝑛, 𝑘𝑟  ≥ 𝑛 > 𝑘𝑟−1 olacak şekilde bir tamsayı olsun. 

1
𝑛
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑛

 𝑖=1

≤
1
𝑘𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖𝑟

𝑖=1

  

≤
1

𝑘𝑟−1 �� + �
𝑖𝑟

𝑚=𝑚0+1

𝑚0

𝑚=1

� � 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑚

  

                                        

=
1

𝑘𝑟−1 � � 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑚

+
1

𝑘𝑟−1 � � 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑚

𝑖𝑟

𝑚=𝑚0+1

𝑚0

𝑚=1
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≤
1

𝑘𝑟−1 � � 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑚

+
𝑚0

𝑚=1

𝜀(𝑘𝑟 − 𝑘𝑚0) 
1

𝑘𝑟−1  

=
1

𝑘𝑟−1 �ℎ1𝐻1 + ℎ2𝐻2 + ∙ ∙ ∙  +ℎ𝑚0𝐻𝑚0� + 𝜀(𝑘𝑟−𝑘𝑚0)
1

𝑘𝑟−1  

≤
1

𝑘𝑟−1   � 𝐻𝑖 1≤𝑖<𝑚0
𝑠𝑠𝑝 𝑘𝑚𝑜� + 𝜀𝐾 

<
1

𝑘𝑟−1 𝑘𝑚𝑜𝑇 + 𝜀𝐾                                                                                                                (5.1.8) 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈  𝑤 (𝐴, 𝑓)  olduğu sonucu elde edilir. (iii), (i) ve (ii) kullanılarak 

ispatlanır.  

     Aşağıdaki teorem Teorem 5.1.3. ve Teorem 5.1.4. den elde edilir. 

Teorem 5.1.5.  

     𝑓 bir modülüs fonksiyonu olsun.  

lim𝑠→∞
𝑓(𝑠)
𝑠

 = β >  0 ve 1 < lim in𝑓𝑟 𝑞𝑟 ≤ lim su𝑝𝑟𝑞𝑟 < ∞  ise 𝑁𝜃 (𝐴) = 𝑤(𝐴, 𝑓) dir 

(Bilgin, 2001). 

5.2. Lacunary A-İstatistiksel Yakınsaklık 

 

Tanım 5.2.1. 

     𝜃 lacunary dizisi olsun. ∀𝜀 > 0 için lim𝑟→∞ ℎ𝑟−1|𝐾𝜃  (𝜀)| = 0 ise 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi 𝐿 

sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Burada |𝐾𝜃  (𝜀)|, 𝐾𝜃  (𝜀) =

{𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝑥𝑖 − 𝐿| ≥ 𝜀} kümesinin eleman sayısını belirtmektedir. Lacunary istatistiksel 

yakınsak olan dizilerin cümlesi 𝑆𝜃 ile gösterilir. 

Tanım 5.2.2.  

     A =  (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi olsun. ∀𝜀 > 0 için   

lim𝑟→∞ ℎ𝑟−1|𝐾𝐴𝜃(𝜀)| = 0 ise 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi 𝐿 sayısına lacunary 𝐴 −istatistiksel 

yakınsaktır denir. Burada |𝐾𝐴𝜃(𝜀)|, 𝐾𝐴𝜃(𝜀) = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀}  kümesinin 
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eleman sayısını belirtir. Lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi 𝑆𝜃(𝐴) ile 

gösterilir. 

    Bu bölümde 

 𝐼𝑟1 = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀}  = K𝐴𝜃(𝜀)  ve                                                     

  𝐼𝑟2 = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| < 𝜀}  olarak alınacaktır. 

Teorem 5.2.3.  

     𝐴, sınırlama yöntemi olsun.  

i) 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴)) ise 𝑥𝑖 → 𝐿�𝑆𝜃 (𝐴)�, 

ii) 𝑥 sınırlı ve 𝑥𝑖 → L(𝑆𝜃 (𝐴)) ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴)), 

iii) 𝑥 sınırlı bir dizi ise 𝑆𝜃 (𝐴) =  𝑁𝜃 (𝐴) dır (Bilgin, 2001). 

İspat.  

     i) İspatın bu kısmında 𝐴 sınırlama yöntemine ihtiyacımız yoktur. 𝜀 > 0 ve 𝑥𝑖 →

𝐿(𝑁𝜃 (𝐴))  ise 

1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟 

|K𝐴𝜃(𝜀)|𝜀                                                                                   (5.2.1) 

yazabiliriz. Yani 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃 (𝐴)) olur.  

ii) 𝑥 in, 𝐿 ye lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsak olduğunu varsayalım. 𝑥 sınırlı ve  𝐴 

sınırlama yöntemi olduğundan, her 𝑖 için |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|  ≤ T olacak şekilde T > 0 sabit 

sayısı vardır. Böylece ∀𝜀 > 0 için 

1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|  =

1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| +
𝑖∈𝐼𝑟1

1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|  ≤ 𝑇
𝑖∈𝐼𝑟2

1
ℎ𝑟 

|K𝐴𝜃(𝜀) |  +  𝜀.  
𝑖∈𝐼𝑟

 

                      (5.2.2) 

𝜀 → 0 için limit alırsak istenilen sonucu elde ederiz. (i) ve (ii) den (iii) elde edilir. 

    Şimdi lacunary A −istatistiksel yakınsaklık ve bir modülüse göre lacunary kuvvetli 

A −yakınsaklık arasındaki ilişkiyi verelim. 
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Teorem 5.2.4. 

i) 𝑓 bir modülüs fonksiyonu, 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)) ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃 (𝐴)) dır, 

ii) 𝑓 sınırlı ve 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃 (𝐴)) ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)) dir, 

iii) 𝑓 sınırlıysa 𝑆𝜃 (𝐴)= 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓) dir (Bilgin, 2001). 

İspat.  

     i) 𝑓 bir modülüs fonksiyonu olsun. 𝜀 > 0 ve 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)) ise 

1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟 
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟1

>
1
ℎ𝑟 

|𝐾𝐴𝜃(𝜀) |𝑓(𝜀)                      (5.2.3) 

yazabiliriz. Yani 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃 (𝐴)  ) olur. 

ii) 𝑓 in sınırlı olduğunu varsayalım. 𝑓 sınırlı olduğundan, her 𝑥 ≥ 0 için                

𝑓(𝑥) ≤ 𝑇 olacak şekilde 𝑇 tam sayısı vardır. Buradan 

1
ℎ𝑟 
∑ 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)  ≤ 𝑖∈𝐼𝑟

1
ℎ𝑟 
∑ 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) +𝑖∈𝐼𝑟1

1
ℎ𝑟 
∑ 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)𝑖∈𝐼𝑟2     

≤ 𝑇
1
ℎ𝑟 

|K𝐴𝜃(𝜀) | + 𝑓(𝜀)                                                                                                      (5.2.4) 

yazabiliriz. 𝑓 sürekli, ve 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃 (𝐴))  olduğundan 𝜀 → 0 için 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)) dir. 

(i) ve (ii) den (iii) elde edilir. 

     𝑓 sınırlı olmadığında 𝑆𝜃 (𝐴)  ≠ 𝑁𝜃 (𝐴, 𝑓) olduğunu göstermek için bir örnek 

verelim. 𝐴 = 𝐼 olduğunu düşünelim. 𝑓 sınırsız olduğundan 𝑓(𝑦𝑖)  ≥ ℎ𝑖 olacak şekilde 

0 < 𝑦1 < 𝑦2 < ⋯  pozitif sayıların bir (𝑦𝑖) dizisi vardır. 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisini, 𝑖 =

 1, 2, …  için 𝑥𝑖𝑖  = 𝑦𝑖  ve aksi durumda 𝑥𝑖 = 0 şeklinde tanımlayalım. Bu takdirde 

𝑥 ∈ 𝑆𝜃(𝐴), fakat 𝑥 ∉ 𝑁𝜃(𝐴,𝑓) dir. 

Lemma 5.2.5. 

     𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 ise, 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆) iken 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃) dır (Fridy, 1985). 

Teorem 5.2.6.  

     𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1, 𝐴 regüler ve 𝑓 sınırlı olsun. 𝑥𝑖 → 𝐿 ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)) dir (Bilgin, 

2001). 
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İspat.  

     𝑥𝑖 → 𝐿 olsun. 𝐴 regüler olduğundan ve istatistiksel yakınsaklık tanımından    

𝐴𝑖(𝑥)  →  𝐿(𝑆) dir.  𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 olduğundan ve Lemma 5.2.5. den 𝐴𝑖(𝑥)  →  𝐿(𝑆𝜃) 

yani 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃 (𝐴)) olur. Böylece Teorem 5.2.4. kullanılarak 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)) 

bulunur. 

 

5.3. Bir Modülüse Göre 𝜶. Dereceden Lacunary Kuvvetli 𝑨 −Yakınsaklık ve 𝜶. 

Dereceden Lacunary 𝑨 −İstatistiksel Yakınsaklık 

 

     Bu alt başlık altında, yeni kavramlar olan, 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere bir modülüse göre 

𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve 𝛼. dereceden lacunary 

𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramları verilecektir. Bu kavramlar arasındaki kapsama 

ilişkileri incelenecektir. 

Tanım 5.3.1.  

     𝐴 = (𝑎𝑖𝑖)  karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi ve 𝑓 bir modülüs olmak üzere 

0 < 𝛼 ≤ 1 için 

𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶ lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟𝛼

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) = 0  𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿  𝑖ç𝑖𝑛
𝑖∈𝐼𝑟

  � 

ve 

𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴, 𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶ lim

𝑟→∞

1
ℎ𝑟𝛼

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|) = 0 
𝑖∈𝐼𝑟

� 

uzaylarını tanımlayalım. Eğer 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) olacak şekilde karmaşık bir 𝐿 sayısı varsa, 

𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi bir modülüse göre 𝐿 sayısına 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 

𝐴 −yakınsaktır denir. 𝑓(𝑥) = 𝑥 ise 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) = 𝑁𝜃𝛼(𝐴) ve 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴,𝑓) = 𝑁𝜃

0,𝛼(𝐴) dır. 

𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) ise 𝑥, 𝐿 ye 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaktır denir. 𝑓 

modülüsüne göre x, 𝐿 sayısına 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsak ise bu 
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yakınsaklık 𝑥𝑖 → 𝐿�𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓)� ile gösterilir. 𝐴 = 𝐼 birim matris ise sırasıyla 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) 

ve 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴,𝑓) için 𝑁𝜃𝛼(𝑓) ve 𝑁𝜃

0,𝛼(𝑓) yazarız. 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) ve 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴, 𝑓) lineer uzaylardır. 

    𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴, 𝑓) uzayının lineer uzay olduğunu gösterelim. 𝑥,𝑦 ∈ 𝑁𝜃

0,𝛼(𝐴,𝑓) ve 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ 

olsun. |𝑎| ≤ 𝑇𝑠 ve |𝑏| ≤ 𝑇𝑏 olacak şekilde 𝑇𝑠, 𝑇𝑏 tam sayıları vardır. 

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓(|𝑎𝐴𝑖(𝑥) + 𝑏𝐴𝑖(𝑦)|)
𝑖∈𝐼𝑟

≤ 𝑇𝑠
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝑖∈𝐼𝑟

+ 𝑇𝑏
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖(𝑦)|)
𝑖∈𝐼𝑟

      (5.3.1) 

 elde edilir ki 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴, 𝑓)  dir. 

Tanım 5.3.2. 

     𝜃 lacunary dizisi ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. ∀𝜀 > 0 için lim𝑟→∞
1
ℎ𝑟𝛼

|𝐾𝜃  (𝜀)| = 0 ise 

𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi 𝐿 sayısına 𝛼. dereceden lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Burada 

|𝐾𝜃  (𝜀)|, 𝐾𝜃  (𝜀) = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝑥𝑖 − 𝐿| ≥ 𝜀} kümesinin eleman sayısını belirtir. 𝛼. 

dereceden lacunary istatistiksel yakınsak olan dizilerin cümlesini 𝑆𝜃𝛼 ile gösterilir. 

Tanım 5.3.3.  

     A =  (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. ∀𝜀 > 0 için   

lim𝑟→∞
1
ℎ𝑟𝛼

|𝐾𝐴𝜃(𝜀)| = 0 ise 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi 𝐿 sayısına 𝛼. dereceden lacunary 

𝐴 −istatistiksel yakınsaktır denir. Burada |𝐾𝐴𝜃(𝜀)|, 𝐾𝐴𝜃(𝜀) = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥

𝜀}  kümesinin eleman sayısını belirtir. 𝛼. dereceden lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsak 

dizilerin cümlesini 𝑆𝜃𝛼(𝐴) ile gösterilir. 𝜃 = 2𝑟 alınırsa 𝑆𝜃𝛼(𝐴) yerine 𝑆𝛼(𝐴) yazılır. 

Teorem 5.3.4.  

     𝑓 bir modülüs olsun. lim𝑠→∞
𝑓(𝑠)
𝑠

 = 𝛽 > 0 ise 0 < 𝛼 ≤ 1 için 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) ⊆ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) 

dır. 

İspat. 

     lim𝑠→∞
𝑓(𝑠)
𝑠

= 𝛽 > 0 ise her 𝑠 > 0 için 𝑓(𝑠) ≥  𝛽𝑠 dir. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) olsun. Buradan  

1
ℎ𝑟𝛼

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) ≥ 
𝑖∈𝐼𝑟

1
ℎ𝑟𝛼

  �𝛽|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

= 𝛽
1
ℎ𝑟𝛼

 �|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

             (5.3.2) 
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yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) dır.  

     β > 0 olması gerekir. 𝛽 = 0 ise kapsama sağlanmayabilir. Gerçekten; 𝛽 = 0 olsun. 

𝐴 = 𝐼, 𝐿 = 0 ve 𝑓(𝑥) = √𝑥 olduğunu düşünelim. (𝑥𝑖 ), 𝑖 ∈ 𝐼𝑟 için ilk terimi ℎ𝑟 ve diğer 

terimleri sıfır olan bir dizi olsun. 𝛼 > 1
2
 için 

  
1
ℎ𝑟𝛼

  �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|) 
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

  �  
𝑖∈𝐼𝑟

�|𝑥𝑖| =
1
ℎ𝑟𝛼

 �|ℎ𝑟| → 0, (𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                   (5.3.3) 

ve böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴, 𝑓) dir. Ancak 𝛼 = 1 için 

1
ℎ𝑟𝛼

  �|𝐴𝑖(𝑥)| =
1
ℎ𝑟𝛼

  �|𝑥𝑖| 
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

ℎ𝑟 → 1, (𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                 
𝑖∈𝐼𝑟

                       (5.3.4) 

ve 

𝛼 < 1 için 

1
ℎ𝑟𝛼

  �|𝐴𝑖(𝑥)| =
1
ℎ𝑟𝛼

  �|𝑥𝑖| 
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

ℎ𝑟 → ∞, (𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                
𝑖∈𝐼𝑟

                       (5.3.5) 

olup, böylece 𝑥 ∉ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) olduğu görülür. 

Teorem 5.3.5.  

     𝑓 bir modülüs fonksiyonu olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

𝐢) liminf 𝑞𝑟 > 1 ise 𝑤𝛼(𝐴, 𝑓) ⊆  𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓), 

𝐢𝐢) limsup 𝑖𝑟
𝑖𝑟−1
𝛼  < ∞ ise 𝑁𝜃 (𝐴,𝑓)  ⊆  𝑤𝛼(𝐴,𝑓), burada 

𝑤𝛼(𝐴,𝑓) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶  lim
n→∞

1
𝑛𝛼

 �𝑓(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | ) 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛 
𝑛

𝑖=1

�  

 dır.  

İspat. 

     i) 𝑥 ∈ 𝑤𝛼(𝐴, 𝑓) ve lim inf 𝑞𝑟 > 1 olsun. Bu durumda 𝑞𝑟 = 𝑖𝑟
𝑖𝑟−1

≥ 1 +  𝛿 olacak 

şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı vardır. Buradan 0 < 𝛼 ≤ 1 için 
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�ℎ𝑟
𝑖𝑟
�  ≥ 𝛿

1+𝛿
 ⟹ �ℎ𝑟

𝑖𝑟
�
𝛼
≥  � 𝛿

1+𝛿
�
𝛼

 elde edilir. Böylece 

1
𝑘𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | )
𝑖𝑟 

𝑖=1

≥
1
𝑘𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

= �
ℎ𝑟𝛼

𝑘𝑟𝛼
�  

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

 

               

≥ �
𝛿

1 + 𝛿
�
𝛼 1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

                                                                                  (5.3.6) 

olur. Bu da 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) demektir. 

ii) limsup 𝑖𝑟
𝑖𝑟−1
𝛼  < ∞  olsun. Bu durumda 𝑟 ≥ 1 için 𝑖𝑟

𝑖𝑟−1
𝛼 <  𝑀 olacak şekilde 𝑀 >

0 sayısı vardır. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃0(𝐴,𝑓) olduğunu kabul edelim ve 𝜀 > 0 sayısı verilsin. Her 

𝑖 = 1,2,3, …  için sup𝑖≥𝑅 𝜏𝑖 < 𝜀 ve 𝜏𝑖 < 𝐾 olacak şekilde 𝑅 > 0 ve 𝐾 > 0 sayıları 

bulabiliriz. 𝑠 tamsayısı 𝑘𝑟−1 < 𝑠 ≤ 𝑘𝑟 aralığında olsun. 𝑟 > 𝑅 ve 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

1
𝑠𝛼
�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝑠

 𝑖=1

≤
1

𝑘𝑟−1𝛼 �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝑖𝑟

𝑖=1

  

=
1

𝑘𝑟−1𝛼 ��𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝐼1

+ �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝐼2

+ ⋯+ �𝑓(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝐼𝑟

� 

                                        

=
𝑘1
𝑘𝑟−1𝛼 𝜏1 +

𝑘2 − 𝑘1
𝑘𝑟−1𝛼 𝜏2 + ⋯+

𝑘𝑅 − 𝑘𝑅−1
𝑘𝑟−1𝛼 𝜏𝑅 +

𝑘𝑅+1 − 𝑘𝑅
𝑘𝑟−1𝛼 𝜏𝑅+1 + ⋯+

𝑘𝑟 − 𝑘𝑟−1
𝑘𝑟−1𝛼 𝜏𝑟 

    

≤ �sup
𝑖≥1

𝜏𝑖�
𝑘𝑅
𝑘𝑟−1𝛼 + �sup

𝑖≥𝑅
𝜏𝑖�

𝑘𝑟 − 𝑘𝑅
𝑘𝑟−1𝛼 < 𝐾

𝑘𝑅
𝑘𝑟−1𝛼 + 𝜀𝑀                                                (5.3.7) 

 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑤0,𝛼(𝐴, 𝑓) dir.   

Teorem 5.3.6.  

     𝐴, sınırlama yöntemi olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 için 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃𝛼(𝐴)) ise 𝑥𝑖 → 𝐿�𝑆𝜃𝛼(𝐴)� dır. 
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İspat.  

     𝜀 > 0 ve 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃𝛼(𝐴))  ise 

1
ℎ𝑟𝛼

�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

� |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

|𝐴𝑖(𝑥)−𝐿|≥𝜀

+
1
ℎ𝑟𝛼

� |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

|𝐴𝑖(𝑥)−𝐿|<𝜀

 

≥
1
ℎ𝑟𝛼

� |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| 
𝑖∈𝐼𝑟

|𝐴𝑖(𝑥)−𝐿|≥𝜀

 

≥
1
ℎ𝑟𝛼

|{𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀}|𝜀                                                                                   (5.3.8) 

yazabiliriz. Yani 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃𝛼(𝐴)) olur.  

Teorem 5.3.7. 

     𝑓 bir modülüs fonksiyonu ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓)) ise  

𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃𝛼(𝐴)) dır. 

İspat.  

     𝑓 bir modülüs fonksiyonu ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. 𝑥𝑖 → 𝐿 (𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓)) ise 𝜀 > 0 için 

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟𝛼

� 𝑓(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

|𝐴𝑖(𝑥)−𝐿|≥𝜀

 

≥
1
ℎ𝑟𝛼

|{𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀} |𝑓(𝜀)                                                                              (5.3.9) 

yazabiliriz. Böylece 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃𝛼(𝐴)) elde edilir. 

Lemma 5.3.8. 

     0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 olsun. 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝛼 ) ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃𝛼) dır (Şengül ve Et, 

2014). 

Teorem 5.3.9.  

     0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 ve 𝐴 regüler olsun. 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝛼 )  ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃𝛼(𝐴)) dır. 
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İspat.  

     𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝛼 ) olsun. 𝐴 regüler olduğundan 𝐴𝑖(𝑥)  →  𝐿(𝑆𝛼 ) dır. 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 

olduğundan ve Lemma 5.3.8. den 𝐴𝑖(𝑥)  →  𝐿(𝑆𝜃𝛼) yani 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃𝛼(𝐴)) olur.  
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6.MODÜLÜS FONKSİYONLARININ BİR DİZİSİNE GÖRE LACUNARY 

KUVVETLİ A-YAKINSAKLIK 

 

     Bu bölümde modülüs fonksiyonlarının bir dizisine göre lacunary kuvvetli 

𝐴 −yakınsaklık ve lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişki incelenecektir. 

Ayrıca 0 < 𝛼 ≤ 1 için modülüs fonksiyonlarının bir dizisine göre 𝛼. dereceden 

lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramları  

tanımlanıp, bu kavramlar arasındaki kapsama ilişkileri verilecektir.  

     Bu bölüm boyunca lim𝑠→0+ sup𝑖 𝑓𝑖(𝑢) = 0 olacak şekilde ℱ = (𝑓𝑖) modülüs 

fonksiyonlarının dizisinin uzayı ℱ ile gösterilecektir.  

Tanım 6.1.  

     𝐴 = (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi ve ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs 

fonksiyonlarının dizisi olsun.   

𝑁𝜃(𝐴,ℱ) = �𝑥 = (𝑥𝑖 ) ∶  lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) = 0 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛 
𝑖∈𝐼𝑟

� 

 ve  

𝑁𝜃0(𝐴,ℱ) = �𝑥 = (𝑥𝑖 ) ∶  lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥)|) = 0
𝑖∈𝐼𝑟

� 

uzaylarını tanımlayalım. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) olacak şekilde karmaşık bir 𝐿 sayısı varsa 

𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi ℱ ye göre bir 𝐿 sayısına lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaktır denir. ∀𝑖 ∈ ℕ 

için 𝑓𝑖 = 𝑓 alırsak 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) = 𝑁𝜃(𝐴,𝑓) olur. 𝑓(𝑥) = 𝑥 için 𝑁𝜃(𝐴,𝑓) = 𝑁𝜃(𝐴) 

yazabiliriz. 

     𝑥, ℱ ye göre 𝐿 değerine lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsak ise 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃(𝐴,ℱ)) yazılır. 

𝐴 = 𝐼 birim matris ise sırasıyla 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) ve 𝑁𝜃0(𝐴,ℱ) için  𝑁𝜃(ℱ) ve  𝑁𝜃0(ℱ) yazarız. 

𝑁𝜃(𝐴,ℱ) ve 𝑁𝜃0(𝐴,ℱ) lineer uzaylardır. 

     𝑁𝜃(𝐴,ℱ)  uzayını düşünelim. Varsayalım ki 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) de  𝑥𝑖 → 𝐿, 𝑦𝑖 → 𝐿′ ve           

𝑎, 𝑏 ∈ ℂ  (karmaşık sayı ) olsun. Bu takdirde |𝑎| ≤ 𝑇𝑠 ve |𝑏| ≤ 𝑇𝑏  olacak şekilde 

𝑇𝑠 ve 𝑇𝑏 sayıları vardır. Böylece 
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1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) − (𝑎𝐿 + 𝑏𝐿′)|)
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝑎(𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿) + 𝑏(𝐴𝑖(𝑦) − 𝐿′)|)
𝑖∈𝐼𝑟

 

 ≤
1
ℎ𝑟 
�(𝑓𝑖(|𝑎(𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿)|) + 𝑓𝑖(|𝑏(𝐴𝑖(𝑦) − 𝐿′)|))
𝑖∈𝐼𝑟

 

≤  𝑇𝑠 
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) +  𝑇𝑏  

1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑦) − 𝐿′|
𝑖∈𝐼𝑟

)
𝑖∈𝐼𝑟

                                            (6.1) 

 

yazabiliriz. Bu 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) de 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 → 𝑎𝐿 + 𝑏𝐿′  anlamına gelir (Bilgin, 2004). 

 

6.1.  𝑵𝑵(𝑨,𝓕) ve  𝑵𝑵(𝑨) Arasındaki Kapsama İlişkisi 

 

Teorem 6.1.1.  

     𝐴 = (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi olsun. ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs 

fonksiyonların bir dizisi olsun. 𝑥 = (𝑥𝑖), 𝐿 ye lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsak ise 

𝑥 = (𝑥𝑖),  ℱ ye göre 𝐿 ye lacunary kuvvetli 𝐴 − yakınsaktır, yani                             

𝑁𝜃(𝐴) ⊆ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ)  dir (Bilgin, 2004). 

İspat.  

     ℱ = (𝑓𝑖) , ℱ de modülüs fonksiyonların bir dizisi ve 𝑠𝑢𝑝𝑖 𝑓𝑖(1) = 𝑇 olsun. 𝑥 ∈

𝑁𝜃(𝐴) ve 𝜀 > 0 olsun. 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝛿 şartını sağlayan her 𝑢 için  𝑓𝑖(𝑢) < 𝜀 (𝑖𝛼ℕ)  olacak 

şekilde 0 < 𝛿 < 1 sayısını seçebiliriz. 

 
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
1

+
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
2

              (6.1.1) 

 

yazalım ve burada ilk toplam |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≤ 𝛿 üzerinde ve ikinci toplam |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| >

𝛿 üzerindedir. 

𝑓 tanımından 

 
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

≤ 𝜀 + 2𝑇𝛿−1
1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|
𝑖∈𝐼𝑟

                                               (6.1.2) 
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yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) dir. 

 

Teorem 6.1.2.  

     A = (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi ve ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs 

fonksiyonların bir dizisi olsun. lim𝑠→∞ 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑓𝑖(𝑢)/𝑢 > 0 ise  𝑁𝜃(𝐴) = 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) dir 

(Bilgin, 2004). 

İspat.  

     lim𝑠→∞ 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑓𝑖(𝑢)/𝑢 > 0 ise 𝛽 > 0 sayısı vardır öyle ki her 𝑢 > 0 ve 𝑖 ∈ ℕ için  

𝑓𝑖(𝑢) ≥ 𝛽𝑢  dur. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) olsun. Buradan 

 
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟 
�𝛽|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|
𝑖∈𝐼𝑟

= 𝛽
1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|
𝑖∈𝐼𝑟

,                     (6.1.3) 

 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴) dır. Teorem 6.1.1. göz önüne alınırsa 𝑁𝜃(𝐴) =

 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) elde edilir. 

     Bu teoremde 𝛽 > 0 olması esastır. 𝛽 = 0 ise 𝑁𝜃(𝐴) = 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) eşitliği 

sağlanmayabilir. Gerçekten 𝛽 = 0 olsun, A=I ve 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥
1

(𝑖+1)�   (𝑖 ≥ 1, 𝑥 > 0) 

alalım.  (𝑥𝑖) dizisini 𝑖 = 𝑘𝑟 ise 𝑥𝑖 = ℎ𝑟 ve aksi halde 𝑥𝑖 = 0 olacak şekilde 

tanımlayalım. Bu takdirde 

 

1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 
𝑓𝑖𝑟(ℎ𝑟) =

1
ℎ𝑟 
ℎ𝑟
1

(1+𝑖𝑟)�
→ 0, (r → ∞ için)                           (6.1.4) 

 

ve böylece 𝑥 ∈  𝑁𝜃0(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) dir. Fakat 

 
1
ℎ𝑟 
�|𝐴𝑖(𝑥)|
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 
�|𝑥𝑖|
𝑖∈𝐼𝑟

= ℎ𝑟−1ℎ𝑟 → 1 , ( 𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                                            (6.1.5) 

 

olup buda 𝑥 ∉  𝑁𝜃0(𝐴) ⊆ 𝑁𝜃(𝐴) demektir. 
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6.2. 𝑵𝑵(𝑨,𝓕) ve  𝑺𝑵(𝑨) Arasındaki Kapsama İlişkisi 

 

Teorem 6.2.1.  

     ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs fonksiyonlarının bir dizisi ve (𝑓𝑖) noktasal yakınsak olsun. 

lim𝑖 𝑓𝑖 (𝑢) > 0 (𝑢 > 0) ⟹𝑁𝜃(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑆𝜃(𝐴) dır (Bilgin, 2004). 

İspat.  

     𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ)  olsun. lim𝑖 𝑓𝑖(𝑢) > 0  ise 𝑢 > 𝜀 𝑣𝑒 𝑖 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑓𝑖(𝜀) ≥ 𝑐 

olacak şekilde 𝑐 > 0 sayısı vardır. 𝐼𝑟1 = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟: |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀}  olsun ve 

1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) ≥
𝑖∈𝐼𝑟1

𝑐ℎ𝑟−1|𝐾𝐴𝜃(𝜀)|                            (6.2.1) 

dır. Bunun sonucunda 𝑥 ∈ 𝑆𝜃(𝐴) olduğu görülür. 

     Aksine, lim𝑖 𝑓𝑖 (𝑢) > 0 olmadığını varsayalım, lim𝑖 𝑓𝑖 (𝑠) = 0  olacak şekilde bir 

𝑠 > 0 vardır. 𝜃 = (𝑘𝑟) lacunary dizisi seçelim öyle ki 𝑖 > 𝑘𝑟  için, 𝑓𝑖(𝑠) < 2−𝑟dir.  

𝐴 = 𝐼 olsun. 𝑘𝑟−1 < 𝑖 ≤  (𝑖𝑟+𝑖𝑟−1)
2

  ise 𝑥𝑖 = 𝑠 ve (𝑖𝑟+𝑖𝑟−1)
2

< 𝑖 ≤ 𝑘𝑟  ise 𝑥𝑖 = 0 olacak 

şekilde 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisini tanımlayalım. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃0(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ), fakat 𝑥 ∉ 𝑆𝜃(𝐴) dır. 

Teorem 6.2.2.  

     ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs fonksiyonların bir dizisi olsun.  

𝑠𝑢𝑝𝑠𝑠𝑢𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑢) < ∞ ⟹ 𝑆𝜃(𝐴) ⊆ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) dir (Bilgin, 2004). 

İspat. 

     𝑥 ∈ 𝑆𝜃(𝐴) olsun. Varsayalım ki ℎ(𝑢) = 𝑠𝑢𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑢), ℎ = 𝑠𝑢𝑝𝑠ℎ(𝑢) ve                    

𝐼𝑟2 = {𝑖 ∈ 𝐼𝑟: |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| < 𝜀}  olsun. ∀𝑖,𝑢 > 0 için 𝑓𝑖(𝑢) ≤ ℎ olduğundan 

1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟1

+
1
ℎ𝑟 
�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟2

 

 ≤ ℎℎ𝑟−1|𝐾𝐴𝜃(𝜀)| + ℎ(𝜀)                                                                                                     (6.2.2) 

elde edilir. 

𝜀 → 0 için 𝑥 ∈ 𝑁𝜃(𝐴,ℱ) olur. 
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     Aksine, 𝑠𝑢𝑝𝑠𝑠𝑢𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑢) = ∞ olduğunu varsayalım. 0< 𝑢1 < 𝑢2 < ⋯ < 𝑢𝑟−1 <

𝑢𝑟 < ⋯   öyle ki 𝑟 ≥ 1 için 𝑓𝑖𝑟(𝑢𝑟) ≥ ℎ𝑟 dir. A = I olsun. 𝑖 = 𝑘𝑟 ise 𝑥𝑖 = 𝑢𝑟 ve aksi 

halde 𝑥𝑖 = 0 olacak şekide 𝑥 = (𝑥𝑖) dizisini tanımlayalım. 𝑥 ∈ 𝑆𝜃(𝐴),  fakat 𝑥 ∉

𝑁𝜃(𝐴,ℱ) dir. 

Lemma 6.2.3.   

     lim 𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 ise, 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆) iken 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑆𝜃) dır (Bilgin, 2004). 

Teorem 6.2.4.  

     𝐴 regüler, lim 𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 ve 𝑠𝑢𝑝𝑠𝑠𝑢𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑢) < ∞ olsun. O zaman 𝑥𝑖 → 𝐿 iken 

𝑥𝑖 → 𝐿�𝑁𝜃(𝐴,ℱ)� dir (Bilgin, 2004). 

İspat.  

     𝑥𝑖 → 𝐿 olsun. 𝐴 nın regülerliği ve istatistiksel yakınsaklığın tanımından 𝐴𝑖(𝑥) →

𝐿(𝑆) dir. lim 𝑖𝑛𝑓 𝑞𝑟 > 1 olduğundan Lemma 6.2.3. den 𝐴𝑖(𝑥) → 𝐿(𝑆𝜃) yani 𝑥𝑖 →

𝐿�𝑆𝜃(𝐴)� dır. Böylece Teorem 6.2.2. kullanılarak 𝑥𝑖 → 𝐿�𝑁𝜃(𝐴,ℱ)� elde edilir. 

 

6.3. Modülüs Fonksiyonlarının Bir Dizisine Göre 𝜶. Dereceden Lacunary Kuvvetli 

𝑨 −Yakınsaklık ve 𝜶. Dereceden Lacunary 𝑨 −İstatistiksel Yakınsaklık 

 

     Bu alt başlık altında, yeni kavramlar olan, 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere modülüs 

fonksiyonlarının bir dizisine göre 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaklık ve 𝛼. 

dereceden lacunary 𝐴 −istatistiksel yakınsaklık kavramları verilecektir. Bu uzaylar 

arasındaki kapsama ilişkileri incelenecektir. 

Tanım 6.3.1.  

     𝐴 = (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi ve ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs 

fonksiyonlarının dizisi olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) = �𝑥 = (𝑥𝑖 ) ∶  lim
𝑟→∞

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) = 0 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛 
𝑖∈𝐼𝑟

� 

 ve  
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𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴,ℱ) = �𝑥 = (𝑥𝑖 ) ∶  lim

𝑟→∞

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥)|) = 0
𝑖∈𝐼𝑟

� 

uzaylarını tanımlayalım. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) olacak şekilde karmaşık bir 𝐿 sayısı varsa 

𝑥 = (𝑥𝑖) dizisi ℱ ye göre bir 𝐿 sayısına 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsaktır 

denir. ∀𝑖 ∈ ℕ için 𝑓𝑖 = 𝑓 alırsak 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) = 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) olur. 𝑓(𝑥) = 𝑥 için 𝑁𝜃𝛼(𝐴,𝑓) =

𝑁𝜃𝛼(𝐴) yazabiliriz. 

     𝑥, ℱ ye göre 𝐿 değerine 𝛼. dereceden lacunary kuvvetli 𝐴 −yakınsak ise 𝑥𝑖 →

𝐿(𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ)) yazılır. 

     𝐴 = 𝐼 birim matris ise sırasıyla 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) ve 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴,ℱ) için  𝑁𝜃𝛼(ℱ) ve 𝑁𝜃

0,𝛼(ℱ) 

yazarız. 

𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) ve 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴,ℱ) lineer uzaylardır. 

     𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ)  uzayının lineer uzay olduğunu gösterelim. 𝑥𝑖 → 𝐿(𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ)) ve 𝑦𝑖 →

𝐿′(𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ)) olduğunu kabul edelim ve 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ  (karmaşık sayı ) olsun. Bu takdirde 

|𝑎| ≤ 𝑇𝑠 ve |𝑏| ≤ 𝑇𝑏  olacak şekilde 𝑇𝑠 ve 𝑇𝑏 sayıları vardır. 0 < 𝛼 ≤ 1 için 
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) − (𝑎𝐿 + 𝑏𝐿′)|)
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝑎(𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿) + 𝑏(𝐴𝑖(𝑦) − 𝐿′)|)
𝑖∈𝐼𝑟

 

 ≤
1
ℎ𝑟𝛼

�(𝑓𝑖(|𝑎(𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿)|) + 𝑓𝑖(|𝑏(𝐴𝑖(𝑦) − 𝐿′)|))
𝑖∈𝐼𝑟

 

≤  𝑇𝑠 
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) +  𝑇𝑏  
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑦) − 𝐿′|
𝑖∈𝐼𝑟

)
𝑖∈𝐼𝑟

                                       (6.3.1) 

yazabiliriz. Bu da (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) → (𝑎𝐿 + 𝑏𝐿′)(𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ)) demektir. 

Teorem 6.3.2.  

     A = (𝑎𝑖𝑖) karmaşık sayıların sonsuz bir matrisi, ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs 

fonksiyonların bir dizisi ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. lim𝑠→∞ 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑓𝑖(𝑢)/𝑢 > 0 ise 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) ⊆

𝑁𝜃𝛼(𝐴) dır. 

İspat.  

     lim𝑠→∞ 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑓𝑖(𝑢)/𝑢 > 0 ise 𝛽 > 0 sayısı vardır öyle ki her 𝑢 > 0 ve 𝑖 ∈ ℕ için  

𝑓𝑖(𝑢) ≥ 𝛽𝑢  dur. 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

 
1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟𝛼

�𝛽|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|
𝑖∈𝐼𝑟

= 𝛽
1
ℎ𝑟𝛼

�|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|
𝑖∈𝐼𝑟

                  (6.3.2) 
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yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) elde edilir. 

     Bu teoremde 𝛽 > 0 olması esastır. 𝛽 = 0 ise 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) kapsaması 

sağlanmayabilir. Gerçekten 𝛽 = 0 olsun, A=I ve 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥
1

(𝑖+1)�   (𝑖 ≥ 1, 𝑥 > 0) 

alalım. (𝑥𝑖) dizisini 𝑖 = 𝑘𝑟 ise 𝑥𝑖 = ℎ𝑟 ve aksi halde 𝑥𝑖 = 0 olacak şekilde 

tanımlayalım. 𝛼 > 1
(1+𝑖𝑟)

 için 

 

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥)|)
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

𝑓𝑖𝑟(ℎ𝑟) =
1
ℎ𝑟𝛼

ℎ𝑟
1

(1+𝑖𝑟)�
→ 0, (𝑟 → ∞ için)                          (6.3.3) 

 

ve böylece 𝑥 ∈ 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) dir. Fakat 𝛼 = 1 için 

 
1
ℎ𝑟𝛼

�|𝐴𝑖(𝑥)|
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

�|𝑥𝑖|
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

ℎ𝑟 → 1 , ( 𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                                            (6.3.4) 

ve 𝛼 < 1 için 
1
ℎ𝑟𝛼

�|𝐴𝑖(𝑥)|
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

�|𝑥𝑖|
𝑖∈𝐼𝑟

=
1
ℎ𝑟𝛼

ℎ𝑟 → ∞ , ( 𝑟 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛)                                           (6.3.5) 

 

olup, buradan da 𝑥 ∉ 𝑁𝜃
0,𝛼(𝐴) ⊆ 𝑁𝜃𝛼(𝐴) elde edilir. 

Teorem 6.3.3.  

     ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs fonksiyonlarının bir dizisi ve (𝑓𝑖) noktasal yakınsak olsun. 

0 < 𝛼 ≤ 1 için lim𝑖 𝑓𝑖 (𝑢) > 0 (𝑢 > 0) ⟹ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑆𝜃𝛼(𝐴) dır. 

İspat.  

     𝜀 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝑁𝜃𝛼(𝐴,ℱ)  olsun. lim𝑖 𝑓𝑖(𝑢) > 0  ise 𝑢 > 𝜀 𝑣𝑒 𝑖 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑓𝑖(𝜀) ≥ 𝑐 

olacak şekilde 𝑐 > 0 sayısı vardır. 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

1
ℎ𝑟𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|)
𝑖∈𝐼𝑟

≥
1
ℎ𝑟𝛼

� 𝑓𝑖(|𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿|) 
𝑖∈𝐼𝑟

|𝐴𝑖(𝑥)−𝐿|≥𝜀

 

≥
1
ℎ𝑟𝛼

|{𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀} |𝑓𝑖(𝜀) ≥ 𝑐
1
ℎ𝑟𝛼

|{𝑖 ∈ 𝐼𝑟 : |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀} |             (6.3.6) 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑆𝜃𝛼(𝐴) elde edilir.  
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Teorem 6.3.4.  

     ℱ = (𝑓𝑖), ℱ de modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 

için lim𝑖 𝑓𝑖 (𝑢) > 0 (𝑢 > 0) ⟹ 𝑤𝛼(𝐴,ℱ) ⊆ 𝑆𝛼 (𝐴) dır. Burada 

𝑤𝛼(𝐴,ℱ) = �𝑥 = (𝑥𝑖) ∶  lim
n→∞

1
𝑛𝛼

 �𝑓𝑖(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | ) 𝑒𝑛 𝑎𝑧 𝑏𝑖𝑟 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛 
𝑛

𝑖=1

�  

 dır.  

İspat. 

     𝑥 ∈ 𝑤𝛼(𝐴,ℱ) olsun. lim𝑖 𝑓𝑖(𝑢) > 0  ise 𝑢 > 𝜀 𝑣𝑒 𝑖 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑓𝑖(𝜀) ≥ 𝑐 olacak 

şekilde 𝑐 > 0 sayısı vardır. 𝜀 > 0 ve 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

1
𝑛𝛼

�𝑓𝑖(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | )
𝑛

𝑖=1

≥
1
𝑛𝛼

� 𝑓𝑖(|𝐴𝑖 (𝑥) − 𝐿 | )
𝑛

𝑖=1
|𝐴𝑖(𝑥)−𝐿|≥𝜀

 

≥
1
𝑛𝛼

|{𝑖 ≤ 𝑛 ∶ |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀} |𝑓𝑖(𝜀) ≥ 𝑐
1
𝑛𝛼

|{𝑖 ≤ 𝑛: |𝐴𝑖(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀} |         (6.3.7) 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 ∈ 𝑆𝛼 (𝐴) elde edilir.  
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