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Omer AKSU

Siirt Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Doc. Dr. Mehmet GULBAHAR

2018, 84+viii sayfa

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bdliimde, Lie gruplarinin ve Lie cebirinin tarihsel gelisimi ifade edilerek konunun 6éneminden bah-
sedildi.

Ikinci boliimde, Oklid uzay1 ve diferensiyellenebilir manifoldlar iizerine bazi temel tanim ve teoremler

verildi.

Ugiincii boliimde, Riemann manifoldlari, konneksiyon ve Riemann egrilik tensorii, kesit egriligi, Ricci

egriligi ve skaler egrilik kavramlarinin bazi temel 6zelliklerinden bahsedildi.

Dordiincii boliimde, Lie tiirevi ve integral egrileri hakkinda temel bilgiler sunuldu. Lie gruplarinin bazi

orneklerinden bahsedildi. Lie cebiri tanitilarak bu 6rneklerin Lie cebirleri incelendi.

Besinci boliimde, Lie gruplar ve Lie cebiri lizerinde tanimlanan bir parametreli doniisiim gruplari, istel

doniisiimler ve infinitesimal iireteglerin dzellikleri incelendi.

Altinci boliimde, Lie grubu homomorfizmlerinin teorisi sunularak, bir Riemann manifoldu iizerinde Lie
grubu yapilari ¢aligildi. Sol-invariant, sag invariant ve bi-invariant metrik kavramlarindan bahsedildi. Bi-invaryant

metrige sahip bir Riemann manifoldunun kesit egriligi, Ricci egriligi ve skaler egriligi hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyellenebilir manifold, Lie cebiri, Lie grup, Oklid uzay1, Riemann manifold.
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This study prepared as a graduate thesis covers six chapters.

In the first chapter, the historical developments of Lie groups and Lie algebras are expressed and the im-

portance of these topics are discussed.

In the second chapter, some basic definitions and theorems on Euclidean spaces and smooth manifolds are
given.

In the third chapter, some basic facts related to the notions of Riemannian manifolds, connection, Rieman-

nian curvature tensors, sectional curvature, Ricci curvature, scalar curvature are mentioned.

In the fourth chapter, some basic facts dealing Lie derivative and integral curve are presented. Some examp-
les of Lie groups are mentioned. Furthermore, the notion of Lie algebra is introduced and Lie algebra of these

examples investigated.

In the fifth section, some properties of one parameter translation groups, exponential maps and infinitesimal

generators defined on Lie groups and Lie algebras are investigated.

In the sixth chapter, the theories of Lie groups homomorphisms are presented and the structures of Lie
groups are studied. The notions of left invariant, right invariant and bi-invariant metrics are mentioned. Secti-
onal curvature, Ricci curvature and scalar curvature of a Riemannian manifold with a bi-invariant metric are

computed.

Keywords: Euclidean space, Lie algebra, Lie group, Riemannian manifold, Smooth manifold.
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1. GIRIS

Geometri kelimesinin kokeni arazi 6l¢limii anlamina gelen yunanca bir kelimeden gel-
mektedir. Arazi Ol¢limii i¢in tarihte Babiller, Misirhilar ve Hintliler tarafindan gelistirilen
cesitli pratik hesaplama teknikleri kullamlmistir. Yunan diisiiniirler, M.O. 500 yillarinda ge-
ometriyi, tiim geometri bilgilerini iceren ve tiim geometri gerceklerinin temeli olabilecek
aksiyomlar, kabuller (postulatlar) ve tanimlarin bir kiimesi olarak goz Oniine aldilar. Bu
diisiince, Oklidyen geometrinin temelinin atildigi Oklid’in meshur kitab: *The Elements’
baslikl kitabin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Oklid bu kitabinda asagidaki aksiyomlarin

dogrulugunu kabul eder.
1. Herhangi iki noktay1 birlestiren birtek diiz dogru pargas1 vardir.
2. Herhangi bir diiz dogru parcasi sonsuza kadar giden bir dogruya genisletilebilir.

3. Verilen herhangi bir diiz dogru parcasi i¢in, bu dogru parcasinin bitis noktasini merkez

kabul eden ve uzunlugu yaricap olan bir cember ¢izilebilir.
4. Tim dik dogrular kongriienttir.

5. Parellellik Aksiyomu: Iki diiz dogru bir dogru ile kesildiginde kesenin bir tarafinda
olusan iki i¢ agcinin Olciisii 180° den kiiciik ise bu iki dogru 180° den kiiciik agilarin

bulundugu tarafta kesisirler.

Burada 5. aksiyom paralel olmayan dogrularin kesinlikle kesisecegini, paralel olan dog-

rularin ise hi¢cbir zaman kesigsmeyecegini ifade eder.

Oklid’in 5. aksiyomu bir¢ok matematikginin dikkatini ¢ekerek bu aksiyom 6nceki 4 aksi-
yomun kullanilarak ispatlanmas1 geregi duyuldu. Bunun sonucunda ise Oklid’in ilk dort ak-
siyomunu kabul eden ve 5. aksiyomunu kabul etmeyen yeni geometriler ortaya ¢ikti. Bu yeni
geometrilerden en cok bilinenleri, N. I. Labachevski, J. Bolyai, C. F. Gauss ve E. Beltrami
tarafindan tanitilan hiperbolik geometri, eliptik geometri, projektif geometridir. Literatiirde

bu tiir geometriler Non-Oklid geometri olarak bilinir.



Uc boyutlu Oklid uzayinda yiizeyler teorisi, C. F. Gauss tarafindan gelistirildi. Gauss’un
yiizeyler teorisi hakkinda en 6nemli sonuc¢larindan birisi *Gauss Egregium teoremi’ olarak
bilinen teoremidir. Bu teoreme gore bir ylizeyin egrilidi i¢sel bir 6zellik olup yiizeyin teget
diizlemindeki lineer bagimsiz herhangi iki vektor alindiginda yiizeyin egriligi de§ismez. Bu
sonug, bir yiizeyin i¢sel invaryantlarini belirleme problemini ortaya cikararak bu tiir invar-

yantlar yardimiyla geometriyi tantmlama fikrine 1g1k tutmusgtur.

C. F. Gauss’un caligmalarindan sonra geometride iki farkli yol izlendi. Bunlardan bi-
rimcisi; C. F. Gauss’un yiizeyler teorisini 2-boyuttan daha biiyiik boyutlara genelleyen B.
Riemann’in ¢alismalaridir. B. Riemann, C. F. Gauss’un tanimlamis oldugu egriligin daha ge-
neli olan kesit egriligininde tanmimlanabildigi Oklid ve Non-Oklid geometrileri kapsayan Ri-
emann manifoldu kavramiyla geometrinin gelisimine 6nemli bir yon kazandirdi. B. Riemann,
calismalariyla, tanjant vektorlerin olusturdugu uzay iizerinde metrik tanimlayarak geometride

bilinen gercekleri en genel bicimde tanimlama olanagi saglad.

Ikinci yol ise, geometriyi doniisiim gruplart kavramiyla tanimlayan F. Klein’in ¢aligmala-
rdir. F. Klein’e gore geometri ¢alismanin amaci, 6zel doniisiim gruplarinin etkileri altinda ge-
ometrik sekillerin invaryant olan geometrik 6zelliklerini incelemektir. Boylece farkli doniisiim
gruplar1 incelendiginde, Oklid geometri, afin geometri veya projektif geometri gibi farkl ge-
ometriler ortaya cikar. Ornegin; Oklid geometrisi diizlemin, Oklidyen gruplar olarak da bi-
linen kat1 hareketler grubu etkisi ile invaryant kalan 6zelliklerini ¢alismaktir. O halde bu tiir
gruplar ¢esitli geometrileri tamimlama ve bu geometrileri inceleme olanag verir. Bu tiir grup-
lar Lie gruplari olarak isimlendirilir ve bu gruplarin teorisi ilk olarak Norvecli bir matematikci

olan S. Lie tarafindan gelistirilmistir.
Lie gruplari ilk olarak E. Cartan tarafindan 1930 yilinda sdyle tanimlanir.

G manifoldu

GxG — G

(x,y) — xy
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diferensiyellenebilir doniisiimleri ile bir grup yapisina sahip ise G ye bir Lie grubu denir. Lie
gruplarinin en basit 6rnekleri n-boyutlu standart reel vektor uzayr R”, kompleks n-boyutlu
standart kompleks vektor uzayr C" ve n-boyutlu quaternion uzay1 Q" nin grup izometrileri-
dir. Ayrica, yiiksek lisans tezi olarak hazirladigimiz bu ¢alismada ele alacagimiz reel genel
lineer grup GL(n,R), kompleks genel lineer grup GL(n,C), ortogonal grup O(n), iiniter grup
U(n) ve simplektik grup Sp(n) vb. gibi gruplarda Lie gruplarinin yaygin olarak calisilan
ornekleridir.

Lie gruplan ile ilgili bagka bir gercek ise Lie gruplarinin tanjant uzayina karsilik gelen
ve iizerinde taniml bir braketle bir cebir olusturan Lie cebiridir. Bu kavram ilk olarak 1934

yilinda H. Weyl tarafindan isimlendirilmistir.

Yukaridaki ifade ettigimiz Lie gruplarinin tarihsel gelisimini gdz Oniine alarak; bu ca-
lismanin ikinci boliimiinde, Oklidyen geometri ve differensiyellenebilir manifoldlar iizerine
temel tanim ve kavramlardan bahsettik. Uciincii boliimde Riemann manifoldlar1 ve Riemann
manifoldlar lizerinde tanimlanan egrilikler {izerine bazi kavramlar sunduk. Dordiincii bo-
liimde Lie tiirevi ve flowlardan bahsederek, Lie gruplari, Lie cebiri teorisini inceledik. Besinci
boliimde; Lie gruplari iizerinde tanimlanan bir parametreli doniisiim gruplari ve infinitesimal
tireteglerden bahsettik. Altinci boliimde ise Riemann manifoldlart {izerinde Lie gruplarinin

teorisi hakkinda bazi teorem ve hesaplamalara yer verdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzay:

Tanim 2.1.1. A # ¢ bir kiime ve V, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Asagidaki éner-
meleri dogrulayan bir

fiAXA—=V
fonksiyonu varsa A ya “V ile birlestirilmis bir afin uzay” denir (Hacisalihoglu, 1983).
i) VP,Q,R € Aigin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P.R)
ii) VP e AveVa €V icin f(P,Q) = « olacak sekilde bir tek Q € A vardur.

Ornegin, R2 de tiim noktalarin kiimesini A ile gosterelim.

fiAXA—=V
(P.Q) = OP—00 = (P, — 01, — 0>)
ile tanimlanan f fonksiyonu ile R? iizerinde bir afin uzaydur.
Tamim 2.1.2. E, reel bir afin uzay ve E ile birlestirilmis bir vektor uzayt V olsun. V de bir
ic carpim
(,):VxV—=R

(x7y) - <x,y> = Z-xiyi (2.1.1)
i=1

ile tamimlansin. Bu durumda, E kiimesine “Oklid uzay1” ve {,) doniigiimiine “Oklid i¢ ¢ar-

pumi” denir (Hacisalihoglu, 1983).

X = (x1,%2,...,X,) ve Y = (¥1,¥2,...,yu), E" Oklid uzayinda herhangi iki nokta olmak

lzere

- = =
XY = O —OX = (y1 = X1,¥2 — X2, s Yu — Xn) (2.1.2)



veE

XV | = XV XF) =01 —x0)2+ (2 —32) oo (0 — )2

dir. Ayrica, d uzaklik fonksiyonu olmak iizere

d:E"xE" — R

(ry) = dy) =Tl = L i)

i=1

ile tamimlanir. E” de uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Tamm 2.1.3. E" de bir sirali {Py, P}, ..., P, } (n+ 1)—lisi verilsin.

{POP17POP2a ---aPOPn}

(2.1.3)

(2.1.4)

vektor n—lisi E* de ortonormal bir baz ise bu sisteme “Oklid catist” denir (Hacisalihoglu,

1983).

—— n
X, E" de bir nokta olmak iizere PpX = Y}, xi}ﬁ seklinde yazilir. Buradaki x; : " — R
i=1

fonksiyonuna X noktasmin “Oklid koordinat fonksiyonlar1” denir.

2.2. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamim 2.2.1. X # 0 bir kiime, X in alt kiimelerinden olusan bir kolleksiyon T asagidaki

sartlart saglarsa T ya X iizerinde bir “topoloji” ve (X, 7) ikilisine ise “topolojik uzay” denir

(Hacisalihoglu, 1983).

i) X,0e.

ii) VA1,Ay € Ticin A1 NA € T.

iii) A; € Ticin UA; € T.

i€l

Tanmim 2.2.2. X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f : X — Y fonksiyonu

i) siirekli, birebir ve orten



ii) tersivar ve tersi siirekli

ise f fonksiyonuna “X den Y iizerine bir homeomorfizm” veya “topolojik doniisiim” denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.2.3. M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki sartlar saglantyorsa M ye bir “topolojik

manifold” denir (Hacisalihoglu, 1983).

i) M bir Hausdorff uzayidir.

ii) M nin herbir acik alt kiimesi E" veya E"* nin bir acik alt kiimesine

homeomorftur.

iii) M sayilabilir sayida acik ciimleler tarafindan ortiilebilir.

Tanim 2.2.4. E" de bir acik alt ciimle U olmak iizere f : U — R fonksiyonunun k.mertebeden
kismi tiirevleri var ve bu tiirevler siirekli iseler f fonksiyonuna “C* sumfindan diferensiyelle-

nebilirdir” denir.
f fonksiyonu C* sinmifindan ise f € CX(U,R) ile gosterilir. Burada C°(U,R) siirekli fonk-

siyonlarin kiimesini ifade eder (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.2.5. U C E" bir acik alt ciimle
v:U — E"
w = y(u) = (fi(u), f2(u), ... fn(u))

fonksiyonu verildiginde tiim f;,1 < i < m fonksiyonlari C* simifindan ise y doniisiimiine “C*
sintfindandir” denir ve w € CK(U,E™) olarak gisterilir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.6. E" nin iki acik alt ciimlesi U ve V olsun. v : U — V doniigiimii i¢in

i) weckU,v)

i) w~! mevcut ve ! € CXK(V,U)



ise W ye “ C* simifindan bir diffeomorfizm” denir. Eger w € C*(U,V) ise W ye bir “diffe-

omorfizm” denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.7. M, n—boyutlu bir topolojik manifold, U C E" ve W C M acik alt kiimeleri veril-
sin. W : U — W C M doniigiimii bir homeomorfizm ise (y,M) ikilisine M nin bir “koordinat

komsulugu” veya “harita” denir (Hacisalihoglu, 1983).

U CE"uecU igin y(u) = (x1(u),x2(u),...,x,(u)) yazilabilir. Buradaki x;(u), 1 <i <n,

reel sayisina y(u) noktasinin “i. koordinat1” denir.

Tamim 2.2.8. M bir topolojik manifold, {Wy} C M ve {Uq} C E" agik ortiisii ve Yo : Uy C
E" — Wy C M homeomorfizmleri verilsin. Buradaki {(Wo,Uq)} |aea kolleksiyonuna bir “ko-

ordinat komsulugu sistemi” veya “atlas” denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.9. M,n—boyutlu topolojik manifold ve p € M noktasimin iki acik komsulugu Wy,

ve Wg olsun. S = {(Wa,Wa) |aca} kiimesi M nin bir atlast Wo, N Wg # 0 olmak iizere
Vo : U — Wo, Wy (We NWp) C Uqg

ve
yp U — Wﬁ,y/gl(WamWﬁ) C Up

homeomorfizmleri verildiginde ¢go = l;lﬁ_l O Yo, Ppq : Ua — Up ve Pop = v lo Vg, Dop
Ug — Uq doniigiimleri tamimlanabilir. Buradaki Vo, € A icin ¢gy ve @qp doniisiimleri
C* simifindan ise S = {(Wa, W) |qea} atlasina M iizerinde bir “diferensiyellenebilir yapt”
denir. C* sumifindan bir diferensiyellenebilir yapiya sahip M manifolduna “ C* simifindan

diferensiyellenebilir manifold” denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.2.10. V bir vektor uzayt ve V ile birlesen bir afin uzay A olsun. p € A ve v €
V igin v, = (p,v) swal ikilisine A afin uzaymmin p noktasindaki “tanjant vektorii” denir

(Hacisalihoglu, 1983).



A afin uzaymin p € A noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesini 7,A ile gosterilir.
Boylece T,A = {(p,v) : v € V} veya T,A = {p} x V dir. Burada, T,A kiimesi
DTy AXT,A — T,A

((p,v),(pyu)) — (putv)

Ve

O:RxTA) — T,A
(A, (p,v)) = (p,Av)
islemleri ile birlikte bir vektor uzay1 yapisina sahiptir.

Tamm 2.2.11. M bir manifold ve p € M olsun. M nin tiim tanjant uzaylarimin kiimesini

U T,M ile gosterelim.

PEM

XM - |Jn,M
PEM

p — X(p) (2.2.1)

ile tanimlanan X operatoriine M iizerinde bir “vektor alani” denir (Hacisalihoglu, 1983).

M nin tim vektor alanlariin kiimesi ) (M) ile gosterilir. Burada y (M) kiimesi

©:x(M)x x(M) — x(M)

X,Y) — Xa&Y)(p)=X({p) +Y(p)
ve

O:RxxyM) — x(M)

(A, X) = (A0X)(p)=21X(p)

islemlerine gore bir vektdr uzay1 yapisina sahiptir.



Tamm 2.2.12. v = (vi,v2 vn) € X(M) ve p € E" olmak iizere f € C(E",R) fonksiyonu

verilsin.

nooof
vp /] :;viB_xi p)=<Vf,v> (2.2.2)
ifadesine f fonksiyonunun v, tanjant vektorii yoniindeki tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1983).
Burada; Vf,g € C(E",R),Vv,,u, € T,E" ve Va,b € R i¢in
D) (avp+bup) [f] = avp [f]+bup [f]
it) vy(af +bg) =av,[f]+bv,[g]
iii) vp [f-g] = vp [f1g(p) + f(P)vp 8]
dir.
Tamm 2.2.13. « : I — E" egrisi verilsin. Vt € I icin

doy dop doy,
dt ' dt 7 dt

o' () = ( )

vektoriine o egrisinin “teget vektorii” veya “hiz vektorii” denir (Hacisalihoglu, 1983).
E" de o bir egri ve f € C(E",R) olsun. Bu durumda

df(ot))
dt

_df(a)
dt

=

o' (1) [f]

dir. Burada o/(¢)[f] ifadesine “f fonksiyonun o egrisi yoniinde kovaryant tiirevi” denir

(Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.2.14. X = (x1,x2,...,x,) ve Y = (y1,Y2,...,Vn) vektor alanlari olmak iizere

DxY = (Xp [,Yl] 7X[7 [YZ] 7"'7Xp[ n])

ile tanimlanan tiireve Y nin X e gore kovaryant tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1983).

VX,Y,Z,W € E" ve f € C(E",R) olmak iizere kovaryant tiirev asagidaki 6zellikleri saglar.



i) Dx(Y +Z)=Dx(Y)+Dx(Z)
ii) Dx4w(Y)=Dx(Y)+Dw(Y)
iii) Dy(pxY = f(p)Dx(Y)
iv) Dx(fY)=X(f)Y + fDx(Y)
dir.
Tanmim 2.2.15. V bir vektor uzayt olsun. V iizerinde

L]:VxV—=>V

doniisiimii VX, Y,Z € V ve Va,b € R icin

i) [aX+bY,Z) =alX,Z|+b|Y,Z] ve [X,aY +DZ] = a[X,Y ]|+ b]X,Z]

(bilineer)
ii) [X,X] =0, (alterne)

i) [X,[Y,Z]] +[Y.[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0, (Jakobi ézdesligi)

sartlarini sagliyorsa bu doniigiime V tizerinde bir Lie parantez operatorii denir (Hacisalihoglu,

1983).

[E" iizerinde Lie parantezi soyle tanimlanir:

L1 2 (E") x 2(E) — x(E")

(X,Y) — [X,Y]
Vf e C?(E",R) icin
(X, Y](f) =X (f) =Y (X(f)) (2.2.3)

dir. Ayrica, E" lizerinde tanimli [,] Lie operatorii asagidaki ozellikleri saglar:
VX,Y € x(E") ve Vf,g € C*(E",R) i¢in
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1) [X,Y](fg):f[X,Y](g)—Fg[X,Y](f).
ii) [fX,gY]=f(X(g))Y —g(Y(f)X + fg[X,Y].
iii) [X,X]=0.

Tanmm 2.2.16. o : I — E" bir egri ve F : E* — E™ bir doniigiim olsun. B = Foo, seklinde

tamimlanan B : I — E™ egrisine o egrisinin F altindaki resmi denir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.2.17. F : E" — E™ bir doniisiim olmak iizere
(F*)p 3 TpEn = TF(p)Em

lineer doniigiimiine F doniigiimiiniin “tiirevi” veya “tiirev doniisiimii” denir (Hacisalihoglu,

1983). F doniisiimiintin tiirevi dF ile de gosterilebilir.

F:E'" — E"
p — F(p)=(filp):f2(P)ss fu(P))

Vv, € T,E" tanjant vektorii i¢in

1 0
F* = i —
(vp) ;Vp Lfi] ox; ’F(p)
dir. Burada; F; tiirev doniistimii

1) birebir ise F' ye bir immersion

ii) Orten ise F ye bir submersion
adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.2.18. F : K" — E™ déniigiimii bir immersion olsun. Eger Vv, w, € T,E" icin

(Vp,wp) = (Fu(vp), Fe(wp)) (2.2.4)

ise F doniisiimiine bir izometrik immersiyon ve K" uzayina ise E™ uzayimn bir alt manifoldu

denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Teorem 2.2.19. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar, F : M — N diferensiyellenebilir bir
doniisiim ve F, | p: T,M — Tr(p)N bir lineer izomorfizm olsun. Bu durumda p nin éyle bir U
komgulugu vardir ki F |y: U — F(U) bir diffeomorfizmdir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.20. V bir vektor uzayi ve V den R ye tiim lineer doniisiimlerin kiimesini Hom(V,R)
ile gosterelim.

lineer

HOmUcRy:{A:A:V-——»R} (2.2.5)

Hom(V,R) kiimesine V nin dual uzay denir ve kisaca V* ile gosterilir. V* in herbir elemanina
kofaktor denir (Hacisalihoglu, 2000).

Va*,B* e V¥, Yv eV ve VA € R i¢in

D) (" +B7)(v) =a*(v)+B*(v)

i) (Aa®)(v)=Aa*(v)
islemleri ile V* uzay1 bir vektor uzayidir. Burada boyV* = boyV dir.

Kabul edelimki boyV = n ve {ey, ez, ...,e,} V nin ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda
1, i=j
0, i#j

olacak sekilde V* uzayinin bir {e], €5, ..., e}, } ortonormal baz1 vardur.

4@2%2{

Ornek 2.2.21. TpE3 iin ortonormal bir bazi {ey,e,e3} ve vp = aje| +azer +azes vektorii ve-

rilsin. Ty 3 de bu baza karsilik karsilik gelen dual baz {ei“, e, e§} ise
e1(v) =ajej(er) + apei(er) +azej(e3) = ar.1+a.04+a3.0 =a
dir. Benzer sekilde e5(v) = ay ve e5(v) = a3 bulunur. Boylece
v=ej(v)el +e5(v)es +e3(v)es
olarak yazilabilir. Burada v* = bye] + bye5 + b3e; alinirsa
v'(v) = a1b) +axby + asbs
olur.
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Ornek 2.2.22. R” vektir uzayinda her v = (Vi,...,Vn) vektoriiniin siitun (veya satir matrisi)
olarak goz oniine alinabilecegini biliyoruz. Burada v* = [v| ...v,] (satir) vektorii

v nin duali olan vektordiir.

Tamm 2.2.23. V ve W birer vektor uzaylari ve F : V — W lineer bir doniisiim olsun. Vo™ €

W* ve Vv €V icin
F*(a")(v) =™ (F(v)) (2.2.6)

ile tamiml F* : W* — V* doniisiime F nin “adjointi” denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.2.24. T),E" nin cebirsel dualine “kotanjant uzayt” denir. T, E" ile gosterilir. Burada

T;]E" = {v* vyt T,E" Iincgl R}

p*Vp
kiimesi
©:T,E"xT,E" — T,E"
(up,v,) — U, @vy, = (p,u" +v7)
ve

O:RxT;E" — T;E"
(A,u,) — AOu,=(p,Au")
islemleri ile bir vektor uzayidir. T; E" nin herbir elemanina “kotanjant vektorii” denir (Ha-
cisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.25. w:E" — U T, E" doniigiimiine E" de “1-form” denir ve E" de 1—formlarin
pek”

kiimesi x*(E") ile gosterilir.
¢ € x*(E") verilsin. ¢ diferensiyellenebilir ise
4 d
dp =Y ¢(5—)dx; (2.2.7)
S o
dir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tanim 2.2.26. {x|,x7,...,x,}, E" nin bir koordinat sistemi olmak iizere

n afi

grad f=Vf = E

i=1

ile tamimlanan
grad : C(E",R) — x(E")

lineer doniistime f nin gradienti denir (Hacisalihoglu, 1983).

(2.2.8)
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3. RIEMANN GEOMETRI

3.1. Riemann Manifoldlar:

Tamim 3.1.1. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde simetrik, pozitif taniml

bir g bilineer formu (metrigi) varsa g ye “Riemann metrigi” ve (M,g) ikilisine “Riemann

manifoldu” denir (Sahin 2012).

(M, g) Riemann manifoldu iizerinde iki koordinat sistemi {xy,...,x,} ve {y1,...,y,} ol-

mak iizere Riemann metriginin bilesenleri

. i &x,- 8x j
8ij = Sij5— 5
i,]z=:1 kgl Yk 9
ile bulunur. Burada §;; kronecker deltasidir.
Ornek 3.1.2. E" n-boyutlu Oklidyen uzayt
I, i=j
8ij =
0, i#j

metrigi ile bir Riemann manifoldudur.

Ornek 3.1.3. 2 kiiresinin parametrik denklemi
X| =rsin@Qcos ¢
Xp = rsin@sin@
X3 =rcos @

ile verilsin. Bu durumda

dx; dx;  dxy dxo % 0x3

S = 3y ar T ar ar | ar o

= sin? (0} cos? O+ sin’ (0} sin’ o+ cos? (0}

= 1

9x1 9% | 0% 0% | 0%; 9%
8o = 9r 99 " ar 99 | or ¢

= rsin@cos@ cos @ sin Y + rsin @ sin ¢ cos @Y sin P — rsin ¢ cos @

=0

(3.1.1)
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dir. Benzer hesaplamalar ile
gr¢:07 g(pr:()a gQD(P:rza g(p¢:()7
_ _ 22
g¢r—07 g¢(p—07 8¢p = " SIN ¢

elde edilir. Boylece g metrigine karsilik gelen matris

8rr 8ro 8ro 1 0 0
[glj] - 8or oo 8¢o = 0 7"2 0
8or 8o 8&¢¢ 0 0 rsin’@

bulunur. O halde S* bir Riemann manifoldudur. Burada S? iin yay elementi
ds® = dr* + r*d@* + r? sin® pd ¢
dir.
(M, g) bir Riemann manifoldu ve v, € T,M vektdriin normu
|vpll = 1/8p(v,v) (3.1.2)

ile tammlanir. Ayrica v,,w, € T,M ve v, ile w), arasindaki ac1 ¢ olmak iizere

gp("ﬂ w)

Cos QP = =
HVPH ||WPH

(3.1.3)

dir.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve o : I — M bir diferensiyellenebilir egri olsun. o' (¢) =

T (t) olmak iizere o egrisinin a(fp) ve a(t;) arasinda kalan yay uzunlugu

1
o=t = [ Vo). Tw0)ar (3.1.4)

To
dir (Sahin, 2012).
Tamm 3.1.4. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere

V(M) x (M) — (M)
(X,Y) — VyxY

ile tammli bir doniigiim olsun. Eger VXY, Z € x(M) ve V' f,g € C*(M,R) i¢in
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i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ
ii) Vx(Y4+2Z)=VxY +VxZ

iii) Vx(fY) =X [f]Y + fVxY

sartlari saglaniyorsa V ya M iizerinde bir “afin konneksiyonu” adi verilir (do Carmo, 1992).
Tamim 3.1.5. o : I — M bir diferensiyellenebilir egri, t € I icinve V € x(M) icin % tiirevine
V vektor alaninmin o egrisi boyunca kovaryant tiirevi denir (do Carmo, 1992).

Teorem 3.1.6. « : I — M bir diferensiyellenebilir egrisi uzermde vektoru asagidaki ozel-

likleri saglar (do Carmo, 1992).

. D(V+W) _ DW
) =g— = dt v+ - dir.

ii) feC*(M,R) igin (jtv) = dtV+fDV dir.

i) Y € (M) i¢cin V(t) = Y (a(t)) olarak tamimlansin. Bu durumda % =V 4, Y dir.
dt
Ispat. T,M nin bir bazi {X1,Xa,...,X,} ve W = (w1, wa,...,wy) Ve

V = (v1,v2,...,v,) verilsin. Bu durumda

n n n
W= Z viX;, W = Z wiXiveV4+W =Y (V,’ + Wi)Xi oldugundan

i=1 i=1 i=1

D V+W " d(v; +w DX;
( ; | 1X+ZIV‘+W’) i
! a’v, i " dw; " DX;
= d = dt =1 dr
DV Dw
Cdt  dt
elde edilir.
ii)
D(fV i
V) ; x+z X
7 dV,‘ 1 DX,'
2‘1 _Vz t)Xi‘*'i;fVi?
B f
= — _|_f
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bulunur.

iii) V(1) = Y (a(r)) = (1 ((t)),y2((1)), oo, yu( (1)), 0(0) = p igin 9&(0) = T olsun.

Bu durumda

DV dy; , da; i dyz dOC, i dyn doc,
= 0
@ (Z ‘ do o >g.21 do; 7 ,Z; doy " ar
— Vdj
dt
= VrY
bulunur. OJ

Tamm 3.1.7. M diferensiyellenebilir manifold ve M iizerinde bir lineer konneksiyon V olsun.
Bir o : I — M egrisi boyunca bir V vektor alani, herbir t € I zgln = 0 sartimi sagliyorsa

V ye a egrisi boyunca paralel vektor alani denir (do Carmo, 1992).

Tanim 3.1.8. o : I — M egrisi iizerinde o.(ty) ve (1) noktalari verilsin. o.(ty) noktasinda bir

V vektor alanimin o(t)) noktasindaki karsiligina V vektor alaninin a(ty) noktasina ételenmigi

denir (do Carmo, 1992).

a=a(ty) ve b= a(t;) olsun. Yukaridaki tanima gore Ty,,)M uzaymdan T, )M uzaymna
bir P? fonksiyonu tanimlanmus olur. P? fonksiyonuna a(#) noktasindan (¢ ) noktasina “pa-

ralel kayma fonksiyonu (paralel transport)” ad1 verilir.

P ToyuyM = Tyu)M

Ty

ile tamimli olup bu doniisiim lineer ve i¢ ¢arpimi koruyan bir doniisiimdiir (Sabuncuoglu,

2004).

Tanmm 3.1.9. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde lineer bir konneksiyon ol-
sun. M iizerinde tamimlanan herbir o egrisi boyunca V ve W paralel vektor alant ¢ifti icin
g(V,W) = sabit oluyorsa, V ya “g metrigi ile uyumlu konneksiyon” adi verilir (do Carmo,

1992).
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Onerme 3.1.10. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde bir V konneksiyonu metrik
ile uyumlu olmasi icin gerek ve yeter sart o : I — M egrisi boyunca V ve W paralel vektor

alanlart icin

DV DW

dt dt

dir (do Carmo, 1992).

Sonug 3.1.11. (M,g) Riemann manifoldu iizerinde bir V konneksiyonu metrik ile wyumlu
olmasu icin gerek ve yeter kosul VX, Y,Z € y (M) igin

Xg(Y,Z) = g(Vx¥.Z) +5(Y,VxZ) (3.1.6)

olmasidir (do Carmo, 1992).
Tamm 3.1.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve V, M iizerinde bir afin konneksiyon
olsun. VX,Y,Z € x(M) i¢in

Vx¥ —VyX = [X,Y] (3.1.7)

ise V konneksiyonuna “simetrik konneksiyon” denir (do Carmo, 1992).

Teorem 3.1.13. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu taktirde asagidaki sartlar saglayan

bir tek V konneksiyonu vardir (do Carmo, 1992).

i) V simetriktir.

ii) V Riemann metrigi g ile wyumludur.

Tanim 3.1.14. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde simetrik ve metrik ile wyumlu

olan V konneksiyonuna “Levi-Civita konneksiyonu” adi verilir (do Carmo, 1992).

Tanim 3.1.15. (M, g) bir Riemann manifoldu, o : I — M diferensiyellenebilir bir egri, t € I
igin o (t) = T olmak iizere V (&' (t) = VT = 0 ise o egrisine M nin geodezigi denir (do

Carmo, 1992).
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Teorem 3.1.6 ve Tanim 3.1.15 goz 6niine alinirsa, (M, g) bir Riemann manifoldu, a : I —
M diferensiyellenebilir egrisinin bir geodezik olmasi icin gerek yeter kosul

Da’oc_

i 3.1.8
dt dt ( )

olmasi gerekir.
(3.1.8) esitliginden, eger M = E" Oklidyen uzay1 ise o : I — E" egrisinin bir geodezik
olmas1 igin gerek ve yeter kosul o' () € TplE” olmasidir.
Ornek 3.1.16. E" de bir diizlemin geodezikleri diiz dogrulardir (Hacisalihoglu, 1992).
Ornek 3.1.17. E3 de
C={(x1,%,x3) : x5 +x3 =1}

ile tamimlanan silindir yiizeyini goz oniine alalim. C iizerinde

o(t) = (cos(at +b),sin(at +b),ct)

egrisi tammlansin. Bu durumda o (t) € TPLC olup a egrisi C nin bir geodezigidir.

Burada;
i) a=0ise o egrisinin geodezigi bir dogru parcasidur.
ii) ¢ =0 ise o egrisinin geodezigi bir cemberdir.
iii) a# 0, ¢ # 0 ise o egrisinin geodezigi silindir iizerinde bir helisdir.

O halde silindirin geodezikleri helis, cember ve dogru parcasidir (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 3.1.18. E3 de
§? = {(x1,x2,%3) : x] 4+ x5+ 23 = 1}
ile tanimlanan kiire yiizeyini oz oniine alalim. % iizerinde
o(t) = (cos(at +b),sin(at +b),0)

egrisi tamumlansin. Bu durumda o (t) € TPLS2 olup o egrisi S? nin bir geodezigidir. Biylece,

kiirenin geodezikleri biiyiik cemberlerdir (Hacisalihoglu, 1992).
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3.2. Riemann Egrilik Tensorii

Tanim 3.2.1. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak

iizere, VX,Y € x(M) i¢in
R(X,Y)Z=VyVxZ—VxVyZ+Vxy|Z (3.2.1)
ile tanimlanan
Ry (M) x 2 (M) x 2 (M) — (M)

3-lineer doniisiimiine M nin “Riemann egrilik tensorii” denir (do Carmo, 1992).

Onerme 3.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (3.2.2)

dir. Bu ozdeglige 1. Bianchi ozdegsligi denir (do Carmo, 1992).

Ispat. Riemann konneksiyonunun simetrik olusundan

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(ZX)Y = VyVxZ-VxVyZ+VixyZ
+V7VyX — VyVzX +Viy 71X
+VxVzY =V VxY + Vi Y
= Vy[X,Z]+Vz[Y,X]+Vx[Z,Y]
~Vixg¥ —VyxZ—VigyX
= WX Z]+[Z[v X]]+[X,[ZY]]

= 0.

Onerme 3.2.3. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. VX,Y,Z,W € x(M) icin
i) $(R(X,Y)Z,W)+gR(Y,Z)X,W)+g(R(Z,X)Y,W) =0
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ii) g(RX,Y)Z,W)=—g(R(Y,X)Z,W)
iii) g(R(X,Y)Z,W)=—g(R(X,Y)W,Z)
v) g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)
dir (do Carmo, 1992).
Ispat. i) I. Bianchi 6zdesliginden ispat1 yapilabilir.
ii) Riemann egrilik tensoriiniin tanimindan

g(R(X,Y)Z, W) = g(VyVXZ —VxVyZ+ V[X7Y]Z,W)
= —g(VXVYZ —VyVxZ+ V[ij}Z,W)

= —g(R(Y.X)Z,W).
iii) g(R(X,Y)Z,Z) = 0 oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Burada;
g(R(X,Y)Z,Z) = g(VyVxZ — VxVyZ + Vix 1 Z,7)
dir. Ayrica
8(VyVxZ2,2)=Yg(VxZ,Z2)—g(VxZ,VyZ)
ve
§(VixnZ,2) = 5 [X.V]g(Z.2)
oldugundan
g(R(X,Y)Z,Z2) = Yg(VxZ,Z)—Xg(VyZ,Z)+ % X,Y|g(Z,Z)

_ %y(xg(z,z)) - %X(Yg(Z,Z)) + % X, Y]¢(2,2)

— —%[X,Y]g(Z,Z)-i-%[XaY]g(ZZ)

=0



bulunur. Z yerine Z + W aliarak (iif) nin dogrulugu goriiliir.

iv) i) den
8(R(X,Y)Z,W)+g(R(Y,Z)X,W)+¢(R(Z,X)Y,W) =
8(R(Y,Z)W,X) + ¢(R(Z,W)Y,X) +g(R(W,Y)Z,X) =
8(R(Z,W)X,Y)+g(R(W,X)Z,Y) +g(R(X,Z)W,Y) =
g(RW,X)Y,Z) +g(R(X,Y)W,Z) +g(R(Y,W)X,Z) =

yaziabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
2¢(R(Z,X)Y,W)+2g(RW,Y)Z,X)=0
ve boylece
g(R(Z,X)Y,W)=g(R(Y,W)Z,X)

elde edilir. Bu ise (iv) nin dogru oldugunu gosterir. O

Tamm 3.2.4. (M,g) bir Riemann manifoldu ve XY € x(M) icin I1 = Span{X,Y } diizlemi

verilsin. Il nin kesit egriligi,

K(X,Y)=K(I) = (3.2.3)

ile tanmimlanir (Bootby, 1986).

X ve Y ortonormal ise IT nin kesit egriligi
K(IT) = g(R(Y.X)X.Y)
olur.

Onerme 3.2.5. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X ile Y lineer bagumsiz vektor alanlari

olmak iizere

i) K(X,Y)=K(Y,X) dir.

ii) a,b,c,d € R, ad — bc # 0 olmak iizere K(X,Y) = K(aX +bY,cX +dY) dir

(Bootby, 1986).
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Ispat. i) Riemann egrilik tensoriiniin tanimindan aciktir.

il) X' = aX +bY ve Y’ = cX +dY olmak iizere

g(R(Y' . XX Y

KXY
BT = a7 ) g0 772
g(R(cX +dY,aX +bY)aX +bY,cX +dY)
g(aX +bY,aX +bY)g(cX +dY,cX +dY) —g(aX +bY,cX +dY)?
= K(X,Y)
elde edilir. [l

Sonug 3.2.6. X,Y € x(M) icin I1 = Span{X,Y} diizlemi verilsin. Onerme 3.2.5 in (ii) den
geregince K(I1) kesit egriligi X ve Y vektirlerinin seciminden bagimsizdir. Bu ise kesit

egriliginin teget diizlemler icin invaryant (degismez ozellik) oldugunu gosterir (Bootby, 1986).

Tanim 3.2.7. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Vp € M icin kesit egriligi sabit ise (M, g)
manifolduna “sabit kesit egrilikli Riemann manifoldu” veya bir “uzay form” denir (Bootby,

1986).

Teorem 3.2.8. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. (M, g) sabit c kesit egrilikli bir

Riemann manifoldu olmast icin gerek ve yeter kosul VX, Y, Z, W € (M) icin
S(R(X.V)Z,W) = c{g(X,W)g(¥,Z) — g(¥, W)g(X.Z)} (3.2.4)

esitliginin saglanmasidir (do Carmo 1992).

Tanm 3.2.9. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu, p € M noktasinda T,M nin ortonor-

mal bir bazi {ey,...,e,} olsun. VXY € x(M) icin

n
S(va) = Z g(R(ejaX)Yvej>
j=1
ile tamimlanan S tensoriine “Ricci egrilik tensorii” denir (Bootby, 1986).

Teorem 3.2.10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. VXY € x(M) i¢in
S(X,Y)=S8(Y,X)
dir.
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Ispat. T,M nin ortonormal bir bazi {ey, ...,e,} olsun. Bu halde

SX.¥Y) = Y s(R(ejX)Y.e))

bulunur (Bootby, 1986). [
Tanim 3.2.11. (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve v € x (M) olsun. Bu durumda
Z v)v,e)) (32.5)

olarak yazilabilir. Burada S(v,v) ye v € x(M) nin “Ricci egriligi” ad verilir

(Bootby, 1986).

(M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve p € M i¢in {ey,...,e,}, T,M nin ortonormal

bir bazi olsun. I1;; = Span {e,-,ej}, 1 <i# j <nolmak iizere
K(IL;j) = Kij = g(R(ej, ei)eire;)
olarak yazalim. v € (M) i¢in v = e segilirse

n
S(er,er) = Z (ej,er)er,e))
( (e1,e1)er,er) +g(R(ex,er)er,er) + ... +g(R(en,e1)er,en)

= 0+Kpp+...+ Ky,

olur ki boylece

n
S(ey,e1) = ZKU
j=2
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olarak yazilabilir. Benzer sekilde 1 <i < nigin

n
S(ei7el-) = Z Klj (3.2.6)
ij=1
dir.
Tamm 3.2.12. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey,...,e,} , T,M nin

ortonormal bir bazi olsun.

n
Ric(e;)) =S(eiei) = Y, Kij, 1<i<n (3.2.7)
i,j=1
i#]

ile tanimlanan doniisiime M nin e; vektor alanina gore Ricci egriligi adi verilir

(Bootby, 1986).

Kesit egriliginin 2—boyutlu bir diizlem i¢in baz seciminden bagimsiz oldugunu biliyo-
ruz. Kesit egriliginin bu 6zelliginden, v € y (M) vektoriiniin Ricci egriligi, Ric(v), T,M nin
{e1,...,e,} ortonormal baz se¢iminden bagimsizdir.

Tamm 3.2.13. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. T,M nin ortonormal bir bazi
{e1,...,en} olmak iizere Vi € {1,2,....n} icin

Ric(e;) = ¢ = sabit (3.2.8)

ise (M, g) manifolduna “Einstein manifoldu” denir (Bootby, 1986).

Tamm 3.2.14. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. T,M nin ortonormal bir bazi

{e1,...,en} olmak iizere

S

g(R(ej,e)ei e;)
1

t(p) =

L]

i

I

j
1 n
= 5 Y K (32.9)
ij=1
i#]
ile tammlanan t(p) degerine p € M noktasinda M nin “skaler egriligi” denir (Bootby, 1986).

(M, g) Riemann manifoldunun (p), p € M skaler egriligi {ey, ..., e, } ortonormal bazinin

seciminden bagimsizdir.
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4. LIE GRUPLARININ GEOMETRISI
4.1. Lie Tiirevi

Tamim 4.1.1. M differensiyellenebilir bir manifold ve

o:l - M

t = alt)=(ai(t),...,o(t))

egrisi verilsin. X (M) iizerinde bir vektor alami X olmak iizere

da_

= X((r) @.1.1)

ise o egrisine “X vektor alanmimin bir integral egrisi” denir (Hacisalihoglu, 1983).

/t——-—)

A K, —~

Burada;
a(r) = a(0)+ / X (o(t))dt 4.12)
ile verilir.
Ornek 4.1.2. 2 de sabit bir vektor alant X = (1,2) ve p(0,0) noktast verilsin. Bu durumda

oa:l — R?
t = o) = (o(r), ()
egrisi p noktasindan gecen X vektor alanmimin bir integral egrisi ise % =1ve % =2 olup
c1,c3 € Rigin o =t+cy ve 0o = 2t 4¢3 yazulabilir. Boylece o integral egrisi
o(t)=(t+c1,2t+c2)
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olur. Biylece p(0,0) noktasindan gegen integral egrisi

o(t) = (t,2t)

dogrusudur.

Ornek 4.1.3. 2 de bir X vektir alan olmak iizere ¥p = (p1,p2) € E? igin X, = (—p2, p1)

olarak tamimlansin.

a:l — [E?

t — at)=(ou(t),ont))

egrisi X vektor alaninin bir integral egrisi ise

‘% — _an(t) ve % — o (1)
denklemlerinin saglanmasi gerekir. Burada;
i dmp
P
olup
d;gl Fou(t)=0

oldugundan cy,c, € R icin

oy (t) = cycost + cpsint

Benzer sekilde

0 (1) = ¢y sint — ¢; cost

olup

o(t) = (¢ cost + ¢y sint, ¢y sint — ¢ cost)
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elde edilir.

Bu integral egrilerinden (1,0) noktasindan gegen egriyi bulalim. Bu durumda

01(0) = 1,2(0) = 0 oldugundan
o(t) = (cost,sint)

cemberi elde edilir (Lee, 2003).

/ ’}"":\I l X,
[ NP

-
-
-

O S

—
—

Sekil 4.1.2. X vektor alamin integral egrisi

Tanim 4.1.4. Bir X vektor alanmumin p noktasindan gecen integral egrisi, t € (—g,+€) C R

olmak iizere

verilsin. M manifoldu iizerinde

veya

¢ (p,t) = ox(t) (4.1.3)
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ile tanmimlanan ¢ doniisiimiine X iizerinde bir flow denir (Lee, 2003).

Bu tamim geregince, flow, bir X vektor alaninin integral egrilerinin olusturdugu
egriler ailesidir.

Burada ¢ doniisiimiine “1—parametreli doniisiimler grubu” adi da verilir (Lee, 2003).

O MxR — M

(p,t) — ¢(p,t)

flowu

O (p,t+s)=0(d(p,s),t) = 0(p;t)od(p,s) (4.1.4)

bileske islemine gore bir grup yapisina sahiptir.

o (p,t) = ¢(p) ile gosterelim. Bu durumda

i) ¢ (p)ods(p)=ds(p)od(p) = @rr5(p) oldugundan ¢ doniisiimii bilegke iglemine gore
degismelidir.

1) @ birim elemandir.

iii) ¢, '(p) = ¢_;(p) ters elemandur.

Tanim 4.1.5. ¢, M iizerinde bir flow olsun.

d
Xon) = 7; li=0 ¢:(p) (4.1.5)

ile tamiml X vektor alamina ¢; flowunun infinitesimal iireteci adi verilir (Lee, 2003).

Ornek 4.1.6. E? de ¢, doniisiimii
@ (x,y) = (xcost — ysint,xsint + ycost)

ile verilsin.
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Os(d:(x,y)) = @s(xcost —ysint,xsint +ycost)
= ((xcost —ysint)coss— (xsinf +ycost)sins,
(xcost — ysint)sins + (xsint 4 ycost) coss)
= (x(costcoss—sinzsins) — y(sintcoss + cost sins),
x(cost sins+sintcoss) + y(costcoss — sint sins))
= (xcos(t+s)—ysin(t +s),xsin(z +s) +ycos(t +5))
= Pr5(x,y)

olup (i) sarti saglanr.

t =0 igin §o(x,y) = (x,y) birim elemani olup (ii) sarti saglanr.

o, ' (x,y) = ¢_:(x,y) = (xcost +ysint, —xsint + ycost)

ters eleman olup (iii) sarti saglanir.
Simdi ¢; nin infinitesimal iireteci olan X vektoriinii bulalim:

d
X = E|t:0¢t(x’y)

d , .
= = /=0 (xcost — ysint,xsint + ycost)
= (—xsint —ycost,xcost —ysint) |;—o

= (—y,X)
olur.

Ornek 4.1.7. ¢, doniisiimii

¢(x,y) = (x+at,y+bt), a,b€R
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ile verilsin.
¢s(¢z(x,y)) = ¢S(x+atvy+bt)
= (x+at+as,y+ bt +Dbs)
— (x+alt+s),y+br+5))
= ¢t+s<x7y)

olup (i) sarti saglanr.

t =0 igin §o(x,y) = (x,y) birim elemani olup (ii) sarti saglanr.

¢;1(x,y) F— ‘P*l(x?y) = (x—at,y—bt)

ters elemant olup (iii) sarti saglanur.

Simdi ¢; nin infinitesimal iireteci olan X vektoriinii bulalim:
d
X = E ’t:() ¢,(x,y)
d
= 7 =0 (x+at,y+bt)
= (a,b) li=0
= (a7b)
olur.
Ornek 4.1.8. ¢, doniisiimii
0 (x,y) = (¢“x,¢"y),a,b € R

ile verilsin.

(PS((Pf(xay)) = ¢S(eatxaeb[y)
as at bs bt

= (e¥evx,e”e”y)

(ea(s-i-t)x’ eb(s-i—t)y)

= ¢I+S(x7y)
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olup (i) sarti saglanr.

t =0 igin ¢o(x,y) = (x,y) birim elemant olup (ii) sarti saglanr.

-1 — _
9 ' (x,y) = 01 (x,y) = (¢ “x,e™y)

ters eleman olup (iii) sarti saglanir.
Simdi ¢; nin infinitesimal iireteci olan X vektoriinii bulalim:

X = i |l=0 ¢t(x7y)

d
= dt\,o(e x,e y)

= (ae®x,be™y) |i—o

= (ax,by)

olur.

Tanim 4.1.9. X ve Y, M manifoldu iizerinde birer vektor alant olmak iizere

LyY = [X, Y]—hm {Y,—do_(Yy, ()} (4.1.6)

t—0ft

ile tanmimlanan tiireve “Lie tiirevi” denir (Warner 1983).

Sekil 4.1.3. Lie tiirevi

Burada Yy, () € Ty, (,yM ve do—(Yy, () € TyM olup
Y, —do_:(Yy ) 4.1.7)

farki Y vektor alaninin ¢ flowu iizerinde ne kadar degistigini Olcer.
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Lemma 4.1.10. Vf € C*(M,R) icin Lx (f) = X (f) dir (Warner 1983).

Ispat. ¢;(p) nin koordinatlar1 {uy,us,...,u,} olsun. Bu durumda

d
Lx(f) = E(fod)’) li=0

d
= E(f(ui(f))) =0

L 8f dui

N l.:l&u,- dt =0

= Z of X;
i—1 &ui
= X(f)
elde edilir. U]

Ornek 4.1.11. E? de
¢ (x,y) = (xcost — ysint,xsint + ycost)

flowunun infinitesimal iireteci X = (—y,x) olmak iizere Y = (2x,y) vektirii verilsin. Bu du-

rumda
VxY = (2.(—y) +0.x,0.(—y) + 1.x) = (—2y,x)
ve
VyX =(02x—1.y,1.2x+0.y) = (—y,2x)
olup
LyY = [X,Y]=VxY—VyX

= (=2,0) = (=3,2%)

= (=»—x)
elde edilir.
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4.2. Lie Gruplan
Tanim 4.2.1. G diferensiyellenebilir bir manifold olsun. G iizerinde
:GxG—=G

islemi bir grup yapisina sahip ise G ye bir “Lie grubu” denir (Arvanitoyeorgos, 2003).
Genellikle - islemi Vx,y € G icin (x,y) — xy~! ile tammlanur.
Ornek 4.2.2. E" Oklidyen uzay:
+:E"xE" — E"
(x,y) — x+y
islemine gore bir Lie grubudur (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ornek 4.2.3. E" Oklid uzayindaki tiim ételeme ve donme hareketlerinin olusturdugu gruba

“Oklidyen grup” adi verilir. Oklidyen grup bir Lie grubudur (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ornek 4.2.4. n x n tipindeki tiim matrislerin kiimesi M, (R)
M,(R)={A € M,,(R) : A,n X n tipinde bir matris}
olsun. M,(R) nin
GL(n,R) = {A € M,(R) : detA # 0} C My(R) 4.2.1)

alt kiimesi matrislerde carpma islemine gore bir Lie grubudur. Bu gruba “genel lineer grup”

adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ornek 4.2.5. GL(n,R) Lie grubunun bir alt kiimesi olan
O(n,R) = {A € My(R): AA" =1,} C GL(n,R) (4.2.2)

kiimesi matrislerin ¢carpma igslemine gére bir Lie grubudur. O(n,R) Lie grubuna “ortogonal

grup” denir (Arvanitoyeorgos, 2003).
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Burada; A,B € O(n,R) icin AAT = I,, ve BBT = I, oldugundan
(AB)(AB)T = ABBTAT = ALLAT = AAT =1,
olur ki AB € O(n,R) dir.
Ornek 4.2.6. O(n,R) nin bir alt kiimesi olan
SL(n,R) = {A € My(R) : detA = 1} 4.2.3)

kiimesi matrislerin carpma islemine gore bir Lie grubudur. Bu gruba “ozel ortogonal grup”

denir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Burada; A, B € SL(n,R) = detA = detB = 1 oldugundan
det(AB) = detA.detB =1
olur ki
AB € SL(n,R)

dir.

Not 4.2.7. GL(2,R) = {A € M(R) : detA # O} kiimesini gz éniine alalim:

M, (R) nin bir vektir uzayr yapisina sahip oldugunu biliyoruz. M (R) nin bir bazi

1 0 01 00 0 0
00 00 1 0 01
kiimesidir. Gergekten
Lineer bagimsizlik:
1 0 01 00 00 00
C1 +c2 +c3 +c4 =
00 00 1 0 01 00
ise
cir=cy=c3=c4=0
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oldugundan lineer bagimisizlik aksiyomu saglanir.

Germe aksiyomu:

ap az

VA = eEM, (R)
as  dag

icin

1 0 0 1 00 00

A=aq +ap +asz +ay

00 00 1 0 0 1

oldugundan
10 0 1 00 00
A € Span , ) )

00 00 1 0 0 1

olup germe aksiyomu saglanir.

Béylece, GL(2,R) = {A € M>(R) : detA # 0} Lie grubunun tanjant uzay: M»(R)

oldugu goriiliir (Hall, 2015).

Ornegin;
1 0
p= € GL(2,R)
1 1
noktasi ve
X1+x3 xo0+x4
= e M (R)
X1 X7
vektorii verildiginde
2 1
Ay = S TpGL(Z,R) = M;(R)
1 0

tanjant vektorii elde edilir.

Benzer sekilde GL(n,R) Lie grubunu tanjant uzayinin M,(R) oldugu gosterilebilir.
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Tanim 4.2.8. M, (R) iizerinde i¢c carpim

n
<A,B>=iz(AB") =Y a;jb;; (4.2.4)
i,j=1

ile tamimlamir (Hall, 2015).

X,A € Mp(R) olmak iizere

verilsin. Bu durumda

dir. Benzer sekilde GL(n,R) tizerinde gosterilebilir.

Ornek 4.2.9.
X1 +x2 X +X3 x| X3+x3
= ve A =
X3+X4 X4+X1 X3 X1+Xx4
verilsin. Bu durumda
2, 0 fi
X(fi)=Y), 5y X =Xt
i=1 l
() =) &X.Xi =2x(xp +x3) + 1.(x3 +x4) = 2x5 + 2x0x3 + X3 + X4
=1 YA
2 0
3
X(f3) = Z a];'Xi =1.(x3+x4) =x3+x4
/ l

~
—

X, = 1.(x1 +x2)—|— 1.(X4 —|—x1) =2x1 +Xx2+ x4

=
=
I
SN
SEIRSE
=

N
[

~
&=

dir. Boylece

X(fi) X(f2) X1 +x2 2% 4 2x0x3 + X3 + x4

X(f3) X(f4) X3+ x4 2x1 +x2+ x4

bulunur.
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Ornek 4.2.10. n X n tipindeki tiim kompleks matrislerin kiimesi
M,(C)={A:A,nxn tipindeki kompleks matris}
olsun. M,(C) nin
GL(n,C) ={A € M,,(C) : detA # 0}

alt kiimesi matrislerin carpma igslemine gore bir Lie Grubudur. Bu gruba “genel lineer komp-

leks grup” adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

VA € GL(n,C) i¢in

X1 +tiynn xi2+iyiz ... Xiptiyig

Xl Tiynl X2+ V2 o Xan Y

oldugundan GL(n,C), {xij,yi;}, Vi, j{1,...n}, koordinat sistemi ile birlikte 21 reel boyutlu

bir diferensiyellenebilir manifoldtur.

Ornek 4.2.11. GL(n,C) nin
U(n)={A€GL(n,C):AA" =1}

alt kiimesi matrislerin carpma iglemine gore bir Lie grubudur. Bu gruba “liniter grup” adi

verilir. Burada A, A matrisinin eslenegi olan matristir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ozel olarak; n = 1 icin A = [cos 0 + isin 0] matrisini gz éniine alalum.
A" = [cos 0 —isin 0] olup AA" = 1 oldugundan A € U(1) dir. Burada A matrisi kompleks

diizlemde birim cemberdir.

n=2icin
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matrisi goz oniine alinsin. Bu durumda

oldugundan AA" = I olup A € U(2) dir.

Tanim 4.2.12. G bir Lie grup olsun. Vg € Gve a € G icin

L,:G — G

(a,8) — La(g)=ag

R,:G — G

(a,8) — Ru(g)=ga

doniigtimleri tanimlansin. Burada L, doniisiimiine “sol oteleme”, R, doniisiimiine

“sag oteleme” adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

L, ve R, doniigiimleri G iizerinde bir gruptur. Gergekten; e € G,G nin birim

elemani olmak iizere
L.(g) = eg = g oldugundan L, birim eleman olur.
Lo(L,-1(g)) = Lo(a™'g) = aa~'g = g oldugundan L, mn tersi L1 dir.
L,(Ly(g)) = abg = Lyp(g) birlesme dzelligi saglanmus olur.

Tamim 4.2.13. G bir Lie grubu ve X, G iizerinde bir vektor alani ve

(Ly)«: T.G — T,G

X, — (Lo)«Xe

doniisiimii verilsin. EgerVa € G icin (Ly)Xe = X, ise X vektor alamina “sol invaryant vektor

alant” denir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Bagka bir deyigle; sol invaryant bir vektor alani asagidaki sekilde de tanimlanabilir:

Va,b € G igin (Ly)«Xp = Xyp ise X vektor alamina “sol invaryant vektor alam” denir.
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Not edelim ki; X sol invaryant bir vektor alani ise
Xb o La = (La)*Xb = Xab (4.2.5)

dir.

Sekil 4.2.1 Sol invaryant vektor alani

Tamim 4.2.14. G bir Lie grubu ve X, G iizerinde bir vektor alant olsun. Herhangi bir a € G

ve Vb € G i¢in
(La)+Xp = Xap (4.2.6)

ise X vektor alanina “L,—baglantili” denir (Lee, 2003).

Ornek 4.2.15. GL(2,R) de

X1 X2 X1+x2 xp—x2
X — y Y =
X3 X4 X1 +X4 X3—X4
ve
1 1 1 1
a= , b=
10 1 2
verilsin. Bu durumda
1 1 2 3 2 3
Xp = , ab= ve Xy =
1 2 1 1 1 1
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olup

1 1 X1 Xp X1 +x3 Xo+Xx4
LaX - aX - =
o X3 X4 X1 x2
ve
Xp(f1) lav X6 (f2) lab 2 3
Xp(f3) lav Xp(f4) lab 11

dir. Boylece (L) Xp = Xup bulunur. Bu ise X vektor alanmin sol invaryant oldugunu gosterir.

Ornek 4.2.16. Ornek 4.2.15 de

L(i)le Yo | |30
ORI ER

olup (Ly)+Ye # Y, bulunur. Bu ise Y vektor alaninin sol invaryant bir vektor alant olmadigimi

gosterir.

Teorem 4.2.17. G bir Lie grubu ve G iizerinde vektor alanlart X, Y olsun. X ve Y sol invar-
yant vektor alani ise [X,Y] Lie braketi de sol invaryant bir vektér alanidir (Arvanitoyeorgos,

2003).

Ispat. Va,b € G ve Vf € C*(G,R) icin

(La)« (X, Y], (f) = [X,Y],(foLa)
= (X.Y](foLd))(b)
= (([X,Y]f)oLa)(b)
= (X, Y]f)(ab)
= [X,Y]y (f)
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]

Tiim sol invaryant vektorlerin kiimesi g ile gdsterelim. Tiirev doniisiimii lineer oldugundan

herX,Y € gvea € Gigin

(La)«(X+Y)e = (La)sXe+ (La)sYe
= X,+Y,

= (X+Y),

elde edilir. Bu ise X + Y nin bir sol invaryant vektor alani oldugunu gosterir. Benzer sekilde

A € Rigin
(Ly)«(AX)e = (Ly)sAXe = A(Ly) s Xe = AX,

olup bu ise AX yine bir sol invaryant vektor alani oldugunu gosterir.

Boylece g kiimesi (+) ve skalerle ¢arpma (-) islemlerine gore bir vektor uzayidir.

Onerme 4.2.18. G bir Lie grubu ve e, G nin birim elemani olmak iizere X — X, fonksiyonu

g ile T,G arasinda bir lineer izomorfizmdir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ispat. a) Lineerlik: VX,Y € gicin (X +Y), = X, + Y, oldugunu gosterelim:

Tiirev doniisiimiiniin tanimindan Va € G i¢in
(La>*(X +Y)e - (X +Y)a 4.2.7)
dir. Ayrica (L), lineer oldugundan

(La)*<X + Y)e = (La)*Xe + (La)*Ye

= X,+Y, (4.2.8)
olur. Benzer gekilde A € R i¢in
(La)+(AX)e = AXq (4.2.9)
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ve
(Lo)s(AX,) = A(Ly) X, = AX, (4.2.10)

dir. (4.2.7), (4.2.8), (4.2.9) ve (4.2.10) den X — X, dOniisiimiiniin lineer oldugu goriiliir.

b) Birebirlik: X, = 0 = X vektoriiniin sifir vektor oldugu agiktir. Gergekten;
Va € G igin
Xe=0= (Ly)Xe=X,=0 (4.2.11)
olup bu ise X = 0 oldugunu gosterir.
c) Ortenlik: VX, € T,G i¢in X € g olacak sekilde bir X € g vardur. [
Onerme 4.2.18 goz 6niine alimirsa asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.2.19. G bir Lie grubu ve e, G nin birim elemani olmak tizere

boy g = boy T,G (4.2.12)

dir (Arvanitoyeorgos, 2003).

4.3. Lie Cebiri
Tanmm 4.3.1. (V,+, ) bir vektor uzayi, V iizerinde bir Lie braketi ([ |) tammliise (V,+,-,[ ])
dortliistine bir “Lie cebiri” denir (Samelson, 2012).
Burada; Lie braketi [ | : V x V — V asagidaki 6zellikleri saglar:
i) Alterne 6zelligi: VX € V i¢in [X,X] = 0 dir. Not edelim ki; Bir doniigiim
alterne ise ters simetrik, ters simetrik ise alternedir.
ii) Bilineerlik: VX,Y,Z € V ve Va,b € R (veya C) i¢in
[aX +bY,Z] = a|X,Z] +b[Y,Z]
ve
IX,aY +bZ] = a[X,Y] +b[X,Z]
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esitliklerinin saglanmasidir.

iii) Jakobi Esitligi: VX,Y,Z € V i¢in

esitliginin saglanmasidir.

[X7 [Y7ZH + [Y7 [ZvX]] + [Zv [X’Y]] =0

Ornek 4.3.2. G bir Lie grubu ve G iizerinde sol invaryant vektir alanlarin kiimesi

g olmak iizere VXY € gve Vf € C*(G,R) icin

(X, Y](f) = X, Y] (f) =X (Y () =Y (X(f)) (4.3.1)

ile

[l:gxg — g

XY — [X.,Y]

doniisiimii tammlansin. Bu durumda (g,+,-) bir vektor uzayt ve ¥X,Y € g icin [X,Y]| € g

oldugundan (g,+,-,|]) dortliisii bir Lie cebiridir (Samelson, 2012).

Ornek 4.3.3. (R3,+,-) vektor uzay, u = (uy,uz,u3),v = (vi,v2,v3) olmak iizere

i

UXV =1y

Vi

Jj k
uy us
V2 V3

= (upvs — u3vy, U3V — Uv3, U vy — Upvy) 4.3.2)

vektorel ¢carpim islemi R3 jizerinde bir Lie braketidir. Boylece (]R3, +, -, xX) dortliisii bir Lie

cebiridir (Samelson, 2012).

Ornek 4.3.4. V bir vektor uzay, V. — V ile tamml tiim lineer fonksiyonlarin kiimesini

End (V) ile gosterelim. VT, S € End (V) igin

[T,S]=ToS—SoT (4.3.3)

doniigiimiine gore (V,+,-,[ |) dortliisii bir Lie cebiridir (Samelson, 2012).
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Ornek 4.3.5. M bir diferensiyellenebilir manifold ve V, M iizerinde lineer bir konneksiyon

olsun. M nin vektor alanlarimin kiimesi Y (M) olmak iizere VX,Y € x(M) icin
X,Y] = Vx¥ — VyX 4.3.4)

ile tanumly |, doniigiimii bir Lie braketi olup (x(M),+,-,[,]) dortliisii bir Lie cebiridir (Sa-

melson, 2012).

Ornek 4.3.6. M,(R), n x n tipindeki tiim matrislerin kiimesi olmak iizere VA, B € M,(R) icin
[A,B] = AB— BA 4.3.5)

tamumlansin. Bu durumda (M, (R),+,-,[ |) dortliisii bir Lie cebiridir (Samelson, 2012).

Ornek 4.3.7. GL(n,R) = {A € M,(R) : detA # 0} kiimesinin bir Lie grubu oldugunu biliyo-
ruz. GL(n,R) elemanlari i¢in (4.3.5) de verilen | | doniisiimii tamimlanirsa GL(n,R) nin Lie

cebiri My(R) ye izomorf oldugu goriiliirv. Yani

GL(n,R) nin Lie cebiri = M,(R)

dir (Samelson, 2012).
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5. LIE GRUPLARI UZERINDE TANIMLANAN DONUSUMLER
5.1. Bir parametreli doniisiim grubu
Tamm 5.1.1. G bir Lie grubu olsun.

¢o:(R,+)—G

ile tamimlanan bir diferensiyellenebilir homomorfizmine G grubunun “bir parametreli donii-

stim grubu” denir. Burada;

¢(s+1)=0(s)0(r)
olup birim eleman ¢(0) = e ve ters elaman ¢(—t) = ¢~ (¢) dir (Duistermaat ve Kolk, 1999).

Ornek 5.1.2. S' = U(1) ¢cemberinde ¢(t) = e = cost + isint doniisiimii 1—parametreli

doniistim grubudur (Duistermaat ve Kolk, 1999).

Ornek 5.1.3. U(2) uniter grubunda

cost  sint
¢(t) =

—sint  cost
ile tamimlanan ¢ doniisiimii 1 —parametreli doniisiim grubudur (Duistermaat ve Kolk, 1999).
Ornek 5.1.4. GL(3,R) Lie grubunda
cost sint 0

¢(t)=| —sint cost 0

0 0 ¢

ile tanimlanan ¢ doniigiimii 1 —parametreli doniisiim grubudur (Duistermaat ve Kolk, 1999).
Ornek 5.1.5. O(3) ortogonal grupta tanimlanan

cost sint O
¢(t)=| —sint cost 0

0 0 1

ile tamimlanan ¢ doniisiimii 1 —parametreli doniisiim grubudur (Duistermaat ve Kolk, 1999).
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G bir Lie grubu, X, € T,G tanjant vektoriine karsilik gelen sol invaryant vektor alani

X olsun. Herhangi bir a € G i¢in
Yo:R—G

¥.(0) = a olacak sekilde X vektor alaninin bir tek integral egrisi vardir. X in birim eleman e

noktasindan baglayan integral egrisi ¢ = 7, olsun. Bu durumda, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.6. ¢ = v, doniisiimii R kiimesinden G Lie grubu iizerine tanimlanan bir grup

homomorfizmidir (Duistermaat ve Kolk, 1999).
Ispat. Vs,z € R icin
n:R — G
t— Ye(9)(r)
ve
r:R = G
t = Ye(t+5s)

egrilerini goz Oniine alalim. y; = » oldugunu gostermek teoremin ispati i¢in yeterlidir.

Bu egrilerin baglangi¢ sartlar1 i¢in

1(0) = %(5)%(0) = %(s)

Ve

%(0) = %(0+5) = %(s)

oldugundan 7;(0) = 7»(0) olup baslangi¢ sartlar1 aynidur.

7 nin e € G noktasindan gecen ve X in iirettigi bir integral egrisi oldugu agiktir. Ustelik

Nt) = Ly %@ = Lyw ) Xpn)

= Xy (s)n()
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oldugundan y; egrisi e € G den gecen X in iirettigi ve bir integral egrisidir. Belli bir noktadan
gecen ve bir X vektoriiniin iirettigi integral egrisi tek oldugundan y; = 9 oldugu goriiliir.

Boylece e € G den gegen 1—parametreli doniigiim grubu ¢ olmak iizere

P(s+1) = ¢(s)¢(7)
elde edilir ki bu ise ¢ nin bir homomorfizm oldugunu gosterir. [

G bir Lie grup e = 1, G nin birim eleman1 ve X € g olsun. Herhangi bir X vektor alaninin
tirettigi integral egrisine kargilik bir 1 —parametreli doniisiim grubu ¢x (¢) ve baglangi¢ noktasi

¢x(0) = e olsun.

Bu durumda asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug¢ 5.1.7. G nin 1—parametreli doniisiim gruplar ile T,G arasinda birebir bir esleme

vardir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Sonug 5.1.8. Herbir X € g icin ¢x : R — G doniisiimii verilsin. Bu durumda (Z)},( 0) =X,

olacak sekilde bir tek X, € T,G vardir (Arvanitoyeorgos, 2003).
Onerme 4.2.18 ve Sonug 5.1.8 goz oniine alinirsa; bir G Lie grubunun 1—parametreli
doniisiim gruplari,

g—G

ile verilen bir doniisiim yardimiyla asagidaki gibi tanimlanabilir.
Tanim 5.1.9. G bir Lie grubu ve g, G nin sol invaryant vektor alanlarinin kiimesi (Lie cebiri)
olsun.
exp:g — G
X — exp(X)=¢x(1)
ile tanimlanan doniisiime “exponantial doniisiim” veya “listel doniisiim” denir. Burada

ox, 9x(0) = e, 9% (0) = X, sartlari saglayan bir X € g nin iirettigi 1 —parametreli doniigiim

grubudur (Lee, 2003).
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Sekil 5.1.1. Ustel doniisiim

Not edelim ki exp(X) = ¢x(1) esitlifinde 1 yazilmasi doniigiimiin iyi tanimh olmasini

garanti eder.

Lemma 5.1.10. X € g nin 1—parametreli doniisiim grubu ¢x olmak iizere Vt,s € R icin

Ox (st) = @sx (t) dir (Lee, 2003).

Ispat. h(t) = ¢x(st) olarak bir i fonksiyonu tamimlansin. Bu durumda;

!

(1) = sfx (s1)
olup
K (0) = s¢y (0) = sX
dir. Ayrica sX vektoriiniin 1—parametreli doniisiim grubu ¢gx oldugundan
0yx(0) = sX

dir. Boylece, Sonug 5.1.8, (5.1.2) ve (5.1.3) den

Ox (s1) = Osx (1)
oldugu goriiliir.

Sonug 5.1.11. G bir Lie grubu olsun. Her X € g icin

exp(1X) = ¢ix (1) = ¢x (1)

dir (Lee, 2003).

(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)
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Ispat. Lemma 5.1.10 den, V¢,s € R icin

Px (st) = Psx (1) (5.1.6)

oldugunu biliyoruz. Burada exp(sX) = @sx (1) oldugundan # = 1 i¢in

exp(sX) = ox(s) (5.1.7)

yazilir. s ve ¢ nin rolleri degistirilerek, (5.1.6) ve (5.1.7) den iddianin ispat1 aciktir.
[

Sonug 5.1.12. g, G Lie grubunun Lie cebiri olmak iizere X € g icin 'y (0) = X ve ¢x (1) = (¢)

olacak sekilde bir vy egrisi verilsin. Bu durumda
Y(t) = exp(tX) (5.1.8)
dir. Ayrica ¢x bir homomorfizm oldugundan
exp((r +5)X) = exp(rX) exp(sX) (5.1.9)
ve
exp 1 (1X) = exp(—tX) (5.1.10)

dir (Lee, 2003).

Simdi, exp doniislimiin tiirevi olan exp, doniisiimiiniin baglangic noktasi 0 olarak segelim.

Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.1.13. exp, : ToG — T,G doniisiimii birim doniisiimdiir (Lee, 2003).

Ispat. X € gicin

a:R — g

t — a(t)=tX
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ile tamiml1 bir egrisi verilsin. Bu durumda
exp,(X) = exp.(a(0))
= (expoa) (0)

= % (exp(iX)) o

= X

olup bu ise exp, doniisiimiiniin birim doniisiim oldugunu gosterir. 0
Sonuc 5.1.14. Ustel doniisiimiiniin tiirevi g iizerinde bir egri cizer (Lee, 2003).
Ters fonksiyon teoremi ve Teorem 5.1.13 den asagidaki sonug verilir.

Sonug 5.1.15. Ustel doniisiim, g de 0 in bir komsulugundan G de e nin bir komsuluguna bir
diffeomorfizmdir (Lee, 2003).
5.2. Infinitesimal Uretecler

G bir Lie grubu ve ¢(¢), G tizerinde taniml bir 1 —parametreli doniisiim grubu olsun.

Bu durumda

olup ¢(¢) bir homomorfizm oldugundan

o) = lim 690~ 9(1) (521)
= 9()lim. [o(h) ¢ (522)

olur. Burada G bir Lie grubu oldugundan koordinatlar1 differensiyellenebilir olup

im 20— €
h—0 h

limiti mevcuttur. Bu limit degerine A diyelim. Yani

A—tim ) =
h—0 h
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olsun. (5.2.2) den

0'(1) =A9(1)

elde edilir. Boylece ¢ = 0 i¢in

A=¢'(0)=4¢(0)
bulunur (Hall, 2015).

Tamim 5.2.1. ¢(¢), G Lie grubunun 1—parametreli doniigiim grubu olsun. ¢'(t) = A¢(t) ile

tammlanan A ya ¢(t) nin “infinitesimal iireteci” denir (Hall, 2015).

Ornek 5.2.2. U(2) nin 1—parametreli doniisiim grubunun

cost  sint
¢(t) =

—sint cost

oldugunu biliyoruz. Buna gire ¢'(t) =A@ (t) ve ¢'(0) = A oldugundan

, —sint  cost
¢ (t)=
—cost —sint
ve
, 0 1
0'(0)= =4
-1 0
olup
, 0 1 cost  sint
¢ (1)=A9(t) =
-1 0 —sint cost

elde edilir. O halde ¢ (t) nin infinitesimal iireteci

0 1
A=
-1 0
bulunur (Hall, 2015).
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Not 5.2.3. Burada ¢'(t) = A (1) denkleminin ¢oziimii
o(r) =€

dir. ¢'(0) = A dir. Gercekten; €' min taylor seri acilim

A2 A3 © AN
A Ao A3 v a4 g
¢ =1+ A+ S+ _;)n!t
olup
(- (A7)
o)=Y A
= n!
ile ifade edilir.

Not 5.2.4. G bir Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri olmak iizere

exp : g—G

X = exp(iX) = 9x (1)
dyleki ¢x (0) = e ve §5(0) = X olarak tammlansin. O halde

exp(1X) = ¢x () = €%

(5.2.3)

oyleki; ¢5(0) = X oldugundan exp doniigiimii yardimiyla bir G Lie grubunun Lie cebiri bu-

lunabilir (Hall, 2015).

Ornek 5.2.5. O(n) = {A € M,(R) : AAT = I} ortogonal grubunun Lie cebiri

o(n) ={A e M,(R): A" = —A}

kiimesidir (Hall, 2015).

Gergekten; kabul edelim ki y(s),M,(R) de y(0) = I olacak sekilde bir egri olsun. y(s) €

O(n) ise

Y (s)y(s) =1
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olup s = 0 noktasinda tiirev alinirsa

!

[7(5)] 7(5) ls=0 +¥ ()7 (5) |s=0=0

elde edilir. Boylece

olur ki

elde edilir. Buradan

dir. Bu ise 'y min anti-simetrik oldugunu yani y € o(n) oldugunu gosterir.

Ornek 5.2.6.

cost sint O
¢(t)=| —sint cost 0 |

0 0 1

O(3) de 1—parametreli doniisiim grubu oldugunu biliyoruz. Buradan

—sint cost O

¢'(1) = | —cost —sinz 0
0 0 0
olup
0 10
A=9¢'0)=| -1 00
0O 0O

oldugundan A € o(3) bulunur. Béylece O(3) iin Lie cebirinin o(3) oldugu goriiliir (Hall,
2015).

55



Ornek 5.2.7. U(n) = {A € GL(n,C) : AA" = I,,} iiniter grubunun Lie cebiri
u(n) = {A € M,(C): A" = —A}

ile tamimlanan tiim ters-Hermitian kompleks matrislerdir (Hall, 2015).
Ornek 5.2.8.

cost  sint
¢(t) =

—sint cost

doniigiimii U (2) iizerinde 1—parametreli doniisiim gurubu oldugunu biliyoruz. Buna gore

) —sint  cost
¢'(t) =
—cost —sint
oldugundan
, 0 1
¢ (0) =
-1 0

dir. Bu ise ¢ (0) = u(2) oldugunu gosterir. Boylece U(2) nin Lie cebiri u(2) oldugu goriiliir

(Hall, 2015).
Ornek 5.2.9. S' = U(1) cemberi iizerinde
¢(t) = e = cost +isint

doniisiimiintin 1—parametreli doniigiim grubu oldugunu biliyoruz. Burada

/

o (t) = —sint+icost7¢l(0) =i

oldugundan ¢'(0) € u(1) dir (Hall, 2015).
Onerme 5.2.10. A ve B n x n tipinde matrisler olsun. Bu durumda

i) ¥ =1Idir
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i) ()" =e*" dir. Burada A* = A7 dir.
iii) e* mn tersi vardir ve ()~ = e~ duir:
iv) Va,B € Cicin e(*tB)A = o0ABA gy
v) AB = BA ise A8 = ¢AeB = eBet dir:

vi) C matrisinin tersi mevcut ise eCACT = ceAC! dir (Hall, 2015).

Ispat. i)
A% A3
eA=In+A+2—!+§+'--
oldugundan
0> 0
0 _ e
e = In+0+2!+3!+
= I,
elde edilir.
ii)
t
() =[]
Az A3
= (In+A+E+§+-~-)
=2 3
— - A A ;
= (1n+A+2—!+§+-~-)
a0\2 (a3
o (@2 @)
= (I, +A +T+T+"')
= N
= A
elde edilir.
iii)
I, =B = ATB = O
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ise A+B=0olupA = —Bdir. Buise

oldugunu gosterir.

v)

e(erBA

(eA)fl :eB :efA

oldugundan (iv) nin ispati tamamlanur.

v)

elde edilir.

Vi)

eteP

Ak gm—k

= X Zﬁ(m—k)!nTi

m=0k=0

a=om! = k! (m—k)!
v @a+B)"
N mZO m!
_ ATB

(cac~ym =camc!
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oldugundan

- |
ECAC 1 — Z _(CAC_l)m

olup bu ise (vi) dogrulugunu gosterir. O

Ornek 5.2.11. GL(n,R) = {A € M,(R) : detA # 0} Lie grubunu goz éniine alalim.

A e M,(R) icin

Az A3
eA:I+A+§+§+---
oldugundan matrislerde normun tanimi ve
|AB|| < ||A|[|B]]

schwarz esitsizligi ve
|A+B|| < [[All + Bl

licgen esitsizligi goz oniine alinirsa

2 3
A +HAH b= Al

|l = 1+ i+ T+

olacagindan bu ise

HeAH < MMl

oldugunu gosterir. Boylece e serisi mutlak yakinsaktir. Onerme 5.2.10 nin (iii) den e* mn

tersi tamimli olup expA € GL(n,R) dir. O halde ¢(t) = "* olacak sekilde
exp: M,(R) — GL(n,R)
A — exp(tA)=¢t
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tamimlanabilir. Bu ise GL(n,R) nin Lie cebirinin M, (R) oldugunu gisterir (Arvanitoyeorgos,

2003).

Onerme 5.2.12. A, n x n tipinde kompleks bir matris olsun. Bu durumda ¢"*, M,,(C) iizerinde

bir differensiyellenebilir egri olup

d

Eem =Aet = A (5.2.4)
ve
d
Eem li—o=A (5.2.5)
dir.
Ispat. ¢4 kuvvet serisine acilirsa
A _ (tA)? | (tA)  (A)*
e’ =1+tA+ 21 + 3 + a1 +
oldugundan
d g, 2(tA)A  3(tA)’A  4(tA)’A
¢ = 0+A+ 2 + 3 + 10 +
B (tA)?  (tA)?
= A(l+tA+ 2 +T+"'>
= A
elde edilir (Arvanitoyeorgos, 2003). 0
0 a b
.. 0 —a a b
Ornek 5.2.13. A = B=100 ¢ |.C= matrisleri verilsin. Bu
a 0 0 a
0 00
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durumda

A2 A3
e TRETRAEE
—a*> 0 0 —d
B 0 —a 0 —a —a® 0
"o a o |” 2! " 3 "

cosa —sina

sina cosa

bulunur. Benzer sekilde, direkt hesaplamalar ile

1 a b+%
=101 ¢
00 1
ve
. o0 b
0 e

bulunur (Arvanitoyeorgos, 2003).
A € GL(n,C) olsun. A nin karakteristik vektorleri xp, ...,x, ve bu karakteristik vektorlere

karsilik gelen karakteristik degerler sirasiyla A1, ..., 4, olsun. Burada

X = [x1, s X0

ve
o _
0 A
A=
[0 0 0 A, |
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olmak iizere XA = AX oldugundan A = X ~!'AX olarak yazlabilir. Onerme 5.2.10 nin (vi)

stkkindan
A_XTIAX _ -1,y

e =e

elde edilir. Yukarida verilen esitlik yardimiyla bir A matrisinin iistel doniisiimii bulunabilir

(Hall,2015).
.. 0 —a
Ornek 5.2.14. A = olsun. A min karakteristik vektorleri (1,i) ve (i,1) ve
a 0
bu karakteristik vektorlere karsilik gelen karakteristik degerler, sirasiyla, —ia ve ia dir.
O halde
1 i
X =
i 1
ve
B
x-1— 2 2
=i 1
| 2 2
olup
e”i@ 0
et =
0 eia
oldugundan (5.2.6) den
- TR e @ 0 1 i
eA _ 2 2
%i % 0 ¢ i1

cosa —sina

sina cosa

elde edilir (Hall,2015).
Sonug 5.2.15. G = GL(n,R) (veya GL(n,C)) olsun. YA, X € G icin XAX ! € g dir.
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Teorem 5.2.16. VA,B € g icin
[A,Bj]=AB—BA€g (5.2.6)

dir.

Ispat. V¢ € R, ve 7(0) = Biigin
(1) = e Be™™
olmak tizere

Y (t) = Ae* Be ™ — " BAe ™A

olup
Y (0) =AB—BA
ve
. Y(h) —1(0)
t) = lim————=
Y(0) = lim=—r
I (O
h—0  h
elde edilir. Boylece AB — BA € g elde edilir (Hall,2015). 0

Lemma 5.2.17. A € g icin detA = €A dir (Hall,2015).

Ispat. A € g icin A nin karakteristik vektdrlerine karsilik gelen matris X ve karakteristik

degerlerine karsilik gelen matris

A, 0 0

0 A 0
A=

_0 0 0 7Ln_
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olsun. Bu durumda A = XA X ~! olarak yazilabilir ki

=X = xerx !

dir. Bu ise

dete? = detX dete detX ! = dete?

oldugunu gosterir. Boylece dete? = ¢4 oldugu goriiliip ispat tamamlanir.

]

Ornek 5.2.18. VA € M,,(R) (veya M,,(C)) icin €"* nn tersi meveut oldugundan e € GL(n,R)

olur.

g = {A e e GL(n,R),Vt € R}

dir. Boylece g = M,,(R) dir (Hall,2015).

Ornek 5.2.19. G = SL(n,R) icin

O halde SL(n,R) nin Lie cebiri

kiimesidir (Hall,2015).

Ornek 5.2.20. G = O(n) icin

{A e e SL(n,R),Vt € R}
{A dete =1,Vr € R}
{A A 1 yp e R}

{A:izA =0}.

g={A:izA =0}

{A et e 0n),vt € R}

{A ()T e = 1}.
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()T e = I oldugundan her iki tarafin tiirevi alinirsa
AT (@M + ()T A =0
dir. t = 0 icin AT + A = 0 oldugundan
g={A:AT =-A}
bulunur (Hall,2015).

Ornek 5.2.21. G = SO(n) i¢in

g = {A:e’AeSO(n),VteR}

— {A LA = e_tAT,Vt € R}
dir. Vt € R icin ¢4 = e A" jse ot = e,% oldugundan
A+al)
dir. Boylece
A+AT =0
olur ki A = —AT olacagindan
g={A:A=-A"}

bulunur (Hall,2015).
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6. RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE LIE GRUP YAPILARI
6.1. Lie Cebiri Homomorfizmleri

Tanmm 6.1.1. F : M — N diferensiyellenebilir bir fonksiyon, Y € x(M) ve Z € x(N) olmak

iizere, Vp € M i¢in

ise Y ve Z vektor alanlarina “F —baglantilidir” denir (Lee, 2003).

Lemma 6.1.2. F : M — N diferensiyellenebilir bir fonksiyon, Y € y(M) ve Z € x(N) olsun.
Y ve Z vektor alanlart F —baglantili olmasi icin gerek ve yeter kosul herbir f : U C N — R

reel degerli diferensiyellenebilir fonksiyonu icin
Y(foF)=(Zf)oF (6.1.2)

olmasidir (Lee, 2003).

Ispat. Y € y(M) ve Z € x(N) igin Y ve Z vektor alanlari F —baglantil ise

Y (foF))(p) =Yp(foF) = (FY)(f)

ve

((Zf)oF)(p) = (Zf)(F(p)) = Zr(p)f

oldugundan (6.1.2) esitligi saglanir.
(6.1.2) esitligi saglanmas1 durumunda Y ve Z vektor alanlar1 F—baglantili oldugu aciktir.

]

Ornek 6.1.3. F : R — R2,F(t) = (cost,sint) fonksiyonu verilsin. 4 € x(R) vektor alani ve
R? de

72 9
_xay Y ox

vektorii ile F—baglantilidir. Gergekten;

d

F (=
(dt

) = (—sint,cost)
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ve
oldugundan

dir (Lee, 2003).

Yukaridaki 6rnegin dogrulugu Lemma 6.1.2 yardimiyla da bulunabilir.

d d

E(fOF) = EF(t)f: (—sint,cost) f

ve
(Zf)oF = (—sint,cost)f
olur. Boylece Vf € C*(R?,R) icin
C(foF)=(zf)oF
— (0] = (0]
dt
esitliginin saglandig1 goriiliir.

Teorem 6.1.4. G ve H Lie gruplari ve bu gruplarin Lie cebirleri, sirasiyla, g ve h olsun.
F : G — H bir homomorfizm verilsin. Bu durumda, herbir X € gicin h da X ile F—baglantili

olan bir tek vektor alani vardir (Lee, 2003).

Ispat. X € gicin i da Y vektor alami X ile F—baglantili olsun. Bu durumda F,.X, = Y, dir.

Simdi herhangi bir a € G i¢in
F*Xa - YF(G)

oldugunu gosterelim:
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F bir homomorfizm oldugundan Va,b € G icin
F(ab) = F(a)F (b)
olup
F(Lab) = Lp(4)F (D)
elde edilir. Son esitlik Vb € G i¢in dogru oldugundan

(FoLy)(b) = FoLgb

= F(ab)

dir. Boylece
FoLys=Lpg)oF
elde edilir. Burada her iki tarafin tiirev doniigiimii alinirsa
Foo(La)e = (Lp(a)+ o F.

olur. Boylece VX € gicin X bir sol invaryant vektor alan1 oldugundan

olup
FXq = Fi(La)Xe = (LF(a))*F*Xe = (LF(a))*Ye = YF(a)

bulunur. Bu ise 7 cebirinde X ile F'—baglantili olan bir tek ¥ vektoriiniin var oldugunu goste-

rir. L]
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Onerme 6.1.5. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F : M — N diferensiyellenebilir
bir doniisiim olsun. M iizerinde Xy, X, vektor alanlari, sirastyla, N iizerinde Yy, Y, vektor
alanlaruile F baglantily ise [X1,X;] vektor alami [Yy,Y>] vektor alant ile F-baglantilidir (Lee,

2003).

Ispat. Lemma 6.1.2 den
XiXo(foF)=X((Yaf)oF) = (NY2f)oF
dir. Benzer sekilde
XoXi(foF)= Y f)oF
yazilabilir. Boylece
X1, X|(foF) = XiXo(foF)—XoXi(foF)
= (Yaf)oF — (VoY f)oF
= ([N, Yn]f)oF
elde edilir. n

Onerme 6.1.5 ve Teorem 6.1.4 den asagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 6.1.6. F : G — H bir Lie grubu homomorfizmi olsun. Bu durumda VX ,Y € g icin
F.[X,Y|=[FX,F.Y] (6.1.3)
olacak gekilde
F.:g—h
doniistimii tamimlidir (Arvanitoyeorgos, 2003).
Tamm 6.1.7. G ve H birer Lie grubu ve ¢ : G — H bir homomorfizm olmak iizere
Q.:g—h

ile tamumli doniisiime “indirgenmis Lie cebiri homomorfizmi” adi verilir (Arvanitoyeorgos,

2003).
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Bagka bir deyisle Lie cebiri homomorfizmi soyle tanimlanabilir.

Tamim 6.1.8. G ve H birer Lie grubu ve @ : g — h doniisiimii VX ,Y € g icin
¢ X, Y] = [oX, pY] (6.1.4)

sarti saglaniyorsa @ ye bir Lie cebiri homomorfizmi adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

¢ : G — H bir Lie grubu homomorfizmi ise agsagidaki diagram verilebilir.

G 7 H
€Xpg h expy
g 0. h

Boylece

@+ = exp; 0@ o expg'
elde edilir.
Ornek 6.1.9.
x = okx)=e
ile tamimlansin. Bu durumda ¢ nin bir Lie grubu homomorfizmasi oldugu aciktir. Boylece
@« : Ty E — Ty (E — {0}) doniisiimii ise bir Lie cebiri homomorfizmidir.
Ornek 6.1.10.

¢:GL(n,R) — R

X1 X2 X1 X2
A= — @ = X1X4 — Xpx3 = detA

X3 X4 X3 X4
tanmimlansin.
det(AB) = det(A) det(B)
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oldugundan

¢(AB) = 9(A)¢(B)

olup @ bir Lie grubu homomorfizmidir. Boylece

X1 X2 ( ) 0

= X4 —X3—X21+X1)=—

P ox
X3 X4

ile tamimhi
(OF ZMH(R) o qu(p)R

doniisiimii bir Lie cebiri homomorfizmidir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Tamm 6.1.11. G sonlu boyutlu bir Lie grubu ve V sonlu boyutlu bir vektor uzayt olsun. V

lizerinde tamimlanan tiim automorfizmlerin kiimesi Aut(V') olmak iizere
¢:G— Aut(V)

homomorfizmine G iizerinde bir temsil adi verilir. V de G nin temsili (G,V) ikilisi ile ifade

edilir.

Burada dikkat edilecek olursa ¢ temsilinin boyutu (ranki) ile V' vektor uzayinin boyutu

birbirine esittir. Ayrica ¢ siireklidir (Arvanitoyeorgos, 2003).

(G,V), G nin bir temsili, g € G ve v € V olsun. Bu durumda
D(g,v) =0(g)(v)
olacak sekilde
P:GxV =V

doniigiimii tanimlanabilir. Buradaki @ doniisiimiine G iizerinde bir “etki” ad1 verilir.
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Kisalik i¢in

D(g,v) =g.v
olarak yazalim. Bu durumda
ev=ve

G nin birim elemani ve

81-(82.v) = (81-82)-v
sartlar1 saglanir.

Tanim 6.1.12. V vektor uzay: standart reel (kompleks) uzayr olsun.

P(g):V — V

vo— 9(g)(v)

lineer doniisiim ise ¢ temsiline “reel (kompleks) temsil” denir (Arvanitoyeorgos, 2003).
cost  sint

Ornek 6.1.13. V =R ve g = € SO(2) verilsin. ¥v = (v1,v2) € R? icin
—sint  cost

d(g):R? —» R?

v — 0(g)(v)
oyleki;
cost  sint
D(g) =v.
—sint cost

ile tamimlanirsa
®(g)(vi,v2) = (vicost — vpsint, vy sint + v, cost)

elde edilir. Boylece ¢, SO(2) de bir temsildir (Arvanitoyeorgos, 2003).
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Tanmm 6.1.14. (G,V) bir temsil olsun. U, V nin bir alt vektor uzayt olmak iizere Vg € G igin

gUCU

ise U ya “invaryant alt uzay” veya “G—invaryant” adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Not edelimki (G,V') her zaman {0} ve V olmak iizere enaz iki invaryant alt

uzaya sahiptir.

Burada {0} alt uzaywma “asikar alt uzay” denir.

Tamim 6.1.15. Eger (G,V) temsili sadece {0} ve V invaryant alt uzaylarina sahip ise (G,V')

ve “indirgenmis temsil” adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Tanim 6.1.16. G bir Lie grubu ve G iizerinde

01 : G — Aut(Vy)

ve

0 : G — Aut(V,)

iki temsil olsun. Eger V| ve Vo G—izometrik ise, yani, Vg € G ve Yv € V icin

A(91(8)(v)) = 92(g)(A(v)) (6.1.5)
baska bir deyisle
AP = PpA (6.1.6)
olacak sekilde
A:Vi—=V,

lineer doniisiimii varsa ¢1 ve ¢ ye “denk temsil” denir.

@1 ve ¢, denk iki temsil olmak iizere asagidaki diagram verilebilir.
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¢1(g)
A A
" $2(8) "
G bir Lie grubu ve Vx € G i¢in
L:G — G

g — IL(g)=xgx! (6.1.7)

doniisiimii verilsin. A¢ikca
Ii(g182) = xg1g2x™ =xgix” xgax” = L(g1)k(g2) (6.1.8)

oldugundan /, bir homomorfizmdir. Ayrica

Iy=R.10L, (6.1.9)

esitligi saglandigindan ve Ry ile L, birer diffeomorfizm oldugundan I, bir diffeomorfizmdir
(Arvanitoyeorgos, 2003).

Boylece asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 6.1.17. G bir Lie grubu, G iizerinde

Ad:G — Aut(g)

g — Ad(g) = (dl,). (6.1.10)

ile tanimli Ad homomorfizmine G nin bir “adjoint temsili” adi verilir. Burada, Ad doniisiimii bir

homomorfizm oldugundan
I, = Lol
olup
Ad,y, = Ad, o Ad, (6.1.11)
dir. Ayrica (6.1.9) dan Ad doniisiimii bir diffeomorfizmdir (Arvanitoyeorgos, 2003).
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Adjoint doniisiimiiniin tiirevi alinirsa g Lie cebiri iizerinde bir temsil elde edilir.
Tanim 6.1.18. G bir Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri olsun.
ad:g — End(g)
X — adX)=d(Ad).(X) (6.1.12)
homomorfizmine g Lie cebirinin adjoint temsili adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).
Teorem 6.1.19. G bir Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri olsun. Bu durumda VX,Y € g icin
ad(X)Y = [X,Y] (6.1.13)
dir (Arvanitoyeorgos, 2003).
Ispat. Vg € G ve VY € g icin adjoint déniisiimiiniin tanimindan
Ad(g)Y =dly(Y) =dR, 10dLy(Y) = dR, 1Y (6.1.14)

dir. Kabul edelim ki x; = exp(¢X), X € g nin iirettigi bir flow olsun. X sol invaryant bir vektor

alani oldugundan Vy € G i¢in

Lyox =xoL,

olup bu ise

% (y) = x(Ly(e)) = Ly(xi(e)) = yxi(e) = Ry () (v)

dir. Boylece

dx; = det(e)
elde edilir. Buradan
1
X,Y] = lim—(Y —dx(Y))
t—0t
1
= _llg%;<de,(e)<Y) _Y)
1
= —lim—(Ad(xfl(e))Y -Y)
t—0t
1
= lim—(Ad(x(e))Y —Y)
t—0ft
= ad(X)Y
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bulunur. o

Onerme 6.1.20. G, GL(n,R) grubunun bir alt grubu olan matris grubu olsun. Bu durumda

Vg e GveVX € gicin
Ad(g)X = gXg™! (6.1.15)

dir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ispat. 1 — exp(tX) egrisi ve dexp(tX) |;—o= X olmak iizere X in iirettigi bir parametreli

doniisiim grubu verilsin. Bu durumda

Ad(9)X = (dIp).(X)
— %Ig(exp(tX)) |1=0

d b
— S elexp(X))g ! im0

= gXe™ |—og!

= gXg!
elde edilir. [l
Ornek 6.1.21. G = SU(2) Lie grubu ve bu grubun Lie cebiri
s  z
—z —Iis
formundaki matrisleri iceren su(2) Lie cebirini goz oniine alalum.

Ad:SU(2) — Aut(su(2))

olmak iizere

x+iy u+iv
A= e SU(2)

—u+iv x—iy

76



verilsin. su(2) Lie cebirinin bir bazi

i 0 0 1 0 i
0 —i -1 0 i 0

olmak iizere
Ad(A)B=ABA™!

esitligi kullanilarak

X+iy u+iv i 0
Ad
—u+iv x—iy 0 —i
xX+iy u+iv i 0 xX—iy —u—iv

—u+iv x—iy 0 —i u—iv  x+iy

2 _dive —2ixu+ 2uy + 2xv + 2ivy

ix> + iy2 —iu
2iux+ 2xv —2uy + 2ivy iu® 4 iv? — ix* — iy?

elde edilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

6.2. Lie gruplan iizerinde bi-invaryant metrik

Tanim 6.2.1. G bir Lie grubu ve G iizerinde bir Rieman metrigi g tanimli olsun.

Va,x € Gve u,v € T,G icin

g(u,v)x = g((dLa)xtt, (dLa)xV)L,x (6.2.1)
esitligi saglantyorsa g metrigine sol invaryant,

g(u,v)x = g((dRa)xt, (AR4)xV)R,x 6.2.2)

esitligi saglaniyorsa g metrigine sag invaryant metrik adi verilir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Onerme 6.2.2. Herhangi bir G Lie grubunun sol invaryant metrigi ile, g Lie cebirinin skaler

carpumi arasinda birebir bir esleme vardir (Arvanitoyeorgos, 2003).
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Ispat. g, G iizerinde sol invaryant bir metrik ve VX,Y € g verilsin. Bu durumda
(X, Y):G—R
G lizerinde sabittir. Bu halde
8(X,Y) [a= 8(Xa,Ya) = g(dLaXe,dLaYe) =< Xe,Ye >=<X,Y >,

elde edilir. Boylece < X,Y >, g Lie cebiri iizerinde bir skaler ¢carpim tanimlar.

Tersine g, g lizerinde bir skaler carpim ise bu durumda a € G ve XY € T,G icin
(X,Y)g=g((dL,1)X,(dL,1)Y)e.

metrigi G iizerinde sol invaryant bir metriktir. [
Tanim 6.2.3. G bir Lie grubu olsun. G iizerinde hem sol invaryant hem de sag invaryant olan
bir metrige “bi-invaryant metrik” denir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Teorem 6.2.4. G kompakt bir Lie grubu ise bu durumda G tizerinde bi-invaryant bir metrik

vardir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Teorem 6.2.5. X ve Y, bi-invaryant metrigi ile G Lie grubu iizerinde sol invaryant vektor
alanlari ve V, G de bir afin konneksiyonu olsun. Bu durumda

VyY = %[X,Y] (6.2.3)

dir (Arvanitoyeorgos, 2003).

Ispat. G iizerinde sol invaryant bir vektor alam Z olsun. ¢(0) = e ve ¢'(0) = Z, olacak

sekilde G iizerinde bir parametreli doniisiim grubu ¢(¢) olmak iizere her Y vektor alani i¢in

VzY = (D}:ft(l)) lr=0 olur. Ayni zamanda Z,) = ‘2—? ve bi-invaryant metrigi ile G gruplari
kiimesi tam olacagindan ¢ (¢) bir geodezik olur. Dolayisiyla % = % (cfl—‘f) =0veVzZ=0

esitlikleri saglanir. Z sol invaryant vektor alan1 oldugundan VzZ = 0 olur. O halde Vx .y (X +

Y) = 0 oldugundan

VxY +VyX =0 (6.2.4)
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esitligi elde edilir. Son olarak
VxY —VyX = [X,Y] (6.2.5)
oldugunu biliyoruz. Boylece (6.2.4) ve (6.2.5) esitliklerinden teoremin ispati tamamlanur.
]
Onerme 6.2.6. G bir Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri olsun. Bu durumda¥'g € GveVX,Y € g
icin
(Ad(g)X,Ad(g)Y) = (X,Y) (6.2.6)
dir. Bu esitlige denk olarak VX ,Y,Z € g icin

(X,Y],Z2) = (X,[Y,Z]) (6.2.7)

esitligi saglanir.

Ispat. (6.1.14) esitliginden Va € G ve VX € gicin
(Ad(g)X,Ad(g)Y) = (dR,~1X,dR, 1Y) = (X,Y)
dir. exp(tX), X vektor alaninin flowu olsun. Bu durumda

(X,Y],Z2) = (ad(X)Y,Z)

(£ Ad(exp(1X))Y |,0,2)

= %(Ad(exp(tX))Y,ZHt—o

= %(Y,Ad(exp(—tX))ZHt_o
= (Y,—ad(X)Z)

= _<Y’ [X’ZD

elde edilir. L]
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Teorem 6.2.7. Bi-invaryant metrigi ile kompakt Lie grubu G olsun. G nin bir kesiti I1 ve G
tizerinde sol invaryant vektorler X ve Y olmak iizere

K(IT) = %[[x,y], X,7]] (6.2.8)

dir. Ayrica G iizerinde sol invaryant vektor alanlart XY ve Z Riemann egrilik tensor alant R

olmak iizere
1
R(X.,Y)Z = — [[X,Y],Z] (6.2.9)
dir (Arvanitoyeorgos, 2003).
Ispat. G iizerinde bi-invaryant metrigi ile konneksiyon Vx¥ = %[X ,Y] seklindedir. O halde

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ

1 1 1
= X[z [x.2] -5 [x.Y],2Z

1
= gl
= 2 [[XaYLZ]]
elde edilir.
<[X7Y]7Z> = <X7 [YvZD
esitliginden
K(T) = 3 (X, ¥],X],¥) =  (IX, ¥, (X, 7)

olur (Arvanitoyeorgos, 2003).
O]

Sonug 6.2.8. Bi-invaryant metrigi ile kompakt Lie grubu G ve G iizerinde sol invaryant vektor

alanlart X ,Y,Z olsun. Bu durumda Ricci tensor alant S
1
S(X,Y) = 1 iz (adX)(adY)Z (6.2.10)

seklinde tanimlanir (Arvanitoyeorgos, 2003).
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Ispat. Teorem 6.2.7 gbz Gniine alinirsa; G iizerinde
1
R(Z,)Y)X = ~1 (adX)(adY)Z
olur. G nin bir ortonormal baz1 {Ej, ..., E,} olmak iizere
(ad(X)E: ;) = (X, E]LE}) = — (E;.[X. E]) = — (E}.ad(X)E,)
elde edilir. adX e kargilik gelen matris («;;) olsun. (a;;) matrisi ters simetrik oldugundan
iz ((adX) (adX)) = —Za?j
,j
olur. Bundan dolay1

48(X,X) = —iz ((adX) (adX)) = Za,zj >0
ij
olur. Bu ise Ricci egriliginin sabit oldugunu gosterir. Dolayisiyla bi-invaryant metrigi ile
kompakt Lie grubu kiimesi bir Einstein manifoldu olur. Sabit egrilikli uzaylarin biitiin ke-

sitlerinin egriligi esit olacak sabit bir deger almasi gerektiginden bu kiime sabit egrilikli

degildir. u
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