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1. GIRIS

Bu tezimizde baglangic deger problemlerine ¢ekirdek iireten metod ve grup koruma metodunu
uyguladik. Cekirdek {iireten metod kullaniglt bazi iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar yardimiyla
uygulandi. Sayisal sonucglar elde edilip bu sonuglar tablolar ve grafiklerle verildi. Elde
ettigimiz yaklasimlar arastirdigimiz metodlarm etkinligini ortaya koydu. ikinci mertebeden
lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerle modellenen tekil baglangic deger problemler
iizerine ¢aligmalar birgok matematik¢i ve fizikei igin ilgi ¢ekici olmustur. Bu denklemlerden
bir tanesi de White-Dwarf denklemidir [Singh ve ark. 2009 ]. Biz bu tezimizde ¢ekirdek
iireten metod ve grup koruma metodunu kullanarak bu 6zel denklemi inceledik. Asagidaki
problemi

2
w4+ —w+u=0, 0 <x <10, 1)
baslangic sartlariyla birlikte

u(0) =1, w(0) =0, (2)

g0z Oniine alalim [Hashemi,2017 ve ark.]. Burada v(x) yeterince diizglin bir fonksiyondur.
Bu problem astrofizik denklemler sinifindan bir denklemdir [Pandey ve ark., 2012; Kaur ve
ark., 2013; Nasab ve ark., 2015]. Cekirdek {ireten uzay 6zel bir Hilbert uzayidir. Cekirdek
ureten metod ile bircok lineer olmayan problemin ¢éziimii tizerine birgok makale yapilmistir.
Uretilen  ¢ekirdek kavrami Zarembanmn 19082’lerde yapmis oldugu bir ¢alismaya
dayanmaktadir. Bu calismasinda Zaremba harmonik fonksiyonlarm smir-deger problemleri
iizerine tartismistir. Bu ¢alisma tiretilen ¢ekirdegin ispat1 bakimindan 6zel durumda verilen bir
fonksiyon ailesine tekabiil eden ilk iiretilen gekirdek fonksiyondur. Uretilen ¢ekirdegin ilk
gelisim asamasinda calismalarin birgogu Bergman tarafindan uygulanmistir. Bergman bir ve
birkac¢ degiskenli harmonik fonksiyonlara tekabiil eden ¢ekirdekleri ve kare metrikte analitik
fonksiyonun tekabiil ettigi cekirdegi elde edip bunlar1 eliptik kismi diferansiyel denklemlerin
smir-deger problemlerinde uygulamistir. Bu iiretilen

cekirdegin tarihi gelisiminde ilk adimdir. Uretilen ¢ekirdegin tarihi gelisiminde ikinci adim
Mercer tarafindan baglatilmistir. Mercer pozitif belirli integral denkleminin siirekli
cekirdeginin pozitif tanimli olma 6zelligine sahip oldugunu kesfetmistir [Cui ve Lin,2009)]:

n

Z k(xi, )5t/ 2 0.

ij=1



Mercer bu Ozelligiyle bu ¢ekirdege pozitif tanimli Hermite matrisi ismini vermistir. Mercer
ayni zamanda bir Hilbert uzaym <={+}= i¢, carpimiyla sunup ¢ekirdegin iiretilebilir

oldugunu asagidaki sekilde ispatlamistir.

v(s) = (v(t), k(t,s))

1950 yilinda Aronszajn kendinden dnceki tiim ¢aligmalar1 toplayip Bergman {iretilen ¢ekirdek
fonksiyonunu da icine katarak sistematik bir iiretilen ¢ekirdek teorisi olusturmustur. Uretilen
cekirdegin teorisi integral denklemlerde, diferansiyel denklemlerde, olasilik ve istatistikte cok
onemli uygulamalara sahiptir. Bu teori yakin zamanda birgcok model problem igin
uygulanmistir. Cekirdek iireten metod bircok uygulamada ele alinmistir [Chen ve Chen,
2008; Cui ve Lin, 2009; Turkyilmazoglu, 2013; Akgul, 2014 ]. Cekirdek ureten metod ile
ilgili daha detayli [Biswas ve Zerrad, 2007; Adem ve ark., 2011 ; Ebadi, ve Biswas, 2016]
calismalara bakilabilir.

Bu tezimizde ele aldigimiz grup koruma metodu baslangi¢ deger problemlerinin Liu [ Liu,
2004] tarafindan ortaya atilan degismez grup semalarina dayanmaktadir. Runge-Kutta metodu
gibi mevcut geleneksel metodlar ile grup koruma metodu arasindaki en onemli fark
geleneksel yontemlerin olagan Euclid R¥ uzayinda dogrudan formiile edilmesidir. Ayrica bu
geleneksel metodlarin higbiri M*!' Minkowski uzaymmda g6z Oniine almmamistir. M+
Minkowski uzayinda formiilasyon yapmanin bir avantaji da bu yeni teknikler sayesinde sahte
cOzlimler ve hayali sabit noktalardan ka¢milabilmektedir. Grup koruma metodu ile ilgili baz1
ilging c¢alismalar [Liu, 2004; Abbasbandy ve Hashemi, 2011; Akgil, 2014 ] olarak
diistiniilebilir.



2. CEKIRDEK URETEN UZAYLAR VE URETILEN CEKIiRDEK
FONKSIYONLAR

Bu boliimde literatiirde var olan bazi1 6nemli ¢ekirdek uzaylart ve bu uzaylarda iiretilen
cekirdek fonksyonlar ele aldik.
Tanim 2.1. (Uretilen Cekirdek Fonksiyon). E bos olmayan bir kiime olsun.

K:EXE—= C

fonksiyonu H Hilbert uzayinin iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu olarak adalandirilir ancak

ve ancak asagidaki iki sart saglanirsa.
(a) K(-,t) € Hhert € E igin,
(d) (¢,K(-,t)) = ¢(t) hert € E and her ¢ € H i¢in.

Bu son 6zellik ¢ekirdek tiretme 6zelligi olarak adlandirilir. Yani ¢’nin ¢ noktasindaki
degeri i¢c carpim yardimiyla yeniden iiretilir.
Tamm 2.2. Wg’ [0, 1] ¢ekirdek iireten uzay asagidaki sekilde tanimlanr.

W3[0,1] = {v | v,v,9": [0,1] = R
mutlak siirekli reel degerli fonksiyonlar,v®) € L2[0,1]}

bir Hilbert uzayidir. Cekirdek iireten W3[0, 1] uzayinda i¢ garpim ve norm asagidaki
sekilde tanimlanir.

2 ) ) 1
(0,8)wz = Y0 (0)g(0) + /0 0¥ (x)g¥ (x)dx, ©,g € W3[0,1].

i=0
[ollwg = /(v 0)g, 0 € W3[0,1].

Boylece W30, 1] uzay1 gekirdek iireten bir uzay olur. Yani, her bir sabit y € [0,1] ve
vE Wg’ [0, 1] icin asagidaki esitligi saglayacak sekilde bir Ry, iiretilen ¢ekirdek

fonksiyonu mevcut olur.

v(y) = (o(x), Ry(x))ws-

Tanim 2.3. Benzer bir sekilde T23 [0, 1] ¢ekirdek iireten uzay asagidaki sekilde

tanim-lanir.



v|v,v,9":[0,1] — R mutlak siirekli fonksiyonlar,

7300,1] =
o € 12[0,1],0(0) = 0,(0) = 0.
Cekirdek iireten T3[0, 1] uzayinda i¢ arpim ve norm
2 ) ) 1
(0,8)13 = Y_0"(0)g"(0) + /0 o"(t)g"(H)dt, ©,g € T5(0,1],
i=0

lollgs = /{v,0)g3, v e T3[0,1],

seklinde verilir. Cekirdek iireten T23 [0, 1] uzayinn iiretilen gekirdek fonksiyonu 7

1,242 1 1243 1 44, 145
787t + 557t 515t + ot £<s,

1,242 1 342 1.4 1 .5
ZSt‘l‘ﬁSt_ﬂts ‘I‘ms, t>S,

seklinde verilir [Cui ve Lin, 2009].
Tamm 2.4. Cekirdek iireten G1 [0, 1] uzay

Gi[0,1] = {v\v : [0,1] — R mutlak siirekli fonksiyon, v’ (x) € L2[0, 1]} ,

bir Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm

. . 1
(0.8)g; = o (0g7(0) + [ o'(x)g'(x)dx, 0,5 € G}o,1],

lollgy = /(v.v)g1, ©e€Ga[0,1],

seklinde tanimlanir. G% [0, 1] uzay1 ¢ekirdek iireten bir uzay olup bu uzayn iiretilen

cekirdek fonksiyonu Qy

1+y, x>y.

seklinde elde edilir [Cui ve Lin, 2009].



Teorem 2.1. Wg’ [0, 1] uzay1 tam bir gekirdek iireten uzay olup bu uzayin iiretilen

cekirdek fonksiyonu Ry
yZ
ay)=1 cl) =y o) =7,
2 1 1

) =1y W =5 ) = 5

5 4

—14+ —
di(y) =1+ 150" da(y) = o4 +vy,

VY

d3(y) = + 15 daly) =ds(y) =ds(y) =0,

olacak sekilde asagidaki sekilde elde edilir.

(6
Zci(y)xz_lr x < Y,
=1
Ry(x) = 3)
6
Y di(y)xt, x>y
L i=1
Ispat
: (i) L 3 r
(0, Ry)pz = Y_ 0 (0)R,’ (0) + A v ()R, (x)dx, (v, Ry € W3[0,1])
i=0

(0(x), Ry(x))y = 3 0(0) [RY(0) = (~1) @R (0)]
i=0
+ fj(—1)<2—f>v<i>(1)1z§5—“(1) + /0 1 o(x)R\® (x)dx.

i=0

elde edilir. Cekirdek iiretme 6zelligine dayanarak

(0(x), Ry()) g = (),



yazilabilir. Eger

7

4

0
0
=0,
0
0
0,

olarak ele alinirsa
6
Ry (x) = 5(x — ),

elde edilir. x # y iken

oldugundan

Ry (y) =9R,-(y), k=0,1,234,

a5Ry+ (y) - aSRy* (y) =-1,

bulunur. Béylece ¢;(y) ve d;(y) (i = 1,2, ...,6) bilinmeyen katsayilar1 hesaplanabilir.



Bu taktirde tiretilen ¢ekirdek R, fonksiyonu

122 1 2.3 1 5

— J— - <
14+yx+-—yx —1—12yx yx —1—120 x<y
Ry—

Loo 1 55 1
1+yx+4yx +12yx

4
TRARET AR

olarak elde edilir.
Tamm 2.5. W(Q)) ikili ¢ekirdek iireten uzay asagidaki sekilde verilir [Cui ve Lin, 2009].

o(x,t)]|=52s 5 Zatz’ Q) = [0,1] x [0,1] da tam siirekli fonksiyonlar,

W(Q) =
2 _ %0 _
ax3at3 € L*(Q),v(x,0) =0,—~ =0
Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde verilir.
0> 9 33 o
(0(x,1), g 2/ { 00, ) s lg(O,t)} dt

o ol
+;<at7 (6, 0) 578 (> 0)>w§
33 3 3 23
/ / {8x3 337 )@wg(x,t)} dxdt,
[ollw = /(v 0)w, ©eW(Q).

Teorem 2.2. W(Q)) uzay1 gekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen ¢ekirdek

fonksiyonu

K(y,s) = Ryrs

seklinde elde edilir. Herhangi bir v € W(Q) i¢in

o(y,s) = (o(x, 1), K,y (%, £)) w

K(yrs) <x’ t) = K(x,t) (yls)/

bulunur.



Tanim 2.6. Benzer bir sekilde W(Q) ikili cekirdek iireten uzay asagidaki sekilde verilir.

W(Q) = {v(x, t)|v(x,t) Q = [0,1] x [0,1]da tam siirekli fonksiyonlar,

Bu uzayda i¢ carpim ve norm

@ﬁihﬂnﬂhvzﬂf&%MQH%gmiﬂdﬁ+wﬁﬁLﬂm0»m

J d
+/ / {axat xta E)tg(x’t) dxdt,

lolly = /(v o)y, ©eW(Q),
seklinde verilir. W(Q) ikili ¢ekirdek iireten uzayin iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu G(y,s)
S) F— QyQSI

seklinde verilir [Cui ve Lin, 2009].
Tamm 2.7. W3[0, 1] gekirdek iireten uzay

u(x)|u(x),u' (x),u”(x),[0,1] da mutlak siirekli fonksiyonlar

W5[0,1] =
u®(x) € L2[0,1],x € [0,1],u(0) = 0,u(1) = 0.
seklinde verlir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm
2 ) ) 1
(u(x), (1) = 1w (00 + [ 1O (x)g0 ), u(x), 5(x) € W0,
i=0

veE

lullyg = /(wu)yg,  u € W3[0,1],

seklinde verilir. Wg’ [0, 1] ¢ekirdek iireten uzayin iiretilen ¢ekirdek Ry(x) fonksiyonu

u(y) = (), Ry ()} 3

seklinde ¢ekirdek iiretme 6zelligini saglar.

Teorem 2.3. W23 [0, 1] uzay1 tam cekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen



¢ekirdek fonksiyonu R, (x)
0,

S 15 50 55
5167 1563/ 63/ sy 3y’

54 15,21, 5 5
624y 624Y T 1047 312y 267

5 4 1 5,7, 55 5
1872¢ ~1872Y T 1047 g/’

~ 9367 "7

3 1

3744y * 3744y + 624y T1g72Y 104

1 1, 1 s 1, 1 5 1

120 " 374aY T 187207 " e2a? T 18727 T 1567
1 5
12077
1 4 1 5 5 5, 5 4
1027 " 1567 " 26Y " 78Y T 13¥
5 1 21, 7

624y - 6247/ RTINS 104;/ " 267

5 4 1 5 5, 5 3 5
1872¢ ~1872Y T 312Y g

T o36Y 7

5
3744y + 3744y + 624y + 1872y * 1567

. i 1 4 1 5 1 2 1 3
1567 T 37aaY T 187207 T e2a¥ T 18727

olacak sekilde

6 _
Yo di(y)x',

\i=1

x>y,

olarak elde edilir.



Ispat. W3[0, 1] uzayindaki i¢ carpimdan

elde edilir. Cekirdek iiretme 6zelliginden

<”(x)rRy(x)>W23 = u(y),

yazilabilir. Eger

olarak ele alinirsa bu taktirde —R§6) (x) = 6(x —y) elde edilir. x # y iken

Rf) (x) = 0, olur. Bu nedenle

6 .
Edi(y)x“l, x>,

olur. —R{) (x) = 6(x —y),

oldugundan

R, (y) =*R,-(y), k=0,1,2,34,



ve
aSRer (v) — BSRy* (v) =—1,
elde edilir. R, (x) € W3[0, 1] oldugundan
Ry(0) =0,Ry(1) =0, 4)

bulunur. Béylece ¢;(y) ve d;(y) (i = 1,2, ...,6) bilinmeyen katsayilar1 bulunabilir. Bu

11



taktirde R,/ (x) iiretilen gekirdek fonksiyonu

(

5 4
516 XY

1 5 5 2 5 3 3
— T56XY — 26 XY" — 7gXY” + 33Xy

5 .24 1 .25, 21.22
tea XY — gmXY {0 XY

1 .35, 7 .32 5.33 5.3
—1gnX Y T 102X Y — o XY — XY

5 4,4 1 4.5, 5 42
—3mX Y T XY teuX’y

5 43 1 .4, 1.5 1 .54
Ty — 10X Y — 56X Y T3y

1 .55 1 .52 140
—15720X Y —emX Y —1wnXy, XYy

56y — i — gy — Y + fyxy
+ St = Ly2aS 4 222

—5n¥%° = Y + iy
_ﬁy3x5_’_ ﬁy:SxZ _ %x3y3 _ %y:’;x

5 .44 1 4.5, 5 4.2 5 4.3
—3mX Y T amy X ey X+ gy

_ 1.4, 1.5 1 .54
104Y X — 156Y X + 3ygy X

1

1 .55 1.5.2_ 1 5.3
(" 18720X Y T ey X TRy X, x>y

seklinde elde edilir.

12



Tamm 2.8. W3[0, 1] cekirdek iireten uzay1

0(x) | 0(x), (), 0" (x), 0" (x)
Wﬁl 0,1] = mutlak stirekli fonksiyonlar ,
o@(x) € L2[0,1],x € [0,1].

seklinde ifade edilir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm

(o), () g = L0050 + [0 (x)g (), o(x),50x) € WHO,1,

[olls = /@ 0)g 0 € WO, 1]

seklinde verilir. W3[0, 1] uzay1 gekirdek iireten bir uzaydir. Yani her bir sabit y € [0, 1]
ve v(x) € W3[0, 1] igin

o(y) = (2(2), Ry () s

olacak sekilde iiretilen R, (x) gekirdek fonksiyonu mevcuttur.
Tamm 2.9. Benzer bir sekilde W2[0, T| gekirdek iireten uzay1

o(t) [ o(t),v'(£)

W22 0,T] = mutlak siirekli fonksiyonlar

o' (t) € L2[0,T],t € [0,T],v(0) =0,

seklinde verilir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm

({1 80z = Lo 00 + [ o (g ()t o(6),5(6) € WEIO,T),

lolw, = /(v 0)pz, v € WF[0,T],

seklinde tanimlanir. sz [0, T] uzay gekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen

13



cekirdek fonksiyonu 7s(t)

st+ 52— 13, t<s,

rs(t) =

st+4s2— 13, t>5,

seklinde elde edilir.
Tamm 2.10. W2 (0, 1] gekirdek iireten uzay1

(v |o(x),o'(x) )

sz [0,1] = ¢ mutlak siirekli fonksiyonlar,

| 9"(x) € L?[0,1],x € [0,1] |
seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm

1

. ’ T
(o(t), () wz = ;v(l)(o)g(l)(o) +/0 o"(1)g"(H)dt, o(t),g(t) € W3[0,1],

[ollwe = /(0. 0)w2, v € W3[0,1],

seklinde verilir. W2[0, 1] uzay1 cekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen gekirdek

fonksiyonu Q, (x)

T+xy+3x2— 13, x<y,
Qy(x) =

L+xy+3y° —5v°, x>y,

olarak elde edilir.

Tanmim 2.11. Benzer bir sekide WZ1 [0, T] gekirdek iireten uzay1

v(t) | v(t), [0, T]da mutlak siirekli bir fonksiyon,
Wi[0,T] =
o' (t) € L?[0,T],t € [0, T]

14



seklinde tanimlanir. Bu azayda i¢ ¢carpim ve norm

(0(0) 81y = 2(0)30) + [ PO (D)t o(6),5(1) € WIO,T],

ol = /(0. v)pa, v € WL[0,T].

seklinde verilir. Wz1 [0, T] uzay1 gekirdek iireten bir uzay olup bu uzayn iiretilen gekirdek
fonksiyonu gs ()

seklinde elde edilir.
Tanmim 2.12. W(Q)) ikili ¢ekirdek iireten uzay

o(x,t) | 2 = 3at’ tam siirekli fonksiyonlar,
W(Q) =

6
92> € L2(Q),0(x,0) =0

olarak verilir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm

9% o 9% o
(olx ). g Z/ {atzaxZ )ﬁ@g(o’ﬂ} d
o/

ol
. 0
+§<aﬂ (x,0), 2sx, >>W23
0* 92 ot 92
/ / [ax4atz )a—ﬁw(’”)} dxdt,
ve
[vllw = 1/ (v, 0)w, ©veEW(Q).

seklinde verilir.

Teorem 2.4. W;l [0, 1] uzay1 tam bir ¢ekirdek iireten uzay olup bu uzayin iiretilen

15



¢ekirdek fonksiyonu R, (x)

ay) =1 2(y) =y, cs(y) = gy

() =y sY) =~z

1
di(y) =1- sy, day) =y + 59",

1 1
d3(y) = 3v* — oy, day) = %yS 1 4
ds(y) =0, de(y) =0, d7(y) = 0,ds(y) =0,
olacak sekilde

di(y)xl_l, x>,

8
\ =1

seklinde belirtilir.
Ispat. W50, 1] gekirdek iireten uzayda i¢ carpimdan yararlanilarak

(0(x), Ry (%)) s = iv<i>(0)R§,i>(o) + /O 1 0@ (x) R (x)dx,
i=0

(0(x), Ry(x) € W3[0,1])

elde edilir. Bir kac kismi intgrasyon yardimiyla

3 ) . _ )
(), Ry (¥ = L 0(0) [R(0) = ()R (0)
3 (D)D) RY ()



elde edilir. Cekirdek iiretme 6zelliginden

(0(x), Ry(2)) s = (),

bulunur. Eger

+
2
-

~

|
-
>
I

~

a1

~

S
=

&)

— = =~
o O

— ~— ~— =
I+

~ =~

~

=

~

-
Ul

~

-
o

~

N

e N T e T T T
~— — ' ' ~— ~— — “—

o O o o o o o o

~

=

olarak ele alinirsa bu taktirde

di(y)xl_l, x>y,

8
=

elde edilir.

oldugundan

IRy (y) =R, (y), k=0,1,2,3,4,556,

(&)
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a7Ry+ (]/) - a7Ry* (]/) =1,

yazilabilir. Boylece bilinmeyen c;(y) ve d;(y)(i = 1,2, ...,8) katsayilar1 elde edilebilir.
Sonug olarak iiretilen gekirdek fonksiyon R (x)

1 +yx + Ally2x2 _|_ %y?)x?) + 1}1_4y3x4

1.2.5 1 6 1 7
—oqol X —I—myx — 5pa0X / x <y,
Ry(x) =
1 1 1
1 +xy+ szyz + %x3y3_{_ mx3y4
1 .2.5 1 6 1 7
|~ 20X T 720XV —soa0Y s X > Y
seklinde elde edilir.
Tanim 2.13. W3[0, 1] gekirdek iireten uzay1
u | w,u’,u”,u"”, mutlak siirekli fonksiyonlar
W3[0,1] =

u® e 12[0,1], x€10,1],
u(0) =0,u(l) =0, u'(0)=0.

seklinde verilir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm

3. . 1
(u,8hyws = L uD(0)gW(0) + [ 1 (x)g¥ (x)dx, u,g € W[0,1],
1=0 0
lullygs =/ (wu)ygs, u € W[0,1].

seklinde ifade edilir. Wy[0, 1] uzay1 bir gekirdek iireten uzaydir. Yani her bir y € [0, 1] ve
her bir u(x) € W2[0,1] igin

u(y) = (1, Ry) g

olacak sekilde bir Ry(x) iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu mevcuttur.
Teorem 2.5. W;l [0, 1] uzay1 bir tam ¢ekirdek uzaydir. Bu uzayin iiretilen ¢ekirdek
fonksiyonu Ry
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cs(y) = SEéOyS + 56180]/7 — 1Y’ — ﬁf + 7—21y2 - ﬁy@
ca(y) = mom¥’ + sti¥’ — TemY’ T aw¥ — 2V’ — std’s
¢s(y) = gsie0” + zoamso¥’ — asosY” + s ¥’ — 136" — zodzso¥’
co(y) = 1156700y5 - 3401800?/7 + 68Z6Oy4 + 17g4oy3 - 21130.1/2 + 3407800y6’

c7(y) = 34076300y5 + 102%400y7 - 2047480y4 - 51?203%3 - 56780y2 - 102§4ooy6 + %%

cs(¥) = si0s00Y° — 7156800Y + 2odasoY” + sTImY + seso¥” T TommanoY° — som07
di(y) = soz0%”
d2(y) = 7559°

_ —1.5 1 .7 7 4 7.3, 7 2 7 ¢
) = 2130Y T 5680Y" — TizeY — 283V T 21Y” — 5680V -

dz(y
da(y) = go¥* + mom? + e T e¥ — ¥ — sl
ds(y) = 68560y5 + 2441180y7 - ﬁyél - ﬁy?) - ﬁyz - ﬁy@
de(y) = 1156700y5 - 34()1800y7 + 68Z6Oy4 + 17(7)40y3 + 525150y2 + 34078003/6f
d7(y) = 343803/5 + Tomaw¥ — 20474801/4 — 51Z2oy3 2 567803/2 - 10234003/6f
ds(¥) = zz0800%° — 7156800Y” +(2041480y4 + srm¥° + seso¥” + Tommo Y-

8 )

Yoy, x<y,

i=1

olacaksekildeto R,(x) = seklinde elde edilir.

Y di(y)x T, x>y,

3 . :
(1, Ry)ygs = lzou(l)(O)Ry)(O) + fu(4)(x)R§4)(x)dx, (u, Ry € Wﬁ*[O,l]).
1=
elde edilir. Bir kag¢ kismi integrasyonla

(1(2), Ry (3)) g = & uO[RY(0) = (~DFIR (o)

n ,20(_1)@—1')”(1')(1)1(}/ (1) + [ u(x)RY (x)dx
i= 0

bulunur. Cekirdek tiretme 6zelliginden

(1, Ry )yt = u(y),

elde edilir. Ry, iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu agagida sinir sartlartyla birlikte verilmig genellestirilmis

diferansiyel denklemin ¢6ziimii olur.

19



Rf)(l) =0,
R®(1) =0

(6)

x # y iken R;S) (x) = 0 olur. Bu nedenle

p

1

8 .
- Ci(y)xl_ll X S Y,

Ry(x) = ’
8 .
Y di(y)x x>y,
\ 121
olur.
R (x) = 3(x —y),
oldugundan

d*Ry+ (y) = d*Ry-(y), k=0,1,2,3,4,5,6,
d7Ry+ (v) — d7Ry* (v) =1,
yazilabiliir. R (x) € W5[0,1] oldugundan

Ry(0) =0, R,(0)=0, R,(1)=0,

elde edilir. Béylece bilinmeyen c;(y) ve d;(y)(i = 1,2,...,8) katsayilar1 elde edilebilir.

20



Bu taktirde R, (x) iiretilen gekirdek fonksiyonu x <y ve x > y igin

(

21

2.5 1 .27 7 7
5630° Y T 5680X Y — TizeX Y — 783Xy

7 2.6, 7 3.5 1 .3.7
—5680X Y T 17020%"Y” T 51120 XY

7 3.4, 16 .3.3
—100ma XY T g39XY

7 .32 7 .36 7 4.5
783%°Y" — 510X Y” T 68160 X Y

+oiam Y — mioexty
+6§_9x4y3 o ﬁxﬁlyZ
_ﬁx4y6 o ﬁx5y5 i 34Olwx5y7
+%x5y4 4 ﬁx5y3 o 211%3(5]/2
+mx5y6 + mxbyS
+ 1000300V — 20aamo *Y* — im0 Y
_ﬁquz _ mx6y6
+750%%Y — 3800’ V> — 7158800 Y’
+moagm® ¥ + s X Y

1 .72 1 7.6 x’
+5680% Y 1 T0ma000X’ Y 5080 X =V
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olarak elde edilir.

;

s2hy2a® 4 gloa2a7 — To2xh T 23
A
N
T R Ry e Sy P
o2yt kot — Ty
byt e
— ooy *° — T30y X
— a5 + e X+ Thpy xS

1.5.2 7 5.6 7 . 6.5
—23Y X"+ 3a0800Y X"+ 3a0800Y ¥

+ rommm0¥*Y — sodaso¥*
Doy — Ly T ey
+720Y°% — 35009 % — FrsesoaY X
+my7x4 + 51%_20y7x3 + 561Wy7x2

7
1 7.6 Y
+1o20a000Y X — 5080 X > Y-

Tamm 2.14. T5[0, 1] gekirdek iireten uzay1

T9[0,1] = {

( flff, f”,f(3),f(4),f(5),f(6),f(7) mutlak siirekli fonksiyonlar

8 e L?[0,1], x€]0,1],

[ £(0) = £(0) = f7(0) = f®)(0) = f(1) = f'(1) = f"(1) = 0.

22



seklinde verilir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm

7. . 1
(f,&)1s = Eof“)(O)g@(O) + bf fE(x)g®(x)dx, f,g € T50,1],

Ifllss =/ P f e 0

seklinde ifade edilir.

Teorem 2.6. Tg [0, 1] uzay1 cekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen ¢ekirdek

fonksiyonu Ry

(16 ,
Y oc(y)xl, x <y,
i1
Ry(x) — < Vi
16 .
Y di(y)x™, x>y,
i=1

seklinde elde edilir.

Tanim 2.15. @ uzay1
@={u | u:abNZ— R},

seklinde tanimlanir.

(1,0) 4 = u(a)o(a) + T Au(E)A0(E), wo€@, abeN
¢=a
ve
lulla = /{(u,0)a, u€w

sirastyla (@, (-, -) 4) uzayinda i¢ carpim ve normu belirtir.

Teorem 2.7. (@, (-, -) 4) uzaymn iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu Qy

1+17—ﬂ, aSﬂSCSb/

Qy(8) =
1+¢—a, a<i<n<hb

seklinde elde edilir.
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Ispat.

oldugundan

AQW (‘:) =
I, a<i<n<y,

yazilabilir. u € @ ve 7 € [a, b]z olsun. Bu taktirde Tanim 2.15’e dayanilarak

b—1
(u,Qp)a = u@X%W)+g;NK@AQM®

n—1
= ) + X ou(d)
= u(a) +u(y) —u(a)

= u(n),

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Tanim 2.16. (@, (-, -) ) uzayinda herhangi bir ¢ ve

& =eE-1, & =¢E-1E&-2),

i¢in i¢ ¢arpim ve norm

b—2
(u,v)p = u(a)v(a) + Au(a)Av(a) + ; Nu(F)AN*(E), uvcw, abecN

lullg =/ (u,0)p, u€a®,

24



seklinde verilir.

Teorem 2.8. (@, (-, -) p) uzaymmn iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu T},

4 2

1+a2+§17—a17—a§+(17—a)(6_2”)

3 3
_(77*(:;1) + (”_52‘1) , a< 1 < C < b,

2

L+a? 478 —ag —ay + (§ —a) 5

3 3
)T | eot) D < E <y <b

seklinde elde edilir.
Ispat.
' 2 (G-a)*
1+a+8n—an—al+ (1 —a)=
3 3
_(’I_ég‘l) + (a_€6+1) L oa< 1 < C < b’
2
1+ a2+ g —ag —an + (& — a) 2
3 3
_(6*176+1) + (LH16+1) , a<g<n<b.
\
oldugundan

2

2
n—a+(n—a)(@—a)+ - )<y < r<p—1,

ATy () =

2 2
,7_”+(17—2a) _(6—172+1) , a<E<n<b-1

ve

25



0, a<y<g<b-2,

AzTn(‘:):
n—1-¢ a<i<n<b-2

elde edilir. u € @ ve 5§ € [0,b — 1]z olsun. Bu taktirde Tanim 2.16’ya dayanilarak

(u, Ty)p = u(a)Ty(a) + Au(a)AT,(a +ZA2 &)AT, (¢)

1
_ u<a>+(n—a)Au(a)—Zgu:—n+1>A2u<c>
-1
= u(a)+nAu(a 5 A((E - 17Au§)+ZAu
¢=a ¢=a
— ua)+ (7 — a)Bu(a) — 0Au(y) + (a — n)du(a) + u(y) — u(a)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanmm 2.17. (@, (-, -)¢) uzayinda herhangi bir reel { ve

& =CE-1E-2)(E-3), &=CC-1)E-2)(E-3)E—4),

i¢in i¢ carpim ve norm

h—
(uv)c = iAiM(a)Aiv(a) + Z?)A3u(§)A3v((j), wvecw, abeN
~ :
ve
lullc = \/(w,u)c, u€w®,

seklinde tanimlanir.
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Teorem 2.9. (@, (-, -)c) uzaymun iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu R,

3

( 2 2 2
|4 (6 —a) —ag +a2 + E0 00 | @00

5 5 4 4
—42)° —e42)° eyt et
+(’71§2+0) —(”%’5) —pl "ZZ) +a(agi), a<n<¢<b,

2 2

2 2 3
el —a) — an +a? + 1m0 G0 | @m0

5 5 4
—7+2)° —n+2)° —n+2)° —1+2
( +1 1720) o 1720) —é(a Z4) +al Zz) , a<E<n<b,

seklinde verilir.

ispat.
( 2 2 2 3
4 9(6—a) —ag +a? + &= 020" | (1=0)"@=0)
— 25 a— 25 a— 4 a— 2
O = e R 1l a<y<i<h,
RU(C) =
2 2 2 3
1 + 6(17 _ ﬂ) _ Eli’] + az + ('I_a) 4(6—&) + (C_a) 1(277_a)
5 4 4
|+ - O gl e pcpcy <,
oldugundan
( 2 2 4
P [ Y ) o Y
4 n
2 o)) a<p<e<b-,
AR?](@) -




AR, (&) = T 6 +a-m) ) gy <E<b-2,

ARy (¢) = 2
7 (77—1)2(17—2)_5(,7_2)+57, a<&f<n<b-3,

yazilabilir. u € @ ve 57 € [0,b — 2]z olsun. Bu taktirde Tanim 2.17’ye dayanilarak
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u(a)Ry(a) + Au(a)AR,(a) + A*u(a)A*R,(a) Z Nu(&)AR,(€)

¢=a

(;7(172— 1) -2 (a—-1)+ (a— 1)2(ﬂ _2)>A2u(a)

n—1 n—1
gZ A((G —n)Au(g)) + gZ Au(g)

u(a) + (n —a)Au(a) + (a —n)Au(a) + u(n) — u(a)

u(n),

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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3. BASLANGIC-DEGER PROBLEMLERININ COZUMU iCiN URETILEN
CEKIRDEK FONKSIYONLAR

Bu boliimde problemimizin ¢oziimii icin gerekli bazi kullanish ¢ekirdek iireten uzaylar

ve iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar ele aldik.

Tamm 3.1. W3[0, 1] ¢ekirdek iireten uzay:
W3[0,1] = {u € AC[0,1] : u' € L*[0,1]},

seklinde tanimlanir. Burada AC siirekli fonksiyonlar uzayini belirtmektedir.

1

Qs = [ (wlng(n) +u'g () dn, wgewio1 @

lullwg = \/(w )y, weW3[0,1], ®)

sirasiyla Wzl [0,1] ¢ekirdek iireten uzayda i¢ ¢arpim ve normdur. Bu ¢ekirdek iireten

ve

uzayda T}, (¢) iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu agagidaki sekilde elde edilir [Hashemi, 2017]:

Ty(¢)= m[COSh(W+€—1)+COSh(|’7—€| —1)]. ©)

Tamm 3.2. °W3 [0, 1] gekirdek iireten uzay
"W3[0,1] = {u € AC[0,1] : ', u" € AC[0,1], u® e L?[0,1], u(0) = 0 = u'(0)}.
seklinde tanimlanir.

MUOW3:ZM +/ (m)dy, wu,v€ “W3[0,1]

ve

”uHDWZ3 = \/ <ulu>owz3/ u e’ W23[O, 1],

sirastyla OWE’ [0, 1] ¢ekirdek iireten uzayda i¢ carpim ve normu belirtir.

Teorem 3.3. °W23 0, 1] cekirdek iireten uzayda iiretilen gekirdek fonksiyon r, asagidaki
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sekilde elde edilir.

2%:0 1)’ 0<n<g<1,
re(n) = (10)
Y2 odi (o)t 0<g<n<1,

burada katsayilar

) = 0 al)=0 o= al)=1
cs(g) = —igf C6(Q):%/

di(g) = %QS, 2(c) —ig‘*,

ds(g) = 11—2g3+}1g2

seklindedir.

Ispat. u €° W3[0,1] ve 0 < ¢ < 1 olsun. r iiretilen gekirdek fonksiyonunu (10) ile
belirtelim. Bu taktirde

Yicolk+ Deea(o)n, 0<y<g<1,

i o(k+Dda(g)r*, 0<g<y<1,

Yi_o(k+1)(k+2)cesale)nf, 0<y<g<1,

Vi olk+ 1) (k+2)diia(c)yk, 0<¢g<py<1,

Yok +1)(k+2)(k+3)cris(c)y*, 0<yp<g<1,

Y o(k+1)(k+2)(k+3)de3(g)r", 0<¢g<n<1,
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Yh_olk+1)(k+2)(k+3)(k+4)cera(g)y’, 0<n<g<1,

Yok +1)(k+2)(k+3)(k+4)dea(c)yk, 0<g<ny<1,

ve
120¢5(g), 0<nyp<g<1,

120d5(g), 0<g<mn<1,

elde edilir. Bu durumda

L0 (00 ! o)
iy = Lu0 @)+ [ u@ e o)y
i=0

= 1/ (0)r,(0) + " (0)r!(0) + u” (1)r& (1) — u"(0)r” (0)
1

o/ (Wr W)+ ) + [ e ey

= c1(¢)u'(0) 4 2c2(g)u" (0)
+6(d3(g) +4ds(g) + 10ds(g))u" (1) — 6¢3(g)u” (0)
—24(dy(g) +5d5(g))u' (1) + 24c4(g)u' (0)

+/0g 120C5(g)u’(17)d17+/g1 120d5(g)u’ (17)dn

= (c1(g) +24c4(g))u'(0) +2(ca(g) — 3es(g))u" (0)
+6(ds(g) +4da(g) +10ds5(g))u" (1) — 24(ds(g) + 5ds(g))
+120(c5(5) — ds(g))u(g)

= u(g),

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

u'(1)
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4. CEKIRDEK URETEN °W3[0,1] UZAYINDA COZUMLER

(1) denkleminin ¢oziimiinii gekirdek tireten °W [0, 1] uzayinda goz oniinde bulunduralim.
L: °W3[0,1] — W3[0,1]
operatoriinii asagidaki sekilde tanimlarsak
2 2 /
Lo(y) = o7(n) + o () an
model problemimiz (1)—(2) asagidaki probleme doniisiir:

Lv = M(n,v), n€]0,1],
v(0) =0 =7'(0).

(12)

Teorem 4.1. (11) ile tamimlanan L operatorii sinirhi lineer bir operatordiir.

Ispat. P > 0 olacak sekilde ||Lv||%vzl <M ||U||02W2§ esitsizliginin dogrulugunu ispat-

lamamiz gerekmektedir. Cekirdek iireten uzay1 kullanarak

1
ILolfhy = (Lo, Loy = [ (Lo(n? + 1o/ (n)?) d.

0

elde ederiz. Cekirdek tiretme 6zelligini kullanarak

0(1) = (2(), 7y ())ong

elde ederiz. Daha sonra
LU(V/) = <U(-), Lrﬂ(')>owg ’

bulunur. Boylece P; > 0 olacak sekilde

[Lo()| < [ollowg [|Lry llows = Pr10llows

esitsizligi elde edilir. Bu nedenle

[ (o) ()P ey < B2 oy

esitsiligine ulasiriz.

(L)' (1) = (o), (Lry)'(-) Yoz »
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oldugundan dolay1 P, > 0 olacak sekilde

[(Lo)' ()| < N[ollows || (Lry) [lowg = P2 llolleows

esitsizligi elde edilir. Boylece

[(L0)'(1)]? < P2 [[0] g

Ve

IR RYE AT

bulunur. Yani P = Pl2 + P22 > 0 pozitif bir sabit olacak sekilde

ol < [ (160) P + (Lo () dy < (B + ) oliing = P ol

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

34



5. ANA SONUCLAR

¢i() = Ty,(n7) ve Pi(7) = L*¢;(x) olsun. L* operatorii de L operatoriiniin eglenik
operatorii olsun. Cekirdek iireten °W3[0, 1] uzaymin {¥;(1) }Zl nin ortonormal sistemi

{wi(n)}:2, nin Gram-Schmidt ortogononallestirme siirecinde elde edilebiilir ve

n) =Y Bu(n), (Bi>0, i=12,..), (13)
k=1

yazilabilir.

Theorem 5.1. {7;}7 ; dizisi [0,1] da yogun olsun ve 9;(17) = Lcry(¢) ‘9277‘ olsun.
Bu takirde {y;(17) } 7=, dizisi W3[0, 1] gekirdek iireten uzayda bir tam sistem olur.

Ispat. Cekirdek iiretme 6zelliginden ve kullanilan operatoriin 6zelliginden faydalanilarak

$i(n) = (L) (n) = (L (6)) =) (6), Lery(c)) = Lery(6)| ., -

elde edilir. ;(7) € °W3[0,1] oldugu asikardir. Her bir sabit u(17) € °W3[0,1] igin
(u(n),¢pi(n)) =0, (i=1,2,...) olsun. Bu taktirde

(u(n), (L*@i) (1)) = (Lu(-), ¢:i(-)) = (Lu)(y;) =0,

elde edilir. {#; };- dizisi [0, 1] da yogundur. Bu nedenle L™ ters operatériiniin varligindan

(Lu)(n) = 0 ve u = 0 elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 5.2. Eger u (1) fonksiyonu (12)’in bir ¢oziimii ise bu taktirde { (17;) } 5, dizisi

[0, 1] da yogun olmak iizere

ZﬁlkM e ur) ¥i(n), (14)

k=1

Mg

I
AN

i

elde edilir.
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Ispat. Tam sistemden ve ¢oziimiin tekliginden

u(n) = ¥i(n)

e

~
I
—_

(un), Fi(n) )

owg

I
e
M-

i (1 (17), ¥i())orws Fi (1)

~
I
—_
T
—_

I
e
M-

i (), L @i (1) oz ¥ ()

~
I
—_
.
I
—_

I
™
MN

-
Il
—_
T
—_

Bix (Lu(17), 9 (1)) wy ¥i (1)

BieLu (1) ¥:(17)

Il
2
MN

N
Il
—_
T
—_

BixM (1, ux) ¥ (1),

I
™2
MN

~
I
—_
T
—_

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

u, yaklasik coziimii asagidaki sekilde elde edilebilir.

= 4 }: kM (e, ue) ¥ (). (15)

i=1k=1

Lemma 5.1. Eger |u, — ”||0W23 — 0,1, — 1, (n — o0) ve M(#,u) fonksiyonu
1 € [0, 1] icin siirekli ise bu taktirde [Cui ve Lin, 2009]

M (1, tun—1(11n)) = M(n7,u(y)) asn — oco.

olur.

Teorem 5.3. Herhangi bir sabit uo(17) € W3[0, 1] igin asagidaki sartlarin saglandigim
kabul edelim:

(1) :
=) Aii(n), (16)

i=1
A=Y BiueM (i, ux—1(171)), (17)

k=1

(i) ||un HOW23 normu sinirli;
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(iil) {#;}:, dizisi [0,1] araliginda yogun;
(iv) Herhangi bir u(y7) €° W3[0,1] igin M(n,u) € W3[0,1].

Bu taktirde uy, (1) yaklasik ¢oziimii °W3 [0, 1] gekirdek iireten uzayda tam ¢6ziime yakinsar

ve

elde edilir.

Ispat. 1k olarak u,,( 1) yaklagik ¢oziimiin yakinsakligini gosterelim.

1 () = () + App1¥ura (), (18)

olarak yazabiliriz. {¥;}° nin ortonormalliginden

2 2 2
lunall® = llunll” + Afyy = a1l + AR+ ALy =...= ) A7 (19

elde edilir. ||uy, ||0W§ nin sinirlibigindan

(e )
Y A? < oo,
i=1

bulunur. Yani
{Ayel?, (i=1,2,..)
olur. m > nolsun. (U — Up—1) L (Uy—1 —Upm—2) L ... L (4,41 — uy) ifadesinden
|t — un“gwi% = |lum — 1 F by — U2+ Uy — unHoni’a

S O L T I 1

m
Z AZZ—>O, m,n — oo,
i=n+1

elde edilir. Burada L ifadesi ortogonnaligi belirtir. Cekirdek iireten °W5 [0, 1] uzayinin

tamlig1 gbz Oniinde bulundurularak
un(n)—u(y) n — oo iken,

olacak sekilde u(17) €° W3[0, 1] ¢bziimiiniin varligindan soz edileblir.

Limit durumuna gecilerek
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u(n) = iz‘h%(ﬂ)/

elde edilir.
(L) () = 2 A CLi0), @31y = X A (910 L9 oy
i= i=1
= L AT ),y
oldugundan

Y Bu(La) () = YA <¢i<n>,fﬁnj¢j<n>>
ow3

j=1 i=1

bulunur. Eger n = 1 alinirsa bu taktirde

Lu(i1) = M(171,u0(11)), (20)

olarak bulunur.Eger n = 2 alinirsa bu taktirde

Bo1(Lu)(171) + Baa(Lu)(112) = B M (1, uo(171)) + B2M(n2,u1(172)),  (21)

olarak elde edilir. Boylece

(Lu)(112) = M(12,u1(172)),

olur. Sonug olarak tiimevarimla basit bir sekilde

(Lu) (1) = M(nj, uj—1(177)), (22)

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle

(Lu)(g) = M(g,u(g)),

olur. Yani u (1) fonksiyonu (12)’nin bir ¢bziimii olur ve

u(n) =Y A,
i=1
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yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 5.4. Eger u € °W5[0,1] ise bu taktirde
Hun_uHOWZS %O, n — o0.
olur. Ustelik ||u, — u||0W23 dizisi n’de monoton azalan bir dizi olur.

ispat. (14) ve (15) ifadelerine dayanilarak

i Zl: Birf (i, ux, ) ¥

it — oz =
i=n+1k=1

7

owg

elde edilir. Boylece
||y — ”||0W23 —0, n— oo,

2

ftn — 2y =

i i Birf (i, ux) ¥

i=n+1k=1

owg

1 2
= (ZﬁikM(ﬂk,uk)‘T’i> :

i=n+1 \k=1

bulunur. Agikea ||u, — ”Howg dizisi n’de monoton azalandur.
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6. GRUP KORUMA METODU

Bir sistemin i¢ sistem grubu ozellikle (1) denkleminden elde edilen dinamik sistem-
ler grup koruma metodunu kullanmay1 saglar ve lineer olmayan Lane-Emden denkle-
minin simetri grubuna sahip olmadigimizda bunu verilen dinamik sistemlere gommek
miimkiindiir. Bir diferansiyel denkleme karsilik gelen bir dinamik sistemi asagidaki sekilde

g6z oniinde bulunduralim:

Yy =¥(1,y), ye R,neR. (23)

Daha sonra (23) denklemi i¢in y durum vektoriiniin yoneliminin bir birim vektorii i¢in bir

tanim kullanilarak

ni=—Y_ (24)
Ml
elde edilir. Burada ||y|| = /y -y > 0 ifadesi y’nin Euclid normudur. (23) ve (24) ile:
Y Y
Iyl Iyl

bulunur. Ayn1 zamanda (23) ve (24) kullanilarak
Lyl = =¥ =y-n="(y)n 26)
yazilabilir. (25) ve (26) denklemlerinden

¥y)
i[ y ]: ook T [ y ] N
diy | |yl U o Iyl

[yl

bulunur. Acik bir sekilde (27)’de ilk denklem orijinal (23) denklemi ile aynidir fakat ikinci
denklemin eklenmesi bize R¥*! iizerinde bir i¢ carpimu tarif eden Y := (y7, ||y|)T €
MK+ (R):

(U, V) = UTAV = uyv1 + - - - + U0 — Uy 10411, (28)

ifadesinin arttirllmig durum degiskenlerinin Minkowski yapisini verir. Burada

I, 0
A — k kx1 , (29)
01 —1

Ve

UT = (ul,...,uk,ukH)T, VT = (Ulz---/vk/karl)T-
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olur. Bu R¥*1 iizerinde bir Lorentz i¢ carprmudur.

Aslinda MKk+1 (IR) uzayindaki sifir vektorii
Hi1(0) = {X e R"1:X £0, (X,X) =x-x—t? =0},

kiimesinde bulunur. Arttirllmis Y := (y', ||ly||)T degerinin bos bir vektor oldugunu ve

Lorentz i¢ carpimina dayanarak

(Y,Y) = YIAY =0, (30)

koni sartin1 sagladigin1 Minkowskian yapisinda incelemek kolaydir.

(27) denklemi soyut formda yazilabilir:

Y =QY, Y € Hiq(0), (31)
burada )
0k><k ”ry,y
._ yll
O: ‘YT”(rﬁy) y . (32)
y

Tanim 6.1. A bir reel kare matris olsun. Bu taktirde

Sk_Sym(MF(R)) = {A: ATA+ AA =0},

uzay1 Minkowski yapisinda anti simetrik matrislerin bir uzay: olur.
(31) denkleminde Q € Sk_Symy 1 (MF1(IR)) oldugunu biliyoruz.
Global lineer grup olarak ¢ok iyi bilinen reel kare matrislerin bir grubu

GLk(]R) = {G € My : det(G) # 0},
olarak tanimlanir. Ustelik asagidaki kapali alt grubu goz 6niinde bulundurabiliriz.
O(k,1) = {G € GLi;1(R) : GTAG = A}.

G € O(k,1) ancak ve ancak eger tim x,y € R icin (Gx,Gy) = (x,y) olursa
gecerli olur. Bu nedenle O(k, 1) ifadesi R**’nin tiim Lorentz izometrilerinden olusur.
Not edelim ki G € O(k, 1) i¢in det(G) = £1 olur.
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O(k, 1) nin bir diger kullanigl alt grubu
SOo(k,1) ={G € O(k,1) : det(G) = 1},

seklinde verilir. Bu uygun bir Orthochronous Lorentz grubu olarak iyi bilinmektedir. Lie
gruplari ve Lie cebirleri arasindaki baglanti iistel harita ile belirtilmistir. Yani eger so(k, 1)
ifadesi SOq(k, 1) nin bir Lie cebiri ise bu taktirde

exp :so(k,1) — SOq(k, 1), (33)

olur. Ustelik so(k,1) = Sk_Symy_1(M*1(R)) oldugunu biliyoruz. ([Baker, 2012],
Sayfa 82 referansina bakilablir). Bu nedenle (31) denkleminde Q € so(k,1) olur ve
(33) iistel haritadan elde edilen kargilik gelen ayriklagtirllmis G € SOg(k, 1) asagidaki
ozelliklere sahiptir:

GIAG = A, det(G) = 1. (34)

Simdi istenilen sayisal metodu asagidaki formda gelistirmeye haziriz:

Y, 1 =G(n)Y,. (35)

Burada Y, ifadesi ayrik #,,’de Y nin sayisal degerini yorumlar ve ayriklastirilmis grup

elamani1 G(n) Cayley doniisiimii yardimiyla asagidaki sekilde elde dilir:

G(n) = [l — Ay Q(m)] ™[I + A1y Q)]
2807, 287 ||y, |[¥n
| T AT AT G6)
207 [y, |[¥5 [yalP+877 %2 |
[y ll> =25 ¥ ]2 [y 2 =An? (¥ ul?
(36) denklemini (35) denklemine yerlestirerek ve ilk satir1 alarak
2
+An Y, -
Yne1 = ¥Yn + 2487 I, 7 yn‘Fn =Y+ 0ntn (37)

[¥ul1> = A2 (¥ ]2
elde ederiz.

Simdi (2) baglangi¢c kosullariyla birlikte (1) denklemini ¢6zmek i¢in Grup Koruma
Metodu’nu kullanmaya haziriz. (23) denklemine dayanarak:

me:( | 2l ),

)
y:<mw):<qm>_
y2(17) ¢'(n)
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elde ederiz.

Ele aldigimiz 6rnekte Ay = 10~7 esitligini sabitleyerek sonuglari elde ettik. (1) denk-
leminin yaklasik ¢oziimlerini Grup Koruma Metodu ve Cekirdek Ureten Metod ile elde
edip bunu Tablo 6.1°de sunduk. Elde ettgimiz sonuglar bu iki metodun sonuglarinin yakin

ve giivenilir oldugunu gostermistir. Sonu¢larmizi elde etmek icin Maple ve Mathematica

programlarindan yararlandik. Cekirdek Ureten Metodu kullanirken

i

771':%/ Z':]~/2/3/"'/n/l/

kullandik. Bu metodu etkili olarak kullanmak i¢in 100 nokta sectik. Bu noktalar1 arttirarak

daha iyi sonuclar elde edilebilir.

Tablo 6.1: Cekirdek Uretme Metodu ve Grup Koruma Metodu ile elde edilen sonugclarin

karsilagtiriimasi.

n RKM GPS

0.1 0.9983360948 0.998335829543602
0.5 0.9598395393 0.959839062543164
1.0  0.8550592570  0.855057541543122
2.0 0.5829639252  0.582850462212463
3.0 0.3592354020 0.359226444051538
4.0 0.2091578370  0.209281565659890
50 0.1106289100 0.110819798197543
6.0 0.0435212480 0.043737947433237
7.0 —0.004536310 —0.00431221951973
8.0 —0.040571182 —0.04034773735436
9.0 —0.068517970 —0.06829954400156
10.0 —0.090565560 —0.09035595601487
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7. SONUC VE TARISMA

Tezimizde baslangic deger problemlerini ¢cozmek i¢in ¢ekirdek iireten metod ile grup ko-
ruma metodunu ele aldik. Sayisal hesaplamalarin dogrulugunu ve etkinligini gostermek
i¢in bir ornek ele aldik. 7°min farkli degerleri i¢in ¢ekirdek iireten metod ve grup ko-
ruma metodunu kullanarak yaklagik coziimler elde edttik. Tablo 6.1°de gosterildigi gibi
arastirdiimiz bu iki metod c¢ok kesin ve giivenilir sonuglar vermektedir. Ayrica bu tezi-

mizde ¢ok kullanigh iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar ve geometrik yaklasimlar elde ettik.

44



8. KAYNAKLAR

Abbasbandy, S., and Hashemi, M. S. 2011. Group preserving scheme for the Cauchy
problem of the Laplace equation. Engineering analysis with boundary elements, 35(8),
1003-1009.

Adem, A. R., Khalique, C. M., and Biswas, A. 2011. Solutions of Kadomtsev—Petviashvili
equation with power law nonlinearity in 1+ 3 dimensions. Mathematical Methods in the
Applied Sciences, 34(5), 532-543.

Akgiil, A., and Hashemi, M. S. 2017. Group preserving scheme and reproducing ker-
nel method for the Poisson—Boltzmann equation for semiconductor devices. Nonlinear
Dynamics, 88(4), 2817-2829.

Akgiil, A., Hashemi, M. S., and Raheem, S. A. 2017. Constructing two powerful met-
hods to solve the Thomas—Fermi equation. Nonlinear Dynamics, 87(2), 1435-1444.

Akgiil, A. 2014. A new method for approximate solutions of fractional order boun-

dary value problems. Neural, parallel & scientific computations, 22(1-2), 223-237.

Aronszajn, N. 1950. Theory of reproducing kernels. Transactions of the American
mathematical society, 68(3), 337-404.

Baker, A. 2012. Matrix groups: An introduction to Lie group theory. Springer Science
& Business Media.

Biswas, A., and Zerrad, E. 2007. Higher order Gabitov-Turitsyn equation for dispersion-
managed solitons in multiple channels. International Journal of Mathematical Analysis,
1(12), 565-582.

Chen, Z., and Chen, Z. J. 2008. The exact solution of system of linear operator equati-

ons in reproducing kernel spaces. Applied Mathematics and Computation, 203(1), 56-61.

Cui, M., and Lin, Y. 2009. Nonlinear Numerical Analysis in Reproducing Kernel

Space. Nova Science Publishers, Inc..
Cui, M., and Du, H. 2006. Representation of exact solution for the nonlinear Vol-

terra—Fredholm integral equations. Applied Mathematics and Computation, 182(2), 1795-
1802.

45



Du, J., and Cui, M. 2010. Solving the forced Duffing equation with integral boundary
conditions in the reproducing kernel space. International Journal of Computer Mathema-
tics, 87(9), 2088-2100.

Du, J., and Cui, M. 2010. Constructive proof of existence for a class of fourth-order

nonlinear BVPs. Computers & mathematics with applications, 59(2), 903-911.

Ebadi, G., and Biswas, A. 2016. Application of G-expansion method to Kuramoto-
Sivashinsky equation. Acta Mathematicae Applicatae Sinica, English Series, 32(3), 623-
630.

Ebadi, G., and Biswas, A. 2011. The G method and topological soliton solution of
the K (m, n) equation. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation,
16(6), 2377-2382.

Geng, F. Z. 2012. A numerical algorithm for nonlinear multi-point boundary value
problems. Journal of Computational and Applied Mathematics, 236(7), 1789-1794.

Geng, F., and Cui, M. 2012. A reproducing kernel method for solving nonlocal fracti-
onal boundary value problems. Applied Mathematics Letters, 25(5), 818-823.

Geng, F., Cui, M., and Zhang, B. 2010. Method for solving nonlinear initial value
problems by combining homotopy perturbation and reproducing kernel Hilbert space met-
hods. Nonlinear Analysis: Real World Applications, 11(2), 637-644.

Geng, F., and Cui, M. 2009. New method based on the HPM and RKHSM for solving
forced Duffing equations with integral boundary conditions. Journal of Computational
and Applied Mathematics, 233(2), 165-172.

Geng, F., and Cui, M. 2007. Solving a nonlinear system of second order boundary

value problems. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 327(2), 1167-1181.

Hashemi, M. S., Akgiil, A., Inc, M., Mustafa, 1. S., and Baleanu, D. 2017. Solving
the Lane—-Emden Equation within a Reproducing Kernel Method and Group Preserving
Scheme. Mathematics, 5(4), 77.

Hashemi, M. S., and Abbasbandy, S. 2017. A geometric approach for solving Tro-
esch’s problem. Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society, 40(1), 97-116.

46



Hashemi, M. S., Inc, M., Karatas, E., and Akgiil, A. 2017. A numerical investigation
on burgers equation by mol-gps method. Journal of Advanced Physics, 6(3), 413-417.

Hashemi, M. S., Darvishi, E., and Baleanu, D. 2016. A geometric approach for sol-
ving the density-dependent diffusion Nagumo equation. Advances in Difference Equati-
ons, 2016(1), 89.

Hashemi, M. S. 2015. Constructing a new geometric numerical integration method to
the nonlinear heat transfer equations. Communications in Nonlinear Science and Nume-
rical Simulation, 22(1-3), 990-1001.

Hashemi, M. S., Baleanu, D., and Parto-Haghighi, M. 2015. A lie group approach to

solve the fractional poisson equation.

Hashemi, M. S., Nucci, M. C., and Abbasbandy, S. 2013. Group analysis of the modi-
fied generalized Vakhnenko equation. Communications in Nonlinear Science and Nume-
rical Simulation, 18(4), 867-877.

Jafari, H., Sooraki, A., Talebi, Y., and Biswas, A. 2012. The first integral method and
traveling wave solutions to Davey-Stewartson equation. Nonlinear Analysis: Modelling
and Control, 17(2), 182-193.

Jafari, H., Tajadodi, H., and Biswas, A. 2011. Homotopy analysis method for solving
a couple of evolution equations and comparison with Adomian’s decomposition method.
Waves in Random and Complex Media, 21(4), 657-667.

Johnpillai, A. G., Kara, A. H., and Biswas, A. 2013. Symmetry reduction, exact
group-invariant solutions and conservation laws of the Benjamin—-Bona—Mahoney equ-
ation. Applied Mathematics Letters, 26(3), 376-381.

Jiang, W., and Lin, Y. 2011. Representation of exact solution for the time-fractional
telegraph equation in the reproducing kernel space. Communications in Nonlinear Sci-

ence and Numerical Simulation, 16(9), 3639-3645.

Jiang, W., and Cui, M. 2009. Constructive proof for existence of nonlinear two-point

boundary value problems. Applied Mathematics and Computation, 215(5), 1937-1948.

Kaur, H., Mittal, R. C., and Mishra, V. 2013. Haar wavelet approximate solutions for

47



the generalized Lane—Emden equations arising in astrophysics. Computer Physics Com-
munications, 184(9), 2169-2177.

Khalique, C. M., and Biswas, A. 2009. A Lie symmetry approach to nonlinear Schrodin-
ger’s equation with non-Kerr law nonlinearity. Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation, 14(12), 4033-4040.

Liu, C. S. 2004. Group preserving scheme for backward heat conduction problems.
International Journal of Heat and Mass Transfer, 47(12-13), 2567-2576.

Liu, C. S. 2001. Cone of non-linear dynamical system and group preserving schemes.
International Journal of Non-Linear Mechanics, 36(7), 1047-1068.

Li, F. and Cui, M., 2009 “A best approximation for the solution of one-dimensional
variable-coecient Burgers’ equation,” Numerical Methods for Partial Dierential Equati-
ons, vol. 25, no. 6, pp. 1353-1365.

Lin, Y., and Cui, M. 2011. A numerical solution to nonlinear multi-point boundary
value problems in the reproducing kernel space. Mathematical Methods in the Applied
Sciences, 34(1), 44-47.

Lu, X. and Cui, M. 2010. “An efficient computational method for linear fth-order two-
point boundary value problems,” Journal of Computational and Applied Mathematics, vol.
234, no. 5, pp. 1551-1558.

Lu, X. and Cui, M. 2008. “Analytic solutions to a class of nonlinear innite-delay-
deferential equations,” Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 343, no.
2, pp. 724-732.

Milovic, D., and Biswas, A. 2009. Doubly periodic solution for nonlinear Schrodin-
ger’s equation with triple power law nonlinearity. International Journal of Nonlinear Sci-
ence, 7(4), 420-425.

Morris, R. M., Kara, A. H., and Biswas, A. 2016. An analysis of the Zhiber-Shabat
equation including Lie point symmetries and conservation laws. Collectanea Mathema-

tica, 67(1), 55-62.

Mohammadi, M., and Mokhtari, R. 2011. Solving the generalized regularized long

wave equation on the basis of a reproducing kernel space. Journal of Computational and

48



Applied Mathematics, 235(14), 4003-4014.

Nasab, A. K., Kiligman, A., Atabakan, Z. P., and Leong, W. J. 2015. A numerical app-
roach for solving singular nonlinear lane—emden type equations arising in astrophysics.
New Astronomy, 34, 178-186.

Pandey, R. K., and Kumar, N. 2012. Solution of Lane—-Emden type equations using

Bernstein operational matrix of differentiation. New Astronomy, 17(3), 303-308.

Pandey, R. K., Kumar, N., Bhardwaj, A., and Dutta, G. 2012. Solution of Lane—Emden
type equations using Legendre operational matrix of differentiation. Applied Mathema-
tics and Computation, 218(14), 7629-7637.

Pasten, E. O. 2014. A PDE approach to numerical fractional diffusion (Doctoral dis-
sertation, University of Maryland, College Park).

Singh, O. P, Pandey, R. K., and Singh, V. K. 2009. An analytic algorithm of Lane—-Emden
type equations arising in astrophysics using modified homotopy analysis method. Com-
puter Physics Communications, 180(7), 1116-1124.

Surhone, L. M., Tennoe, M. T., and Henssonow, S. F. 2010. Reproducing Kernel Hil-
bert Space, Betascript Publishing, Berlin, Germany.

Turkyilmazoglu, M. 2013. Effective computation of exact and analytic approximate
solutions to singular nonlinear equations of Lane—Emden—Fowler type. Applied Mathe-
matical Modelling, 37(14-15), 7539-7548.

Wang, W., Cui, M., and Han, B. 2008. A new method for solving a class of singu-
lar two-point boundary value problems. Applied Mathematics and Computation, 206(2),
721-727.

Wang, Y. L., and Chao, L. 2008. Using reproducing kernel for solving a class of par-
tial differential equation with variable-coefficients. Applied Mathematics and Mechanics,
29(1), 129-137.

Wu, B. Y., and Li, X. Y. 2011. A new algorithm for a class of linear nonlocal boundary
value problems based on the reproducing kernel method. Applied Mathematics Letters,
24(2), 156-159.

49



Wu, B., and Li, X. 2010. Iterative reproducing kernel method for nonlinear oscillator
with discontinuity. Applied Mathematics Letters, 23(10), 1301-1304.

Yao, H., and Cui, M. 2007. A new algorithm for a class of singular boundary value
problems. Applied Mathematics and Computation, 186(2), 1183-1191.

Zhou, Y., Lin, Y. and Cui, M. 2007. “An efficient computational method for second

order boundary value problems of nonlinear deferential equations,” Applied Mathematics

and Computation, vol. 194, no. 2, pp. 354-365.

50



CURRICULUM VITAE

PERSONEL INFORMATION

Name and Surname: ldrees Sedeeq MUSTAFA
Nationality: Iraq

Date and Place of Birth: 16.04.1980 and Irbil / Al Irbil
Phone: +0964 750 455 8119

E-mail : idrisaland@gmail.com

EDUCATION

Degree Institution Year of
Graduation

High school: Amadaiy kurdstan 2000
B.S University of Salahadin 2004
M.Sc. University of Siirt 2018

RESEARCH INTERESTS
Differential Equations, Initial VValue Problems, Numerical Methods.

FOREIGN LANGUAGE
Kurdi, English

51


mailto:idrisaland@gmail.com

