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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

Kisaltma

+

SohosceaEz

Aciklama

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilari kiimesi

s u, > 0 olmak tzere u = (u,) dizilerinin kiimesi

: Reel veya kompleks terimli bitln dizilerin uzay1

: Sifira yakinsak dizi uzay1

: Banach uzayindan Banach uzayina tanimli sinirli lineer operator
: Istatistiksel yakinsak olan dizilerin uzayi

: Sonsuza giden pozitif sayilarin kesin artan bir dizisi

: E den F ye taniml1 A = (@, ) bitiin matris déniisiimlerinin kiimesi
: Banach Coordinatewise

. Agirlikli ortalamalarin matrisi

: Kompleks terimli sinirl dizilerin uzay1
. k. terimi 1 ve diger terimleri sifir olan dizi

: Sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

: A, A —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

. a. dereceden A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi

: a. dereceden kuvvetli (4, A)- toplanabilir dizilerin uzay1

. a. dereceden lacunary (A, A)-istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
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1. GIRIS

Istatistiksel yakimsaklik diisiincesi ilk kez Zygmund (1979) kendi monografisinin
Varsova’da basilan ilk baskisinda verildi. Daha sonra Istatistiksel yakinsaklik kavramini
Fast (1951), Buck (1953) ve Schoenberg (1959) gibi arastirmacilar tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak tanimlamis ve Connor (1988), Fridy (1985) ve Salat (1980)
tarafindan calisilmistir. Son zamanlarda istatistiksel yakinsaklik Kolk (1991), Colak ve
Altin (2013), Et (2014), Et ve ark. (2013), Isik (2004), Isik ve Et (2015), Fridy ve Orhan
(1993), Fridy (1993), Fridy ve Orhan (1997), Savas (2013), Sengiil ve Et (2014) ve daha
birgok arastirmaci tarafindan g¢alisildi. Derece dahil edilerek, bir dizinin a. dereceden
istatistiksel yakinsakligi Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan verildi. Daha sonra bir
dizinin «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirligi Colak (2010) tarafindan
tanimlandi ve a. dereceden istatistiksel yakinsaklik ile birlikte caligildi. Ayrica
istatistiksel yakinsakligin genellestirilmis bir hali olan A-istatistiksel yakinsaklik Colak
(2011), a. dereceden A-istatistiksel yakinsaklik Colak ve Bektas (2011) tarafindan
calisildi.

Bu calismada [, (p) dizi uzaymnin Kothe-Toeplitz duali verilip X ve Y iki dizi
climlesi i¢in matris siniflart tanimlanmig, bazi matris smiflariyla ilgili sonuglar
verilmisgtir. 4; =1 ve her n igin 4,4, <A, +1 olmak Uzere I, =[n—21,+ 1,n]
araliginda tanimli ve 4, sonsuza giden pozitif sayilarin kesin artan bir dizisi, A da sonsuz
bir matris olmak Uzere bir dizinin A, N, —istatistiksel yakinsaklhig: i¢in gerekli sartlar
verilmistir. A, C(u) operatér ve Cesaro operator olmasi durumunda ¢esitli sonuglar elde
edilmistir. Ayrica 0 < a <1 icin a.dereceden (A,A) —istatistiksel yakinsaklik ve
a. dereceden kuvvetli (A4, A) —toplanabilirlik tanimlanmis ve bu uzaylar arasindaki

iligkiler incelenmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 2.1.
X # @ bir cimle ve K reel veya komplex sayilarin bir cismi olmak (izere

+XXX-X

KX X->X
fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X climlesine K cismi Uzerinde bir vektor
uzayi (lineer uzay) denir. Her x,y,z € X ve her A,u € K igin
L) x+y=y+x,
L) (x+y)+z=x+ (y + 2),
L3) Her x € X icin x + 6 = x olacak sekilde bir 8 vardir,
L4) Her bir x € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) vardir,
L5) 1.x = x,
L6) A(x +y) = Ax + Ly,
L7) (A + wx = Ax + ux,
L8) A(ux) = (An)x (Maddox, 1970).

Tamm 2.2.
X, K cismi zerinde bir lineer uzay olsun.

I-1:X - R

x = ||l
dontisiimii asagidaki sartlari sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de
bir normlu uzay denir. Vx,y € X igin
NI) llx]l = 0,
N2) [|x|]]| =0 & x =6,
N3) [|ax]|| = |a|||x||, « € K,
N4) [[x + yll < llx|l + Iyl
dir. Burada K = R alinirsa (X, ||. ||) ikilisine reel normlu uzay denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.3.
(X, |I- 1)) bir normlu uzay ve x = (x,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0
icin Vn > n, iken ||x,, — x|| < & olacak sekilde bir ny = ny(e) dogal sayis1 varsa x =

(x,,) dizisi x e yakinsaktir denir. x = (x,,) dizisi x e yakinsak ise 7111_{{)10 X, = X Veya x, —

2



x seklinde yazilir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.4.
(X, 1I. 1D bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0
icin V. m,n > n, iken ||x,, — x,|| < € olacak sekilde bir ny, = n,(€) dogal sayisi varsa

x = (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.5.
(X, 1l. 1) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya tam

normlu uzay veya Banach uzayi adi verilir (Kreyszig, 1978).

Tanmm 2.6.
(X, I|- 1) normlu uzay olsun. X iizerinde sinirli tiim lineer

Fonksiyonellerin cumlesi

11 = sup T = sup 1) 2.1)

normu ile normlu uzay olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzay1 denir ve X' ile gosterilir
(Kreyszig, 1978).

Tanim 2.7.

Reel veya karmasgik terimli tiim dizilerin ctimlesini w ile gosterelim. x = (xy),
y = (yx) ve a bir skaler olmak lizere, w
x+y = (X +¥i)
ax = (axy) (2.2)
seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir

dizi uzay1 denir (Goes ve Goes, 1970).

Tamm 2.8.

Keyfi dizilerin bir climlesi X olsun. Sirasiyla adi ve mutlak K&the-Toeplitz

dualleri

Xt = {a EwW: Z ay x yakinsak, her x € X igin (2.3)
k=1

ve



Xt = {a Ew: Z|akxk| < o, herx € X igin (2.4)
k=1

seklinde tanimlanir (Malkowsky, 1989).

Tanim 2.9.
(T, 7) lineer topolojiye sahip bir uzay olsun. Her bir i > 1 igin
P;(x) = (x;) olarak tamimlanan P;:T — F dontsiimleri stirekli ise T dizi uzayina

K —uzay1 denir. T bir K —uzayi ve x € T igin

n
x™ = Z x;e; & x (T topolojisine gore) (2.5)
i=1
ise x € T, AK 6zelligine sahiptir denir. Eger her bir x € T, AK 6zelligine sahip ise T dizi
uzayma AK —uzay1 denir (Kamthan ve Gupta, 1981).

Tanim 2.10.

X bir dizi uzayr olsun. X bir Banach uzayr ve 7;:X = C, 7(x) = x,
(k = 1,2,3, ...) dontistimleri siirekli ise X e bir BK (Banach Coordinatewise)—uzay1 denir
(Goes ve Goes,1970).

Tamm 2.11.
N dogal sayilar ciimlesinin A alt ciimlesinin dogal yogunlugu, |{k < n:k € A}
ifadesi n den blyik olmayan A € N cilimlesinin elemanlarinin sayisin1 géstermek tizere

5(A) = lign%l{k < n: ke A} (2.6)

ile tanimlanir. N dogal sayilar climlesinin herhangi bir sonlu alt ciimlesinin dogal
yogunlugunun sifir oldugu agiktir ve A = N — A olmak Uzere §(4¢) = 1 — §(4)
dir (Fridy, 1993).

Bir ciimlenin dogal yogunlugu daha kolay bir yolla su sekilde bulunabilir. (a,)
pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. A = {a,, : n € N} olmak lzere A S N alt

climlesinin dogal yogunlugu mevcut ise

5(4) = lim— 2.7)

n-oo an

dir (Niven ve ark., 1991).



x = (x;), dogal yogunlugu sifir olan bir ciimle hari¢ her k igin P o6zelligine
saglayacak sekilde olan bir dizi ise, x;, “hemen hemen her k” igin P 6zelligini saglar

deriz, ve bunu kisaca “h.h.k” seklinde yazariz.

Tamm 2.12.
Her ¢ > 0 icin
1
limgl{kSn: lx, —L| =€} =0 (2.8)
n—-oo

olacak sekilde bir L sayist varsa yani h.h.k icin |x, — L| < € ise x = (x;) dizisi L ye
istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum da S — lim x;, = L yazilir. Eger L = 0 ise yani,

lim - {k < n:|x;| = €}| = 0ise x = (x;) dizisine istatistiksel sifir dizisidir denir. TUm
n—-oo

istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi S ile ve tiim istatistiksel sifir dizilerinin climlesi Sy
ile gosterilir (Fridy, 1985).
Bilinen anlamda yakinsak olan diziler istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel

yakinsak olan diziler yakinsak olmak zorunda degildir.

Tamm 2.13.
Eger her € > 0ve h.h.kigin [x; — xy| < € olacak sekilde bir N = N (&) dogal sayis1 varsa
x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985).

Tamm 2.14.
A, F cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun.
i)Herx,y € Aiginxy € A
ii) Her x,y,z € Aicin (xy)z = x(yz) (Birlesme 6zelligi)
iii) Her x,y,z € Aigin x(y + z) = xy + xz (Dagilma 6zelligi)
iv) Herx,y € Ave a, € F icin af(xy) = (ax)(By)

ozellikleri saglaniyorsa A ya cebir denir. Eger A cebiri bir Banach uzay1 ve

llxyll < llx|llyll sartin1 sagliyorsa A ya Banach cebiri veya B —cebiri denir (Yosida,
1980).



3. DIZILERIN BAZI SINIFLARI ARASINDA MATRIS DONUSUMLERI

Bu bolimde [, (p) dizi uzayini Kothe-Toeplitz duali verilip X ve Y iki dizi
climlesi i¢in matris simniflar1 tanimlanmistir. Bazi matris siniflartyla ilgili sonuglar

verilmistir.
X ve Y dizilerin cimlesi olsun. Her bir x = (x;,) € X ve Ax = (4,,x) € Y icin

Apx = Y ani Xy olmak tizere kompleks sayilarin A = (a,,, ) matris siniflarini (X,Y) ile

gosterelim. ), N~k < oo sartin1 saglayan N = N(p) > 1 sayis1 vardir ve bu p = (py)

larin ciimlesini Q ile gosterelim.

|z| < 1 olmak lizere )} A, z™ serisi z karmagik sayisina yakinsasin. s kiimesi, ), 4, z"
serisi z karmagik sayisina yakinsayacak sekilde olan tiim A = (4,,) karmasik dizilerin

uzayini gostersin (Tripathy, 1995).

Bu ¢alisma boyunca w, [, cq, Sy sirasiyla biitin dizi uzaylarini, simirh dizi
uzaymi, sifira yakinsak dizi uzaymni ve istatistiksel sifir dizilerinin uzayimm

gostermektedir. ey, k. terimi 1 ve diger terimleri sifir olan diziyi gostermektedir.
p = (pi) kesin pozitif sayilarin bir dizisi i¢in
Lo () = {(1) € W+ suplxel?s < oo}
k

dizi uzaymin Kéthe-Toeplitz duali

My (p) = ﬂ{(xk) EwW: Z|xk|N1/pk < 00}
K

N>1

dur.

Lemma 3.1.

S Nly, Ll un kapali lineer alt uzayidir (Salat,1980).

Lemma 3.2.

SUPp il ank| < 00 olsun. Y ank, n ye gore diizgiin yakinsak, her n € N igin



Xn = Yk Ani Ve hern € Nigina, = S — lim a,, limiti mevcutise S — lim x,, vardir ve
n—>oo

n—-oo

bu limit )} a, ya esittir (Tripathy, 1995).

Ispat.

Aciktir ki k € N icin x = {x,,}, a® = {a,x}nen, leo un elemanidir ve supremum
normuna gére Y-, a® — x olup Lemma 3.1 den x € S dir. {T}L, a®} _ dizisisn
l, da Cauchy dizisi oldugundan ve her bir m € N igin Y7, a® toplami, Y7, ay
toplamina istatistiksel yakinsak oldugundan Salat (1980) in Teorem 2.1 de kullandigi

ispat metodu kullanilarak lim Y=, ar = Xx ax limitinin varligi gosterilebilir, buradan
n—->00

S — lim x,, = Y} a; dir. Bu lemmanin ispatin1 tamamlar.

n—->oo

Lemma 3.3.
Her k i¢in p;, > 0 olsun. Bu durumda A € (M., (p), L) olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul B > 1 bir tam say1 olmak iizere

D = sup|a,;l B rk < w0 (3.1)
nk

olmasidir (Pehlivan, 1991).

Lemma 3.4.
p = (px) € Qolsun. A € (M, (p), ) olmast i¢in gerek ve yeter kosul

C = sup|a,;|Pk < o (3.2)
nk

olmasidir (Pehlivan, 1991).

Lemma 3.5.

A € (s, 1) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 0 < r < 1 olacak sekilde r sayisi ve
t sayis1 vardir oyle ki n, k = 1,2... i¢in
|| < tr¥ (3.3)
dir (Tonne, 1972).

Teorem 3.6.
Her k icin p;, > 0olsun. A € (M, (p),S N l,) olmasii¢in gerek ve yeter sart (3.1)
denkleminin ve her k € N igin

ai = S — 7%1—1;1(’)10 Ank (34)



esitliginin saglanmasidir (Tripathy, 1995).
ispat.

(Mo (p),SNly) € (My(p),ls) oldugundan Lemma 3.3 ten
(3.1) denkleminin gerekliligi saglanir. (e;) dizisini diistintirsek (3.4) denkleminin
gerekliligi de saglanir. Yeterlilik icin Lemma 3.1 ve (3.4) denkleminden m — oo igin
Yksm Ank Xk — 0 yakinsakliginin n ye gore diizgiin oldugunu gostermek yeterlidir.

x = (x}) € M, (p) oldugundan m — oo igin

(00}
-1 1 .. v ey
Z Ak Xk| < supla,k| B /i Z |x, | B ok - 0,n ye gore diizgiindiir.
k=m nk k=m

Lemma 3.2 den teorem ispatlanir.

Sonug 3.7.
A€ (My(p),Sy Nly) olmasi igin gerek ve yeter sart a; = 0 ile (3.1) ve (3.4)
denklemlerinin saglanmasidir (Tripathy, 1995).

Simdi Lemma 3.4 ve Teorem 3.6 dan elde edilen asagidaki sonucu verelim.

Sonug 3.8.
p = (px) € Qolsun. A € (M, (p),S N l,,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.2) ve
(3.4) denklemlerinin saglanmasidir (Tripathy, 1995).

Teorem 3.9.

A€ (s,SNl,) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.3) ve (3.4) denklemlerinin
saglanmasidir (Tripathy, 1995).
ispat.

(s,SNly) € (s,1ly) oldugundan Lemma 3.5 ten (3.3) denkleminin gerekliligi
saglanir. (e) dizisini diigiiniirsek (3.4) denkleminin gerekliligi de saglanir. Yeterlilik i¢in
Lemma 3.1 den ve (3.4) denkleminden m — oo icin Y.;_.. anx; — 0 yakinsakliginin
n ye gore diizgiin oldugunu gostermek yeterlidir. x = (x) €Es ve 0 <r <1 igin
Yx, trk =t Y x, v yakinsaktir.

Bu da Y.3=,, anxx — 01n n ye gore diizgin, (3.3) denkleminden Y a,;x; nin
mutlak yakinsak olmasi demektir.

Sonug 3.10.
A € (5,5, N l,) olmasi igin gerek ve yeter kosul a;, = 0 sart1 ile (3.3) ve (3.4)



denklemlerinin saglanmasidir (Tripathy, 1995).



4. MATRIS DONUSUMLERI VE ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boélimde bir dizinin A, N, —istatistiksel yakinsaklig1 i¢in sartlar verilmistir.
A, C(u) operatorii ve Cesaro operatdril olmasi1 durumunda gesitli sonuglar elde edilmistir.
HerniginA; = 1ve A,., < 1, + 1 olmak lizere I,, = [n — A4, + 1, n] araliginda tanimh

ve sonsuza giden pozitif sayilarin kesin artan bir dizisi 1 olsun, A da sonsuz bir matris
olsun. Her € > 0 icin lim%l{k € L: |[AX]y — L| = €}| = 0 ise (x;) dizisi L ye A,
n—oo n

A —istatistiksel yakmsaktir. (wo(4), wy(1)) Banach cebiri kullanilarak A dizisinin
A~! —istatistiksel yakinsak olmasi igin yeterli sartlar elde edilecektir (de Malafosse ve
Rakocevic, 2007).

A = (apm)nm=1 SONSUz matrisi verilsin. n > 1 ve X = (x,),» dizisi igin

o

Ap(X) = Z AnmXm (4.1)

m=1
seklinde A, operatorlerini tanimlayalim. Boylece B = (b,),»1 kolon matrisi ve X
bilinmeyen olmak Uizere

A(X)=b, n=12,.., (4.2)
sonsuz lineer sistemi caligmalarimizda bize yol gosterecektir.

(4.2) sistemi AX = (A,,(X))n21 olmak lizere AX = B seklinde yazilabilir. Bu
durumda A y1 bir dizi uzayindan bagka bir dizi uzayina tanimli bir operatdr olarak
diistinebiliriz.

E ve F, w nin alt kiimeleri olmak tizere E den F ye tanimli A = (apm)nm=1 Matris
dontisiimlerinin ciimlesini (E, F) ile gosterecegiz.
Her X € E icin P, X = x,, in her bir iz diisimi siirekli ise kompleks dizilerin E Banach

uzayt || ||z normu ile bir BK wuzayidir. Her B = (b,)ns1 €E icin

B = Z ben, (en = (0,..,1,..))
m=1

yani

o)

> buen

m=N+1

-0 (n - o)

E

oluyorsa BK uzay1 E, AK ozelligine sahiptir denir. Verilen F c w dizi uzay1 ve bir A
matrisi icin F(A) kimesini F(A) = {X € s: AX € F} olarak tanimlayalim.

Her n icin A,, # 0 ile verilen bir A dizisi icin C(1) ve A(A) operatorlerini sirasiyla

10



asagidaki matrisler ile temsil edecegiz.

)=, m < nise
Cnm_ )\n

0, aksidurumda

An, m=n ise
Com =3—An-1, m=n—1lven=2 ise
0, aksi durumda

e = (1,1, ...) gosterimini kullanarak A = A(e) ve ), = C(e) seklinde ifade edebiliriz.

4.1. Banach Cebiri (wg(4), wg(4))

Her n icin u,, > 0 olmak Uzere tiim wu dizilerinin kiimesini U* ile gosterelim. 1 €

Ut icin wg(A) Ve we (A1) kimeleri,

wo(A) ={X = (Xp)n>1 €5 : C(D) X[ € o }

yani

n
1
wo(0) = X = Cn)pas €5 ¢ lim == > || = o}
n k=1

ve
Weo(A) ={X = (xp)n=1 €s: CA) |X| € 1o}
seklinde tanimlayalim.
Her n igin A, = n oldugu zaman wy(1) = wy Ve W, (1) = Wy dir. Hatirlatalim
ki dizilerin Banach uzayr E,L:E — E smirh lineer operatorlerin B(E) cumlesi ile

iligkilendirilebilir. Ayn1 zamanda B(E) uzay: ||L|| = sup(|IL(X) /11X 15)
X#0

normu ile Banach cebiridir. Ozel olarak E =w, (1) alirsak
Xl ooy = ICQ) X1l 4,

1 n
= szrilp <A_lek|> (4.1.1)

k=1
elde ederiz (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).
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Lemma4.1.1.

A, sonsuza giden reel sayilarin kesin artan bir dizisi olsun.

B(wo(1) = (wo(D), wo(D)) Ve [|All wy),w(a)) = SUP (HIICXXIIHM) dir (de Malafosse ve
X#0 woo(4)

Rakocevic, 2007).
ispat.
Malkowsky (1995) tarafindan A sonsuza yakinsayan reel sayilarin kesin artan bir
dizisi ise wy(1) Ve we, (1), BK-uzaylari oldugu ve wqy(1), (4.1.1) de tanimlanan
1X[ oo 1y NOrmuna gore AK 6zelligine sahip oldugu kanitlandi.
wo(A) Banach uzay1 oldugundan biitiin simirli £: wy(4) = wy(A) operatorlerin

LN woo )

) normu ile Banach cebiridir.
XMoo )

B(wo(A)) kimesi [|£1l(wo),wo)) = img(
*

Ayrica BK wuzaylar1 arasindaki bir matris doniisimi siireklidir. Bu
(wo(A), we(1)) € B(wy(A)) olmasi demektir. E ve F, BK uzaylar1 ve E, AK 6zelligine
sahip ise (E,F) c B(E,F) dir. wy(1), AK Oozelligine sahip bir BK uzay1 olup
B(wy(A)) € (we(A), we(A)) dir. Boylece B(wg(4)) = (wy(4), wy (1)) olur.

Bundan sonra verecegimiz sonuclarda 2 € U™ dizisinin sonsuza giden kesin artan bir dizi

oldugunu varsayacagiz.

4.2. istatistiksel Yakinsakhik ve Sonsuz Matrisin Tersi

42.1. 2, A~ —istatistiksel Yakinsama

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik kavrami genellestirilmis ve A, A —istatistiksel
yakinsaklik ve (wq(4),wo(1)) Banach cebirinde A nin tersini kullanilarak A,
A~1 —istatistiksel yakinsak bir diziye sahip olmak icin gerekli sartlar elde edilmistir. Bu
sartlar A, N, ve A, C(u) — istatistiksel yakinsakliga uygulanmistir. Istatistiksel
yakinsaklik kavrami Steinhaus (1951) tarafindan verilmistir. Fast (1951), Fridy (1985),
Fridy ve Orhan (1993), Fridy ve Orhan (1993) ve Fridy ve Orhan (1997) gibi bir¢ok yazar
tarafindan da caligilmistir. A = (4,,),»1 dizisinin = 1,2, ... i¢in
AM=1ved, ;1 <A, +1 (4.2.1.1)
sartlarini saglayan bir dizi olarak alacagiz.n = 1,2,...icin I, = [n— 14, + 1,n] ve X =
(xn)n=1 Olmak Gzere A dizisi i¢in genellestirilmis Vallee-Poussin ortalamasi

t,(X) = %n Ykerl, Xk seklinde tanimlanir.
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A, (4.2.1.1) i saglasm L € Cve A € (E,F) olsun. € > 0 igin
I.(A) ={k €L,: |[AX], — L| = €} diyelim. (burada k=1 icin [AX], = A (X) =
Yo =1 AremXm SErisinin yakinsak oldugunu kabul ediyoruz).

Her & > 0 igin lim % II.(A)| = 0ise X = (x,)nsq dizisi L ye A, A —istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik x;,, — L(S;\ (A)) olarak gosterilir. Her nigin A ,, = nise
X — L(S(A)) olurve A =1igin x;, = L(S(I)) olur ki bu da x;, —» L(S) anlamina gelir.
Asagida e € s(A) oldugunu kabul edecegiz ve LAe = (l,,),; alacagiz.

Her n > 1 igin X004 @y Serisi yakinsak ve L € Cigin L, = L Y,;0_; Gy dir.

Her n icin 6,,,, = 1 ve m # n ise &,,;, = 0 olmas1 durumunda diagonal matris

(n6nm)nms1 16iN Dy, @ € U™ yazaniz. w nin E alt kiimesi igin

D,E = {X = (X )n21 €S (x—") € E} kimesini  tanimlayahm. Buna gore

In/n=1
Dywo(A) = {X € s:sup (}\i ’,}zl%) < oo} yazabiliriz (de Malafosse ve Rakocevic,
n

n

2007).

Teorem 4.2.1.1.
A€ Ut olsun ve A, (4.2.1.1.) sartim saglasin. DgA € (wo(1), wo(2)) ve

”I - DaA”(wo(/l),wo()L)) < 1 (4212)

olacak sekilde @ € U™ oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
(i) A nin tersi var ve A™! € (D1/aa)o(l ), wo(4 )) ,

(ii) A1(Ae) = e ise verilen L € C ve her X icin x;, > L(S; (A™1)) olmak (izere

n
1
lim _lek - lkl ai = 0
n-o A,
k=1

dir (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).

Ispat.

(i) wo(A ), AK ozelligine sahip BK uzay1 oldugundan B(wq (1)) = (wy(1), wy(4)) olur.
D A€ (wo(1),wo(2)) ve (4212) kosullarindan (D ,A)"1=A"1 Dy €

(wo(A), wo (1)) ve
Ale (Dl/awo(z),wo(;t)) (4.2.1.3)

elde edilir.
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(i) Her X €LAe+ D1 wo(1) igin lim =37 ,|[A7X], — L] =0 oldugunu
n—-ootn

gostermeliyiz.

A~1(4e) = e oldugundan

A (X — ALe) = A"'X — A"Y(ALe) = A™X — Le (4.2.1.4)
elde edilir. Boylece C(1)|A™1X — Le| = C(A)|A (X — ALe)| dir. Her X € LAe +
D1/ wo(A)icinY =X — LAe € D1/ wo(A) elde edilir ve (4.2.1.3) den

A71Y € wy(A) dir. Yani her X € LAe + D1/ wo(2) igin CD)|A™1(X — ALe)| € ¢, dir.
(4.2.1.4) kullanilarak ve I,, < [1,n] oldugundan

[CIAT 0~ AL = 3 Z| X - ALl

S s

Ig(A-

v
Nlb_\ >-J|H

v
>’|m

I1 (A=)

elde edilir.

Boylece her X € LAe + D1/ wo(4) igin

lim (1/A n) Yol — Lelag = 0 olup x; > L(S; (4)) olur.

n—->oo

4.2.2. Agirhkh Ortalamanin Matrise ve C(pn) Matrisine Uygulanmasi
Bu boliimde onceki sonuglar kullanilmigtir. ¢ € U igin N_q agirlikl ortalamalarin

matrisi ve m < n igin [N_q]nm = qm/Q olmak iizere Q, =Y"_,q,, ve aksi halde
n

[N_q]nm = 0 olmast durumunda x; — L(S,l (N_q)) yi elde etmek igin bazi sartlar

verilmistir. A, C(u) operatori ve Cesaro operatdrii olmasi durumunda benzer problemler

arastirilmastir.
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422.1.0Ng —istatistiksel Yakinsakhk

@ C s alt vektor uzayi verilsin. L € CveY € @ igin X = Le + Y seklindeki biitiin

dizilerin climlesini L + @ ile gosterecegiz.

Sonu¢ 4.2.2.1.1.
A, (4.2.1.1) sartin1 saglasin. Farz edelim ki

Im &=t < 1 (4.2.2.1.1)

n-o Qn

olsun.

Bu taktirde X € L + DQ/ wo(1) ve e > 0igin
q

lim /,Li |{k €l,: |N_qu - L| > £}| = (0 dir (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).

n-ooain
Ispat.

A basit bir kolon matrisi olmak tizere Teorem 4.2.1.1 i uygulayacagiz. ilk

— = -1
olarak N' = N, 1= (D1/Q ZDq) = D1/, ADq alahm. N'pm, m = nigin

Nn=2 Npnr= =2 vem # nigin

dn dn

N',m = 0 olarak tanimlansin.

[N(j)]‘l

. 0
Simdi j = 1 tam sayilari i¢in N'0) = ( 1 > olsun. Burada j,

0

N’ niin ilk satirlarmm ve kolonlarinin elemanlart olup N’ sonlu matristir. NU)

ticgensel oldugundan bu matrisin tersi vardir.

( 1, m=n<j icgin
%, m=nz=j+1igin
qn
a = A
" —Qn_l, m=n—1ven=j+1icgin
qn
0, diger durumlarda
\

|(;|n N’(j)N' = (anm)n,mzl olur. Verilen X € wo(l) |Q|n Pn = Qg_l ve
n

M =1-Dgq,), N'UN" alinarak tim n < j icin M,,(X) = 0 ven > j + 1 igin
My, (X) = ppxn_, elde edilir.
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Simdi K; = sup (7‘"‘1) sup py_, diyelim ve gosterelim ki (4.2.2.1.1)

n2j+1 k=j+1

saglantyorken yeterince blyuk j icin K; < 1 dir. Bunun igin € > 0 olsun ve

(4.2.2.1.1) den Im p, = L < 1 olur.
n—-oo

Bu durumda sup p,, < | + € olacak sekilde j; tam sayis1 vardir. Kolay bir

nzj;

sekilde gosterilebilir ki A, (4.2.1.1) i sagladigindan ve sonsuza giden pozitif tam

sayilarin kesin artan bir dizisi oldugundan Tim 22=% = 1 dir. sup (/1”_1) <l+e¢

noee An nzj; n
olacak sekilde bir j, tam sayist da vardir. [ < 1 oldugundan yeterince kiigiik €
alinarak j = sup(jy, j») igin
Ki<(+e)(d+e)=1+e(+1+¢)<1olur. Boylece

0 = sup
nzj+1

Ao
< sup pk> Z 1] <K <1 (4.2.2.1.2)
j<k=n n

olup

MKy = sup | - Z Pr-a Il

nzj+1
4 M= j+1

n—-1
LS
Xk
nzj \ An-1 k=j

< gjsup

< Kill Xl w0

olur ve (4.2.2.1.2) kullanilarak ”M”(woO»),wo(?x)) < K; < 1 elde edilir. n - oo igin

% =1-— g_n = 0(1) oldugundan D/, ) N'ON' € (w,(21), wo(2)) oldugu

sonucunu ¢ikaririz.
n>j+1liginl,=L,n<jicinl, =0ve N'ON’ ((N’U>1v')'1e) = e

alalim. Buradan X € L + D(q_ ) @wo(4) igin

|xk_lk
bim Z = limo Z'x"H l”"_ Z 'x"_Ll__

k j+1
olur.

D(a,),Wo(A) = Do qwe(1) ve Teorem 4.2.1.1den A = N'N’ ve

a= (Yq ) _ dir

nz1



Buradan x;, - L (5,1 (N_q(N’(j))_l)) oldugu kolayca goriiliir. Son olarak
hern 2 j + 1icin [(N'0) " X| = x, oldugundan x, > L (S3(N;)) elde edilir.
n

Her nicin A,, = n dizisi (4.2.1.1) i saglar ve Ustten smirlidir.

Ornek 4.2.2.1.2.
A= N)ps1 Ve q = (2M),51 ise Q,, = 21 — 2 olur. Her k igin

1< Qx/qx = 2 —1/2%"1 < 2 oldugundan her X igin

n n n
o Xk =7 dx 0r —n Xk
k=1 k=1 k=1

olup, buradan DQ/ Wy = Wq dir.
q

Boylece her X € L + wg ve her ¢ > 0 igin

k
1 1 i-1
k<n: 2k—1zz x;— Ll =¢
i=1

lim — =0
olur. Ozel olarak verilen @ > 0 ve her i i¢in x; = L + 1/i% dir. Buradan n — o

n-ooNn

igin w, (@) = ~ X7, = — 0 elde edilir. Asikardir ki n — oo igin u,(1) - 0 ve

i=1ja
a #+ 1igin
: )_12":1 _1 1+f”dx
una_n_i“_n , x®
1
S—[1+ (nl"“—l)]
n l1—-«a
dir.

Bu bize her bir @ > 0 i¢in u,(a) = 0(1)(n —» o) oldugunu gosterir.
Buradanda X € L + w, ve her € > 0 igin

k .
li 1 < 1 22“1 s “ o
] | e T T e |
=1
elde edilir.
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4.2.3. A, C(n) —Istatistiksel Yakinsakhk Uygulamalar

Pn = Hn—1/Un Olmak Uzere N' ile A(u) = AD,, yer degistirerek ve Sonug
4.2.2.1.1 in ispatindaki yol izlenerek asagidaki sonuglari ifade edebiliriz.

Sonug 4.2.3.1.
u, AcU*ve

. 1
m et o (4.23.1)

no iy W(A’H)

n—-oco An

oldugunu varsayalim. D, ,,A(u), wo(A) dan kendisine birebir-Orten doniisiim ve
wo (4 )(Dl/#A(,u) ) = wy(4 ) dir (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).
Asagidaki sonuclarda C(uw)x, = [C()X ], ve m (x,_1/x,) <1
n—oo

olacak sekilde X € U™ dizilerinin kiimesi I' y1 kullanacagiz.

Onerme 4.2.3.2.
A, (4.2.1.1) deki sartlar1 saglasin ve u € I' olsun. Verilen L € C ve her bir
X icgin

n
1 X _

PN TS

”_"X’/lnk=1 Hi Hi

ise x;, = L(S; (C(w))) olur. Yani her £ > 0 igin

=0 (4.2.3.2)

lim /,Li l{k € I,: |C(W)x), — L| = €}| = 0 dir (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).
n—oo in

Ispat.

Her X icin C(u)X — Le € wy(4) oldugunu gostermeliyiz. Kolay bir
sekilde gorebiliriz ki C(u)X — Le = C(u)(X — LA(w)e) dir.
C(u) = D1 /#Z oldugundan C(u)X — Le € wy(4) olup ancak ve ancak

X (X — LA(we) € Dywo(A) dir.

i€ I' ve A artan oldugundan Tim (1) < 1 < olur ve (4.2.3.1)

noe \ i Jm (721
denkleminin saglandigi asikardir. Sonug 4.2.3.1 den Dl/”ADu operatori wqy (1)
dan kendisine birebir ve ortendir. Boylece Y, = A~ € (D,w,(4), D,w, () ) dir.
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Her X icin X — LA(u)e € D,wo(A) sonucu cikar ve Y,(X — LA(u)e) € D,ywo(A)
elde edilir. Hern > 1 ve u, = 0icin L[A(w)el, = L(u,, — n—1) Olur.

Lemma 4.2.3.3.

A € (l;,wy) olmasi igin gerek ve yeter kosul her k=1 icin

sup (iiﬁzllankl) < oo ve lim (iZﬁﬂ ank) = 0 olmasidir (de Malafosse ve
mk m m—-oo \m

Rakocevic, 2007).

Onerme 4.2.3.4.

u € UT ve farz edelim ki

1w 1
lim —Z— —0 (4.23.3)
m-o \ M Un

olsun.
> %y — Lty — pn_q)| < o olmak iizere her X icin x, — L (S(C(y))) diir
(de Malafosse ve Rakocevic, 2007).
Ispat.

X — L (S (C (,u))) ile demek istenilen sey C; = C((n),s1) oldugundan

CiIC(uW)X — Le| € ¢ (4.2.3.4)

dir. Bu C(u)X — Le € w, demektir.

C(u)X —Le = C(u)(X — LA(u)e) oldugundan (4.2.3.4.) ten

C(u)(X — LA(uw)e) € w, a denk oldugu sonucu elde edilir. Lemma 4.2.3.3 ve
(4.2.3.3) ten C(u) € (14, wy) elde edilir. Boylece her X igin

X —LA(n)e = (xn — L(u, — ,un_l)),121 € l;olup C(W)(X — LA(w)e) € w, elde
edilir.

Bu yolla gdsterilebilir ki verilen y > 0 iginx;,, — L (S(C((nx)n21))) elde
edilir, yani her X icin Y. ,,|x, — L(n¥ — (n — 1)*)| < oo oldugunda her € > 0 igin

lim l|{k <n |- KX — L| > s}| = 0 olur.

nooon kX
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5. a.DERECEDEN  (4,4) —ISTATISTIKSEL  YAKINSAKLIK
a. DERECEDEN KUVVETLI (4,4) —-TOPLANABILIRLIK

VE

Bu bolimde 0 < a <1 igin a.dereceden (A, A) —istatistiksel yakinsaklik ve

a. dereceden kuvvetli (4, A) —toplanabilirlik gibi yeni kavramlar tanimlanmis ve bu

kavramlar arasindaki iliskiler incelenmistir.

Tanim 5.1.
AeN, A € (E,F) ve ae(0,1] olsun. I,, = [n — A, + 1,n] ve 1,,%, 1, nin
kuvveti yani ¢ = (1,%) = (1,% 1,%, 155, ..., 1,,%, ...) olmak lizere

1
limﬁl{kEIn: |[AX]k - Ll > S}l =0

n

ise X = (x;) dizisi L ye a. dereceden (4, A) —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu
yakimsakligi S¥(4,A) — limx;, = L veya x; - L(S*(,4)) ile ve a. dereceden
tim (4, A) —istatistiksel yakinsak dizilerin climlesini S*(4,A) ile gosterelim.
(A,) = (n) alinirsa S*(4, A) uzay1 S*(A) uzayina denk olur. (4,) = (n) ve A =
I ise S*(A, A) uzay1 S uzayma denk olur.

a.dereceden (A, A) —istatistiksel yakinsaklik 0<a <1 igin iyi
tanimlidir, ancak a > 1 igin iyi tamiml degildir. Bunu gérmek icin X = (xy)
dizisini, n = 1,2,3, ... i¢in

x_{s, k = 3n
k710, k #3n

seklinde tanimlayalim ve A = [ alahm. € > 0 ve a > 1 igin

[An]+1:O

1 .
llm%—al{keln: |[[AX], — 5| = €} < 111_1)‘{)10 31°

oldugundan S*(1,A) —limx;, = 5 ve

1 214, +1
lim s |(kel,: [[AX]; — 0] = £}] < lim 2l ¥ 1 _
A noeo 34,

oldugundan S*(4,A) — lim x;, = 0 dir. Boylece X = (x;) dizisi hem 5 e hem de
0 a a. dereceden (4, A) —istatistiksel yakinsaktir. Yani S*(4, A) — limx;,, = 5 ve

S%(1, A) — limx;, = 0 olup bu miimkiin degildir.

Teeorem 5.2.

S%(A, A) —yakinsak herhangi bir dizinin S*(4, A) —limiti tektir.
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Ispat.
Kabul edelim ki (x;) dizisinin L, ve L, gibi iki tane S*(4, A) —limiti var

ve L; # L, olsun. Ly, (x;) dizisinin S¥(4, A) —limiti ise

1
limﬁl{keln: [[AX] = L1l = €} =0

n

ve L,, (x;) dizisinin S*(4, A) —limiti ise

1
limﬁl{keln: [[AXT — L2l 2 €}l = 0

n

olur.
|Ly — Lp| = |Ly — Ly + [AX]x — [AX]k| < [[AX], — Lq| + |[[AX]) — L]

oldugundan I, = [n — A, + 1, n] olmak Uzere

1 1
[{kel,: |Ly = Lp| 2 €} < ——z [{kel,: [[AX]i — L[ = €}

P Ao

1
+F|{k€1n= [[AX], — Ly| = €}
n

yazabiliriz. Sag taraftaki iki ifade sifira gittiginden sol taraftaki ifade de sifira

gider. Bu da ancak L; = L, olmasi ile miimkiindyir.

Tamm 5.3.
a€(0,1,0<p <ocoved € (E F)olsun. £ > 0icin

1
lim _az I[AX], = LIP = 0
n—)ooln

k€l
ise (xp) dizisi L ye a.dereceden kuvvetli (V, 4, A) — yakinsaktir denir. (xy)
dizisi L ye a. dereceden kuwvvetli (V,A,A) —yakinsak ise bu yakinsakligi
Wp*(A,A) —limx, =L veya x;, - L (Wp“(/l,A)) seklinde gosteririz. L ye

a.dereceden kuvvetli (V, 1, A) — yakinsak dizilerin clmlesini Wp%*(4,A4) ile

gosterecegiz.

Teorem 5.4.

a € (0,1] olsun. Wp%(1,A) € S%(4, A) olup bu kapsama kesindir.
Ispat.

e > 0ve x;, > L(Wp*(2,4)) olsun. Bu durumda

21



D AT~ LIP = ePl{k € I |[AX]g — L = &)]

kElL,

olup

! k eI, |[AX Ll = < . AX L|?

Ik € b 14X = L1 2 )1 < 3oy > 114X~ L]
k€L,

dir. Sag tarafin n — oo i¢in limiti sifir oldugundan sol tarafin limiti de sifirdir.
Boylece x; — L(S%(4,4)) olur. Wp%(4,4) € S*(1,A) kapsamasinin
kesinligini A = (n) ve A = [ alarak gosterelim. X = (x;) dizisini de

{2, k = m?
X =

0 K = m? m=12,..

seklinde tanimlayalim. Her € > 0 ve% <a<1igin
1 Vn

/Ll_al{k € I,: |[AX]k —0| =€} < F =0

olup 2, - 0(5%(4,4)) dir.p = 1,0 < & < 7 igin

1 1y 2vn
T~ E [[AX]x —LIP =— 5 [[AX]| € —5 >
An ne & n

kel,
ve = Licin
a=i¢
n
1 2\n
n_aZ”AX]kl Sn_“_)z
k=1

olup x; » 0(Wp%(4, A)) elde edilir.

Teorem 5.5.
0<a<1velX=1(x),Y = (y) reel sayilarin dizileri olsun. S*(4, A)
uzay1 lineer uzaydir.
Ispat.
Ik olarak S%(4,A4) — limx;, = x4 Ve ¢ € C oldugunda
S%(4,A) — limcxy, = cxy oldugunu gosterelim. ¢ = 0 ise bu durum asikardur.

¢ # 0 olsun.

1 1
Fl{k € In: [[A(cx)]i — cxol = €}| = P

n n

{k € I: [[AX], — xo| = |€7|}|

yazabiliriz. Bu da S*(4, A) — lim cx;, = cx, demektir.
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Simdi de
S*(A,A) — limx;, = x, ve S*(4, A) — lim y, = y, olmasi durumunda

S*(A, A) — lim(x, + yi) = xg + yo oldugunu gosterelim.

1
Fl{k € In: [([AX] + [AY]i) — (xo + yo)| = €}

< e & b ttax = xol = | + e [{i € s 1av1 =301 = 3}

yazabiliriz. Bu ise S%(4,A4) — lim(x, + yx) = xo + yo demektir. Boylece S*(4,A)

lineer uzaydir.

Teorem 5.6.

0<a<pf<1icinS*W,A) —limx, =L ise S#(1,A) —limx, = L olup bu

durum en az bir @ < £ icin kesindir.
Ispat.

O<a<pB<1vee>0igin

1 1
A_ﬁl{k €Iy |[[AX], — L| = €} Sﬁl{k €l [[AX], = L| = €}

n n

yazabiliriz. Bdylece S*(1,A) — limx, = L ise S#(1, A) — limx;, = L elde edilir. Yani
S%(2,A) € SP(1,4) dir. Kapsamanm kesin oldugunu gostermek i¢in A = I alalim

ve X = (x;) dizisini

1 k = n2 ~
= {0 , diger durumda n=123, ..

seklinde tanimlayalim. Bu durumda S € (%, 1] icin X € SP(, 4),fakat a € (0, %] icin
X &S5%(A,A) dir.

Teorem 5.7.

S*(A,A) —limx, = x5, S*A,A) —limy, =y, olsun. [[AX],| =
A (X)) = |Xm=1 GkemXm| < M, (M > 0) ise S*(1, A) — lim x, y;, = x4y, dir.
Ispat.

Her ¢ > 0 igin
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1
.

[{k € L: [([AX],[AY 1) — (xoyo)| = €}l

1
=1 I{k € I,: |([AX][AY]x) — (x0¥0) + [AXTkyo — [AX ]k Yol = €}

1

s

[{k € I: [[AX]ic ([AY ] = yo) + Yo ([AX]i — x0)| = €}

< Ania|k € I [[AX], 1AV — 7o) = 5 +Ania|{k € In: [yo([AX) = x| = 5}

& &
fic e 1 1avle -yl 2 ST > i

A"

{k € L 1(1AX i = x0) = 7]

1
+—
I 2]yol

dir. Bu bize S*(4, A) — lim x v, = XY, oldugunu verir.

Teorem 5.8.

0 < a < 1olsun. S(4A) € S*(4, A) olmasi igin gerek ve yeter sart

a
lim inf—=— > 0
n—oo n

olmasidir.

Ispat.

R -
lim inf=~ > 0 olsun. £ > 0 i¢in

n—oo n
{k < n:|[AX], =Ll =€} 2 {k € I,:|[AX], — L| = ¢}

oldugundan
1 1
El{k < n|[AX]y — Ll =z e} = El{k € Iy |[AX]x — L| = €}

1,5 1
= Tﬁl{k € In: |[[AX], — L| = €}

n

yazabiliriz. Boylece S(A) € S*(4, A) olur.

(5.1)
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a

Tersine S(A) € S*(1,A) olsun. lim infi = oldugunu kabul edelim. Bu

n—-oo n

durumda % < }olacak sekilde bir (n(j));il alt dizisi bulabiliriz. A = I ve

X = (x,) dizisini
1, k € In(]) i
- =12, ..
Xt {0, aksi halde

seklinde tanimlayalim. X € S(A) fakat X € S(4,A) dir. Teorem 5.6 dan S*(4,A) <
S(A,A) oldugundan X & S%(A,A) elde edilir. Béylece (5.1) saglanr.

Teorem 5.9.

0<a<pB <1 vep pozitf reel sayisi i¢in Wp*(1,4) € WP (1,4) olup bu

kapsama en az bir a < S igin kesindir.
Ispat.

0<a<pB<1lvee>0igin

1 1
—5 D NAX] = LIP < 55 > |[AX], — LI?
A, An

kel kEl,

yazilabilir. Boylece Wp*(4,4) € WP[g (4, A) elde edilir. Kapsamanin bazi a ve f lar igin

kesin oldugunu gostermek i¢in X = (x;) dizisini

(1 , k = n2 ~
e = {0 , diger durumda ,n=123,..

seklinde tanimlayalim. § € (%, 1] icin X € WP (4, A) fakat a € (0, %] icin

X & Wp*(4,4) dir.

Teorem 5.10.

A u €A ve Vn € N igin A, < u, olsun. a ve B sayilar;,0 < a < 8 < 1 olacak

sekilde iki reel say1 olsun. Bu takdirde
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Y I
(i) 7111_1)’1010 inf=% >0 (5.2)

n

ise SB(u, A) € S%(4, A),
. . #_n —
(ii) 111_1)120 F 1 (5.3)

ise S(1,4) € SP(u, A) dur.
Ispat.
(i) Her n € N igin (5.2) saglansin. Vn € N i¢in A,, < u,, oldugundan
I,=[n—2A,+1,n]c], =[n—u,+ 1,n]olup, e > 0igin
{ke€ln: [[AX]x — LIz e} 2{k €I, : |[AX], —L| = &}

yazabiliriz. Buradan,

1 A% 1
— |tk €]+ [[AX] — L] 2 €} 2 —Zﬁl{k €I, : |[AX]x — L] = €}
I Uy "1

elde edilir. (5.2) kullanilirsa S# (u, A) € S*(4, A) olur.

(ii)) X = (xy) € S*(4, A) olsun ve (5.3) saglansin. Bu durumda
) 1
llml—al{k € In : I[AX]k —Ll = E}l =0

n

dir. I,, € J,, oldugundan &€ > 0 igin

1 1
Fl{k €Jn: |[AX] — LI = €} =F|{n—ﬂn+1<kﬁ n— Ay [[AX], — L| = €}
n n

1
+ 5 1k € I: |[AX], — L 2 &}

H
e 1
<P k€l s |[AX], — L = &)
7
s n

B

Un A 1

S(A—Z—A—Z>+Fl{k61n: |[AX]k_L| > e}
" n

n

IA

Fn 4 +l|{kel 2 |[AX], — L] = €}
7 L n s

n
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yazabiliriz. lim j—ﬁ =1veX = (x;) € S*(A, A) oldugundan S%(1, A) S SP(u, A) dur.

n

Teorem 5.10. dan asagidaki iki sonug elde edilir.
Sonug 5.11.
», U EA, @ € (0,1] olsun ve (5.2) saglansin. Bu durumda

(D) $“(wA) € S*(4, A),
(ii) S(u, A) € S%(4,A),
(iii) S(u, A) € S(4, A).

Sonug 5.12.
, U EA, a € (0,1] olsun ve (5.3) saglansin. Bu durumda

(D S*(1A4) € S 4),
(i) S“(14,4) € S(u, A),
(iii) S(1, A) € S(u, A).

Teorem 5.13.

A uEAve Yn € N igin A, < u, olsun. a ve B sayilar1 0 < a < f < 1 olacak

sekilde iki reel say1 olsun. Bu takdirde

(i) (5.2) saglanirsa WpP (u, 4) € Wp%(2, A),

(ii) (5.3) saglansin ve supy|A,(x)| < oo olsun. Bu durumda,
Wp®(4,4) © WpF (i, A) dr.
ispat.

(i) Hern € N i¢in I,, < J,, olsun ve (5.2) saglansin.

1 Z Z
S —L|P —L|P

Hn ket '“n " kel

oldugundan Wp? (1, A) < Wp*(2, A) elde edilir.
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(ii) (5.3) saglansin. supy|A,(x)| < oo oldugundan |[AX]; — L| < M olacak sekilde bir

M > 0 sayis1 vardir. X = (x;,) € Wp*(4, A) oldugundan,
lim = yeer, | [AX]i — LIP = 0 dur.
n—oo n

Her n € N i¢gin 1,, < u,, oldugundan

iZHAX]k—uP ﬁz [AXT, — LIP +— Y |[AX], — LP

B
Hn ey, Hn weém=r, 'un kely
Un —
s( )Mp+—Z|AX _LP
'“n '“n kel
B
-y 1
s(“" n)MP +—Z|[AX]R—L|1’
bl pl
n n kel
Un 1
<(=-1|MP+= ) |[AX], — L|?
pld A
n k€I,

olur. Boylece Wp%(1, 4) < WP (u, 4) dur.

Sonug 5.14.
A=Ay ve u = (up), Nde A, < u, olacak sekilde iki dizi olsun. @ € (0,1] igin

(5.2) saglanirsa,

(D) Wp (1, 4) < Wp*(2,4),
(i) Wp(u, A) < Wp* (2, 4),
(iii) Wp(u,A) < Wp(A,A).

Sonug 5.15.

A= (4,) veu = (u,), Ade A, < u, olacak sekilde iki dizi ve
supg|Ar(x)| < oo olsun. a € (0,1] icin (5.3) saglanirsa,

(D Wp*(2,4) « W (1, A),
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(il) WPa(AJ A) c WP (,U., A);
(iii) Wp(1,A) < Wp(u, A).
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