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1. GİRİŞ 

İstatistiksel yakınsaklık düşüncesi ilk kez Zygmund (1979) kendi monografisinin 

Varşova’da basılan ilk baskısında verildi. Daha sonra İstatistiksel yakınsaklık kavramını 

Fast (1951), Buck (1953) ve Schoenberg (1959) gibi araştırmacılar tarafından 

birbirlerinden bağımsız olarak tanımlamış ve Connor (1988), Fridy (1985) ve Salat (1980) 

tarafından çalışılmıştır. Son zamanlarda istatistiksel yakınsaklık Kolk (1991), Çolak ve 

Altın (2013), Et (2014), Et ve ark. (2013), Işık (2004), Işık ve Et (2015), Fridy ve Orhan 

(1993), Fridy (1993), Fridy ve Orhan (1997), Savaş (2013), Şengül ve Et (2014) ve daha 

birçok araştırmacı tarafından çalışıldı. Derece dahil edilerek, bir dizinin 𝛼. dereceden 

istatistiksel yakınsaklığı Gadjiev ve Orhan (2002) tarafından verildi. Daha sonra bir 

dizinin 𝛼. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirliği Çolak (2010) tarafından 

tanımlandı ve 𝛼. dereceden istatistiksel yakınsaklık ile birlikte çalışıldı. Ayrıca 

istatistiksel yakınsaklığın genelleştirilmiş bir hali olan λ-istatistiksel yakınsaklık Çolak 

(2011), 𝛼. dereceden λ-istatistiksel yakınsaklık Çolak ve Bektaş (2011) tarafından 

çalışıldı.  

Bu çalışmada 𝑙∞(𝑝) dizi uzayının Köthe-Toeplitz duali verilip 𝑋 ve 𝑌 iki dizi 

cümlesi için matris sınıfları tanımlanmış, bazı matris sınıflarıyla ilgili sonuçlar 

verilmiştir. 𝜆1 = 1 ve her 𝑛 için 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1 olmak üzere 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] 

aralığında tanımlı ve 𝜆, sonsuza giden pozitif sayıların kesin artan bir dizisi, 𝐴 da sonsuz 

bir matris olmak üzere bir dizinin 𝜆, 𝑁𝑞̅̅̅̅ −istatistiksel yakınsaklığı için gerekli şartlar 

verilmiştir. 𝐴, 𝐶(𝜇) operatör ve Cesáro operatör olması durumunda çeşitli sonuçlar elde 

edilmiştir. Ayrıca 0 < 𝛼 ≤ 1 için 𝛼. dereceden (𝜆, 𝐴) −istatistiksel yakınsaklık ve 

𝛼. dereceden kuvvetli (𝜆, 𝐴) −toplanabilirlik tanımlanmış ve bu uzaylar arasındaki 

ilişkiler incelenmiştir. 
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Tanım 2.1. 

 X ≠ Ø bir cümle ve 𝐾 reel veya komplex sayıların bir cismi olmak üzere 

+:𝑋 × 𝑋 → 𝑋  

  ∶ 𝐾 × 𝑋 → 𝑋   

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝑋 cümlesine 𝐾 cismi üzerinde bir vektör 

uzayı (lineer uzay) denir. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve her  𝜆 , 𝜇 ∈ 𝐾   için 

L1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥, 

L2) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧), 

L3) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için  𝑥 + 𝜃 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝜃 vardır, 

L4) Her bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = 𝜃 olacak şekilde bir (−𝑥) vardır, 

L5) 1. 𝑥 = 𝑥,  

L6) 𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦,  

L7) (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥,  

L8) 𝜆(𝜇𝑥) = (𝜆𝜇)𝑥 (Maddox, 1970). 

 

Tanım 2.2.  

 𝑋, 𝐾 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

‖ ∙ ‖: 𝑋 → ℝ  

         𝑥 → ‖𝑥‖  

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve (𝑋, ‖. ‖) ikilisine de 

bir normlu uzay denir. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

N1) ‖𝑥‖ ≥ 0,  

N2) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃,  

N3) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, 𝛼 ∈ 𝐾, 

N4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  

dir. Burada 𝐾 = ℝ alınırsa (𝑋, ‖. ‖) ikilisine reel normlu uzay denir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.3. 

 (𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛) de 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 

için ∀𝑛 > 𝑛0 iken ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀  olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) doğal sayısı varsa 𝑥 =

(𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e yakınsaktır denir. 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 e yakınsak ise lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 veya 𝑥𝑛 →
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𝑥 şeklinde yazılır (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.4. 

 (𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛) de 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀𝜀 > 0 

için ∀ 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 iken ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) doğal sayısı varsa 

𝑥 = (𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.5.  

 (𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya tam 

normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.6.  

 (𝑋, ‖. ‖) normlu uzay olsun. 𝑋 üzerinde sınırlı tüm lineer 

Fonksiyonellerin cümlesi 

‖𝑓‖ = sup
𝑥∈𝑋
𝑥≠0

|𝑓(𝑥)|

‖𝑥‖
= sup

𝑥∈𝑋
‖𝑥‖=1

|𝑓(𝑥)|                                                                                          (2.1) 

normu ile normlu uzay oluşturur. Bu uzaya 𝑋 in sürekli dual uzayı denir ve 𝑋′ ile gösterilir 

(Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.7.  

 Reel veya karmaşık terimli tüm dizilerin cümlesini 𝑤 ile gösterelim. 𝑥 = (𝑥𝑘), 

𝑦 = (𝑦𝑘) ve 𝛼 bir skaler olmak üzere, 𝑤  

𝑥 + 𝑦 = (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)  

𝛼𝑥 = (𝛼𝑥𝑘)                                                                                                                                (2.2)                                        

şeklinde tanımlanan işlemler altında bir lineer uzaydır. 𝑤 nin her alt lineer uzayına bir 

dizi uzayı denir (Goes ve Goes, 1970). 

 

Tanım 2.8. 

 Keyfi dizilerin bir cümlesi 𝑋 olsun. Sırasıyla adi ve mutlak Köthe-Toeplitz 

dualleri 

𝑋+ = {𝑎 ∈ 𝑤 ∶  ∑𝑎𝑘

∞

𝑘=1

𝑥𝑘  𝑦𝑎𝑘𝚤𝑛𝑠𝑎𝑘, ℎ𝑒𝑟 𝑥 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 }                                                   (2.3) 

ve 
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𝑋|+| = {𝑎 ∈ 𝑤 ∶  ∑|𝑎𝑘𝑥𝑘| < ∞,   ℎ𝑒𝑟 𝑥 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 

∞

𝑘=1

}                                                        (2.4) 

şeklinde tanımlanır (Malkowsky, 1989).  

 

Tanım 2.9. 

 (𝛵, 𝜏) lineer topolojiye sahip bir uzay olsun. Her bir 𝑖 ≥ 1 için 

𝑃𝑖(𝑥) = (𝑥𝑖) olarak tanımlanan 𝑃𝑖: 𝛵 → ℱ dönüşümleri sürekli ise 𝛵 dizi uzayına 

𝐾 −uzayı denir. 𝛵 bir 𝐾 −uzayı ve 𝑥 ∈ 𝛵 için 

𝑥(𝑛) =∑𝑥𝑖𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

→ 𝑥   (𝜏 𝑡𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑗𝑖𝑠𝑖𝑛𝑒 𝑔ö𝑟𝑒 )                                                                    (2.5) 

ise 𝑥 ∈ 𝛵, 𝐴𝐾 özelliğine sahiptir denir. Eğer her bir 𝑥 ∈ 𝛵, 𝐴𝐾 özelliğine sahip ise 𝛵 dizi 

uzayına 𝐴𝐾 −uzayı denir (Kamthan ve Gupta, 1981).  

 

Tanım 2.10. 

 𝑋 bir dizi uzayı olsun. 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝜏𝑘: 𝑋 → ℂ, 𝜏𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘,

(𝑘 = 1,2,3, … ) dönüşümleri sürekli ise 𝑋 e bir 𝐵𝐾 (Banach Coordinatewise)−uzayı denir 

(Goes ve Goes,1970).  

 

Tanım 2.11.  

 ℕ doğal sayılar cümlesinin 𝐴 alt cümlesinin doğal yoğunluğu, |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐴}| 

ifadesi 𝑛 den büyük olmayan 𝐴 ⊆ ℕ cümlesinin elemanlarının sayısını göstermek üzere 

𝛿(𝐴) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

1

𝑛
|{𝑘 ≤  𝑛 ∶  𝑘 ∈  𝐴}|                                                                                          (2.6) 

ile tanımlanır. ℕ doğal sayılar cümlesinin herhangi bir sonlu alt cümlesinin doğal 

yoğunluğunun sıfır olduğu açıktır ve 𝐴𝑐 = ℕ− 𝐴 olmak üzere 𝛿(𝐴𝑐) = 1 − 𝛿(𝐴) 

dır (Fridy, 1993). 

 Bir cümlenin doğal yoğunluğu daha kolay bir yolla şu şekilde bulunabilir. (𝑎𝑛) 

pozitif tamsayıların artan bir dizisi olsun. 𝐴 = {𝑎𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} olmak üzere 𝐴 ⊆ ℕ alt 

cümlesinin doğal yoğunluğu mevcut ise 

𝛿(𝐴) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛

𝑎𝑛
                                                                                                                           (2.7) 

dir (Niven ve ark., 1991).  
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 𝑥 = (𝑥𝑘), doğal yoğunluğu sıfır olan bir cümle hariç her 𝑘 için 𝑃 özelliğine 

sağlayacak şekilde olan bir dizi ise, 𝑥𝑘 “hemen hemen her 𝑘” için 𝑃 özelliğini sağlar 

deriz, ve bunu kısaca “h.h.k” şeklinde yazarız.  

 

Tanım 2.12.  

 Her 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶  |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0                                                                                    (2.8) 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa yani h.h.k için |𝑥𝑘 − 𝐿| < 𝜀 ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye 

istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durum da 𝑆 − lim𝑥𝑘 = 𝐿 yazılır. Eğer 𝐿 = 0 ise yani, 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≥ 𝜀}| = 0 ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel sıfır dizisidir denir. Tüm 

istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi 𝑆 ile ve tüm istatistiksel sıfır dizilerinin cümlesi 𝑆0 

ile gösterilir (Fridy, 1985). 

 Bilinen anlamda yakınsak olan diziler istatistiksel yakınsaktır. Fakat istatistiksel 

yakınsak olan diziler yakınsak olmak zorunda değildir.  

 

Tanım 2.13.  

Eğer her 𝜀 > 0 ve h.h.k için |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) doğal sayısı varsa 

𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985). 

 

Tanım 2.14.  

 𝐴, 𝐹 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.  

𝑖) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑥𝑦 ∈ 𝐴 

𝑖𝑖) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 için (𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑦𝑧) (Birleşme özelliği) 

𝑖𝑖𝑖) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 için 𝑥(𝑦 + 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 (Dağılma özelliği) 

𝑖𝑣) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 için 𝛼𝛽(𝑥𝑦) = (𝛼𝑥)(𝛽𝑦) 

özellikleri sağlanıyorsa 𝐴 ya cebir denir. Eğer 𝐴 cebiri bir Banach uzayı ve  

‖𝑥𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ şartını sağlıyorsa 𝐴 ya Banach cebiri veya 𝐵 −cebiri denir (Yosida, 

1980).  
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3. DİZİLERİN BAZI SINIFLARI ARASINDA MATRİS DÖNÜŞÜMLERİ 

 Bu bölümde 𝑙∞(𝑝) dizi uzayının Köthe-Toeplitz duali verilip 𝑋 ve 𝑌 iki dizi 

cümlesi için matris sınıfları tanımlanmıştır. Bazı matris sınıflarıyla ilgili sonuçlar 

verilmiştir. 

 𝑋 ve 𝑌 dizilerin cümlesi olsun. Her bir 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑋 ve 𝐴𝑥 = (𝐴𝑛𝑥) ∈ 𝑌 için 

𝐴𝑛𝑥 = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘𝑘  olmak üzere kompleks sayıların 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘 ) matris sınıflarını (𝑋, 𝑌) ile 

gösterelim. ∑𝑁
−1

𝑝𝑘⁄ < ∞ şartını sağlayan 𝑁 = 𝑁(𝑝) > 1 sayısı vardır ve bu 𝑝 = (𝑝𝑘) 

ların cümlesini Ԛ ile gösterelim. 

|𝑧| < 1  olmak üzere ∑𝐴𝑛 𝑧
𝑛 serisi z karmaşık sayısına yakınsasın. s kümesi,  ∑𝐴𝑛 𝑧

𝑛 

serisi z karmaşık sayısına yakınsayacak şekilde olan tüm 𝐴 = (𝐴𝑛) karmaşık dizilerin 

uzayını göstersin (Tripathy, 1995).  

 Bu çalışma boyunca 𝑤, 𝑙∞, 𝑐0, 𝑆0 sırasıyla bütün dizi uzaylarını, sınırlı dizi 

uzayını, sıfıra yakınsak dizi uzayını ve istatistiksel sıfır dizilerinin uzayını 

göstermektedir. 𝑒𝑘, 𝑘. terimi 1 ve diğer terimleri sıfır olan diziyi göstermektedir.  

 𝑝 = (𝑝𝑘) kesin pozitif sayıların bir dizisi için  

𝑙∞(𝑝) = {(𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶  sup
𝑘
|𝑥𝑘|

𝑝𝑘 < ∞}  

dizi uzayının Köthe-Toeplitz duali  

𝑀∞ ( 𝑝) =  ⋂ {(𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶  ∑|𝑥𝑘|𝑁
1
𝑝𝑘⁄

𝑘

< ∞}

𝑁>1

 

dur.  

 

Lemma 3.1.  

𝑆 ∩ 𝑙∞ , 𝑙∞ un kapalı lineer alt uzayıdır (Salat,1980).  

 

Lemma 3.2.  

𝑠𝑢𝑝𝑛,𝑘|𝑎𝑛𝑘| < ∞ olsun. ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑘 , 𝑛 ye göre düzgün yakınsak, her 𝑛 ∈ ℕ için  
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𝑥𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑘  ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑎𝑘 = 𝑆 − lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑘 limiti mevcut ise 𝑆 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 vardır ve 

bu limit ∑𝑎𝑘 ya eşittir (Tripathy, 1995).  

İspat. 

 Açıktır ki 𝑘 ∈ ℕ için 𝑥 = {𝑥𝑛}, 𝑎
(𝑘) = {𝑎𝑛𝑘}𝑛∈ℕ, 𝑙∞ un elemanıdır ve supremum 

normuna göre  ∑ 𝑎(𝑘)𝑚
𝑘=1 → 𝑥 olup Lemma 3.1 den 𝑥 ∈ 𝑆 dir. {∑ 𝑎(k)m

k=1 }
m∈ℕ

 dizisi 𝑆 ∩

𝑙∞ da Cauchy dizisi olduğundan ve her bir 𝑚 ∈ ℕ için ∑ 𝑎(𝑘)𝑚
𝑘=1  toplamı, ∑ 𝑎𝑘

𝑚
𝑘=1  

toplamına istatistiksel yakınsak olduğundan Salat (1980) ın Teorem 2.1 de kullandığı 

ispat metodu kullanılarak 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑎𝑘
𝑚
𝑘=1  = ∑ 𝑎𝑘𝑘  limitinin varlığı gösterilebilir, buradan 

𝑆 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ∑ 𝑎𝑘𝑘  dır. Bu lemmanın ispatını tamamlar.  

 

Lemma 3.3. 

 Her 𝑘 için 𝑝𝑘 > 0 olsun. Bu durumda 𝐴 ∈ (𝑀∞(𝑝), 𝑙∞) olması için gerek ve yeter 

koşul 𝐵 > 1 bir tam sayı olmak üzere 

𝐷 = 𝑠𝑢𝑝
𝑛,𝑘
|𝑎𝑛𝑘| 𝐵

−1
𝑝𝑘⁄ < ∞                                                                                      (3.1) 

olmasıdır (Pehlivan, 1991). 

  

Lemma 3.4.  

 𝑝 = (𝑝𝑘) ∈ Q olsun. 𝐴 ∈ (𝑀∞(𝑝), 𝑙∞) olması için gerek ve yeter koşul  

𝐶 = 𝑠𝑢𝑝
𝑛,𝑘
|𝑎𝑛𝑘|

𝑝𝑘 < ∞                                                                                              (3.2) 

olmasıdır (Pehlivan, 1991).  

 

Lemma 3.5. 

 𝐴 ∈ (𝑠, 𝑙∞) olması için gerek ve yeter koşul 0 < 𝑟 < 1 olacak şekilde 𝑟 sayısı ve 

𝑡 sayısı vardır öyle ki 𝑛, 𝑘 = 1,2. .. için 

|𝑎𝑛𝑘| ≤ 𝑡𝑟𝑘                                                                                                                 (3.3) 

dır (Tonne, 1972). 

 

Teorem 3.6. 

 Her 𝑘 için 𝑝𝑘 > 0 olsun. 𝐴 ∈ (𝑀∞(𝑝), 𝑆 ∩ 𝑙∞) olması için gerek ve yeter şart (3.1) 

denkleminin ve her 𝑘 ∈ ℕ için  

𝑎𝑘 = 𝑆 − lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑘                                                                                                  (3.4) 
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eşitliğinin sağlanmasıdır (Tripathy, 1995).  

İspat. 

 (𝑀∞(𝑝), 𝑆 ∩ 𝑙∞) ⊂ (𝑀∞(𝑝), 𝑙∞) olduğundan Lemma 3.3 ten  

(3.1) denkleminin gerekliliği sağlanır. (𝑒𝑘) dizisini düşünürsek (3.4) denkleminin 

gerekliliği de sağlanır. Yeterlilik için Lemma 3.1 ve (3.4) denkleminden 𝑚 → ∞ için 

∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘𝑘≥𝑚 → 0 yakınsaklığının 𝑛 ye göre düzgün olduğunu göstermek yeterlidir.  

 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑀∞(𝑝) olduğundan 𝑚 → ∞ için  

|∑ 𝑎𝑛𝑘 𝑥𝑘

∞

𝑘=𝑚

|  ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑛,𝑘
|𝑎𝑛𝑘| 𝐵

−1
𝑝𝑘⁄ ∑|𝑥𝑘|

𝑘≥𝑚

𝐵
1
𝑝𝑘⁄ → 0, 𝑛  ye göre düzgündür.  

Lemma 3.2 den teorem ispatlanır.  

 

Sonuç 3.7.  

 𝐴 ∈ (𝑀∞(𝑝), 𝑆0 ∩ 𝑙∞) olması için gerek ve yeter şart 𝑎𝑘 = 0 ile (3.1) ve (3.4) 

denklemlerinin sağlanmasıdır (Tripathy, 1995).  

Şimdi Lemma 3.4 ve Teorem 3.6 dan elde edilen aşağıdaki sonucu verelim.  

 

Sonuç 3.8.  

 𝑝 = (𝑝𝑘) ∈ Q olsun. 𝐴 ∈ (𝑀∞(𝑝), 𝑆 ∩ 𝑙∞) olması için gerek ve yeter şart (3.2) ve 

(3.4) denklemlerinin sağlanmasıdır (Tripathy, 1995).  

 

Teorem 3.9.  

 𝐴 ∈ (𝑠, 𝑆 ∩ 𝑙∞) olması için gerek ve yeter şart (3.3) ve (3.4) denklemlerinin 

sağlanmasıdır (Tripathy, 1995).  

İspat.  

 (𝑠, 𝑆 ∩ 𝑙∞) ⊂ (𝑠, 𝑙∞) olduğundan Lemma 3.5 ten (3.3) denkleminin gerekliliği 

sağlanır. (𝑒𝑘) dizisini düşünürsek (3.4) denkleminin gerekliliği de sağlanır. Yeterlilik için 

Lemma 3.1 den ve  (3.4) denkleminden 𝑚 → ∞ için  ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘
∞
𝑘=𝑚  → 0 yakınsaklığının 

𝑛 ye göre düzgün olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑠 ve 0 < 𝑟 < 1 için 

∑𝑥𝑘 𝑡𝑟
𝑘 = 𝑡∑𝑥𝑘 𝑟

𝑘  yakınsaktır. 

 Bu da ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘
∞
𝑘=𝑚  → 0 ın 𝑛 ye göre düzgün, (3.3) denkleminden  ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘 nın 

mutlak yakınsak olması demektir.  

Sonuç 3.10.  

 𝐴 ∈ (𝑠, 𝑆0 ∩ 𝑙∞) olması için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑘 = 0 şartı ile (3.3) ve (3.4) 
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denklemlerinin sağlanmasıdır (Tripathy, 1995).   
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4. MATRİS DÖNÜŞÜMLERİ VE İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

Bu bölümde bir dizinin 𝜆, 𝑁𝑞̅̅̅̅ −istatistiksel yakınsaklığı için şartlar verilmiştir. 

𝐴, 𝐶(𝜇) operatörü ve Cesáro operatörü olması durumunda çeşitli sonuçlar elde edilmiştir.   

Her 𝑛 için 𝜆1 = 1 ve 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1 olmak üzere 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] aralığında tanımlı 

ve sonsuza giden pozitif sayıların kesin artan bir dizisi 𝜆 olsun, 𝐴 da sonsuz bir matris 

olsun. Her 𝜀 > 0 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ ɛ}| = 0 ise (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye 𝜆, 

𝐴 −istatistiksel yakınsaktır. (𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) Banach cebiri kullanılarak 𝜆 dizisinin  

𝐴−1 −istatistiksel yakınsak olması için yeterli şartlar elde edilecektir (de Malafosse ve 

Rakocevic, 2007).  

 𝐴 = (𝑎𝑛𝑚)𝑛,𝑚≥1 sonsuz matrisi verilsin. 𝑛 ≥ 1 ve 𝑋 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 dizisi için  

𝐴𝑛(𝑋) = ∑ 𝑎𝑛𝑚𝑥𝑚

∞

𝑚=1

                                                                                                              (4.1) 

şeklinde 𝐴𝑛 operatörlerini tanımlayalım. Böylece 𝐵 = (𝑏𝑛)𝑛≥1 kolon matrisi ve 𝑋 

bilinmeyen olmak üzere  

𝐴𝑛(𝑋) = 𝑏𝑛,     𝑛 = 1,2, …,                                                                                                     (4.2) 

sonsuz lineer sistemi çalışmalarımızda bize yol gösterecektir.  

 (4.2) sistemi 𝐴𝑋 = (𝐴𝑛(𝑋))𝑛≥1 olmak üzere 𝐴𝑋 = 𝐵 şeklinde yazılabilir. Bu 

durumda  𝐴 yı bir dizi uzayından başka bir dizi uzayına tanımlı bir operatör olarak 

düşünebiliriz.  

𝐸 ve 𝐹, 𝑤 nin alt kümeleri olmak üzere 𝐸 den 𝐹 ye tanımlı 𝐴 = (𝑎𝑛𝑚)𝑛,𝑚≥1 matris 

dönüşümlerinin cümlesini (𝐸, 𝐹) ile göstereceğiz.  

Her 𝑋 ∈ 𝐸 için 𝑃𝑛𝑋 = 𝑥𝑛 in her bir iz düşümü sürekli ise kompleks dizilerin 𝐸 Banach 

uzayı ‖ ‖𝐸 normu ile bir 𝐵𝐾 uzayıdır. Her 𝐵 = (𝑏𝑛)𝑛≥1 ∈ 𝐸 için                                                      

𝐵 = ∑ 𝑏𝑚𝑒𝑚

∞

𝑚=1

, (𝑒𝑛 = (0,… ,1, … )) 

yani 

‖ ∑ 𝑏𝑚𝑒𝑚

∞

𝑚=𝑁+1

‖

𝐸

→ 0       (𝑛 → ∞) 

oluyorsa 𝐵𝐾 uzayı 𝐸, 𝐴𝐾 özelliğine sahiptir denir. Verilen 𝐹 ⊂ 𝑤 dizi uzayı ve bir 𝐴 

matrisi için 𝐹(𝐴) kümesini 𝐹(𝐴) = {𝑋 ∈ 𝑠: 𝐴𝑋 ∈ 𝐹} olarak tanımlayalım.  

 Her 𝑛 için 𝜆𝑛 ≠ 0 ile verilen bir 𝜆 dizisi için 𝐶(𝜆) ve ∆(𝜆) operatörlerini sırasıyla 
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aşağıdaki matrisler ile temsil edeceğiz.  

 

𝑐𝑛𝑚 = {

1

λ𝑛
,           𝑚 ≤ 𝑛 𝑖𝑠𝑒 

0 ,   𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎 

 

 

𝑐𝑛𝑚́ = {
𝜆 𝑛 ,                        𝑚 = 𝑛      𝑖𝑠𝑒  

−𝜆 𝑛−1 ,    𝑚 = 𝑛 − 1 𝑣𝑒 𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒 
0,                  𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎          

 

 

𝑒 = (1, 1, … ) gösterimini kullanarak ∆ = ∆(𝑒) ve ∑ = 𝐶(𝑒) şeklinde ifade edebiliriz. 

 

4.1. Banach Cebiri (𝝎𝟎(𝝀),𝝎𝟎(𝝀)) 

 Her 𝑛 için 𝑢𝑛 > 0 olmak üzere tüm 𝑢 dizilerinin kümesini 𝑈+ ile gösterelim. 𝜆 ∈

𝑈+ için 𝜔0(𝜆) ve 𝜔∞(𝜆) kümeleri,  

 

𝜔0(𝜆)  = {𝑋 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ 𝑠 ∶ 𝐶(𝜆) |𝑋| ∈ 𝑐0 } 

yani 

𝜔0(𝜆) = {𝑋 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ 𝑠 ∶ lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
 ∑|𝑥𝑘| = 0

𝑛

𝑘=1

} 

ve   

𝜔∞(𝜆) = {𝑋 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ 𝑠 ∶ 𝐶(𝜆) |𝑋| ∈  𝑙∞ } 

şeklinde tanımlayalım.  

 Her 𝑛 için 𝜆𝑛 = 𝑛 olduğu zaman 𝜔0(𝜆) = 𝜔0 ve 𝜔∞(𝜆) = 𝜔∞ dır. Hatırlatalım 

ki dizilerin Banach uzayı 𝐸, ℒ: 𝐸 → 𝐸 sınırlı lineer operatörlerin 𝐵(𝐸) cümlesi ile 

ilişkilendirilebilir. Aynı zamanda 𝐵(𝐸) 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤 ‖ℒ‖ = sup
𝑋≠0

(‖ℒ(𝑋)‖𝐸 ‖𝑋‖𝐸⁄ ) 

normu ile Banach cebiridir. Özel olarak E =𝜔0(𝜆) alırsak  

‖𝑋‖𝜔∞(𝜆) = ‖𝐶(𝜆) |𝑋|‖ 𝑙∞    

                   = 𝑠𝑢𝑝
𝑛
(
1

𝜆𝑛
∑|𝑥𝑘|

𝑛

𝑘=1

)                                                                                          (4.1.1) 

elde ederiz (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).  
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Lemma 4.1.1. 

 𝜆, sonsuza giden reel sayıların kesin artan bir dizisi olsun.   

𝐵(𝜔0(𝜆)) = (𝜔0(𝜆), 𝜔0(𝜆)) ve ‖𝐴‖(𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) = sup
𝑋≠0

(
‖𝐴𝑋‖𝜔∞(𝜆)

‖𝑋‖𝜔∞(𝜆)
) dır (de Malafosse ve 

Rakocevic, 2007).  

İspat. 

 Malkowsky (1995)  tarafından 𝜆 sonsuza yakınsayan reel sayıların kesin artan bir 

dizisi ise 𝜔0(𝜆) ve 𝜔∞(𝜆),  𝐵𝐾-uzayları olduğu ve 𝜔0(𝜆), (4.1.1) de tanımlanan  

‖𝑋‖𝜔∞(λ) normuna göre 𝐴𝐾 özelliğine sahip olduğu kanıtlandı. 

 𝜔0(𝜆) Banach uzayı olduğundan bütün sınırlı ℒ: 𝜔0(𝜆) → 𝜔0(𝜆) operatörlerin 

𝐵(𝜔0(𝜆)) kümesi ‖ℒ‖(𝜔0(λ),𝜔0(λ) ) = sup
𝑋≠0

(
‖ℒ(𝑋)‖𝜔∞(λ) 

‖𝑋‖𝜔∞(λ) 
) normu ile Banach cebiridir.  

 Ayrıca 𝐵𝐾 uzayları arasındaki bir matris dönüşümü süreklidir. Bu 

(𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) ⊂ 𝐵(𝜔0(𝜆)) olması demektir. 𝐸 ve 𝐹, 𝐵𝐾 uzayları ve 𝐸, 𝐴𝐾 özelliğine 

sahip ise (𝐸, 𝐹) ⊂ 𝐵(𝐸, 𝐹) dir. 𝜔0(𝜆), 𝐴𝐾 özelliğine sahip bir 𝐵𝐾 uzayı olup 

𝐵(𝜔0(𝜆)) ⊂ (𝜔0(𝜆), 𝜔0(𝜆)) dır. Böylece 𝐵(𝜔0(𝜆)) = (𝜔0(𝜆), 𝜔0(𝜆)) olur.  

Bundan sonra vereceğimiz sonuçlarda 𝜆 ∈ 𝑈+ dizisinin sonsuza giden kesin artan bir dizi 

olduğunu varsayacağız. 

 

4.2. İstatistiksel Yakınsaklık ve Sonsuz Matrisin Tersi 

  

4.2.1. 𝝀, 𝑨−𝟏 −İstatistiksel Yakınsama  

Bu kısımda istatistiksel yakınsaklık kavramı genelleştirilmiş ve 𝜆, 𝐴 −istatistiksel 

yakınsaklık ve (𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) Banach cebirinde 𝐴 nın tersini kullanılarak 𝜆, 

𝐴−1 −istatistiksel yakınsak bir diziye sahip olmak için gerekli şartlar elde edilmiştir. Bu 

şartlar 𝜆, 𝑁𝑞̅̅̅̅  ve 𝜆, 𝐶(𝜇) − istatistiksel yakınsaklığa uygulanmıştır. İstatistiksel 

yakınsaklık kavramı Steinhaus (1951) tarafından verilmiştir. Fast (1951), Fridy (1985), 

Fridy ve Orhan (1993), Fridy ve Orhan (1993) ve Fridy ve Orhan (1997) gibi birçok yazar 

tarafından da çalışılmıştır. 𝜆 = (𝜆𝑛)𝑛≥1 dizisini 𝑛 = 1,2, … için 

𝜆1 = 1 ve 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1                                                                                      (4.2.1.1) 

şartlarını sağlayan bir dizi olarak alacağız. 𝑛 = 1,2, … için 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] ve 𝑋 =

(𝑥𝑛)𝑛≥1 olmak üzere 𝜆 dizisi için genelleştirilmiş Vallee-Poussin ortalaması  

𝑡𝑛(𝑋) =
1

 λ𝑛
∑ 𝑥𝑘𝑘𝜖𝐼𝑛  şeklinde tanımlanır.  
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𝜆, (4.2.1.1) i sağlasın 𝐿 ∈ ℂ ve 𝐴 ∈ (𝐸, 𝐹) olsun. 𝜀 > 0 için  

𝐼𝜀(𝐴) = {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 : |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} diyelim. (burada 𝑘 ≥ 1 için [𝐴𝑋]𝑘 = 𝐴𝑘(𝑋) =

∑ 𝑎𝑘𝑚𝑥𝑚
∞
𝑚=1  serisinin yakınsak olduğunu kabul ediyoruz). 

 Her 𝜀 > 0 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆 𝑛
|𝐼𝜀(𝐴)| = 0 ise 𝑋 =  (𝑥𝑛)𝑛≥1 dizisi 𝐿 ye 𝜆, 𝐴 −istatistiksel 

yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆λ (𝐴)) olarak gösterilir. Her 𝑛 için λ 𝑛 = 𝑛 ise 

𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆(𝐴)) olur ve 𝐴 = 𝐼 için 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆(𝐼)) olur ki bu da 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆) anlamına gelir. 

Aşağıda 𝑒 ∈ 𝑠(𝐴) olduğunu kabul edeceğiz ve 𝐿𝐴𝑒 = (𝑙𝑛)𝑛≥1 alacağız.  

 Her 𝑛 ≥ 1 için ∑ 𝑎𝑛𝑚
∞
𝑚=1  serisi yakınsak ve  𝐿 ∈ ℂ için 𝑙𝑛 = 𝐿∑ 𝑎𝑛𝑚

∞
𝑚=1  dır. 

 Her 𝑛 için 𝛿𝑛𝑛 = 1 ve 𝑚 ≠ 𝑛 ise 𝛿𝑛𝑚 = 0 olması durumunda diagonal matris 

(𝛼𝑛𝛿𝑛𝑚)𝑛,𝑚≥1 için 𝐷𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑈
+ yazarız. 𝑤 nin 𝐸 alt kümesi için 

𝐷𝛼𝐸 =  {𝑋 =  (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ 𝑠 ∶ (
𝑥𝑛

𝛼𝑛
)
𝑛≥1

∈ 𝐸} kümesini tanımlayalım. Buna göre 

𝐷𝛼𝜔0(λ) =  {𝑋 ∈ 𝑠: sup
𝑛
(
1

λ 𝑛
∑

|𝑥𝑘|

𝛼𝑘

𝑛
𝑘=1 ) < ∞} yazabiliriz (de Malafosse ve Rakocevic, 

2007).  

 

Teorem 4.2.1.1. 

 λ ∈ 𝑈+ olsun ve λ, (4.2.1.1.) şartını sağlasın. 𝐷𝛼𝐴 ∈ (𝜔0(𝜆 ), 𝜔0(𝜆 )) ve  

‖𝐼 − 𝐷𝛼𝐴‖(𝜔0(𝜆 ),𝜔0(𝜆 )) < 1                                                                                          (4.2.1.2) 

olacak şekilde 𝛼 ∈ 𝑈+ olduğunu kabul edelim. Bu takdirde  

(i) 𝐴 nın tersi var ve 𝐴−1 ∈ (𝐷1
𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ), 𝜔0(𝜆 )) , 

(ii) 𝐴−1(𝐴𝑒) = 𝑒 ise verilen  𝐿 ∈ ℂ ve her 𝑋 için 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆 (𝐴
−1)) olmak üzere  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆 𝑛
∑|𝑥𝑘 − 𝑙𝑘|

𝑛

𝑘=1

𝛼𝑘 = 0 

dır (de Malafosse ve Rakocevic, 2007). 

İspat.  

(i) 𝜔0(λ ), 𝐴𝐾 özelliğine sahip 𝐵𝐾 uzayı olduğundan 𝐵(𝜔0(𝜆)) = (𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) olur.  

𝐷𝛼𝐴 ∈ (𝜔0(𝜆 ), 𝜔0(𝜆 )) ve (4.2.1.2) koşullarından (𝐷𝛼𝐴)
−1 = 𝐴−1 𝐷1

𝛼⁄
∈

(𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) ve  

𝐴−1 ∈ (𝐷1
𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ), 𝜔0(𝜆 ))                                                                                 (4.2.1.3) 

elde edilir.  
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(ii) Her 𝑋 ∈ 𝐿𝐴𝑒 + 𝐷1
𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ) için 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝜆 𝑛
∑ |[𝐴−1𝑋]𝑘 − 𝐿|
𝑛
𝑘=1 = 0 olduğunu 

göstermeliyiz.  

𝐴−1(𝐴𝑒) = 𝑒 olduğundan  

𝐴−1(𝑋 − 𝐴𝐿𝑒) = 𝐴−1𝑋 − 𝐴−1(𝐴𝐿𝑒) = 𝐴−1𝑋 − 𝐿𝑒                                            (4.2.1.4) 

elde edilir. Böylece 𝐶(𝜆)|𝐴−1𝑋 − 𝐿𝑒| = 𝐶(𝜆)|𝐴−1(𝑋 − 𝐴𝐿𝑒)| dir. Her 𝑋 ∈ 𝐿𝐴𝑒 +

𝐷1
𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ) için 𝑌 = 𝑋 −  𝐿𝐴𝑒 ∈ 𝐷1

𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ) elde edilir ve (4.2.1.3) den  

𝐴−1𝑌 ∈ 𝜔0(𝜆 ) dır. Yani her 𝑋 ∈ 𝐿𝐴𝑒 + 𝐷1
𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ) için 𝐶(𝜆)|𝐴−1(𝑋 − 𝐴𝐿𝑒)| ∈ 𝑐0 dır.  

(4.2.1.4) kullanılarak ve 𝐼𝑛 ⊂ [1, 𝑛] olduğundan  

[𝐶(𝜆)|𝐴−1(𝑋 − 𝐴𝐿𝑒)|]𝑛 = 
1

𝜆 𝑛
∑|[𝐴−1(𝑋 − 𝐴𝐿𝑒)]𝑘|

𝑛

𝑘=1

 

                                              =
1

𝜆 𝑛
∑|[𝐴−1𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑛

𝑘=1

 

                                              ≥
1

𝜆 𝑛
∑ |[𝐴−1𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝜀(𝐴−1)

 

                                              ≥
𝜀

𝜆 𝑛
|𝐼𝜀(𝐴

−1)| 

elde edilir.  

 Böylece her 𝑋 ∈ 𝐿𝐴𝑒 + 𝐷1
𝛼⁄
𝜔0(𝜆 ) için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 𝜆 𝑛
⁄ )∑ |𝑥𝑘 − 𝑙𝑘|𝛼𝑘

𝑛
𝑘=1 = 0 olup 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆 (𝐴)) olur.  

 

4.2.2. Ağırlıklı Ortalamanın Matrise ve 𝐂(𝛍) Matrisine Uygulanması 

Bu bölümde önceki sonuçlar kullanılmıştır. 𝑞 ∈ 𝑈+ için 𝑁𝑞̅̅̅̅  ağırlıklı ortalamaların 

matrisi ve 𝑚 ≤ 𝑛 için [𝑁𝑞̅̅̅̅  ]𝑛𝑚 =
𝑞𝑚

𝑄𝑛
⁄  olmak üzere  𝑄𝑛 = ∑ 𝑞𝑚

𝑛
𝑚=1  ve aksi halde 

[𝑁𝑞̅̅̅̅  ]𝑛𝑚 = 0 olması durumunda 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑆𝜆 (𝑁𝑞̅̅̅̅  )) yi elde etmek için bazı şartlar 

verilmiştir. 𝐴, 𝐶(𝜇) operatörü ve Cesáro operatörü olması durumunda benzer problemler 

araştırılmıştır.  
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4.2.2.1. 𝛌, 𝐍𝐪̅̅̅̅ −İstatistiksel Yakınsaklık  

𝛷 ⊂ 𝑠 alt vektör uzayı verilsin. 𝐿 ∈ ℂ ve 𝑌 ∈ 𝛷 için 𝑋 = 𝐿𝑒 + 𝑌 şeklindeki bütün 

dizilerin cümlesini 𝐿 + 𝛷 ile göstereceğiz.  

 

Sonuç 4.2.2.1.1. 

 𝜆, (4.2.1.1) şartını sağlasın. Farz edelim ki  

lım̅̅ ̅̅
𝑛→∞

𝑄𝑛−1

𝑄𝑛
< 1                                                                                     (4.2.2.1.1) 

olsun.  

 Bu taktirde 𝑋 ∈ 𝐿 + 𝐷𝑄
𝑞⁄
𝜔0(𝜆 ) ve 𝜀 > 0 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆 𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 : |𝑁𝑞̅̅̅̅ 𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 dır (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).  

İspat.  

 𝐴 basit bir kolon matrisi olmak üzere Teorem 4.2.1.1 i uygulayacağız. İlk 

olarak 𝑁′ = 𝑁̅𝑞
−1
=  (𝐷1

𝑄⁄
∑𝐷𝑞)

−1

= 𝐷1
𝑞⁄
∆𝐷𝑄 alalım. 𝑁′

𝑛𝑚, 𝑚 = 𝑛 için 

𝑁′
𝑛𝑛 = 

𝑄𝑛

𝑞𝑛
 ,  𝑁′

𝑛,𝑛−1 = −
𝑄𝑛−1

𝑞𝑛
  ve 𝑚 ≠ 𝑛 için 

𝑁′
𝑛𝑚 = 0 olarak tanımlansın. 

 Şimdi 𝑗 ≥ 1 tam sayıları için 𝑁′(𝑗) = (
[𝑁(𝑗)]

−1
                 0

                1 
0                      

) olsun. Burada 𝑗, 

𝑁′ nün ilk satırlarının ve kolonlarının elemanları olup 𝑁(𝑗) sonlu matristir. 𝑁(𝑗) 

üçgensel olduğundan bu matrisin tersi vardır.  

 

𝑎𝑛𝑚 =   

{
 
 
 

 
 
 
         1 ,                      𝑚 = 𝑛 ≤ 𝑗     𝑖ç𝑖𝑛                      

𝑄𝑛
𝑞𝑛
  ,                 𝑚 = 𝑛 ≥ 𝑗 + 1 𝑖ç𝑖𝑛          

 

−
𝑄𝑛−1
𝑞𝑛

 ,            𝑚 = 𝑛 − 1 𝑣𝑒 𝑛 ≥ 𝑗 + 1 𝑖ç𝑖𝑛

0   ,                𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎        
 

 

için 𝑁′(𝑗)𝑁′ = (𝑎𝑛𝑚)𝑛,𝑚≥1 olur. Verilen 𝑋 ∈ 𝜔0(𝜆 ) için 𝜌𝑛 =
𝑄𝑛−1

𝑄𝑛
 ve 

𝑀 = 𝐼 − 𝐷(1 𝑎𝑛𝑛⁄ )𝑛𝑁
′(𝑗)𝑁′ alınarak tüm 𝑛 ≤ 𝑗 için 𝑀𝑛(𝑋) = 0 ve 𝑛 ≥ 𝑗 + 1 için 

𝑀𝑛(𝑋) = 𝜌𝑛𝑥𝑛−1 elde edilir.  
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 Şimdi 𝐾𝑗 =  sup
𝑛≥𝑗+1

(
 λ𝑛−1

 λ𝑛
) sup
𝑘≥𝑗+1

𝜌𝑘−1 diyelim ve gösterelim ki (4.2.2.1.1) 

sağlanıyorken yeterince büyük 𝑗 için 𝐾𝑗 < 1 dir. Bunun için 𝜀 > 0 olsun ve 

(4.2.2.1.1) den lım̅̅ ̅̅
𝑛→∞

𝜌𝑛 = 𝑙 < 1 olur.  

 Bu durumda 𝑠𝑢𝑝
𝑛≥𝑗1

𝜌𝑛 < 𝑙 + 𝜀 olacak şekilde 𝑗1 tam sayısı vardır. Kolay bir 

şekilde gösterilebilir ki 𝜆, (4.2.1.1) i sağladığından ve sonsuza giden pozitif tam 

sayıların kesin artan bir dizisi olduğundan lım̅̅ ̅̅
𝑛→∞

𝜆𝑛−1

𝜆𝑛
= 1 dir. 𝑠𝑢𝑝

𝑛≥𝑗2

(
 𝜆𝑛−1

 𝜆𝑛
) < 1 + 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑗2 tam sayısı da vardır. 𝑙 < 1 olduğundan yeterince küçük 𝜀 

alınarak 𝑗 = 𝑠𝑢𝑝(𝑗1, 𝑗2) için  

𝐾𝑗 ≤ (𝑙 + 𝜀)(1 + 𝜀) = 𝑙 + 𝜀(𝑙 + 1 + 𝜀) < 1 olur. Böylece  

𝜎𝑗 = 𝑠𝑢𝑝
𝑛≥𝑗+1

[( 𝑠𝑢𝑝
𝑗≤𝑘≤𝑛

𝜌𝑘) 
 𝜆𝑛−1
 𝜆𝑛

]  ≤ 𝐾𝑗 < 1                                                  (4.2.2.1.2) 

olup 

 ‖𝑀𝑋‖𝜔∞(λ )   =  𝑠𝑢𝑝
𝑛≥𝑗+1

(
1

𝜆𝑛
∑ 𝜌𝑘−1

𝑛

𝑘=𝑗+1

|𝑥𝑘−1|) 

                            ≤ 𝜎𝑗𝑠𝑢𝑝
𝑛≥𝑗

(
1

𝜆𝑛−1
∑|𝑥𝑘|

𝑛−1

𝑘=𝑗

) 

                            ≤ 𝐾𝑗‖𝑋‖𝜔∞(λ )  

olur ve (4.2.2.1.2) kullanılarak ‖𝑀‖(𝜔0(λ),𝜔0(λ)) ≤ 𝐾𝑗 < 1 elde edilir. 𝑛 → ∞ için 

𝑄𝑛−1

𝑄𝑛
= 1 −

𝑞𝑛

𝑄𝑛
= 𝑂(1) olduğundan 𝐷(1 𝑎𝑛𝑛⁄ )𝑛𝑁

′(𝑗)𝑁′ ∈ (𝜔0(𝜆),𝜔0(𝜆)) olduğu 

sonucunu çıkarırız.  

 𝑛 ≥ 𝑗 + 1 için 𝑙𝑛 = 𝐿 , 𝑛 ≤ 𝑗 için 𝑙𝑛 = 0 ve 𝑁′(𝑗)𝑁′ ((𝑁′(𝑗)𝑁′)
−1
𝑒) = 𝑒 

alalım. Buradan 𝑋 ∈ 𝐿 + 𝐷(𝑎𝑛𝑛)𝑛𝜔0(𝜆 ) için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑

|𝑥𝑘 − 𝑙𝑘|

𝑎𝑘𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑|𝑥𝑘|

𝑗

𝑘=1

+ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑ |𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑛

𝑘=𝑗+1

𝑞𝑘
𝑄𝑘

= 0  

olur.  

𝐷(𝑎𝑛𝑛)𝑛𝜔0(𝜆 ) = 𝐷𝑄 𝑞⁄ 𝜔0(𝜆 ) ve Teorem 4.2.1.1 den 𝐴 = 𝑁′(𝑗)𝑁′ ve  

𝛼 = (1 𝑎𝑛𝑛⁄ )
𝑛≥1

 dir.  
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 Buradan 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑆𝜆 (𝑁𝑞̅̅̅̅ (𝑁
′(𝑗))

−1
)) olduğu kolayca görülür. Son olarak 

her 𝑛 ≥ 𝑗 + 1 için [(𝑁′(𝑗))
−1
𝑋]

𝑛
= 𝑥𝑛 olduğundan 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑆𝜆(𝑁𝑞̅̅̅̅ )) elde edilir.  

 Her 𝑛 için 𝜆𝑛 = 𝑛 dizisi (4.2.1.1) i sağlar ve üstten sınırlıdır.  

 

Örnek 4.2.2.1.2.  

 𝜆 = (𝑛)𝑛≥1 ve 𝑞 = (2𝑛)𝑛≥1 ise 𝑄𝑛 = 2𝑛+1 − 2 olur. Her 𝑘 için 

1 ≤ 𝑄𝑘 𝑞𝑘 = 2 − 1 2𝑘−1⁄⁄ ≤ 2 olduğundan her 𝑋 için  

1

2𝑛
∑|𝑥𝑘|

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛
∑𝑞𝑘

|𝑥𝑘|

𝑄𝑘

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛
∑|𝑥𝑘|

𝑛

𝑘=1

 

olup, buradan  𝐷Ԛ
𝑞⁄
𝜔0 = 𝜔0 dır.  

 Böylece her 𝑋 ∈ 𝐿 + 𝜔0 ve her 𝜀 > 0 için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |

1

2𝑘 − 1
 ∑2𝑖−1𝑥𝑖 − 𝐿

𝑘

𝑖=1

| ≥ 𝜀}| = 0 

olur. Özel olarak verilen 𝛼 > 0 ve her 𝑖 için 𝑥𝑖 = 𝐿 + 1 𝑖𝛼⁄  dır. Buradan 𝑛 → ∞ 

için 𝑢𝑛(𝛼) =
1

𝑛
∑

1

𝑖𝛼
𝑛
𝑖=1 → 0 elde edilir. Aşikardır ki 𝑛 → ∞ için 𝑢𝑛(1) → 0 ve  

𝛼 ≠ 1 için  

𝑢𝑛(𝛼) =
1

𝑛
∑

1

𝑖𝛼

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛
(1 + ∫

𝑑𝑥

𝑥𝛼

𝑛

1

) 

             ≤
1

𝑛
[1 +

1

1 − 𝛼
(𝑛1−𝛼 − 1)] 

dir.  

 Bu bize her bir 𝛼 > 0 için 𝑢𝑛(𝛼) = 𝑜(1)(𝑛 → ∞) olduğunu gösterir. 

Buradan da 𝑋 ∈ 𝐿 + 𝜔0 ve her 𝜀 > 0 için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |

1

2𝑘 − 1
 ∑

2𝑖−1

𝑖𝛼
− 𝐿

𝑘

𝑖=1

| ≥ 𝜀}| = 0 

elde edilir.  
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4.2.3. 𝛌, 𝐂(𝛍) −İstatistiksel Yakınsaklık Uygulamaları 

 𝜌𝑛 = 𝜇𝑛−1 𝜇𝑛⁄  olmak üzere 𝑁′ ile ∆(𝜇) = ∆𝐷𝜇 yer değiştirerek ve Sonuç 

4.2.2.1.1 in ispatındaki yol izlenerek aşağıdaki sonuçları ifade edebiliriz.  

 

Sonuç 4.2.3.1. 

 𝜇, 𝜆𝜖𝑈+ve 

lım
𝑛→∞

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝜇𝑛−1
𝜇𝑛

<
1

lım
𝑛→∞

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (
𝜆𝑛−1
𝜆𝑛

)
                                                                                 (4.2.3.1) 

olduğunu varsayalım. 𝐷1 𝜇⁄ ∆(𝜇), 𝜔0(λ ) dan kendisine birebir-örten dönüşüm ve 

𝜔0(𝜆 )(𝐷1 𝜇⁄ ∆(𝜇) ) = 𝜔0(𝜆 ) dır (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).  

 Aşağıdaki sonuçlarda 𝐶(𝜇)𝑥𝑘 = [C(𝜇)X ]𝑘 ve 𝑙𝚤𝑚
𝑛→∞

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑥𝑛−1 𝑥𝑛⁄ ) < 1 

olacak şekilde 𝑋 ∈ 𝑈+ dizilerinin kümesi 𝛤 yı kullanacağız.  

 

Önerme 4.2.3.2.  

 𝜆, (4.2.1.1) deki şartları sağlasın ve 𝜇 ∈ 𝛤 olsun. Verilen 𝐿 ∈ ℂ ve her bir 

𝑋 için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑|

𝑥𝑘
𝜇𝑘
− 𝐿 (1 −

𝜇𝑘−1
𝜇𝑘

)| = 0                                                             (4.2.3.2) 

𝑛

𝑘=1

 

ise 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆 (𝐶(𝜇))) olur. Yani her 𝜀 > 0 için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝐶(𝜇)𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 dır (de Malafosse ve Rakocevic, 2007).  

 

İspat.  

 Her 𝑋 için 𝐶(𝜇)𝑋 − 𝐿𝑒 ∈ 𝜔0(𝜆) olduğunu göstermeliyiz. Kolay bir 

şekilde görebiliriz ki 𝐶(𝜇)𝑋 − 𝐿𝑒 = 𝐶(𝜇)(𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒) dir.  

𝐶(𝜇) = 𝐷1
𝜇⁄
∑ olduğundan 𝐶(𝜇)𝑋 − 𝐿𝑒 ∈ 𝜔0(𝜆) olup ancak ve ancak  

∑(𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒) ∈ 𝐷𝜇𝜔0(𝜆) dır.  

𝜇 ∈  𝛤 ve 𝜆 artan olduğundan lım
𝑛→∞

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (
𝜇𝑛−1

𝜇𝑛
) < 1 ≤

1

lim
𝑛→∞

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (
𝜆𝑛−1
𝜆𝑛

)
  olur ve (4.2.3.1) 

denkleminin sağlandığı aşikardır. Sonuç 4.2.3.1 den 𝐷1
𝜇⁄
∆𝐷𝜇 operatörü 𝜔0(𝜆) 

dan kendisine birebir ve örtendir. Böylece ∑ = ∆−1 ∈ (𝐷𝜇𝜔0(𝜆), 𝐷𝜇𝜔0(𝜆) ) dır. 
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Her 𝑋 için 𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒 ∈ 𝐷𝜇𝜔0(𝜆) sonucu çıkar ve ∑(𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒) ∈ 𝐷𝜇𝜔0(𝜆) 

elde edilir. Her 𝑛 ≥ 1 ve  𝜇0 = 0 için 𝐿[∆(𝜇)𝑒]𝑛 = 𝐿(𝜇𝑛 − 𝜇𝑛−1) olur.  

 

Lemma 4.2.3.3. 

 𝐴 ∈ (𝑙1, 𝜔0) olması için gerek ve yeter koşul her 𝑘 ≥ 1 için 

sup
𝑚,𝑘

(
1

𝑚
∑ |𝑎𝑛𝑘|
𝑚
𝑛=1 ) < ∞ ve lim

𝑚→∞
(
1

𝑚
∑ 𝑎𝑛𝑘
𝑚
𝑛=1 ) = 0 olmasıdır (de Malafosse ve 

Rakocevic, 2007).  

 

Önerme 4.2.3.4. 

 𝜇 ∈ 𝑈+ ve farz edelim ki  

lim
𝑚→∞

(
1

𝑚
∑

1

𝜇𝑛

𝑚

𝑛=1

) = 0                                                                                          (4.2.3.3) 

olsun.  

∑ |𝑥𝑛 − 𝐿(𝜇𝑛 − 𝜇𝑛−1)|
∞
𝑛=1 < ∞ olmak üzere her 𝑋 için 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑆(𝐶(𝜇))) dür 

(de Malafosse ve Rakocevic, 2007). 

İspat.  

 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑆(𝐶(𝜇))) ile demek istenilen şey 𝐶1 = 𝐶((𝑛)𝑛≥1) olduğundan  

𝐶1|𝐶(𝜇)𝑋 − 𝐿𝑒| ∈ 𝑐0                                                                                        (4.2.3.4) 

dır. Bu 𝐶(𝜇)𝑋 − 𝐿𝑒 ∈ 𝜔0 demektir.  

 𝐶(𝜇)𝑋 − 𝐿𝑒 = 𝐶(𝜇)(𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒) olduğundan (4.2.3.4.) ten 

𝐶(𝜇)(𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒) ∈ 𝜔0 a denk olduğu sonucu elde edilir. Lemma 4.2.3.3 ve 

(4.2.3.3) ten 𝐶(𝜇) ∈ (𝑙1, 𝜔0) elde edilir. Böylece her 𝑋 için  

𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒 = (𝑥𝑛 − 𝐿(𝜇𝑛 − 𝜇𝑛−1))𝑛≥1 ∈ 𝑙1 olup 𝐶(𝜇)(𝑋 − 𝐿∆(𝜇)𝑒) ∈ 𝜔0 elde 

edilir.  

 Bu yolla gösterilebilir ki verilen 𝜒 > 0 için 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑆(𝐶((𝑛𝜒)𝑛≥1))) elde 

edilir, yani her 𝑋 için ∑ |𝑥𝑛 − 𝐿(𝑛
𝜒 − (𝑛 − 1)𝜒)| < ∞𝑛  olduğunda her 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

1

𝑘𝜒
∑ 𝑥𝑖 − 𝐿
𝑘
𝑖=1 | ≥ 𝜀}| = 0 olur.   
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5. 𝜶. DERECEDEN (𝝀, 𝑨) −İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK VE 

𝜶. DERECEDEN KUVVETLİ (𝝀, 𝑨) −TOPLANABİLİRLİK 

 Bu bölümde 0 < 𝛼 ≤ 1 için 𝛼. dereceden (𝜆, 𝐴) −istatistiksel yakınsaklık ve  

𝛼. dereceden kuvvetli (𝜆, 𝐴) −toplanabilirlik gibi yeni kavramlar tanımlanmış ve bu 

kavramlar arasındaki ilişkiler incelenmiştir.   

 

Tanım 5.1.  

 𝜆𝜖⋀, 𝐴 ∈ (𝐸, 𝐹) ve 𝛼𝜖(0,1] olsun. 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] ve 𝜆𝑛
𝛼, 𝜆𝑛 nin 𝛼 

kuvveti yani 𝜆𝛼 = (𝜆𝑛
𝛼) = (𝜆1

𝛼, 𝜆2
𝛼, 𝜆3

𝛼 , … , 𝜆𝑛
𝛼, … ) olmak üzere  

lim
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑋 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye 𝛼. dereceden (𝜆, 𝐴) −istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

yakınsaklığı 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim𝑥𝑘 = 𝐿 veya 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝛼(𝜆, 𝐴)) ile ve 𝛼. dereceden 

tüm (𝜆, 𝐴) −istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesini 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) ile gösterelim. 

(𝜆𝑛) = (𝑛) alınırsa 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) uzayı 𝑆𝛼(𝐴) uzayına denk olur. (𝜆𝑛) = (𝑛) ve 𝐴 =

𝐼 ise 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) uzayı 𝑆 uzayına denk olur.  

 𝛼. dereceden (𝜆, 𝐴) −istatistiksel yakınsaklık 0 < 𝛼 ≤ 1 için iyi 

tanımlıdır, ancak 𝛼 > 1 için iyi tanımlı değildir. Bunu görmek için 𝑋 = (𝑥𝑘) 

dizisini, 𝑛 = 1,2,3, … için  

𝑥𝑘 = {
5,            𝑘 = 3𝑛
0,            𝑘 ≠ 3𝑛

 

şeklinde tanımlayalım ve 𝐴 = 𝐼 alalım. 𝜀 > 0 ve 𝛼 > 1 için  

lim
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 5| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

[𝜆𝑛] + 1

3𝜆𝑛
𝛼 = 0 

olduğundan 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 5 ve  

lim
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

2[𝜆𝑛] + 1

3𝜆𝑛
𝛼 = 0 

olduğundan 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 0 dır. Böylece 𝑋 = (𝑥𝑘) dizisi hem 5 e hem de 

0 a 𝛼. dereceden (𝜆, 𝐴) −istatistiksel yakınsaktır. Yani 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 5 ve 

𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim𝑥𝑘 = 0 olup bu mümkün değildir.  

 

Teeorem 5.2. 

 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) −yakınsak herhangi bir dizinin 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) −limiti tektir.  
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İspat. 

 Kabul edelim ki (𝑥𝑘) dizisinin 𝐿1 ve 𝐿2 gibi iki tane 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) −limiti var 

ve 𝐿1 ≠ 𝐿2 olsun. 𝐿1, (𝑥𝑘) dizisinin 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) −limiti ise 

lim
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿1| ≥ 𝜀}| = 0 

ve 𝐿2, (𝑥𝑘) dizisinin 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) −limiti ise 

lim
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿2| ≥ 𝜀}| = 0 

olur. 

|𝐿1 − 𝐿2| = |𝐿1 − 𝐿2 + [𝐴𝑋]𝑘 − [𝐴𝑋]𝑘| ≤ |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿1| + |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿2| 

olduğundan 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] olmak üzere  

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |𝐿1 − 𝐿2| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿1| ≥ 𝜀}| 

                                                         +
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘𝜖𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿2| ≥ 𝜀}| 

yazabiliriz. Sağ taraftaki iki ifade sıfıra gittiğinden sol taraftaki ifade de sıfıra 

gider. Bu da ancak 𝐿1 = 𝐿2 olması ile mümkündür.  

 

Tanım 5.3.  

 𝛼 ∈ (0, 1], 0 < 𝑝 < ∞ ve 𝐴 ∈ (𝐸, 𝐹) olsun. 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
𝛼 ∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝 = 0

𝑘∈𝐼𝑛

 

ise (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye 𝛼. dereceden kuvvetli (𝑉, 𝜆, 𝐴) −  yakınsaktır denir. (𝑥𝑘) 

dizisi 𝐿 ye 𝛼. dereceden kuvvetli (𝑉, 𝜆, 𝐴) −yakınsak ise bu yakınsaklığı 

𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 𝐿 veya 𝑥𝑘 → 𝐿 (𝑊𝑝

𝛼(𝜆, 𝐴)) şeklinde gösteririz. 𝐿 ye 

𝛼. dereceden kuvvetli (𝑉, 𝜆, 𝐴) − yakınsak dizilerin cümlesini 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) ile 

göstereceğiz.  

 

Teorem 5.4.  

 𝛼 ∈ (0, 1] olsun. 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) olup bu kapsama kesindir.  

İspat.  

 𝜀 > 0 ve 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴)) olsun. Bu durumda  



 

22 
 

∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|
𝑝 ≥ 𝜀𝑝|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|

𝑘∈𝐼𝑛

 

olup 

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜆𝑛
𝛼𝜀𝑝

∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|
𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

 

dir. Sağ tarafın 𝑛 → ∞ için limiti sıfır olduğundan sol tarafın limiti de sıfırdır. 

 Böylece 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝛼(𝜆, 𝐴)) olur. 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) kapsamasının 

kesinliğini 𝜆 = (𝑛) ve 𝐴 = 𝐼 alarak gösterelim. 𝑋 = (𝑥𝑘) dizisini de  

𝑥𝑘 = {
2,          𝑘 = 𝑚2

0,          𝑘 ≠ 𝑚2       𝑚 = 1,2, …  

şeklinde tanımlayalım. Her 𝜀 > 0 ve 
1

2
 < 𝛼 ≤ 1 için  

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| ≤

√𝑛

𝑛𝛼
= 0 

olup 𝑥𝑘 → 0(𝑆𝛼(𝜆, 𝐴)) dır. 𝑝 = 1, 0 < 𝛼 <
1

2
 için 

1

𝜆𝑛
𝛼 ∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

=
1

𝑛𝛼
∑|[𝐴𝑋]𝑘|

𝑛

𝑘=1

≤
2√𝑛

𝑛𝛼
→ ∞ 

ve 𝛼 =
1

2
 için 

1

𝑛𝛼
∑|[𝐴𝑋]𝑘|

𝑛

𝑘=1

≤
2√𝑛

𝑛𝛼
→ 2 

olup 𝑥𝑘 ↛ 0(𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴)) elde edilir.  

 

Teorem 5.5.  

 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑋 = (𝑥𝑘), 𝑌 = (𝑦𝑘) reel sayıların dizileri olsun. 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) 

uzayı lineer uzaydır.  

İspat. 

 İlk olarak  𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 𝑥0 ve 𝑐 ∈ ℂ olduğunda  

𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑐𝑥𝑘 = 𝑐𝑥0 olduğunu gösterelim. 𝑐 = 0 ise bu durum aşikardır. 

𝑐 ≠ 0 olsun. 

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴(𝑐𝑥)]𝑘 − 𝑐𝑥0| ≥ 𝜀}| =

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝑥0| ≥

𝜀

|𝑐|
}| 

yazabiliriz. Bu da 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑐𝑥𝑘 = 𝑐𝑥0 demektir.  
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Şimdi de  

𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim𝑥𝑘 = 𝑥0 ve 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim𝑦𝑘 = 𝑦0 olması durumunda 

𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) = 𝑥0 + 𝑦0 olduğunu gösterelim.  

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |([𝐴𝑋]𝑘 + [𝐴𝑌]𝑘) − (𝑥0 + 𝑦0)| ≥ 𝜀}| 

≤
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝑥0| ≥

𝜀

2
}| +

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑌]𝑘 − 𝑦0| ≥

𝜀

2
}| 

yazabiliriz. Bu ise 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) = 𝑥0 + 𝑦0 demektir. Böylece 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) 

lineer uzaydır.  

 

Teorem 5.6. 

 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 için 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 𝐿  ise 𝑆
𝛽(𝜆, 𝐴) − lim𝑥𝑘 = 𝐿 olup bu 

durum en az bir 𝛼 < 𝛽  için kesindir.  

İspat. 

 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝜀 > 0 için 

     
1

𝜆𝑛
𝛽
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

yazabiliriz. Böylece 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 𝐿  ise 𝑆𝛽(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 𝐿 elde edilir. Yani 

𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛽(𝜆, 𝐴) dir. Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için 𝐴 = 𝐼 alalım 

ve 𝑋 = (𝑥𝑘) dizisini 

  𝑥𝑘 = {
1      ,             𝑘 = 𝑛2                
0       ,     𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎       

, 𝑛 = 1,2,3, …  

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda 𝛽 ∈ (
1

2
, 1] için 𝑋 ∈ 𝑆𝛽(𝜆, 𝐴), fakat 𝛼 ∈ (0,

1

2
] için  

𝑋 ∉ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) dır.  

 

Teorem 5.7.  

 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘 = 𝑥0, 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim𝑦𝑘 = 𝑦0 olsun. |[𝐴𝑋]𝑘| =

|𝐴𝑘(𝑋)| = |∑ 𝑎𝑘𝑚𝑥𝑚
∞
𝑚=1 | < 𝑀, (𝑀 > 0) ise 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘𝑦𝑘 = 𝑥0𝑦0 dır.  

İspat. 

 Her 𝜀 > 0 için 
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1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |([𝐴𝑋]𝑘[𝐴𝑌]𝑘) − (𝑥0𝑦0)| ≥ 𝜀}| 

=
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |([𝐴𝑋]𝑘[𝐴𝑌]𝑘) − (𝑥0𝑦0) + [𝐴𝑋]𝑘𝑦0 − [𝐴𝑋]𝑘𝑦0| ≥ 𝜀}| 

=
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘([𝐴𝑌]𝑘 − 𝑦0) + 𝑦0([𝐴𝑋]𝑘 − 𝑥0)| ≥ 𝜀}| 

≤
1

𝜆𝑛
𝛼 |𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘([𝐴𝑌]𝑘 − 𝑦0)| ≥

𝜀

2
| +

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦0([𝐴𝑋]𝑘 − 𝑥0)| ≥

𝜀

2
}| 

=
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |([𝐴𝑌]𝑘 − 𝑦0)| ≥

𝜀

2|[𝐴𝑋]𝑘|
>

𝜀

2𝑀
}| 

+
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |([𝐴𝑋]𝑘 − 𝑥0)| ≥

𝜀

2|𝑦0|
}|  

dır. Bu bize 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) − lim 𝑥𝑘𝑦𝑘 = 𝑥0𝑦0 olduğunu verir.  

 

Teorem 5.8.  

 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. 𝑆(𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) olması için gerek ve yeter şart 

 lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛

𝛼

𝑛
> 0                                                                                                               (5.1) 

olmasıdır. 

İspat. 

 lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛

𝛼

𝑛
> 0 olsun. 𝜀 > 0 için 

     {𝑘 ≤  𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⊃ {𝑘 ∈  𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} 

olduğundan 

  
1

𝑛
|{𝑘 ≤  𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

1

𝑛
|{𝑘 ∈  𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

    =
𝜆𝑛

𝛼

𝑛

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈  𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

yazabiliriz. Böylece 𝑆(𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) olur. 
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 Tersine 𝑆(𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) olsun. lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛

𝛼

𝑛
= 0 olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda  
𝜆𝑛(𝑗)

𝛼

𝑛(𝑗)
<

1

𝑗
 olacak şekilde bir (𝑛(𝑗))

𝑗=1

∞
 alt dizisi bulabiliriz. 𝐴 = 𝐼 ve     

 𝑋 = (𝑥𝑘) dizisini 

 𝑥𝑘 = {
1,              𝑘 ∈ 𝐼𝑛(𝑗)
0, 𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒

 , 𝑗 = 1,2, … 

şeklinde tanımlayalım. 𝑋 ∈ 𝑆(𝐴) fakat 𝑋 ∉ 𝑆(𝜆, 𝐴) dır. Teorem 5.6 dan 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴)  ⊆

𝑆(𝜆, 𝐴) olduğundan 𝑋 ∉ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴)  elde edilir. Böylece (5.1) sağlanır. 

 

Teorem 5.9.  

 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 pozitif reel sayısı için 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑊𝑃

𝛽(𝜆, 𝐴) olup bu 

kapsama en az bir 𝛼 < 𝛽 için kesindir. 

İspat. 

 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝜀 > 0 için 

 
1

𝜆𝑛
𝛽
∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

≤
1

𝜆𝑛
𝛼 ∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

 

yazılabilir. Böylece 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑊𝑃

𝛽(𝜆, 𝐴) elde edilir. Kapsamanın bazı 𝛼 ve 𝛽 lar için 

kesin olduğunu göstermek için 𝑋 = (𝑥𝑘) dizisini 

 𝑥𝑘 = {
1      ,             𝑘 = 𝑛2                  
0       ,     𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎         

, 𝑛 = 1,2,3, … 

şeklinde tanımlayalım. 𝛽 ∈ (
1

2
, 1] için 𝑋 ∈ 𝑊𝑃

𝛽(𝜆, 𝐴) fakat 𝛼 ∈ (0,
1

2
] için  

𝑋 ∉ 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) dır. 

 

Teorem 5.10. 

 𝜆, 𝜇 ∈∧ ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 olsun. 𝛼 ve 𝛽 sayıları, 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olacak 

şekilde iki reel sayı olsun. Bu takdirde 
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(𝒊) lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛
𝛼

𝜇𝑛
𝛽 > 0                                                                                                          (5.2)  

ise 𝑆𝛽(𝜇, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴), 

(𝒊𝒊) lim
𝑛→∞

𝜇𝑛

𝜆𝑛
𝛽 = 1                                                                                                               (5.3)  

ise 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛽(𝜇, 𝐴) dır.  

İspat.  

 (𝒊) Her 𝑛 ∈ ℕ için (5.2) sağlansın. ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 olduğundan  

𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] ⊂ 𝐽𝑛 = [𝑛 − 𝜇𝑛 + 1, 𝑛] olup, 𝜀 > 0 için 

{𝑘 ∈ 𝐽𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⊇ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} 

yazabiliriz. Buradan, 

1

𝜇𝑛
𝛽
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

𝜆𝑛
𝛼

𝜇𝑛
𝛽

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

elde edilir. (5.2) kullanılırsa 𝑆𝛽(𝜇, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) olur. 

(𝒊𝒊) 𝑋 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑆
𝛼(𝜆, 𝐴) olsun ve (5.3) sağlansın. Bu durumda 

lim
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

dır. 𝐼𝑛 ⊂ 𝐽𝑛 olduğundan 𝜀 > 0 için 

 
1

𝜇𝑛
𝛽
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| =

1

𝜇𝑛
𝛽
|{𝑛 − 𝜇𝑛 + 1 < 𝑘 ≤  𝑛 − 𝜆𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                  +
1

𝜇𝑛
𝛽
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                                ≤
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛

𝜇𝑛
𝛽

+
1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                                       ≤ (
𝜇𝑛

𝜆𝑛
𝛽
−
𝜆𝑛
𝛽

𝜆𝑛
𝛽
) +

1

⋋𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                                   ≤ (
𝜇𝑛

𝜆𝑛
𝛽
− 1) +

1

𝜆𝑛
𝛼 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶  |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 
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yazabiliriz. lim
𝑛→∞

𝜇𝑛

𝜆𝑛
𝛽 = 1 ve 𝑋 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑆

𝛼(𝜆, 𝐴) olduğundan 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛽(𝜇, 𝐴) dır. 

Teorem 5.10. dan aşağıdaki iki sonuç elde edilir.  

Sonuç 5.11. 

 ⋋, 𝜇 ∈∧, 𝛼 ∈ (0,1] olsun ve (5.2) sağlansın. Bu durumda 

     (𝒊) 𝑆𝛼(𝜇, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴),                                                                                                              

     (𝒊𝒊) 𝑆(𝜇, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴),                                                                                                      

     (𝒊𝒊𝒊) 𝑆(𝜇, 𝐴) ⊆ 𝑆(𝜆, 𝐴). 

 

Sonuç 5.12. 

 ⋋, 𝜇 ∈∧, 𝛼 ∈ (0,1] olsun ve (5.3) sağlansın. Bu durumda 

     (𝒊) 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆𝛼(𝜇, 𝐴),                                                                                                             

     (𝒊𝒊) 𝑆𝛼(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆(𝜇, 𝐴),                                                                                                      

     (𝒊𝒊𝒊) 𝑆(𝜆, 𝐴) ⊆ 𝑆(𝜇, 𝐴). 

 

Teorem 5.13. 

 𝜆, 𝜇 ∈∧ ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 olsun. 𝛼 ve 𝛽 sayıları 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olacak 

şekilde iki reel sayı olsun. Bu takdirde 

(𝒊) (5.2) sağlanırsa 𝑊𝑃
𝛽(𝜇, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃

𝛼(𝜆, 𝐴),                                                                                    

 (𝒊𝒊) (5.3) sağlansın ve 𝑠𝑢𝑝𝑘|𝐴𝑘(𝑥)| < ∞ olsun.  Bu durumda, 

𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃

𝛽(𝜇, 𝐴) dır. 

İspat. 

  (𝒊) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐼𝑛 ⊂ 𝐽𝑛 olsun ve (5.2) sağlansın. 

 
1

𝜇𝑛
𝛽
∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐽𝑛

>
𝜆𝑛
𝛼

𝜇𝑛
𝛽

1

𝜆𝑛
𝛼 ∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

 

olduğundan 𝑊𝑃
𝛽(𝜇, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃

𝛼(𝜆, 𝐴) elde edilir. 
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(𝒊𝒊) (5.3) sağlansın. 𝑠𝑢𝑝𝑘|𝐴𝑘(𝑥)| < ∞ olduğundan |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿| ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 

𝑀 > 0 sayısı vardır. 𝑋 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴) olduğundan, 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
𝛼∑ |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝
𝑘∈𝐼𝑛 = 0 dır. 

 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 olduğundan  

 
1

𝜇𝑛
𝛽
∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐽𝑛

=
1

𝜇𝑛
𝛽

∑ |[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|
𝑝

𝑘∈𝐽𝑛−𝐼𝑛

+
1

𝜇𝑛
𝛽
∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

 

                     ≤ (
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛

𝜇𝑛
𝛽

)𝑀𝑝 +
1

𝜇𝑛
𝛽
∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

                            

                    ≤ (
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛

𝛽

𝜆𝑛
𝛽

)𝑀𝑝 +
1

𝜆𝑛
𝛽
∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

                            

               ≤ (
𝜇𝑛

𝜆𝑛
𝛽
− 1)𝑀𝑝 +

1

𝜆𝑛
𝛼 ∑|[𝐴𝑋]𝑘 − 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑛

                          

olur. Böylece 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃

𝛽(𝜇, 𝐴) dır. 

 

Sonuç 5.14. 

 𝜆 = (𝜆𝑛) ve 𝜇 = (𝜇𝑛), ∧ de 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 olacak şekilde iki dizi olsun. 𝛼 ∈ (0,1] için 

(5.2) sağlanırsa, 

     (𝒊) 𝑊𝑃
𝛼(𝜇, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃

𝛼(𝜆, 𝐴),                                                                                    

     (𝒊𝒊) 𝑊𝑃(𝜇, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴),                                                                                 

     (𝒊𝒊𝒊) 𝑊𝑃(𝜇, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃(𝜆, 𝐴).  

 

Sonuç 5.15. 

 𝜆 = (𝜆𝑛) ve 𝜇 = (𝜇𝑛), ∧ de 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 olacak şekilde iki dizi ve 

𝑠𝑢𝑝𝑘|𝐴𝑘(𝑥)| < ∞ olsun. 𝛼 ∈ (0,1] için (5.3) sağlanırsa, 

     (𝒊) 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃

𝛼(𝜇, 𝐴),       
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     (𝒊𝒊) 𝑊𝑃
𝛼(𝜆, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃(𝜇, 𝐴),                                                                

     (𝒊𝒊𝒊) 𝑊𝑃(𝜆, 𝐴)  ⊂ 𝑊𝑃(𝜇, 𝐴). 
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