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Bu ¢alisma dort bolimden olusmustur. Bu ¢alismanin ilk boliimiinde fuzzy sayilarin kisa bir tarihgesine
deginilmis ve fuzzy say1 kavraminin daha iyi anlasilabilmesi igin giinliik hayattan bazi 6rnekler verilmistir.

Ikinci béliimde dogal yogunluk, istatistiksel yakinsak, Lacunary dizileri ve lacunary istatistiksel
yakinsaklik tanimi ve 6zellikleri verilmistir. Ayn1 zamanda Lacunary istatistiksel yakinsaklik dizileri ile ilgili
ileriki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde Fuzzy kiimeler, fuzzy sayilar, fuzzy say1 dizileri ve yakinsaklik, fuzzy déniisiim
dizilerinin istatistiksel yakinsaklik tanimlart ve ozellikleri verilmistir. Daha sonra Fuzzy sayr dizisinin p
dereceden lacunary istatistiksel yakinsakligi, fuzzy say1 dizisinin p dereceden kuvvetli lacunary p-istatistiksel
yakinsaklig1 tanimlari tanimladiktan sonra bunlar arasindaki iliskiler incelenmistir.

Tezin orijinal kismu olan Dérdiincii boliimde (f;) degerli fonksiyon dizisi f fuzzy degerli fonksiyonuna p
dereceden lacunary noktasal istatistiksel yakinsakligi, fuzzy doniisiim dizilerinin p dereceden kuvvetli p-lacunary
istatistiksel yakinsaklik ve uzaylari tanimlandi. Bu Sg(f), Nj (f) ve Nj ,(f) uzaylari arasinda bazi kapsama

bagmtilart ile ilgili sonuglar elde edilerek bunlar arasindaki iliskiler incelenmistir.
Anahtar Kelimeler: Fuzzy say: dizisi, Istatistiksel yakisaklik, Lacunary istatistiksel yakinsaklik,
Fuzzy sayi dizisi, Fuzzy doniisiim dizisi.
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This thesis consists of four chapters.

We mention a short history of fuzzy numbers and some examples from daily life to understand the
concept of fuzzy numbers better in the first chapter.

In the second chapter, we give the definitions and properties of natural density, statistical convergence,
Lacunary sequences and lacunary statistical convergence. At the same time, we present some basic definitions
and theorems on Lacunary statistical convergence sequences to be used in the following chapters.

In the third chapter, we give the definitions and properties of fuzzy sets, fuzzy numbers, fuzzy number
sequences and convergence, statistical convergence of fuzzy transformation sequences. Later, after determining
the p order lacunary statistical convergence, definitions of the fuzzy number sequence and the p order strong
lacunary p-statistical convergence of the fuzzy number sequence, we give the relationships between them.

In the fourth chapter, which is the original part of the thesis, we present (f;) valued function sequence f
fuzzy valued function, p degree lacunary point statistical convergence, u strong p-lacunary statistical
convergence and spaces of fuzzy mappings sequences. We obtain some scope relations between these
S (f), Ny () and N (f) spaces.

Keywords: Fuzzy number sequence, Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Fuzzy
number sequence, Fuzzy transformation sequence.
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1 GIRIS

Zadeh (1965) tarafindan ilk defa fuzzy kiime kavrami tanimlandi. Zadeh tarafindan
calisilan bu makale belirsizlik kavraminin 6l¢iilmesinde onemli bir ¢alismadir. Zadeh, bu
calismasinda kesin olmayan sinirlara sahip nesnelerin olusturdugu fuzzy kiime kavramini
ve bu kiimenin cebirsel 6zelliklerini incelemistir.

Fuzzy kiimeler, bos olmayan bir X kiimesinin ilgili elemanlarina gore gdz Oniine
aliir. Her bir x € X elemanin [0, 1] araliginda deger alan bir Q(z) iiyelik derecesine
karsilik gelmesidir. Burada 2(x) = 0 tiyeligin olmamasina 0 < Q(z) < 1 kismi iiyelige
ve Q(z) = 1 de tam iiyelige karsilik gelir. Boylece X in bir fuzzy alt kiimesi en az bir
2: X — [0,1] fonksiyonu i¢in X x[0, 1] kiimesinin bos olmayan bir {z, Q(x) : z € X}
alt kiimesidir.

Fuzzy kiimeler giinliik hayatimizda 6nemli bir yer tutar. Ornegin yaklagik —17°,
hemen hemen saat 22 : 00 civarinda gibi 6lgme parametrelerini birer reel sayiya karsilik
getirmeye ¢alisiriz. Bu bicimdeki ifadelerimiz belirsiz, kapali ve fuzzy ifadelerdir. Bu tiir
sayilara fuzzy say1 diyerek yeni bir sayilar kiimesi elde ederiz. Bu teori, uygulamali ve
teorik pek ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Matloka (1986) ilk defa fuzzy say1 dizilerinin cebirsel 6zelliklerini incelemistir.
Fuzzy sayi1 dizilerinin, simirh ve yakinsak dizileride Nanda (1989) tarafindan caligilmig
ve bu uzaylarin tam metrik uzaylar oldugu gosterilmistir. Daha sonra Nuray ve Savag
(1995) tarafindan fuzzy say: dizilerinin istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy
kavramlari verildi ve fuzzy sayi dizilerinin istatistiksel yakinsaklik dizilerin uzayinin bazi
cebirsel Ozellikleri incelendi. Subrahmanyam (1999) fuzzy sayi dizilerinin toplanabilme
ile iligkisini inceledi. Fuzzy say1 dizilerinin kuvvetli p—Cesaro toplanabilme tanimi ve
istatistiksel yakinsaklik kavrami ile olan iliskisi de Kwon (2000) tarafindan incelendi.
Fuzzy say1 dizileri Altin ve ark. (2006), Aytar ve Pehlivan (2007), Altin ve ark. (2014)
gibi pek ¢ok yazar tarafindan ¢alisildi.

Matloka (1987) ¢alismasinda fuzzy doniisiim dizilerini tanimlayarak, bu dizile-
rin noktasal yakinsakligi kavramini verdi. Daha sonra Altin ve ark. (2007) fuzzy donii-
stim dizilerinin istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayarak, bu dizi uzayinin cebirsel
ozelliklerini incelediler. Fuzzy doniisiim dizileri Srivastava ve ark. (2014), Gong ve ark.

(2015), Hazarika (2017), Hung ve ark. (2020) gibi pek ¢ok yazar tarafindan calisilmistir.



Bu calismada, fuzzy kiime, fuzzy dizileri ve fuzzy say1 dizilerinin yakinsakligi
ve istatistiksel yakinsaklig1 gibi bilinen kavramlar incelenerek, literatiirde bilinen fuzzy
fonksiyon dizilerinin tanimi ve dizilerin noktasal yakinsaklig1 kavrami kullanilarak, fuzzy
fonksiyon dizilerinin ; dereceden kuvvetli p—lacunary istatistiksel yakinsaklik ile fuzzy
fonksiyon dizilerinin p dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari: tanimlana-
rak Sg(f), Ng(f) ve Ng ,(f) uzaylar arasinda bazi kapsama bagimtilari ile ilgili sonuglar

elde edilerek bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.



2 ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, dogal yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik diziler ile ilgili diger bo-

liimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.1 Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsakhk

1935 yilinda ilk olarak Zygmund (1968) tarafindan istatistiksel yakinsaklik verildi.
Ayn1 zamanda bu kavram Steinhaus (1951) tarafindan tanitildi. Bu tanimdan faydalanarak
Fast (1951) kompleks terimli diziler igin bu kavrami verdi. Istatistiksel yakinsaklik daha
sonra Fridy (1985), Salat (1980), Connor (1988), Tripathy (2001) gibi bir¢ok matema-
tik¢i tarafindan ¢alisildi. i1k olarak istatistiksel yakinsaklik i¢in derece kavrami Gadjiev
ve Orhan (2002) tarafindan ¢alisgilmistir. Daha sonra say1 dizileri i¢in ;o dereceden do-
gal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilme kavramlari Colak (2010)
tarafindan verildi. Freedman ve ark. (1978) ve Fridy ve ark. (1993) tarafindan lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavramive kuvvetli lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ta-
mimlanarak bazi kapsama teoremleri verildi. Noktasal ve Diizgiin Istatistiksel yakinsaklik
kavrami Duman ve Orhan (2004), Gokhan ve Giingor (2002) tarafindan verildi. Daha
sonra bu kavram Et ve ark. (2013), Cinar ve ark. (2013) tarafindan ¢aligildi.

2.1.1 Tamm
X # @ kimeolsun. d : X x X — R* (x,y) — d(x,y) fonksiyonu igin
dl)Vz,y € X i¢in d(z,y) > 0
d2)Vz,y € X icind(z,y) =0z =y
d3) Vz,y € X i¢in d(z,y) = d(y, )
d4)Vz,y,z € X i¢ind(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (iiggen esitsizligi)
kosullarini saghyorsa d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metriktir ve (X, d)

ikilisine bir metrik uzay denir (Kreyszig, 1978).

2.1.2 Tanmm
(X, d) bir metrik uzay olmak iizere; f : N — X fonksiyonuna X uzayinda bir dizi
denir ve (f,) = (x;) ile gosterilir. (n;); N iginde n; < nyyq,t = 1,2,3... ve tlim ng = 00
—00

kosullarim saglayan herhangi bir dizi olmak iizere; (x,,),t € N dizisine () dizisinin bir

alt dizisi denir (Kreyszig, 1978).



2.1.3 Tamm
(X, d) bir metrik uzay ve (z;), X te bir dizi olsun.
Bu durumda tlim d(xy, z9) = 0 ise veya bagka bir deyigle Ve > 0 i¢in In. € N,Vt > ¢,
—00

icin d(zy, zp) < € oluyorsa, (z;) dizisi ¢ noktasina yakinstyor denir ve

limx; = g
t—o00

seklinde gosterilir (Kreyszig, 1978).

2.1.4 Tanmm

(X, d) bir metrik uzay ve H*, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
d(H*) = sup {d(z,y) : v,y € H'}

sayisina H* kiimesinin ¢ap1 denir. d(H*) < oo ise H* ya X de smurli bir kiime denir. X
icindeki (x;) dizisinin terimlerinden olusan kiime X de sinirli ise (z;) dizisine sinirli bir

dizi ad1 verilir (Kreyszig, 1978).

2.1.5 Teorem
(x4), (X, d) bir metrik uzayindaki bir dizi ve o € X olmak iizere tli)rgo Ty = I ise
i) xo limiti tektir;
i1) (x;) dizisi sinirhdir;
i11) (x;) dizisinin V(x;, ) alt dizisinin de limiti z, dir;
i)y — yo Vt € Ny, € X,y € X) ise d(zy, yi) — d(xo, yo)
dir (Kreyszig, 1978).

2.1.6 Teorem

(X, d) bir metrik uzay ve (z;) dizisi X uzayinin i¢indeki bir dizi olsun. Ve > 0
icin s,t > t. oldugunda d(z;, xs) < ¢ olacak gekilde € na bagh bir t. € N sayis1 varsa
(x;) dizisine X de bir Cauchy dizisi ad1 verilir. Farkli bir gosterim olarak; Ve > 0 i¢in
dt. € N,Vt, s > t.icin d(zy, x5) < ¢ <= () dizisi X i¢inde bir Cauchy dizisidir
(Kreyszig, 1978).

2.1.7 Tamm
Kompleks terimli tim x = (z;), (t = 1,2, 3...) dizilerinin ciimlesini w ile gostere-

cediz. w,x = (x4),y = (y¢) ve « bir skaler olmak iizere

I‘f—y:(l’t‘i‘yt)



axr = (axy)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzayidir (Goes ve ark., 1970). w nin her
alt lineer uzayina dizi uzay1 denir. Simdi bu ¢aligmada sik sik kullanacagimiz bazi dizi

uzaylarini verelim:

loo = {:1: = () : sup || < oo}
t

sinirli,

c:{x:(xt):liinxt:U}

yakinsak ve

co = {x = (x) : li%rnxt = O}

sifira yakinsak diziler uzay1 (Zygmund ve ark., 1968).

2.1.8 Tamm
H* C N olmak iizere bir H* kiimesinin dogal (asimptotik) yogunlugu

1
d(H*) = lim ﬁHt <n:te H"'}

n—0o0

seklinde tanimlanir. Burada |[{t < n : ¢ € H*}| kavramu H* kiimesinin n den biiyiik
olmayan elemanlarinin sayisini gdstermektedir (Fridy, 1985).
Eger 6(H*) = 0 ise H* kiimesine sifir yogunluklu kiime olarak adlandirilir. Sifir yogun-

luklu kiimeyi 9y ile gosterecegiz.

2.1.9 Ornek
H*={1,3,5,...,2n — 1,...} sonsuz kiimesi i¢in §(H*) = 1/2 dir.

2.1.10 Tamm

x = (z,) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir kiime hari¢ bii-
tiin ¢ ler i¢in sagliyorsa, (z;) dizisi hemen hemen her ¢ icin P 6zelligini sagliyor denir
ve h.h.t seklinde ifade edilir (Fridy, 1985; Salit, 1980). Dogal yogunluk kavramindan

faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik kavrami asagidaki sekilde ifade edilir.



2.1.11 Tamm
(x¢) kompleks terimli bir dizi olmak iizere her € > 0 i¢in

1
lim —{t<n:|lz,—U|>e}=0
n

n—oo

veya h.h.t igin |x; — U| < e olacak sekilde bir U sayisi varsa (z;) dizisi U sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve St — lim x = U seklinde gosterilir.

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 St ile gosterilir. Buradan U = 0 alimrsa
r = (x) dizisine istatistiksel yakinsak sifir dizisi denir. St, ile istatistiksel yakinsak

sifir dizilerini gosterecegiz (Fridy, 1985; Salit, 1980).

2.1.12 Teorem
Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani lim x; = U ise St — lim z; = U dir
(Fridy, 1985).

Fakat bu teoremin tersi dogru degildir. Ger¢ekten

t, t=m?ise (m=1,2,..)
Ty = 9 .
0, t#m”ise dd

seklinde ifade edilmis x = () dizisini g6z Oniine alalim. Her £ > 0 i¢in

{t <n:X,#0}<vn

elde edilir.Boylece St —lim = = 0 dir. Fakat x = (z;) yakinsak degildir. Boylece yukarida
tanimlanan x = (x;) dizisi istatistiksel yakinsak bir dizi oldugu halde sinirhda degildir.
Diger taraftan, x = (1,0, 1,0, ...) dizisi sinirhdir. Fakat bu dizi istatistiksel yakin-

sak degildir. Yani ¢, ve St uzaylar birbirlerini kapsamazlar fakat ortak elemanlar vardir.

2.1.13 Teorem
St —limx = U; ve St — limx = U, ise U; = U, dir. Yani bir dizi istatistiksel

yakinsak ise istatistiksel limiti tektir (Fridy, 1985).

2.1.14 Teorem
St —limxz = Uy, St — limy = U, ve t bir reel say1 olsun. Bu durumda
i) St — lim cx; = cUy
it) St — lim(x; + y;) = Uy + Us dir (Fridy, 1985).
Yukaridaki teoremin ifadesine gore istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 bir lineer uzay

oldugu goriiliir.



2.1.15 Tamm
Bir x = (z,) kompleks terimli dizisini alalim. ¢ > 0 verilsin.Bu durumda h.h.t i¢in
|z, — xn| < € olacak gekilde bir N = N(e) dogal sayis1 varsa yani;

1
lim —|{t<n:|z;,—xzn| >} =0

n—oo 1,

ise © = (z;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985).

2.1.16 Tamm

Bir z = (x;) dizisi istatistiksel yakinsak ise ayni zamanda istatistiksel Cauchy
dizisidir (Fridy, 1985).
ispat:
Burada, “yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir. ” teoreminin ispatina benzer bir yol takip
edilecektir. S — limz; = U ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.t i¢in |z, — U| < § dur.
Eger s, |z, — U| < § olacak sekilde segilirse,

€

9~ ¢

|xt—x5|:|xt—U+U—x5|§|xt—U|+|xS—U|<§+

seklinde olur.

2.1.17 Teorem
Asagidaki onermeler denktir.
i) x dizisi istatistiksel yakinsaktir,
i1) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

i11) h.h.t i¢in x; = y; olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi vardir (Fridy, 1985).

2.1.18 Teorem
Bir x = (z;) kompleks terimli dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmast i¢in gerek

ve yeter sart istatistiksel yakinsak olmasidir (Fridy, 1985).

2.1.19 Tanim

x = (z;) kompleks terimli dizi olmak iizere ve

1 n
lim — —U
fim 22 (@)

olacak gekilde bir U sayis1 varsa x = (x;) dizisi Cesaro yakinsaktir denir.



Bu dizilerin kiimesi

n

.1 o
(C) 1] ={z = (x¢) : nh_)rgoﬁ ;(xt — U) = 0,en az bir U i¢in}

ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1960).

2.1.20 Tamm
x = (z;) kompleks terimli dizisi U ye yakinsak ise (z;) dizisi Cesaro yakinsaktir

(Niven ve Zuckerman, 1960).

2.1.21 Tanim

x = (z;) kompleks terimli bir dizi ve p € R™ olsun. Bu durumda

1 n
lim — E -UlP=0
nl—g)lo n 1 ‘xt ’
olacak sekilde bir U sayis1 varsa © = (x;) dizisi U sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir

denir. Bu dizilerin kiimesi
1 o
[C,1,p] ={x = (z4) : nlggoﬁ kz |z, — UP =0, en az bir U i¢gin}
=1
ile gosterilir (Tabib, 2012).

2.1.22 Tanim

0 < p < 1olsun. Bir H* C N kiimesinin ;2 yogunlugu,

1
0,(H") = lim 7]{1& < n:t € H"}|(limit sonlu yada sonsuz olabilir)
n

n—o0
ile tanimlanir (Colak, 2010).

Bu durumda x = (z;) p ya gore sifir yogunluklu kiime hari¢ diger biitiin ¢ lar
icin P(t) ozelligi saglaniyorsa bu diziye h.h.t (p) icin P(t) 6zelligi saglanir denir. N nin
sonlu her alt kiimesinin yogunlugu sifirdir ve §,,(S¢) = 1 — 9,,(5) esitligi 0 < p < 1igin

genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece p = 1 i¢in saglanir.

2.1.23 Tanim

r = (x;) € wve0 < p <1 verilsin. Bu durumda her € > 0 i¢in

1
lim —{t<n:|z;—U|>¢}| =0

n—oo MM

olacak sekilde bir U sayis1 mevcut ise, bu taktirde () dizisi U ye u dereceden istatistiksel

yakinsaktir denir. (x;) dizisi U ye p dereceden istatistiksel yakinsak olmasi halinde S* —



lim(z;) = U seklinde yazilir. i dereceden istatistiksel yakinsak tiim dizilerin kiimesini S*
ile gosterilir. S}y da p dereceden 0 a istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gosterecektir
(Colak, 2010).

Her p € (0,1] igin S5 C S* oldugu aciktir. Ozel olarak u dereceden istatistiksel
yakinsaklik i¢in o = 1 alindi@inda istatistiksel yakinsaklik ile ortiisiir.

1 dereceden istatistiksel yakinsak diziler lineer uzaydir (Colak, 2010).

2.1.24 Tanim

0 < pu<1vepe R olsun. Eger,

1
Ji%om;lxt—Ulpzo,

olacak sekilde bir U sayisi var ise, bu taktirde + = (x;) dizisi p dereceden kuvvetli
p—Cesaro toplanabilirdir denir. ;¢ dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilirlik ¢ = 1 icin
kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlige indirgenir. ;o dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabi-

lir dizilerin uzayini W} ile gosterilir. Yani,

1 n
W = {x = (z) : lim — > |z — Ul =0,enazbir U igin}

=l

dir (Colak, 2010).

2.1.25 Tanim

(fi), A tizerinde taniml1 bir fonksiyon dizisi ve her € > 0 i¢in
.1 )
lim — |[{t <n:|fi(zx) — f(x)| > e, herbirx € A}|
n—oo N

yada h.h.t i¢in | fi(x) — f(x)| < € olacak sekilde bir f(z) fonksiyonu varsa ( f;(x)) dizisi
f(z) fonksiyonuna noktasal istatistiksel yakinsaktir. (f(z)) dizisi , f(z) fonksiyonuna
noktasal istatistiksel yakinsak ise St,, — lim fi(z) = f(x) veya fi(z) Stny (x) yazilir
(Duman ve Orhan, 2004; Gokhan ve Giing6r, 2002).

Bu tanimin diger bir bagka gosterimini agagidaki sekilde de gosterebiliriz.

Her bir 6 > 0, her € > 0 ve her n > N (e, 6, x) igin
1
— Nt <n:|fi(z) = f(z)| > e, herbirz € A}| <6
n

olacak sekilde bir [V sayis1 vardir.



2.1.26 Tanim

(fi), A tizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olsun. Eger her £ > 0 i¢in ve her x € A i¢in
.1
lim —|{t <n:|fi(z) — f(z)] > e,herx € A}| =0
n—oo M

yani h.h.t ve her x € Aigin
|[fi(z) = flz) <e

oluyorsa f(x) fonksiyonu varsa (f;(x)) dizisi f(z) fonksiyonuna diizgiin istatistiksel ya-
kinsaktir denir. Bu durumda ( f;(x)) dizisi f(z) fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakin-
sak ise uSt — lim fy(z) = f(z) veya fi(x) RN f(z) olarak yazilir (Duman ve Orhan,

2004).

2.2 Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel Yakmsakhk

Bu kisimda, lacunary diziler, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p—lacunary
yakinsaklik kavramlar1 tanimlanarak arasindaki kapsama bagintilar1 ve bu kapsama bagin-
tilarindan ¢ikan sonuglar verilmisgtir.

Lacunary diziler Freedman ve ark. (1978) tarafindan incelenmis ve kuvvetli Cesaro
toplanabilme ve kuvvetli lacunary toplanabilme arasindaki kapsama bagintilar1 incelen-
migtir. Fridy ve Orhan (1993) tarafindan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami veril-
mis ve istatistiksel yakinsaklikla olan iligkileri incelenmigtir. Daha sonra Nuray (1998)
fuzzy say1 dizileri i¢in lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamistir. Son za-
manlarda Lacunary istatistiksel yakinsaklik tizerinde Dasand (1983), Sengiil ve Et (2014),
Bhardwaj (2016) calismiglardir.

2.2.1 Tamm
Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi & = (¢,) olsun. Bu durumda ¢, = 0 olmak
iizere r — oo igin h, = t, — t,_ ise ® = (¢,) dizisine lacunary dizisi denir (Freedman

ve ark., 1978).

ty
> lwl =2l
i=t,_1+1 icly

tr
tr—1

aliacak ve uygunluk icin bu toplam kisaca | I |z;| ile ve orani da ¢, ile gosteri-
lecektir. & = (t,.) lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar I, = (¢,_1,¢,| seklinde
gosterilecektir. Lacunary dizisine 6rnek olarak & = (¢,) = (r!) ve & = (¢,) = (27),

(r > 0) olmak iizere dizileri verilebilir (Freedman ve ark., 1978).
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2.2.2 Tanim

® = (t,) bir lacunary dizisi ve I, = (t,_1,t,] olsun. Her ¢ > 0 igin
. 1
Tli)r(rjoh—r\{teb:\xt—w >e}b =0

ise x = (x;) dizisi U sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir x = (x;) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak ise S¢ — lim x;, = U veya z; — U(Sp)

ile gosterilir. Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
.1
Se = {x: (1) :hmh—|{t€ I i |z — U| > €} :O}
ile gosterilecektir (Fridy ve Orhan, 1993).

2.2.3 Tanmm
® = (t,) bir lacunary dizisi olsun. Her bir r i¢in (¢}) € I, = (t,_1, t,| olmak tizere
x'in (24 ) alt dizisi vardir yleki lim ;. = U ve her € > 0 i¢in

T—00

lim —’{tel |.Z't—$t:

7‘—}00

>e}|=0 (1)
ise x = (x;) dizisine Se—Cauchy dizisi denir (Freedman ve ark., 1978).

2.24 Tanmm
Herhangi bir ® = (¢,.) lacunary dizisi ve I, = (¢,_1,t,] icin
lim —Z|$t UP=0
" tel,

olacak sekilde bir U sayis1 varsa (z;) dizisi U sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir

ve kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin uzay1 Ng ile gosterilir, yani

. 1 p . . .
No = {x = (x) : rlggoh—zmt — U’ =0,enaz b1rL1(;1n}

" tel,

dir (Freedman ve ark., 1978). Ng uzayr U = 0 olmasi durumunda Ng(0) ile gosterilir.

2.2.5 Teorem
|o1| € Ng olmasi igin gerek ve yeter sart lim inf, ¢, > 1 olmasidir (Freedman ve

ark., 1978).
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ispat:
= liminf, g, > lise herr > 1licin 1 + § < ¢, olacak sekilde & > 0 sayisi vardir.
x € |o10] igin

tr—1

o= e Dl =g Zim——Zm
r I,

) e (5

yazabiliriz. h, = t, — t,_; ve I, = [t,_1,t,] oldugundan,

1+6  ta
ve

<
—6 hy

<

e
S| =

elde ederiz. Boylece

tr1
terimlerinden her ikisi de sifira yakmsar ve © € Nj(0) elde edilir. Buradan |oy| € Ng
kapsamasi elde edilir.
<« Kabul edelim ki liminf, g, = 1 olsun. & = (¢,) lacunary dizisi oldugundan r; >
rj—1 + 2 olmak lizere
tr; 1t

<14+ -ve
tT’j—l j t’f‘j—l

>
olacak gekilde ® = (t,) lacunary dizisinin bir (t,,) alt dizisini segebiliriz. + = (z;)
dizisini
L[ Liel (j=1,23..)
L 0,dd.

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde herhangi bir U sayis1 i¢in

EJ% Ul=1-U,j=1,23..

s
JI’r

h

ve
Zm Ul =IUl|,r #r;
r I,

olur. Bundan dolay1r x # Ng fakat x kuvvetli Cesaro yakinsaktir. Bu durumda p yeteri

kadar biiyiik bir tamsay1 ise ¢, 1 < p < t.,, 1 olacak sekilde bir tek j bulabiliriz.

Tj+1

Buradan .

—Z rjfl‘i‘hr] 1_'_1_2

tr1 —j Jij

yazabiliriz. p — oo iken j — oo olur. Boylece x € |0} 0| olur.

12



2.2.6 Teorem
Ng C |oq| olmast i¢in gerek ve yeter sart lim sup, ¢, < oo olmasidir (Freedman ve

ark., 1978).

2.2.7 Teorem

® = (t,) lacunary dizisi ve I, = (t,_1, t,] olsun. Bu durumda

i) xy — U(Ng) ise z; — U(Se),

it) x € log ve 1y — U(S9) ise xy — U(Nsg),

111) S N log = Np N ls

dir (Fridy ve Orhan, 1993).

ispat:

i)e > 0,2y — U(Ng) ve I, = (t,_1, t,] olsun. Bu taktirde
Z|xt—U|Z Z lz: —U| >el{t €1, :|z: —U| > €}
tel, tel, |z —U]|

yazabiliriz. Buradan i) gergeklesir.
i)” deki kapsama kesindir. Ger¢ekten, & = (¢,.) bir lacunary dizisi olsun. x = () dizisi

I, araliginda ilk ||v/h,|| tamsayilarinda 1,2,3, ..., [ [/},

J, diger durumlarda O olarak
tanimlayalim. Bu dizi sinirli degildir ancak lacunary istatistiksel yakinsaktir. Gergekten

e > 0icin,

V]|
B

1
h—|{t€]7«:|xt—0]25}|:—%0,(r—>oo)
dir. Yani (z;) dizisi sifira lacunary istatistiksel yakinsaktir. Diger yandan

1 _ VRl AvA+1) 1
h—Z|wt—0|—h—r 5 —>§7é0,(r—>oo)

" tel,

oldugundan x; — 0(Ng)’dur.
it) xy = U(Ss), I, = (t,—1,t,] ve x € {y olsun. Her t € Ni¢in |z, — U| < M vee >0

verilsin. Bu taktirde

1 1 1
h—Z\ﬂft—U! = > @ = Ul + o~ >, lw-Ul
" tel, " tel |z —U|>e " tel|a—Ul<e
M
< h—|{telr:|xt—U]25}!+e

dur. Buradan z; — U(Ng) elde edilir.

i1i), 1) ve 7i)’nin sonucudur.
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2.2.8 Teorem

Herhangi bir & = (t,) lacunary dizisi i¢in S¢ C S olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim sup, ¢, < oo olmasidir (Fridy ve Orhan, 1993).
ispat.
= Kabul edelim ki lim sup,. ¢, < oo olsun. Bu durumda her » € N i¢in ¢, < H* olacak
sekilde bir H* > 0 sayist vardir. 2, — U(Sg) ve N, = |{t € I, : |z, — U| > ¢}| olsun.
(1) gbz Oniine alinirsa her € > 0 ve r > rg icin ]}\[—: < ¢ olacak sekilde bir ry € N vardir.
Simdi M = max{N, : 1 < r < rg} diyelim ve ¢t,_; < n < t, olacak sekilde bir n

secelim. Bu taktirde

1 1
S{t<nilm—Ulze}l € —{t <t — U2}
n r—1
1
~ & {N1+No+ ..+ N,y + Nyys1 + ... + N}
r—1
M 1 Nyo1 N,
< —  hpg 4 4 bt
4 tr—lro p t’r—l { . hro-l—l * * hr }
M 1 N,
< ro + (sup —) {hrgs1+ ...+ hy}
tr—l tr—l r>1r0 hr
y M + ir— 1.
T €
o trfl 0 trfl
S To + &qr
r—1
< ro+eH
r—1

yazabiliriz. Buradan S C Sg elde edilir.
< Kabul edelim ki lim sup, ¢, = oo olsun. Bu taktirde ¢., > j olacak sekilde & = (t,)

lacunary dizisinin bir (¢,;) alt dizisini segebiliriz ve x = (z;) dizisini

o 1,t7~j,1 <1< 2trj,1, (] = 1,2,3, )
T 0,dd.

seklinde tanimlayalim. Bu durumda x € Ng fakat © ¢ |oq|’dir. Teorem 2.2.6 dan = €

S¢’dir. Fakat = ¢ S” dir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

2.29 Teorem

Herhangi bir & = (¢,.) lacunary dizisi i¢cin S C Sg olmasi igin gerek ve yeter sart
lim sup, ¢, > 1 olmasidir (Fridy ve Orhan, 1993).
ispat:
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= Kabul edelim ki lim sup, ¢ > 1 olsun. Yeterince biiyiik  i¢in ¢, > 1, ¢ olacak sekilde

0 > 0 sayist vardir. Buradan h’“ > 175 elde edilir. 7, — U(S) ise ¢ > 0 ve yeterince

1+

bityiik  ve I, = [t,_1,t,] i¢in

1 1
;W§umw—wz@|z-wﬁsnwa—wza|

r

> — >
> St Lile - Ul 2 <)

elde edilir. Buradan S C Sy elde edilir.

<« liminf, g, = 1 olsun.Teorem 2.2.8 deki yol takip edilirse r; > 7;_; + 2 olmak iizere

trv_l = (t,) lacunary dizisinin bir (t,,) alt dizisini
secelim ve = = (xz) dizisini

 fliel, (j=123.)
i 0,dd.

seklinde tanimlayalim. x’in sinirli oldugu asikardir ve = € |04 | fakat = ¢ Ng’dir. Buradan

x ¢ Se ve x € S oldugu goriiliir. O halde S C Sg olur. Bu da teoremin ispatidir.

2.2.10 Teorem

(xy) € SN Sy ise Sg — limz, = S — lim x,; dir. Boylece herhangi bir & = (t,)
lacunary dizisi i¢in (x;) dizisinin Se—limiti tektir (Fridy ve Orhan, 1993).
ispat:

Kabul edelim ki S — limz;, = U, S¢ — limx; = U* ve U # U* olsun. Bu taktirde
e < :|U — U*|igin

hm |{t <n:le-U>c} =1

elde ederiz. Bu durumda 1 |{t < n:|x; — U*| > e} istatistiksel limit ifadesinin ¢,,-inci

terimini ele alalm. Bu taktirde I, = [t,_1,t,] igin,

1 m
{teum I, |z, —U| >e}| = ﬂzl{t €l |z, —U"| > ¢}

m -1y
- (Zn) T
r=1 r=1
elde edilir. Burada
1
tT:h—\{te[T:|xt—L*\ >e}—0
dir. Ciinkii z; — U*(Sg) idi. & = (t,) bir lacunary dizisi oldugundan (1) ifadesi ¢’nin

regiiler agirlikli ortalama doniisiimiidiir ve m — oo i¢in sifir olur. Diger taraftan

1 *
T {te UL v, — U] > e}

m

15



dizisi
oo

{% {t<n:|z,—U*> 6}|}

dizisinin bir alt dizisi oldugundan

n=1

1
—NHt<n:|ogy-U*| >} —1
n

ile gosterilir. Ayrica N nin bir /7* alt kiimesinin . dereceden ® —yogunlugu

08 (H™) :rlgloloh_ﬁ’{t €l,:te HY}
seklinde tanimlanir.

2.2.11 Tamm
® = (t,) bir lacunary dizi, r — occi¢in h, = t, —t,_1, [, = (t,_1,t, ] ve 0 < p < 1

olsun. Her € > 0 i¢in

{tel, |z, —U|>¢€}|=0

I 1 |
im —;
r—00 hﬁf
ise x = (x;) dizisi U sayisina p dereceden lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.

Bir x = () dizisi p dereceden lacunary istatistiksel yakinsak ise 5§ —limz; = U

veya z; — U(S}) ile gosterilir. p dereceden lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
o1
Sk = {:U:(:vt) :Tli)ngoh—w{tefr:\:ct—w 2€}|:0}
ile gosterilir (Sengiil ve Et, 2014). Ayrica N nin bir H* alt kiimesinin ; dereceden ®—yogunlugu
08 (H™) :rlggoh_,’th €l,:te H}
seklinde tanimlanir.

2.2.12 Lemma

® = (t,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_1,t,] ve H* C Nolsun. 0 < p < n < 1igin
da (H*) < 0% (H*) dir (Sengiil ve Et, 2014).
Ispat:

0 < p<n<1veht < h?olsun. Aym zamanda 77 < 7= oldugundan ,
1 1
W\{{tE[T:|xt—U]28}|§F]{t€[,q:]xt—(]\25}]

olur. Buradan 6 (H*) < 0% (H*) sonucu ¢ikar.
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2.2.13 Teorem

& = (¢,) bir lacunary dizi ve I, = (t,_1,t,] olsun. 0 < p < 1 olmak iizere y de-
receden lacunary istatistiksel yakinsak ise ayn1 zamanda lacunary istatistiksel yakinsaktir
(Sengiil ve Et, 2014).
Ispat:
Asikardir ki 0 < pu < 1igin ve hf < h, oldugundan aym zamanda ;- < 7 esitsizligin-
den,

1 * 1 *
h—J{teL:teH}|§h—¢|{telrzteH}]

olur. Diger taraftan » — oo i¢in limit alinirsa x; — U(S%) den z; — U(Ss) yakinsaklg:
elde edilir. Ek olarak 0 < g < 1 i¢in p dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik iyi

tanimhdir. Ancak o > 1 igin iyi tanimh degildir. Ornek olarak x = () dizisini

[ 1, t=2mise (m=1,2,.)
ki 0, t#2mise dd

seklinde alalim. ;¢ > 1 i¢in

. tr_trfl hT
1 —1>e} < = =
Jim g € 1 o112 ) < i ot = =0
olup S — limz, = 1 ve,
. by — hr
hm—l{tef for] 2 e} < lim = = 5o =0

olup S§ — limz; = 0 dir. Oysa bu sonuglara gore = = (z;) dizisi hem 1 e hemde 0 a ;1

dereceden lacunary istatistiksel yakinsak olur aksine bu miimkiin degildir.

2.2.14 Teorem
® = (t,) bir lacunary dizi, I, = (t,_1,t,] ve v = (24),y = (y;) birer dizi olsun.
0<pu<1ligin
i) S& —limx;, = xo ve ¢ € Rise S§ — lim(cxy) = cxo,
it) S§ — limzy, = x ve S — limy; = yo ise S — lim(z¢ + y¢) = (xo + vo)
dir (Sengiil ve Et, 2014).
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2.2.15 Tanmm
® = (t,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_1,t,] ve 0 < p < 1 olsun. Her bir  i¢in

(tr) € I, olmak tizere x in (z¢: ) alt dizisi vardir yleki lim x,. = U ve her ¢ > 0 i¢in

ise © = () dizisine S} —Cauchy dizisi denir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.16 Tamm
Herhangi bir ® = (¢,) lacunary dizisi, I, = (t,_1,t,] ve 0 < u < 1 olsun. p € R*
olmak iizere

o1
lim 5 >l = U =0

tel,

olacak sekilde bir U sayis1 varsa (z;) dizisi U sayisina p dereceden kuvvetli p—lacunary
yakinsaktir denir ve p dereceden kuvvetli p—lacunary dizilerin uzay: Nj}ip ile gosterilir,

yani

1
Ng, = {x = (x;) : lim = g |z — UP = 0,enazbirUigin}
’ r—00

" tel,

dir. Bu durumda & = (27) alirsak p dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizilerin

kiimesi
1
W = {x: (2,) : 3L E,hTILnﬁZkL‘t—U’p:O}
t=1

elde edilir. U = 0 olmast durumun da bu uzay1 W/, ile gosterecegiz. Ayn1 zamanda Ng’p

uzay1 U = 0 olmasi durumunda Ngypp ile gosterilir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.17 Tamm

® = (t,) bir lacunary dizisi ve I, = (t,_1,t,] olsun. Bu taktirde 0 < p < n <1
ve 0 < p < ooigin z; — U(Ng,) ise z; — U(Sy) olup en az bir p igin Ny, C Sg
kapsamasi kesindir (Sengiil ve Et, 2014).
Ispat:

e>0vex, — U(Ng,) ise

Z|$t—U|p > Z |z — UIP + Z |z = UP > Z |z, — U

tel, tel, |o—U|>e tel, |z—Ul<e tel, |o—U|>e
> P|{tel |z, —U|l >¢€}
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ve boylece
1 1
FZ]%—U\? > pl{tel:|n-Ul>e}e
" e, "
1
> h_QHtGIT Day —U| > e} eP
yazilabilir. r ye gore limit alinirsa z; — U(Sg) elde edilir. Boylece Ng, , C S dir. =1

ve p = 1 i¢in kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. & = (¢,) lacunary dizisi verilsin.

- :{ VA, t=1,2,3.... [V
' 0,dd

seklinde tanmimlanan = = (x;) dizisini g6z oniine alalim. Ve > 0, % <pu<l1lr—ooigin

[V,
ht

elde edilir. Yani § < p < 1igin @, — 0(S%) dir. Diger taraftan 0 < p < 1 ve p = 1 igin

1 iy . _ Wh]lVh]

tel, tel,

— 0

1
F]{tefrzla:t—0|26}|:

olup = 1 i¢in

O VAR ]

1 VAV
2l = B

" tel,

dir. 0 < a < ligin 2, - O(N§ ) dir. Yani 5 < p < liginz € S§ — Ny dir.
2.2.18 Teorem
® = (¢,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_1,t,] ve 0 < g < 1igin liminf, ¢, > 1 ise
St C SE dir (Sengiil ve Et, 2014).
ispat:
liminf, ¢, > 1 oldugunu kabul edelim. Yeterince biiyiik r i¢in ¢, > 1 + ¢ olacak
sekilde bir 0 > 0 sayist vardir. Bu durumda
¢ >1+6=— <tt‘1) > — (l—ié) =1- (tt‘l) >1— (Fla)
olup buradan da 0 < p < 1igin
he g 0 (&)@ (L)“$l>5_“i
tr — 146 t-) —\1+90 = (L4+0)~hy

elde edilir. x; — U(S*) olsun. Ve > 0 ve yeterince biiyiik  ler i¢in

1 1
St < tiln—UlZ el 2 Gt < Lo — Ul 2 2}

> < U] 2 e}
—_— riley =U| > ¢

TR A '

elde edilir. Dolayisiyla x; — U(S4) dirBu da S* C S oldugunu gosterir (Sengiil ve Et,

2014).
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2.2.19 Teorem

¢ = (t,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_1,t,] ve 0 < p < 1igin limsup, ¢. < oo ise
Sk C S dir (Sengiil ve Et, 2014).
ispat:

lim sup, ¢, < oo ise her r i¢in g, < H* olacak sekilde H* > 0 vardir. x; — U(S%)

ven, = |{t € I, : |z; — U| > €}| oldugunu kabul edelim. 0 < x < 1 i¢in
1
hfnh_ff’{t <l :|ley,—=U|l>e}=0

oldugundan Ve > 0 ve 0 < p < 1i¢in 7y € N vardir 6yle ki her r > ry icin

<

yazabiliriz. Diger taraftan h}' < h, oldugundan ;= < J olup ;= < ¢ olur.
M =max{n, : 1 <r <ry}venedet,_; <n <t, sartin1 saglayan bir tamsay1

olsun. Bu durumda

i <nile-Ulz e < o<t ju— Ul 2 )
— trl_l{n1+n2+n3+...+nm+nm+1+---+m}
L U e
< 0t (i) O )
M t—t,
= Zj—l e tr—lo
< Ttoi\f—kengroi\i[—kersH

elde edilir. z; — U(S) olup S% C S dir.

2.2.20 Teorem
® = (t,) bir lacunary dizisi, I, = (¢t,_1,t,] ve 0 < p < 1igin
m

lim infh—r >0

r—00 r
ise S C S4 dir (Sengiil ve Et, 2014).
ispat:

Verilen € > 0 i¢in

{t<t,: |ty —Ul|>e}D{tel, |z, -U|>¢}
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yazabiliriz. Boylece

1 1
t—|{t§t7ﬁ:|xt—U|28}| > t—|{t€]r:|xt—U]Z€}]

B 1
owl{t € Lo —U| = &}

elde edilir. » — oo icin limit alinir ve lim,. inf % > () ifadesi kullanilirsa
olur.

2.2.21 Teorem

® = (t,) bir lacunary dizisi ve I, = (t,_1,t,] olsun. 0 < u < 1ve 0 < p < oo i¢in
liminf, ¢, > 1ise wh C Ny, dir (Sengiil ve Et, 2014).
ispat:

liminf, ¢, > 1ise her » > 1 + ¢ olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. 0 < 1 < 1

ve x € w), icin
1 tr—1
g . hMZI%IP MZWVD
T .
=1
t tr—1
th [ 1 <
= (= AR p
- () - ()

esitligi yazilabilir. h, = ¢, — t,._; esitliginden

=

H O
wo_ (o 1

r

WS en VOTRE S

ey t t
elde edilir. 7= >_,"; |2;|P ve z+— >_,73" |2;|? terimlerinin her ikisi de 0 a yakinsar ve 7/ da
T - r—1

0 a yakinsar. ¥ € Ny, dir. Boylece wh C Ny, dir.

2.2.22 Teorem

® = (t,) bir lacunary dizisi ve I, = (t,_1,t,] olsun. 0 < p < n < 1 ve p pozitif
reel sayisi i¢in Nguv C Nq’;p dir ve bu kapsama en az bir 1 < 7 i¢in kesindir (Sengiil ve
Et, 2014).
ispat:

® = (¢,) bir lacunary dizisi olsun. 0 < p <7 < 1vee > 0igin

gl = U S g 3 O

tel, " tel,
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esitsizligi yazilabilir. Bu da Ng’p C N(}Z,p oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu

gostermek icin

1,t =n?
a:t—{ 0.dd ,n=1,23 ..

seklinde tammlayalim. Bu taktirde ) € (3, 1] i¢in2z € NJ , i € (0, 5] igin 2 ¢ Ny  dir.
2.2.23 Teorem

® = (t,) bir lacunary dizisi ve I, = (t,_1,%,] olsun. 0 < u < n < 1ligin S§ C S¢
dir ve bu kapsama en az bir i < 7 icin kesindir (Sengiil ve Et, 2014).
ispat:

O<pu<n<lvee>0icin
1 1
h—g|{t€]r:|xt—U|Z€}|Sh—g|{t€_frz|xt—U|2€}|

esitsizligini yazabiliriz, buradan S} C S elde edilir. Kapsamanin kesin oldugunu goster-

mek i¢in = = (z;) dizisini

. :{ WA t=1,2,3, ... [V}
' 0 .dd

seklinde tanimlayalim. € (3,1]icinz € Sg, 1 € (0, 3] i¢in x ¢ S du.

2.2.24 Teorem

lim sup, -
r—1

< ooise pu € (0,1] igin Ny, C wh dir (Sengiil ve Et, 2014).
ispat:

limsup, 7z~ < oo ise her r > 1 igin tﬁ’“ < M olacak sekilde bir M vardir.
r—1 r—1

T € ngo vee > 0olsun. 7 = 1,2, 3, ... igin sup7; < € ve 7; < T' olacak sekilde R > 0
w i>R
ve T' > 0 sayilarimi bulabiliriz. ¢, _; < k < ¢, ve r > R olmak iizere

k ¢
1 1 - 1
Byt s gt =g (St e St e it
i=1 =1 =1 =1\ p I I,
131 to — 11 trR —tr—1 tri1 — IR by —tr1
= 1+ T2 -+ R TRi1 + - + s
tr_q th_ th_q th_q th_q
tr t, —tp tp
< R i <T eM
= Bupmily FCupm) S < T

"

t._1 — oo iken k — oo oldugundan ki“ le |z;[P — 0 elde edilir. Boylece x € wy,, dir.
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2.2.25 Teorem

Ly
T
tr—l

p € (0,1] olsun. € w* N Nj ve limsup,
(Sengiil ve Et, 2014).

< oo ise Uyp(z) = Upp(x) dir

ispat:

wy —limz, = U, Ny, —limz, = U ve U # U* olsun. limsup, z*

DA < o0
oldugundan Teorem 2.2.22°den Ng ,; C w), , olur.

(zx—U") € Nj ¢ oldugundan (z — U") € wh dir. Bu durumda p = 1 igin

t
1 *
=1

dir.

t

1 ¢ Lo 1 .
EEHQ—U +—§:m—UﬁzﬁW—U|>0
=1

tH
=1

sol taraftaki her iki terim sifira yakinsadig1 i¢in bu bir geliskidir. Dolayisiyla U = U dir.

2.2.26 Teorem
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi olsun. Her » € N igin I, C J, ve

0 < p <1 <1 olmak iizere,

i) Bu durumda rlij& inf % > 0 ise Sg, C Sk, ()
m&mmmq%%:iw%g%, 3)

dir (Sengiil ve Et, 2014).
Ispat:

i) Her r € Nigin [, C J, ve (2) saglansin. € > 0 igin
{ted, :|le,=U|>e}D{tel, |z, —U| > ¢}

ve Ir = (trflu tr]; Jr = (srfh 57‘]7 hr = tr - trfh gr =Sp — Sp—1 1(;11'1

he 1

€WW|{tEIr|$t—U’25}’

1
St e il —Ul = e} 2

elde edilir. Son esitsizlikte » — oo i¢in limit alinir ve (2) kullanilirsa Sg/ C S% olur.
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it) x = (x;) € S olsun ve (3) saglansin. I, C J, oldugundan ¢ > 0 i¢in

{te J.: |z, —U| >¢e}| = {sp1 <t<t,q:|x,—U|>¢e}

1 1
7l 7l

1
+E|{tr<t§5r:]:ct—(]\2e}\

1
ta {tooy <t <t,: |z, —U| > e}

t'r—l — Sp—1 Sy — k

1
6—m 1
‘0 1
< (1 +opltel o —Ulzel

elde edilir. lim, _, o f;—’;, =1vex = (z;) € S% oldugundan S%} C S§ C Sg), elde edilir.

Teorem 2.2.26.den asagidaki iki sonug elde edilir.

2.2.27 Sonuc¢
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi ve u € (0,1] olsun. Her r € N icin
I, C J, olsun ve (2) esitsizligi saglansin. Bu taktirde
i) S", C Sk
it) Sy C S§
i11) Sg C So
dir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.28 Sonuc¢
d = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi ve ;1 € (0,1] olsun. Her r € N icin
I, C J, olsun ve (3) esitligi saglansin. Bu taktirde
i) S§ C Sg,
i1) St C Sy
i11) Sp C Sy
dir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.29 Teorem
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi olsun. Her r € N igin I, C J, ve
0 < p <1 <1olmak iizere,

i) Bu durumda (2) esitsizligi saglanirsa N(g, »C Nf}f’p,
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i1) Bu durumda (3) esitligi saglansin ve = € ¢, olsun. O zaman ng C Ng,p olur
(Sengiil ve Et, 2014).
ispat:
i) 1. = (t,_1,t,], J» = (Sy_1, Sr] olmak iizere her r € Nigin I, C J, olsun. Ayn1 zamanda
(2) esitsizligi saglansin.

7 Z e — UP > 6_"h“ Z e — UP

ted,

olduundan Ny, ~C Ny, elde edilir.
i) x = (x¢) € loo N ng olsun ve (3) esitligi saglansin. x = (x;) € ¢, oldugundan
|x; — U| < M olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. Her » € N igin I, C J, oldugundan
h, </, dir.

1 1
WZp;t UP = & X lm=UP+5) le-UF

ted, ted,—I, " tel,
L, — h,
ST
tEIT
¢, —h]
< (S g
€ P 1 p
tel'r

tel,
esitsizligini yazabiliriz. Boylece £o, N Ny , C N, )

2.2.30 Sonug¢
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi ve u € (0,1]. Her r € Nigin I, C J,
olsun ve (2) esitsizligi saglanirsa,
i) Ng,m C Ng,»
i) Nys, € N
iii) Ny, € Nap
dir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.31 Sonug¢
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi ve u € (0,1]. Her r € Nigin I, C J,
olsun ve (3) esitligi saglanirsa,
i) Lo N Nfgm C Ng,vp,
i) loo N Ng ,, C Ny,
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i11) Loo N Nop C Ny )
dir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.32 Teorem

0<pu<n<10<p<ool = (t_i,t),Jr = (s._1,5] ve her r € N i¢in
I, C J, olsun.
i) Bu durumda (2) esitsizligi saglanirsa, bir dizi U ye kuvvetli N;,’p—toplanabilir ise U
ye Sh—istatistiksel yakinsaktir.
i1) Bu durumda (3) esitligi saglansin ve © = (z;) € l bir dizi olsun. Bir dizi U ye
St —istatistiksel yakinsak ise U ye kuvvetli Ng,’p—toplanabilirdir (Sengiil ve Et, 2014).
Ispat:

i) Her x = (x;) dizisi ve € > 0 igin,

S o —UP = o -UP+ ) |m - UP

tedr, tedy, |z —U|>e teJr,|zi—L|<e
> E ‘Sﬁ't—U|p+ E ’xt—U‘p
tely,|z—U|>e tel,,|z—Ul<e

Vv

> lm-Up

tel,,|x—U|>e

S lw—UP >t €l : o —Ul >}

teJr,

ve boylece

1 1
F O e =UP = Gl{tel:fo—Ulze}|er

hi 1

= W

{tel, : |z, —U|l>e}| el

(1) esitsizligi saglandig1 igin z = () dizisi U ye kuvvetli N, p—toplanabilir ise U ye
St —istatistiksel yakinsaktir.

it) S% —limx, = U vex = (1) € U olsun. z € £ ise |x; — U| < M olacak sekilde
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M > 0 vardir. Her € > 0 i¢in

1 1 1
E—n2|xt—U|p = 7 >, |$t—U|p+£—nZ|J7t—U|p

ted, tedJr—1Ir telr

l, — h,
S( @ )W+ﬁ§1%—WP
' " tel,
b — b 1
= ( a )kﬁ+jﬁ§:Mr—UP
tel,

0 _ o1 p
< (F-1)sm Y =P+ Y fm—Ul
r " tel |a—Ul>e " tel o —Ll<e

l, MP o
< (h_,’?_1> MP + 7 {tel |z, —U| Zg}|+h_;z€p

0 M i
§<__0Mu%wg@¢m—mzm+gﬁ

yazabiliriz. (3) esitligi saglandig1 i¢in = = (z;) dizisi U ye S%— istatistiksel yakinsak ise

- r .
U ye kuvvetli N @,7p—toplanab111rd1r.

2.2.33 Sonug¢
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi, u € (0,1] ve her r € Nigin I, C J,
olsun. (2) esitsizligi saglanirsa,
i) N g,p C Sk,
i) Ny, € Sk,
iii) Ny, C So

dir (Sengiil ve Et, 2014).

2.2.34 Sonug¢
® = (t,) ve ® = (s,) iki lacunary dizisi, u € (0,1] ve her r € Nigin I, C J,
olsun. (3) esitligi saglanirsa,
i) loo N Sh C Ngﬂp’
i1) loo N Sg € N/ s
i) oo M Se C Ny,
dir (Sengiil ve Et, 2014).
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3 FUZZY SAYILAR VE FUZZY SAYI DIZILERININ ISTATISTIKSEL YAKIN-
SAKLIGI

Bu boliimde, fuzzy kiime tanimi ve fuzzy kiime iizerindeki cebirsel 6zellikler ile
fuzzy sayis1 kavramlar1 incelenmistir. Ayrica fuzzy dizisi, fuzzy dizilerinin yakinsakligi
ve fuzzy dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ile toplanabilme metotlari arasindaki iligkiler
verilmistir.

3.1 Fuzzy Kiimeler
3.1.1 Tamm
X herhangi bir kiime ve A C X olsun.Boylece

1, x € Aise

falz) = { 0, =z ¢ Aise
seklinde tanimlanan f4 : X — R fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna gore X in bir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A={zreX: fs(x)=1}

seklinde tanimlayabiliriz.
Karakteristik fonksiyondan yararlanarak kiimesinin herhangi bir elemaninin kiime-
sinin eleman olup olmadigin1 kesin olarak anlamamiza yardimci olur.

Asagida Zadeh (1965) tarafindan tanimlanan bazi tanimlari verelim.

3.1.2 Tamm

X, elemanlari x ile gosterilmig bir nesneler kiimesi olsun. y kiimesinde bir A fuzzy
kiimesi, x deki herbir noktay1 [0, 1] arahigindaki bir reel sayiya karsilik getiren bir X 4 ()
karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir.

x deki bir A fuzzy kiimesinden bahsedilirken X4 : x — [0, 1] seklinde bir karak-
teristik fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon z € A igin X4(z) € [0,1],2 ¢ A i¢in
X 4(x)=0 bi¢ciminde tanimlanir. Bu gekilde tanimlanan karakteristik fonksiyona bundan
sonra iiyelik fonksiyonu diyecegiz.

Uyelik fonksiyonunun tanimindan yararlanarak bir A fuzzy kiimesi,
A={x e x: Xa(x) €[0,1]}

seklinde ifade ederiz. Burada X 4 () in degeri A fuzzy kiimesindeki x noktasinin iiyelik

derecesini gostermektedir. Buna gore X 4(z) in 1 e en yakin degeri, A fuzzy kiimesindeki
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x in en yiiksek iiyelik derecesidir. Bu durumda £ kiimesi klasik anlamda bir kiime ise
tiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada X 4(x) = 1 veya X4(z) = 0
olmasi x in A ya ait olmast veya olmamasi demektir. Buna gére X 4(x), A kiimesinin

bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur (Zadeh, 1965).

3.1.3 Tamm
Bir fuzzy kiimesinin normal olmasi igin gerek ve yeter sart X (xg) = 1 olacak

sekilde en az bir xy € X mevcut olmasidir (Zadeh, 1965).

3.1.4 Tamm
A bir fuzzy kiime olsun ve « € (0, 1] verilsin. A fuzzy kiimesinin a—kesimi A® ile

gosterilir ve

A ={zx e x: Xs(x) > a}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak 0—kesim kiimesi clx € R : X 4(z) > 0 seklinde tanim-
lanir.

Fuzzy kiimelerde kullanilan "destek" kavramini agsagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

3.1.5 Tamm

A bir fuzzy kiime ve A nin destegi
supp (A) = {z € x : X4 (x) > 0}
seklinde tanimlanir (Zadeh, 1965).

3.1.6 Tamm
R" n boyutlu 6klid uzay1 olsun. Bir A fuzzy kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her « € (0, 1] i¢in A* kiimesinin konveks olmasidir. Konveksligin diger bir

tanimi da asagidaki sekilde verilebilir (Zadeh, 1965).

3.1.7 Tamm

Bir A fuzzy kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 11 € [0, 1] ve her
Y1, Y2 € X lgln
Xalpyr + (1 = p)y2) > min{Xa(y1), Xa(y2)}

esitsizliginin saglanmasidir (Zadeh, 1965).
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3.2 Fuzzy Sayilar
Bu kisimda aralik kavrami, fuzzy say1 kavrami verilmis ve bu kavramlarin cebirsel

ozellikleri incelenmistir.

3.2.1 Tanim

ay ve by iki reel say1 olmak iizere
{reR:a <z <}

olarak ifade edilen reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir.

B bir aralik olmak iizere bu araligin uc noktalarin1 B ve B ile gosterecegiz. Yani
B = [ﬁ , E seklinde bir gosterim kullanacagiz. Ayrica bir [by, by ] araligini a reel sayisina
kargilik getirecegiz.

B ve C' yukaridaki sekilde tanimlanmuisg iki aralik olmak iizere reel sayilar icin
tanimlanmig olan “<” ve “<” siralama bagintilarini araliklar icin asagidaki gibi genisle-

tebiliriz:

B<C& B<(Cve

o
I
Ql

=
qQl

B<(C&B<(CveB<

B ve C' araliklar birer say1 gibi diisiiniilebilecegi i¢in bu araliklarin olusturdugu

kiimede toplama islemi B = [B, B] ve C' = [C, C|| olmak iizere
[B,B] +[C.C]l=[B+C,B+C]

seklinde ifade edilir. Tlaveten iki araligin toplami yine bir araliktir.

B ve C araliklar1 arasindaki ¢ikarma iglemi asagidaki sekilde tanimlanir.
B.B] - [¢.C] = [B-C.B-C]

Reel sayilar dogrusu iizerindeki biitiin kapal1 ve sinirlik [Q , F] araliklarin kiime-

sini D ile gosterelim. Herhangi iki B,C' € D igin

d(B,C)=max (|B - C|, |§—C’D

seklinde ifade edilen bir d fonksiyonunun D {iizerinde bir metrik tanimlar ve (D, d) nin
de bir tam metrik uzaydir (Moore, 1979). Ilaveten < bagintis1 D iizerinde kismi siralama

bagintisidir.
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3.2.2 Tamm
Fuzzy sayis1 asagidaki sartlar saglayan bir X : R — [0, 1] fonksiyonudur.
i) X normaldir, yani X (x¢) = 1 olacak sekilde bir o € R mevcuttur,

i1) X fuzzy konvekstir, yani herhangi z,y; € Rve 0 < p < 1igin

X (prr + (1= p)y1) > min {X (21), X (y1)}

esitsizligi saglanir,

i11) X ust-yari-siireklidir,

iv) X° = {z € R: X (z) > 0} kilmesinin kapanis1 kompakttir (Chang ve Zadeh, 1972).
Biitiin reel fuzzy sayilar kiimesini L (R) ile gosterecegiz.

Uggen iiyelik fonksiyonu, {a, b, ¢} olmak iizere ii¢ parametre ile 6zellestirilmistir.

S0z konusu iiyelik fonksiyonunun denklemi ise,

07 QTSO
) = a<z<b
Uggen (z,a,b,¢) = bra’ F

c—b? beESC

0 CSI

L (R) kiimesinde a—kesim kiimeleri i¢in bazi aritmetik iglemler bu sekilde tanimlanir.
X, Z € L (R) fuzzy sayilarmin toplaminin ve farkiysa
(X +Z) (z) = sup min{X (y), Z (1)}
r=y+t

(X = 2) (&) = sup min {X (4), 7 (1)}

seklindedir (Dubois ve Prade, 1980).

Y ve Z gibi iki fuzzy sayinin a—kesim kiimelerine gore toplami ve farki ise bu

sekilde tanimlanir.
Y,Z € L(R) ve bunlarin a—kesim kiimeleri o € [0, 1] igin [Y]* = [Y*, V"] ve
[Z]* = [2*,Z"] olsun. Bu takdirde

[Y—l—Z]a — [Xa +Za77a+7a} ’

Y -2"=[x"-Z"Y" -2,

dir.
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Bir Y fuzzy sayisinin bir ¢ € R reel sayisiyla ¢carpimida

Cyle — [t'iaﬂf'ya], t > 0ise
[t X] —{ [t~7a,t-ﬁa], dd

seklindedir.
Burada [Y £+ Z|* = [V]|* £ [Z]" ve [t - Y]* = t[Y]* yazilabilir.

Bunu asagidaki gibi basit cebirsel islemler yaparak gosterebiliriz.

Y*+[Z]"={x€R:Y(z)>a}+{x€R: Z(x) > o}
={reR:Y(x)+Z(x) >2a>a}
={zeR:(Y+2Z)(x) >2a>a}

=Y +Z7]"

t-Y]*={x € R:(tY)(z) > a}
={reR:tY(x) > a}
=t{re R:Y(z) > a}

=[]

dir.
Her bir reel say1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica
fuzzy sayinin tanimina gore her bir karakteristik fonksiyon bir fuzzy say1 olur. Yani s € R

icin § € L (R) fuzzy sayist

5 (2) :{ 1, xzs%se
0, x#sise
seklinde tanimlanir. Boylece her s reel sayist i¢in § = [s, s] seklinde bir gosterim vardir.
Bu diisiinceden hareketle R reel sayilar kiimesi, L(R) fuzzy sayilar kiimesine gomiilebilir
(Kaufmann ve Gupta, 1984).
Fuzzy sayilar kiimesi iizerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasindaki sira-
lama bagintisina benzerlik gosterir.

Y, Z € L(R) igin "<" kismi siralama bagintist
Y<Z&eVac0,1]igcnY*<Z%veY <Z°

seklinde tanimlanir (Kaufmann ve Gupta, 1984; Diamond ve Kloeden, 1994).
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3.2.3 Tamm

E C L(R) kiimesi verilsin. Her X € FE fuzzy sayist icin X < T olacak sekilde
bir 7" fuzzy sayis1 varsa £ kiimesine iistten sinirlidir ve " fuzzy sayisina da £ kiimesinin
bir iist sinirlt denir. Eger E kiimesinin her p iist sinirh igin 7' < g 1se 1" fuzzy sayisina
E kiimesinin en kiigiik iist sinirli (supremumu) denir. Bir kiime i¢in alttan sinirlilik ve
infimum kavramlari da benzer sekilde tanimlanir (Nanda, 1989).

L(R) iizerinde Y ve Z gibi iki fuzzy sayisi arasindaki uzakligi asagidaki sekilde

tanimlariz.

d:L(R)xL(R)— R

d(Y.2) = sup d (Y, 2°)

0<a<1

metrigi kullanilacaktir. Burada d g+~ Hausdorff metrigidir ve

dp+ (Y, Z%) = max (Y — Z°|,|Y" = Z7)

seklinde tanimlanir. (L(R), J) , bir tam metrik uzaydir (Diamond ve Kloeden, 1994). Bu
metrik, R tizerindeki mutlak deger metrigine indirgenir.

C(R™), R™ 6klid uzayinin bog olmayan, kompakt ve konveks biitiin alt kiimelerinin
ailesini gostersin. Bu takdirde C'(R") iizerinde toplama ve skalerle ¢arpma her A, B €
C(R") igin

B+C={t:t=x+y, € Bveye(}

ve her C' € C(R™) ve her \ € [0, 1]
M={z:z2= Mz, x € B}

seklinde tanimlanir. Buradaki toplama ve ¢carpma islemleri C'( R") iizerinde bir lineer yap1
tiretir. B ve C' kiimeleri arasindaki uzaklik
b (5, ) = max {sup int b~ o] sup uf 1 el
Hausdorff metrigiyle tanimlanir. Burada |[|-|| sembolii ile R deki aligilmig 6klid
normu gosterilmektedir. (C'(R"), doo) uzayimnn bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir.

Bir fuzzy sayinin tanimi aggidaki bicimde genellestirilebilir.
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3.24 Tamm

n—boyutlu 6klid uzayr R" tizerindeki bir fuzzy say1 asagidaki sartlari saglayan bir
X : R"— [0, 1] fonksiyonudur:
i) X normaldir, yani X (xy) = 1 olacak sekilde en az bir o € R™ mevcuttur,

i1) X bulanik konvekstir, yani herhangi z,y € R" ve 0 < 1 < 1 igin
X (i + (1 - u)y) > min {X (2), X (y)}

esitsizligi saglanir,
i11) X ust-yari-siireklidir,
iv) X°={z € R": X (z) > 0} kiimesinin kapanig1 kompakttir.
R™ tizerindeki biitiin fuzzy sayilarin kiimesi L (R") ile gosterilir.
0 < a < 1igin X kesim kiimesini goz oniine alalm. Tanimdan, X® € C (R")

oldugu agiktir. L (R™) deki toplama ve skaler ile ¢carpma X, Z € L (R") ve t € R olmak

iizere
(X + Z]" = X*+ Z% ve [tX]* =tX“
seklinde tanimlanir. Simdi, her bir 1 < ¢ < oo i¢in
1 .
d, (X, 2) = ( / 5 (X°, Z‘“)%loz)
0
ve

doo = SUP 000 (X%, Z9)

0<a<l

metriklerini tanimlayalim. ¢ < s i¢in d, < d; olmak iizere

doo (X, Z) = lim d, (X, Z)

q— 00

oldugu agiktr. (C' (R"), d,) metrik uzay: tamdir (Puri ve Ralescu, 1986).
Bundan sonraki kisimlarda d,, yerine d notasyonu kullanilacaktir. Ayn1 zamanda d

metrigi asagidaki 6zellikleri saglar.

d(cX,cZ)=|c|d(X,Z) 4)

d(X+2,Y+2)<d(X,Y)+d(Z, 7). (5)
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3.3 Fuzzy Say Dizileri ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, Matloka (1986) tarafindan verilen fuzzy dizilerinin tanim1 ve cebir-
sel ozellikleri incelenmistir. Ayrica Nuray ve Savas (1995) tarafindan verilen fuzzy say1
dizilerinin istatistiksel yakinsaklik kavraminin temel 6zellikleri ile fuzzy dizilerinin top-

lanabilme kavramlar1 orneklerle verilmistir.

3.3.1 Tamm
Fuzzy sayilarinin bir X = (X;) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L(R") i¢ine ta-
mimh bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir ¢ pozitif tamsayisina bir X (¢) fuzzy sayisi

kargilik gelir. Bundan sonraki boliimlerde X (¢) yerine X, yazacagiz.

3.3.2 Tamm

Xo € L(R™) ve ¢ > 0 verilsin. Buna gére X, fuzzy sayisinin e—komsulugu
d (X, Xp) < € olacak sekilde biitiin X fuzzy sayilarinin kiimesidir. Bir X, fuzzy sayisinin
e—komsulugu K (X, ¢) ile gosterilir (Matloka, 1986).

3.3.3 Tamm
X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 sayistigint > N iken d (X, Xo) <
¢ olacak sekilde bir NV sayis1 mevcut ise (X;) dizisi yakinsaktir ve limiti X dir denir. Bu
durumda tllglo X = X yazilir. Eger lim X; mevcut degilse (X;) dizisi raksaktir denir.
Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F) ile gosterecegiz (Matloka,
1986).

3.3.4 Ornek

t 42 ] -
e+l ze [-H20] ise

Xi(x) =< —tHz+1, ze(0,%ise

0, dd
seklindeki X = (X}) fuzzy say1 dizisi diisiinelim. Bu fuzzy say1 dizinin limiti
r+1, xze€[-1,0] ise
Xo(x)=<¢ —x+1, =x€(0,1]ise
0, d

fuzzy sayisidir.

3.3.5 Teorem
Yakinsak bir X = (X;) fuzzy say1 dizisinin limiti tektir (Matloka, 1986).
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3.3.6 Teorem
X = (Xy) ve Y = (Y;) fuzzy say1 dizilerinin limitleri sirastyla X ve Y; olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
Z)tli)m (Xt‘i‘n) :Xo‘i‘yb,
i) lim (X, - ;) = Xo — Yo,

t—o0
iii) lim (X..Y}) = Xo.Yp,

t—o00
iv) lim (ﬁ) = %’ (Bu durumda biitiin ¢ lar igin 0 ¢suppY; ve 0 ¢suppYp).

t—o00 Yy

3.3.7 Teorem

Her ¢ > 0 igin t,m > N oldugunda d (X;, X,,) < ¢ olacak sekilde pozitif bir
N tamsayist mevcutsa X = (X) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir (Matloka,
1986).

Reel say1 dizilerinde oldugu gibi yakinsak her fuzzy sayi dizisi ayn1 zamanda fuzzy

Cauchy dizisidir.

3.3.8 Tamm
Her ¢ € Nsayisiicin U < X; < V olacak sekilde U ve V' fuzzy sayilart mevcut
ise X = (X;) fuzzy say1 dizisine sinirlidir denir (Nanda, 1989). Biitiin siirli fuzzy sayi

dizilerinin kiimesini /., (F) ile ifade edecegiz (Matloka, 1986).

3.3.9 Teorem
Yakinsak her fuzzy say1 dizisi sinirhidir (Matloka, 1986).

3.3.10 Tamm
Bir X = (X,) fuzzy say1 dizisini ve dogal sayilarin artan bir (¢,,) dizisini gbz oniine

alalim. Bu durumda (X, ) dizisine (X}) dizisinin bir alt dizisi denir (Matloka, 1986).

3.3.11 Teorem
Yakinsak bir X = (X}) fuzzy say: dizisinin her alt dizisi de yakinsaktir ve alt
dizinin limiti X = (X) dizisinin limiti ile aynidir (Matloka, 1986).

3.3.12 Tamm
X = (X,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her € > 0 i¢in

1
lim — [{t <n:d(X, Xo) >} =0
non
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olacak sekilde bir X, fuzzy sayist mevcut ise yani h.h.t i¢in d (X, Xo) < ¢ esitsizligini
saglayan bir X, fuzzy sayisi varsa X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina istatis-
tiksel yakinsaktir denir (Nuray ve Savas, 1995). (X;) dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel
yakinsak ise S(F) — lim X; = X, veya X; — X, (S (F)) yazilir.

Istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini S (F) ile ifade edecegiz. Eger
Xo = 0 alinirsa sifira istatistiksel yakinsak fuzzy dizilerin ciimlesinde Sy (F) ile gotere-
cediz.

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 ¢ (F) C

S (F) kapsamast agiktir. Bu kapsamanin kesin oldugunuda asagidaki drnekte gorebiliriz.
3.3.13 Ornek
X = (X;) fuzzy say1 dizisini
r—t+1, zelt—1,1 ise

. t =n?ise
—x+t+1, ze (t,t+1]1se
X (x) = 0 (dd ] (n=1,2,3,...)
Xo (z), t # n?ise

olacak bicimde tanimlayalim. Burada

r+3, z€[-3 -2 ise
Xo(x)=¢9 —x—1, ze€(—-2,—1]ise
0, dd

olup, her £ > 0 i¢in
{t e N:d(Xy, Xo) >e} C{4,9,16,...}

oldugundan 6 ({t € N: d (X}, Xo) > ¢}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X;) dizisi X, a
istatistiksel yakinsaktir. Ancak {t € N : d (X, Xy) > ¢} kiimesi sonlu olmadig1 i¢in (X;)
dizisi X a yakinsak degildir.

S (F) ve £y (F) uzaylari birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki 6rnekte verilen X =
(X;) fuzzy sayi1 dizisini géz Oniine alalim. Bu dizi istatistiksel yakinsaktir fakat sinirh

degildir. Simdi de sinirli olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi 6rnegi verelim.

3.3.14 Ornek

T, z € [0,1] ise
Up(z)=¢ —x+2, ze(1,2]ise
0, dd
ve
r—4, wz€l[4,5] ise
Uy(x) =< —ax+6, zec(506ise
0, dd
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olmak tizere
| Ui, ttekise
Xi (@) = { Us,, tciftise

seklinde tanimlanan (X};) fuzzy say1 dizisi sinirhidir fakat istatistiksel yakinsak degildir.
Yakinsak her fuzzy say1 dizisi ayn1 zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de
sinirh oldugundan dolay1 S (F) N £y, (F) # 0 dir. Tlaveten ¢ (F) C S (F) N Ll (F)

kapsamas1 kesindir. Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

3.3.15 Ornek
X = (X;) fuzzy say1 dizisini
Lr+1, ze|[-H20] ise

t+2 t o, t = n?ise
T t+2
X, (x) = t+2617 +1, ze€ (O(i dt ] ise (n=12.3 )
Xo (), t # n?ise

seklinde tanimlayalim. Burada

r—>5, x€lb 0] ise
Xo(z) =< —x+7, x€(6,7ise
0, dd

olup X = (X;) dizisi hem smirlidir hem de X fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Fakat bu dizi yakinsak degildir.

3.3.16 Teorem

X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Bu durumda h.h.t i¢cin X; = Y, olacak
sekilde yakinsak bir Y = (Y;) dizisi varsa X dizisi istatistiksel yakinsaktir (Mursaleen ve
Bagarir, 2003).

3.3.17 Tanim

X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda
g
Jm 2 ;[d(Xu Xo)JP =0
olacak sekilde bir X fuzzy sayis1 varsa X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina

kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak fuzzy sayi dizilerinin

kiimesini w(F, p) ile gosterecegiz. Bir bagka ifadeyle

n—oo N,
t=1

1 n
w(F,p) = {X =X, : lim — Z[d(Xt,XO)]p =0, en az birX, igin}

dir. X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise X; —

Xo(w(F,p)) yazacagiz (Kwon, 2000).
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3.3.18 Teorem
0 < p < oo olsun. Bu durumda bir X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina
kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise ayn1 zamanda X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir

(Kwon, 2000).

3.3.19 Teorem
0 < p < oo olsun. Bu durumda sinirh bir X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy
sayisina istatistiksel yakinsak ise bu takdirde X fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro yakin-

saktir (Kwon, 2000).

3.3.20 Ornek

(X;) fuzzy say1 dizisini agagidaki gibi gbz Oniine alalim:

241, ze[-20] ise

& Py t =n?ise
X =g Tt tEQAe T wo1as)
0, dd

Bu dizinin a— seviye kiimesi

{ [222 22201 © ¢ = p?jse

t t
[0,0], dd

n

1
seklinde hesaplanir. Buradan p = 1icin lim — )" [d (X}, X0)]” = 0 olup (X;) fuzzy say1

dizisinin 0 fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.

3.3.21 Tamm
X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 igin,

1
lim > {t el :d(X;, Xo) >} =0

r—00 r

oluyorsa X = (X;) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir
denir. Bu takdirde Sg(F') — lim X; = X, yazilir. Fuzzy sayilarin biitiin lacunary istatis-

tiksel yakinsak dizilerin kiimesini S (F’) ile gosterecegiz (Nuray, 1998).

3.3.22 Tamm
X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi ve . € (0, 1] olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin,

1
lim — [{t € I, : d(X:, Xo) > e} =0

r—00 hﬁ
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oluyorsa X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina p dereceden lacunary istatistik-

sel yakinsaktir denir. Bu takdirde S%4(F) — lim X; = X yazilir (Nuray, 1998). Tim u

dereceden lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S (F') ile gosterecegiz .
Ozel olarak h, = r alirsak ;. dereceden fuzzy istatistiksel yakinsak dizileri elde

ederiz ve bunu da S*(F') ile gosterecegiz.

3.3.23 Tamm
p € (0,1] ve p € RT olsun. Bu durumda

lim iﬂ > ld(Xy, Xo)P =0

r—00
" tel,

olacak sekilde bir X, fuzzy sayisi varsa X = (X;) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayi-
sina u dereceden kuvvetli p—lacunary toplanabilirdir denir. iz dereceden tiim kuvvetli
p—lacunary toplanabilirdir (veya Cesaro toplanabilir) dizilerin kiimesi W} (F') ile goste-
recegiz. h, = n almirsa p dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesini

elde ederiz (Nuray, 1998).

3.4 Fuzzy Doniisiim Dizilerinin Istatistiksel Yakimsakhg

Bu kisimda Matloka (1987) tarafindan verilen fuzzy doniisiim dizilerinin tanim
verilecek. Ayrica Altin ve ark. (2007) tarafindan verilen fuzzy doniisiim dizilerinin is-
tatistiksel yakinsaklik kavrami incelenecek. Fuzzy doniisiim dizilerinin ideal diizgiin ve
ideal noktasal istatistiksel yakinsaklik kavramlarinin cebirsel 6zellikleri Haziraka (2017)
tarafindan verildi. Fuzzy doniisiim dizilerinin yakinsakligi1 Gong ve ark. (2015) ve Hung

(2020) tarafindan fuzzy problemleri i¢in incelemisledir.

34.1 Tamm

Bir fuzzy doniisiim dizisi, tanim kiimesi pozitif tamsayilar kiimesi ve deger kiimesi
de fuzzy doniisiimler kiimesi olan bir fonksiyondur. Bir fuzzy doniisimler dizisini ( f,,) ile
gosterecegiz. ( f,,) fuzzy doniisiimler dizisinin terimlerinin her birinin tanim kiimesindeki
bir ¢ sayisina karsilik gelen bir (f,,(¢)) fuzzy say1 dizisi vardir. Eger bir T kiimesindeki
her bir ¢ sayisi igin (f,(t)) yakinsak ve f(t) = nlggo fn(t) ise bu taktirde (f,,) dizisi T
tizerindeki f ye noktasal yakinsaktir (Matloka, 1987).
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3.4.2 Tamm
(fn) bir fuzzy say1 degerli fonksiyon dizisi ve f de fuzzy say1 degerli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda her = € [a, b] ve herhangi bir ¢ > 0 i¢in,

lim L [{t < n:d(fu(t), (1) > £} =0

n—oo N

ise (f,) dizisi f’e noktasal istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda
St — lim fu(t) = f(1) veya fu(?) Sty £ (4)

seklinde gosterilir.

Simdi yukaridaki tanima denk olan tanimi verelim:

YV € [a,b],Ve > 0,3M,; € 6p,Vn € N/M,,d(f.(z), f(z)) < e.

Agiktir ki (f,,) fuzzy say1 degerli fonksiyon dizisinin bir f fuzzy say1 degerli fonk-
siyon istatistiksel yakinsak olmasi i¢in her n € N/M, i¢gin d(f,(z), f(z)) < ¢ olacak
sekilde sonlu bir M, € ¢y kiimesinin mevcut olmasidir (Altin ve ark., 2007; Gong ve

ark., 2015).

3.4.3 Teorem
(fn) ve (gn) fuzzy say1 degerli iki fonksiyon dizisi ve = € [a, b] olsun. Bu durumda
fn(x) Stny f(z) ve gn(z) Stny g(x) ise o zaman,
a) (Fa(@) + gn(@)) = (f(2) + ()
b) cfu(z) 22 cf(x), ¢ € R dir, (Gong ve ark., 2015),
Ispat:
a) fu(z) Stny f(z)ve g,(z) Stny g(x)olsun. Ve > Ovehern € N/M, i¢cind(f,(x), f(x)) <
e/2 ve d(gn(x), g(x)) < /2 olacak sekilde sonlu bir M, € &y kiimesinin var olmasidir.

Vx € [a, b] igin Ayn1 zamanda Minkowski esitsizligi ve (5) 6zelligi ile beraber

d(fu(2) + gn(2), f(2) + 9(2)) < d(fu(2), f(2)) + d(gn(z), 9(2))

olur.

Boylece, Vx € [a,b] ve hern € N/M, igin

d(fu(2) + gn(2), f(2) + 9(2)) <
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elde edilir.

b) Kabul edelim ki [a, b] aralig1 iizerinde f,,(x) Stny f (x) olsun.

Boylece her n € N/M, ve ¢ > 0 igin d(f,(z), f(x)) < e olacak sekilde M, € o
kiimesinin mevcut olmasidir. ¢ = 0 i¢in agikardir.

Simdi ¢ # 0 i¢in ispatlayalim. Vx € [a, b] igin

d(cfn(x), cf (x)) = |eld(fu(z), f(x))

elde edilir.

Bolece her € > 0 ve her n € N/M, igin (4), (5) deki d metriginin 6zellikleri ile beraber
d(cfn(x),cf(z)) < |c|e olur.

Buradan cf,,(z) Sty of (x),c € R igin elde edilir.

3.4.4 Teorem
(fn) fuzzy say1 degerli bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda her ¢ > 0,3M €
do,¥n € N/M, ¥z € [a,b] i¢in

d(fn(z), f(z)) <€

ise (f,) fuzzy say1 degerli bir fonksiyon dizisi [a, b] iizerinde bir f fuzzy say1 degerli
fonksiyona diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda f, 5y f seklinde yazilir

(Gong ve ark., 2015).

3.4.5 Teorem

Bir (f,,) fuzzy say1 degerli bir fonksiyon dizisinin bir f fuzzy say1 degerli bir fonk-
siyona istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart o ya gore (f,,), nin f,’ya
diizgiin istatistiksel olmasidir (Gong ve ark., 2015).
ispat:

Her bir z € [a,b] i¢cin f,(z0) Stny f(zo) dir. Her ¢ > 0 i¢in n € N/M,, igin
d(fn(zo), f(xg)) < € olacak sekilde M,, € &y vardir. Yani

sup max { |(fa(20))s — fa (0)]

a€gl0,1]

(fal@o))a = fo (wo)|} <<

dir.

Bu nedenle her « € [0, 1] i¢in

|(falzo))a — fa (zo)| < e ve [(fulzo))d — f (z0)| <€
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dir.
Her a € [0, 1] igin,

[fn(xo)]a = [(fn(xo)),; (fn(xo))z]

[/ (@o)]a = [(fa (20)), [(fa (x0))]

oldugundan [f,,(zo)]o @ ya gore [f(zo)], ya diizgiin yakinsaktir.

Tersine herhangi bir o € [a, b] ve ¢ > 0 i¢in ve her n € N/M, ve a € [0,1] i¢in

|(fa(®0))a — fa (z0)| <

olacak sekilde M, ;0 € dp mevcuttur. Ayn: zamanda

|(fa(@0))g — fa(z0)| <e

olacak sekilde M;’O € 0y mevcuttur. Boylece her n € N/M,, igin

sup max {|(fu(w0))a — fo (z0)l, [(fu(w0))d — fd ()|} <&

a€l0,1]
olacak sekilde M,, = M, N M, € & kiimesini bulabiliriz.
Buna gore d(f,(x0), f(z0)) < & dir. Yani f, (o) 22 f (o) dir.

3.4.6 Teorem

(fn) bir fuzzy degerli bir fonksiyon dizisi olsun. O halde agsagidaki onermeler denk-
tir.
a) (fn), f e istatistiksel yakinsaktir.
mw6@mmhm:%@+mwgwmpﬁmwmmESMM%
sekilde (g,,) ve (hy,,) fuzzy say1 degerli fonksiyon dizileri vardir.
¢) 8(T) = 1 vet — oo iken d(f,, (), f(z)) — 0 olacak sekilde N in bir T = n, alt
dizisi mevcuttur (Gong ve ark., 2015).
Ispat.
(a) = (b) dir. f,,(x) Stny f(z) oldugundan verilen = € [a,b] ve € > 0 i¢in ve her n > N
icin

S0 (o), (@) 2 e} < 2
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olacak sekilde /N mevcuttur ve ¢ = % olsun. n € N; iken

<

s dtio. s 2 5

n J

1
j
olacak sekilde azalmayan bir N; < Ny < N3 < ... dizisi mevcuttur.

Verilen bir x € [a, b] i¢in {g,(x)} ve {h,(z) + f(z)} ve dizileri asagidaki gibi
tanimlayalim.

Bu durumda 0 < n < Nj ise h,(x) + f(z) = f(z) ve go(z) = fn(x) dir. Kabul
edelimki 7 > 1 ve NV; <n < Nj; olsun. Bu takdirde

_ fn(x),d(fn<5(7),f<x>> < 1

Ve

(@) d(fu(), f(2) <
() + J(2) = { fulw), d(falz), f(z)) > L

=

< |>—Ab (=3

dir.

fo(@) + f(2) = gn(x) + hn(2) + f(2)

oldugunu gostermek zor degildir. Bu nedenle f,,(z) = g,(z) + hy(x) dir. Simdi verilen
x € [a,b] igin nh_{gogn(x) = f(x) olsun. z € [a,b] ve ¢ > 0 i¢in olacak sekilde j € N
segelim. ¢ > V; igin,

Bu durumda d(f,(x), f(x)) < ; ise

elde edilir.
Buna gore d(g,(x), f(x)) < € olur.
Ikinci olarak h,, () S 0 ve hn(x) + f(2) Stny (x) oldugunu gosterelim.
Nj nin ve h,,(z)+ f(z) in tanimindan dolay1 eger N; < t < N, bu taktirde d( f;(x), f(x)) >

% iken d(h(z) + f(x), f(z)) > % olur. Bu durum gosterir ki eger N; < ¢t < N;, ise

{e<nsdouto+ 1)) 2 M| < [{e<ns atnton sy 2 1}

44



olur.

Boylece
% {t <n:d(h(z)+ f(x), f(x)) > %H C Ht <n:d(fi(z), f(z)) > %} < % <4
ve buradan
ha(2) + f(2) =5 f(2)
bulunur.

Teorem 3.4.5’¢ gore her x € [a,b] ve ¢ > 0 i¢in v € [0, 1] olmak iizere

[(ha(@)s + fu (@) = fu (0)] <&

ve
[(hn (@)t + £5(2) = f (@)] <&
olacak sekilde M € 0, vardir. Boylece |(h,(x)), | < € ve |(h,(x))]| < e dir.

Buna gore

sup max {|(h,(z)), — 0| N(ha(2)E =0} <e

a
a€l0,1]

yani d(h,(z),0) < ¢ dir. Boylece hy(z) — 0.

b) = ¢): Verilen bir z € [a,b] ve € > 0i¢in n € N/M, olmak iizere
6 ({n eN:d(h,(z),0>¢})=0

olacak sekilde M, € &, vardir. n € K igin h,(z) = 0 olacak sekilde N nin bir 7" =
{n:} € N/M,, alt dizisini tanimlayalim.

Buna nedenle

dir.

Herbirt € N ve d(g,(z), f(z)) — Oicin f,,(x) = gn,(x) oldugundan d( f,,,(x), f(x)) —
0 elde edilir ki ¢) saglanir.
¢) = a) : Herhangi bir x € [a, b] igin ¢) kabul edilirse £ > 0 i¢in m = m(e) € N, mevcut
olacak sekilde §(7") = 1 yogunluklu K = (n;) C N alt dizisi mevcut olur. Boylece t > m
icin

d(fu, (), f(2))
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olur ve

0 ({n e N d(fu(x), f(x)) = e}) <O(N —{n; : 1 = m})
1—0({ns:t>m}) =0,

olmast, her € [a,b] i¢in (f,(x)) in f(x) e istatistiksel yakinsak olmasini gerektirir. Buna

gore a) saglanir ve ispat tamamlanir.

3.4.7 Ozellik
Eger [, 2 fise f, —% f dir (Gong ve ark., 2015).

3.4.8 Ozellik

fn il f olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup d(fa(z), f(z)) 250

z€[a,b]

olmasidir (Gong ve ark., 2015).

3.49 Teorem

Bir f,,(z) fuzzy say1 degerli fonksiyon dizisinin [a, b] iizerinde bir f(x) fuzzy say1
fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart o ve = e gore
(f(x))q ya diizgiin istatistiksel yakinsak olmasidir (Gong ve ark., 2015).
ispat.
e > Dolsun ve f, “% f verilsin. Herhangibirn € N/M ve z € [a, bl i¢in d(f,(z), f(x)) <
¢ olacak sekilde M € &y, mevcuttur.

Yani

sup maX{’(fn(x)); - f;(x)| N(ful2)s = f;(x)’} <€

a€l0,1]

dir. Bu ise herhangi birn € N/M ve = € [a, b] igin

|(fal2))z = fo (@) <

|(fa(2))d = fa(2)] <

vardir. Buna ilave olarak

[fa(@)]a = [(fa(@))a (fu(@))a]

46



ve
[F(@)a = [fa (@), £3 ()]
dir. Boylece, [f, ()], nin o a ve = e gore [f(z)], ya diizgiin istatistiksel yakinsak oldugu
goriiliir.
Tersine herhangi bir o € [0,1] ve = € [a, ] i¢in [f, ()], nin « a ve x e gore [f(z)], ya
diizgiin istatistiksel yakinsaktir. Buna gére € > 0 i¢in her n € N/Mj, herhangi x € [a, 0]
ve a € [0,1] i¢in
|[(fal@))a = fa (@) < ¢
olacak sekilde M; € & mevcuttur. Benzer sekilde € > 0 igin her n € N/M,, herhangi
x € |a,b] ve a € [0,1] igin
|(fal@))g — fa(@)] <e
olacak sekilde M, € dy mevcut oldugu goriilebilir. M = M; U My € §, olsun.
Bu durumda her n € N/M, herhangi = € [a, ] ve « € [0, 1] i¢in

|[(fa(@))a — fa(@)] <e

|(fal@))d = fd(@)| <«

elde edilir. Boylece

sup max {|(fn(2)), — f4 (2)],

a€l0,1]

(fal@))s — fd (@)]} <e

Yani
d(fn(z0), f(70)) < €

dir. Boylece ispat tamamlanir.
Ayrica diger boliimlerde kullanilmak iizere [a, b] kapali aralig1 iizerinde tiim siirli fuzzy

fonksiyon dizilerinin kiimesi B(F') sembolii olarak almacaktir.
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4 FUZZY DONUSUM DIiZILERININ ; DERECEDEN LACUNARY ISTATIS-
TIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde Et ve ark. (2014) tarafindan verilen fuzzy doniisiim dizilerinden fay-
dalanilarak yapilmastir. ; dereceden noktasal istatistiksel kavramini bazi 6zellikleri ince-
lenerek, 1 dereceden kuvvetli noktasal yakinsaklik arasindaki iligkiler incelendi. Bu bolii-
miin ilk kisminda fuzzy doniisiim dizileri icin i dereceden lacunary noktasal istatistiksel
yakinsakligin tamimi, baz1 6zellikleri ve kapsama bagintilar1 tanimlanmustir.

Ikinci kisimda fuzzy déniisiim dizilerinin ;o dereceden Kuvvetli p—Lacunary ya-

kinsakligin tanimi, baz1 6zellikleri ve kapsama bagintilar1 tanimlanmagtir.

4.1 Fuzzy Déniisiim Dizisinin 1. Dereceden Lacunary Noktasal Istatistiksel Yakin-
sakhigi
4.1.1 Tanm

® = (t¢,) bir lacunary dizisi, [, = (¢,_1,t,] ve u € (0,1] olsun. f = (f;) fuzzy
degerli bir fonksiyon dizisi olmak iizere, eger her « € [a, b] ve herhangi bir ¢ > 0 i¢in,

lim — |t € I : d(fu(x), fol)) = €}| = 0

T—>00 h,é.l/

ise (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi f fuzzy degerli fonksiyonuna p dereceden lacunary
noktasal istatistiksel yakinsaktir. Bu durumda S5 — lim f;(z) = f(z) seklinde yazilir. p1
dereceden lacunary noktasal istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi S%(f) ile gos-

terilecektir.

4.1.2 Teorem
® = (t,) bir lacunary dizisi, I, = (t,_1,t,] olsun. f = (f;), g = (g:) birer fuzzy
degerli fonksiyon dizileri olmak tizere, i € (0, 1] ve her x € [a, b] i¢in
i) St —lim fi(z) = fo(z) ve c € Rise Sy — lim cfi(x) = cfo(x),
it) S — lim fi(z) = fo(z) ve S§ — lim g:(z) = go(x) ise S — Um(fi(z) + g:(x)) =
fo(x) + go(x) dir.
ispat:
i) ¢ = 0 ise agikardir. 0 # ¢ € R ve fi(z) € S4(f) oldugunu kabul edelim. (4) ve (5)

deki d metriginin 6zellikleri ile her x € [a, b] ve herhangi bir ¢ > 0 i¢in,

.1 1
lim o {t € L. : d(cfi(z),cfo(x)) > e} < rlggo i

T—00 r r

{t € I d(fi(2), fo(x)) = i}‘

]

dir. Buradan da cf,(z) € S4(f) dir.
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it) Farz edelim ki f = (f;),g9 = (g:) her x € [a, ] i¢cin birer fuzzy degerli fonksiyon

dizileri olsun. Ayn1 zamanda Minkowski esitsizligi ve (5) 6zelligi ile beraber ve herhangi

bir ¢ > 0 i¢in,

() + (90), fol@) + g0(x)) < A (fi(2), fo(x)) + d (g1(x), go()) (©)
esitsizliginden,
lim e ({8 € 12 d(fi@) + gu(a)), £(2) + g(2) > <)
buradan
< lim o | {t € 1 i), £0) 2 S} + Jim o {2 € 1 dlao), @) = 5|
dir.

4.1.3 Teorem
® = (t,) ve ®* = (s,), Vr € Nigin I, C J, olacak sekilde iki lacunary dizi olsun.

f = (f:) fuzzy degerli fonksiyon dizisi, 1 € (0,1] veher z € [a,b] olsun. 0 < u <7 <1

icin
i) Bu durumda
o

TIL% inf ﬁ >0 (7)
ise Sg.(f) € Sg(f),
i1)Bu durumda

—
Jim iy =1 ®

ise S (f) C Sg.(f) dir.

ispat:
i) Farz edelim ki Vr € N i¢in I, C J, ve (7) esitsizligi saglansin. Her = € |a, b ve
herhangi bir € > 0 i¢in

{t € J - d(fi(z), f(x)) > e}| 2 {t € I, - d(fi(), f(x)) > &}

yazabiliriz. Buradan Vr € N igin I, = (t,_1,t.],J, = (Sy—1,8:],h, = t, — t,_1 Ve

l, = s, — s,_1 olmak lizere

% {t € Jr 2 d(fi(x), f(x)) > e} > %% {t € I : d(fi(x), fo(z)) > €}].
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seklinde olur. Simdide » — oo igin limit alinirsa ve (7) esitsizligi kullanilirsa S2(f) C
Sh(f) elde edilir.
it) [ = (f:) € SL(f) olsun. (8) esitligini saglansin. Bu durumda Vr € Nigin I, C J, d.

Her = € [a, b],Vr € N ve herhangi bir ¢ > 0 i¢in

1
o
+% {t: <t < s d(ful@), [(2)) > €}

FHEE T @), @) 2 e} = s S0t d(fe), (@) 2 )

+% {troy St <ty d(fi(2), f(x)) > €}

r—1 — Sr—1 Sp — Ur 1
< TRy ol e L d(f@), f(@) 2 ¢}
= T L e L (), F() 2

0, — R
< S lite I d(f), f@) > )

< (,f— _ 1) sl e Ty d(fla), J@) 2 <

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki birinci terim » — oo i¢in limit alinirsa
(8) esitliginden Tlgrgo f;_;z = 1 oldugundan ve ikinci terim f = (f;) € S4(f) oldugundan
SE(f) € SE.(f) dir. Teorem 4.1.3. den asagidaki sonuglar elde edilmistir.
4.14 Sonug

o = (t,) ve &* = (s,),¥r € Nigin I, = (t,_1,t.], Jr = (sp-1,8] ve I, C J,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (7)
esitsizligini saglansin. Bu taktirde
i) Her pu € (0, 1] igin S (f) < S5(f),
ii) Her 1 € (0, 1] igin So-(f) C S4(f),
iit) So+ (f) € Sa(f)
dir.

4.1.5 Sonug
b = (t.) ve &* = (s,),¥r € Ni¢in I, = (t,_1,t.],J. = (s4_1, 8] ve I, C J,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (8)

esitligini saglansin. Bu taktirde
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i) Her 1 € (0,1] igin S4(f) € Sb.(f).
ii) Her 1 € (0, 1] icin S4(f) € Su- (/)
iii) Se(f) € Se-(f)

dir.

4.2 Fuzzy Doniisiim Dizilerinin 1 Dereceden Kuvvetli p— Lacunary Yakinsakhig
4.2.1 Teorem

o = (t,) ve &* = (s,),¥r € Nigin I, = (t,_1,t.], Jr = (sp-1,8] ve I, C J,
olacak sekilde iki lacunary dizi olsun. f = (f;) € B(F),u € (0,1] ve her z € [a, b

olsun. 0 < p <n <1ve0<p<ooigin

i) Bu durumda (7) esitsizligi saglanirsa Nyg. ,(f) C Ng ,(f),

i1) Bu durumda (8) esitligi saglanirsa ve f = (f;) € B(F)ise Ng ,(f) C Ng, ,(f)
dir.

Ispat:

i) Vr € Nigin I, C J, olsun ve (7) esitsizligi saglansin.

2 Y @@ SO 2 Em Y @), @)

" tedr zefab] tel, z€la,b]
esitsizlifinden Vr € Nigin Ng. (f) C Ng ,(f) kapsamas elde edilir.
i) (fi) € Ny, (f) ve (8)esitligi saglansimn. f = (f;) € B(F) oldugundan d(f;(z), f(z)) <
M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Simdide Vr € Nigin I,. C J,. ve h, < /£, oldu-

gundan

Y RS =g Y @RS g Y (@A), @)

" ted zefab] " b€ dn—1In,z€lab] " tel xelab]
g(g’";;zh’")ijL%n ST (dfile), f@)

" tel, x€lab]

() X @@ @)y

" tel,,z€la,b|

< (2__1) Mg ST ), @)

" tel, awelab]

buradan da Vr € Nigin Ng (f) C Ng. ,(f) kapsamasi elde edilir.

Teorem 4.2.1 dan asagidaki sonuglar elde edilmistir.
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4.2.2 Sonug
¢ = (t,) ve * = (s,),Vr € Nigin I, C J, olacak sekilde iki lacunary dizi olsun.
f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (7) esitsizligi saglansin. Bu taktirde
i) Her 1 € (0,1] igin N (f) € N& (),
i) Her j1 € (0,1] igin Na- (/) € N (/).
iti) No-»(f) € Nop(f)
dir.

4.2.3 Sonucg
¢ = (t,) ve * = (s,),Vr € Nigin I, C J, olacak sekilde iki lacunary dizi olsun.
f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (8) esitligi saglansin. Bu taktirde
i) Her 1 € (0, 1] igin B(F) N\ Ng,(f) € N ,(f).
ii) Her s € (0, 1] igin B(F) N N (F) € Now (),
iti) B(F) 0 Nop(f) € No=p(f)
dir.

4.2.4 Teorem

¢ = (t,) ve ®* = (s,),Vr € Nigin I, C J, olacak sekilde iki lacunary dizi
olsun. f = (f;) € B(F),n € (0,1] ve her x € [a,b] olsun. p,n € R sayisi olmak iizere
O<pu<<n<lvel<p<o0igin
i) (7) esitsizligi saglansm. Eger bir dizi f ye kuvvetli Ng. (f) yakinsak ise bu dizi f ye
St (f)—istatistiksel yakinsaktir,
i) (8) esitligi saglansin ve f = (f;) € B(F) olsun. Bir dizi f ye S (f)—istatistiksel
yakinsak ise f ye kuvvetli Ng. (f) yakinsaktir.
Ispat:
i) f = (fi) € Ng.,(f),Vr € Nigin I, C J, ve € > 0 olsun. Bu taktirde

Yo (dfile), f(2)" = > (d(fi(x), f(x)))"

teJr,z€a,b] teJr,z€[a,b),| fi—f|>e

+ > (d(filx), f(2)))

teJr,x€la,bl,| ft—fl<e

52



tel,,x€abl,|ft—f|>e tel, x€la,bl,| ft—f|<e

(d(fil=), f(x)))"

tel x€lab],| fi—f|>e

> {tel: d(ft(fﬁ), f(x) = e}|e’

> 3RSy 3 (@S
Z

>

ve boylece

2Y ), S 2 Sl e i), ) 2 )

" tedr,z€la,b]

i1
> Y b € L (), T () 2 < e
yazabiliriz. (7) esitsizligi saglandigi icin f = (f;) dizisi f ’ye kuvvetli Ng. (f)—toplanabilir
ise [ ye S4(f)—istatistiksel yakinsaktr.
it) SE(f)—lim fi(x) = f(z) ve f = (f;) € B(F) olsun. Bu taktirde d( f;(x), f(z)) < M
olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. Her € > 0 i¢in

Y WE@SEY = 5 Y @ @)Y

" tedr z€lab) t€Jr—Ir,z€lab],| fi—f|>e

+% S (d(fe(x), f(2)))"

" tel zeab),| fi—fl<e

< (grg—ghr)wwln S W) f@))

T tel,,x€labl,|fi—fl<e

(ér};h?) Mpwin > (@) f@)Y

tel,,x€lab],| fr—fl<e

< (g-y)wrsgy X @@y

tel x€la,bl,| fi—f|>e

+% S (d(fi(2), f(2)))"

" telr a€lab],| fi—fl<e

“1) s S e L dlAe) S(0) 2 N

b
< (F-1)rs g

yazabiliriz. (8) esitligi ile bir dizi f ye S4(f)—istatistiksel yakinsak ise f ye kuvvetli
Ng.,(f) yakinsaktir .

IN
VR
S

S3

Teorem 4.2.4 dan asagidaki sonuclar elde edilmistir.

53

(fule), fa) = e}|e” +

h,
e

l,



4.2.5 Sonug

o = (t,) ve ®* = (s,),¥r € Nigin I, C J, olacak sekilde iki lacunary dizi
olsun. f = (f;) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (7) esitsizligi saglansin. Bu taktirde her
p € (0, 1] igin,
i) N () € Sh(f).
i1) No=,(f) C S4(f
iii) Noo (f) € Salf
dir.

Y

)
)

4.2.6 Sonucg

¢ = (t,) ve * = (s,),Vr € Nigin I, C J, olacak sekilde iki lacunary dizi olsun.
f = (fi) fuzzy degerli fonksiyon dizisi ve (8) esitligi saglansin. Bu taktirde her p € (0, 1]
i¢in,
i) B(F) N S§(f) € Ng-,(f),
i) B(F) N 5g(f) S Na=p(f),
ii1) B(F) N Sa(f) C Ne«,(f)
dir.
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5 SONUCLAR

Bu tezde, literatiirde bilinen fuzzy fonksiyon dizilerinin tanimi1 ve dizilerin noktasal
yakinsaklig1r kavrami kullanilarak, fuzzy fonksiyon dizilerinin y dereceden p—lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanarak bazi sonuclar elde edilmistir. Ayni zamanda
fuzzy fonksiyon dizilerinin ;4 dereceden kuvvetli p—lacunary istatistiksel yakinsaklik ile
fuzzy fonksiyon dizilerinin 1 dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlar ta-
nimlanarak Sg (f), Ng(f) ve Ng ,(f) uzaylari arasinda bazi kapsama bagintilari ile ilgili

sonug¢lar elde edilerek bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.
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