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KISALTMALAR VE SIMGELER

Simge Aciklama

R : Reel sayilar kiimesi,

C :Kompleks sayilar kiimesi,

N :Dogal sayilar kiimesi,

Co :Sifira yakinsayan dizilerin uzayzi,

c :Yakinsak diziler uzay1,

Coo :Sonlu sayida terimi disinda geriye kalan biitiin terimleri sifir olan dizilerin uzayz,

(oo :Sinirh diziler uzayi,

l, :1 < p < oo olmak iizere p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzayz,
A :Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzayi,

B(X,Y) :X normlu uzayindan Y normlu uzayina tanimh biitiin sinirli lineer operatorlerin kiimesi,
B(X) :X normlu uzayindan yine kendi i¢ine taniml biitiin sinirli lineer operatdrlerin kiimesi,
X* :X normlu uzayinin siirekli duali,

L(X,)Y) : X lizerinde tanimli biitiin lineer fonksiyonellerin kiimesi,

R(T) T operatoriiniin goriintii uzayi,

R(T) :R(T') kiimesinin kapanist,

boy X :X uzayinin boyutu,

CA :A kiimesinin tiimleyeni,

Se(z) :X merkezli ve € yarigapl agik yuvar,

A :A kiimesinin kapanis,
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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma bes boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde konunun tarihi ge¢misi verilmistir.

ikinci boliimde,temel tanimlar ve teoremler ele alinmustir.

Ugiincii boliimde, cg, ¢ ve £, (1 < p < 00) dizi uzaylan arasindaki ¢carpimsal operatorler ele aliip ve
bu operatorlerin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde, Cesaro dizi uzayimdaki sinirli, kompakt, terslenebilir ve Fredholm ¢arpimsal op-
eratorlerin karakterizasyonlar1 incelenmistir.

Besinci boliimde Orlicz uzayindaki terslenebilir, kompakt ve Fredholm carpimsal operatorlerin karek-
terizasyonlar1 incelenmisgtir.
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This study prepared as a graduate thesis covers five chapters.
In the first chapter, the history of the subject is given.

In the second chapter, basic definitions and theorems are given.

In the third chapter, multiplication operators between the sapaces cg, ¢ and £, (1 < p < o0) are
considered and some property of these operators are examined.

In the fourth chapter, the characterizations of bounded, compact, invertible and Fredholm multiplication
operators in Cesaro space were performed.

In the fifth chapter, the characterizations of compact, invertible and Fredholm multiplication operators
in Orlicz space were performed.

Keywords: Sequence space, Fredholm operator, Multiplication operator, Function space, Orlicz space,
Bounded linear operator.
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1. GIRIS

Fonksiyonel analizde operatorlerin 6nemli bir sinift olan ¢arpimsal operatorler son
yillarda cok genis bir sekilde calisilmistir. Buck (1961) reel degerli siirekli fonksiyon-
lar1 ele alarak, lineer uzayda bulunan lineer operatorler arasinda ortaya ¢ikan sonuglarin
carpimsal operatorlerle baglantili oldugunu elde etti. Abrahamse (1978) ¢arpimsal ope-
ratorler sinifindaki tiniter denklik problemini ele aldi. Axler (1982) Bergman uzay1 iize-
rindeki carpimsal oparatdrleri calismis ve bu operatorlerin Fredholm olmasi i¢in gerek ve
yeter sart1 vermistir. Singh ve Manhas (1991) vektor degerli siirekli fonksiyonlarin agir-
likl1 uzaylar tizerindeki carpimsal operatorleri ele almistir. Komal ve Gupta (2001) Orlicz
uzaylari arasindaki terslenebilir, kompakt, Fredholm carpimsal operatorlerini incelemistir.
Ayn1 zamanda Wang dizi uzaylari arasindaki ¢carpimsal operatorlerin iyi tanimli, kompakt,
lineer, sinirli, zayif kompakt olmasi durumlari tizerinde calismistir. Arora ve ark. (2006)
Lorentz uzaylar lizerindeki ¢carpimsal operatorlerin kapaliligi, kompakthigi, spektrumlari
ile ilgili baz1 sonuclar elde etmislerdir. Allen ve Flavi (2009) Zhou ve Chen (2004) in
Bloch uzayi tizerindeki sinirli, kompakt, agirlikli bilegske operatorleri tizerinde yaptiklari
caligmayi esas alarak Bloch uzayinin bir alt uzay: tizerinde benzer operatorlerin ¢carpimsal
operatorlere karsilik gelen sonuclarini elde etmislerdir. Sagir ve ark. (2015) Orlicz- Lo-
rentz dizi uzaylarindaki ¢arpimsal operatorlerin sinirlili§ini, kompakthigini ve kapaliligini
karekterize etmislerdir. Mursaleen ve ark. (2016) Cesaro foksiyon uzaylar iizerindeki
kompakt, terslenebilir, Fredholm, kapali aralikli ¢arpimsal operatorleri incelemislerdir.
Komal ve ark. (2016) Cesaro dizi uzaylan iizerindeki ¢carpimsal operatorlerin sinirliligi,
kompaktligi, terslenebilir ve Fredholmlugunu incelemislerdir. Raj ve ark. (2016) Cesaro-
Orlicz dizi uzaylar tizerindeki carpimsal operatdrlerin simirliligi, kompaktlig, terslene-
bilirligi ve Fredholm olmas1 acisindan bazi dzelliklerini incelemislerdir. Ilkhan ve ark.
(2019) ikinci dereceden Cesaro fonksiyon uzaylarindaki ¢carpimsal operatorlerin sinirlili-

gini, terslenebilirligini, kompaktli§ini incelemislerdir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde faydalanilacak olan bazi temel kavramlar ve te-

oremler verilecektir.
Tamm 2.0.1. X # () bir ciimle ve K reel veya karmagik sayilarin bir cismi olmak iizere,
herz,y,z € X ve A\, u € Kigin

+: X xX—-X o KxX =X

(x,y) > x+y (A, z) = A\

fonksiyonlart asagidaki ozellikleri saglryorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor

uzay: (lineer uzay) denir:
l.x+y=y+ax
2. (z+y)+z=2+(y+2)
3. x + © = x olacak sekilde bir © vardir
4. x + (—x) = O olacak sekilde bir (—x) vardir
S50 21=x
6. Mz +y) = v+ Ay
7. A+ p)r = e+ px
8 A(px) = (An)z
(Maddox, 1970).

Tanmim 2.0.2. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: X x X = RYU{0}, (x,y) = d(z,y)

doniistimii verilsin. Eger, bu d doniisiimii her x,y,z € X icin
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(M1) d(z,y) =0 x=y
(M2) d(z,y) = d(y,z)
(M3) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) (licgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adint alir ve bu du-

rumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay ad verilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanim 2.0.3. X, K cismi iizerinde bir vektor uzayt olsun.

X =Kz

doniisiimii, her x,y € X ve her a € K igin
(NI) ||z|| =0 2=0

(N2) |laz]| = |afllz]

(N3) [le +yl| < [lz|| + [lyl| (dicgen egitsizligi)

ozelliklerini saglryorsa, X iizerinde bir norm adini alir ve bu durumda (X, || - ||) ikilisine

normlu vektor uzayt adi verilir (Maddox, 1970).
Tamim 2.0.4. (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger,
her € > 0 icin m,n > ny iken

|Zm — za|| < € (2.1)
olacak sekilde bir no = ny(c) € N sayist varsa, v = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir
(Kreyszig, 1978).

Tamim 2.0.5. Bir (X, ||.||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite sa-
hipse bu (X, ||.||) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay: adi verilir (Musa-

yev ve Alp, 2000).



Tanim 2.0.6. A C R olsun. a € R noktasinin her komsulugu A min a dan farkl en az bir
noktasini iceriyorsa , yani § > 0 icin (Ks{a} — {a}) N A # 0 ise a noktast A kiimesinin

vigilma noktast ya da limit noktasi1 adini alir (Suhubi, 2001 ).

Tamim 2.0.7. (Bolzano-Weierstrass Teoremi) A C R sonsuz sayida nokta iceren smnirli

bir alt kiime olsun. Bu kiimenin R de en az bir yigilma noktast vardir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.0.8. {a,} C R olsun. Her ¢ > 0 sayust i¢in, bir N(g) dogal sayisi ve a € R
noktasi, n > N(¢) icin | a, —a |< € olacak sekilde bulunabiliyorsa, a noktasina bu

dizinin limiti denir, a = lim,,_,, a,, seklinde gosterilir (Suhubi, 2001 ).
Tammm 2.0.9. X ve Y, K cismi iizerinde tanimlt normlu uzaylar olsun. T' : X — Y
fonksiyonu; Vxi,x9 € X ve VA, u € K igin,

T(Axy + paa) = ANT'(x1) + pT'(x2) (2.2)
kosulunu sagliyorsa, bir lineer doniisiim ya da bir lineer operator adint alir. X den'Y ye
biitiin lineer operatirlerin kiimesi L(X,Y') ile gisterilir (Maddox, 1970).

Tanim 2.0.10. X, K cismi iizerinde tanumlt bir normlu uzay olsun. T' : X — K lineer
bir operator ise, T' operatoriine X iizerinde bir lineer fonksiyonel denir. Yani, bir lineer

fonkiyonel reel veya kompleks degerli bir lineer operatordiir (Maddox, 1970).

Tamm 2.0.11. 7' : X — Y lineer operatorii olmak iizere ,

Ker(T)={r e X :Tx =0} (2.3)

kiimesine I’ operatoriiniin sifir uzayt veya ¢ekirdegi denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.0.12. X ve Y, K cismi iizerinde tanimli normlu uzaylar ve T' - X — Y lineer

bir operator olsun. Eger her x € X icin,

[Tl < M| 2.4)



olacak sekilde sabit bir M sayist mevcut ise, T' operatoriine sinirlt lineer bir operator de-
nir. X den'Y ye biitiin sinirl lineer operatorlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir (Maddox,

1970).

Tammm 2.0.13. X, K cismi iizerinde tanimli bir normlu uzay olsun. T' : X — K sinrl

lineer bir operator ise, ' operatoriine X iizerinde sinirlt lineer bir fonksiyonel denir

(Maddox, 1970).

Tanim 2.0.14. X iizerinde taniml biitiin sinirli lineer fonksiyonellerin kiimesi B(X, K)

ile gosterilir (Maddox, 1970).

Tammm 2.0.15. 7' : X — Y surl lineer bir operator olsun. Bu durumda,

|IT|| =inf{M > 0: ||[Tx|y < M|z|x,Vr € X} (2.5)

esitsizligini saglayan en kiiciik M sayisina I’ operatoriiniin normu denir (Hewitt ve St-

romberg, 1965).

Tanim 2.0.16. X bir vektor uzayi ve x € X olsun. Her x vektorii icin, [x = x oluyorsa, 1

doniistimiine ozdeslik doniisiimii veya birim operator denir (Hewitt ve Stromberg, 1965).

Tamim 2.0.17. X bir Banach uzayi ve T' € B(X) olsun. Bu durumda,

ST=1=TS (2.6)

olacak sekilde S € B(X) mevcutsa, T ye terslenebilir bir operatir denir ve S = T!

vazilir (Rudin, 1991).

Tanmm 2.0.18. (z,,), X normlu uzayinda herhangi bir dizi olsun. Her f € X* icin

lim f(x,) = f(xo) 2.7

n—oo

olacak sekilde bir xo € X varsa, (x,) dizisi xoy noktasina zayif yakinsar denir (Musayev

ve Alp, 2000).



Tanim 2.0.19. X normlu bir uzay ve M C X olsun. Her f € X* fonksiyoneli icin

{f(z): 2z € M} (2.8)

sayt kiimesi stnirli ise M kiimesine zayif sunirli kiime denir (Musayev ve Alp, 2000).

Teorem 2.0.20. X bir normlu uzay ve M C X olsun. M kiimesinin sinirli olmasi igin

gerek ve yeter sart zayif stmirli olmasidir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.0.21. B C X ve x € B olsun. S.(x) C B olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi varsa

x e B nin bir i¢ noktasi denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.0.22. Bir A C R kiimesinin tiim noktalari i¢ nokta ise bu kiime ag¢ik kiimedir

(Suhubi, 2001 ).

Tanmim 2.0.23. Bir A C R alt kiimesinin R kiimesine gore tiimleyeni CA = R — A bir

actk kiime ise A kiimesi kapali kiime adni alvr (Suhubi, 2001 ).

Tamim 2.0.24. Bir A C R kiimesini goz oniine alalim. Bu kiimenin tiim yigilma noktala-
rint kiimeye ekleyerek elde ettigimiz A kiimesine A alt kiimelerinin kapanisi denir (Suhubi,

2001).

Tanim 2.0.25. Herhangi bir topolojik uzayda, bir f kompleks fonksiyonun destegi

supp f ={x: f(x) # 0} (2.9)

kiimesinin kapanisidir (Rudin, 1991).

Tanmm 2.0.26. (X, d) bir metrik uzay ve M C X olsun. M iizerindeki her dizinin limiti
M de olan yakinsak bir alt dizisi varsa M kiimesine X e dizisel kompakt bir kiime denir

(Kreyszig, 1978).

Tamm 2.0.27. (X, ||.||) normlu uzaywn bir alt kiimesi E olsun. Eger E kiimesinin E
kapanisi X de kompakt bir kiime ise E ye X de bir on-kompakt kiime denir (Musayev ve

Alp, 2000).



Tamm 2.0.28. X, Y Banach uzaylartve T : X — Y lineer bir operator olsun. Eger, T’
opeartorii X uzaymn her simirlt kiimesini Y uzaywmin bir on kompakt kiimesine gotiirii-
yorsa, T ye kompakt lineer operator denir. X uzayindan Y uzaywna olan biitiin kompakt

lineer operatorlerin kiimesi K(X,Y) ile gosterilir (Megginson, 1998).

Onerme 2.0.29. X, Y Banach uzaylarive T : X — Y lineer bir operatir olsun. Asagi-
daki ifadeler denktir:

(i) T operatorii kompakttir
(ii) T(Bx), Y uzaymn én kompakt bir alt kiimesidir

(iii) B, X uzaywun suurl bir alt kiimesi ise T'(B) kiimesi Y uzaywn total sinirl bir alt

kiimesidir

(iv) X uzayindaki her simirl (x,) dizisinin (T'v,,;) yakinsak olacak sekilde bir (x,,,) alt

dizisi mevcuttur (Megginson, 1998).

Teorem 2.0.30. X normlu uzayindan 'Y Banach uzaymna tammili (T,,) kompakt lineer ope-
ratorlerin dizisi bir T operatoriine diizgiin yakinsak ise I’ operatorii kompakttir (Kreys-

2ig, 1978).

Tanmm 2.0.31. X, Y Banach uzaylart ve T' : X — Y lineer bir operator olsun. boy
T(X) < oo ise T operatiriine sonlu boyutlu operatér ya da sonlu rankli operatér denir

(Kreyszig, 1978).

Tanmim 2.0.32. X, Y Banach uzaylarive T' : X — Y lineer operatorii verilsin. T' ope-
ratorii X uzaymn her sinirlt kiimesini Y uzaywmn bir zayif on kompakt kiimesine gotiirii-

yorsa, T ye zayif kompakt lineer operator denir (Megginson, 1998).

Onerme 2.0.33. Herhangi bir X Banach uzayindan bir Y Banach uzayina olan her kom-

pakt lineer operator zayif kompakttir (Megginson, 1998).

Tamm 2.0.34. X, Y Banach uzaylari ve T' : X — Y simirli-lineer bir operator olsun.
T operatorii X uzayindaki zayif yakinsak her diziyi Y uzayinda norm yakinsak bir diziye

gotiiriiyorsa, T' ye tamamen siirekli operator denir (Megginson, 1998).
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Tamm 2.0.35. X, Y normlu uzaylar ve T' : X — Y lineer bir doniigiim olsun. T’ donii-
siimii bire bir ve hem T hem de T~" siirekli ise T : X — Y bir izomorfizm (izomorfizma)

olarak adlandirilir (Carothers, 2004).

Tanim 2.0.36. X, Y normlu uzaylar ve T' : X — Y lineer bir doniisiim olsun. Vx,y € X

icin, ||Tx — Ty|ly = ||z — y||x oluyorsa, T : X — Y bir izometridir denir.

Eger, T doniigiimii lineer bir doniisiim ise, her x € X icin, ||Tz|ly = ||z||x olmast T nin

izometri olmast icin yeterlidir (Carothers, 2004).

Tanmm 2.0.37. X ve Y normlu uzaylar ve T : D(T') — Y lineer bir operatir olsun. T

operatoriiniin grafigi

G(T) = {(z,y) : x € D(T),y = T} (2.10)

X XY normlu uzayinda kapali ise 'T' ye kapali lineer bir operator denir (Kreyszig, 1978).

Teorem 2.0.38. X, Y normlu uzaylar ve T' : D(T) — Y lineer bir operator olsun. T
operatoriiniin kapali olmast igin gerek ve yeter sart (x,) C D(T) olmak iizere, x,, — x

ve Tz, — y iken, v € D(T') ve Tx = y olmasidir (Kreyszig, 1978).

Tanmm 2.0.39. X, Y metrik uzaylar ve T : D(T') — Y bir déniigiim olsun. D(T) iizerin-
deki her acik kiimenin T' altindaki goriintiisii Y de acik ise T’ ye acik bir doniisiim denir

(Kreyszig, 1978).

Teorem 2.0.40 (Hahn-Banach Teoremi). X bir reel vektor uzayi ve p : X — R fonksi-

yonu
(i) Her x,y € X vektorii icin p(x +vy) < p(z) + p(y)
(ii) Her x € X vektorii ve t > 0 sayist icin p(tz) = tp(x)

kosullarini saglasin. Bir M C X altuzayi iizerinde tanimlanmug reel degerli bir f lineer
fonksiyoneli her x € M icin f(x) < p(x) esitsizligini saglasin. [ fonksiyonelinin her
x € X igin F(x) < p(x) esitsizligi ile her v € M icin F(x) = f(x) esitsizligini saglayan

bir F' lineer genislemesi vardir (Suhubi, 2001).
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Teorem 2.0.41 (Diizgiin Sinirlhilik Prensibi). X bir Banach uzayi, Y bir normlu uzay ve
T, : X — Y suurli-lineer operatirlerin bir dizisi olsun. (T,,) dizisi ve her x € X igin, ¢,

bir reel sayi olmak iizere,

I Tx|| < e n=1,2...

esitsizligi saglansin. Bu durumda, (||T,||) normlarindan olusan dizi stmirlidir;, yani

IT.|| <c n=12,...

olacak sekilde bir c sayisi vardir (Kreyszig, 1978).

Teorem 2.0.42 (Acik Doniisiim Teoremi, Ters Sinirlilik Teoremi). X ve Y Banach uzay-
lart olmak iizere, T' : X — Y sumrli-lineer bir operator ise 'I' bir acik doniisiimdiir.

Buradan T bire-bir ve orten bir operator ise T~" siirekli olur (Kreyszig, 1978).

Teorem 2.0.43 (Kapali Grafik Teoremi). X ve Y Banach uzaylari ve D(T) C X olmak
iizere, T : D(T) — Y kapali-lineer bir operator olsun. Eger, D(T') kiimesi X uzayinda

kapali ise 'T' operatorii stnirlidir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.0.44. S = {vy, v, ..., v,} olsun. Buradan,

QU1 + Qg + ...+ apv, =0 2.11)

bagintisi ancak ve ancak tiim skaler katsaylar sifir, yani oq = g = ... = o, = 0 oldu-
gunda saglanabiliyorsa, S kiimesi lineer bagimsiz olarak nitelendirilir (Suhubi, 2001).
Tamim 2.0.45. X bir vektor uzayi olmak iizere x1, v, . . ., x,, € X verilsin. ay,as,...,a, €

K olmak iizere

a1Ty + asxs + ...+ a,x, (2.12)



seklindeki bir toplama x+, . . ., x,, nin bir lineer kombinasyonu denir.
0+#McX

ise M den alinan sonlu sayidaki vektoriin lineer kombinasyonlarummn kiimesine M nin
gereni(Span) denir ve SpanM olarak gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).
Tanim 2.0.46. X bir vektor uzayi ve M, X in bos olmayan bir alt kiimesi icin

(i) M lineer bagimsizdr.

(ii) X = SpanM ise
M ye X in bir tabani veya bir bazi denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 2.047. M = {ey,es, ..., e,} kiimesindeki vektorler e; = (1,0,0,...,0), ey =
(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1) olarak tammmlandiginda M kiimesi R" nin stan-

dart(kanonik) tabant denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.0.48. X bir vektor uzayi ve Xy da X in bir alt uzay: olsun. Her x,y € X icin
xr~y s x—y e Xgolarak tamimlanan ~ bagintisi X iizerinde bir denklik bagintisidir.

Bir x € X elemaninin bu bagintiya gore denklik sinifi x* ise

={r+y:ye X} =+ Xo (2.13)

dir. X uzayimn, ~ bagntisina gore, biitiin denklik siniflarinin kiimesini X/ X ile goste-

relim. X/ Xo = {x+ Xo : X € X} iizerinde Vz*,y* € X/ X, ve a € K olmak iizere

biciminde tamimlanan iglemler altinda, X /X, kiimesi bir vektor uzayidir. Bu uzaya X

uzaymmin X alt uzayma gore boliim uzayt denir (Suhubi, 2001 ).
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Tanmm 2.0.49. X bir vektor uzayr ve M, X in bir alt uzayt olsun. Bu durumda, X /M

boliim alt uzaymin boyutuna, X iizerinde M uzayinin es-boyutu denir (Megginson, 1998).

Tanim 2.0.50. A : F — FE suurl lineer operatoriiniin Fredholm operatorii olmast igin

gerek ve yeter sart
(i) A min goriintiisiiniin kapali
(ii) boy(KerA) sonlu
(iii) es-boy (Ran(A)) sonlu olmasidir (Komal ve Gupta, 2001 ).

Tanim 2.0.51. X bir dizi uzayi ve her bir n € Nigin, A = (\,) (A, # 0) bir dizi olmak

lizere,

Myx = (M\xy) (2.14)

seklinde tanmimlt M) operatoriine X iizerinde bir carpimsal operator denir (Wang, 2001).

Tanim 2.0.52. K = R veya K = C olmak iizere, K degerli biitiin dizilerin kiimesi

w={r=(xk)):2: N=>K k— zk)} (2.15)

ile gosterilir. w kiimesi,

+: wxw — w o Kxw — w

((z(K)), (y(k)) — (2(k) +y(k)) (A, (z(k))) = (A (k))

ikili islemleri ile K cismi iizerinde bir vektor uzayidir. w min herhangi bir alt vektor uza-
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yina bir dizi uzay denir. Ornegin,

lo = {x=(x(k)) € w:suplz(k)| < oo},

¢c = {x=(xk) ew: kh_)rgox(k:) =1l e R},
co = {z=(xk)ew: kll_)ﬂ;lox(k) = 0},

co = {z=(a(k) €w:3n, € N,k > n, icin, z(k) = 0},

n

> (k)

k=0

bs = {x=(z(k) ew: i

< 00},

cs = {x=(x(k)) €w: lim (ix(k}—l) =0,l € R},

n—oo
k=0
b, = {zr= ) Ew: Z|x k) —z(k—1)P < 00,0 <p < o0},
l, = {z= ) Ew: Z|$ )P < 00,0 <p< oo}

kiimeleri birer dizi uzayidir (Boss, 2000).

Tanmm 2.0.53. \ bir lineer topolojik uzay olsun. Her i € N icin p;(x) = x; seklinde
tammlanan p; : X — C doniisiimii siirekliyse, A uzaymna bir K — uzayt denir. Tam lineer
metrik bir K — uzayina bir F K — uzayi, normlu F K — uzaywna da bir BK — uzayt denir
(Basar, 2011).

Ornek 2.0.54. w uzay

d(z,y) = S L T (2.16)

metrige gore bir F'K — uzayidir (Malkowsky ve Rakocvié , 2000).

Ornek 2.0.55. (.., ¢ ve ¢y uzaylari

2] = sup | |
keN

12



normuna gore, 1 < p < oo igin {,, uzayi da

o0

el = O 1@ 17)

k=0

normuna gore birer BK — uzayidirlar (Malkowsky, 2001 ).

Tamim 2.0.56. N pozitif tam sayilar kiimesi olmak iizere;

Ces(l*(N)) = {x :N—=C: Z (%Z |z |) < 0o} (2.17)

seklinde tamimli olan uzaya Cesaro dizi uzayi denir. Ces(¢*(N)) uzayt iizerindeki norm

||x||:(z 2 lel) ) 218)
m=1 k=

ile verilir ve bu norm altinda bir Banach uzayidir (Komal ve Gupta, 2001).

Tammm 2.0.57. A, reel sayilarin siurl olciilebilir bir alt kiimesi ve f : A — R bir

fonksiyon olsun. Her r € R icin

{reA: f(x)>r}

kiimesi olciilebilirse f fonksiyonuna A kiimesinde élciilebilir bir fonksiyon denir (Natan-

son, 2005).

Tanmim 2.0.58. X herhangi bir kiime ve E C X olsun. Her v € X icin

1, z€F
XE(:E>:
0, z&F

seklinde tamimli fonksiyona, E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir (Wheeden ve

Zygmund, 1977).

Tanim 2.0.59. ) herhangi bir kiime ve ¥, €} min alt kiimelerinin bostan farkl bir ailesi
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olsun. Y3 asagidaki sartlart saglarsa ) min alt kiimelerinin bir o-cebiri olarak adlandiri-

lir:
(i) Ac XiseCAe X
(ii) k=1,2,...i¢cin Ay, € XiselJ, A, € ¥ (Wheeden ve Zygmund, 1977).

Tanim 2.0.60. ) bir kiime ve ¥, sayuabilir birlesim altinda kapali olan ) nmin alt kii-
melerinin bir ailesi (o-cebiri) olsun. Her bir A € X kiimesini reel bir sayiya gotiiren

fonksiyona kiime fonksiyonu denir (Lifton, 1999).

Tanmim 2.0.61. X iizerinde tanimli bir p kiime fonksiyonu asagidaki sartlart saglarsa, bir

olciim olarak adlandirilir.
(i) A€ Xicin0 < p(A) < oo ( yart pozitif tamimli)
(ii) u(0) = 0 (basit durum)
(iii) A C B € X olmak iizere, i(A) < p(B) (monotonluk)

(iv) X’ mn ikiger ikiser ayrik elemanlarimin dizisi (A,) icin A = |~ | A, ise, p(A) =

> w(Ay) (saydabilir toplamsallik) (Lifton, 1999).

Tanim 2.0.62. ) bir kiime ve %, ) mn alt kiimelerinin bir o-cebiri ise (€0, X) ikilisine bir

olciilebilir uzay denir (Curbera, 1992).

Tanmm 2.0.63. X, ) mn alt kiimelerinin bir o-cebiri ve u, % iizerinde tanumlt bir o6l-
ctim (sayilabilir toplamsal) ise, (2, 33, ) iicliisiine bir dlgiim uzayt denir. pu(§2) < oo, ise

(Q, X%, 1) uzayina sonlu él¢ciim uzayt ve p ye sonlu bir élciim denir (Curbera, 1992).

Tanim 2.0.64. p, bir S o— halkas iizerinde (negatif olmayan sayilabilir toplamsal) bir

olciim olsun. Asagidaki sartlart saglayan bir E € S kiimesine ji icin bir atom denir.

(i) u(E) >0

(ii) F € olmak iizere, ju(F) N u(E) = 0 ya da u(E — F) = 0 (Johnson, 1970).
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Tamm 2.0.65. Pozitif olgiimlerin her olciilebilir kiimesi bir atom icerirse | oOlciimiine

tamamen atomik denir (Johnson, 1970).

Tanim 2.0.66. X Banach uzayi, (2, %, i) sonlu él¢iim uzayi ve f : Q@ — X bir fonksiyon

olsun. Buradan,

=1

olacak sekilde, x1,xs,...,x, € X ve By, Es, ..., E, €Y bulunabilirse f fonksiyonuna

basit fonksiyon denir (Diestel ve Uhl, 1977).

Tamm 2.0.67. Bir S ozelligi, herhangi bir E kiimesinin stfir dlciimlii bir Ey alt kiimesi
disindaki biitiin noktalarda saglantyorsa, S ozelligi E iizerinde hemen hemen her yerde

(hhhy) saglanir denir (Natanson, 2005).

Tanim 2.0.68. X Banach uzayi, (2, %, 1) sonlu élgiim uzayi ve f : Q0 — X bir fonksiyon
olsun. Buradan,

lim |/ = f| =0 p— hhhy

olacak sekilde basit fonksiyonlarin bir ( f,,) dizisi mevcutsa f fonksiyonuna p-olgiilebilir

fonksiyon denir (Diestel ve Uhl, 1977).

Tanim 2.0.69. Asagidaki sartlart saglayan, ¢ : [0, 00) — [0, 00) siirekli, konveks fonksi-

yonuna Young fonksiyonu denir.

(i) ¢(x) = 0 olmast icin gerek ve yeter sart x = 0

(ii) lim, o ¢(x) = 00

Buradan, ¢ : R — R ve
x>1x9>0 (xg=0)
olmak iizere, bazi k > 0 mutlak sabiti i¢in

¢(2z) < ko(x)
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olursa ¢ Young fonksiyonu A, sartlarint saglar denir. Ayrica, bazit > 1 icin
x > xo > 0(xg=0)

olmak iizere,

¢(x) < (1/2t)0(tx)
olursa ¢ Young fonksiyonu V4 sartlarini saglar denir (Komal ve Gupta, 2001 ).

Tanmm 2.0.70. (2,3, i), o-sonlu olgiim uzayt ve f : X — C olgiilebilir bir fonksiyon

olmak iizere, bazi € > 0 i¢in

L?(p) = {f : /ch(s | f Ddp < oo} (2.20)

seklinde tamimlanan uzaya Orlicz uzayt denir. L? () iizerindeki norm

\|f|l¢=inf{6>0: d ¢>(|f|/€)du§1} @21

seklinde tamimlanir ve L? (1) uzayt ||.||s normuna gére bir Banach uzayt olur.
Diger taraftan, 1 < p < oo icin ¢(x) = aP almrsa L®(n) = LP(u), X iizerinde

p-integrallenebilir fonksiyonlarin bir Banach uzayt olur. Ayni zamanda,

0 , 0<zx<1

400 , x>1

alimirsa, L% (1) = Loo(p), X iizerinde tamamen simirl fonksiyonlarin bir Banach uzayt

olur (Rao ve Ren, 1991).
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3. DIZi UZAYLARI ARASINDAKI CARPIMSAL OPERATORLER

Bu boliimde, Wang (2001) in sifira yakinsak ¢, yakinsak ¢, mutlak degerleri toplanabilir
¢, ve mutlak degerlerinin p. kuvveti toplanabilir ¢, dizi uzaylarinin arasindaki ¢arpimsal

operatorlerin karakterizasyonlari ile ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

3.1. ¢y ve c Dizi Uzaylar1 Arasindaki Carpimsal Operatorler

Bu kisimda, ¢ ve c dizi uzaylar arasindaki ¢arpimsal operatorlerin karakterizasyonlari
verilecektir. Ilk olarak; cq dizi uzayi ile ilgili sonuglar ile baglanacaktr.
Simdi, ¢y uzaymdan ¢y uzayma olan carpimsal operatorlerin sinirli olmasi icin gerek

ve yeter sart verilecektir.

Teorem 3.1.1. T : ¢y — ¢y carpimsal bir operator olsun. Bu durumda, T' operatoriiniin

iyi tamumli, lineer ve simirli olmast icin gerek yeter sart A = (\,) € l olmasidir. Ayni

zamanda, ||T|| = ||\||« olarak elde edilir.

Ispat. \ & ., oldugunu kabul edelim. Oyle ise k = 1,2, ... igin, |\,,| > k? olacak

sekilde ny < ny < ... vardir. Buradan

n = ng

e

x=(r,) =

o

n # ny

dizisini alalim. Buradan, x € ¢y ise T'x € ¢, olur. Fakat
5 1
| Ang Ty || > K = k — oo

oldugundan, bu bir ¢eligkidir. Boylece A = (\,,) € [ olur.
Tersine, A = (\,) € l i¢in 7" operatoriiniin lineer, siirl ve iyi tanimli oldugunu

gosterelim. Her x = (2,,),y = (yn) € ¢ ve a, f € K (R veya C) i¢in,
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T(ax, + Pyn) = (An(ax, + Byn))
- a(Anxn>+_ﬁ(Anyn)

— aT(2) + BT(y)

oldugundan, 7" operatorii lineerdir.
Simdi, T" operatoriiniin sinirh ve ||T']|= ||\||oo oldugunu gosterelim. x = (z,,) € co

olsun. A = (\,,) € l5 oldugundan,

[Tz|| = ||(Anzn)]|
= (sup | A\pzy |)
n>1

< (sup | An [)-(sup | 2 |)
n>1 n>1

= [[Alloo-[l]

olarak elde edilir. Boylece, ||T|| < |||« olur. Diger taraftan, e, = (0,...,0,1,0,...)

dizisini alalim. Oyle ise, herbirn € N,

[Tenll = l[(Anenll
= [Aalllenl

= |)‘n‘
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olacagindan,

IT[] = sup|[Ten]|
= sup [A,]

= [l

olur. Boylece T" operatorii sinirli ve ||T'|| = ||| olarak elde edilir.
Son olarak, 7" operatoriiniin iyi tanimli oldugunu gosterelim. x = (x,,) € ¢ olmak

uzere,
| M |< | M]|oo- | @0 | =0, 1 — 00

olur. Boylece T'x € ¢y, yani T operatorii iyl tamimlidir. [

Sirada, ¢y uzayindan ¢y uzayina olan carpimsal operatorlerin kompakthig: ile ilgili

teorem verilecektir.

Teorem 3.1.2. T : ¢y — ¢y carpumsal bir operatir ve A = (\,) € coo olsun. Bu durumda,

T operatorii kompakttir.

Ispat. Herbirn € Nigin, z,, = (z\™) € B(co) (k= 1,2,...) olsun. A € g oldugundan
dolay1,
A= (i Ass s A 0,0,.)

ve boylece

Tflfn = </\1=T§n)a )\2xgn)v BRI )\ml}(—g% 0’ 0’ T >

olarak elde edilir. Simdi her bir n € N ic¢in,

Mzt < Azl < oo
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oldugundan, Bolzano-Weierstrass teoremi kullanilirsa,

’Vll
)\13:(1 ) — Y1, k— 00

olacak sekilde {x\largn’l“)}k C {Alasg")}n yakinsak alt dizisi vardir. Benzer sekilde, her bir
n € Nigin,

Moz5 | < o[l < 00

olacagindan,

TL2
)\Qxé ) — Ys, k— 00

olacak sekilde {)\gxéni)}k C {)\gscgn)}n dizisi yakinsak alt dizisi vardir. Ayni sekilde de-

vam edilirse, her bir: = 1,2, ... m i¢in,

)\ix(n?) — yi, k — 00

olacak sekilde y; € K (R ya da C) dizisini elde ederiz. Oyle ise,

y: (y17y27'--,ym70,0,...) ECO

veE

T = (Almgn;")? )\23:;”7:), e )\mxfg?), 0,0,...)

olacagindan,

Tr,m —y, k— o0
k

olacak sekilde {1, } C {T'z,}, yakinsak alt dizisi elde edilir. Boylece, T" operatorii
kompakt olur. O

Son olarak, ¢y uzay: iizerindeki ¢arpimsal operatorlerin asagidaki karakterizasyonu

verilecektir.
Teorem 3.1.3. T': ¢y — cq carpimsal bir operator ise, asagidaki sartlar denktir:
(i) T kompakttir
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(ii) T zayif kompakttir
(iii) T tamamen siireklidir
(iv) X\ € co uzayidir
Ispat. (1)=>(ii) ve (i)=-(iii) tanimlardan dolay1 aciktir.
(i)=-(@v). z,= >, _; ey olsun. Oyle ise her bir n € N icin

Tp€co ve |zl =1

olur. 7' zayif kompakt oldugundan, {T'z,, }; C {Tx,}, zayif yakinsak alt dizisi mevcut-

tur. Bu durumda, her f € ¢ icin

f(Ten,) = f(y)

olacak sekilde y = (y1,¥a,...) € ¢ dizisi vardir. Simdi her bir n € N i¢in,
folar, g, ... ap,...) = a,ile

fnico— K

olan koordinat fonksiyonellerini tanimlayalim. Buradan her bir n € N i¢in (T'z,,, — v

zay1f yakinsak oldugundan)

fo(Tn,) = fal(y)

olur. Diger taraftan

fn(TInk) = f”[)\nkx”k]

k
= fn(z )‘nlem)
=1
- fn(>\n17 >\TL27 ] )‘nkaoa 07 c )

ve yeterince biiyiik £ indisleri i¢in

fa(T2n,)

I
>~
3
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olur. Oyle ise

fa(y) = Yn

oldugundan her bir n € N icin

yn:)\n

olarak elde edilir. Boylece , y = (y,) € ¢y oldugundan

A= ()\n> € Co

olur.

(iii)=-(iv). ¢o’1n birim vektor bazi olan (e,,) dizisini goz 6niine alalim. Buradan her bir
f - (fn) S El = CEk) igin,
| flen)| = |l

ve Y p | f»| sonlu oldugundan, |f,| — 0 (n — oo) olur. Bu ise,

en — 0 (n— )

zay1f yakinsak olmasi demektir. Bu durumda

[Tenll = [[Anenll
= [alllenl]

= |)‘n|

ve 1" operatOrii tamamen siirekli oldugundan,

[An| =0

olur. Yani,

A= ()\n) € ¢y
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olarak elde edilir.

(v) = (i). A= (\n) € ¢g Ve
Ty(x) = Sk(Tx), Ty : co — ¢

olarak tanimlansin; burada Sy, k. kismi toplam izdiisiimdiir. Oyle ise,
Ty = (Alxl, AoXo, A\3X3, .. )

Ve

Tkl’ = <)\11‘1, /\QZL'Q, ce ,)\kl'k, O, O, .. >

olarak bulunur. Her bir £ € N i¢in 7}, sinirhi-lineer bir operator ve boylece Teorem 3.1.2°

den, 7}, kompakt olur. Ayn1 zamanda,

IT = Tell = N[(1=5)T]
= sup|A| =0, k— o0
k>n
olarak elde edileceginden, 7" operatorii kompakt olur. [

Simdi ise, ¢ uzaymdan c uzayina olan carpimsal operatorler iizerine baz1 sonuclar

verelim.

Teorem 3.1.4. T': ¢ — c carpimsal bir operator olsun. Bu durumda, 'T' operatoriiniin iyi
tamiml, lineer ve sumirli olmast icin gerek yeter sart A € cve ||T|| = ||\|| olmasidir.
Ispat. e = (1,1,...,1,...) € c dizisini alalim. T iyi-tamml oldugundan, Tc = \, € c;
yani A € cuzayi olur.

Diger taraftan, Teorem 3.1.1° in ispatindan, 7" operatoriiniin lineerligi ve sinirliligi

kolayca elde edilir. Oyle ise, T" operatériiniin iyi taniml1 oldugunu gosterelim. z = (z,,) €

cve A = (\,;) € colsun. Bu durumda,

Tpn—Yve,— 2
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olacak sekilde y, z € K vardir. Buradan

Tx = \yx, = 2y

olacagindan T'x € c olarak elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. [

Teorem 3.1.5. T': ¢ — c carpimsal bir operator ise, asagidakiler denktir:

(i) T kompakttir

(ii) T zayif kompakttir
(iii) 'I' tamamen siireklidir
(iv) X\ € co uzayidir

Ispat. Teorem 3.1.3’ iin ispatina benzerdir. [

3.2. /¢, Dizi Uzay1 Arasindaki Carpimsal Operatorler

Bu kisimda, ¢, uzayindan ¢; uzayina olan ¢arpimsal operatorlerin karakterizasyonu veri-

lecektir.

Teorem 3.2.1. Tz = (\,z,,), {1 uzayindan {1 uzayma ¢carpimsal operator olsun. T ope-
ratériiniin iyi tammly, lineer ve simirli olmast icin gerek ve yeter sart X\ = (\,) € lo

olmasidir. Bu durumda ||T|| = ||| olur:

Ispat. T operatorii iyi tamml, lineer ve simirh olsun. Eger A = (\,) € (. ise, k =
1,2,3,...1¢in

Any | > K2
olcak sekilde n; < no < ng. .. indisleri mevcuttur. Buradan,

1 —
ok, T =TMNg

N
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dizisi almsin. Oyle ise

Sl = Sx
n=1

1Tl = Z|/\nxn|

oldugundan, bu bir ¢eligkidir. Bu durumda, A = ()\,) € ¢, olmalidir.
Aksine A € (. icin, T" operatoriiniin lineer,sinirli ve iyi tamimli oldugu gosterilirse

ispat tamamlanir. Her bir z = (x,,) € {1,y = (yn) € 1 ve o, B, € K (= R or C) igin

— aT(x) + BT(y)

oldugundan, T operatorii lineerdir. Diger taraftan, z = (x,,) € {1 olsun. A = (\,) € l
oldugundan

[Alloo = sup [ Ay |
n>1
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normu sonludur. Buradan

[Tzly = [[(Anzn)

= [Alleo - Izl

normu sonlu olur. Boylece T'x € ¢, olacagindan, 7" operatorii iyi tanimli olur. Ayrica,

171 < Moo
olur. Buradan,
[Tenllr = [[Anenlls
= [ A el
= ’ An |

oldugundan, her bir ¢ > 0 icin

Moo =& <[ An [< [[Alloo

almabilir. ¢ istenildigi kadar kii¢iik alinabilinildiginden dolay1

171 = [[Alloo

olarak elde edilir. Dolayisiyla ||T'|| = || A|| olur. O

Teorem 3.2.2. Tx = (\,x,,) carpimsal operatoriiniin {1 uzayindan ¢, uzayina kompakt

olmasi icin gerek ve yeter sart A € cy olmasudr.
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Ispat. 1k olarak, Teorem 3.1.2°den; \ € cq ise T operatdrii kompakttir. Simdi A € ¢, ve
Trx = (MT1, Aaa, . .., AT, 0,0, . ..)
olarak alinsin. Yukaridaki sonugtan 7} operatorii kompakt olur. Ayrica,
T —Tgl| =sup | A | = 0, k — o0
n>k

oldugundan dolay1 7" kompakttir.

Tersine, aksi durum oldugu kabul edilirse £ = 1,2, 3, ... i¢in
| An, [>0>0
olacak sekilde n; < ny < ng < ... mevcuttur. Buradan, £ = 1,2, 3, ... i¢in
T = €n,

olsun. 7" operatorii kompakt oldugundan dolay1, {7z} dizisinin {T'xy, }, yakinsak alt

dizisi vardir. Bu ise, {Txkz }¢ dizisinin Cauchy olmasi demektir; yani , ¢ — oo iken
||Tl‘kl — T:Eke’ H — 0

olmasi demektir. Fakat ¢ # ¢ igin

||T‘Tl€z - T!Eke, || - ||/\keenké - )"f/_/ enke, ||
— Pl
> 20

oldugundan dolay1, bu bir celigkidir. Dolayisiyla A € ¢ *dir.
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3.3. ¢, Dizi Uzayindaki Carpimsal Operatorler

Bukisimdaise, 1 < p < oo olmak iizere, ¢, uzayindan ¢, uzayina tanimli olan ¢arpimsal

operatorlerin bazi karakterizasyonlari verilecektir.

Teorem 3.3.1. T'(x,,) = (A\nxy,), £, uzaymin carpimsal operatorii olsun. T operatdriiniin
lineer, simirli ve iyi tamimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart X = (\,) € (o, olmasidir. Bu

durumda,

T = [[Alloc” dur.

Ispat. T operatorii lineer, smirli ve iyi tammh fakat, A = (\,) ¢ / olsun. Oyle ise,
k=1,2,3,...1icin

[An,| >k >0

olacak sekilde n; < no < ng ... indisleri vardir. Her £ € N i¢in

1
. n = ng
x=(r,) = k7
0, n#n
olarak alinsin. Buradan, 1 < p < oo i¢in
oo
[EE
n=1
_ i 1
n=1 kp

toplami sonludur. Oyle ise = € ¢, ve bdylece T'x € {, olarak elde edilir. Fakat,

o0
ITxllp = > | v |
k=1

[ [P
:Z‘ka;

> le—i—oo
n=1

oldugundan dolayi, bu bir ¢eliskidir. Boylece A = (\,,) € {4 olur.

Simdi, A € (., i¢in T’ operatoriiniin lineer, sinirli ve iyi tanimli oldugu gosterilecektir.
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Herbirz = (z,) € {,,y = (yn) € {, ve o, B € K (=R yadaC) i¢in

T(ax, + Pyn) = (Anlax, + Byn))
- a(Anxn>+_ﬁ(Anyn)

— aT(2) + BT(y)

oldugundan, 7" operatorii lineerdir.

Simdi, z = (x,,) € ¢, olsun. Bu durumda,

o
lzllp =D | za P
k=1

normu sonludur. Oyle ise

1Tzl = [[(Aaza)ll}
o0
< SUP|)‘n|pZ‘xn|p
= n=1

= (ANl

normu sonlu olur. Bdylece T'z € £,; yani I’ operatorii iyi taniml1 olur.

Ayrica, buradan ||T'||, < ||A]|o esitsizligi elde edilir. Diger taraftan, her bir ¢ > 0 i¢in
[Alloo =& <[ An [< IA]loo
olarak alinsin. Oyle ise

1T, = [[Tenll,
= |)‘n|

> [Alloe —€
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olur. Yeterince kiigiik €’ lar i¢in

IT1lp = (Moo

olacagindan, ||T'|| = ||\||o olarak elde edilir. O

Son olarak, ¢, uzayindaki ¢arpimsal operatdrlerin kompakthigs ile ilgili sonucu vere-

lim.

Teorem 3.3.2. T'x = (\,x,) carpumsal operatiriiniin {,, uzayindan {, uzaymma kompakt

olmasi icin gerek ve yeter sart A € cy olmasudr.

Ispat. Oncelikle Bolzano-Weierstrass teoreminden \ € ¢y ise 7' operatorii kompakttr.
Simdi, A € ¢ ve

Tk$ = ()\1$1, )\2[B2, c. ,)\kﬂjk, O, 0, . )

olsun. Yukaridaki sonugtan 7} operatorii kompakt olur. Diger taraftan,
IT = Ti) = sup | An | 0, &k — oo
n<k

oldugundan, 7" kompakttir.
Tersine, 1" operatorii kompakt olsun. Oyle ise, kompakt operatorler tamamen siirekli
ve

en — 0, n— o0

zay1f yakinsak oldugundan,

[ A | = [[Aneal|

= ||Te,|| =0, n— o0

olarak elde edilir. Boylece, A € ¢, olur. O]
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4. CESARO DiZi UZAYINDAKI CARPIMSAL OPERATORLER

Bu boliimde, Komal ve Gupta (2001) nin Cesaro dizi uzaylarindaki sinirli, kompakt, ters-
lenebilir ve Fredholm c¢arpimsal operatorlerin karakterizasyonlar ile ilgili baz1 sonuglar

verilecektir.

4.1. Cesaro Dizi Uzayindaki Simirh Carpimsal Operatorler

Bu kisimda, C'es(¢?(N) uzaylar arasindaki ¢arpimsal operatorlerin simirl ve izometri ol-

masl i¢in gerek ve yeter sartlar verilecektir.

Teorem 4.1.1. © : N — C bir déniisiim olsun. Bu durumda, Mg : Ces((*(N) —
Ces((*(N) carpimsal operatériiniin suurli olmast icin gerek ve yeter sart © mn smirl

fonksiyon olmasudr.

Ispat. © simirh bir doniisiim olsun. Oyle ise, her n € Nigin | ©,, |< M olacak sekilde

bir M > 0 vardir. Bu durumda, = € Ces(¢*(N)) olmak iizere

I S €3 S ICEN

m=1 k=1
00 1 m 2
= S (ma el )
m
m=1 k=1
00 1 m 2
RN EINET
m=1 mk:l
= M|lz|”

elde edilir. Boylece, her = € Ces((*(N)) i¢in

[Moz|| < M||x|

oldugundan Mg smirli operator olur.
Aksine Mg sinirli operator olsun. Bu durumda © nin sinirli fonksiyon oldugu goste-

rilecektir. © sinirli fonksiyon olmasin. Bu durumda, her n € Nigin | ©,,, |> n olacak
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sekilde p,, € N vardir. Buradan,

o0

el = (3 mi)

m=pn

veE

Dn
Pn €

~ lerni

olarak alinirsa,

e =1
olur. Fakat,

™ [ Moe™ ||
[Mee™ || =
[l |

1
S )"
m=pn m?

leP=]

= |Op,| >n

oldugunan, bu durum Mg nin sinirl olmasi ile ¢elisir. Sonug olarak, © sinirli bir fonksi-

yon olmalidir. [

Ornek 4.1.2. Her n € N icin,

ile © : N — C doniigiimii tanimlansin. Bu durumda, her x € Ces((*(N)) icin

o) 1 m 1 2 %
Mozl = (Z(EZ@MH))
m=1 k=1

= |zl

olacagindan, Mg suirl bir operator olur.

Teorem 4.1.3. Mg carpimsal operatoriiniin izometri olmast icin gerek ve yeter sart her

n € Nigin | On |= 1 olmasidir:
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Ispat. | ©n |= 1 ise, Mg operatdriiniin izometri olacag1 aciktir. Tersine, Mg operatorii

izometri olsun. Bu durumda, bazi ny € N indisleri i¢in | ©Ong |> 1 ise

[Mee™ || > [le™]]

ve | Ong |< 1ise

[[Moe™| < [[e"]|

olur. Bu durum Mg carpimsal operatoriiniin izometri oldugu varsayimiyla celisir. Boylece

hern € Nigin | On |= 1’ dir. O
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4.2. Cesaro Dizi Uzayindaki Kompakt Carpimsal Operatorler

Bu kisimda, Ces(¢?(N) uzaylari arasindaki ¢arpmsal operatorlerin kompaktlik ve kapa-
lilig ile ilgili teoremler verilecektir. i1k olarak, Mg carpimsal operatoriiniin kompakt ol-

masi i¢in gerek ve yeter sart1 verelim.

Teorem 4.2.1. Mg € B(Ces((*(N)) olsun. Mg ¢carpimsal operatdriiniin kompakt ope-

rator olmast igin gerek ve yeter sart ©(n) — 0(n — oo) olmasidur.

Ispat. Ik olarak, Mg nin kompakt operatdr oldugu kabul edilsin. ©(n) — 0(n — oc)

oldugu gosterilecektir. ©O(n) - 0 ise,

N.={neN: 0O, |>¢c}

olacak sekilde € > 0 vardir ve bu kiime sonsuz elemanlidir. pq, ps . . . p,, leri V. kiimesin-

den secelim ve
epn

Pn
[lex |

olsun. O halde {¢?" : p, € N.}, Ces(f*(N)) uzayinda sonsuz sirh bir kiimesidir. Bu

durumda,

| MoeP" — MeeP*|| = ||©eP" — Qe

> 5||eﬁ; — b

olur. Boylece, {M@€ﬁ . pn € N} yakinsak bir alt diziye sahip olamaz. Bu durum Mg
operatoriiniin kompakt olmasiyla ¢geligir. Boylece ©(n) — 0(n — oo) olur.

Aksine ©(n) — 0(n — oo) olsun. O halde, her € > 0 i¢in

kiimesi sonlu bir kiimesidir. Oyle ise, her bir ¢ > 0 i¢in C'es(¢?(N.)) uzay1 sonlu boyut-
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ludur. Bu yiizden, Mg |Ces(£2(Ng)) operatorii kompakttir. Her bir n € N icin,

©(m), ¥Ym € N1
O, (m) = "
0, Vm & N1

ile © : N — C doniigiimii tanimlansin.
Acikga, her bir n € Nigin Ces(¢£?(N1)) sonlu boyutlu oldugundan, Mg, kompakt bir

1
n

operatordiir. Buradan,

(Mo, — Mol = )

1 k=1
00 1 m 2
meN 1 k=1
o) 1 m 2
+ ) (—Z | O, (k) — O(k)xy, |)
mEN’l m k=1
00 " 1 m 2
- Y (#2100 )
mGN’l k=1
1 [ee] 1 m 2
mEN’l k=1
1
< Sl

olacagindan,

1
I(Me,, — Me) (@)l < ||

elde edilir. Boylece,

(Mo, — Me)|| <

SRS

olur. Yani, Mg kompakt operatorlerinin bir limiti oldugunda, Mg kompakt bir operator-
diir. ]

Simdi ise, Mg carpimsal operatoriiniin kapalilik sart1 verilecektir.

Teorem 4.2.2. Mg € B(Ces((*(N)) olsun. Mg operatoriiniin kapali gériintiiye sahip

olmast icin gerek ve yeter sart © min N\ ker® = S iizerinde sifirdan uzak sinirli olmasidur.
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Ispat. © nmn S iizerinde 0 dan uzak smirl oldugunu kabul edelim. Oyle ise, her n € S
icin | ©,, |> ¢ olacak sekilde ¢ > 0 vardir. RanMg nin kapali oldugu gosterilecektir.
y, ranMe nn bir limit noktasi olsun. Bu durumda, y™ — y olacak sekilde ranMe nin

lizerinde bir {y™} dizisi vardir. Buradan,
" = ("}
Ces((*(N) uzay: iizerinde bir dizi olmak iizere,
Y™ = Mez™
yazilabilir. Oyle ise, { Mgz™} bir Cauchy dizisi oldugu agiktir. Bu durumda,

) x,(g"), keS
0 . k¢S

olarak tanimlannirsa,

[Mea™ — Mea™|? = "

(V4
)
[N~}
Nk
e 3|"
Sl
NE
; ~
HE
3|
w&/ﬂ
2
~_
Aw
e
Mm
2]

olarak elde edilir. Bu esitsizlikten; {#(™}, Ces(¢?(N) iizerinde Cauchy dizisi olur. Oyle

ise, Ces(¢?(N) tam uzay oldugundan 2™ — 2(n — o) olacak sekilde x € Ces(¢?(N)
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vardir. Buradan, Mg operatoriiniin siirekliligi goz 6niine alindiginda

M@x(”) — Meox

olur. Fakat

Meoz™ = Mez™ — y

olacagindan, limitin tekligi goz Oniine alinirsa Mgx = y olur. Boylece, y € ranlMg
olarak elde edilir. Sonug olarak, Mg kapali bir goriintiiye sahip olur.
Tersine, Mg kapali bir goriintiiye sahip olsun. O halde, (ker Mg)* = Ces(f*(N \

ker®)) iizerinde sifirdan uzak simrhdir. Yani, her z € Ces(¢?(N \ ker®)) igin
[ Mex|| = &l|z] 4.1
olacak sekilde € > 0 vardir. Buradan,
E={keN|kero:|6,|< g}

olsun. Oyle ise, E # ) ve ny € E icin

ol = 3 (23 ot )

m=ng

= e

olarak elde edilir. Bu durumda, || Mge™|| < ||e™|| olacagindan bu ifade (4.1) ile celisir.
Boylece, E = () ve her k € N\ ker® igin | O |> ¢ olur. Sonug olarak teorem ispatlanmis

olur. L]

37



4.3. Cesaro Dizi Uzayindaki Terslenebilir ve Fredholm Carpimsal

Operatorler

Bu kisimda, C'es(¢%(N) uzaylar arasindaki ¢carpimsal operatdrlerin terslenebilir ve Fred-

holm olabilmesi icin gerek ve yeter sartlar verilecektir.

Teorem 4.3.1. © : N — C bir déniisiim olsun. Bu durumda, Mg : Ces((*(N) —
Ces((*(N) carpimsal operatoriiniin terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart her bir

n € Nicinm < 0, < M olacak sekilde m > 0 ve M > 0 sayilarinin olmasidr.

Ispat. Her bir n € Nigin, m < ©,, < M oldugu kabul edilsin ve

ile 8 : N — C doniistimii tanimlansin. O halde, Teorem 4.1.1 agisindan Mg ve Mg sinirh

lineer operatorlerdir. Ayni zamanda,

Mo.Mg = Ms.Mg = I

oldugundan, Mg operatorii Mg operatoriiniin tersidir.

Tersine, Mg terslenebilir bir operator olsun. O halde,

ranMe = Ces(*(N))

olur. Bundan dolay1, ran Mg kapal olur. Oyle ise, Teorem 4.2.2 den her n € N \ ker®
i¢cin

| O, |> ¢

olacak sekilde £ > 0 sayisi1 vardir. Buradan ker® = () oldugu gosterilecektir. Eger bu
saglanmazsa, baz1 ny € N indisleri icin ©,,, = 0 ve boylece €™ & ker Mg olur. Bu ise bir
celigkidir. Boylece n € Nigin | ©,, |> ¢ olur. Mg sinirlt bir operator oldugundan dolay,
Teorem 4.1.1 den her n € N icin

| ©, |< M
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olacak sekilde M > 0 vardir. Sonug olarak, her n € N i¢in

e<|O,|<M

olarak elde edilir. O

Teorem 4.3.2. Mg : Ces((*(N) — Ces(¢*(N) sumurlt bir operatér olsun. Mg nin Fred-

holm operatorii olmasi icin gerek ve yeter sart

(i) ker®, N n sonlu bir alt kiimesidir.

(ii) Hern € N\ ker® icin,

©, |> e dur.

Ispat. Mg, Fredholm operatorii olsun. Buradan, ker©; N nin sonsuz bir alt kiimesi ise
her n € ker© igin

e" € kerMg

olur. Fakat, (") dizileri lineer bagimsiz oldugundan, ker Mg sonsuz boyutlu olur ve boy-
lece bu bir ¢eligkidir. Bundan dolay1 ker©, N nin sonlu alt kiimesi olmalidir. (i7) sartt
Teorem 4.2.2 den agikg¢a goriiliir.

Simdi, (7) ve (i) sartlar1 saglanirsa Mg nin Fredholm operatorii oldugu gosterilecek-
tir. Teorem 4.2.2 geregince, (i7) sartt Mg nin kapali goriintiiye sahip oldugunu gosterir.
(1) sart1ise ker Mg ve ker Mg kiimlerinin sonlu boyutlu oldugunu gosterir. Boylece, Mg

bir Fredholm operatorii olur. [
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5. ORLICZ UZAYINDAKI CARPIMSAL OPERATORLER

Bu boliimde, Komal ve Gupta (2001) nin Orlicz uzayindaki terslenebilir, kompakt ve
fredholm carpimsal operatorlerin karekterizasyonlar ilgili baz1 sonuglar verilecektir. Bu
boliimdeki sonuglar1 vermeden 6nce, Young fonksiyonunun A, ve V, sartlarint sagladi-
gin1; ayn1 zamanda,

{z €ez:|u(z)|>¢e}

ile N (u,¢) kitmesinin tanimlandigint hatirlatalim.

5.1. Orlicz Uzayindaki Sinirh ve Terslenebilir Carpimsal Operator-

ler

Bu kisimda, Orlicz uzayindaki ¢arpimsal operatorlerin sinirli ve terslenebilir olmasi i¢in
gerek ve yeter sartlar verilecektir. Bu kisima, Orlicz uzayindaki carpimsal operatorlerin

stnirhiligini veren teorem ile baglayalim.

Teorem 5.1.1. M, € B(L?(n)) olmast icin gerek ve yeter sart u € Lo, () olmasidur.

Ayni zamanda, || M, ||, = ||u|| e olur.

Ispat. v € L., (yt) olsun. Bu durumda,

_MJ )d (L)d 1
/ﬁ(uuumum “S/ﬁ i)™=

olur. Béylece baz1 f € L?(u) igin,

IMufllo < llullscl[ flloo (5.1)

esitsizligi elde edilir.
Tersine, M,,’ nin sinirlt bir operator oldugu kabul edilsin. u nin tamamen sinirli oldugu

gosterilecektir. Her n € N i¢in u tamamen sinirl fonksiyon degilse,

E,={z € X:|u(x)|>n}
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kiimesi pozitif bir 6l¢clime sahiptir. Buradan, hern = 1,2, 3, ... icin

n

M xE, | = —F/—F—— = E,

oldugundan,

[Mullg = n

olur. Bu ise, M, operatoriiniin sinirhilif ile ¢eligir. Bu yiizden, u tamamen sinirli olmali-

dir. Simdi, || M, ||, = |||l oldugu gosterilecektir. Agikca (5.1) den
[Mullp < lullo
olur. Bu esitsizligin tersini kamtlamak igin, § > 0 olsun. Oyle ise,
E={re X:]u)|> |ullo -}
kiimesi pozitif bir 6l¢time sahiptir. Buradan,

[ufloc — 6
| XE | Jdp <
/ ( IMuxE||

| uxE |
¢( dp
| MuxE||

/
/ ¢(\=%“35|L)d”
1

IN

esitsizligi elde edilir. Boylece,

IMXE|
IXE||, < 1uxZlle
?= Nulloo — 0

olacagindan

[Mulls = [lulloc — 0
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olarak elde edilir. Bu esitsizlik, her 6 > 0 icin dogru oldugundan

[Mullg = ulloo

olur. Sonus olarak,

[Mullg = [Julloo
olarak elde edilir. O]

Teorem 5.1.2. (X, S, 1), o—sonlu bir élciim uzayt olsun. Bu durumda, L?(u) iizerindeki

biitiin ¢carpimsal operatérlerin kiimesi, B(L?(w)) niin maksimal bir Abelian alt cebiridir.

Ispat. m = {M,, : u € L?(n)} olsun. m kiimesinin B(L?(p)) niin bir alt cebiri oldugu
kolayca goriiliir. 7 nin maksimal Abelian oldugu ispatlamak yeterlidir. Bagka bir degisle;
A, m kiimesinin her elemani ile degismeliyse, A € m oldugu gosterilecektir.

e : X — C birim fonksiyon olsun. v = Ae ve E € S alinsin. Bu durumda,

AxE = AMyFe
= MyFAe
= xEv
= vxkb

= MyxFE

olur. Simdi de, v € L () oldugu gosterilecektir. Buradan, k = 1,2, 3, ... olmak iizere,

her k i¢in

F=A{z:|v(z)|> k} (5.2)
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kiimesinin pozitif bir 6l¢iime sahip oldugu kabul edilsin. O halde,

kxF )d < ( vy F )d
/ﬁ(quF\u $os /Jb TAxET, )™
_ M)d
/m¢(!\vaF|!¢ 8
< 1

olacagindan

1
Ixrlls < 2l AxF|s

ya da

IAxFlle > Kllxrlls

ifadeleri elde edilir. Boylece A nin sinirli operatdr olmadigi goriiliir. Dolayisiyla, v €
L>(u) olur. Simdi, A ve M, basit fonksiyonlar iizerinde ayni olur. Oyle ise, basit fonksi-
yonlar L? (1) iizerinde yogun oldugundan A = M,, olarak elde edilir. Boylece m kiimesi

B(L?(u)) niin maksimal Abelian alt cebiridir. O

Teorem 5.1.3. M, € m olmak iizere, M, ¢carpimsal operatériiniin L°(p) iizerinde ters-

lenebilir olmasu icin gerek ve yeter sart u nun L™ () iizerinde terslenebilir olmasudur.

Ispat. u terslenebilir ise M ! = M, -1 olacagindan, M,, operatorii terslenebilir olur.
Tersine, M, terslenebilir operator olsun ve onun tersi olarak A alinsin. Bu durumda,

A, m nin her bir elemant ile degismeli olacagindan, bazi v € L, (x) i¢in
A= M,

olur. Buradan, v nin « nin tersi oldugu agikg¢a goriiliir. [

Teorem 5.1.4. M, : L?(u1) — L?(u) olan bir lineer déniisiim daima sinirhdr.
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Ispat. {f,}, L?(p) tizerinde f ye yakinsayan bir dizi ve { M, f,}, g € L?(u) ye yakinsak

olsun. O halde,

[fn = flle =0

ve

HMufn_gH¢_>0 (néoo)

olur. Boylece, her n > ny icin

1fn = Flls < Tvel|Mufn — glls <1

olacak sekilde pozitif ng sayisi secilebilir. Sonug olarak,

1

olur. Buradan,

/X o Fo— £ D < 1 — Flls

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde,

/X S(ufa — g)du < [lufn — glls

olur. (5.3) den,

lim f,(z) = f'(x) hhhy

n—oo

olacak sekilde { f,,} dizisinin bir { f,} alt dizisi bulunabilir. Dolayisiyla,

lim w(z)f, (x) = u(z)f (x) hhhy

n—oo
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olur. Benzer sekilde, (5.4) den

lim wu(z)f, (x) = g(z) hhhy (5.6)

n—o0

olacak sekilde { f, } dizisinin bir { f, } alt dizisi elde edilebilir. Boylece, (5.5) ve (5.6) deki

ifadelerden,

uf =g

oldugu elde edilir.
Bu durum, M, operatoriiniin grafiginin kapali oldugunu gosterir. Oyle ise, Kapali Gra-

fik Teoreminden M, operatorii siirekli olur. [

5.2. Orlicz Uzayindaki Kompakt Carpimsal Operatorler

Bu kisimda, M, ¢carpimsal operatoriiniin kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli olan sart

verilecektir.

Teorem 5.2.1. M, € B(L?(u)) olsun. Bu durumda, M, operatériiniin kompakt olmast

icin gerek ve yeter sart her bir ¢ > 0 icin, L®(N (u, €)) uzaymmn sonlu boyutlu olmalidur.

Ispat. M, operatorii kompakt ise, L?(p) uzaymin degismez alt uzay1 olan L?(N (u, €))

uzayina kisitlanis1 da kompakttir; burada

LY(N(u,e)) = {f € L) : Vo & N(u,¢) igin f(z) = 0}

olarak tanimlidir. Ayrica, M., |1e(n(u,-)) Operatorii L?(N(u,¢)) uzay tarafindan igerilen
kapali bir goriintilye sahiptir. Fakat, M, |pe(n(ue)) operatorii terslenebilir oldugundan,
L?(N (u,€)) uzay1 sonlu boyutlu olur.

Tersine, her bir n € N igin L?(N(u,1/n)) uzay1 sonlu boyutlu olsun. Herhangi bir

w € L>®(p) vew(X,1/n) ={x € X :| w(x) |> 1/n} olmak iizere,

() = w(z) € w(X,1/n)
0 r ¢ w(X,1/n)
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olarak tanimlanan w,, : X — C bir doniisiim olsun. Buradan,

/X(‘S(HHMTTMMWW)W - / gy (nu|fur)\£|>d“
/ iy (ML)C‘“
(7.

(X
¢

<,

1

IN

oldugundan

(M, — M)l < 1l

olur. Bu ise, M,,, — M, olmas1 demektir. Bu durumda, M, sonlu rankli bir operator

oldugundan, M,, kompakt bir operatér olur. 0

Sonug 5.2.2. (X, S, u) atomik olmayan bir élgiim uzayt ise, L®(11) den L? () icine olan

tek carpumsal kompakt operator sifir operatoriidiir.

Sonug 5.2.3. Her e > 0 icin, N(u,¢) sadece sonlu tane atom i¢cerirse M, kompakt ope-

rator olur.

5.3. Orlicz Uzayindaki Fredholm Carpimsal Operatorler

Bu kisimda, ilk olarak Orlicz uzayindaki carpimsal operatorlerin goriintiisiiniin kapali
olmas1 i¢in gerekli olan kosullarin belirlendigi teorem verilecek, daha sonra bu teorem

Fredholm carpimsal operatorleri karekterize etmek i¢in kullanilacaktir.

Teorem 5.3.1. M, € B(L%(u)) olmak iizere, M,, operatériiniin kapali goriintiiye sahip

u(z) |> 6

olacak sekilde 6 > 0 sayisinin mevcut olmasidur.

u(x) |> dise f € L?(s) olmak iizere,

[1Muysflls = 01l £lls

olur. Ker M, = L?(X/s) oldugundan, M, kapal goriintiiye sahip olur.
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Tersine, M,, kapal1 goriintiiye sahip olsun. Bu durumda, her h € L?(s) icin
[ Myhl| = 6[[R]]

olacak sekilde § > 0 vardir. Buradan, C' = §/2 ve £ = {z € s : |u(x)| < C olarak
alinsin. u(E) > 0ise, xp € L?(s) olacak sekilde F' C FE olgiilebilir kiimesi bulunabilir.

Oyle ise,
1
Ixrlle = 1 (FY)

ve

Moxels = inf{e > 05 [ of] wer | /)i < 1}

< inf{e>0: / o(] Cr | fe)dp < 1}
= ICxslls

= Clxrlle

olacagindan, bu bir celigkidir. Boylece x(E) = 0 olur. Bagka bir deyisle, 1+ hemen hemen

biitiin z € si¢in | u(z) |> C dir. O
Teorem 5.3.2. M, € m oldugu kabul edilsin. Bu durumda, asagidaki sartlar denktir:
(i) M, terslenebilir operatordiir.
(ii) M, Fredholm operatoriidiir.
(iii) Ran(M,) kapalidir ve es—boyRan(M,) < oo dur.

(iv) 6 > 0 icin,

u |> 0.

Ispat. (iv) = (i) ve (i1) = (444) agiktr. (ii7) = (iv) oldugu gosterilecektir. Bunun igin,
M, kapali goriintiiye sahip ve es-boy Ran(M,) < oo oldugu kabul edilsin. Buradan, M,

operatoriiniin drten oldugu gosterilecektir. Eger orten degilse, g € L?\ Ran(M,,) segilsin.
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Ran(M,) kapali oldugundan, her g € L?(u) igin

/gg*du =1

veE

/Mu(gg*)du =0

olacak sekilde

g € L)
fonksiyonu bulunabilir. Birinci denklikten,
/Re(gg*)du =1
yazilabilir. Boylece, bazi 6 > 0 i¢in
Es ={z € X : Re(gg")(x) = 0}

kiimesi pozitif bir dl¢iime sahip olmalidir. ;¢ atomik olmadigindan, 0 < u(E,) < pu(Ejs)
ve bazt m # n ler i¢in E, N E,, = ¢ olacak sekilde Es nin alt kiimelerinin bir { £, }
dizisi segilebilir. Buradan, g* = yz,¢* olarak almsin. Bu durumda, 0 # ¢ € L¥(u) olur.

Simdi, herhangi bir f € L¥(u) i¢in

/(Muf)gidu = /MufxEng*du =0

olacagindan, g} € KerM; olur. Bu yiizden, {g, } dizisi Ker M kiimesinin lineer bagim-
s1z bir alt kiimesi seklindedir. Bu durum ise, KerM; =es-boy(RanM,) < oo olmast ile

celigir. Boylece M, orten olur. Her birn = 1,2,3, ... i¢in

"o - {x ey Mullo u() < HUHOO}

(n+1)2 —
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veE

H={n:pu(H,) >0}

olsun. Aynm1 zamanda,

w(x)p™'(1/u(H,)) ,r€ H,vene H
flz) =
0 , diger

olarak tanimlansin. Bu durumda,

[o(aps ) = ni(/Hn¢(‘rﬁfﬁ‘¢_l(u<;fn>)>d“)
;Lﬁ(ﬁl(u(;n)))dﬁ”
=1

7
= 1
n?
n=1

< o0

IA

IN

ifadesi elde edilir. Boylece f € L?(u) olur. Buradan, g € L?(y) icin M,g = f ise

f ()

[ oty = é \N(u)qb( e
= el G e G ) )

n=1

n=1

= o0

olur. Bu ise, [ kiimesinin sonlu olmas1 gerektigini gosterir. Bu yiizden, n > n, iken

u(H,,) = 0 olacak sekilde bir ng pozitif tam sayist vardir. Boylece,

HMR}):Mmimgthm»:O

2
ng

u({oe Xt 1<
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olur. Bu durumda,

2
L

| u(x) |=

olarak elde edileceginden (4) ifadesi elde edilir.
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