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1 BÖLÜM

1.1 GİRİŞ

Günlük hayatta karşılaşılan problemlerin daha iyi anlaşılabilmesi için bu problemle-

rin diferansiyel denklemlerle modellenmesi gerekir. Daha sonra modellenen problemlerin

analitik çözümleri ve kapalı formdaki çözümleri bulunmaya çalışılır. Fakat her problemin

kapalı formdaki çözümlerini bulmak çoğu zaman mümkün olmayabilir. Bu durumda ise

denklemin yaklaşık çözümlerini bulmak önem kazanır. Diferansiyel denklemlerin analitik

ve yaklaşık çözümleri, modellemesi yapılan olayın doğası hakkında bize büyük katkılar

sağlar. Bu yüzden diferansiyel denklemlerin çözümlerine olan ilgi artarak devam etmiştir.

Biz ise tezimizde bazı özel çekirdek fonksiyonlarını elde ettik.

Çekirdekleri çoğaltma teorisini 20. yüzyılın başında Zaremba (1908) ilk kez har-

monik ve biharmonik fonksiyonlar için sınır değer problemleri üzerine yaptığı çalışmada

ele almıştır. Seri çözümü doğru bir şekilde hesaplayan çekirdek üreten Hilbert uzayları

çok büyük ilgi görüyor.

Çekirdek üreten uzay özel bir hilbert uzayıdır. Çekirdek üreten uzay teorisinin oluş-

turulması 1908’lere dayanmaktadır. Yakın zamanlarda birçok diferansiyel denklem, kısmi

diferansiyel denklemler, integral denklemleri ve sınır değer problemleri bu metodla in-

celenmiştir. Diferansiyel denklemin çözüm şartlarının çeşitli tanımlamalarına göre buna

karşılık gelen çekirdek üreten uzaylar mantıklı bir şekilde inşa edilir. Bu uzaylar tanımlan-

dıktan sonra bu uzaylarda üretilen çekirdek fonksiyonları kolaylıkla bulunabilir (Akgül,

2014).

Üretilen çekirdek fonksiyonlarla ilgili literatürde birçok çalışma mevcuttur. Akgül

(2014) doktora tezinde çekirdek üreten uzay yönteminin matematiksel temelleri ve bazı

uygulamalarını ele almıştır. Aronszajn (1950) üretilen çekirdek fonksinlarının teorisi ile

ilgili çok kapsamlı bir çalışma yapmıştır. Abu Arqub ve ark. (2012) lineer olmayan Fred-

holm–Volterra integro diferansiyel denklemleri çözmek için çekirdek üreten metodu uy-

gulamışlar. Barbieri ve Meo (2012) çekirdek üreten parçacık metodunu ele almışlar. Ay-

rıca çekirdek üreten Hilbert uzayları istatistikte de kullanılmıştır (Berlinet, 2001, 2004).

Chen ve ark. (2008) çekirdek üreten uzaylarda lineer operator denklemler sisteminin tam

çözümünü incelediler. Geng ve ark. (2012,2013) sınır değer problemlerini çekirdek üre-

ten metod ile ele aldılar. Jiang ve ark. (2013) Volterra integral denklemlerini çekirdek
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üreten metod ile ele aldılar. Raheem (2017) yüksek lisans tezinde lineer olmayan diferan-

siyel denklemlerin çözümlerini çekirdek üreten metod ve grup koruma metodu ile ince-

ledi. Üretilen çekirdeğin teorisi ve uygulamaları ile ilgili detaylı çalışmalar Saitoh ve ark.

(2016) tarafından ele alındı. Shawagfeh ve ark. (2014) ikinci mertebeden sınır değer prob-

lemlerinin çözümlerini çekirdek üreten metod ile elde ettiler. Wang ve ark. (2008) kısmi

diferansiyel denklemlerin çözümlerini çekirdek üreten metodu uygulayarak elde ettiler.

Wu ve ark. (2010) tekrarlayan çekirdek üreten metodu ele aldılar. Yao ve ark. (2011) li-

neer olmayan sine-Gordon denkleminin çözümlerini çekirdek üreten metod ile ele aldılar.
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2 BÖLÜM

2.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1.1 Süreklilik

Bir f : A −→ R fonksiyonunun bir a ∈ A noktasında sürekli olması için ∀ε > 0

için öyle bir δ > 0 olmalı ki ∀xεA için

|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

olur (Cui ve Lin, 2009).

2.1.2 Düzgün Süreklilik

A ⊂ R, f : A −→ R olsun f A’da düzgün süreklidir.

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 vardır ki |x− t| < δ olmak üzere ∀x, t ∈ A için |f(x)− f(t)| < ε

olur.

Düzgün süreklilik ile sürekliliğin tanımı benzerdir. Ancak süreklilikte δ sayısı hem

ε hem de xεA noktasına bağlıdır. Fakat düzgün süreklilikte δ sadece ε’a bağlıdır. Do-

layısıyla düzgün sürekli bir fonksiyon süreklidir. Fakat tersi doğru değildir (Cui ve Lin,

2009).

2.1.3 İç Çarpım Uzayları

E bir kompleks vektör uzayı olsun. Eğer

x, y, zεE, α, βεF (< veya C),

için

a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,(Kompleks eşlenik)

b) 〈αx, βy〉 = α〈x, y〉+ β〈x, y〉 ,

c) 〈x, x〉 ≥ 0,

d) 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0,

şartları sağlanırsa

〈., .〉 : E × E −→ C,

dönüşümü E de bir iç çarpım tanımlar. Bir vektör uzayına iç çarpım ile birlikte iç çarpım

uzayı denir (Cui ve Lin, 2009).
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2.1.4 Hilbert Uzayları

Bir Hilbert uzayı, üzerindeki iç çarpımla tanımlanmış metriğe göre tam olan bir iç

çarpım uzayıdır. Burada sözü edilen iç çarpım, X ×X’den X’in bir k skaler cisimi içine

yapılan bir dönüşümdür; X’in her x ve y vektör çifti, x ve y ’nin vektörel çarpımı olarak

adlandırılan ve 〈x, y〉 ile gösterilen ve her x,y ve z vektörleri ve α skaleri için aşağıdaki

özellikleri gerçekleyen bir skalerle eşleşmektedir.

(1) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉

(2) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

(4) 〈x, x〉 ≥ 0 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0.

X üzerinde tanımlanan bir iç çarpım, X üzerinde,

‖X‖ =
√
〈x, x〉

ile verilen bir norm ve

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√

(x− y, x− y)

ile verilen bir metrik tanımlar. Buna göre iç çarpım uzayları birer normlu uzay olup,

Hilbert uzayları ise birer Banach uzayıdır (Cui ve Lin, 2009).

2.1.5 Yakınsaklık

Normal bir X uzayında bir (xn) dizisi verilmiş olsun. Eğer, X uzayı

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0

olacak şekilde bir x içeriyor ise (Xn) dizisi yakınsaktır denir (Akgül, 2014).

2.1.6 Düzgün Yakınsaklık

Lineer operatörler uzayında lineer sınırlı dizinin norm anlamında yakınsaklığına

düzgün yakınsaklık denir (Akgül, 2014).
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2.1.7 Adjoint Operatör

X ve Y normlu uzaylar olmak üzere, T : X −→ Y sınırlı lineer bir operatör olsun.

Buna göre, X′ ve Y′, sırasıyla X ve Y’nin dual uzayları olmak üzere, T’nin T ∗ : X ′ −→

Y ′ adjoint operatörü,

f(x) = (T ∗g)(x) = g(Tx) (gεY ′) ile tanımlanır (Akgül, 2014).
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3 BÖLÜM

3.1 Üretilen Çekirdeğin Temel Özellikleri

3.1.1 Özellik 1:

EğerH , çekirdek üreten bir uzay ise bu taktirdeH’takiRy üretilen çekirdeği eşlenik

simetrik olur. Yani

Ry(x) = Rx(y),

eşitliği sağlanır (Cui ve Lin, 2009).

3.1.2 Özellik 2:

Eğer H , çekirdek üreten bir uzay ise bu taktirde H’taki Ry üretilen çekirdek fonk-

siyonu tektir (Cui ve Lin, 2009).

3.1.3 Özellik 3:

Eğer Ry fonksiyonu, H’ta üretilen bir çekirdek ise bu taktirde herbir x ∈ X için

Rx(x) ≥ 0 olur. Rx(x) = 0 olması için gerek ve yeter koşul H = {0} olmasıdır (Cui ve

Lin, 2009).

3.1.4 Özellik 4:

Ry üretilen çekirdeği pozitif tanımlı bir çekirdektir, yani ξi, ξj(i, j = 1, ..., n) her-

hangi kompleks sayılar olmak üzere her xi ∈ X için

n∑
i,j=1

Rxi
(xj)ξiξj ≥ 0,

eşitsizliği mevcuttur (Cui ve Lin, 2009).

3.1.5 Özellik 5:

H-Hilbert fonksiyon uzayının çekirdek üreten bir uzay olması için gerek ve yeter

koşul herhangi bir sabit x ∈ X için I(f) = f(x) lineer fonksiyonelinin sınırlı olmasıdır

(Cui ve Lin, 2009).
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4 BÖLÜM

4.1 Wm
2 [a, b] Çekirdek Üreten Uzay ve Onun Üretilen Çekirdek Fonksiyonu

4.1.1 Tanım :

[a,b] aralığı üzerinde bir f fonksiyonu verilsin. {(ak, bk)nk=1} cümlesi ikişer ikişer

ayrık açık (ak, bk) ⊂ [a, b] aralıkların bir cümlesi olsun. Eğer her ε > 0 için

n∑
i=1

(bi − ai) < δ,

olduğunda

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε,

olacak şekilde n’e bağlı olmayan en az bir δ mevcutsa, bu taktirde f fonksiyonuna [a,b]

aralığı üzerinde mutlak süreklidir denir (Cui ve Lin, 2009).

4.2 Önerme 1:

Bir f fonksiyonu, [a,b] aralığı üzerinde mutlak sürekli ise aynı zamanda süreklidir

(Cui ve Lin, 2009).

4.3 Önerme 2:

[a,b] aralığı üzerinde verilen bir f fonksiyonu için eğer x ∈ [a, b] olmak üzere

|f ′(x)| ≤M,

eşitsizliği mevcutsa bu taktirde f fonksiyonu mutlak sürekli olur (Cui ve Lin, 2009).

4.3.1 Sonuç 1:

Eğer f ′ fonksiyonu [a,b] aralığı üzerinde sürekli ise bu taktirde f fonksiyonu bu

aralıkta üzerinde mutlak sürekli olur (Cui ve Lin, 2009).

4.4 Önerme 3:

Eğer f fonksiyonu [a,b] aralığı üzerinde integrallenebilir bir fonksyon ise bu tak-

tirde
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∫ x

a

f(t)dt,

fonksiyonu bu aralık üzerinde mutlak sürekli olur (Cui ve Lin, 2009).

4.5 Wm
2 [a, b]Fonksiyon Uzayı

Wm
2 [a, b] fonksiyon uzayı

Wm
2 [a, b] =

{
f |f (m−1)mutlak sürekli, f (m) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b]

}
,

olarak tanımlanır.Wm
2 [a, b] fonksiyon uzayında iç çarpım ve norm herhangi f, g ∈ Wm

2 [a, b]

fonksiyonları için, sırasıyla

〈f, g〉Wm
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a

f (m)(x)g(m)(x)dx

ve

‖f‖Wm
2

=
√
〈f, f〉Wm

2
,

şeklinde tanımlanır (Cui ve Lin, 2009).

4.5.1 Teorem 1:

Wm
2 [a, b] fonksiyon uzayı bir Hilbert Uzayıdır (Cui ve Lin, 2009).

4.5.2 Teorem 2:

Wm
2 [a, b] fonksiyon uzayı çekirdek üreten bir uzaydır (Cui ve Lin, 2009).

Wm
2 [a, b] uzayında Ry üretilen çekirdek fonksiyonunun nasıl elde edildiğini inceleyelim.

Ry’ninWm
2 [a, b] uzayının üretilen çekirdek fonksiyonu olduğunu farz edelim. Bu taktirde

herhangi sabit bir y ∈ [a, b] ve herhangi f ∈ Wm
2 [a, b] için Ry fonksiyonu,

〈f,Ry〉Wm
2

= f(y),
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eşitliğini sağlamalıdır. Yukarıdaki eşitliğe çekirdek üretme özelliği adı verilir. Bu özellik

bir önceki denklemde kullanılırsa,

〈f,Ry〉Wm
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)
diRy(a)

dxi
+

∫ b

a

f (m)(x)
dmRy(x)

dxm
dx = f(y),

bulunur ve kısmi integrasyon yardımıyla,

∫ b

a

f (m)(x)
dmRy(x)

dxm
dx =

m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)
dm+iRy(x)

dxm+i

∣∣∣∣b
x=a

+ (−1)m
∫ b

a

f(x)
d2mRy(x)

dx2m
dx,

elde edilir. Değişken değiştirilmesiyle

m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)
dm+iRy(x)

dxm+i
=

m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(x)
d2m−i−1Ry(x)

dx2m−i−1
,

yazılabilir. Bulduğumuz bu iki denklemi 〈f,Ry〉Wm
2

yerine yazarsak

〈f,Ry〉Wm
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)

[
diRy(a)

dxi
− (−1)m−i−1d

2m−i−1Ry(a)

dx2m−i−1

]

+
m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(b)
d2m−i−1Ry(b)

dx2m−i−1

+ (−1)m
∫ b

a

f(x)
d2mRy(x)

dx2m
dx

= f(y),

bulunur. Bundan dolayı Ry fonksiyonu
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

(−1)mf(x)d
2mRy(x)

dx2m = δ(x− y),

diRy(a)

dxi − (−1)m−i−1 d
2m−i−1Ry(a)

dx2m−i−1 = 0,

d2m−i−1Ry(b)

dx2m−i−1 = 0, i = 1, 2, 3, ...,m− 1,

genelleştirilmiş diferansiyel denkleminin çözümüdür. Böylece,

(−1)mf(x)d
2mRy(x)

dx2m
= 0,

denklemi,

λ2m = 0,

karakteristik denklemine ve 2m katlı,

λ = 0,

öz değerine sahiptir. x 6= y iken biliyoruz ki Ry fonksiyonu 2m mertebeli sabit katsayılı

homogen diferansiyel denkleminin,

diRy(a)

dxi
− (−1)m−i−1d

2m−i−1Ry(a)

dx2m−i−1
= 0, i = 1, 2, 3...,m− 1,

d2m−i−1Ry(b)

dx2m−i−1
= 0, i = 1, 2, 3, ...,m− 1,

sınır şartlarını sağlayan bir çözümüdür. Bu nedenle Ry’nin genel çözümü,

Ry(x) =


2m∑
i=1

ci(y)x
i−1, x ≤ y,

2m∑
i=1

di(y)x
i−1, x > y,
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olur.

(−1)mf(x)d
2mRy(x)

dx2m
= δ(x− y),

olduğundan,

diRy(y
−)

dxi
=
diRy(y

+)

dxi
, i = 0, 1, ..., 2m− 2,

(−1)m
(
d2m−1Ry(y

+)

dx2m−1
− d2m−1Ry(y

−)

dx2m−1

)
= 1,

yazılabilir. Yazılan bu denklemlerden ci(y) ve di(y)(i = 1, 2, ..., 2m) katsayıları elde

edilir (Cui ve Lin, 2009).

4.5.3 Tanım

Wm
2 [a, b] =

{
f(x)|f (m−1)(x)mutlak sürekli, f (m)(x) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b] }

m = 1 için

W 1
2 [a, b] =

{
f(x)|f(x)mutlak sürekli, f ′(x) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b] }

m = 2 için

W 2
2 [a, b] =

{
f(x)|f(x), f ′(x)mutlak sürekli, f ′′(x) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b] }

Wm
2 [a, b]’de m = 2 için Ry(x) ∈ W 2

2 üretilen çekirdek fonksiyonu 〈f,Ry(x)〉W 2
2
= f(y)

çekirdek üretme özelliğinden,

〈f,Ry(x)〉W 2
2
= f(a)Ry(a) + f ′(a)R′y(a) +

b∫
a

f ′′(x)R′′y(x)dx = f(y)
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iki defa kısmi integrasyon uygularsak,

〈f,Ry(x)〉W 2
2

= f(a)Ry(a) + f ′(a)R′y(a) + f ′(b)R′′y(b)− f ′(a)R′′y(a)

− f(b)R′′′y (b) + f(a)R′′′y (a) +

b∫
a

f(x)R(4)
y (x)dx

b∫
a

f(x)R(4)
y (x)dx = f(y)

olduğundan,

R(4)
y (x)dx = δ(x− y)

x 6= y iken δ(x− y) = 0,

R(4)
y (x)dx = 0,

karekteristik denklemine ve 4 katlı,

λ4 = 0,

buradan parçalı fonksiyon,

Ry(x) =


4∑

i=1

ci(y)x
i−1, x ≤ y,

4∑
i=1

di(y)x
i−1, x > y,

elde edilir.
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

Ry(a) +R′′′y (a) = 0
Ry(a)−R′′y(a) = 0
R′′y(b) = 0
R′′′y (b) = 0
Ry+(y) = Ry−(y)
R′y+(y) = R′y−(y)

R′′y+(y) = R′′y−(y)

R′′′y+(y)−R′′′y−(y) = 1

bu sekiz denklem yardımıyla kat sayılarımızı,



c1 = 1− ya− a2 + ya2

2
− 5a3

6

c2 = a2 + y + a− ya
c3 =

y
2

c4 = −1
6

d1 = 1− ya− a2 + ya2

2
− y3

6
− 5a3

6

d2 = a2 + y + a− ya+ y2

2

d3 = 0
d4 = 0

elde ederiz. Bulunan kat sayılar yerine yazılırsa,

Ry(x) =



1− ya− a2 + ya2

2
− 5a3

6
+ a2x+ yx+ ax− yax

+yx2

2
− x3

6
, x ≤ y,

1− ya− a2 + ya2

2
− 5a3

6

+a2x+ yx+ ax− yxa+ y2x
2
− y3

6
, x > y,

bulunur. a = 0 için

Ry(x) =


1 + yx+ yx2

2
− x3

6
, x ≤ y,

1 + yx+ y2x
2
− y3

6
, x > y,

elde edilir (Cui ve Lin, 2009).
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5 BÖLÜM

5.1 GENELLEŞTİRİLMİŞ KURAMOTO-SIVASHINSKY DENKLEMİ İÇİN
ELDE EDİLEN ÇEKİRDEK FONKSİYONLAR

Bu bölümde elde ettiğimiz sonuçlar için Akgül ve ark. (2018) çalışmasına bakılabi-

lir. Elde ettiğimiz sonuçlar burada yayınlanmıştır. Aşağıdaki problemi ele alıyoruz:

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ α

∂2v

∂x2
+ β

∂3v

∂x3
+ γ

∂4v

∂x4
= 0, (5.1)

Burada α , β ve γ sıfırdan farklıdır. Bu denklem, reaksiyon-difüzyon sisteminde plazma

kararsızlıkları, alev ön yayılımı ve faz türbülansı bağlamında elde edilmiştir. Aşağıdaki

problemin yaklaşık çözümlerini elde etmek için çekirdek fonksiyonlarını elde edelim.

Kuramoto-Sivashinsky denklemini ele alalım

vt + vvx + vxx + vxxxx = 0,

başlangıç koşulu

v(x, 0) = exp(−x2),

ve sınır koşulları

v(a, t) = 0, v(b, t) = 0, vx(a, t) = 0, vx(b, t) = 0.

şeklinde verilsin. V 5
2 [0, 1] çekirdek üreten uzayı

V 5
2 [0, 1] =


v, v′, v′′, v′′′, v(4) mutlak sürekli fonksiyon,
v(5) ∈ L2[0, 1], v(a) = v′(a) = v(b) = v′(b) = 0


ile tanımlayalım. İç çarpımından

〈v, Sz〉V 5
2 [a,b] = v(a)Sz(a) + v′(a)S ′z(a) + v′′(a)S ′′z (a) + v′′′(a)S

′′′

z (a)

+ v(4)(a)S(4)
z (a) +

b∫
a

v(5)(t)S(5)
z (t)d(t)
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elde ederiz. Daha sonra kısmi integrasyonla

〈v, Sz〉V 5
2 [a,b] = v(a)Sz(a) + v′(a)S

′

z(a) + v′′(a)S ′′z (a) + u′′′(a)S ′′′z (a)

+ v(4)(a)S(4)
z (a) + v(4)(b)S(5)

z (b)− v(4)(a)S(5)
z (a)

− v(3)(b)S(6)
z (b) + v(3)(a)S(6)

z (a)

+ v′′(b)S(7)
z (b)− v′′(a)S(7)

z (a)− v′(b)S(8)
z (b)

+ v′(a)S(8)
z (a) + v(b)S(9)

z (b)− v(a)S(9)
z (a)

−
b∫

a

v(t)S(10)
z (t)d(t).

elde ederiz. Sınır koşullarından

Sz(a) = 0

Sz(b) = 0

S
′

z(a) = 0

S
′

z(b) = 0

yazılabiir. Bu nedenle,

〈v, Sz〉V 5
2 [a,b] = v′′(a)S

′′

z (a) + v′′′(a)S ′′′z (a) + v(4)(a)S(4)
z (a)

+ v(4)(b)S(5)
z (b)− v(4)(a)S(5)

z (a)− v(3)(b)S(6)
z (b) + v(3)(a)S(6)

z (a)

+ v′′(b)S(7)
z (b)− v′′(a)S(7)

z (a)−
b∫

a

v(t)S(10)
z (t)d(t).

elde edilir. Aşağıdaki denklemleri göz önünde bulunduralım.
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S
′′

z (a)− S(7)
z (a) = 0

S
′′′

z (a) + S(6)
z (a) = 0

S(4)
z (a)− S(5)

z (a) = 0

S(5)
z (b) = 0

S(6)
z (b) = 0

S(7)
z (b) = 0

Bu nedenle,

〈v, Sz〉V 5
2 [a,b] = −

b∫
a

v(t)S(10)
z (t)d(t) = v(z).

elde edilir. Böylece,

S(10)
z (t) = −δ(t− z).

olur. t 6= z olduğu taktirde

S(10)
z (z) = 0.

elde edilir. Daha sonra,

Sz(t) =



10∑
i=1

ci(z)t
i−1 , t ≤ z,

10∑
i=1

di(z)t
i−1 , t > z.

Yukarıda, genelleştirilmiş Kuramoto-Sivashinsky denklemini çözmek için çok yararlı bir

çekirdek fonksiyonu elde ettik. Üretilen bu çekirdek, çekirdek üreten Hilbert uzayı yön-

temini uygulamak için çok yararlıdır.
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6 BÖLÜM

6.1 YENİ ÜRETİLEN ÇEKİRDEK FONKSİYONLAR

Bu bölümde çekirdek üreten Sobolev uzayının çok kullanışlı üretilen çekirdek fonk-

siyonlarını elde ettik. Bu bölümde elde ettiğimiz çalışmaları Akgül ve ark. (2020) maka-

lesinde yayınlattık.

6.1.1 m=1 için:

Aşağıdaki iç çarpıma sahibiz

〈u,Ry〉S1
1 [0,1]

=

1∫
0

(
u(x)Ry(x) + u′(x)R′y(x)

)
dx

Buna kısmi integrasyon uygulanılırsa:

〈u,Ry〉S1
1 [0,1]

=

1∫
0

u(x)Ry(x)dx+ u(1)R′y(1)− u(0)R′y(0)−
1∫

0

u(x)R′′y(x)dx

= u(1)R′y(1)− u(0)R′y(0)−
1∫

0

u(x)(R′′y(x)−Ry(x))dx.

elde edilir. Buradan aşağıdaki denklemler elde edilir

1)R′y(0) = 0,

2)R′y(1) = 0,

Sonrasında

R′′y(x)−Ry(x) = −δ(x− y).

bulunur. x 6= y iken

R′′y(x)−Ry(x) = 0.

elde edilir. Karakteristik denklemden

λ2 − 1 = 0 =⇒ λ = ∓1.
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elde edilir. Böylece

Ry(x) =


c1e

x + c2e
−x, x ≤ y,

d1e
x + d2e

−x, x > y.

bulunur. Dirac-delta fonksiyonunun özelliğinden

3)Ry+(y) = Ry−(y),

4)R′y+(y)−R′y−(y) = −1.

yazılabilir. Daha sonra

R′y(x) =


c1e

x − c2e−x, x < y

d1e
x − d2e−x, x > y.

R′y(0) = c1 − c2 = 0 =⇒ c1 = c2

R′y(1) = d1e−
d2
e

= 0 =⇒ d2 = e2d1

Ry+(y) = Ry−(y)

d1e
y + d2e

−y = c1e
y + c2e

−y

R′y+(y)−R′y−(y) = −1

d1e
y − d2e−y − c1ey + c2e

−y = −1

bulunur. Yukarıdaki denklemler çözüldükten sonra aşağıdaki katsayılara ulaşılır:

c1 =
1

2

e1−y + ey−1

(e− e−1)
,
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c2 =
1

2

e1−y + ey−1

(e− e−1)
,

d1 =
1

2

ey−1 + e−y−1

(e− e−1)
,

d2 =
1

2

e1+y + e1−y

(e− e−1)
.

Üretilen çekirdek fonksiyon aşağıdaki gibi elde edilir.

Ry(x) =


1
2
(e1−y+e−1+y)(e1+x+e1−x)

e2−1 , x ≤ y

1
2
(e1+y+e1−y)(e−1+x+e1−x)

e2−1 , x > y.

Daha sade bir ifade

a(x) =
1

2

(e1−y + e−1+y)(e1+x + e1−x)

e2 − 1
,

b(x) =
1

2

(e1+y + e1−y)(e−1+x + e1−x)

e2 − 1
.

Ry(x) =

{
a(x) x ≤ y

b(x), x > y.

yazılabilir. Buradan aşağıdaki sonuca ulaşılır.

〈u,Ry〉S1
2
=

y∫
0

u(x)Ry(x)dx+

1∫
y

u(x)Ry(x)dx

+

y∫
0

u′(x)R′y(x)dx+

1∫
y

u′(x)R′y(x)dx.

Daha sonra
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〈u,Ry〉S1
2

=

y∫
0

u(x)a(x)dx+

1∫
y

u(x)b(x)dx+

y∫
0

u′(x)a′(x)dx+

1∫
y

u′(x)b′(x)dx

=

y∫
0

u(x)
1

2

(e1−y + e−1+y)

e2 − 1

[
e1+x + e1−x

]
dx

+

1∫
y

u(x)
1

2

(e1+y + e1−y)

e2 − 1

[
e−1+x + e1−x

]
dx

+

y∫
0

u′(x)

2

(e1−y + e−1+y)

e2 − 1

[
e1+x − e1−x

]
dx

+

1∫
y

u′(x)

2

(e1+y + e1−y)

e2 − 1

[
e−1+x − e1−x

]
dx.

elde ederiz. Böylece

〈u,Ry〉S1
2

=
e1+y + e1−y

2(e2 − 1)

[ 1∫
y

(u(x)(ex−1 + e1−x) + u′(x)(e1+x − e1−x)dx
]

+
1

2

e1−y + ey−1

(e2 − 1)

[ y∫
0

(u(x)(ex+1 + e1−x) + u′(x)(e1+x − e1−x)dx
]
.

bulunur. Kısmi integrasyon uygulanılırsa

〈u,Ry〉S1
2

=
1

2

e1+y + e1−y

2(e2 − 1)

 1∫
y

(u(x)(ex−1 + e1−x)dx

+(e0 − e0)u(1)− (ey−1 − e1−y)u(y)−
1∫

y

u(x)(ex−1 + e1−x)dx


+
1

2

(e1−y + e−1+y)

(e2 − 1)

 y∫
0

(u(x)(ex+1 + e1−x)dx

+u(y)(e1+y − e1−y)− u(0)(e1 − e1)−
y∫

0

u(x)(ex+1 + e1−x)dx


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〈u,Ry〉S1
2

=
1

2

e1+y + e1−y

(e2 − 1)
u(y)(e1−y − ey−1) + 1

2

e1−y + ey−1

(e2 − 1)
u(y)(e1+y − e1−y)

=
1

2

u(y)

(e2 − 1)

[
(e1−y − ey−1)(e1+y + e1−y) + (e1+y − e1−y)(e1−y + ey+1)

]

〈u,Ry〉S1
2

=
1

2(e2 − 1)
u(y)

[
e2 + e2−2y − e2y − 1 + e2 + e2y − e2−2y − 1

]

=
u(y)

2(e2 − 1)
(2e2 − 2)

= u(y).

elde edilir. Bu şekilde ispatı sağlanmış olunur.

6.1.2 m=2 için

İç çarpımdan yararlanılarak

〈u,Ry〉S2
2

=

1∫
0

[
u(x)Ry(x) + u′(x)R′y(x) + u′′(x)R′′y(x)

]
dx

=

1∫
0

u(x)Ry(x)dx+

1∫
0

u′(x)R′y(x)dx+

1∫
0

u′′(x)R′′y(x)dx

elde edilir. Kısmi integrasyon uygulanılırsa

〈u,Ry〉S2
2
=

1∫
0

u(x)Ry(x)dx+ u(1)R′y(1)− u(0)R′y(0)

−
1∫

0

u(x)R′′y(x)dx+ u′(1)R′′y(1)− u′(0)R′′y(0)

−u(1)R′′′y (1) + u(0)R′′′y (0) +

1∫
0

u(x)R(4)
y (x)dx

bulunur. Daha sonra aşağıdaki sonuca ulaşılır
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〈u,Ry〉S2
2

= u(1)R′y(1)− u(0)R′y(0) + u′(1)R′′y(1)− u′(0)R′′y(0)

−u(1)R′′′y (1) + u(0)R′′′y (0) +

1∫
0

u(x)
[
Ry(x)−R′′y(x) +R(4)

y (x)
]
dx.

Eğer

1)R′y(1)−R′′′y (1) = 0,

2)−R′y(0) +R′′y(0) = 0,

3)R′′y(1) = 0,

4)R′′y(0) = 0

olarak ele alınırsa sonuç olarak

〈u,Ry〉S2
2
=

1∫
0

u(x)
[
Ry(x)−R′′y(x) +R(4)

y (x)
]
dx.

elde edilir. Çekirdeğin üretme özelliğinden aşağıdaki sonuca ulaşılır.

Ry(x)−R′′y(x) +R(4)
y (x) = δ(x− y)

x 6= y, iken

Ry(x)−R′′y(x) +R(4)
y (x) = 0.

olur. Karakteristik denklemden

1− λ2 + λ4 = 0.

λ1 =

√
3

2
− 1

2
I,

λ2 =
−
√
3

2
+

1

2
I,

λ3 =

√
3

2
+

1

2
I,

λ4 =
−
√
3

2
− 1

2
I.
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elde edilir. Böylece üretilen çekirdek fonksiyon

Ry(x) =



c1e
√

3x
2 cos(x

2
) + c2e

√
3x
2 sin(x

2
)

+c3e
−
√
3x

2 cos(x
2
) + c4e

−
√
3x

2 sin(x
2
), x ≤ y

d1e
√
3x
2 cos(x

2
) + d2e

√
3x
2 sin(x

2
)

+d3e
−
√
3x

2 cos(x
2
) + d4e

−
√
3x

2 sin(x
2
), x > y

şeklinde elde edilir. Dirac-delta fonksiyonun özelliğinden aşağıdaki denklemler elde edilir

5)Ry+(y) = Ry−(y),

6)R′y+(y) = R′y−(y),

7)R′′y+(y) = R′′y−(y),

8)R′′′y+(y)−R′′′y−(y) = 1.

Verilen sekiz denklem çözülerek aşağıdaki katsayılar elde edilir,

c1 = −
1

6

(
−4 sin(1

2
y)e−

1
2

√
3ye

1
2

√
3
√
3− 8 cos(1

2
y)e

1
2

√
3ye−

1
2

√
3 − 4 cos(1

2
y)e−

1
2

√
3ye

1
2

√
3
)√

3(
4 sin(1

2
y)2e

1
2

√
3 − 4 sin(1

2
y)2e−

1
2

√
3 + 4 cos(1

2
y)2e

1
2

√
3 − 4 cos(1

2
y)2e−

1
2

√
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√
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√
3ye−

1
2

√
3
√
3 + 8 sin(1

2
y)e

1
2

√
3ye−

1
2

√
3 + 4 sin(1

2
y)e−

1
2

√
3ye−

1
2

√
3
)√

3(
sin(1

2
y)2 + cos(1

2
y)2
) (

4e
1
2

√
3 − 4e−

1
2

√
3
)

d3 = −
1

6

(
4 sin(1

2
y)e

1
2

√
3ye

1
2

√
3
√
3− 4 cos(1

2
y)e

1
2

√
3ye

1
2

√
3 − 8 cos(1

2
y)e−

1
2

√
3ye

1
2

√
3
)√

3(
sin(1

2
y)2 + cos(1

2
y)2
) (

4e
1
2

√
3 − 4e−

1
2

√
3
)

d4 =
1

6

(
4 cos(1

2
y)e

1
2

√
3ye

1
2

√
3
√
3 + 4 sin(1

2
y)e

1
2

√
3ye

1
2

√
3 + 8 sin(1

2
y)e−

1
2

√
3ye

1
2

√
3
)√

3(
sin(1

2
y)2 + cos(1

2
y)2
) (

4e
1
2

√
3 − 4e−

1
2

√
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x ≤ y için çekirdek fonksiyon

1
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√
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√
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√
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√
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√
3 cos(

1

2
x)
√
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2
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2
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1
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2
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)
.

x > y için çekirdek fonksiyon
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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1

2
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2
y)e−

1
2
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√
3 sin(

1

2
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2
y)e

1
2
(x−y−1)

√
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1

2
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2
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√
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1

2
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)
.

şeklinde elde edilir.

6.1.3 m=3 İçin

İç çarpımdan

〈u,By〉S3
2 [0,1]

=

1∫
0

u(x)By(x)dx+

1∫
0

u′(x)B′y(x)dx

+

1∫
0

u′′(x)B′′y (x)dx+

1∫
0

u′′′(x)B′′′y (x)dx.

elde edilir. Kısmi integrasyon uygulanılırsa
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〈u,By〉S3
2 [0,1]

=

1∫
0

u(x)By(x)dx+ u(1)B′y(1)− u(0)B′y(0)−
1∫

0

u(x)B′′y (x)dx

+ u′(1)B′′y (1)− u′(0)B′′y (0)− u(1)B′′′y (1) + u(0)B′′′y (0)

+

1∫
0

u(x)B(4)
y (x)dx+ u′′(1)B′′′y (1)− u′′(0)B′′′y (0)

− u′(1)B(4)
y (1) + u′(0)B(4)

y (0) + u(1)B(5)
y (1)− u(0)B(5)

y (0)

−
1∫

0

u(x)B(6)
y (x)dx

elde edilir. Sonra

〈u,By〉S3
2 [0,1]

=

1∫
0

u(x)
[
By(x)−B′′y (x) +B(4)

y (x)−B(6)
y (x)

]
dx.

1)−B′y(0) +B′′′y (0)−B(5)
y (0) = 0,

2)−B′′y (0) +B(4)
y (0) = 0,

3)B′′′y (0) = 0,

4)B′y(1)−B′′′y (1) +B(5)
y (1) = 0,

5)B′′y (1)−B(4)
y (1) = 0,

6)B′′y (1) = 0.

bulunur. Daha sonra çekirdek üretme özelliğinden

〈u,By〉S3
2 [0,1]

=

1∫
0

u(x)
[
By(x)−B′′y (x) +B(4)

y (x)−B(6)
y (x)

]
dx = u(y)

sonucuna ulaşılır. Dirac-delta fonksiyonun özelliğinden

By(x)−B′′y (x) +B(4)
y (x)−B(6)

y (x) = δ(x− y)

elde edilir. x 6= y, iken δ(x− y) = 0 olur.Böylece
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By(x)−B′′y (x) +B(4)
y (x)−B(6)

y (x) = 0.

bulunur. Daha sonra

1− λ2 + λ4 − λ6 = 0.

elde edilir. Yukarıdaki denklemlerden aşağıdaki sonuca varılır

λ1 = 1,

λ2 = −1,

λ3 =

√
2

2
+ i

√
2

2
,

λ4 = −
√
2

2
− i
√
2

2
,

λ5 =

√
2

2
− i
√
2

2
,

λ6 = −
√
2

2
+ i

√
2

2
.

Böylece By(x) çekirdek üreten fonksiyonu aşağıdaki gibi bulunur:

By(x) =



c1e
x + c2e

−x + c3e
√

2
2
x cos(

√
2
2
x) + c4e

√
2

2
x sin(

√
2
2
x)

+c5e
−
√
2

2
x cos(

√
2
2
x) + c6e

−
√
2

2
x sin(

√
2
2
x), x ≤ y

d1e
x + d2e

−x + d3e
√

2
2
x cos(

√
2
2
x) + d4e

√
2
2
x sin(

√
2
2
x)

+d5e
−
√
2

2
x cos(

√
2
2
x) + d6e

−
√
2

2
x sin(

√
2
2
x), x > y.

Yukarıdaki denklemler çözülürse katsayılar aşağıdaki gibi olur:

c1 =
1

4

e−ye+ e−1ey

eye−y(e− e−1)
,

c2 =
1

4

e−ye+ e−1ey

eye−y(e− e−1)
,

c3 =
1

4

(
sin(1

2
y
√
2)e−

1
2
y
√
2e

1
2

√
2 + cos(1

2
y
√
2)e−

1
2

√
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2
y
√
2
)√
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sin(1

2
y
√
2)2 + cos(1

2
y
√
2)2
) (
e

1
2

√
2 − e− 1

2

√
2
)
e−

1
2
y
√
2e

1
2
y
√
2
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c4 = −
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√
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√
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√
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√
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√
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bulunur. Çekirdek fonksiyonu By(x) x ≤ y için
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√
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.

x > y iken By(x) aşağıdaki gibidir:
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7 BÖLÜM

7.1 SONUÇ

Bu tezimizde çekirdek üreten uzay metodunu ele aldık. Üretilen çekirdek fonksi-

yonların teorisi ile ilgili literatürde mevcut olan çalışmaları inceledik. Çekirdek üreten

uzayların nasıl tanımlandıklarını ve bu uzaylarda üretilen çekirdek fonksiyonların nasıl

elde edildiğini detaylı bir şekilde inceledik. Literatürde mevcut olmayan bazı yeni üre-

tilen çekirdek fonksiyonlar elde ettik. Elde ettiğimiz yeni üretilen çekirdek fonksiyonlar

çekirdek üreten uzay metodunda çalışmalar yapmayı düşünen araştırmacılar için çok fay-

dalı olacaktır.
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Akgül, A., Karataş Akgül, E., Korhan S., 2020. New reproducing kernel functions

in the reproducing kernel Sobolev spaces, AIMS Mathematics,5(1), 482-496.
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