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2020,34+vi Sayfa

Bu tez 7 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢ekirdek tireten uzayin tarihgesi ile ilgili bilgiler
verilmistir. Tkinci boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde cekirdek iireten uzayim temel
ozellikleri verilmistir. Dordiincii boliimde Wrzn [a, b] cekirdek iireten uzay ve ozellikleri verilmistir. Besinci
boliimde genellestirilmis Kuramoto-Sivashinsky denklemi i¢in elde edilen g¢ekirdek fonksiyonlari verilmistir.
Altme1 boliimde yeni tiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar verilmistir.Yedinci béliimde sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cekirdek iireten uzaylar, Cekirdek ireten metod, Kuramoto-Sivashinsky
denklemi.



ABSTRACT

MASTER THESIS
REPRODUCING KERNEL FUNCTIONS AND THEIR PROPERTIES IN
REPRODUCING KERHEL HILBERT SPACES
Sahin KORHAN
Siirt University Institute of Science and Technology Department of Mathematics

Supervisior : Assoc. Prof. Dr. Esra KARATAS AKGUL

2020, 34+vi Pages

This thesis consists of 7 chapters. In the first chapter, information about the history of reproducing kernel space
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1 BOLUM

1.1 GIRIS

Giinliik hayatta kargilagilan problemlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu problemle-
rin diferansiyel denklemlerle modellenmesi gerekir. Daha sonra modellenen problemlerin
analitik ¢oziimleri ve kapali formdaki ¢6ziimleri bulunmaya ¢aligilir. Fakat her problemin
kapali formdaki ¢oziimlerini bulmak cogu zaman miimkiin olmayabilir. Bu durumda ise
denklemin yaklagik ¢oziimlerini bulmak 6nem kazanir. Diferansiyel denklemlerin analitik
ve yaklasik coziimleri, modellemesi yapilan olayin dogasi hakkinda bize biiyiik katkilar
saglar. Bu yiizden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine olan ilgi artarak devam etmistir.
Biz ise tezimizde bazi1 6zel cekirdek fonksiyonlarini elde ettik.

Cekirdekleri ¢ogaltma teorisini 20. yiizyilin baginda Zaremba (1908) ilk kez har-
monik ve biharmonik fonksiyonlar icin sinir deger problemleri tizerine yaptig1 calismada
ele almistir. Seri ¢coziimii dogru bir sekilde hesaplayan cekirdek iireten Hilbert uzaylari
cok biiyiik ilgi goriiyor.

Cekirdek iireten uzay 6zel bir hilbert uzayidir. Cekirdek iireten uzay teorisinin olug-
turulmasi 1908’lere dayanmaktadir. Yakin zamanlarda bir¢ok diferansiyel denklem, kismi
diferansiyel denklemler, integral denklemleri ve sinir deger problemleri bu metodla in-
celenmistir. Diferansiyel denklemin ¢oziim sartlarinin ¢esitli tanimlamalarina gore buna
karsilik gelen cekirdek iireten uzaylar mantikli bir sekilde insa edilir. Bu uzaylar tanimlan-
diktan sonra bu uzaylarda iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar1 kolaylikla bulunabilir (Akgiil,
2014).

Uretilen ¢ekirdek fonksiyonlarla ilgili literatiirde bircok ¢alisma mevcuttur. Akgiil
(2014) doktora tezinde ¢ekirdek iireten uzay yonteminin matematiksel temelleri ve bazi
uygulamalarini ele almistir. Aronszajn (1950) iiretilen ¢ekirdek fonksinlarinin teorisi ile
ilgili cok kapsamli bir ¢aligma yapmustir. Abu Arqub ve ark. (2012) lineer olmayan Fred-
holm—Volterra integro diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in ¢ekirdek iireten metodu uy-
gulamislar. Barbieri ve Meo (2012) cekirdek iireten pargacik metodunu ele almiglar. Ay-
rica ¢ekirdek iireten Hilbert uzaylar istatistikte de kullanilmistir (Berlinet, 2001, 2004).
Chen ve ark. (2008) cekirdek iireten uzaylarda lineer operator denklemler sisteminin tam
¢Oziimiinii incelediler. Geng ve ark. (2012,2013) sinir deger problemlerini cekirdek {ire-

ten metod ile ele aldilar. Jiang ve ark. (2013) Volterra integral denklemlerini ¢ekirdek



tireten metod ile ele aldilar. Raheem (2017) yiiksek lisans tezinde lineer olmayan diferan-
siyel denklemlerin ¢éziimlerini ¢ekirdek iireten metod ve grup koruma metodu ile ince-
ledi. Uretilen ¢ekirdegin teorisi ve uygulamalari ile ilgili detayli calismalar Saitoh ve ark.
(2016) tarafindan ele alind1. Shawagteh ve ark. (2014) ikinci mertebeden sinir deger prob-
lemlerinin ¢oziimlerini ¢ekirdek iireten metod ile elde ettiler. Wang ve ark. (2008) kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini cekirdek iireten metodu uygulayarak elde ettiler.
Wu ve ark. (2010) tekrarlayan cekirdek iireten metodu ele aldilar. Yao ve ark. (2011) li-

neer olmayan sine-Gordon denkleminin ¢oziimlerini ¢ekirdek iireten metod ile ele aldilar.



2 BOLUM

2.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1.1 Sureklilik

Bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A noktasinda siirekli olmasi icin Ve > 0
icin 6yle bir 6 > 0 olmali ki VxeA igin
lz—al<d=|f(x) - fla)] <e
olur (Cui ve Lin, 2009).

2.1.2 Diizgiin Siireklilik

ACR,f: A— Rolsun f A’da diizgiin siireklidir.
<= Ve >0 36> 0vardirki|z —t| < ¢ olmak iizere V.t € Aigin |f(x) — f(t)| < e
olur.

Diizgiin siireklilik ile siirekliligin tanimi benzerdir. Ancak siireklilikte J sayis1 hem
¢ hem de xeA noktasina baglidir. Fakat diizgiin siireklilikte § sadece €’a baglidir. Do-
layisiyla diizgiin siirekli bir fonksiyon siireklidir. Fakat tersi dogru degildir (Cui ve Lin,

2009).

2.1.3 I¢ Carpim Uzaylar

E bir kompleks vektor uzayi olsun. Eger
x,y,zeE, o, BeF(R wveya C),
icin
a) (z,y) = (y, z),(Kompleks eslenik)
b) (az, 6y> = afz,y) + Blz.y)
c) (z,x)>
d) (z,2) =0<= =0,
sartlar1 saglanirsa
(,):ExE—C,
doniisiimii £ de bir i¢ carpim tanimlar. Bir vektor uzayina i¢ ¢arpim ile birlikte i¢ carpim

uzay1 denir (Cui ve Lin, 2009).



2.1.4 Hilbert Uzaylan

Bir Hilbert uzayi, iizerindeki i¢ ¢carpimla tanimlanmis metrige gore tam olan bir i¢
carpim uzayidir. Burada s6zii edilen i¢ carpim, X x X’den X’in bir k skaler cisimi i¢ine
yapilan bir doniisiimdiir; X ’in her x ve y vektor ¢ifti, « ve y 'nin vektorel carpimi olarak
adlandirilan ve (z,y) ile gosterilen ve her x,y ve z vektorleri ve « skaleri i¢in asagidaki

ozellikleri gercekleyen bir skalerle eslesmektedir.

X lizerinde tanimlanan bir i¢ ¢carpim, X {izerinde,
X =/ (2, z)

ile verilen bir norm ve

d(z,y) = [l —yl = V(z —y,z —y)

ile verilen bir metrik tanimlar. Buna gore i¢ ¢carpim uzaylart birer normlu uzay olup,

Hilbert uzaylar1 ise birer Banach uzayidir (Cui ve Lin, 2009).

2.1.5 Yakinsakhik

Normal bir X uzayinda bir (x,,) dizisi verilmis olsun. Eger, X uzay1

lim ||z, —z|| =0
n—oo

olacak sekilde bir x igeriyor ise (X,,) dizisi yakinsaktir denir (Akgiil, 2014).

2.1.6 Diizgiin Yakinsakhk

Lineer operatorler uzayinda lineer sinirli dizinin norm anlaminda yakinsakligina

diizgiin yakinsaklik denir (Akgiil, 2014).



2.1.7 Adjoint Operator

X ve Y normlu uzaylar olmak tizere, 7T : X — Y sinirli lineer bir operator olsun.
Buna gore, X' ve Y, sirasiyla X ve Y’nin dual uzaylar1 olmak iizere, 7’nin 7% : X' —
Y adjoint operatorii,

flz) = (T"g)(x) = g(Tx) (geY') ile tammlanir (Akgiil, 2014).



3 BOLUM
3.1 Uretilen Cekirdegin Temel Ozellikleri

3.1.1 Ozellik 1:

Eger H, ¢ekirdek iireten bir uzay ise bu taktirde Htaki 12, iiretilen gekirdegi eslenik

simetrik olur. Yani

esitligi saglanir (Cui ve Lin, 2009).
3.1.2 Ozellik 2:

Eger H, ¢ekirdek iireten bir uzay ise bu taktirde Htaki I?, Uretilen ¢ekirdek fonk-
siyonu tektir (Cui ve Lin, 2009).

3.1.3 Ozellik 3:

Eger R, fonksiyonu, /’ta iiretilen bir ¢ekirdek ise bu taktirde herbir z € X igin
R.(x) > 0olur. R,(z) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul H = {0} olmasidir (Cui ve
Lin, 2009).

3.1.4 Ozellik 4:

R, uretilen ¢ekirdegi pozitif taniml bir ¢ekirdektir, yani &;, (¢, 7 = 1,...,n) her-

hangi kompleks sayilar olmak iizere her x; € X i¢in

Z Ry, (ij)gf] >0,

ij=1

esitsizligi mevcuttur (Cui ve Lin, 2009).
3.1.5 Ozellik 5:

H-Hilbert fonksiyon uzayinin ¢ekirdek iireten bir uzay olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul herhangi bir sabit € X i¢in I(f) = f(x) lineer fonksiyonelinin sinirli olmasidir

(Cui ve Lin, 2009).



4 BOLUM

4.1 W3"[a,b] Cekirdek Ureten Uzay ve Onun Uretilen Cekirdek Fonksiyonu
4.1.1 Tanm:

[a,b] aralig1 iizerinde bir f fonksiyonu verilsin. {(ay, b)}_,} climlesi ikiser ikiser

ayrik acik (ay, by) C [a, b] araliklarin bir ciimlesi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

n

Z(bz — ai) < (5,

=1

oldugunda

Z | f(bi) — flai)] <e,

olacak sekilde n’e bagh olmayan en az bir § mevcutsa, bu taktirde f fonksiyonuna [a,b]

aralig1 iizerinde mutlak siireklidir denir (Cui ve Lin, 2009).

4.2 Onerme 1:

Bir f fonksiyonu, [a,b] arali1 izerinde mutlak siirekli ise ayn1 zamanda siireklidir

(Cui ve Lin, 2009).
4.3 Onerme 2:

[a,b] aralif1 tizerinde verilen bir f fonksiyonu i¢in eer x € [a, b] olmak iizere

[f()] < M,
esitsizligi mevcutsa bu taktirde f fonksiyonu mutlak siirekli olur (Cui ve Lin, 2009).

4.3.1 Sonucg1:

Eger f’ fonksiyonu [a,b] aralig1 tizerinde siirekli ise bu taktirde f fonksiyonu bu

aralikta tizerinde mutlak siirekli olur (Cui ve Lin, 2009).

4.4 Onerme 3:

Eger f fonksiyonu [a,b] aralig1 iizerinde integrallenebilir bir fonksyon ise bu tak-

tirde



/ fy,

fonksiyonu bu aralik {izerinde mutlak siirekli olur (Cui ve Lin, 2009).
4.5 W3 [a,b]Fonksiyon Uzay1

W3la, b] fonksiyon uzay1

W3a,b] = {f]f(m_l)mutlak siirekli, f™ € L*[a,b],z € [a,b]},

olarak tanimlanir. W3"[a, b] fonksiyon uzayinda i¢ carpim ve norm herhangi f, g € Wi"[a, b]

fonksiyonlart i¢in, sirasiyla

m—1

- b
g = 3 FO(a)g(a) + / £ (2)g™ (x)da

1=0

Ve

[ fllwg = /S, Fhwys

seklinde tanimlanir (Cui ve Lin, 2009).
4.5.1 Teorem 1:

W3la, b] fonksiyon uzay1 bir Hilbert Uzayidir (Cui ve Lin, 2009).
4.5.2 Teorem 2:

W3la, b] fonksiyon uzay1 ¢ekirdek iireten bir uzaydir (Cui ve Lin, 2009).
W3[a, b] uzaymda R, iiretilen ¢ekirdek fonksiyonunun nasil elde edildigini inceleyelim.
R,’nin W3 [a, b] uzaymn iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu oldugunu farz edelim. Bu taktirde

herhangi sabit bir y € [a, b] ve herhangi f € WJ"[a, b] i¢in R, fonksiyonu,

<f7 Ry>W2’” = f(y)7



esitlifini saglamalidir. Yukaridaki esitlige cekirdek iiretme 6zelligi ad1 verilir. Bu 6zellik

bir onceki denklemde kullanilirsa,

= 10T [ e S s — gy,

dx™
=0

bulunur ve kismi integrasyon yardimiyla,

3
L

[ TR gy 3y o

dz™ dpmti

ﬂ.
o

r=a

R

dem

elde edilir. Degisken degistirilmesiyle

i,

3

deriRy( ) « m i— lf (2) )d2m7i71Ry<x)
dxmti z:o dyp2m—i—1

(=1)7 "D ()

Lﬁ.
[en]

yazilabilir. Buldugumuz bu iki denklemi (f, R, ), yerine yazarsak

oRup = 3 10T gy O

dl’l dx2m—i—1
m—1
i d2m i— 1R (b)
+ (=1t (b)W
=0
dsz )
+ (-1 / f(z —am dx

bulunur. Bundan dolay1 R, fonksiyonu



( (1) f(2) @) = 5 —y),

dx2m

d'Ry(a) m—i—1d*" """ 'Ry(a) _

d2m—i—1R (b) .
dxgm—,,.f’lzo, 2:1,2,3,...,m—1,

\

genellestirilmis diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir. Boylece,

(1) o) Bl

dem

denklemi,

)\Qm - O7

karakteristik denklemine ve 2m Kkatli,

oz degerine sahiptir. z # y iken biliyoruz ki R, fonksiyonu 2m mertebeli sabit katsayili

homogen diferansiyel denkleminin,

d'Ry(a)
dx?

d2m—i—1Ry (a)

m—i—1
- (=1 dp2m—i—1

=0, i=1,23..,m—1,

d2m—i— 1 Ry (b)

e =0 =123 m—1,
r2m—i—

sinir sartlarini saglayan bir ¢oziimiidiir. Bu nedenle R, ’nin genel ¢oziimii,

2m

Z Ci(:g)'xi_la x S Y,
Ry(z) = S ,

Z di(y)'r1717 r >y,

i=1

10



olur.

oldugundan,

(_Um(de‘lRy(y*) B dzm‘lRy(y‘)) .

demfl CZ:L-mel
yazilabilir. Yazilan bu denklemlerden c¢;(y) ve d;(y)(i = 1,2,...,2m) katsayilar1 elde
edilir (Cui ve Lin, 2009).

4.5.3 Tanim

W3'a,b] = { f(z)|f"=V(z)mutlak siirekli, f(™) () € L?[a,b], 2 € [a,b] }

m = 1 i¢in
Wyla,b] = { f(x)|f(x)mutlak siirekli, f'(z) € L*[a,b],z € [a,b] }
m = 2 igin
W3la,b] = { f(z)|f(z), f/(x)mutlak sirekli, f”(z) € L*[a,b],z € [a,b] }

W3'a,b]’de m = 2 igin R, (x) € W5 iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu (f, R, (2))wz = f(y)

cekirdek tiretme 6zelliginden,

11



iki defa kismi integrasyon uygularsak,

(f, Ry(@))wz = fla)Ry(a) + f'(a)R,(a) + f' ()R, (b) — f'(a) Ry(a)

oldugundan,

x#y iken d(z—vy) =0,

karekteristik denklemine ve 4 katli,

M =0,

buradan pargali fonksiyon,

elde edilir.

12



bu sekiz denklem yardimiyla kat sayilarimizi,

(clzl—ya—aQJr%—%
co=a’+y+a—ya

63:%

642—%

di =1 —ya— a2+ ¥ _ ¥ _ 5d®
1= ya—a"+ 5 =%~ %
dy=a*+y+a—ya+%
d3:0

d4:0

\

elde ederiz. Bulunan kat sayilar yerine yazilirsa,

1—ya—a2+ﬂ—%+a2x+ya:—l—am—yax

Ry(z) = , ,
1—ya—a+ % — 2%
+a2x+yx—|—ax—yxa—|—y%x—%, x>,

bulunur. ¢ = 0 i¢in

Ry<l') = y2x y3

elde edilir (Cui ve Lin, 2009).

13



5 BOLUM

5.1 GENELLESTIRILMIiS KURAMOTO-SIVASHINSKY DENKLEMI ICIN
ELDE EDILEN CEKIiRDEK FONKSIYONLAR
Bu boliimde elde ettigimiz sonuglar i¢cin Akgiil ve ark. (2018) calismasina bakilabi-

lir. Elde etti§imiz sonuclar burada yayilanmustir. Asagidaki problemi ele aliyoruz:

@—i- @+ 820+B83U+ ot
ot " or T Yoz TP o3 T ot

=0, (5.1)

Burada o, 8 ve 7 sifirdan farklidir. Bu denklem, reaksiyon-difiizyon sisteminde plazma
kararsizliklari, alev 6n yayilimi ve faz tiirbiilans1 baglaminda elde edilmistir. Asagidaki
problemin yaklasik coziimlerini elde etmek icin cekirdek fonksiyonlarini elde edelim.

Kuramoto-Sivashinsky denklemini ele alalim

Vp + VVp + Vzz + Vppze = O,

baslangic kosulu

v(x,0) = exp(—z?),

ve sinir kosullari

v(a,t) =0, wv(bt)=0, wv.(a,t)=0, wvy(bt)=0.

seklinde verilsin. V;’[0, 1] ¢ekirdek iireten uzayi

v, v, 0", 0" v¥@  mutlak siirekli fonksiyon,

V200,1] = ¢ v® e L2[0,1], wv(a) =v'(a) =v(b) =2'(b) =0

4)

ile tanimlayalim. I¢ carpimindan

(0, S)vspap = v(a)S(a) +0'(a)S(a) +v"(a) S (a) + v"(a) S, (a)

14



elde ederiz. Daha sonra kismi integrasyonla

(0.8 )vpan = v(a)S:(a) +v'()S,(a) +0"(a)SY(a) +u"(a)SY (a)

elde ederiz. Siir kosullarindan

S.(a) = 0
S.(b) = 0
S.(a) = 0
S.(b) = 0

yazilabiir. Bu nedenle,

(0, S)slap = v"(a)S. (a) + 1" (a)S" (a) + v¥ (a)SW(a)
+ v(B)SO(b) —v(0)SP (@) = v (B)SE(B) + v (@) S ()

elde edilir. Asagidaki denklemleri g6z oniinde bulunduralim.
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S.(a) =57 (a) = 0
S (a)+S%a) = 0
SW(a) = 5P(a) = 0
SOy = 0
SOWm) = 0
SOm) = 0

Bu nedenle,

(.5 vs00 = = / o()S9O(1)d(t) = v(2).

elde edilir. Boylece,

SU0(t) = —§(t — 2).

olur. ¢t # z oldugu taktirde

S10(2) = 0.

elde edilir. Daha sonra,

(10 '
Yottt t<z,

i=1
S.(t) = 10 '

S di()tmt > 2.
i=1

\

Yukarida, genellestirilmis Kuramoto-Sivashinsky denklemini ¢cozmek i¢in ¢ok yararl bir
cekirdek fonksiyonu elde ettik. Uretilen bu cekirdek, cekirdek iireten Hilbert uzay1 yon-

temini uygulamak i¢in ¢ok yararhdir.
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6 BOLUM
6.1 YENI URETILEN CEKIRDEK FONKSIYONLAR
Bu boliimde ¢ekirdek iireten Sobolev uzayinin ¢ok kullanigh tiretilen ¢cekirdek fonk-

siyonlarini elde ettik. Bu boliimde elde ettigimiz ¢alismalar1 Akgiil ve ark. (2020) maka-

lesinde yayinlattik.
6.1.1 m=1icin:
Asagidaki i¢ carpima sahibiz

1

(u, R >31[01 = / (u(:t)Ry(:E) + u’(x)R;(x)) dx
0
Buna kismi integrasyon uygulanilirsa:

(w, Ry)sipoy) = /u(x)Ry($)d$+u(1)R'y(1) —u(0)R,(0) — /u(az)RZ(z)dw
= w(1)R,(1) ©0)— [ @) (Ryw) - Ry (o)

Sonrasinda

bulunur. = # y iken

Ry(z) — Ry(x) = 0.

elde edilir. Karakteristik denklemden

MN-1=0= \=FL

17



elde edilir. Boylece
c1e¥ + e x <y,

R,(x) =
() dre” + doe™ x> 1.

bulunur. Dirac-delta fonksiyonunun 6zelliginden

yazilabilir. Daha sonra
x —XT
e —ce 7, T<Yy

die® —dse ™", T >y.

R;(O):Cl_02:0:>61:(32

d
R;(].) :dle— 5 =0= dg = €2d1

R+ (y) = R, (y)

die? + dye™ = c1e¥ + coe™Y

o y) — R (y) = —1

die¥ —doe™¥ —c1e¥ + eV = —1
bulunur. Yukaridaki denklemler ¢oziildiikten sonra agagidaki katsayilara ulagilir:

lel =¥ 4 vt

a5 (e—e 1)’

18



lLel v 4 vt

273 (e—e 1)’
d — lev™h 4 6’9’17
2 (e—eh)
1 eltv 1-y
g, — L€ +e

2 (e—el)
Uretilen ¢ekirdek fonksiyon asagidaki gibi elde edilir.

(617y+671+y)(61+1+6171)

% e2—1 , T2Y
R xr) = — —1+=x —x
)= e e e
Daha sade bir ifade
() 1 (el + e 1Y) (elt® 4 el 79)
alx) = =
2 e2 —1 ’
b(x) p 1(61+y + elfy)(efH»x + 61795)
2 e2 —1
a(z) =<y
Ry(x) =
b(z), x>uy.

Daha sonra
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<u? Ry)S; =

elde ederiz. Boylece

el o el-y ;
(u, Ry)sy = ﬁ [/(U(ﬂf)(@x_l +e' ) + () (e — e ") da]

Yy
Y

+%% [/(u(:z:)(e’“rl + ') + () (e — e ") dx].

bulunur. Kismi integrasyon uygulanilirsa

1
Lel™v et~y
(u, Ry)s; = §m

He = (1) = (71 = 1 uty) — [ulo)er + e“f)dx]

y
+1 (e!¥ + e~11Y)
2 (e2-1)

Fu(y) (e —e'7Y) —u(0)(e! —et) — /u(m)(e”l + elx)dx]

20



nRsy = 5 gt W)E ™ = ) g T ) (e =)
_ %(62(3)1) Kel—y V1) (Y 4 e 7Y) + (e — ! Y) (! y_i_eerl)}
(u, Ry>5% = ﬁu(y) [62 42 e 14?2 1}
u(y) 2
= - Y
= u(y).

elde edilir. Bu sekilde ispat1 saglanmis olunur.
6.1.2 m=2icin

I¢ carpimdan yararlanilarak

B = [ [y (@) + () Ryfa) + o @) Yo

Z/u x)dx +
0

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanilirsa

O\H
?Q
=
8
+
—
S~—
<
=

bulunur. Daha sonra agagidaki sonuca ulasilir
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(u, Ry)sz = u(1)R, (1) —u(0)R,(0) + v'(1) Ry(1) — '(0) R, (0)

—u(1)Ry/ (1) + u(0) R} (0) +

Eger

1)R.(1) — R"(1) =0,
2) — R,(0) + R;(0) = 0,
3)Ry(1) =0,

4)R;(0) =0

olarak ele alinirsa sonug olarak

1

/u(x) [Ry(a:) — RZ(:E) + Ré‘l)

(z)]dz.

elde edilir. Cekirdegin iiretme 0zelliginden asagidaki sonuca ulasilir.

Ry(x) — Ry(z) + R{V(x) = (z — y)

x # y, iken

Ry(z) — R)(z) + RV (z) = 0.

olur. Karakteristik denklemden

1=+ =0.
V3 o1
AN = — — =T
1 2 27
-3 1
A= —" 4 ]
2 2 +2a
V3 o1
Ag = —~— 4 =
3 2 +27
-3 1
A= —— — 2.
4 9 2

22



elde edilir. Boylece iiretilen ¢ekirdek fonksiyon

(
cres cos(5 )+CQ€\/§ sin()
—\/gz

FegeTS" cos(5) + ez sin(3), <y

M)

Ry(z) =
dye s cos(5) + dpe*3* sin(%)

\+d3€_ =5 cos(3) + dye =y sin(3), >y

seklinde elde edilir. Dirac-delta fonksiyonun 6zelliginden asagidaki denklemler elde edilir

5)Ry+(y) = Ry-(y),
6) R+ (y) = Ry~ (y),
TRy (y) = Ry~ (y),
8) Ry (y) — Ry (y) =1

Verilen sekiz denklem ¢oziilerek asagidaki katsayilar elde edilir,

1 (—4 sin(3y)e 2V¥e2V34/3 — 8 cos(Ly)ezVe aV? — 4cos(%y)e_%*/§ye%‘/§> V3

Cl1 —= —= - - ; -
’ (4 sin(1y)2e2Y3 — 4sin(1y)2e2V? + 4 cos(Ly)2e2V? — 4 cos(Ly)? *f)
1 <_4 COS(zy)e 2fy€2f\/_+ SSln(% )e%\/gye_%\/g + 4Sin(ly)6_%\/§y6%\/§> V3
Cy = =
6 (sin(3y)? + cos(3y)?) (462\[ 4e~ 2‘[)
1 (4sin(ly)esVPre V83 — deos(dy)esVBre V8 — scos(fy)e Ve V) V3
C3 = —=
6 (sin(3y)? + cos(3y)?) (462\[ de~ 2‘f>
1 (4008(%3/)32\[9@ RVERE 4sin(y y)ezVe 3V3 4 881n(;y)6*%‘/§y6%\/§> V3
Cy = =
6 (sin(3y)? + cos(3y)?) (462\f de~ 5‘/3>
; 1 ( 4sin(3y)e” 2V3ue—3V3,/3 — 8COS<%y)6%\/§y€_%\/§ — 4 cos(3y)e” 2V3ye3 ) V3
1= —=

6 (sin(3y)? + cos(3y)?) (462f de~ 2\[>
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( 4COS(2 e~ 3V3y e 2‘[\/_4_85111( )eﬁfye 2\f—i—4sm( )6—%\/@6—%\@)\/5

1
dy = =
0 (sin(%y)2 —|—cos(%y) ) (462\7 de— 2f>
1 (4 sin(3 y)fi?\[ye?f\/_ 4COS(% )eé\/gye%\/g — 8(:08(19)6*%\/3@/@%‘/5) V3
dy = —=
’ (sin(3y)? + cos(3y)?) (462f de- zf)
1 <4COS( y>62\[yeg\[\/_+481n< y>€2fy€2f+881n(% )6 é‘/gye%\/g) \/g
dy ==
6 (sin(30)? + cos(n)?) (1635 — 4e~5)

x < y icin ¢ekirdek fonksiyon

1

1 1 1
e? 3(008(221)62(9” y+)Vv3 cos( )\/_+2cos(2 y)e~ 2@V qog(

1 1
+2008(§y)e%(z+y iy COS( )\/_+COS(2) (x_y“)‘/gcos(éx)\/g

1 1 1
—|—sin(§y)e§(x*y+l)‘[sm( )\/_+251n(2) —alety— 1)‘/58111(53:)\/5

1 1
+28in(§y)e%(z+y Dv3 sm( )\/_—1—5111(2 )e‘éw_yﬂ)ﬁsin(gx)\@

1 1 1 1
-3 cos(gy)e?(’“"’yﬂ)*/g sin(§x) +3 005(5

1

y)e 2(Emy V3 sin(éw)

1 1 1 1
+3 sin(5(74)65(”3_?”1)‘/g cos(ax) - 3sin(§y)e 2 (=t hV3 cos(ix)) :

x > y i¢in ¢ekirdek fonksiyon
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1 1 1 1 1
ée\/g—le;f <cos(§y)eé(’“’_y_1 cos( )\/_+2COS(2 y)e~ ($+y_1)*/§cos(§

1
+2cos(§y)e%(“y Vs cos( )\/_—l—cos(2) (I’y’l)‘/gcos(2

1
+ sin(—y)e%

1 1
2 (m_y_l)\[sm( )\/_+281n(2 )6_%(x+y_1)\/§sm(_x)\/§

2

1 1
+23in(§y)e%(”y Dv3 sm( )\/_+81n(2 y)e 2@ V3 gin(Za)/3

2
1 ] 1 1
—3cos(=y)ez @Y IV3sin(=x) + 3cos(=y)e 2@V IV3 gin(Zx)
2 2 2 2
1 i 1 1
+3 sin(§y)e%(3”_y_1)‘/g cos(§x) -3 sin(ijy)e_%(f‘;_y_l)‘/g cos(ia:)) :

seklinde elde edilir.
6.1.3 m=3Icin

I¢ carpimdan

(u, By)sspon) = /u(x)B (x)dm+/u’(x)B'y(x)dx

1

—I—/u )B, (x dm—i—/u’”(m)Bgl(m)dm.
0

0

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanilirsa

25



1

(u, By sspy = /1 (@) By(2)dz + u(1)B,(1) — u(0) B, (0) — / u(z) B! (x)dx
+ 2’1(1)3;;(1) — W/ (0)B!(0) — u(1)B"(1) + u(o)OBg'(o)
- / w(z) B (z)dz +u"(1)B)' (1) — u"(0) B (0)
— Z’(1)B<4>(1) +4/(0)BYY(0) + u(1)B

Y

3 (1) = u(0) B (0)

_ / u(2) BO (x)dx

0
elde edilir. Sonra

1

(u, By)sypy = / u(@)[B,(z) — B'(z) + BO(z) — BO (x)]dz.

o

1) — B,(0) + B (0) — BY(0) =0,
2) — BJ(0) + B{Y(0) =0,

3)B.'(0) =0,

4)B,(1) = B)'(1) + BP(1) = 0,
5)BI(1) — BW(1) =0

6)B)(1) =0

bulunur. Daha sonra cekirdek iiretme 6zelliginden

1

(u, B)sson = / u()[B,(x) — B(x) + BY(x) — BO(2)]dx = u(y)

sonucuna ulagilir. Dirac-delta fonksiyonun 6zelliginden

By(x) = By(x) + B{(z) = B (x) = 6(x — y)

elde edilir. x # y, iken 0(z — y) = 0 olur.Boylece
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bulunur. Daha sonra

1=+ M- )\=0.

elde edilir. Yukaridaki denklemlerden asagidaki sonuca varilir

5
o V2o V2

SRR
SN,
o

Boylece B, (z) ¢ekirdek iireten fonksiyonu agagidaki gibi bulunur:

( _ V2 V2, .
e’ + e +czez” cos(\/Tix) +chez” 51n(*/7§x)

FoseF® cos(@x) + e 2w sin(\/gx), <y

die® + dpe™ + dze TT Cos(‘/?ix) +dyee sin(‘/?ix)

K+d5e’§”” cos(\/?izv) + dge 70 sin(%ix), T > .

Yukaridaki denklemler coziiliirse katsayilar asagidaki gibi olur:

1 eVeteteY
4devev(e —e 1)

&

1 eVeteted
4evev(e —e 1)’

C

(Sin(%yﬁ>€_%yﬁ€%ﬂ + cos(%y\/ﬁ)e—%\/ieéy\/? NG

1
C3 = —
! (sin(3yv2)? + cos(3yv/'2)?) (6’%\/5 — e’%ﬂ> e~ 3YV2e3uV2



1 (COS(lyf)e’%meéﬁ sin($yv/2)e 2 eﬂf)\/i

Cqy =
(sm( yv'2)? + cos(3yv/2)?) < 2_¢ §f> e~ 3YV203uV2
1 (cos(%y\/?)e_%yﬂe%ﬂ sin(1yv/2)e V2 ezyf> V2
=7 1 1
4 (sin(3yv/2)? + cos(1yv/2)?) (e? 2_e2 2) e~ 2YV2e3yV2
1 <Sin(%y\/§)eféy\/§e%\/§ + cos(%y\/i)e*% 2@%3/\/5> \/§
Ce = —
4 (sin(3yv/2)2 + cos(3yv/2)?) (e%\/i — 3 2) e 3YV2p3uV2
1e eV +eY)
d1 = - — 1
4evev(e —e 1)
1 e(e?V+eY)
de =~ ,
deve Y(e —et)
1 (cos(%yﬁ)e%yﬁe_%ﬁ + sin(%y\/ﬁ)e_%ﬂe—%yﬂ> V2
d3 = 1 1 1 1
4 (sin(3yv/2)2 + cos(3yv2)?) (ei\/i — 6*5\/5) em2YV2e3uV2
1 (sin(pv2)ee e —cos(lyvD)e Ve i2) V2
dy= -
4 (sin(3yv/2)2 + cos(3yv/2)?) (eE 2 _ e_%\@> e~ 3YV2039V2
1 (sin(%y\/i)e%y‘/ie%ﬂ — cos(%y\/?)e%ﬁe—%y‘/i> V2
d5 _ —— 1 -
4 (sin($yv/2)2 + cos(iyv/2)?) <e§ 2 ¢ 2‘f> e~ 2YV2e3vV2
(cos( yv/2)ez¥V2e3V2 4 sin(Lyy/2)ezV?e zy\/§> V2
dg =

1
4 (sin(3yv/2)2 + cos(3yv/2)?) ( €—§f> —39V203uV2
bulunur. Cekirdek fonksiyonu B, (z) < y i¢in
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! L eVEHL
1(eV?—1)(e2 - 1)

By(x) =
1 1 1 1
(612y\/§+2xﬁ+§\/§sin<§y\/§) Cos(éx\/ﬁ)\/ﬁ

felmavVZ Vg V2 sin(%y\/i) sin(%x\/ﬁ)\@
teltavVZgvi-gVa sin(%yﬂ) sin(%xﬁ)\/ﬁ
—eltaV2oarV2-5V2 sin(%y\/g) cos(%x\/ﬁ)\/ﬁ
_61—$y\/§+§xﬁ+§\/§ cos(%yﬂ) sin(%x\/i)\/ﬁ
telmavVZgnVZigV2 cos(%y\@) cos(%x\/ﬁ)\/é
el tavV2igevi-zve cos(%y\/ﬁ) cos(%x\@)\@
feltayV2-aev2-3V2 cos(%y\/ﬁ) sin(%x\/ﬁ)\/ﬁ
—e1mayVZgaV2y V2 sin(%y\/ﬁ) cos(%x\/ﬁ)\/ﬁ
—elmayVE V22 sin(%y\/ﬁ) sin(%xﬁ)\/ﬁ
QSRS I, TRV 2 W Sm%y\@) sm(%xﬁ)\/ﬁ
e ltyV2-5aV2-5V2 sin(%y\@) cos(%x\/i)\/é
e lmanV2hpryaty V2 cos(%y\/ﬁ) Sin(%x\/ﬁ)\/é
—e a2 eV V2 cos(%y\/i) cos(%x\/i)\/é
—e I auV2hyEV2-g V2 cos(%y\/?) cos(%x\/ﬁ)\/ﬁ

1 1
—eHayVEgaV25 V2 cos(gy\/i) sin(éx\/ﬁ)\/ﬁ

_ _1 _ 1 y—p— L Cy—p L
—61 y+ax 2\/§+el y+w+2\/§_€1 Yy—x 2\/§_|_€1 Y x+2ﬂ

—ltyta—gv2 | —ltytetyv2

g1 Ayl
e e~ IHy—e—3v2 | 1ty x+2\@>'

x > y iken B, (x) asagidaki gibidir:
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1 1 1
B — _ _ 5\/§+1
y(I) 4<€\/§_1>(€2_1)6

1 1
(61+§y\/§§m/§+§\/§ Sin(§y\/§) Cos(éx\/ﬁ)\/ﬁ

femlmauV2tgeV2-5v2 sin(%y\/ﬁ) cos(%x\/ﬁ)\@
el tayV2gaVEg V2 sin(%y\/ﬁ) cos(%xﬁ)\@
—elmauVIeVa—5V2 sin(%y\/g) cos(%x\/ﬁ)\/ﬁ
el 3uV2-3av2+5V2 sin(%y\/i) sin(%x\/i)\@
—eltauVZtaaVi-gV2 Sin(%y\/ﬁ) Sin(%x\/i)\/é
femlmayV2-gaVig V2 sin(%yﬁ) sin(%xﬂ)\@
e ttaVitgevi—5 V2 sin(%y\/ﬁ) sin(%x\/ﬁ)\/ﬁ
—elm UV V2t V2 cos(%y\/ﬁ) cos(%xﬁ)\/i
—eltayV2aev2-5v2 Cos(%y\/ﬁ) cos(%:l:ﬁ)ﬁ
fem a2V V2 COS(%y\/E) cos(%x\/ﬁ)\/ﬁ
e ltayVZige 2§‘/§cos(%y\/§) cos(%x\/i)\/é
—eltavV2—gaV2ty V2 cos(%y\/ﬁ) Sin(%x\/ﬁ)\/é
—em eV eV V2 cos(%y\/i) sin(%x\/i)\/é
el tavV2ogrVaty V2 cos(%yﬂ) sin(%x\/ﬁ)\/ﬁ

1 1
el mayV2hanV2-5V2 cos(gy\/i) sin(éx\/ﬁ)\/ﬁ

+€1+y7xf%ﬂ - el+y7:p+%\/§ 4 elfyfzféx/ﬁ - elfyfor%ﬂ

_ _1 _ 1 eyt
teHyte 2x/§_e l+y+x+2\/5+e lI-y+z—3v2 _

6717y+x+%\@> '
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7 BOLUM

7.1 SONUC

Bu tezimizde cekirdek iireten uzay metodunu ele aldik. Uretilen cekirdek fonksi-
yonlarin teorisi ile ilgili literatiirde mevcut olan ¢alismalar1 inceledik. Cekirdek iireten
uzaylarin nasil tanimlandiklarim1 ve bu uzaylarda iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlarin nasil
elde edildigini detayli bir sekilde inceledik. Literatiirde mevcut olmayan bazi yeni {ire-
tilen cekirdek fonksiyonlar elde ettik. Elde ettigimiz yeni iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar
cekirdek iireten uzay metodunda ¢aligmalar yapmay1 diisiinen arastirmacilar i¢in ¢ok fay-

dal1 olacaktir.
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