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devirli sınır koĢullu karıĢık problemin çözümünün varlığı ve tekliği Fourier, baĢka bir 

deyiĢle değiĢkenlere ayırma yöntemi ile incelenmiĢtir. Bunun için problemin çözümü 

değiĢken katsayılı Fourier serisi Ģeklinde aranmıĢ ve sözü edilen değiĢken katsayılar 

baĢlangıç verilerin yardımı ile belirlenmiĢtir. Burada,        aranan fonksiyon,     , 

    ,        ise belli özelliklere sahip bilinen fonksiyonlar, yani baĢlangıç verilerdir. 
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in                    has been examined with Fourier, in other words 

separation of variables method. Hence, the solution of the problem has been searched as 

a Fourier series with variable coefficients and the mentioned variable coefficients have 

been determined by the help of the initial data. Here        is an unknown function,  

    ,     ,        are known functions with specific properties, i.e. the initial data. 
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1. GENEL BĠLGĠLER 

 

1.1.  GiriĢ 

 

Klasik ve çağdaĢ teknolojinin çok sayıda problemi, özellikle salınım hareketleri 

içeren süreçler, matematiksel olarak salınım denklemi diye adlandırılan ikinci 

mertebeden gerek adi gerekse de kısmi türevli (hiperbolik) denklemler için çeĢitli 

baĢlangıç, sınır değer ve karıĢık problemlerin incelenmesini gerektirir. Sözü edilen 

alanda çok fazla sayıda matematiksel incelemeler yapılmıĢ ve yapılmaktadır. 

Geleneksel olarak bu tür problemlerin incelenmesinde sınır koĢulları ya sabitlenmiĢ ya 

da değiĢken Ģekillerde ele alınır. Ayrıca söz konusu problemler uygulamalı olduğundan 

elde edilen sonuçlar çeĢitli teknolojik süreçlerin incelenmesine ve yapılmasına 

uygulanmıĢ ve uygulanmaktadır. Teknolojinin son geliĢmesi devirli sınır koĢullarını ( 

yani inceleme aralığının uçlarında aranan fonksiyonun ve onun gerekli türevlerinin eĢit 

olması koĢulları) içeren problemlerin de incelenmesini gerektirmektedir. Bu yönde son 

yıllarda bir takım araĢtırmalar yapılmıĢ ve elde edilen sonuçlar çeĢitli dergilerde 

yayınlanmıĢ ve yayınlanmaktadır. Dikkatinize sunulan tezde, ilk defa gerek adi gerekse 

de kısmi (hiperbolik) denklemler için devirli sınır koĢulu içeren problemler 

incelenmiĢtir ve belli sonuçlara varılmıĢtır. 

 

1.2.  Fonksiyon Serileri 

 

Tanım 1.1. Terimleri, herhangi değiĢkene     bağlı fonksiyonlardan oluĢan seri,  

fonksiyon serisi olarak adlandırılır ve  

 

                            veya       ∑      
 
                                            (1.1) 

 

Ģeklinde yazılır (Halilov vd., 2009). 

 Serinin                terimlerinin, herhangi   bölgesinde tanımlı ve belli 

özelliklere sahip fonksiyonlar olduğunu varsayalım. Açıktır ki,   yerine belli bir       

yazdığımızda, fonksiyon serisi,   ∑      
 
    olmak üzere sayı serisine dönüĢür. Bu sayı 
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serisi yakınsaksa,  ∑      
 
    fonksiyon serisine    noktasında yakınsak seri,    

noktasına ise yakınsaklık noktası denir. 

 Fonksiyon serisi, herhangi     kümesinin tüm   noktalarında yakınsaksa, ona 

  kümesinde yakınsak seri denir. 

 Fonksiyon serisi, tüm     noktalarında yakınsak,     noktalarında ise 

ıraksaksa,   kümesine, fonksiyon serisinin yakınsaklık kümesi denir. 

 Fonksiyon serisinin yakınsaklığı, onun kısmi toplamlar dizisinin yakınsaklığı ile 

de tanımlanabilir. (1.1) serisinin    kısmi toplamını 

 

                          

 

Ģeklinde gösterelim.         fonksiyon dizisine (1.1) serisinin kısmi toplamlar dizisi 

denir (Halilov vd., 2009). 

Tanım 1.2. Herhangi   kümesinde,  ∑      
 
    fonksiyon serisinin         kısmi 

toplamlar dizisi yakınsaksa, o zaman, ∑      
 
    serisine   kümesinde yakınsak seri 

denir (Halilov vd., 2009). 

Örnek 1.1.  AĢağıdaki serinin yakınsaklığını inceleyiniz.  

 

  
 

   
 

     
 

       , yani,  ∑
 

  
 
      

 

        
 

    olduğunu dikkate alıp,   ’in alabileceği değerler için aĢağıdaki 

durumları tek tek inceleyelim:  

a)        .            

    durumunda,                    
 

      
   

     ;      durumunda ise, 

                     , yani serinin yakınsaklığı için gerek koĢul 

sağlanmadığından, ele alınan seri ıraksaktır;  

Geride kalan durumları integral ölçütünün yardımıyla inceleyelim. g    
 

   alırsak, 

[     aralığında integral ölçütü teoreminin Ģartlarını sağladığını görürüz. 
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b)       için, 

 

∫       
 

 

 ∫
  

  
    

   
∫

  

  

 

 

 
 

   
   
   

    |
 
 

  
 

 

 

 

olduğundan, seri ıraksaktır        ; 

c)     için ele alınan seri, harmonik seriye dönüĢür ve ıraksaktır; 

d)     için, 

 

∫       
 

 

 ∫
  

  
    

   
∫

  

  

 

 

 
 

   
   
   

    |
 
 

 
 

 

 

 

   
(    
   

      )  
 

   
 

 

olduğundan seri yakınsaktır       . 

 Böylece,  ∑
 

    
 
    serisi,        ] için ıraksak,         için ise 

yakınsaktır.   

Terimleri herhangi   kümesinde tanımlı  

 

                                                                                                      (1.2)     

                                                            

serisini ele alalım. Sözü edilen serinin kısmi toplamlar dizisi         olsun. 

Tanım 1.3. Kısmi toplamlar dizisi herhangi kümede düzgün yakınsak olan fonksiyon 

serisine, sözü edilen kümede düzgün yakınsak seri denir (Halilov ve Hacısalihoğlu, 

2009). 

Tanım 1.4. Herhangi   kümesinde, (1.2) fonksiyon serisinin terimleri için  

 

|     |              

 

eĢitsizlikleri sağlanacak Ģekilde, pozitif terimli yakınsak ∑   
 
     sayı serisi varsa, o 

zaman, (1.2) serisine   kümesinde sınırlanan seri, ∑   
 
    serisine de onun sınırlayanı 

denir (Halilov ve Hacısalihoğlu, 2009). 
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Teorem 1.1. (Weierstrass ölçütü) Herhangi kümede sınırlanan seri, sözü edilen 

kümede mutlak ve düzgün yakınsaktır (Halilov ve Hacısalihoğlu, 2009). 

Teorem 1.2. Terimleri, herhangi   kümesinde sürekli fonksiyonlardan oluĢan (1.2) 

serisi, bu kümede düzgün yakınsaksa, o zaman onun 

 

                                                                                              (1.3) 

 

toplamı da   kümesinde sürekli fonksiyondur (Halilov ve Hacısalihoğlu, 2009). 

Teorem 1.3. Terimleri herhangi [   ] aralığında sürekli fonksiyonlar olan ∑      
 
    

serisi, bu aralıkta     ’e düzgün yakınsıyorsa, o zaman, 

 

∫ [∑      

 

   

]    ∫         ∫           ∫          
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

eĢitliği doğrudur, yani düzgün yakınsak seri, yakınsaklık aralığında terim terim 

integrallenebilirdir (Halilov ve Hacısalihoğlu, 2009). 

Teorem 1.4. Terimleri, [   ] aralığında sürekli türeve sahip (1.2)  serisi ve onun 

terimlerinin türevlerinden oluĢan, 

 

∑   
    

 

   

 

 

serisi düzgün yakınsaksa, o zaman, ∑      
 
    serisi sözü edilen aralıkta terim terim 

türetilebilirdir (Halilov ve Hacısalihoğlu, 2009). 

 

1.3. Ortogonal Fonksiyonlar 

 

Tanım 1.5.      ve     , [   ]       aralığında parçalı sürekli fonksiyonlar 

olduğunda, ∫           
 

 
 integraline, sözü edilen fonksiyonların skaler çarpımı denir 

ve       ile gösterilir: 
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      ∫          

 

 

 

 

       ⁄ ’e      fonksiyonun normu denir ve  ‖    ‖ ile gösterilir: 

 

‖    ‖  (∫       

 

 

)

  ⁄

 

 

(Halilov vd. , 2009). 

Tanım 1.6.      ve     , [   ] aralığında parçalı sürekli fonksiyonlar olsun. 

 

∫            

 

 

 

 

olduğunda      ve     ’e [   ] aralığında ortogonal fonksiyonlar denir (Halilov vd. , 

2009). 

ġimdi [   ] aralığında parçalı sürekli fonksiyonlardan oluĢan, 

 

                                                                                                                (1.4) 

 

fonksiyonlar sistemini ele alalım. Bu fonksiyonlar sistemi [   ] aralığında 

 

        {
         
‖  ‖

        
 

 

eĢitliklerini sağladığında ona, sözü edilen aralıkta ortogonal fonksiyonlar sistemi denir. 

Burada, 

 

        {
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olduğunda, (1.4) sistemine sözü edilen aralıkta ortonormal fonksiyonlar sistemi denir 

(Halilov vd. , 2009). 

Örnek 1.2. [   ] aralığında 

                                            

fonksiyonlar sisteminin ortogonal olduğunu gösteriniz. 

 

 [   ] aralığında, 

 

           ∫       
 

 
    

 

  
      | 

    , 

           ∫           
 

  
      | 

   
 

 
 ,         

 

yani,   fonksiyonu,        ve        fonksiyonlarına ortogonaldır. 

    durumunda, 

                ∫             

 

 

     

 

 
∫[                     ]    

 

 

  

                ∫             

 

 

    

 

 
∫[                     ]    

 

 

 

ve 

                ∫               

 

 

  

 

 
∫[                     ]    

 

 

  

öylece de, 

      ∫    
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                ∫     

 

 

      
 

 
 

ve 

                ∫           
 

 

 

 

 

 

olduğundan verilen sistem [   ] aralığında ortogonaldir.   

 

1.4. Fourier Serisi   

 

Tanım 1.7.    devirli      fonksiyonu 

 

     
  

 
 ∑                 

                                                                       (1.5) 

 

Ģeklinde trigonometrik seriye açılmıĢ ve   ,  ,   katsayıları da       için 

 

   
 

 
∫     

 

  
    

   
 

 
∫     

 

  
                                                                                                  (1.6) 

   
 

 
∫          

 

  
    

 

eĢitlikleri ile belirlenmiĢse, o zaman (1.5) serisine      fonksiyonunun Fourier serisi, 

(1.6) eĢitlikleri ile belirlenen   ,  ,  ’lere de onun Fourier katsayıları denir (Halilov 

vd., 2009; Altın, 2011; Duffy, 1998; Enrique vd., 1996). 

   devirli (periyotlu) bir      fonksiyonunun yakınsak Fourier serisine açılabilmesi 

için Dirichlet teoremi denilen, aĢağıdaki teorem doğrudur. Söz konusu teoremin 

koĢulları, Dirichlet koşulları olarak adlandırılır. Teoremi vermeden önce, yeni bir 

kavram verelim. 

Tanım 1.8. [   ] aralığında tanımlı      fonksiyonu, bu aralığın sonlu sayıda iç 

noktası hariç diğer tüm noktalarda sürekli türeve sahip olup, sözü edilen iç noktalarda 

sağ ve sol  türeve sahip ise, o zaman      fonksiyonuna [   ] aralığında parçalı 

türetilebilir veya parçalı pürüzsüz fonksiyon denir (Halilov vd., 2009). 
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Teorem 1.5. (Dirichlet)    devirli      fonksiyonu [    ] aralığında parçalı pürüzsüz 

ise, onun Fourier serisi aralığın her noktasında yakınsaktır ve toplamı da: 

1. Fonksiyonun süreklilik noktalarında kendisine; 

2. Ġç süreksizlik noktalarında bu noktalardaki sağ ve sol limitlerin ortalama 

değerine, yani 

 

             

 
  ’ye; 

 

3. –   ve   uç noktalarında ise, sırasıyla bu noktalardaki sağ ve sol limitlerin 

ortalama değerine, yani 

 

            
              

 
 ’ye 

 

            eĢittir (Altın, 2011). 

Teorem 1.6. [   ] aralığında verilen parçalı pürüzsüz      fonksiyonunun Fourier 

serisine açılımı 

 

     
  

 
 ∑ (     

    

   
      

    

   
) 

                                                              (1.7) 

 

Ģeklindedir. Burada,     ’in Fourier katsayıları 

 

   
 

   
∫     

 

 
    

   
 

   
∫     

 

 
   

    

   
                                                                                        (1.8) 

   
 

   
∫        

    

   

 

 
           ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

eĢitlikleri ile verilir. 

        alındığı takdirde (1.7) açılımı 

 

     
  

 
 ∑ (     

   

 
      

   

 
) 

                                                                 (1.9) 
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halini, (1.8) formülleri de, 

 

   
 

 
∫     

 

  
    

   
 

 
∫     

 

  
   

   

 
                                                                                          (1.10) 

   
 

 
∫        

   

 

 

  
                ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

halini alır (Halilov vd., 2009; Altın, 2011; Duffy, 1998; Enrique vd., 1996). 

 

1.5. Ġkinci Mertebeden Doğrusal Diferansiyel Denklemler 

 

Tanım 1.9.     bağımsız değiĢken ve        de aranan fonksiyon olduğunda, 

 

      
         

                                                                       (1.11) 

 

Ģeklindeki denkleme, ikinci mertebeden doğrusal diferansiyel denklem denir.        

Burada,                    katsayıları ve      sağ taraf olmak üzere,  herhangi bir 

[   ] aralığında tanımlı ve gerekli özelliklere sahip, bilinen fonksiyonlardır.                                                                  

(1.11) denkleminde her iki tarafı      ’ e bölerek  
     

     
      ,   

     

     
       ve   

    

     
       kabul edersek, ikinci mertebeden doğrusal diferansiyel denklemi 

 

                                                                                                        (1.12) 

 

Ģekline dönüĢtürmüĢ oluruz (Halilov, 2011). 

Tanım 1.10.  (1.12) denkleminde        alındığında, elde edilen,   

 

                                                                                                          (1.13) 

 

denklemine, ikinci mertebeden doğrusal türdeş diferansiyel denklem veya (1.12) 

doğrusal denkleminin türdeş (homojen) kısmı denir (Halilov, 2011). 

Uyarı 1.1. Bazı özel durumlar hariç (1.13) denkleminin ve aynı zamanda (1.12) 

denkleminin genel bir çözüm yönteminin olmadığı ispatlanmıĢtır. Buna rağmen, belli 
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koĢullar dâhilinde söz konusu denklemin çözümü vardır. Var olan bu çözümlerin ileride 

faydalanacağımız bazı özelliklerini hatırlayalım. 

Tanım 1.11.        ve       herhangi       aralığında tanımlı fonksiyonlar,    ve 

  ’de keyfi gerçel sabitler olduğunda,  

 

                                                                                                                   (1.14) 

 

toplamına, söz konusu fonksiyonların doğrusal bağıntısı denir (Halilov, 2011). 

Tanım 1.12.        ve       fonksiyonları için,  

 

                                                                                                  (1.15)    

 

eĢitliği sağlanacak Ģekilde, en azından biri sıfırdan farklı olan    sayıları          

     var olduğunda, sözü edilen fonksiyonlara       aralığında doğrusal bağımlı 

fonksiyonlar denir. (1.15) eĢitliği yalnız         olduğunda sağlanırsa, o zaman 

      ve       fonksiyonlarına       aralığında doğrusal bağımsız fonksiyonlar denir 

(Halilov, 2011). Bu tanımdan görülüyor ki,       ve       fonksiyonları doğrusal 

bağımlı ise, o zaman 

 

     

     
       

 

eĢitliği ve tersi doğrudur. Örneğin, 
    

    
        olduğundan      ve      

fonksiyonları ortak tanım bölgesinde doğrusal bağımsız; 
    

     
 

 

 
      olduğunda 

     ve       fonksiyonları doğrusal bağımlıdırlar. (1.13) denkleminin çözümü için 

aĢağıdaki teoremler doğrudur: 

Teorem 1.7. Ġkinci mertebeden doğrusal türdeĢ denklemin doğrusal bağımsız iki tane 

çözümü vardır.  

Teorem 1.7’de adı geçen çözümleri       ve       ile gösterelim (       ). Bu 

      ve       çözümlerine, denklemin temel çözümler sistemi denir (Halilov, 2011). 

Teorem 1.8.       ve       fonksiyonları       aralığında (1.13) denkleminin 

doğrusal bağımsız çözümleri ise, keyfi    ve    sabitleri için  
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                                                                                                           (1.16) 

 

fonksiyonu sözü edilen denklemin genel çözümüdür (Halilov, 2011). 

Teorem 1.9.  TürdeĢ olmayan (1.12) doğrusal denkleminin genel çözümü (    ), ona 

karĢılık gelen (1.13) türdeĢ denkleminin genel çözümü (      ) ile kendisinin herhangi 

bir özel çözümünün( ̃   ) toplamına eĢittir, yani, 

 

            ̃                                                                                                   (1.17) 

 

eĢitliği doğrudur (Halilov, 2011). 

ġimdi, ileride kullanacağımızdan dolayı Uyarı 1.1’de adı geçen ve sıkça rastlanan özel 

durumlardan bir tanesini yani katsayılarının sabit olduğu durumu ayrıntılı olarak 

açıklayalım. 

Tanım 1.13. (1.12) denkleminde   ve   katsayıları sabitler olduğunda, ona sabit 

katsayılı doğrusal (türdeş olmayan) diferansiyel denklem denir ve  

 

                     (     sabit)                                                                   (1.12-a) 

 

Ģeklinde yazılır. Sözü edilen denklemin türdeĢ kısmının, 

 

                                                                                                            (1.13-a) 

 

Ģeklinde olacağı açıktır (Halilov, 2011).  

ġimdi, sabit katsayılı (1.13-a) denkleminin temel çözümler sistemini bulma yöntemini 

açıklayalım. Denklemin Ģeklinden görüldüğü gibi, aranan      ve onun ikinci 

mertebeye kadar türevleri doğrusal bağımlıdır. Kendisi ve türevleri doğrusal bağımlı 

sistem oluĢturan tek fonksiyon     olduğundan, (1.13-a) denkleminin özel çözümünü 

 

                                                                                                                           (1.18) 

 

Ģeklinde aramak gerekir (burada    belirlenmesi gereken sabit sayıdır). O zaman, 
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olur.    ve onun türevlerini ifadelerini (1.13-a) denkleminde yerlerine yazarsak, 

 

                                                                                                                 (1.19) 

 

denklemini elde ederiz (      olduğundan) (Halilov, 2011; Agarwal and 

O’Regan,2009). 

 

Tanım 1.14. (1.19) denklemine (1.13-a) denkleminin karakteristik denklemi denir 

(Halilov, 2011). 

Bu denklemin kökleri için aĢağıdaki durumlar olabilir. 

1. Durum:        (farklı gerçel kökler, yani          ) 

Bu durumda (1.13-a) denkleminin aranan temel çözümler sistemi, 

 

            ve            , 

 

genel çözümü ise, 

 

     
       

    

 

olur. 

2. Durum:         (çakıĢık kökler, yani           ⁄  ) 

Köklerin çakıĢık olduğu durumda temel çözümler sistemi, 

 

           ve            , 

 

genel çözüm ise, 

 

           
   

 

olarak bulunur.  
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3. Durum:           (karmaĢık kökler, yani         
 

 
   √       ) 

Bu durumda, 

 

        , yani                   

 

karmaĢık çözümlerinin gerçel ve sanal kısımlarını oluĢturan 

 

                   ve                   

 

fonksiyonları da (1.13-a) denkleminin özel (bağımsız) çözümleridir. Bu yüzden ele 

alınan durumda (1.13-a) denkleminin genel çözümü, 

 

                       

 

olur (Halilov, 2011; Agarwal and O’Regan,2009). 

Uyarı 1.2. TürdeĢ (1.13) denkleminin genel çözümü belli olduğunda,       gerekli 

özelliklere sahip keyfi fonksiyon olduğunda, türdeĢ olmayan (1.12) denkleminin genel 

çözümünü, sabitlerin değiştirilmesi denilen ve aĢağıda açıklayacağımız yöntemle 

bulmak her zaman mümkündür. 

 

1.6. Sabitlerin DeğiĢtirilmesi Yöntemi 

 

Ġkinci mertebeden türdeĢ olmayan doğrusal diferansiyel (1.12) denklemini ele alıp, 

sabitlerin değiĢtirilmesi yöntemi denen ve yapısı aĢağıda açıklanan yöntemi 

uygulayalım. 

              Önce (1.13) türdeĢ denklemini yazıp bunun temel çözümler sisteminin 

            olduğunu düĢünürsek, genel çözümü (1.16) Ģeklinde olur. ġimdi,    ve    

sabitlerinin  ’e bağlı olduğunu düĢünüp (       ve       ), bunları 

 

                                                                                                        (1.20) 

 

fonksiyonu (1.12) denklemini sağlayacak Ģekilde seçelim. Bunun için önce    ve    ’yü 

(1.20) eĢitliğinden aĢağıdaki kuralla bulalım: 
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                                     (1.21) 

 

Burada, 

 

  
            

                                                                                            (1.22) 

 

kabul edelim ( (1.20) eĢitliği, (1.12) denkleminde göz önüne alındığında,       ve 

      bilinmeyenlerini belirlemek için bir tane eĢitlik elde edilir. Ancak iki bilinmeyeni 

belirlemek için ikinci bir koĢul daha gerekir. Bu yüzden ikinci koĢul olarak (1.22) 

eĢitliği kabul edilir). O zaman  (1.21) eĢitliği 

 

          
            

                                                                                    (1.23) 

 

Ģeklini alır. Her iki tarafın yeniden türevi alınırsa, 

 

       
      

       
      

            
             

                                  (1.24) 

 

bulunur. 

 (1.20), (1.23) ve (1.24) ifadelerini (1.12) denkleminde yerlerine yazıp,       ve 

     ’in (1.13) denkleminin çözümleri olduğunu göz önüne alırsak, 

 

     [  
         

        ]       [  
         

        ]   

  
      

       
      

          

 

ve sonuçta 

 

  
      

       
      

                                                                                     (1.25) 

 

eĢitliğini elde ederiz. Böylece,       ve       bilinmeyenlerini belirlemek için, (1.22) 

ve (1.25) denklemlerinden oluĢan 
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{
  

            
           

  
      

       
      

         
 

 

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin temel determinantı        olduğundan, 

tek çözümü vardır ve bu çözüm 

 

  
      

         

    
  ,      

     
         

    
 

 

eĢitlikleriyle belirlenir. Son eĢitliklerde her bir denklem için iki tarafın da integralini 

alırsak, 

        
  ∫

         

    
   ,         

  ∫
         

    
    

 

olur. Bulunan       ve      ’in ifadelerini (1.20) eĢitliğinde yerlerine yazıp (1.12) 

denkleminin genel çözümünü, 

 

       
         

            ∫
         

    
        ∫

         

    
               (1.26) 

 

olarak buluruz (Halilov, 2011). 

 

1.7. Kısmı Türevli Diferansiyel Denklemler 

 

Ġkinci mertebeden, iki bağımsız değiĢkenli doğrusal denklemin en genel Ģekli 

 

                                (           )                             (1.27) 

                   

Ģeklinde ifade edilir. Burada               ve        herhangi   bölgesinde tanımlı 

ve gerekli özelliklere sahip bilinen fonksiyonlardır. 

 

       [      ]                                                                                   (1.28) 

 

kabul edelim.       ’nin iĢaretine bağlı olarak, (1.27) denklemi aĢağıdaki Ģekilde 

sınıflandırılmaktadır (Koca, 2008). 



 

16 
 

Tanım 1.15. (1.27) denklemine, 

1)          eĢitsizliğinin sağladığı noktalarda hiperbolik; 

2)          eĢitsizliğinin sağladığı noktalarda parabolik; 

3)          eĢitsizliğinin sağladığı noktalarda eliptik 

tipi denklem denir (Közleme, 2014).  

Ġspatlanabilir ki, gerekli koĢullar dâhilinde, belli yerine koymanın yardımı ile (1.27) 

denklemi, 

         (hiperbolik tipi) durumunda                          

veya                    , 

         (eliptik tipi) durumunda                        , 

         (parabolik tipi) durumunda                     

olmak üzere basit Ģekle dönüĢtürülür. 

Katsayılarının tanım bölgesindeki değerlerine bağlı olarak, değiĢken katsayılı ikinci 

mertebeden kısmi türevli doğrusal diferansiyel denklem, sözü edilen tanım bölgesinin 

belli bir kısmında eliptik, bir kısmında parabolik, baĢka bir kısmında ise, hiperbolik tipi 

denklem olabilir. O halde, sözü edilen bölgeler, sırasıyla denklemin eliptiklik, 

paraboliklik ve hiperboliklik bölgeleri olarak adlandırılır. Örneğin, 

 

           (           ) 

 

denklemi,      (üst yarı düzlem) için eliptik,     (apsisler ekseni) için parabolik, 

    (alt yarı düzlem) içinse hiperbolik denklemdir. 

 Bilindiği gibi, gerek adi, gerekse de kısmi türevli diferansiyel denklemin sonsuz 

sayıda çözümü vardır. Bu nedenle, herhangi bir teknik veya fizik süreci ifade eden 

diferansiyel denklemin tek çözümünün olmasını sağlamak için, ona ek koĢulların ilave 

edilmesi gerekir. Bu koĢulların bazılarını açıklayalım. Konumuz hiperbolik denklemlere 

bağlı olduğundan, söyleneni hiperbolik denklem için yapalım: 

Tanım 1.16.         ve       olduğunda,             denkleminin 

(burada   zaman,   ise uzunluktur), 

                           (sınır),                                                         

                         (baĢlangıç)     



 

17 
 

koĢullarını sağlayan çözümünün bulunması problemine, söz konusu denklem için 

karışık problem denir (Koca, 2008). 

Tanım 1.17.            olduğunda,             denkleminin                                                                                 

                          (baĢlangıç veya Cauchy)                             

koĢullarını sağlayan çözümünün bulunması problemine, söz konusu denklem için 

başlangıç değer veya Cauchy problemi denir (Koca, 2008). 

Tanım 1.18.            olduğunda,              denkleminin 

 

                             

 

koĢullarını sağlayan çözümünün bulunması problemine, söz konusu denklem için sınır 

değer problemi denir (Koca, 2008). 

 

1.8. Parametreye Bağlı Ġntegraller 

 

Tanım 1.19.     herhangi bir aralık olmak üzere,   [   ]      fonksiyonu her 

sabit     için [   ] üzerinde Riemann anlamında integrallenebilen bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda 

 

     ∫            
 

 
                                                                                                (1.29) 

 

Ģeklinde tanımlı       fonksiyonuna parametreye bağlı integral adı verilir 

(Musayev,2006). 

ġimdi bu integralin sürekli, diferansiyellenebilir ve integrallenebilir olduğunu gösteren 

aĢağıdaki teoremleri verelim: 

Teorem 1.10.                            olmak üzere       , 

         fonksiyonu   üzerinde sürekli ise, (1.29) ile verilen   fonksiyonu [   ] 

üzerinde süreklidir (Musayev,2006). 

Teorem 1.11.                            olmak üzere        , 

          fonksiyonu ve bu fonksiyon üzerinde  
 

  
       kısmi türevi   üzerinde 

sürekli olsun. Eğer   [   ]      [   ]     fonksiyonları [   ] üzerinde sürekli 

türevlenebilir ve   [   ]  [   ]   [   ]  [   ] ise 
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     ∫         
    

    
                                                                                              (1.30) 

 

ile tanımlı   [   ]    fonksiyonu [   ] üzerinde türevlenebilirdir ve    [   ] için 

 

                                    ∫   
         

    

    
                               (1.31) 

 

eĢitliği doğrudur (Musayev,2006). 

 

 

Özel,                   [   ]  durumunda,  (1.31) eĢitliği 

 

      ∫   
         

 

 

 

 

Ģeklini alır. 

Teorem 1.12.                                 olmak üzere       , 

          fonksiyonu   üzerinde sürekli ise, (1.29) ile verilen   [   ]    

fonksiyonu [   ] üzerinde integrallenebilirdir ve  

 

∫ .∫         
 

 

/  
 

 

 ∫ .∫         
 

 

/  
 

 

 

 

eĢitliği doğrudur (Musayev,2006). 

 

1.9. Sınır Değer Problemleri 

 

[   ] aralığında, (1.12) denkleminin, 

 

{
          

       

          
       

                                                                                           (1.33) 
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koĢullarını sağlayan çözümünün bulunması problemini ele alalım. Burada           ve 

    , [   ] aralığında gereken özelliklere sahip, belli fonksiyonlar           
    

  

  ,          
    

    ,      , belli gerçel sabitler,      ise aranan fonksiyondur. 

Tanım 1.20. (1.33) koĢullarına ikinci mertebeden diferansiyel denklem için sınır 

koşulları; (1.12) denkleminin, (1.33) sınır koĢullarını sağlayan çözümünün bulunmasına 

ise sözü edilen denklem için sınır değer problemi denir (Halilov, 2011). 

 (1.33) sınır koĢulları, özel         durumunda, birinci sınır koşulları diye 

adlandırılan, 

 

         ⁄               ⁄           veya                                            (1.34) 

 

koĢullarına;         durumunda ise, ikinci sınır koşulları diye adlandırılan, 

 

          ⁄                ⁄          veya                      
                  (1.35) 

 

koĢullarına dönüĢür. Bunlardan yola çıkarak, genel (1.33) sınır koĢullarına üçüncü sınır 

koşulları da denir. 

Açıklamanın sadeliği için, aĢağıdaki incelemeleri (1.12)-(1.34) problemi için yapalım. 

Elde edilen sonuçlar (1.12)-(1.33) ve (1.12)-(1.35) problemleri, dolayısıyla da yüksek 

mertebeden doğrusal diferansiyel denklemlere ait benzer sınır değer problemleri için de 

geçerlidir. 

 

 Bilindiği gibi (1.12) denkleminin genel çözümü (1.17) yani 

 

                      ̃                                                                              (1.36) 

 

Ģeklindedir (Burada  ̃    ele alınan denklemin bir özel çözümü,       ve        ise, 

uygun (1.12) denkleminin türdeĢ kısmının doğrusal bağımsız çözümleridir). 

 (1.36) eĢitliğindeki    ve    sabitlerini belirlemek için, (1.34) sınır koĢullarını 

kullanalım: 

 

{
                      ̃   

                      ̃   
                                                                           (1.37) 
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Elde edilen doğrusal cebirsel denklem sisteminin çözümü için, 

 

  |
          

          
|     |

     ̃        

     ̃        
|     |

          ̃   

          ̃   
|          (1.38) 

 

determinantlarına bağlı olarak, aĢağıdaki iki durum söz konusudur: 

1. Esas Durum       Bu durumda, Cramer kuralına göre (1.37) sisteminin, 

 

   
  

 
                             

  

 
 

 

olmak üzere tek çözümü vardır. O halde, (1.12)-(1.34) sınır değer probleminin de, 

(1.36) biçiminde olmak üzere tek çözümü vardır. 

2. Tekil Durum       Bu durumda da,       ( ̃    özel çözümü     ’e bağlı  

olduğundan) ve      ’ye bağlı olarak, 

   
    

    ve   
    

    olmak üzere iki ihtimal vardır. 

a)   
    

    olduğunda, (1.37) sisteminin, yani aynı zamanda (1.12),(1.30) 

sınır değer probleminin çözümü yoktur. 

b)    
    

    , yani         olduğunda ise, (1.37) sisteminin, demek ki, 

aynı zamanda (1.12),(1.34) sınır değer probleminin sonsuz sayıda çözümü 

vardır (Halilov, 2011). 

Örnek 1.3. AĢağıdaki sınır değer problemlerinin çözümünün varlığını inceleyiniz ve 

varsa bulunuz. 

1.                         

2.                              

 Önce, sıra ile verilen denklemlerin, türdeĢ kısımlarının temel çözümler sistemi ve 

genel çözümü bulunur. Sonra da kendilerinin bir özel çözümü bulunup, genel çözümleri 

yazılır. Daha sonra ise, yukarıda açıklanan kurala dayanarak, ele alınan sınır değer 

probleminin çözümünün varlığı incelenir, varsa bulunur. 

1.                             

olduğundan, türdeĢ kısmın temel çözümler sistemi                        genel 

çözümü de  
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olur.                                                                                                                             

Denklemin sağ tarafının Ģeklinden ve karakteristik denklemlerin köklerinin 

durumundan, onun bir özel çözümünün 

 

  ̃          

 

Ģeklinde olacağı açıktır. Bunu denklemde yazarsak,          , dolaysıyla da, 

  ̃      olarak bulunur. Böylece, verilen denklemin genel çözümü,   

 

                      

 

Ģeklinde bulunmuĢ olur. ġimdi, sınır koĢullarına dayanarak, (1.38) formüllerini 

kullanırsak, 

 

  |
          

          
|  |

  
   

|          

   |
    ̃        

   ̃        
|  |

  
    

|          

   |
         ̃   

        ̃   
|  |

  
     

|         

 

olarak bulunur. Bu ise,            
    

    olmak üzere tekil durumdur ve ele 

alınan sınır değer probleminin çözümü yoktur. 

2. Birinci örnekteki süreci kullanalım: 

                               (çakıĢık kökler).  

                              
       

    

Yukarıdaki örneğe benzer olarak, denklemin sağ tarafının Ģeklinden ve karakteristik 

denklemlerin köklerinin durumundan, onun bir özel çözümünün   ̃         

Ģeklinde olacağı açıktır. Bunu denklemde yazarsak,          , dolaysıyla da, 

  ̃      olarak bulunur. Böylece, verilen denklemin genel çözümü,   
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olur. Sınır koĢullarını kullanırsak, 

 

{
       

   
      

      
                 

 

ve sınır değer probleminin var olan tek çözümü (      olduğundan), 

 

                      

 

olarak bulunur.   

 

1.10.  Özdeğer Problemleri 

 

Matematiğin çeĢitli alanlarında, aynı zamanda Fizik ve Teknik uygulamalarında 

(özellikle maddesel sistemlerin salınım hareketinin, telin enine salınım hareketinin, 

esnek çubuğun boyuna salınım hareketinin vb.) 

 

          [          ]                                                                (1.39) 

{
          

      

          
      

                                                                                             (1.40) 

 

biçiminde sınır değer problemlerine sıkça rastlanmaktadır. Burada           ve       

[   ] aralığında       gereken özelliklere sahip belli gerçel fonksiyonlar,    gerçel 

parametre,          
    

    ,          
    

     belli gerçel sayılar,      ise 

aranan fonksiyondur (        fonksiyonun, (1.39)-(1.40) problemini sağladığı 

açıktır) (Çiftçi, 2007; Duffy, 1998). 

Tanım 1.21. (1.39)-(1.40) problemine sıfırdan farklı çözüm sağlayan   sayılarına sözü 

edilen problemin özdeğerleri, bunlara uygun çözümlere ise özfonksiyonları denir. Bu 

durumda, (1.39)-(1.40) problemine özdeğer veya Sturm-Liouville problemi de denir 

(Halilov, 2011). Özdeğer problemleri için aĢağıdaki teorem doğrudur: 
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Teorem 1.11.        [   ]       [   ] pozitif,        [   ] gerçel 

fonksiyonlar ve   
    

   ,   
    

    ise, o zaman [   ] aralığında (1.39)-

(1.40)  probleminin gerçel    özdeğerleri ve onlara karĢılık gelen       

özfonksiyonları vardır ve bunlar aĢağıdaki özelliklere sahiptir: 

a) Özdeğerler negatif değildir ve 

 

                          

 

koĢullarını sağlar. 

b) Farklı özdeğerlere farklı özfonksiyonlar karĢılık gelir, yani       için 

 

              olur (           ). 

 

c)       özfonksiyonlar sistemi        , [   ] aralığında      ağırlıklı  

ortogonal sistem oluĢturur, yani, 

 

        ∫                  {
            
          

 

 

 

 

eĢitliği doğrudur. 

d)       özfonksiyonun, [   ] aralığında     sayıda sıfırı vardır (Halilov, 2011; 

Duffy,1998; Enrique vd, 1996). 

 

Örnek 1.4. 

                                                                                                                      (1.41) 

denklemi için, 

a)                                                                                                      (1.42)                                                                                                

b)                                                                                              (1.43) 

 sınır koĢulları dahilinde özdeğer ve öz fonksiyonlarının varlığını ve bulunmasını 

inceleyelim. 
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  Ele alınan sabit katsayılı türdeĢ denklemin karakteristik denkleminin 

 

       

 

olduğunu dikkate alıp,      ,     ve      durumları için (1.41), (1.42) ve (1.41), 

(1.43) problemlerini, sırasıyla inceleyelim; 

a) 1)     durumu. 

Bu durumda,  –     olduğundan, karakteristik denklemin       √   olmak üzere 

iki gerçel kökü vardır. Bu yüzden de, ele alınan denklemin temel çözümler sistemi  

 

        √    ve        √   , genel çözümü de, 

        
 √       

√    

 

olur. Burada (1.42) sınır koĢulları dikkate alıp    ve    sabitlerini bulalım; 

 

2
        

   
 √       

√     
 

 

elde edilen türdeĢ doğrusal sistem için 

 

  |
  

  √    √   
|    

 

olduğundan, onun sadece         olmak üzere sıfır çözümü var. Demek ki,      

durumunda  ele alınan problemin        (açık) çözümü vardır, yani özfonksiyonları 

ve aynı zamanda özdeğerleri yoktur;  

2)     durumu. 

Bu durumda,  denklemin temel çözümler sistemi         ve        , genel 

çözümü de, 
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olacağı açıktır. Sınır koĢulları dikkate alındığında, yine         olarak bulunur ve 

       olur. Demek ki,     durumunda da, ele alınan problemin özfonksiyonları, 

yani aynı zamanda özdeğerleri yoktur;  

3)             durumu. 

Bu durumda, karakteristik denklemin kökleri       √     √ , denklemin temel 

çözümler sistemi          √   ve          √  , genel çözümü de, 

 

          √        √   

 

olur. Burada sınır koĢullarını göz önüne alırsak, 

 

{
            

     √        √    
 

 

olur. Buradan       ve      √     elde edilir. Son eĢitlikte      olamaz (aksi 

taktirde yine        açık çözümü elde edilir). Bu yüzden, 

 

    √     

 

olması gerekir (     . Son eĢitlikten özdeğerler, 

 

√                        ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

olarak bulunur. Demek ki,     durumunda, ele alınan problemin             ̅̅ ̅̅ ̅̅   

olmak üzere sonsuz sayıda özdeğerleri vardır. Bunlara karĢılık özfonksiyonları       

ile gösterirsek,  

 

                    ̅̅ ̅̅ ̅̅      

 

olacağı açıktır (     kabul ettik. Ele alınan problem türdeĢ olduğundan bunun önemi 

yoktur.) 
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Böylece,     durumunda, ele alınan özdeğer probleminin 

 

                         ̅̅ ̅̅ ̅̅    

 

olmak üzere sonsuz sayıda özdeğerleri ve özfonksiyonları vardır; 

b) (1.43) koĢulları, devirli sınır koşulları olarak adlandırılır. Yukarıdakine benzer 

olarak, aĢağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1)     durumu.  

Bu durumda, sınır koĢullarına dayanarak elde edilen, 

 

2
         

 √       
√   

         
 √       

√   
 

 

türdeĢ denklem sistemi için     olduğundan,  onun tek (sıfır) çözümü vardır (   

    ). Bu yüzden de,        olur. Yani     durumunda özdeğerleri yoktur. 

2)     durumu. 

Bu durumda        ‘dır. Ele alınan denklemin genel çözümü; 

 

            

 

olur. Sınır koĢulları dikkate alırsak, 

 

{
         

     
 

 

denklem sistemi elde edilir.      olduğu açıktır. Denklemin çözümü         olur. 

Yani sabit bir sayıya eĢittir. Basitlik olsun diye biz bu sayıyı      olarak alıyoruz. 

Demek ki,     öz değerine karĢılık öz fonksiyon        ‘dir. 

3)     durumu 

Bu durumda kökler        √     √   olarak bulunur. Denklemin genel çözümü; 

 

          √        √   
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olur. Sınır koĢulları dikkate alırsak, 

 

2
        √        √  

            √        √  
             2  

  (     √  )       √    

     √     (     √  )   
 

 

cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin sıfırdan farklı çözümlerinin olması 

için, 

 

  |     √      √  

   √       √  
|    

 

olması gerekir. Buradan, 

 

   √          yani     √       

 

ve sonuçta 

 

                       

 

öz değerleri elde edilir. Bu öz değerlere karĢılık gelen fonksiyonlar; 

 

                                          

 

olacağı açıktır. 

Böylece problemimizin öz değerleri, 

 

                                                                                                                (1.44) 

 

ve bunlara karĢılık öz fonksiyonları ise; 

 

                                                                                  (1.45) 

 

olarak bulunur.   
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2. YAPILAN ÇALIġMALAR 

 

Gerek matematiğin, gerek akustiğin, gerekse de teknolojinin çok sayıda 

problemi bizi salınım denklemi diye adlandırılan bir boyutlu hiperbolik denklem için 

çeĢitli problemlerin incelenmesine götürmektedir.  

Bu çalıĢmada, türdeĢ olmayan 

 

                                                                                                                 (2.1) 

 

bir boyutlu hiperbolik denklemi için (0.2) baĢlangıç ve (0.3) devirli sınır koĢullu karıĢık 

problemin çözümü, değiĢken katsayılı Fourier serisi olarak adlandırılan,  

 

       
 

 
      ∑                          

 

   

 

 

serisi Ģeklinde aranarak,      ,       ,        bilinmeyenlerini belirlemek için elde 

edilen sonsuz sayıda sabit katsayılı denklem için baĢlangıç değer problemi sabitlerin 

değiĢtirilmesi yöntemi ile çözülmüĢ ve bulunan çözümler yerlerine yazılarak,        

fonksiyonu bulunmuĢ, daha sonra ise bu fonksiyonun ele alınan problemin çözümü 

olması için baĢlangıç verilerinin sağlaması gereken koĢullar belirlenmiĢtir. Bunun yanı 

sıra, ele alınan problemin çözümünün kaynak fonksiyonu ile ifadesi ve bir somut örnek 

verilmiĢtir. 
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3. BULGULAR VE TARTIġMA 

 

3.1.  Devirli Sınır KoĢullu Hiperbolik Denklem Ġçin KarıĢık Problemin Çözümü 

 

Bu kısımda,                  bölgesinde, 

 

                       (       ,      )                                           (3.1) 

           

            
                                                                                              (3.2) 

               

               
                                                                                               (3.3) 

 

olmak üzere, hiperbolik denklem için devirli sınır koşullu karışık problem diye 

adlandıracağımız problemin çözümünün varlığı ve tekliğinin incelenmesini ele alacağız. 

Burada      ve     , [   ] aralığında,            bölgesinde tanımlı ve gereken 

özelliklere sahip, bilinen fonksiyonlar,         ise aranan fonksiyondur. Bu amaçla, 

Fourier yöntemi diye adlandırılan ve aĢağıda açıklanan yöntemi kullanacağız. 

 

Ele alınan problemin çözümünü, (1.41), (1.43) öz değer probleminin öz 

fonksiyonları olan (1.45) ortogonal fonksiyonlar sistemi üzere, değiĢken katsayılı 

 

       
 

 
      ∑                           

                                         (3.4) 

 

Fourier serisi Ģeklinde arayalım. Burada              ve                

belirlenmesi gereken bilinmeyen katsayılardır. 

(3.4) eĢitliğinden biçimsel olarak elde edilen, sırasıyla   ve   ‘e göre, 

 

    
 

 
  

      ∑    
               

           

 

   

 

     ∑[                                   ]

 

   

 

 

kısmi türevlerini (3.1)’de yerlerine yazalım: 
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      ∑ [   
               

           ]    ∑ [                   
   

 
   

                 ]                                                                                          (3.5) 

 

Elde edilen (3.5) eĢitliğinin her iki tarafını sırası ile  ,        ,        ile çarpıp, 

[   ] aralığı üzere  ’e göre integralini alalım. Bu süreçte, Örnek 1.4’deki  

 

 

 
                                                                                   (3.6) 

 

sisteminin ortogonalliğini göz önünde bulundurursak, 

 

  
      

 

 
∫         

 

 
  

   
                    

 

 
∫               

 

 
                                                   (3.7) 

    
                    

 

 
∫                 

 

 
              

 

olmak üzere, ikinci mertebeden sabit katsayılı türdeĢ olmayan sonsuz diferansiyel 

denklem sistemini elde ederiz.  

Burada, 

 

 

 
∫         

 

 
                                                  

 

 
∫               

 

 
                                  

 

 
∫                                     

 

 

                                                         (3.8) 

 

olarak iĢaretleyeceğimiz integrallerin,[   ] aralığında        fonksiyonun t 

parametresine bağlı Fourier katsayıları olduğu açıktır. Bunları dikkate alırsak, (3.7) 

sistemi, 

 

  
                                                 

   
                            

   
                            

                                                                            (3.9) 

 

Ģeklinde yazılabilir. 
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ġimdi (3.2) baĢlangıç koĢullarını (3.4) eĢitliğinde dikkate alalım: 

 

     
 

 
      ∑                          

 

   

 

     
 

 
  

     ∑    
              

          

 

   

 

 

EĢitliklerin her iki tarafını sırasıyla  ,      ,       ile çarpıp, [   ] aralığı üzere  ’e 

göre integrallerini alıp, (3.6) fonksiyonlar sisteminin sözü edilen aralıkta ortogonalliğini 

göz önünde bulundurursak, elde edilen, 

      
 

 
∫      

 

 

              

       
 

 
∫            

 

 

       
 

 
∫            

 

 

 

ve  

  
     

 

 
∫      

 

 

              

   
     

 

 
∫            

 

 

   
     

 

 
∫            

 

 

 

ifadelerinin, sırasıyla      ve      fonksiyonlarının Fourier katsayıları olduğu 

görüyoruz. Yani bunları, 

 

           

          

          

       ,        

  
          

   
        

   
        

                                                                      (3.10) 

 

Ģeklinde ifade edebiliriz. 
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ġimdi, sonsuz sayıda türdeĢ olmayan denklem ve baĢlangıç koĢulları içeren (3.9)-(3.10) 

problemini çözelim. Bunun için sonsuz sistemin türdeĢ olmayan her üç denklemine, 

sırasıyla sabitlerin değiĢtirilmesi yöntemini uygulayıp,      ,        ve       ’yi 

bulalım        : 

Ġlk olarak  

 

  
                                

            
        

                                                                                        
      
      

 

 

problemini ele alıp, önce denklemin, 

 

  
        

 

türdeĢ kısmının genel çözümünü, 

 

  
            

 

olarak yazıp,    ve    sabitlerini  ’nin bir fonksiyonu, yani       ve        olarak kabul 

edelim ve bunları, 

 

                                                                                                               (3.13) 

 

fonksiyonunu (3.11) denklemini sağlayacak Ģekilde seçelim. Bunun için, kurala göre, 

 

{
  

       
        

  
          

 

 

sistemini yazıp buradan       ve      ’yi bulalım: 

 

{
  

       
        

  
          

          {
  

             

  
          

    

 

        
  ∫        

 

 
            

  ∫      
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ġimdi,       ve      ’nin bulduğumuz ifadelerini (3.13) eĢitliğinde yerlerine yazıp, 

gerekli yerine koymaları yaparsak, (3.11) denkleminin genel çözümünü, 

 

        
    

   ∫            
 

 
                                                                      (3.14) 

 

Ģeklinde elde ederiz. Genel çözümdeki   
  ve   

  sabitlerini bulmak için, (3.12) 

baĢlangıç koĢullarını dikkate alalım: 

 

        
           

     

  
       

           
     

 

 

Bunları (3.13)’de yerlerine yazarsak, (3.11), (3.12) probleminin çözümünü, 

 

             ∫             
 

 
                                                                    (3.15) 

 

olarak buluruz. 

Ġkinci olarak 

 

   
                                              

                   
                   

                                                        
      
      

 

 

problemini ele alalım. Problemdeki denklem, sabit katsayılı doğrusal denklem 

olduğundan, onun türdeĢ kısmının genel çözümünün, 

 

   
                             

 

Ģeklinde olacağı açıktır. Buradaki      ve      sabitlerini  ’nin bir fonksiyonu olarak 

kabul edip, bunları elde edilen, 

 

                                                                                             (3.18) 

 

fonksiyonunun (3.16) denklemini sağlayacağı Ģekilde seçelim. Tekrar sabitlerin 

değiĢtirilmesi yöntemini uygulayalım. Bunun için önce, 
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,
    

                
                                  

    
                

             
 

   
      

           

 

denklem sistemini yazıp, çözelim, 

 

  |
              
               

|     

   |
        

 
 

   
              

|  
 

   
               

   |
        

        
 

   
      

|   
 

   
              

 

olduğunu dikkate alıp, Cramer kuralını uygularsak, 

 

    
      

 

   
                   

     
 

   
                 (     ) 

 

buradan integralleme yolu ile 

 

            
  

 

   
∫               

 

 

 

             
  

 

   
∫                

 

 
             

 

elde ederiz. Bunları (3.18) ifadesinde yerlerine yazıp, gerekli yerine koymaları 

yaparsak, 

 

           
             

         
 

   
∫                   

 

 

 

 

eĢitliğini elde ederiz.     
  ve     

  sabitlerini bulmak için (3.17) baĢlangıç koĢullarını 

dikkate alırsak, 
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 olur. Bunları (3.18) ifadesinde yerlerine yazarsak, (3.16), (3.17) probleminin çözümü, 

 

                  
 

   
           

 

   
∫                    

 

 
        (3.19) 

        

 

olarak bulunur. 

Benzer yolla üçüncü denklem için, 

 

   
                                               

                   
                   

                                                        
      
      

 

 

probleminin çözümünü, 

 

                  
 

   
           

 

   
∫                    

 

 
        (3.22) 

 

Ģeklinde bulunur. 

Böylece, sonsuz sayıda sabit katsayılı ikinci mertebeden doğrusal diferansiyel denklem 

içeren (3.9)-(3.10) probleminin çözümü için (3.15), (3.19) ve (3.22) formüllerini elde 

etmiĢ oluruz. Bunları (3.4) eĢitliğinde yerlerine yazarsak, biçimsel olarak, (3.1)-(3.3) 

probleminin çözümünü,  

 

       
 

 
   

 

 
    

 

 
∫             

 

 
  

 ∑ ,*           
 

   
           

 

   
∫                    

 

 
+        

     

 *           
 

   
           

 

   
∫                    

 

 
+       -   (3.23) 

 

Ģeklinde buluruz. 
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Bulunan çözüm formülünü     ve   fonksiyonlarının Fourier katsayılarına göre  

       
 

 
   ∑ [                            ] 

      

 

 
    ∑

 

   
[                            ] 

    
 

 
∫             

 

 
   

∑
 

   

 
   *∫                                         

 

 
+                         (3.24) 

 

Ģeklinde gruplayıp, sözü edilen katsayıların ifadelerini yerlerine yazdıktan sonra, gerekli 

yer değiĢtirmeler yaparsak, 

 

       
 

 
∫    [

 

 
 ∑                                  

 

   

]   

 

 

  

 

 
∫    [

 

 
  ∑

 

   
                                  

 

   

]   

 

 

  

 

 
∬    

  

  

  [
   

 
 ∑

 

   
                                      

 

   

]      

veya  

       
 

 
∫    [

 

 
 ∑                  

 

   

]   

 

 

  

 

 
∫    [

 

 
  ∑

 

   
                 

 

   

]   

 

 

  

 

 
∫ ∫       *

   

 
 ∑

 

   
                      

   +     
 

 

 

 
                        (3.25) 

 

olmak üzere (3.1)-(3.3) probleminin çözümünün daha basit Ģeklini elde ederiz. Burada, 

 

 

 
 ∑                  

 

   

            

 

 
  ∑
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 ∑

 

   
                                

 

   

 

 

iĢaretlemelerini kabul edersek, ele alınan (3.1)-(3.3) probleminin aranan çözümünü 

 

       
 

 
∫               

 

 

 
 

 
∫              

 

 

  

 

 
∫ ∫               

 

 

 

 
                                                                                 (3.26) 

 

Ģeklinde de yazılabilir. 

 

(3.1)-(3.3) probleminin biçimsel olarak bulunmuĢ çözümünün (gerek (3.23), 

gerek (3.25), gerekse de (3.26) Ģeklinin), belli koĢullar dahilinde problemin tüm 

koĢullarını sağladığı denenmiĢtir. 

Kaynak fonksiyonu diye adlandırılan                               

fonksiyonlarının ifade ettikleri serilerin düzgün yakınsak olmadıkları, bu yüzden de 

terim terim diferansiyellenemezliği açıktır. Bu serilerin sözü edilen özelliklere sahip 

olması için, baĢlangıç verilerinin bazı koĢulları sağlaması gerekmektedir. Fonksiyonun 

düzgün yakınsak Fourier serisine açılabilirlik koĢuluna dayanarak, aĢağıdaki teoremin 

doğruluğu söylenebilir.  

Teorem 3.1.        [   ],        [   ] ve     [   ] için          [   ] 

olup,          ,            ,          ,               uyum koĢulları 

sağlandığında, (3.1)-(3.3) probleminin tek çözümü var ve (3.25) formülü ile ifade edilir. 

 

Böylece, belli koĢullar dâhilinde (3.1)-(3.3) probleminin çözüm formülü,  (3.23) 

veya ,  (3.25)  veya  (3.26)  formülü olmak üzere genel Ģekilde bulunmuĢ olur. Bu ise 

teoremin koĢullarını sağlayan istenen                  fonksiyonları için (3.1)-(3.3) 

probleminin çözümü doğrudan yazılabilir demektir. Somut örnek çözümünde çözüm 

serisinin, istenen kesinliğe bağlı olarak    kısmi toplamı, söz konusu problemin yaklaĢık 

çözümü olarak alınabilir ve yapılan hata değerlendirilebilir. Bu bizim konumuz dıĢında 

olmak üzere ayrı bir inceleme konusudur. 
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Örnek 1.4. .                   bölgesinde, 

 

                

            
            

                            

 
                
               

                        

 

problemini çözünüz. 

  Önce, verilen denklemin baĢlangıç verilerinin, yani               ,       

        ve             fonksiyonlarının, [   ] aralığında (3.6) ortogonal 

fonksiyonlar sistemi üzere Fourier katsayılarını bulalım (Söz konusu baĢlangıç verilerin 

Teorem 3.1’in tüm koĢullarını sağladığı açıktır): 

 

   
 

 
 ∫       

 

 

   
 

 
 0 .

  

 
|
 

 

/  
 

 
.
  

 
|
 

 

/1  
   

 
   

    
 

 
 ∫             

 

 

   
 

 
 ( ∫          

 

 

 ∫          

 

 

) 

 
 

 
 (

  

  
      | 

  
 

  
∫         

 

 

 
  

  
      | 

  
 

 
∫         

 

 

) 

 
 

 
 *

 

     
      | 

  
 

 
( 

 

  
      | 

  
 

  
∫         

 

 

)+   
 

  
  

    
 

 
 ∫       

 

 

         
 

 
 ( ∫         

 

 

 ∫          

 

 

) 

 
 

 
 ( 

  

  
      | 

  
 

  
∫         

 

 

 
  

  
      | 

  
 

 
∫         

 

 

) 

 
 

 
 * 

  

 
 

  

 
 

 

 
( 

 

  
      | 

  
 

  
∫         

 

 

)+     
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∫      

 

 

    
 

  
     | 

     

    
 

 
∫            

 

 

     

    
 

 
∫            

 

 

   {
        
        

  

   
 

 
∫     

 

 

    
 

 
    | 

  
 

 
   

    
 

 
∫           

 

 

   
 

 
 
 

 
∫ [                     ]

 

 

    

 
 

 

 

       
  

    
 

 
∫           

 

 

   
 

 
 
 

 
∫ [                     ]

 

 

      

 

Bulduğumuz katsayıları (3.24) eĢitliğinde yerlerine yazarsak, aranan çözümün seri 

Ģeklini elde ederiz. 

 

                  
 

 
  ∑

 

  
[( 

 

 

 

       
      )       ]

 

   

  

 

 
∫     

   

 
   

 

 

  ∑
 

  

 

   

*∫( 
 

  
      )             

 

 

+ 

                  
 

 
  

 

 
∑

            

 [       ]

 

   

 
 

 

  

 
∫      

 

 

   

 ∑
      

   

 

   

∫             

 

 

 

                  
 

 
  

 

 
∑

            

 [       ]

 

   

 
  

 
( ∫ 

 

 

   ∫    

 

 

) 
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 ∑
      

   

 

   

(      ∫                ∫        

 

 

 

 

) 

                  
 

 
  

 

 
∑

            

 [       ]

 

   

 
  

 
( 

  

 
|
 

 

 
  

 
|
 

 

) 

 ∑
      

   

 

   

*      (
 

  
      | 

  
 

  
∫        

 

 

) 

       ( 
 

  
      | 

  
 

  
∫        

 

 

)+ 

                  
 

 
  

    

  
 

 

 
∑

            

 [       ]

 

   

 

 ∑
      

   
(

 

  
 

      

     
)

 

   

 

 

Bulunan çözüm serisinin ele alınan bölgede düzgün yakınsaklığı açıktır.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

Bu çalıĢmada türdeĢ olmayan hiperbolik denklem için devirli sınır koĢullu 

karıĢık problemin Fourier yöntemi ile incelenmesi ele alınmıĢ ve problemin çözümünün 

varlığı ve tekliği ile bağlı baĢlangıç verilerini sağlaması gereken koĢulları belirlemenin 

yanı sıra, çözümün seri Ģekli bulunmuĢ ve somut örnekle açıklanmıĢtır. 

 

Ele alınan problemin çözümü seri Ģeklinde bulunduğu ve serinin somut olarak 

toplamının her zaman bulunması imkânsız olduğundan, bu serinin toplamı yerine 

yaklaĢık olarak onun    kısmi toplamı alınabilir. Bu durumda istenen kesinliğe bağlı 

olarak yapılan hatanın değerlendirilmesi gerekir. Bu ise ayrı bir inceleme konusudur.  
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