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ONSOZ
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KOZLEME’ye, béliim hocalarrma ve maddi, manevi destegini her zaman hissettigim

aileme tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

Tiirdes Olmayan Hiperbolik Denklem I¢in Devirli (Periyodik) Smir Kosullu

Karisik Problemin Fourier Yontemi ile Incelenmesi
Reyhan VAHAPOGLU

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Prof. Dr. Hiiseyin HALILOV

Bu tez ¢aligmasi iki boéliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez yaziminda ihtiyacimiz
olan bilgilere yer verilmistir. Ikinci boliimde bir boyutlu hiperbolik denklem igin
D={0<t<T<o,,0<x <} bdlgesinde,

U — a*Uyy = f(t,%) (0<t<,0<x <) (0.1)
U(0,x) = ¢(x)
U.(0,%) = 1h(x) (O<x<m) (0.2)

U(t,0) =U(t,m)

Uy (,0) = U, (£, m) (t=0) 0.3)

devirli sinir kosullu karigik problemin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi Fourier, bagka bir
deyisle degiskenlere ayirma yontemi ile incelenmistir. Bunun i¢in problemin ¢oziimii
degisken katsayili Fourier serisi seklinde aranmis ve sozii edilen degisken katsayilar
baglangi¢ verilerin yardimi ile belirlenmistir. Burada, U(t, x) aranan fonksiyon, ¢(x),

Y(x), f(t, x) ise belli dzelliklere sahip bilinen fonksiyonlar, yani baslangi¢ verilerdir.

2014, 49 sayfa
Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, Devirli Sinir Kosullari, Baslangi¢ Kosullari,

Karisik Problem, Fourier Yontemi, Kaynak Fonksiyon



ABSTRACT

Analysis of the Mixed Problem with Periodical Boundary Conditions for

Nonhomogeneous Hyperbolic Equation with Fourier Method

Reyhan VAHAPOGLU

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin HALILOV

The thesis consists of two parts. The first part includes the information used in the
thesis. In the second part, the uniqueness and the existence of the solution of the mixed
problem for one-dimensional hyperbolic equation

Upe — a?Uyy = f(t,%) (0<t<0<x <) (0.1)
U(0,x) = ¢(x)
U (0,x) = p(x)

U(t,0) = U(t,m)
U,(t,0) = U,(t,m)

0<x<mn) (0.2)

(t > 0) (0.3)

iND={0<t<T<o,0<x<m} has been examined with Fourier, in other words
separation of variables method. Hence, the solution of the problem has been searched as
a Fourier series with variable coefficients and the mentioned variable coefficients have
been determined by the help of the initial data. Here U(t, x) is an unknown function,

@(x), Y(x), f(t,x) are known functions with specific properties, i.e. the initial data.

2014, 49 pages
Keywords: Hyperbolic Equation, Periodical Boundary Conditions, Initial conditions,

Mixed Problem, Fourier Method, Source Function
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DiZiNi

: Iki fonksiyonun skaler ¢arpimi
: f fonksiyonun normu
: Denklemin diskiriminant
. [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar kiimesi
. [a, b] araliginda birinci tiirevi siirekli fonksiyonlar kiimesi
: [0, ] araliginda ikinci tiirevi siirekli fonksiyonlar kiimesi
: [0, r] araliginda tiglincii tiirevi siirekli fonksiyonlar kiimesi
: Tiirdes kismin ¢oziimii
: Tiirdes kismin ¢oziimii
: Tlirdes kismin ¢oziimii
: Kaynak fonksiyon
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Klasik ve cagdas teknolojinin ¢ok sayida problemi, ozellikle salinim hareketleri
iceren siiregler, matematiksel olarak salinim denklemi diye adlandirilan ikinci
mertebeden gerek adi gerekse de kismi tiirevli (hiperbolik) denklemler i¢in ¢esitli
baslangi¢, smir deger ve karisik problemlerin incelenmesini gerektirir. S6zii edilen
alanda ¢ok fazla sayida matematiksel incelemeler yapilmis ve yapilmaktadir.
Geleneksel olarak bu tiir problemlerin incelenmesinde sinir kosullart ya sabitlenmis ya
da degisken sekillerde ele alinir. Ayrica s6z konusu problemler uygulamali oldugundan
elde edilen sonuglar ¢esitli teknolojik siire¢lerin incelenmesine ve yapilmasina
uygulanmig ve uygulanmaktadir. Teknolojinin son gelismesi devirli siir kosullarini (
yani inceleme araliginin uglarinda aranan fonksiyonun ve onun gerekli tiirevlerinin esit
olmasi kosullari) igeren problemlerin de incelenmesini gerektirmektedir. Bu yonde son
yillarda bir takim arastirmalar yapilmis ve elde edilen sonuglar cesitli dergilerde
yaymlanmis ve yayinlanmaktadir. Dikkatinize sunulan tezde, ilk defa gerek adi gerekse
de kismi (hiperbolik) denklemler igin devirli sinir kosulu igeren problemler

incelenmistir ve belli sonuglara varilmistir.

1.2. Fonksiyon Serileri

Tanmm 1.1. Terimleri, herhangi degiskene (x) bagli fonksiyonlardan olusan seri,

fonksiyon serisi olarak adlandirilir ve

G+ 00 4+ fu() + - veya  XRL fr(x) (1.1)

seklinde yazilir (Halilov vd., 2009).

Serinin f,,(x) (n = 1,0) terimlerinin, herhangi D bdlgesinde tanimli ve belli
ozelliklere sahip fonksiyonlar oldugunu varsayalim. Agiktir ki, x yerine belli bir xoe D

yazdigimizda, fonksiyon serisi, Yn—; f(xo) olmak iizere say1 serisine doniisiir. Bu say1



serisi yakinsaksa, Y, f,(x) fonksiyon serisine x, noktasinda yakinsak seri, x,
noktasina ise yakinsaklik noktast denir.

Fonksiyon serisi, herhangi X € D kiimesinin tiim x noktalarinda yakinsaksa, ona
X kiimesinde yakinsak seri denir.

Fonksiyon serisi, tiim x € X noktalarinda yakinsak, x € X noktalarinda ise
raksaksa, X kiimesine, fonksiyon serisinin yakinsaklik kiimesi denir.

Fonksiyon serisinin yakinsakligi, onun kismi toplamlar dizisinin yakinsaklig ile

de tanimlanabilir. (1.1) serisinin n. kismi toplamini

Sp(x) = fi(x) + () + -+ fr(x)

seklinde gosterelim. {S,,(x)} fonksiyon dizisine (1.1) serisinin kismi toplamlar dizisi
denir (Halilov vd., 2009).
Tamim 1.2. Herhangi X kiimesinde, .-, f,(x) fonksiyon serisinin {S,(x)} kismi
toplamlar dizisi yakinsaksa, o zaman, Y.;_; f(x) serisine X kiimesinde yakinsak seri
denir (Halilov vd., 2009).

Ornek 1.1. Asagidaki serinin yakinsakligini inceleyiniz.
1,1 1 O
1+2—x+3—x+"'+;+"' , yanl, Zn=1;

O fulx)= n—lx oldugunu dikkate alip, x’in alabilecegi degerler i¢in asagidaki
durumlari tek tek inceleyelim:

a) —oo<x<0.
x < 0 durumunda, lim,_. f,(x) = limn_,oon—lx = rlli_r>r010n"‘ = oo; x = 0 durumunda ise,
lim,o f, (0) =lim,,, 1 =1, vyani serinin yakinsakligi igin gerek kosul
saglanmadigindan, ele alinan seri 1raksaktir;

Geride kalan durumlari integral olgiitiiniin yardimiyla inceleyelim. g(t) = tix alirsak,

[1, o) araliginda integral dl¢iitii teoreminin sartlarini sagladigini goriiriiz.



b) 0 <x <1 igin,

’ (t)dt dt li hdt ! lim 1% |4
= —_— = —_— = =
J.l J ) _fl tx A1—>rI;>10 1 tx 1—xAl_r>go 1

oldugundan, seri raksaktir (1 —x > 0);

¢) x = 1 i¢in ele alinan seri, harmonik seriye doniisiir ve raksaktir;

d) x> 1 igin,

" odr= [ Yy ddt 1 i g |4 =
flg() t_,fl t_x_Aggolt_x_l—xAl—{Eot 1
1
. 1-x _ 1) —
1—x(,}l—l>loloA 1) x—1

oldugundan seri yakinsaktir(1 — x < 0).
Boylece, Yi,— serisi, x € (—oo,1] igin waksak, x € (1,) igin ise
yakinsaktir. @

Terimleri herhangi X kiimesinde taniml

i) + (0 4o+ fu () + - (1.2)

serisini ele alalim. S6zii edilen serinin kismi toplamlar dizisi {S,,(x)} olsun.
Tamm 1.3. Kismi toplamlar dizisi herhangi kiimede diizglin yakinsak olan fonksiyon
serisine, s0zii edilen kiimede diizgiin yakinsak seri denir (Halilov ve Hacisalihoglu,

2009).

Tamim 1.4. Herhangi X kiimesinde, (1.2) fonksiyon serisinin terimleri igin

()] <a, (n= 1'_00)

esitsizlikleri saglanacak sekilde, pozitif terimli yakinsak )57, a, say1 serisi varsa, o
zaman, (1.2) serisine X kiimesinde sinirlanan seri, Y.p—q G, Se€risine de onun sinwrlayant

denir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).



Teorem 1.1. (Weierstrass olgiitii) Herhangi kiimede sinirlanan seri, sozii edilen
kiimede mutlak ve diizgiin yakinsaktir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).
Teorem 1.2. Terimleri, herhangi X kiimesinde siirekli fonksiyonlardan olusan (1.2)

serisi, bu kiimede diizgiin yakinsaksa, o zaman onun

s(x) = fi(x) + fo(x) + -+ fux) + - (1.3)

toplami1 da X kiimesinde siirekli fonksiyondur (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).
Teorem 1.3. Terimleri herhangi [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar olan Y- f,,(x)

serisi, bu aralikta s(x)’e diizgiin yakinsiyorsa, o zaman,

f: [an(t)] dt=J:]cl(t)dt+foz(t)dt+...+f:fn(t)dt+m

esitligi dogrudur, yani diizgiin yakinsak seri, yakinsakiik araliginda terim terim
integrallenebilirdir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).
Teorem 1.4. Terimleri, [a,b] araliginda siirekli tiireve sahip (1.2) serisi ve onun

terimlerinin tiirevlerinden olusan,

i £G0)

serisi diizgiin yakinsaksa, o zaman, Y.o_; f,,(x) serisi sozii edilen aralikta terim terim

tiiretilebilirdir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).
1.3. Ortogonal Fonksiyonlar

Tanmm 1.5. f(x) ve @(x), [a,b] (a < b) araliginda pargali siirekli fonksiyonlar
oldugunda, f: f(x)p(x)dx integraline, sozii edilen fonksiyonlarin skaler ¢carpimi denir

ve (f, @) ile gosterilir:



b
(.0 = [ Fepeodx

(f, f)Y/?’e f(x) fonksiyonun normu denir ve ||f(x)|l ile gosterilir:
1/2

b
IF ol = f F2()dx

(Halilov vd. , 2009).

Tanmm 1.6. f(x) ve ¢(x), [a, b] araliginda pargali siirekli fonksiyonlar olsun.

b
[ r@e@ax=o

oldugunda f(x) ve @(x)’e [a, b] araliginda ortogonal fonksiyonlar denir (Halilov vd. ,
2009).

Simdi [a, b] araliginda pargali siirekli fonksiyonlardan olusan,

91 (%), 92(%), o0, P (%), ... (1.4)

fonksiyonlar sistemini ele alalim. Bu fonksiyonlar sistemi [a, b] araliginda

0, k+n

et =g, k2

esitliklerini sagladiginda ona, s6zii edilen aralikta ortogonal fonksiyonlar sistemi denir.

Burada,

( ):{O, k+n
D> Pn 1, k=n



oldugunda, (1.4) sistemine sozii edilen aralikta ortonormal fonksiyonlar sistemi denir
(Halilov vd. , 2009).
Ornek 1.2. [0, ] araliginda

1,sin 2x,cos 2x,sin4x,cos4x, ...,sin 2kx, cos 2kx, ...

fonksiyonlar sisteminin ortogonal oldugunu gosteriniz.
O [0, ] araliginda,

(1,sin 2kx) = fonsin 2kx dx = —icoskalg =0,

(1, cos 2kx) = fon cos 2kx dx = isinkaIg =0, ((k=1,00)

yani, 1 fonksiyonu, sin 2kx ve cos 2kx fonksiyonlarina ortogonaldir.

k # n durumunda,

A

(sin 2kx,cos 2nx) = f sin 2kx cos 2nx dx =
0

N =

Vs
f[sin 2(k+n)x +sin2(k —n)x]dx =0;
0

A

(sin 2nx, sin 2kx) = f sin 2nx sin 2kx dx =
0

N =

j[cos 2(k —n)x —cos2(k + n)x]dx =0
0

ve
Vs

(cos2nx,cos 2kx) = j cos 2nx cos 2kx dx =
0

N =

T
f[cos 2(k + n)x + cos 2(k — n)x]dx = 0,
0

Oylece de,

A

(1,1) = f 1%2dx = m,
0



T

T
(cos 2kx, cos 2kx) = f cos? 2kxdx = >
0

ve

Vs

i
(sin 2kx, sin 2kx) = f sin®2kxdx = >
0

oldugundan verilen sistem [0, 7r] araliginda ortogonaldir. @
1.4. Fourier Serisi

Tamm 1.7. 2r devirli f(x) fonksiyonu
fx) = ? + Y-, a, cosnx + by, sinnx (1.5)
seklinde trigonometrik seriye acilmis ve agy,a,,b, katsayilari da vV n > 1 icin

ag == " f(x)dx
a, = %ffnf(x) cos nx dx (1.6)

bp = =" f(x)sinnx dx

esitlikleri ile belirlenmisse, 0 zaman (1.5) serisine f(x) fonksiyonunun Fourier serisi,
(1.6) esitlikleri ile belirlenen aq,a,,b;,’lere de onun Fourier katsayilar: denir (Halilov
vd., 2009; Altin, 2011; Duffy, 1998; Enrique vd., 1996).

2m devirli (periyotlu) bir f(x) fonksiyonunun yakinsak Fourier serisine agilabilmesi
icin Dirichlet teoremi denilen, asagidaki teorem dogrudur. S6z konusu teoremin
kosullari, Dirichlet kosullar: olarak adlandirilir. Teoremi vermeden Once, yeni bir
kavram verelim.

Tanmim 1.8. [a,b] araliginda tanimli f(x) fonksiyonu, bu araligin sonlu sayida ig
noktas1 hari¢ diger tiim noktalarda siirekli tlireve sahip olup, s6zii edilen i¢ noktalarda
sag ve sol tiireve sahip ise, 0 zaman f(x) fonksiyonuna [a,b] araliginda par¢ali

tiiretilebilir veya par¢ali piiriizsiiz fonksiyon denir (Halilov vd., 2009).

7



Teorem 1.5. (Dirichlet) 2 devirli f(x) fonksiyonu [—m, 7] araliginda pargali piiriizsiiz

ise, onun Fourier serisi araligin her noktasinda yakinsaktir ve toplami da:

1. Fonksiyonun siireklilik noktalarinda kendisine;

2. I¢ siireksizlik noktalarnda bu noktalardaki sag ve sol limitlerin ortalama

degerine, yani

f(x+0);rf(x—0) ve;

3. -m ve m u¢ noktalarinda ise, sirasiyla bu noktalardaki sag ve sol limitlerin

ortalama degerine, yani

f(—rr+0)2+f(n—0),ye

esittir (Altin, 2011).

Teorem 1.6. [a, b] araliginda verilen pargali piiriizsiiz f(x) fonksiyonunun Fourier

serisine ac¢ilimi

2nmnx . 2nmx
s b, sin )

a )
fO) =2+ X0 (an cos —— —

seklindedir. Burada, f (x)’in Fourier katsayilar

2 b
ag =3—J, f(x) dx

2 b 2
ap =+— fa f(x) cos —bnf; dx

2 b . 2 -_—
by == [, f(x)sin""=dx (n=T )

esitlikleri ile verilir.

b — a = 2L alindig1 takdirde (1.7) agilim1

f(x) = % +X0 (an cosnLix + b, sin nLix)

1.7)

(1.8)

(1.9)



halini, (1.8) formiilleri de,

1

ao =1 [", f(x)dx

a, = %f_LLf(x) cosnLﬂdx (1.10)

b, =%f_LLf(x) sinnLLxdx (n =1, o)

halini alir (Halilov vd., 2009; Altin, 2011; Dufty, 1998; Enrique vd., 1996).

1.5. ikinci Mertebeden Dogrusal Diferansiyel Denklemler

Tamm 1.9. x, bagimsiz degisken ve y = y(x) de aranan fonksiyon oldugunda,
ao()y" + a1(x)y" + ax(x)y = g(x)  (ao(x) #0) (1.11)
seklindeki denkleme, ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklem denir.

Burada, ay(x), a;(x), a,(x) katsayilar1 ve g(x) sag taraf olmak tizere, herhangi bir

[a, b] araliginda tanmimli  ve gerekli oOzelliklere sahip, bilinen fonksiyonlardir.

(1.11) denkleminde her iki tarafi ay(x)’ e bolerek 22 =p(x), 22 =g0x) ve

ag(x) ag(x)

f(—(’;)) = f(x) kabul edersek, ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklemi

y' '+ o)y +qx)y = f(x) (1.12)

sekline doniistiirmis oluruz (Halilov, 2011).
Tanim 1.10. (1.12) denkleminde f(x) = 0 alindiginda, elde edilen,

y'+p(x)y' +qx)y =0 (1.13)

denklemine, ikinci mertebeden dogrusal tiirdes diferansiyel denklem veya (1.12)
dogrusal denkleminin tiirdes (homojen) kismu denir (Halilov, 2011).
Uyan 1.1. Baz1 6zel durumlar hari¢ (1.13) denkleminin ve aym1 zamanda (1.12)

denkleminin genel bir ¢dziim yonteminin olmadig: ispatlanmistir. Buna ragmen, belli



kosullar dahilinde s6z konusu denklemin ¢oziimii vardir. Var olan bu ¢oziimlerin ileride
faydalanacagimiz bazi 6zelliklerini hatirlayalim.
Tanmm 1.11. y,(x) ve y,(x) herhangi (a,b) araliginda tanimli fonksiyonlar, A1, ve

A,’°de keyfi gercel sabitler oldugunda,

A1y1(x) + A5y, (x) (1.14)

toplamina, s6z konusu fonksiyonlarin dogrusal bagintist denir (Halilov, 2011).

Tamim 1.12. y;(x) ve y,(x) fonksiyonlari i¢in,

Ay1(x) + A;y,(x) =0 (Vx € (a, b)) (1.15)

esitligi saglanacak sekilde, en azindan biri sifirdan farkli olan A; sayilar1 (VA1 € R,i =
1,2) var oldugunda, s6zii edilen fonksiyonlara (a,b) arahiginda dogrusal bagimlii
fonksiyonlar denir. (1.15) esitligi yalniz A; = A, = 0 oldugunda saglanirsa, o zaman
y1(x) ve y,(x) fonksiyonlarina (a, b) araliginda dogrusal bagimsiz fonksiyonlar denir
(Halilov, 2011). Bu tanimdan goriiliiyor ki, y;(x) ve y,(x) fonksiyonlar1 dogrusal

bagimli ise, o zaman

esitligi ve tersi dogrudur. Ornegin, %= tanx # C oldugundan sinx ve cosx

fonksiyonlar1 ortak tanim boélgesinde dogrusal bagimsiz; % =§ (= C) oldugunda

sinx ve 3sinx fonksiyonlar1 dogrusal bagimhidirlar. (1.13) denkleminin ¢oziimii igin
asagidaki teoremler dogrudur:

Teorem 1.7. Ikinci mertebeden dogrusal tiirdes denklemin dogrusal bagimsiz iki tane
¢Ozimi vardir.

Teorem 1.7°de ad1 gecen ¢oziimleri y;(x) ve y,(x) ile gosterelim (x € (a,b)). Bu
y1(x) ve y,(x) ¢oziimlerine, denklemin temel ¢oziimler sistemi denir (Halilov, 2011).
Teorem 1.8. y,(x) ve y,(x) fonksiyonlari (a,b) araliginda (1.13) denkleminin

dogrusal bagimsiz ¢oziimleri ise, keyfi C; ve C, sabitleri i¢in
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y(x) = Ciy1(x) + Coy,(x) (1.16)

fonksiyonu sozii edilen denklemin genel ¢oziimiidir (Halilov, 2011).
Teorem 1.9. Tiirdes olmayan (1.12) dogrusal denkleminin genel ¢oziimii (y(x)), ona
karsilik gelen (1.13) tiirdes denkleminin genel ¢oziimii (y(x) ) ile kendisinin herhangi

bir 6zel ¢oziimiinlin(y (x)) toplamina esittir, yani,

y(x) = yr(x) + ¥(x) (1.17)

esitligi dogrudur (Halilov, 2011).

Simdi, ileride kullanacagimizdan dolay1 Uyar1 1.1°de ad1 gegen ve sik¢a rastlanan 6zel
durumlardan bir tanesini yani katsayilarmin sabit oldugu durumu ayrintili olarak
aciklayalim.

Tammm 1.13. (1.12) denkleminde p ve q katsayilar1 sabitler oldugunda, ona sabit

katsayili dogrusal (tiirdes olmayan) diferansiyel denklem denir ve

y'+py' +qy=f(x) (p, qsabi) (1.12-a)
seklinde yazilir. S6zii edilen denklemin tiirdes kisminin,

y'+py' +qy=0 (1.13-3)
seklinde olacagi agiktir (Halilov, 2011).

Simdi, sabit katsayili (1.13-a) denkleminin temel ¢oztiimler sistemini bulma yontemini
aciklayalim. Denklemin seklinden gorildiigii gibi, aranan y(x) ve onun ikinci

mertebeye kadar tiirevleri dogrusal bagimlidir. Kendisi ve tiirevleri dogrusal bagimh

sistem olusturan tek fonksiyon e** oldugundan, (1.13-a) denkleminin dzel ¢oziimiinii

y = el* (1.18)

seklinde aramak gerekir (burada k, belirlenmesi gereken sabit sayidir). O zaman,
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y' = kekx, y'" = k2ekx

olur. y ve onun tiirevlerini ifadelerini (1.13-a) denkleminde yerlerine yazarsak,
k2+pk+qg=0 (1.19)
denklemini elde ederiz (e** # 0 oldugundan) (Halilov, 2011; Agarwal and

O’Regan,2009).

Tammm 1.14. (1.19) denklemine (1.13-a) denkleminin karakteristik denklemi denir
(Halilov, 2011).
Bu denklemin kokleri igin asagidaki durumlar olabilir.

1. Durum: k, # k, (farkh gercel kokler, yani A= p? — 4q > 0)

Bu durumda (1.13-a) denkleminin aranan temel ¢oziimler sistemi,
Y (0) = ek ve y,(x) = ek,

genel ¢coziimii ise,

y= C,e** + C,ek2*

olur.

2. Durum: kq = k, = k (cakisik kokler, yani A=0, k= —p/2)

Koklerin gakisik oldugu durumda temel ¢oziimler sistemi,
y1(x) = e’ ve y,(x) = xe",
genel ¢oziim ise,

y = (C; + Cx)ek*

olarak bulunur.
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3. Durum: kq, = a £ i (karmasik kokler, yani A< 0, a = 5 B =.4q —p?/2)

Bu durumda,

e(@EiB)X yani e® (cosfx + isinfx)

karmasik ¢oziimlerinin gergel ve sanal kisimlarini olusturan
y1(x) =e*™cosfBx ve y,(x) =e ™sinBx

fonksiyonlart da (1.13-a) denkleminin 6zel (bagimsiz) ¢6ziimleridir. Bu yiizden ele

alinan durumda (1.13-a) denkleminin genel ¢6ziimii,
y = e**(C; cos fx + C, sin fx)

olur (Halilov, 2011; Agarwal and O’Regan,2009).
Uyan 1.2. Tiirdes (1.13) denkleminin genel ¢oziimii belli oldugunda, f(x) gerekli

ozelliklere sahip keyfi fonksiyon oldugunda, tiirdes olmayan (1.12) denkleminin genel
¢Oziimiinli, sabitlerin degistirilmesi denilen ve asagida aciklayacagimiz yontemle

bulmak her zaman mimkiindir.

1.6. Sabitlerin Degistirilmesi Yontemi

Ikinci mertebeden tiirdes olmayan dogrusal diferansiyel (1.12) denklemini ele alip,
sabitlerin degistirilmesi yontemi denen ve yapisi asagida aciklanan yOntemi
uygulayalim.

Once (1.13) tiirdes denklemini yazip bunun temel ¢dziimler sisteminin
y1(x), y2(x) oldugunu diisiiniirsek, genel ¢éziimii (1.16) seklinde olur. Simdi, C; ve C,

sabitlerinin x’e bagli oldugunu diistiniip ( C; (x) ve C,(x) ), bunlari

y = C(0)y1(x0) + C(0)y, (%) (1.20)

fonksiyonu (1.12) denklemini saglayacak sekilde secelim. Bunun igin énce y' ve y'”yii
(1.20) esitliginden asagidaki kuralla bulalim:
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y' = C1(0)y1(x) + G0y, (x) + G ()y1(x) + C(0)y2 (%) (1.21)

Burada,

C1 )y (x) + C(x)y2(x) = 0 (1.22)

kabul edelim ( (1.20) esitligi, (1.12) denkleminde g6z Oniine alindiginda, C,(x) ve
C, (x) bilinmeyenlerini belirlemek igin bir tane esitlik elde edilir. Ancak iki bilinmeyeni
belirlemek igin ikinci bir kosul daha gerekir. Bu yiizden ikinci kosul olarak (1.22)
esitligi kabul edilir). O zaman (1.21) esitligi

y' =G (x)y1(x) + C;(x)y,(x) (1.23)

seklini alir. Her iki tarafin yeniden tiirevi alinirsa,

y" =G0y (x) + C(0)y2(x) + G (0)y1' (%) + G (x)y7 (%) (1.24)

bulunur.
(1.20), (1.23) ve (1.24) ifadelerini (1.12) denkleminde yerlerine yazip, y;(x) ve

¥2(x)’in (1.13) denkleminin ¢éztiimleri oldugunu goz oniine alirsak,

Ci() [y + p()y1 + q()y1] + GOy, +p()y; + q(x)y,] +
C1(0)y1(x) + C3(x)y,(x) = f(x)

Ve sonugta

C1()y1 () + G()y2(x) = f(x) (1.25)

esitligini elde ederiz. Boylece, C;(x) ve C,(x) bilinmeyenlerini belirlemek igin, (1.22)

ve (1.25) denklemlerinden olusan
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{ C1(x)y1(x) + C3(x)y,(x) =0
C1(0)y1(x) + C2(0)yz (%) = f(x)

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin temel determinanti W (x) # 0 oldugundan,

tek ¢Oziimii vardir ve bu ¢ozliim

ey Fy2() f@)y1(x)
G =—-=05" Cy(x) =1 o0

esitlikleriyle belirlenir. Son esitliklerde her bir denklem i¢in iki tarafin da integralini

alirsak,

F(x)y1(x)
Cy(x) = ¢ — [L220 (’V‘;fz)(x)d  Co() = €9 + L2 dx

olur. Bulunan C;(x) ve C,(x)’in ifadelerini (1.20) esitliginde yerlerine yazip (1.12)

denkleminin genel ¢6ziimiinii,

y() = CPy1 () + Cy2(0) = 3 () [ FE2 D dx 4y, () [ L2 (1.26)

olarak buluruz (Halilov, 2011).
1.7. Kismm Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli dogrusal denklemin en genel sekli

AQG Y Uy + 2B(x, Y)Uyy + C(x, YUy, + f(x, Y, U, Uy, uy) =0 (1.27)

seklinde ifade edilir. Burada A(x,y), B(x,y) ve C(x,y) herhangi D bolgesinde tanimli

ve gerekli 6zelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir.

A(x,y) = [B(x,y)]* — A(x,¥)C(x,y) (1.28)

kabul edelim. A(x,y)’nin isaretine bagli olarak, (1.27) denklemi asagidaki sekilde
siiflandirilmaktadir (Koca, 2008).
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Tamm 1.15. (1.27) denklemine,

1) A(x,y) > 0 esitsizliginin sagladigi noktalarda hiperbolik;

2) A(x,y) = 0 esitsizliginin sagladig1 noktalarda parabolik;

3) A(x,y) < 0 esitsizliginin sagladig1 noktalarda eliptik
tipi denklem denir (K6zleme, 2014).
Ispatlanabilir ki, gerekli kosullar dahilinde, belli yerine koymanin yardimi ile (1.27)
denklemi,
A(x,y) > 0 (hiperbolik tipi) durumunda u,, —u,, = F(x,y,u, Uy, u,)
VeYa Uyy = F(X,y,U, Uy, Uy),
A(x,y) < 0 (eliptik tipi) durumunda w,, + uy, = F(X, ¥, U, Uy, u,),
A(x,y) = 0 (parabolik tipi) durumunda u,, —u, = F(x,y,u, uy)
olmak iizere basit sekle doniistiiriiliir.
Katsayilarmin tanim bolgesindeki degerlerine bagli olarak, degisken katsayili ikinci
mertebeden kismi tiirevli dogrusal diferansiyel denklem, s6zii edilen tanim bolgesinin
belli bir kisminda eliptik, bir kisminda parabolik, baska bir kisminda ise, hiperbolik tipi
denklem olabilir. O halde, sozii edilen bolgeler, sirasiyla denklemin eliptiklik,
paraboliklik ve hiperboliklik bdlgeleri olarak adlandirilir. Ornegin,

Upx + YUy, = f(x, VY, U, Uy, uy)

denklemi, y > 0 (list yar1 diizlem) igin eliptik, y = 0 (apsisler ekseni) igin parabolik,
y < 0 (alt yar1 diizlem) i¢inse hiperbolik denklemdir.

Bilindigi gibi, gerek adi, gerekse de kismi tiirevli diferansiyel denklemin sonsuz
sayida ¢oziimii vardir. Bu nedenle, herhangi bir teknik veya fizik siireci ifade eden
diferansiyel denklemin tek ¢ozlimiiniin olmasint saglamak i¢in, ona ek kosullarin ilave
edilmesi gerekir. Bu kosullarin bazilarini agiklayalim. Konumuz hiperbolik denklemlere
bagli oldugundan, s6yleneni hiperbolik denklem i¢in yapalim:

Tanm 1.16. 0 <t < T < oo ve 0 < x <[ oldugunda, us — a’u,, = F denkleminin
(burada t zaman, x ise uzunluktur),

u(t,0) = py (£),u(t, 1) = pp(t) (sinun),

u(0,x) = ¢(x), u(0,x) = P (x) (baslangig)
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kosullarini1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine, s6z konusu denklem igin
karisik problem denir (Koca, 2008).

Tamm 1.17.t > 0, —o0 < x < o oldugunda, u,; — a®u,, = F denkleminin

u(0,x) = p(x), u:(0,x) =Y(x) (baslangig veya Cauchy)

kosullarin1 saglayan c¢oziimiiniin bulunmasi problemine, s6z konusu denklem igin
baslangi¢ deger veya Cauchy problemi denir (Koca, 2008).

Tamm 1.18. ¢ > 0, 0 < x < [ oldugunda, u, — a®u,, = F denkleminin

u(t,0) = py (1), ult,l) = py(0)

kosullarini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine, séz konusu denklem i¢in sinur

deger problemi denir (Koca, 2008).
1.8. Parametreye Bagh integraller

Tamim 1.19. T c R herhangi bir aralik olmak tizere, f:[a, b] X T — R fonksiyonu her
sabit t € T i¢in [a, b] lizerinde Riemann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

F(t) = [ f(x, O)dx (1.29)

seklinde tanimli F:T — R fonksiyonuna parametreye bagl integral adi verilir
(Musayev,2006).

Simdi bu integralin siirekli, diferansiyellenebilir ve integrallenebilir oldugunu gdsteren
asagidaki teoremleri verelim:

Teorem 1.10. E={(x,t) ER*:a<x<b,c<t<d} olmak izere f:E >R ,
y = f(x,t) fonksiyonu E iizerinde siirekli ise, (1.29) ile verilen F fonksiyonu [c,d]
tizerinde siireklidir (Musayev,2006).

Teorem 1.11. E={(x,t) ER*:a<x<b,c<t<d} olmak iizere f:E->R ,
y = f(x,t) fonksiyonu ve bu fonksiyon {izerinde % f(x,t) kismi tiirevi E {izerinde

stirekli olsun. Eger a:[c,d] - R, B:[c,d] = R fonksiyonlar1 [c,d] iizerinde siirekli

tiirevlenebilir ve a([c, d]) < [a, b], B([c,d]) < [a, b] ise
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F(t) = f((t? Fx, )dx (1.30)

ile tanimli F: [c, d] = R fonksiyonu [c, d] iizerinde tiirevlenebilirdir ve Vt € [c, d] i¢in

a

F'(6) = F(B(6), ' (6) = f(a(t), ' (®) + [A5) £ (x, ) dx (1.31)

esitligi dogrudur (Musayev,2006).

Ozel, a(t) = a,f(t) = b (t € [c,d]) durumunda, (1.31) esitligi

d
P@=fﬁmww

seklini alir.
Teorem 1.12. E={(x,t) ER*: a<x<b,c<t<d} olmak iizere f:E > R ,
y = f(x,t) fonksiyonu E fizerinde stirekli ise, (1.29) ile verilen F:[c,d] - R

fonksiyonu [c, d] lizerinde integrallenebilirdir ve

fd<fbf(x, t)dx> dt = fb<fdf(x, t)dt) dx

esitligi dogrudur (Musayev,2006).
1.9. Sinir Deger Problemleri

[a, b] araliginda, (1.12) denkleminin,

a;y(a) + azy'(a) = a4
{bly(b) + byy'(b) = a, (1.33)
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kosullarini saglayan ¢dziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. Burada p(x), g(x) ve
f(x), [a, b] araliginda gereken 6zelliklere sahip, belli fonksiyonlar a;, a, (a,2+a,? #
0), by, by (by* + by* # 0), ay, a,, belli gercel sabitler, y(x) ise aranan fonksiyondur.
Tammm 1.20. (1.33) kosullarina ikinci mertebeden diferansiyel denklem igin simr
kosullarr; (1.12) denkleminin, (1.33) sinir kosullarini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasina
ise sOzii edilen denklem igin sinir deger problemi denir (Halilov, 2011).

(1.33) smur kosullari, 6zel a, = b, = 0 durumunda, birinci sinwr kosullar: diye

adlandirilan,

y(a) =ai/a; , y(b) =ay/b; veya y(a) = B, y(b) = p, (1.34)

kosullarina; a; = b; = 0 durumunda ise, ikinci sinir kogullar: diye adlandirilan,

y'(a)=ai/a;, y'(b) =ay/b; veya y'(a@) =y,y'(b) =y, (1.35)

kosullaria doniisiir. Bunlardan yola ¢ikarak, genel (1.33) sinir kosullarina digiincii sinwr
kosullar: da denir.

Aciklamanin sadeligi i¢in, asagidaki incelemeleri (1.12)-(1.34) problemi i¢in yapalim.
Elde edilen sonuglar (1.12)-(1.33) ve (1.12)-(1.35) problemleri, dolayisiyla da yiiksek
mertebeden dogrusal diferansiyel denklemlere ait benzer sinir deger problemleri i¢in de

gecerlidir.
Bilindigi gibi (1.12) denkleminin genel ¢éziimii (1.17) yani
y(x) = C1y1(x) + Coy2(x) + §(x) (1.36)

seklindedir (Burada y(x) ele alinan denklemin bir 6zel ¢éziimii, y;(x) ve y,(x) ise,
uygun (1.12) denkleminin tiirdes kisminin dogrusal bagimsiz ¢oziimleridir).

(1.36) esitligindeki C; ve C, sabitlerini belirlemek igin, (1.34) sinir kosullarim
kullanalim:

{613’1(“) + Cy,(a) = p1— J(a) (1.37)

Cy1(b) + Coy,(b) = B, — F(b)
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Elde edilen dogrusal cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii igin,

yi(@) pi— ¥(a)
y1(b) Bz — y(b)

Br— (@) y.(a) _
B> — ¥(b) y.(b)l’ 2

_ yi(a) y,(a) _

AR (1.38)

determinantlarina bagli olarak, asagidaki iki durum s6z konusudur:

1. Esas Durum (A# 0) Bu durumda, Cramer kuralina gore (1.37) sisteminin,

olmak tizere tek ¢Oziimii vardir. O halde, (1.12)-(1.34) simir deger probleminin de,
(1.36) bigiminde olmak iizere tek ¢oziimii vardir.

2. Tekil Durum (A= 0) Bu durumda da, f(x) (¥(x) 6zel ¢oziimii f(x)’e bagh
oldugundan) ve B, B, ye bagl olarak,

A% 4+ Ay%# 0 ve A * + A,*= 0 olmak iizere iki ihtimal vardur.
a) A% + A,%# 0 oldugunda, (1.37) sisteminin, yani ayni zamanda (1.12),(1.30)
sinir deger probleminin ¢ézimil yoktur.
b) A%+ A,%= 0, yani A;= A= 0 oldugunda ise, (1.37) sisteminin, demek ki,
aynt zamanda (1.12),(1.34) sinir deger probleminin sonsuz sayida ¢oziimii
vardir (Halilov, 2011).
Ornek 1.3. Asagidaki simir deger problemlerinin ¢dziimiiniin varligmni inceleyiniz ve

varsa bulunuz.

1Ly"+y=x y(0)=0, y(n) = 1.

2.y"+2y"+y=1, y(0) =y(1) =0.

O Once, sira ile verilen denklemlerin, tiirdes kistmlarnin temel ¢dziimler sistemi ve
genel ¢oziimii bulunur. Sonra da kendilerinin bir 6zel ¢6ziimii bulunup, genel ¢oziimleri

yazilir. Daha sonra ise, yukarida aciklanan kurala dayanarak, ele alinan sinir deger

probleminin ¢dziimiiniin varlig1 incelenir, varsa bulunur.
1. y"+y=0->k*+1=0 - ki, = =i

oldugundan, tiirdes kismin temel ¢6ziimler sistemi y, (x) = cosx, y,(x) = sinx, genel

¢Ozimii de
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yr(x) = Cicosx + C,sinx

olur.

Denklemin sag tarafinin seklinden ve karakteristik denklemlerin koklerinin
durumundan, onun bir 6zel ¢oziimiiniin

y(x) =Ax+ B

seklinde olacagi agiktir. Bunu denklemde yazarsak, A =1, B = 0, dolaysiyla da,

y(x) = x olarak bulunur. Boylece, verilen denklemin genel ¢6ziimii,

y(x) = Cycosx + Cysinx + x

seklinde bulunmus olur. Simdi, sinir kosullarina dayanarak, (1.38) formiillerini

kullanirsak,
Ac |70 ¥2(0)] _ 1 0|:0
yi(m) () -1 0 ’

0= I@ @)y 0o
1-3m yml " li-n 0
n@® 0-3O_11 o0
nm 1-3@l~l-1 1-

Ay 0,

2=

|=1—n¢0
T

olarak bulunur. Bu ise, A=0, A;%+ A,%# 0 olmak iizere tekil durumdur ve ele
alinan sinir deger probleminin ¢éziimii yoktur.

2. Birinci 6rnekteki sireci kullanalim:

y'+2y' +y=0=>k*+2k+1=0=ky, =—1 (¢akisik kokler).

X

y1(x) = e X, y,(x) = xe™* = yp(x) = Cie™ + Cyxe™.
Yukaridaki 6rnege benzer olarak, denklemin sag tarafinin seklinden ve karakteristik
denklemlerin koklerinin durumundan, onun bir 6zel ¢oziimiinin J(x) = Ax + B
seklinde olacagi agiktir. Bunu denklemde yazarsak, A =0, B = 1, dolaysiyla da,

y(x) = 1 olarak bulunur. Boylece, verilen denklemin genel ¢6ziimii,
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y(x) =Cie ™ + Coxe™ + 1
olur. Sinir kosullarini kullanirsak,

{ C,+1=0,
Cle_l‘l‘CZe_l +1 = 0

ve sinir deger probleminin var olan tek ¢éziimii (A= 1 # 0 oldugundan),
yx)=—e*+ (1 —-e)xe™™+1

olarak bulunur. @

1.10. Ozdeger Problemleri

Matematigin c¢esitli alanlarinda, ayni zamanda Fizik ve Teknik uygulamalarinda
(6zellikle maddesel sistemlerin salinim hareketinin, telin enine salinim hareketinin,

esnek ¢ubugun boyuna salinim hareketinin vb.)

(@)D +q(x) + Ar(x)]y =0, (a <x <b) (1.39)

{aly(a) +azy'(a) =0
biy(b) + by’ (b) =0

(1.40)
bigiminde sinir deger problemlerine sik¢a rastlanmaktadir. Burada p(x), q(x) ve r(x),
[a, b] araliginda (a < b) gereken Ozelliklere sahip belli gercel fonksiyonlar, A gercel
parametre, a;,a, (a;% + a,% # 0), by, b, (b,* + b,* # 0) belli gergel sayilar, y(x) ise
aranan fonksiyondur ( y(x) =0 fonksiyonun, (1.39)-(1.40) problemini sagladig
aciktir) (Ciftci, 2007; Duffy, 1998).

Tamim 1.21. (1.39)-(1.40) problemine sifirdan farkli ¢6ziim saglayan A sayilara sozi
edilen problemin ézdegerleri, bunlara uygun ¢oziimlere ise dzfonksiyonlar: denir. Bu
durumda, (1.39)-(1.40) problemine ozdeger veya Sturm-Liouville problemi de denir

(Halilov, 2011). Ozdeger problemleri i¢in asagidaki teorem dogrudur:
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Teorem 1.11. p(x) € C[a,b],r(x) € C[a,b] pozitif, q(x) € Cla,b] gercel
fonksiyonlar ve a,% + a,2 # 0, by + b;> # 0 ise, 0 zaman [a, b] aralizinda (1.39)-
(1.40)  probleminin gercel A, Ozdegerleri ve onlara karsiik gelen ¢, (x)
0zfonksiyonlar1 vardir ve bunlar agagidaki 6zelliklere sahiptir:

a) Ozdegerler negatif degildir ve
0S/11<AZ</13<</17’1<’ hm/‘{n_>00

kosullarini saglar.

b) Farkli 6zdegerlere farkli 6zfonksiyonlar karsilik gelir, yani A,, # 4, i¢in

On(x) # @r(x) olur (n,k = 1,00,n # k).

C) @n(x) dzfonksiyonlar sistemi (n = 1, 0), [a, b] araliginda r(x) agirlikli

ortogonal sistem olusturur, yani,

00 n=+k
=0, n=k

b
(om0 = | T@onGI0 I = |
a
esitligi dogrudur.
d) ¢, (x) 6zfonksiyonun, [a, b] araliginda n — 1 sayida sifir1 vardir (Halilov, 2011;
Duffy,1998; Enrique vd, 1996).

Ornek 1.4.
X'"+2X=0 (1.41)
denklemi i¢in,
a) X(0) =X(m) =0; (1.42)
b) X(0) =X(m),X' (0) = X'(m) (1.43)

simir kosullar1 dahilinde 6zdeger ve 6z fonksiyonlarinin varligini ve bulunmasin

inceleyelim.
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O Ele alinan sabit katsayili tirdes denklemin karakteristik denkleminin
k*+21=0

oldugunu dikkate alip, 1 <0, A =0ve A> 0 durumlan i¢in (1.41), (1.42) ve (1.41),
(1.43) problemlerini, sirasiyla inceleyelim;

a) 1) A < 0 durumu.
Bu durumda, -A > 0 oldugundan, karakteristik denklemin k; , = £v—A olmak iizere

iki gergel kokii vardir. Bu ylizden de, ele alinan denklemin temel ¢oziimler sistemi

X, (x) = e~V2x e X ,(x) = eV=7x , genel ¢oziimii de,

X(x) = Cle_\/__’b‘ + Czemx
olur. Burada (1.42) sinir kosullar1 dikkate alip C; ve C, sabitlerini bulalim;

Cl + Cz = 0,
Cle—\/—_/ln' + Cze\/—_/ln' =0

elde edilen tiirdes dogrusal sistem i¢in

1 1
A= |e—\/—_/1n: e\/—_/ln' #0

oldugundan, onun sadece C; = C, = 0 olmak {izere sifir ¢6ziimii var. Demek ki, 4 < 0
durumunda ele alinan problemin X(x) = 0 (a¢ik) ¢6ziimii vardir, yani 6zfonksiyonlari
ve ayn1 zamanda 6zdegerleri yoktur;

2) A = 0 durumu.

Bu durumda, denklemin temel ¢6ziimler sistemi X;(x) =1 ve X,(x) = x, genel

¢Oziimi de,

X(X) = Cl + sz
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olacagi agiktir. Siir kosullar1 dikkate alindiginda, yine C; = C, = 0 olarak bulunur ve
X(x) = 0 olur. Demek ki, A = 0 durumunda da, ele alinan problemin 6zfonksiyonlari,

yani ayn1 zamanda 6zdegerleri yoktur;

3) 21> 0 (=A< 0)durumu.
Bu durumda, karakteristik denklemin kokleri k; , = £V—4 = +i+/2, denklemin temel

¢oziimler sistemi X; (x) = cosvAx ve X,(x) = sinVAx, genel ¢oziimii de,

X(x) = CycosVAx + CysinVax
olur. Burada sinir kosullarint géz 6niine alirsak,

{ C11+C20:O,
Clcosﬁn + Czsinﬁn =0

olur. Buradan C; = 0 ve C,sinvVAm = 0 elde edilir. Son esitlikte C, = 0 olamaz (aksi

taktirde yine X (x) = 0 agik ¢6ziimii elde edilir). Bu yiizden,
sinVAmr = 0

olmast gerekir (C, # 0). Son esitlikten 6zdegerler,

Vit=nt (neN) -1, =n%(n=1, o)

olarak bulunur. Demek ki, A > 0 durumunda, ele alinan problemin A,, = n? (n = 1, )
olmak tizere sonsuz sayida 6zdegerleri vardir. Bunlara karsilik 6zfonksiyonlar1 ¢, (x)
ile gosterirsek,

@n(x) =sinnx (n=1,)

olacag aciktir (C, = 1 kabul ettik. Ele alinan problem tiirdes oldugundan bunun 6énemi

yoktur.)
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Boylece, A > 0 durumunda, ele alinan 6zdeger probleminin
Ay = 1%, @y (x) = sinnx (n = 1, )

olmak tizere sonsuz sayida 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 vardir;
b) (1.43) kosullari, devirli sinir kosullar: olarak adlandirilir. Yukaridakine benzer
olarak, asagidaki sonuglar elde edilir:
1) A < 0 durumu.

Bu durumda, sinir kosullarina dayanarak elde edilen,

{Cl + CZ = Cle_\/__)L” + Cze\/__)ln
C,—C, = Cle—\/—_)ln _ Cze\/—_ln

tiirdes denklem sistemi i¢in A # 0 oldugundan, onun tek (sifir) ¢oziimii vardir (C; =
C, = 0). Bu yiizden de, X(x) = 0 olur. Yani A < 0 durumunda 6zdegerleri yoktur.
2) A = 0 durumu.

Bu durumda k; , = 0 ‘dir. Ele alinan denklemin genel ¢6zimii;
X(X) = Cl + sz
olur. Siir kosullar dikkate alirsak,

{Cl = C1 + C27T
C2 = Cz

denklem sistemi elde edilir. C, = 0 oldugu agiktir. Denklemin ¢6ziimii X (x) = C; olur.
Yani sabit bir sayiya esittir. Basitlik olsun diye biz bu say1y1 C; = 1 olarak aliyoruz.
Demek ki, A = 0 6z degerine karsilik 6z fonksiyon X (x) = 1 “dir.

3) A > 0 durumu

Bu durumda kokler k;, = £V—-1 = +iv/2 olarak bulunur. Denklemin genel ¢oziimii;
X(x) = C; cos VAx + C, sinVax
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olur. Sinir kosullar1 dikkate alirsak,

{ C, = C; cosVAx + C, sinVAx . { C,(1 = cosVAn) — C, sinVir = 0
C, = —C; sinVAx + C, cosVAx C, sinVam + C,(1 — cosVAn) = 0

cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimlerinin olmasi

igin,

_ 1—cosVAr —sinVirm

A
sin VA 1 —cosvVArm

=0

olmasi gerekir. Buradan,

cosvAir=1 vyani Am=2nm

ve sonugta

In=(@2n)? (n=10)

0z degerleri elde edilir. Bu 6z degerlere karsilik gelen fonksiyonlar;
cos 2x,sin 2x,cos 4x,sin4x, ..., cos 2nx, sin 2nx, ...

olacagi acgiktir.

Boylece problemimizin 6z degerleri,

0,22,42,6%, ..., (2k)?, ... (1.44)
ve bunlara karsilik 6z fonksiyonlar ise;

1, cos 2x,sin 2x,cos 4x,sin4x, ..., cos 2nx, sin 2nx, ... (1.45)

olarak bulunur. @
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2. YAPILAN CALISMALAR

Gerek matematigin, gerek akustigin, gerekse de teknolojinin ¢ok sayida
problemi bizi salinim denklemi diye adlandirilan bir boyutlu hiperbolik denklem i¢in
cesitli problemlerin incelenmesine gotiirmektedir.

Bu calismada, tiirdes olmayan
Ut — a’ Usx = f(t,x) (2.1)

bir boyutlu hiperbolik denklemi i¢in (0.2) baslangi¢ ve (0.3) devirli sinir kosullu karisik

problemin ¢6ziimii, degisken katsayili Fourier serisi olarak adlandirilan,

1 (o]
U(t,x) = EUO(t) + Z Ui (t) cos 2kx + Ugy (t) sin 2kx
k=1

serisi seklinde aranarak, Uy(t), U.,(t), Ug (t) bilinmeyenlerini belirlemek igin elde
edilen sonsuz sayida sabit katsayili denklem i¢in baslangic deger problemi sabitlerin
degistirilmesi yontemi ile ¢oziilmiis ve bulunan ¢6ziimler yerlerine yazilarak, U(t, x)
fonksiyonu bulunmus, daha sonra ise bu fonksiyonun ele alinan problemin ¢déziimii
olmasi i¢in baslangi¢ verilerinin saglamasi gereken kosullar belirlenmistir. Bunun yan
sira, ele alinan problemin ¢6ziimiiniin kaynak fonksiyonu ile ifadesi ve bir somut 6rnek

verilmistir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Devirli Simr Kosullu Hiperbolik Denklem i¢in Karisik Problemin Céziimii

Bukisimda, D = {0 <t < 00,0 < x < m} bdlgesinde,

Uyp—a?Uy = f(t,x) (0<t<T<,0<x<m) (3.1)
U(0,x) = ¢(x)
U(0,x) = P(x)

U(t,0) =U(t,m)
U,(t,0) = U,(t,m)

(0<x<m (3.2)

(t=0) (3.3)

olmak tizere, hiperbolik denklem icin devirli simr kosullu karisik problem diye
adlandiracagimiz problemin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekliginin incelenmesini ele alacagiz.
Burada ¢(x) ve ¥(x), [0, 7] araliginda, f(t,x), D bolgesinde tanimli ve gereken
ozelliklere sahip, bilinen fonksiyonlar, U(t,x) ise aranan fonksiyondur. Bu amagla,

Fourier yontemi diye adlandirilan ve agagida aciklanan yontemi kullanacagiz.

Ele alinan problemin ¢oziimiini, (1.41), (1.43) 6z deger probleminin 6z

fonksiyonlar1 olan (1.45) ortogonal fonksiyonlar sistemi {izere, degisken katsayili
U(t,x) = > Uo(t) + Loy Uk (£) cos 2kx + Uy (t) sin 2kx (3.4)

Fourier serisi seklinde arayalim. Burada Uy(t), U (t) ve Ug(t) (k= 1,0)
belirlenmesi gereken bilinmeyen katsayilardir.

(3.4) esitliginden bigimsel olarak elde edilen, sirasiyla t ve x ‘e gore,

[00]

1
U = 3 Uy (t) + ) Ug(t) cos 2kx + Ug (t) sin 2kx
k=1

Uex = — ) [(2k)?U (t) cos 2kx + (2k)*Ug (t) sin 2kx]

k=1
kismi tlirevlerini (3.1)’de yerlerine yazalim:
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%U(',’(t) + Yo [UL (t) cos 2kx + Ul (t) sin 2kx] + a? Y r-1[(2k)? U (t) cos 2kx +
(2k)2Ug (t) sin 2kx] = f(¢t,x) (3.5)

Elde edilen (3.5) esitliginin her iki tarafin1 sirasi ile 1, cos 2nx , sin 2nx ile garpip,

[0, ] aralig1 lizere x’e gore integralini alalim. Bu siirecte, Ornek 1.4 deki
%, cos 2x,sin 2x,cos 4x,sin4x, ..., cos 2kx , sin 2kx, ... (3.6)

sisteminin ortogonalligini géz 6niinde bulundurursak,

Uy (6) = = Jy (£, 6)d¢
UG(®) +a?(2k)*Uer(8) = = [ £ (1,€) cos 2kE dg (3.7)

G0 + 222 Ug(t) == [ f(£,) sin2k§dE (k= T,00)

olmak tizere, ikinci mertebeden sabit katsayili tliirdes olmayan sonsuz diferansiyel
denklem sistemini elde ederiz.

Burada,

2[5 £ §)dE = fo(t)
2 [ F(£,8) cos 2k dE = fui () (3.8)
2y F(£ ) sin2kE dE = fu () (k =T, )

olarak isaretleyecegimiz integrallerin,[0,z] araliginda f(t,x) fonksiyonun t
parametresine bagli Fourier katsayilart oldugu agiktir. Bunlar1 dikkate alirsak, (3.7)

sistemi,

Uy () = fo(t)
e () + a?(2k)? U () = fore () (3.9)
Us,;c(t) + az (Zk)zUsk(t) = fsk(t)

seklinde yazilabilir.
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Simdi (3.2) baslangi¢ kosullarini (3.4) esitliginde dikkate alalim:

1 (o]
p(x) = 3 Uy (0) + Z U, (0) cos 2kx + U, (0) sin 2kx

k=1

1 [0.0]
Y0 = FUs(0) + Z UL, (0) cos 2kx + UL, (0) sin 2kx

k=1

Esitliklerin her iki tarafini sirastyla 1,cos 2nx,sin 2nx ile garpip, [0, ] aralig1 iizere x’e
gore integrallerini alip, (3.6) fonksiyonlar sisteminin sozii edilen aralikta ortogonalligini
g6z O6ntinde bulundurursak, elde edilen,

A

2
0 == [ ()df
0
2 Y
Uee(0) = = [ 9(§) cos 2ksdg
0

2
Uee(0) = = f (&) sin 2kEdg

0

ve
2 T
U3 == [ wi)ag
0
2 T
UL(0) == [ (&) cos 2ksds
0

2 T
U3(0) == [ (&) sin2sg
0

ifadelerinin, sirasiyla ¢@(x) ve (x) fonksiyonlarinin Fourier katsayilari oldugu

goriiyoruz. Yani bunlari,

Ug(0) = g Up(0) = g
Uk (0) = @k ' U (0) = Py (3.10)
U (0) = @i Us,k(o) =Ygk

seklinde ifade edebiliriz.
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Simdi, sonsuz sayida tiirdes olmayan denklem ve baslangi¢ kosullari igeren (3.9)-(3.10)

problemini ¢dzelim. Bunun igin sonsuz sistemin tiirdes olmayan her {i¢ denklemine,

sirasiyla sabitlerin degistirilmesi yontemini uygulayip, Uy (t), Ug(t) ve Ug(t)’yi

bulalim (k = 1, 0o):
[k olarak

Uy (t) = fo(t)
Uo(0) = o, Uy (0) = 1y

problemini ele alip, 6nce denklemin,

Uy (t) =0

tiirdes kisminin genel ¢6ziimiinii,

Ul'(t) =C, + Cyt

(3.11)
(3.12)

olarak yazip, C; ve C, sabitlerini t’nin bir fonksiyonu, yani C,(t) ve C,(t) olarak kabul

edelim ve bunlari,

Up(t) = C1 (1) + G (D)t

(3.13)

fonksiyonunu (3.11) denklemini saglayacak sekilde segelim. Bunun i¢in, kurala gore,

{C{(t) + C; ()t =0,
C;3(6) = fo(©)

sistemini yazip buradan C; (t) ve C,(t)’yi bulalim:

{C{(t) +GMt=0, {C{(t) =—th(®),
C2() = fo () C2(0) = fo(©)

Gi(0) = ¢ = [{if (@d, C(6) = 5 + [ fD)d.
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Simdi, C;(t) ve C,(t)’nin buldugumuz ifadelerini (3.13) esitliginde yerlerine yazip,

gerekli yerine koymalar1 yaparsak, (3.11) denkleminin genel ¢6ziimiinii,
0 0 t
Up(t) =C) + Ct + fo(t —1)f(1)dr (3.14)

seklinde elde ederiz. Genel ¢oziimdeki C{ ve €Y sabitlerini bulmak icin, (3.12)

baslangi¢ kosullarin1 dikkate alalim:

Up(0) =C) - (€7 =g,
Uy (0) = Cé) - Cé) = o,

Bunlar1 (3.13)’de yerlerine yazarsak, (3.11), (3.12) probleminin ¢éziimiinii,
Us(t) = @o + Yot + [, (t = Dfo(z)dr (3.15)

olarak buluruz.

Ikinci olarak

Uge(©) + a?(2k)? Ui () = frc (£) (3.16)
Uck(o) =@Pck » Uc’k(o) =Yek (k =1, Oo) (3'17)

problemini ele alalim. Problemdeki denklem, sabit katsayili dogrusal denklem

oldugundan, onun tiirdes kisminin genel ¢oziimiiniin,

UL (t) = Cyie cos 2akt + Cypy, sin 2akt

seklinde olacagi aciktir. Buradaki C;., ve C,. sabitlerini t’nin bir fonksiyonu olarak

kabul edip, bunlar elde edilen,
Uq(t) = Cier(t) cos 2akt + Cyp () sin 2akt (3.18)
fonksiyonunun (3.16) denklemini saglayacagi sekilde segelim. Tekrar sabitlerin

degistirilmesi yontemini uygulayalim. Bunun i¢in 6nce,
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C{ ok (t) cos 2akt + C;.4 (t) sin 2akt = 0

1 k=100
Ci ok (t) sin 2akt — C;, (t) cos 2akt = — ﬁfck (t) ( )
denklem sistemini yazip, ¢6zelim,
A= |cos 2akt  sin2akt | _
sin 2akt —cos2akt
0 sin 2akt

= 1 _ 1 :

A= mfck(t) _ cos 2akt| = 2ak fer(t) sin 2akt,
cos 2akt 0 1

= 1 — ——

Az sin2akt - mfck (t) Sak fex (t) cos 2akt

oldugunu dikkate alip, Cramer kuralin1 uygularsak,

/ 1 : , 1 S
Cicr(t) = —ﬂfck(t) sin 2akt , C3. () = ﬂfck(t) cos 2akt (k =1, 00)
buradan integralleme yolu ile

1 t
() = Clat = 5 | fo) sin 2ake
0
Cock(t) = Chuye + = [ fure (1) cos 2akrdr  (k = T,00)

elde ederiz. Bunlar1 (3.18) ifadesinde vyerlerine yazip, gerekli yerine koymalari

yaparsak,
-
Uge(t) = C.p cos 2akt + CY, sin 2akt + ﬂf for (T) sin 2ak(t — 1)dt
0

esitligini elde ederiz. C{;, ve C3, sabitlerini bulmak icin (3.17) baslangig kosullarini
dikkate alirsak,
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UO(O) = Clock = C{)ck = QPck
U(I)(O) = Cgck = Cgck =—Yex

olur. Bunlan (3.18) ifadesinde yerlerine yazarsak, (3.16), (3.17) probleminin ¢dziimi,

U (t) = @i cos 2akt o l/)ck sin 2akt o f fer () sin 2ak(t — t)dt (3.19)

(k = 1, 0)

olarak bulunur.

Benzer yolla {i¢iincii denklem ig¢in,

Ugie(6) + a?(2k)?Ugi () = farc () L (3.20)
Usk(O) = Qsk » U;k(o) =Ys , (k=1,00) (3.21)

probleminin ¢éziimiinti,
Ug (£) = @g cos 2akt + —l,lisk sin 2akt + — f fe(T) sin2ak(t —t)dt  (3.22)

seklinde bulunur.

Boylece, sonsuz sayida sabit katsayili ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklem
iceren (3.9)-(3.10) probleminin ¢dziimii i¢in (3.15), (3.19) ve (3.22) formiillerini elde
etmis oluruz. Bunlar1 (3.4) esitliginde yerlerine yazarsak, bigimsel olarak, (3.1)-(3.3)

probleminin ¢éziimiinii,

Utx) = 500 + 390t +3 J, (¢ = Dfo(@dr
+ ey {[(pck cos 2akt +t oo zpck sin 2akt tox f ferx(T) sin 2ak(t — T)dT] cos 2kx

[(psk cos 2akt o ¢sk sin 2akt +o— f fsi () sin 2ak(t — T)d‘[] sin 2kx} (3.23)

seklinde buluruz.
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Bulunan ¢6ziim formiiliinii ¢, ¢ ve f fonksiyonlarinin Fourier katsayilarina gore

Ut,x) = %(po + Y1 [(@ck cos 2kx + g sin 2kx) cos 2akt] +
%wot + Z,‘leﬁ [(Wk cos 2kx + g, sin 2kx) sin 2akt] + %fot(t — 1) fo(D)dt +

Vet ﬁ [fot(fck (1) cos 2kx + fo () sin 2kx) sin 2ak(t — T)d‘[] (3.24)

seklinde gruplayip, sozii edilen katsayilarin ifadelerini yerlerine yazdiktan sonra, gerekli

yer degistirmeler yaparsak,

V[

U(t,x) = —f (p(f) Z(cos 2kécos2kx + sin 2késin2kx)cos2akt|d& +
0 k=1
f Y(¢&) t + Z Sak (cos 2kécos2kx + sin 2késin2kx) sin 2akt | d& +

.ff f(t, [— + Z (cos 2kécos2kx + sin 2késin2kx) sin 2ak(t — T)] dédr

veya

+ z cos 2k(¢ — x)cos2akt

k=1

27 |
Ut == [ 0@ |5

0

dE +

1 v 1 _
§t+zﬂc052k(f—x)sm2akt dE +

%jw@)

2 o o F@ ) [EE+ By —cos 2k (¢ — x)sin2ak(t — 1) dédr (3.25)

olmak tizere (3.1)-(3.3) probleminin ¢6ziimiiniin daha basit seklini elde ederiz. Burada,

o)

+ Z cos 2k (& — x)cos2akt = Gy(t, & — x),

N =

1 v 1 .
St+ ;ﬁcos 2k(é —x) sin2akt = G(t,& —x),
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t—1
2

o 1
+ZﬂCOSZk(E —x)sin2ak(t—1)=G({t—1,& —Xx)
k=1

isaretlemelerini kabul edersek, ele alinan (3.1)-(3.3) probleminin aranan ¢dziimiinii

s s

2 2
Ut == [ 6ol =09 + 2 [ 60§ —0wpE)ds +

0 0

2 16t =1, — 0)f (1,8)dEdr (3.26)
seklinde de yazilabilir.

(3.1)-(3.3) probleminin bigimsel olarak bulunmus ¢6ziimiinin (gerek (3.23),
gerek (3.25), gerekse de (3.26) seklinin), belli kosullar dahilinde problemin tiim
kosullarini sagladigi denenmistir.

Kaynak fonksiyonu diye adlandirilan Gy(t, & —x),G(t,§ —x),G(t —1,& — x)
fonksiyonlarmin ifade ettikleri serilerin diizgiin yakinsak olmadiklari, bu yiizden de
terim terim diferansiyellenemezligi aciktir. Bu serilerin s6zii edilen 6zelliklere sahip
olmasi igin, baslangi¢ verilerinin bazi kosullar1 saglamasi gerekmektedir. Fonksiyonun
diizgiin yakinsak Fourier serisine agilabilirlik kosuluna dayanarak, asagidaki teoremin
dogrulugu sdylenebilir.

Teorem 3.1. ¢(x) € C3[0, 7], Y(x) € C?[0,m] ve Vt € [0,T] i¢in f(t,x) € C?[0, ]
olup, ¢(0) = ¢(m), ¢'(0) = ¢'(m), P(0) =P(m), f(t,0) = f(t,m) uyum kosullart

saglandiginda, (3.1)-(3.3) probleminin tek ¢éziimii var ve (3.25) formiilii ile ifade edilir.

Boylece, belli kosullar dahilinde (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziim formiili, (3.23)
veya , (3.25) veya (3.26) formiilii olmak iizere genel sekilde bulunmus olur. Bu ise
teoremin kosullarin1 saglayan istenen f(t, x), ¢(x),(x) fonksiyonlari i¢in (3.1)-(3.3)
probleminin ¢6ziimii dogrudan yazilabilir demektir. Somut 6rnek ¢oziimiinde ¢6zim
serisinin, istenen kesinlige bagl olarak n. kismi toplami, s6z konusu problemin yaklasik
¢Ozlimii olarak alinabilir ve yapilan hata degerlendirilebilir. Bu bizim konumuz disinda

olmak iizere ayr1 bir inceleme konusudur.
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Ornek1.4..D ={0 <t <T < 0,0 < x < m} bolgesinde,

Ut = Uy = tx(m — x)

U(0,x) = sin 2x
U:(0,x) = sinx

U(t,0) =U(t,m)
Ux(t,0) = Uy(t, ) B

problemini ¢oziiniiz.
O Once, verilen denklemin baslangi¢ verilerinin, yani f(t,x) = tx(m — x), @(x) =
sin 2kx  ve Y(x) = sinx fonksiyonlarinin, [0,7] araliginda (3.6) ortogonal

fonksiyonlar sistemi lizere Fourier katsayilarini bulalim (S6z konusu baglangi¢ verilerin

x2

Teorem 3.1’in tiim kosullarin1 sagladigi agiktir):
T
—th 2y dx = 2t ' —ﬂzt-
fo_n (xm x)X—nﬂ2 O =3t
0

”) 2 <x3
o w\ 3
T

A s
2 2
fex =Etj(xn—x2)c052kxdx =t T[jXCOSZkXdX—]XZCOSkadX
0 0 0

s s
= 2 ™ in 2kx|7 ”f'de le2k|’f+1f in 2kx d
= —t| 5psin 2kx[§ — o | sin 2kx dx ——-sin 2kx|§ + - | x sin 2kx dx
0 0
[ T
2 1 - 1 X = 1
=Et Wcoskal0 +E —ﬁCOSZkﬁdo +ﬁjc052kxdx =~
i 0
2 A 2 T[ T[
fek =;tf(xrr—x2)sin2kxdx=;t 7fosin2kxdx—fx2 sin 2kxdx
0 0 0
Y s
2 =™ cos 2kl — - [ cos 2k dx + X cos 2k 1[ 2kx d
=— 57, €0 2kxlg — = | cos 2kx dx + —-cos 2kx|§ — - [ x cos 2kx dx
0 0
s
P B S PRI |”+1f'2kd =0
= 5t | g sin2kxls + o [ sin2kxdx || = 0;
0
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V3
2 2
Qo = ;f sin 2x dx = —ECOSZxI’J =0;
0

2
Pck = p sin 2x cos 2kxdx = 0

O\:‘

s
2 . (0, k#1
gosk—;fngxstkxdx—{L k=1’
0
T
_Zf iy dy = 2 |”_4
t,bo—n sinx dx = 7Tcosx =
0
i
2 (. 21 (" )
Ve = ;f sinx cos 2kx dx = p- Ef [sin(1 + 2k) x + sin(1 — 2k) x] dx =
. 0
4 1
m(2k)2 -1’

i
2 21 (™
Yo = Ef sinx sin 2kx dx = - Ef [cos(1 — 2k) x — cos(1 + 2k) x] dx = 0.
0
0

Buldugumuz katsayilar1 (3.24) esitliginde yerlerine yazarsak, aranan c¢oziimiin seri

seklini elde ederiz.

2 1 4 1
U(t,x) = sin2xcos2t + ;t + ;ﬁ (—;(21{)—2_1 cos 2kx> sin Zkt] +

t

j(t—r)—rdr+ i J ——cos 2kx) sin 2k(t — t)dt

0

2w coskasinZkt_l_anJ . 4
w L k@2 -1] 23 (t=ordr
= 0

[e%) t
zcos 2kxj n 2k(t — O)d
e Tsin T)dt
k=1 0

2
U(t,x) = sin2xcos2t + p- t

2
U(t,x) = sin2xcos2t + gt - = +—|t

0 t
2 cos 2kx sin 2kt  m? f
2 _

L k[(2k)2 — 1] 6 J
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e t t

cos 2kx | )
—Z e sin Zktfrcos 2kt dt — cos Zktjsm 2kt dt

k=1 0 0

Ut x) = sin2 2t+2t 2 coskasinZkt+n2 tTZ 73
(t,x) = sin2xcos2t + 2t == L k@0 =1] 6\ 2], 2

t

Zcoska in 2kt T 2kt 1.[‘ 2kt d

2, 3 sin stm Tl T sin 2kt dt
= 0

t
T 1
— cos 2kt 55, €08 2k} +ﬁfcos 2ktdr
0

, 2 w23 2~ cos 2kx sin 2kt
U(t,x) = sin2xcos2t + Et +——

- 2 _
36 nk=1 k[(2k) 1]
icos 2kx< t sinZkt)
2k3 \2k  (2k)?

=1

Bulunan ¢6zlim serisinin ele alinan bdlgede diizgiin yakinsakligi agiktir.@
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada tiirdes olmayan hiperbolik denklem igin devirli sinir kosullu
karisik problemin Fourier yontemi ile incelenmesi ele alinmis ve problemin ¢éziimiiniin
varlig1 ve tekligi ile bagli baslangi¢ verilerini saglamasi gereken kosullar1 belirlemenin

yant sira, ¢éziimiin seri sekli bulunmusg ve somut 6rnekle agiklanmigtir.

Ele alinan problemin ¢6ziimii seri seklinde bulundugu ve serinin somut olarak
toplaminin her zaman bulunmasi imkéansiz oldugundan, bu serinin toplami yerine
yaklasik olarak onun n. kismi toplami alinabilir. Bu durumda istenen kesinlige bagl

olarak yapilan hatanin degerlendirilmesi gerekir. Bu ise ayr1 bir inceleme konusudur.
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