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OZET

KOMPLEKS MERTEBEDEN YILDIZIL ve KONVEKS FONKSIYONLAR

Anmll DEMIRBAS

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Dog¢. Dr. Kadir KUTLU

Bu calisma esas olarak, geometrik fonksiyonlar teorisinde onemli yer tutan yalinkat
fonksiyonlar sinift ve onun alt siniflarini inceleme temeline kurulmustur. Bu tez iki
boliimden olugsmaktadir. Birinci bdliimde; D agik birim dairesinde analitik ve yalinkat
olan fonksiyonlarin S smifi olusturularak bu sinifa ait olan fonksiyonlarin gesitli katsay1
ozellikleri, “distortion” ve “growth” teoremleri, P sinifi ve bazi 6zelikleri verildi.
Ayrica yildizil ve konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar yardimiyla tanimlan
yalinkat fonksiyonlarm tamimlari ve bazi teoremlere yer verildi. Ikinci béliimde Sj (M)
ve C, (M) fonksiyonlar siniflar1 tanimlandi ve bu siniflara ait katsay1 esitsizlikleri, iki
sinif arasindaki fonksiyonel bagmtilar, S;(M) nin yildizillik yarigapt ve C,(M) nin
konvekslik yarigap:t verildi. Her iki smifa ait ekstremel yani D, yi yildizil (veya

konveks) bir bolgeye doniistiiren “en genis” fonksiyonlar verildi.

2015, 55 sayfa
Anahtar Kelimeler: Yalinkat fonksiyonlar, yildizil ve konveks fonksiyonlar sinifi,
kompleks mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar smifi, (Janowski) fonksiyon

sinifl.



ABSTRACT

STARLIKE AND CONVEX FUNCTIONS OF COMPLEX ORDER

Anmll DEMIRBAS

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic
Master Thesis
Supervisor: Dog. Dr. Kadir KUTLU

This work is based on the study of the class of univalent functions and its subclass
which plays a important role in geometrical functions theory. This thesis consists of two
parts. In the first part, constructing the class S of functions which are analytic and
univalent in the open unit disk D, some properties of coefficients, distortion and growth
theorems of this class, the class P and its some properties are given. Moreover the class
of starlike and convex functions and the univalent functions defined by those functions
are defined and their some properties are given. In the second part, the classes of S, (M)
and C, (M) are defined and their coefficient inequalities, extremal functions and the

radius of starlikeness and convexity are given.

2015, 55 pages
Keywords: Univalent functions, class of starlike and convex function, class of starlike

and convex function of complex order, class of Janowski functions.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DiZiNi

R Reel sayilar kiimesi

C Karmagik sayilar kiimesi

D, Orijin merkezli r yarigaph daire

D Birim daire

S Normalize yalinkat analitik fonksiyonlarin sinifi

D* Birim dairenin dis1

D D* bolgesinde taniml1 analitik ve yalinkat fonksiyonlarin sinifi
o Y. smifindaki wy = 0 degerini almayan fonksiyonlarin sinifi
A(D) Birim dairede analitik fonksiyonlarin sinifi

Ref f fonksiyonunun reel kismi1

Imf f fonksiyonunun sanal kismi

P Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

S* Yildizil fonksiyonlarin sinifi

K Konveks fonksiyonlarin sinifi

S*(a) a mertebeli yildizil fonksiyonlarin sinifi

K(a) a mertebeli konveks fonksiyonlarin sinifi

S*(1-b) (1 — b). mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi

C(b) b. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi

Sp(M) b. mertebeden Yildizil Janowski fonksiyonlar sinifi

C,(M) b. mertebeden Konveks Janowski fonksiyonlar sinifi

Vil



1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

Tek kompleks degiskenli analitik fonksiyonlarin incelenmesinde temel amag;
ortaya atilan fonksiyon sinifinin Taylor a¢ilimindaki a, katsayisina ait modiiliin st
smirint bulmak, fonksiyon siifina ait distorsiyon teoremlerini, yildizillik ve konvekslik
yarigaplarini vermek ve Koebe bélgelerini ifade etmektir. Sunulan bu tezdeki amag
birim diskte analitik, yalinkat ve f(0) = f'(0) — 1 =0 sartiyla normallestirilmis
fonksiyonlarin olusturdugu S sinifinin ve onun bazi alt simiflarinin birtakim 6nemli
ozelliklerini incelemek ve kompleks mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar
sinifinin bir alt (Janowski’) smiflart ile ilgili katsay: esitsizlikleri, distortion ve rotasyon

teoremleri ile konvekslik ve yildizillik yarigaplari iizerine aragtirma yapmaktir.
1.2. Literatiir Ozeti

Geometrik fonksiyonlar teorisindeki en giizel konulardan biri de yalinkat
fonksiyonlar teorisidir. Bu konunun temeli Koebe'nin 1907 de yayimladigi makalesi
(Koebe 1907) olup, bunu 1914 de Gronwall 'in alan teoreminin ispati1 (Gronwall, 1914)
ve 1916 da Bieberbach'in normallestirilmis yalinkat fonksiyonlarn ikinci derecede
katsayilar1 i¢in sonucu ve onun Ozellikleri izlemistir (Bieberbach, 1916). Kompleks
diizlemin basit baglantili bir has alt kiimesini birim diske konform olarak tasvir eden bir
donlisim varligi Rieman doniisiim teoremi olarak bilinir. Bu nedenle keyfi basit
baglantili bolgeler lizerinde tamimlanan yalinkat fonksiyonlarla c¢alismak cogu kez
kolayliklar saglar. Yalinkat fonksiyonlar {izerindeki ¢alismalar, D = {z: |z| < 1} birim
diskinde analitik ve f(0) = f'(0) —1 = 0 sartiyla normallestirilmis fonksiyonlarin
olusturdugu bir S smifi tizerinde yogunlasmistir. 1907 de Koebe, S sinifina ait

fonksiyonlar altinda D = {z € C:|z| < 1} birim diskinin goriintiisiinii incelemis ve
D birim diskinin f € S altindaki goriintiisiiniin sinir1 olan df (D) orjine uzakliginin %

den kiiciik olamayacagini ispatlamistir. 1916 da Bieberbach tarafindan ileri siiriilen

'Bu tiir fonksiyon smiflart ilk defa W. Janowski tarafindan incelendiginden bu ismi vermeyi uygun
gordiik (Janowski, W. 1970).
1



z € D olmak tizere f € S fonksiyonu f(z) = z + Y7, a,z" bigiminde bir (normalize)
Taylor agilimina sahipse n = 2,3, ... i¢in |a,| < n Onermesi uzun yillar matematikgileri
mesgul eden bir problem olmus ve nihayetinde 1985 yilina kadar ispatlanamayan bu
sonug de Branges tarafindan ispatlanmistir (de Branges, 1985). Bieberbach teoremin en
onemli sonuglarindan birisi de S smifina ait bir f fonksiyonu i¢in |a,| < 2 sonucunu

kullanarak Koebe tarafindan verilen ve distortion teoremleri olarak bilinen |f(z)],

If'(2)| , |Z}c(g) nin smirlarinin elde edilmesi problemidir. Bieberbach tahmini de

Branges tarafindan ispatlanmasina kadar problemin ¢oziimii ile ilgilenen matematikgiler
S sinifinin bazi alt siniflarini tanimlamak suretiyle bu alt siniflara ait fonksiyonlarla
ilgili ilging baglantilar elde etmislerdir. Bu alt siniflarin en 6nemlilerinden bazilari
yildizil, konveks, konvekse yakin, a-konveks fonksiyon siniflardir. Bu alt siniflarin

cogu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir.
1.3. Yalinkat Fonksiyonlar

Tanmim 1.3.1. Bir f(z) fonksiyonu verilsin. z;,z, € D olmak fizere f(z;) = f(z,)
olmasi z; = z, olmasm gerektiriyorsa f(z) fonksiyonuna D boélgesinde yalinkat
fonksiyon denir.

Ornegin; g(z) = gve a,b,c,d € Cve ad — bc # 0 olmak iizere f(z) = % doniisiimii
birer yalinkat fonksiyondur. Oysa f(z) =0 ve f(z) = z? fonksiyonlar1 yalinkat
degildir. Bu calismada, en az iki siir noktasina sahip basit baglantili diizlemsel bir D
bolgesi yerine Riemann Doniisiim Teoremi geregi, ona konform olarak denk olan
D = {z € C:|z| < 1} acik birim dairesi alinacak. D birim disk ve g(z) fonksiyonu da D

de analitik ise
g(z) = by + byz + byz? + -+ = ¥ byz" (1)

biciminde Taylor agilimina sahip bir g analitik yalinkat fonksiyonu igin,

gD b _ f(2), bn a,, n=23,..
b, b,



yazilirsa,

f2)=z+az*+azz23+ - =z+ Y5 ,a,z" ()

fonksiyonu da D de analitik ve yalinkat olur.

Tamm 1.3.2. (1.2) formundaki bir fonksiyona normalize edilmis fonksiyon denir.
Tanmm 1.3.3. D = {z € C: |z| < 1} birim diskinde analitik ve yalinkat olan f(0) =
f'(0) — 1 = 0 kosullarini saglayan fonksiyon D diskinde

f(2) =z + X3, anz™ ©)

biciminde bir Taylor acilimina sahiptir. Bu tiir fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

Z

(1-2)2
fonksiyonu S deki en 6nemli fonksiyonlardan bir tanesidir. Buna Koebe fonksiyonu

Ornek 1.3.4. k(z) = (z e D)

denir. Bu fonksiyon D birim diskini kompleks diizlemde negatif reel eksen tizerindeki

(—OO, - ﬂ aralig1 ¢cikarilmig bolgeye bire bir doniistiiriir.

1+

w(z) ===, g(z) =w?(2) , f(2) = 1 (g(2) — 1)

fonksiyonlarin1 goz Ontine alalim.w(z) fonksiyonu D bolgesini u > 0 yar1 diizleme
doniistiirdiigii gortilebilir.

Gergekten z = x + iy denilirse;

. 1+x+iy

wx l =

tiy) =17,
_ (4x+iy)(A-x+iy) _ -x*-y°+1 . 2y

=u(x,y) + iv(x,y) olup

T (A-x—iy)(1—x+iy)  x2+y*—2x+1 X2 +y?-2x+1

—x?—y?+1
(1-x)%+y*’

2y

— elde edilir.
(1-x)"+y

u(x, y)= v(x,y)=



|z| < 1ya dax?+ y? < 1 oldugundan u(x,y) > 0 olmak zorundadir. Bunu asagidaki

sekilde gosterebiliriz.

y w(z)

a
<

S [ ——

Sekil 1. w(z) fonksiyonunun D boélgesini u > 0 diizlemine doniigtiirmesi

Gortildiigii gibi xy-diizleminde z’ler birim diskte degistikge w-diizleminde u’lar pozitif
olmak zorunda yani Rew > 0 olmak zorunda. g(z) fonksiyonu ise sag yar1 diizlemi tiim

diizleme dontstiiriir. f(z) diizenlenirse,
1

HOEHCOERY

— 1 2 1

=W -1

-262 -

. Z
- (1-2)?

bulunur. Bu ise Koebe fonksiyonudur.



Sekil 2. Koebe fonksiyonunun goriintiisii

Tanmm 1.3.5. S sinifindaki f(z) fonksiyonu

f@)=z+az>+azz3+--=z+ 37 ,a,z"

agilmima sahiptir. Bieberbach, n > 2 i¢in |a,| <n oldugunu ifade etmistir. Bu

esitsizlik Bieberbach tahmini olarak adlandirir.



Teorem 1.3.6. f € S olsun. Bu durumda

[00]
f(Z_)=2+a_222+---=2+Za_nZ”

n=2
e Of(e®z) =z+ Z a,e!™ 10 zn. g e R,
n=2

rif(rz) =z+ Y a1z, 0<r <1,

1

V@R = <Zk + anzkn>
2

n=
= 7+ 2750 4 — (2kas — (k — 1)a)z?**L, k =23, .

fonksiyonlar1 da S sinifina aittir.

Teorem 1.3.7. S smifi asagidaki doniisiimler altinda korunur.
f( 2170 )—f(Zo)

1+Zpz
(1=1z0|2)f (z0)’
II. Bolge Doniisiimii: f € S ise ¢: f(ID) — C fonksiyonu analitik ve f(ID) de yalinkat

. (pof)(2)—p(0)
ise g(z) = LIS,

I. Disk Otomorfizmi: f € Sise, g(z) = |zo| < 1,

III. Thmal Deger Déniisiimii: f € Sve f(z) #v ise g(z) = % fonksiyonlar1 S
Y

siifindadir.



Teorem 1.3.8. f:D - f(D) konform bir doniisiim ve f(0) = 0 ve f'(0) > 0 olacak
sekilde bir konform doniistim olsun. Ayricaz € D, a; € Rve

a; > 0 olmak iizere f fonksiyonun
f(Z) =a12+a2Z2+a3Z3+--- (4)

bigiminde bir Taylor agilimina sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda f(ID) nin

alam A ( f (]D))) ile gosterilirse,

A(f(D)) = n Zr_qnlag|® Q)

Ispat: w = f(z) fonksiyonu D bdlgesinde analitik ve yalinkat oldugundan Cauchy-

Riemann denklemlerini gergekler. Bu ise

] d v 0 a
W:f(Z):u(x,y)+lv(x,y):>£:£’£:_£ 6

Denklemlerinin saglanmasi demektir. Diger taraftan analitik bir f(z) fonksiyonunun

tirevi

gy = P 00 O v u ou_ dv v
f(Z)_ax-I_lax_ lay ay_ax lay_lax ady (7)

esitlikleri ile verilebilir. (7) esitsizliklerinin kullanilmasi ile
ror=E)+G) =G +G) =6 +G) @

esitligi bulunur.

Diger taraftan Alan f (D) ifadesi
A(f ) = [f; ) dudv (©)

ile verilir.



Ayrica ¢ok kath integrallerdeki ki degisken doniisiimii gbz Oniine alinarak Cauchy-

Riemann denklemlerinin kullanilmasi ile

du Jdu
o(uw,v) |ox ay| oudv oudv
a(x,y) |ov ov|” axay ayox
dx dy

_ Ouodu ( av)av_(au)2+(6v)2_| ‘DI
~ 0x 0x dx/dx  \ox ox) iz

u=ulxy),v=vxy =

esitsizligini buluruz. Dolayisiyla (9) esitsizligi

Ju OJu
dx Jdy N2
A(f(D)) = dudv= || |5 o7 ldxdy = ||If'(D)|*dxdy
f(D) D a @ D

bulunur.
A( f (]D))) = fD| f'(2)|? dx dy seklinde idi. Buradan kutupsal koordinatlara gegersek;

x=rcosB,y=rsinfd,0<r<1

z=re, dxdy =rdrde, 0<6<2m

olur.

Ayrica; |f (2% = f'(2)f'(2), f(2) = £%.0 anz™, f'(2) = 32, na,z" kullanarak

2

A(f(D)) =ﬂ|f’(z)|2dxdy=flf If' (rei®)|*r dr do
D 00

= [, [T f'(re'®) f'(rei®) r dr d6

21

1 oo [e%)
=ff <Z nanr”‘lei(n‘1)9>(z mmrm‘le‘i(m‘1)9>rdrd9
00

8



2T

1
00
(00} 1 oo
:27T< %n2|an|2r2n>|(1) :T[ananlz
n=1

n=1

[ee]
2 n?|a, |?r2"1 dr

n=1

NgE

1
nZ|a, |2r2®™Vr drdo =f27r
1 0

S
1l

bazen birim daire yerine birim dairenin disim1 almak kullanishi olabilir. O halde
asagidaki tanimi verelim.

Tanmm 1.3.9. D * = {w: 1 < |w| < oo} bdlgesi tizerinde
bl bz o0 bn
g(w)=W+b0+;+ﬁ+---=w+b0+2n=zw—n (10)

biciminde taniml1 yalinkat fonksiyonlarin sinifin1 Y ile, bu sinifa ait olup wy = 0 degeri
almayan fonksiyonlarin sinifini ise Y, ile gosterelim. Buna gore };q € ), ve Y siifina
ait her bir fonksiyonunun D * bolgesinin kompakt ve baglantili bir bolgenin tiimleyeni
lizerine doniistiirdiigii agiktir.

Ayrica, S sinifi ile Y sinifi arasinda yakin bir iliski mevcuttur. Gergekten, f € S ise
1 (azz—ag)
7) = —y—q, 422 7%) 11
g( ) f(%) 2 7 ( )

fonksiyonu Y, smifina aittir.

Tersine, g € Y, ise

f(z) = =z—coz?+ (co®> —c)z3 + - (12)

1
e(z)
fonksiyonu da S sinifina aittir. Eger k(z) € S Koebe fonksiyonu goz 6niine alinirsa,

g&)=j5=z—2+§ (13)

z



olup, g fonksiyonu ID * bolgesini C — [—4,0] bdlgesi lizerine konform olarak doniistiiriir
(Sekil 3).

A
/0\ )

> U
-] ] -4 0
Sekil 3. k(ID*) goriintii bolgesi
Teorem 1.3.10. ¢ € Y fonksiyonu (10) bagintisiyla verilmis ise
Tr=inlbal® <1 (14)

dir.

Sonug 1.3.11. ¢ € ) fonksiyonu (10) tipinde verilmis olsun. Bu taktirde |b;| < 1 dir.
Esitlik, (&) = £ + by + €971, 6 € R, fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ustelik, |€] > 1 i¢in @(0) # 0 ise, |by| < 2 dir.

Esitlik, (&) = & + 2e'® + e2¢&~1 o € R, fonksiyonu iginde gegerlidir.

Teorem 1.3.12. f € S fonksiyonu z € D i¢in f(z) = z + Y.;—, a,z" bigiminde verilmis
ise, |a,| < 2 dir.

Esitlik; f(z) = kg(2) =

z
(1—ei92)2

fonksiyonu icin gegerlidir.

e

¢ fonksiyonunun Laurent a¢ilimini kullanarak

Ispat f € Siise, |€] > 1i¢in @(&) = € Y dir. Ustelik, |&] > 1 icin (&) # 0 dur.

P =¢ -+ Nl g = a+g+- (15)

10



bi¢iminde olup Sonug 1.3.11. den |a,| < 2 elde edilir.
Teorem 1.3.13. f € S fonksiyonu z € D i¢in f(z) = z + X5, a,z" biciminde verilmis
ise, Vn > 2 igin, |a,| < ndir.

Esitlik, f(2) = kg(2) = ﬁ bigimindeki Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlari
—ellz

icin gegerlidir (de Branges, 1985).
Teorem 1.3.14. f(z) € Solsun. |a3 — a3| < 1 dir (Bieberbach, 1916).
1 (az?-as)

Ispat g(2) = e =z—a,+

Z

+ --- € ¥ oldugundan |b;| = |a% — a3| < 1 dir.

Teorem 1.3.15. (Koebe 4 Teoremi) f € S ise f(ID) D Dy, diir. Bu sonug
Z
f(2) =ke(2) = e

% Koebe fonksiyonu i¢in kesindir.
z

Ustelik, N es f (D) = Dy, dir.

Onerme 1.3.16 f € Sve z € D olsun.

zf"(@) _ 20zl | _ _4lz|

'@ 1-1z]2l 7 1-|z|? (16)
dir.
Teorem 1.3.17. (Distortion) f € S ve z € D olsun.
1—|Z| 12 1+|Z|
< <
arzpr = N DI = g 17)
dir.

ispat weECicinw <rise —r < Rew < 7, —r < Imw < 7 ve Onerme 1.3.16. dan

2f!"(z) _ 2lz)? 4lz|

o orrl S e oldugundan
4z zf"'(z) 20z _  4lz]

1-|z|2 = '@ 1-|z|? = 1-|z|? (18)
olur.

ou(z) _dudz du _ f'"(2) dz _ 9. .
o wapa @ ap
11

z =e'?, ¢%logf'(z) alalim.



da vy = 1@ e _ @

IP—logf (2) =v— (10ng (2)| + iargf'(2)) =

'@

d '
Yo loslf ()] = Rezf()

i ! _ f”(Z)
lp dl[) logf (Z) - f’(Z)

bulunur. (21) i (18) de yerine y alarak yazarsak;

2% —41p 2% +41p
T <yologlf (@) < P

21/;+4

Burada v iizerinden (O, r) araliginda integralini alirsak;

T 2Y+4

24 ,
Jy ady <loglf ()] < [y 55

dy

elde edilir. Buradan;

- 1—7r
~ O )3

r

J2¢+4 dy = J E: ¢.|.f1_4¢2d1/)_—log(l—r2)+10g<
0

1+r
= log—(1 ~ )

12

2 [o4
l/:’bzdlp—fl_—i’bzdt/): —log(l—rz)—log<
0

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



elde edilen sonuglar (25) de yerine yazilirsa

1-r , 147
log5s < log|f'(2)| <log o

(26)

1+7r

< I < 5 @7)

(1+r)3 —

1-r

elde edilir.

Sonuc 1.3.18. f € Siise, her z = re'® € D igin

2f"(@)
'@

2r2 + 4
< ,
1—17r2

., 22+ 1)
If"(2)| < a=r*

2r? — 4r < e{zf”(z)} < 2r% + 4r
f'(z) 1—7?

dir. Her ti¢ bagint1 da f(z) = kg(z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.
Teorem 1.3.19. (Growth) f € Sve z € D olmak tizere

|z|

|z
e = VD= G0 (28)

dir.
Ispat z = x € (0,1) alabiliriz. Dolayisiyla; f(x) = foxf'(u) du yazilabilir.
Teorem 1.3.17. geregi

1+u

f@I< [y fWdu< [} s du (29)

elde edilir. Burada,

13



fx 1+u __J-x du fx du x
0 1-w3  Jo (1-w? 0 (1-w)3  (1-x)2

X

@< (30)

elde edilir.

Alt sinir igin bakalim. |f(2)| 2% ise Koebe’den dolayz;
(1-1zD?>0=>1-2|z|+|z]*>0

=1+ 2|z| + |z]? > 4|z|

= (1+|z])? > 4|z]

1 |z|

S>>
47 (1 +|z)?

> (D)) 2 (31)

bulunur.
If (2)| < i ise zeD, f(z) =wEe E,O] Teorem 1.3.15. gore

dist(O, (')f(]D))) >- [0,w] arahigi tamamen f(D) dedir. Yani D nin f altindaki

1
4
goriintlisii igindedir.
y,ID de 0’1 z’ye baglayan c egrisi olsun. y: [0, w] — D siirekli fonksiyon y(t) = f(t)

0 <t < w seklinde tanimlayalim.

f@=w= [ @)y ©d =[Oy ®lde = [If©lldg]
Teorem 1.3.17. gore,

F@] = LI ONdg] = [} 2 du = L elde edilir.

(1+u)3

Burada f'(y(t))y'(t) negatif olmayan deger olarak alindu.
14



Teorem 1.3.20. f € S vez € D ise

1-|z| zf'(2) 1+|z|
1+zl — I f@ | = 1-|z (32)
dir.

Ispat f €S vez € D olsun. Te(z) = % konform doniisiimii D yi D ye dondstiiriir.

f(Te@) - £©)
CERIHG)

Ff(Z) =

disk otomorfizmas: S dedir. Sonu¢ 1.3.18. den z yerine —¢ alirsak |—¢&| = |&]| olur.

Buradan;
H B H
e S 1Ol = 0 (33)
Fo(—£) = F(Te=9)-r@® To(—8) = 54 _
§ T a-Ere S R E

Fe(=8) = SO-7E) f € S oldugundan f(0) = 0 dir.

=11’
F:(=8) = @) (33) esitsizliginde yerine yazarsak
d a-1E1 @’
6l | S® | el (34)

@+1ED2 — 1A-1E1D)r O — (1-1ED?
(30) de & yerine z yazarsak;

lzl f(2)

||
(a+lzD? = 1a-1z1®)f () (35)

— (a-1zDh?

1—|z|?
|

z|

elde edilir. (31) de her iki tarafi

carparsak;

15



1-|z| f(2) 1+|z|
1+lz] = lizlF@| = 11z (36)
olur. Buradan ;

zf'(2) 1+|z|

@ | = 11z (37)
zf'(2) 1—-|z|

2 ) s =2

@ | = 1420 (38)
elde edilir. (37) ve (38) den
1-|z| zf'(2) 1+|z|
14zl = 1 f@ | = 11zl (39)
elde edilir.

1.4. Pozitif Reel Kistimh Fonksiyonlar

Tanimm 1.4.1. D = {z: |z| < 1} bolgesinde tanimlanmis analitik ve

P(z) =1+ pyz + p,z?% + - Taylor agilimma sahip,

P(0) =1, Re P(z) > 0 kosullari1 gerg¢ekleyen P(z) fonksiyonlarindan olusan kiimeye
Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar Sinifi denir. Bu ayrica Carathedory Sinifi olarak

da adlandinlir.

Teorem 1.4.2. w = f(z) = g fonksiyonu D = {z: |z| < 1} birim diskini Rew > 0

sag yarim diizlemi {lizerine resmeder. Bu f(z) = g (Mobius) fonksiyonu P sinifinda
merkezi rol oynar.

Teorem 1.4.3. f, fi, f> € P ise asagidaki fonksiyonlarda P ye aittir.

. g(2) = f(e'“z), a reel,

I1.g(2) = [f(2)]' veyag(z) = f(tz), -1 <t < 1,

1. g(z) = }%

IV.g(2) = [f@DI"[fD]?, r,m, >0, + 1, < 1,

16



z+A

V.g(z) = %[f (1_12) - ib], fFQ) =a+ib, 1] <1,

_ f@)+ib
Vl. g(z) = b/ D) b eR

Tanimm 1.4.4. f,g € A(D) olsun. Her z € U i¢in, f(2) = g(w(z)) esitsizligini saglayan
w(0) =0 ve |[w(z)| <1 o6zelliginde w € A(D) fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g

fonksiyonuna sabordine denir ve bu durum f< g bigiminde gosterilir (Sekil 4).

Sekil 4. f<g Sabordinasyon prensibi

Teorem 1.4.5. f € A(D) olsun. Bu takdir de, D de Ref(z) = 0 olmasi igin gerek ve
yeter sart,

21 1+ze it .
f@) = Jy" oz du(t) + ilm £(0) (40)
olacak sekilde [0,27] tizerinde tamimlh u(2m) — u(0) = Re f(0) 6zelliginde azalmayan
u fonksiyonu vardir.

Sonu¢ 1.4.6. f € A(D) ve f(0) =1 olsun. Bu takdirde f € P olmas1 i¢in gerek ve
yeter sart D de

F@) = [T du(o) (41)

1_

olacak bigimde ve w(2m) — u(0) = 1 6zelliginde [0,27] araliginda tanimli azalmayan

bir u fonksiyonu vardir.

17



Teorem 1.4.7. f € P ise, z = re' igin

1-r 1+r
—_—< < —
1+r — |f(Z)| T 1-r

(42)
dir. Esitlik, @ € R olmak iizere P(eiez) fonksiyonu i¢in gecerlidir.

1+w(z)
1-w(z)

Onermesinin sartlarini saglayan bir w fonksiyonu vardir.

Ispat f € P ise, z€ D icin f(2) < P(2) ve f(2) =

olacak sekilde Schwarz

1+w(z)
1-w(z)

1+|w(2)| 1+|z| _ 1+r

~1-w@)| ~ 1-|z|  1-r

f (2 =]

elde edilir. Teorem 1.4.3. den bu son esitlik %EP fonksiyonu i¢in de gecerli

oldugundan, g < |f(2)| bulunur. Boylece (42) esitsizligi elde edilmis olur.

Aciklama 1.4.8. (42) esitsizliginin her tarafindan

1+7r?
= cikarilirsa,

fePvez=re? €Digin
1+72 2r

<
1-r2] — 1-r2

f(2) - (43)

2

bulunur. Bu f(z) degerler kiimesinin merkezi i:z ve yarigapi 122 olan kapal1 daire
icinde bulunmas1 anlamina gelir.
y /\ %
A A
G

77 0 Jr |7 °F 0 1= YIS Tir
T+r 1-1° I-r

Sekil 5. C, ve dD, nin goriintiisii

18



1.5. Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Tamim 1.5.1. A c C olsun. Eger sabit bir wy € A noktasini, her bir w € A noktasina
birlestiren dogru pargasi A i¢inde kaliyorsa, yani her t € [0,1] i¢in (1 — t)wy +tw € A
ise, A kiimesine w, noktasina gore yildizil kiime denir.

Eger biitiin wy, w, € A noktalarin1 birlestiren dogru parcasi A iginde kaliyorsa,
yani her t € [0,1] i¢in (1 —t)w; +tw, € A ise, A kiimesine konveks kiime denir.
Baska bir deyisle, konveks kiime, her bir noktasina gore yildizil olan kiimedir.

Tanmm 1.5.2. z, €D, ={z:|z| <r, 0<r <1} ve f € A(D,) olsun. Eger f
fonksiyonu D, de yalinkat ve f(D,.) bolgesi wy, = f(z,) noktasina goére yildizil ise, f
fonksiyonuna D, iizerinde z, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Orjine gore
yildizil olan fonksiyonlara kisaca yildizil fonksiyon adi verilir. Ayrica f fonksiyonu D,
de yalinkat ve f(D,) bolgesi konveks ise f fonksiyonuna D, iizerinde konveks
fonksiyon denir.

D, dairesinde yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflart sirasiyla, S*(D,) ve K(D,.) ile
gosterilir. Ozel olarak, D de f(z) = z+ Y-, a,z™ bigiminde bir Taylor agilimina
sahip yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflari sirasiyla S* ve K ile gosterilir.

Tamim 1.5.3. T, iizerinde analitik olan bir f(z) fonksiyonu altinda I, nin goriintiisiinii
g0z Oniine alalim. I, bir ¢cember, bir dogru pargasi veya bir baska egri olabilir. Kabul
edelim ki a < t < b olmak tlizere I,, z(t) = x(t) + iy(t) seklinde parametrik denklem
ile verilen bir diizgiin egri olsun. Yalmiz z'(t) = x'(t) + iy'(t) # 0, a < t < b dir.
Burada x(t) ve y(t) reel degerli fonksiyonlardir. T, yonlii bir egridir ve yonii artan
t yontindedir. T, tizerinde analitik olan bir f(z) fonksiyonu altinda I, nin goriintisi I,
olsun ve w, €T, olarak alinsin (Sekil 6). Eger arg(w —w,) fonksiyonu t nin

azalmayan bir fonksiyonu ise, yani;
%arg(w —wy) =0,t € [a,b] (44)

oluyorsa I}, egrisine w, noktasina gore yildizildir denir.
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Sekil 6. Egri Uzerinde Yildizillik

(44) esitsizligi su sekilde yazabilir. Yani (44) esitsizliginin sol tarafi,

d d
—arg(w —wy) = Elmln(w —wpy) =Im {— In(w — wo)}

dt dt
B d dz) f'(z) dz
=Im {Eln(w —Wy) E} =Im {f—(z) — E}

seklinde yazabilir. Boylece I,:z = z(t) egrisinin f(z) altindaki goriintiisiniin wy

noktasina gore yildizil olmasi icin gerek ve yeter sart

f’(Z) '
Im {f(Z)—wO z (t)} =0, te [a, b] (45)

olmasidir.

Eger [, yayinin tegetinin argiimani t nin azalmayan bir fonksiyonu ise I, yayma
konvekstir denir. T, nin tegetinin yonii arg z'(t) dir ve doniistim bu teget vektoriini bir
arg f'(z) agis1 boyunca dondiiriir. Boylece T, egrisinin bir konveks egri olmasi igin

gerek ve yeter sart

%{arg(z’(t)f’(t))} >0,t € [a,b] (46)

olmasidir. Bu esitsizligin sol tarafindaki ifade

= farg(z'(Of' (1)} = = Im[Inz'(t) + In f'(£)]
20



Z"(t) f”(t)
z'(t) f GN

=Im (an &) +Inf’ (t))] Z'(t)

seklinde yazabiliriz. O halde Vz € I, i¢in f'(z) # 0 olmak iizere I, egrisinin f(z)

altindaki goriintiisiiniin konveks egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Im [Z ®

"® +

(” '(t)] >0,t € [a,b] (47)

olmasidir.
Sonu¢ 1.5.4. Tanim 1.5.3. den I, egrisini C,:|z| = R ¢emberi olarak segelim. Bu

durumda 0 < t < 2w olmak iizere z = Re't olarak alinirsa z'(t) = iRe't ve

z"(t) = —Re' = —z olacagindan,
izf'(2) zf'(2)
= >
[m [f(Z)—Wo Re [f(z)—wo] =0 (48)
f (z) zf"(2)
Im |— - + ] Re [1 + e >0 (49)
elde edilir.

Teorem 1.5.5. f:ID — C analitik bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu takdirde, f

fonksiyonunun (w, = 0’a gore) yildizil olmast i¢in gerek ve yeter sart, her z € D igin

Re [zﬁ(g)] >0 (50)

olmasidir.
Teorem 1.5.6. f: D — C analitik bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks olmasi

icin gerek ve yeter sart, f'(0) # 0 ve z € D igin

Re[1+ L2 (())] >0 (51)

olmasidir.
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Teorem 1.5.7. f: D = C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € K olmasi

icin gerek ve yeter sart, z, § € D icin

2zf"(2) z+&
_EE) S
Re [f(Z)—f(s‘) z—f] =0 (52)

olmasidir.
Sonu¢ 1.5.8. f:D —» C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € K olmasi

icin gerek ve yeter sart, || < |z| < 1i¢in

2f'(2)
Re| 77| > 0 ©3)

olmasidir (Suffridge, 1970).

Teorem 1.5.9. f, D de normalize edilmis analitik bir fonksiyon ve z € D i¢in f'(z) # 0
ve g(z) = zf'(z) olsun. f € K olmasi igin gerek ve yeter sart, g € S* olmasidir
(Alexander, 1915-16).

Teorem 1.5.10. D de yalinkat ve D yi konveks bolgeye doniistiiren biitiin normalize
fonksiyonlar sinifimi K ile D yi yildizil boélgeye donistiren normalize yalinkat

fonksiyonlar siifini1 da S* ile gdsterecegiz.

f(z) EK ©F(z)=zf'(z) e S*
F(z) €S* & f(2) =foz§d§e1<

Teorem 15.11. f(2) = z+ X5, axz® S* smifinda ise Vn igin |a,| <n dir. Bu
esitsizlik kesindir ve Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu igin esitlik vardir (Nevanlinna,
1920).

zf'(2) zf'(2)
f(2 f(2)

fonksiyonlar smnifi P ye aittir. Bu sinifa ait fonksiyon agiliminda;

Ispat: f(z) € S* olsun. Re[ ]20 oldugundan reel kismi pozitif olan

Zf’(Z) _ oo k _
LO — 1435, bzt = g (54)
seklindedir.
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g(z) ePise|by| <2,k=1,2,..igin

f@) =2+ S, a2, f'(2) = 1+ T, ka2, 2f (2) = 2 + T, kayz®

esitlikleri (1.54) de yerine yazilirsa;

zf'(2)=z+ ) kapz® = (z + akzk> (1 + bkz")

k=2

= z+2a,z2 +3a3z3 + - = (z+ ayz2 + azz3 + - )(1 + byz + byz? + -++)
=>z+ 2a2Z2 + 3a3Z3 +-=z+ (az + bl)Zz + (a3 + a2b1 + bz)Z3

n-2
= na, = a, + Ap_by + by_q
k=1

elde edilir. k = 2 lgln 2a2 =day + bl =a; = b1 = Iazl < 2, |b1| <2 dogmdur. k lg:ln

dogru olsun. |ai| < k olsun.

n-2 n-2 n-—2
(1= Danl = | @noibic+ s < D lanelibil + Ibpal <2 ) lay ] +2
k=1 k=1 k=1

n—k n-1
(n—1n
=21+ Zlan—kl =2(1 + |ap_4| + [ap_z| + -+ ]az]) < Zz k=2——7F7F—
- k=1

2
k=1
=nn—1)=>|(n—1Da,| <(n—-1n

bulunur. n > 2 i¢in |a,| < n dir.

Teorem 1.5.12. f(z) =z + Y-, a,z" €K ise,n = 2,3, ... i¢in |a,| < 1 dir.
z

Esitlik, 6 € R olmak tizere f(z) = Ge®)

fonksiyonu i¢in gecerlidir (Lowner, 1923).
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Teorem 1.5.13. z € Digin f(z) =z + Y, a,z™ € K ise

dir
Sonug 1.5.14. z € D igin f(z) = z + Yy a,z™ € K ise

1
a3_a%|S5

dir. Esitlik, |A| = 1 olmasi durumunda,

1+Az

f(2) = log|72]

fonksiyonu i¢in gegerlidir (Nehari, 1976).
Teorem 1.5.15. f(z) € S* ise;

TES @<

(1+1zD? = -zn?
1—|Z| 7 1+|Z|
< <
ey = @I =g

ve k > 2 icin

(k) k!(1+]z])
|f (Z)l S (1+|Z|)k+2

esitsizlikleri kesin olarak saglanir ve Koebe fonksiyonu i¢in esitlik vardir.
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Teorem 1.5.16. f(z) € K ise

|Z| |z
izl <|f(2) < P (61)
— < |f' (@D < — (62)
a+zD? — — (1-|z])?
ve k = 2 i¢in
k!
IF®(2)| < Tzt (63)

esitsizlikleri kesindir ve esitlik 8 € R olmak tizere f(z) = (1_; fonksiyonu i¢in

elfz)
gecerlidir.

1.6. a Mertebeli Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Tamm 1.6.1. f: D — C analitik bir fonksiyon olsun. 0 < a <1, f(0) =0ve f'(0) # 0

olmak tizere, z € D i¢gin

Re [%] >a (64)

ise, f fonksiyonuna a mertebeli yildizil fonksiyon,

zf"(2)
Re [1 + e ] >a (65)
ise, f fonksiyonuna a mertebeli konveks fonksiyon denir.

z€Digin f(z) = z+ XYy a, 2" bigiminde normalize edilmis & mertebeli yildizil ve
konveks fonksiyonlarin sinifi sirasiyla S*(a) ve K (@) ile gosterilir.

Teorem 1.6.2. f, D de normalize edilmis analitik bir fonksiyon ve z € D igin

g(z) = zf'(z) olsun. f € K(a) olmasi igin gerek ve yeter sart, S*(a) olmasidir.
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Teorem 16.3. fEK ise f ES*() dir. Sonug¢ kesin olup - sabiti biiyiitiilemez

(Suffridge, 1970).
Ispat f € K oldugundan Teorem 1.5.7. geregi , z, & € D igin

2zf'(2) z+§&
—| =
Re [f(Z) - Z—f] =0

dir. Bu esitsizlikte £ = 0 alinirsa, z € D igin

2=

bulunur. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibi kullanilarak istenilen sonug
elde edilir.

Esitlik, f(z) = 1ZTZ fonksiyonu ve onun rotasyonlari i¢in gecerlidir.

Sonu¢ 1.64. f €K ise z€D igin Re [@] >% dir. Sonug¢ Kkesin olup, sabit

biiyiitiilemez.

Ispat f € K oldugundan (52) bagimtisi saglanir. z, & € D icin

_ 7@ &
@) =050 " =

diyelim. (52) bagintisindan z,¢é € D i¢in f(z,¢&) = % esitsizligi elde edilir.
& € D sabit tutulup f(z, &), z degiskenine gore kuvvet serisi agilirsa,

f(Zf)_l‘F(g—%) Z+

elde edilir. Bu iki bagintiy1 esitlersek ¢ (z) = 2f(z,€) — 1 € P olur.

Teorem 1.3.12. geregi, E_ % < 1 esitsizligi elde edilir. Her iki taraf ¢ ile ¢arpilirsa,

|1_ij) 15l <1
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bulunur. Buradan Re [%] > % elde edilir. Esitlik f(z) = 1ZTZ fonksiyonu i¢in saglanir.

Teorem 1.6.5. ¢ € [0,1) ve

ﬁ _ ﬁ(a) _ 2a—1+/(2a—1)?+8 (66)

4

olmak tizere f € K(a) ise f € S*(B) dir (Jack, 1971).
Teorem 1.6.6. @ € [0, 1) olsun.

olmak tizere, f € S*(a) olmasi igin gerek ve yeter sart

. ZE]D)veg(z)—Z[f(Z)]1 “

1
g € §* olmasidir. Burada kuvvet fonksiyonunun dali z [@]l_a |,—o= 1 olacak sekilde
secilmistir.
1
Il. z € D ve h(z) = z[f'(z)]1-« olmak {lizere, f € K(a) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
1

h € S* olmasidir. Kuvvet fonksiyonunun dali [f'(z)]i-« |,—o= 1 olacak sekilde
secilmistir.

Teorem 1.6.7. a € [0,1) ve |z| = r < 1 olmak lizere f € K(a) ise

1
(1+r)20-a) — |f (Z)I - (- T)Z(l a) (67)

dir. Eger a # % ise

(1+71)3@ 1- (1 r)

™ < (@) < (68)
vea = % ise
log(1+7r) <|f(2)| < —log(1—71) (69)

dir. Yukaridaki esitsizlikler kesin olup, esitlik hali
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—(1—\2a—-1
1-(1-2) e 1
f@y=1 2 : (70)
—log(1—2), a= 5
fonksiyonu i¢in saglanir (Robertson, 1936).
Teorem 1.6.8. a € [0,1) ve |z| = r < 1 olmak {izere f € S*(a) ise z € D i¢in
T T
(1+7r)21-a) = |f(Z)| = (1-r)21-a) (71)

dir. Siurlar kesin olup, esitlik k*(z, @) = z(1 — 2z) 721~ fonksiyonu i¢in gegerlidir.a
mertebeli konveks fonksiyonlar i¢in gerek ve yeter sart1 ifade eden asagidaki teorem,
(Brown, 1989) tarafindan elde edilmistir. Bu sonug |é| < 1 i¢in D de konveks bir
fonksiyonunun her |z —¢&| <r <1—|&| dairesini konveks bir bolge iizerine
dontiistiirdiigiinii gosterir.

Teorem 1.6.9. « € [0,1) ve f:ID — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun.

f € K(a) olmasi i¢in gerek ve yeter sart |§]| < 1ve |z —&| <1 — |&] i¢in

(z=8)f"(2)
Re {1 + W} > (72)

olmasidir (Brown, 1989).
ispat ilk olarak, |£] < 1ve |z —&| < 1 —|&]igin

z-9f" ()

Re {1 + o)

} > a oldugunu kabul edelim. Bu esitsizlikte ¢ = 0 alinirsa f € K(a)

oldugu goriiliir.

Tersine, f € K(a) ise [¢] = r < 1 6zelliginde belli bir & noktasi i¢in

z— "(z
A1 +< S )f (2)
1—al f'(2)
olsun. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibi dikkate alinarak,|z —¢&| =p <

1 —rigin Re A > 0 oldugunu gostermek yetecektir. Bunun i¢in |z — é| = p 6zelliginde
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olsun. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibi dikkate alinarak,|z —¢&| =p <
1 — ri¢in Re A > 0 oldugunu gostermek yetecektir. Bunun igin |z — &| = p 6zelliginde
bir z € D noktas1 segelim. f € K(a) oldugundan, p € P i¢in

_ @9 E)-1)

Z

A +1 (73)

i0
olarak yazilabilir. P smifinin ekstrem noktalarl, 6 € R igin, Py(z) = 8:192

fonksiyonlar1 oldugu biliniyor. (73) esitsizliginin sag tarafi P {izerinde bir afin doniisiim

oldugundan, min,ep Re A degerini P siifinin bir ekstrem noktasindan alir. & = rel? ve

z = & + pe'? i¢in, gerekli hesaplamalar yapilirsa

Red> min pe|E=OP@-D+1

0<6<2m VA

= min |1- el"9z|_2[—P2 +1—2rcos(8 + @) +1?]
0<0<2m

> min |1- ei92|_2[(1 —1)? — P?] bulunur.
0<0<2m

Teorem 1.6.10. « € [0,1) ve z € D olsun.
Lf(z2)=z+ )Y ,a,z" € S*(a)ise, n = 2,3, ... i¢gin

1
Ianl < m 1;:=2(k - 20!)

Esitlik, k*(z, ) = z(1 — z) "2~ fonksiyonu i¢in gecerlidir.
Il.g(z) =z+Y,_,b,z" € K(a) ise,n = 2,3, ... i¢in

1
| by, | <

gegerlidir (Robertson, 1936).

h=o(k —2a) dir. Esitlik, (70) bagintisinda verilen fonksiyonlar igin

Teorem 1.6.11. f € S*(a) olmasi igin gerek ve yeter sart, z € D igin

f(2) = zexp [— (1;a) foznlog(l — ze™9) du(@)] (74)
olacak bigimde u(2m) — u(0) = 2w ozelliginde, azalmayan bir u(6) fonksiyonunun

mevcut olmasidir.
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Sonu¢ 1.6.12. 0< @ < 1 ve z € D olsun. f € K(a) olmasi igin gerek ve yeter sart

(1- a)

f(2) =[] zexp|- "log(1 - ze™®) du(6)| (75)

olacak bigimde u(2m) — u(0) = 2w ozelliginde, azalmayan bir u(6) fonksiyonunun
mevcut olmasidir.
Teorem1.6.13.z€e D, 0 <a <1ve f(z) =z+ )y, a,z" olsun.

Eger Yn_o(n —a)lap| <1 -« (76)

ise f € S*(a) dir.
Ispat (76) bagintisindan

%} %)
Ayl =
n 1 _
n=2 n=2

yazilabilir. Ayrica,

|n|<
anl <1
a

|2f"D — ()] - L - DIf (2] = -(1-a

[ee]
z+ Z a,z"

n=2

i(n —1a,z"
i(n—l)lanHZI"—(l—a)( il%llﬂ”)

n=2 n=2

oo

<l ) - @layl - (1-a) | <0

n=2
olur. Burada,
zf (2) zf' (2)
<1- >
|1 @ 1 — a veya Re o 2@
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elde edilir.
Teorem 1.6.14.z€eD,0 < a < 1ve f(z) = z+ Y g, a,z™ olsun.

Eger Yyon(n — a)la,| <1 -« (77)

ise f € K(a) dir.
Ispat (77) bagintisindan

o)

oo
n—a
janl < ) T lanl < 1
2 n=2

n=

yazilabilir. Ayrica,

22f"(2) = zf'(2)| = (1 — Dzf " (2)| =

oo
zZ+ Z na,z"

n=2

z+ ananzn‘ -(1-a)

n=2

<lzl+ ) nPlallzl" = (1 - ) <|z| - anannzw)
n=2

n=2

oo o
<1zl + ) wlallz = 12l - @) + (1= @) ) nlay] "
n=2 n=2

oo

<lal| D ntn - @laal - 1-@) | <0

n=2

olur. Burada,
zf"(2) zf"(2)
> a <1-—
Re[l + f,(z)] veya |1 + o) 1—«a

elde edilir.
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1.7. Kompleks Mertebeden Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Tamm 1.7.1. b # 0 ve b € C olsun. D dairesinde @ # 0ve

Re{1+%(%—l)}2 0 (78)

sartlarim1 saglayan f(z) analitik fonksiyonuna (1 — b) mertebeden yildizil fonksiyon
denir (Nasr ve Aouf, 1985).

Boyle fonksiyonlarin sinifi S*(1 — b) ile gosterilir. b = 1 i¢in S*(0) = S* ve

0 < a < 1olmakiizere b = 1 — a i¢in S*(a) sinifi elde edilir.

Onerme 1.7.2. f € S*(1 — b) olmas1 igin gerek ve yeter sart,

LD — plp) - 1]+ 1 (79)

olacak bi¢iminde bir p € P fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Teorem 1.7.3. f € S*(1 — b) olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

f(2) = zexp {fozn —2blog(1 — ze™) d,u(t)} (80)

olacak bi¢imde

fZTL' (1+ze™it)

f027f du(t) =1, J; (et du(t) =p(z) eP (81)

gergekleyen azalmayan bir u(t) fonksiyonunun var olmasidir.

zZ

b
Sonu¢ 1.7.4. f € S*(1 — b) olmasi igin gerek ve yeter sart, z € D igin f(z) = z [g(z)]

olacak sekilde bir g € S* fonksiyonunun var olmasidir.
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Teorem 1.7.5. Reb >0 olmak tizere n=2,3,.. igin, f(2) =z+ Yp=,a,z" €
S*(1—b)ise

|a,,| s(; n=212h + m| (82)

n—1)!

dir. Esitlik,

£ = o = {2+ Zra T (557) 27

fonksiyonu i¢in saglanir.

Tanim 1.7.6. b # 0 ve b € C olsun. D dairesinde g'(z) # 0 ve

1zf"(2)
Re{1+: T }=0 (83)

sartin1 saglayan f analitik fonksiyonuna b mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarmn sinifi C(b) ile gosterilir (Nasr ve Aouf, 1987).
Teorem 1.7.7. f(z) € C(b) olmasi i¢in gerek ve yeter sart zf'(z) € S*(1 —b)

olmasidir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Tanim 1.7.1 de verilen S*(1—b) ve Tanim 1.7.6. da verilen C(b) (kompleks
mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar) smifinin bir alt smifi olan kompleks
mertebeden Janowski fonksiyonlar sinifi i¢in bazi katsayr esitsizlikleri, yarigap
problemleri ve bahsi gecen siniflar arasindaki iliskileri veriyoruz. Burada yapilan

calismalar esas olarak (Nasr ve Aouf, 1985-87) ve (Janowski, W. 1970) de yapilanlarin

daha genel seklidir. Bu ¢alismada S;, (M) ile gosterdigimiz |1 + % (Z; (S) — 1) -M | <

M, M = 1 sartin1 saglayan ve normalize fonksiyonlardan olusan fonksiyonlar sinifi ile

. . eee 1zf"(2)
Cp(M) ile gosterdigimiz 1+ )

—M| <M, M>1 esitsizligini saglayan ve

normalize fonksiyonlardan olusan fonksiyonlar sinifina ait katsay1 esitsizlikleri, iki sinif
arasindaki fonksiyonel bagintilar, S;(M) nin yildizilik yarigapt ve C,(M) nin
konvekslik yarigap1 verildi. Her iki sinifa ait ekstremel yani birim daireyi yildizil (veya
konveks) bir bolgeye doniistiiren “en genis” fonksiyonlar verildi. Elde edilen tim
bulgular M nin ve b nin uygun degerleri i¢in Onceki g¢alismalarla uyumlu oldugu

goriiliir.
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3. BULGULAR

3.1. Kompleks Mertebeden Konveks ve Yildizil Fonksiyonlarin Bir Alt Sinifi

D = {z:z € C, |z| < 1} acik birim diskte analitik, f(z) = z + a,z? + azz> + - =z +
Y=y apz™ olmak tizere SC(b, A, M) ile

<M (84)

1 (2(Azf' @+ (1-Df @)
‘1 + E( 22 @D+A-DF @) 1) -M

M=1,0<1<1, beC—{0}, f(z) €S) sartin1 saglayan S nin bir alt smifini

gosterelim. Burada

A=0ise
132 1) -] < )

sartin1  saglayan fonksiyonlar simifina kompleks mertebeden yildizil Janowski
fonksiyonlar sinifi diyecegiz ve bu sinifi SC(b, 0, M) = S, (M) ile gosterecegiz. Burada

b =1, M - oo ise yildizil fonksiyon sinifi (Duren ve Goodman, 1983) elde edilir.

b = 1 ise yildiz1l Janowski fonksiyon sinifi (Janowski, 1970) elde edilir.
M — oo ise kompleks mertebeden yildizil fonksiyon smifi (Nasr ve Aouf, 1985) elde

edilir.
A=1ise
12f"@) _
1+bf,(z) Ml <M (86)

sartin1 saglayan fonksiyonlar sinifina kompleks mertebeden konveks Janowski
fonksiyonlar smifi diyecegiz ve bu simifi SC(b, 1, M) = C, (M) ile gosterecegiz. Burada

b =1, M — oo ise konveks fonksiyon sinifi (Duren ve Goodman, 1983) elde edilir.
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Tanmm 3.1.1. |p(z)—M|<M , M>1 sartim saglayan p(z) =1+ Yp, byz"
fonksiyon sinifin1 P(M) ile gosterelim.

Tanmm 3.1.2. f(z2) =z + a,z° + azz3 + - =z + Y ,a,2" z€ED

|1+ (Z}C(f) 1) - M| <M, M= 1ise (87)

f(z) € S,(M) denir.
Tanmm 3.13. f(z2) =z + a,z° +azz3 + - =z+ Y ,a,2" z€D

1zf"(2) .
— >
1+ 52— M| <M, M > Lise (88)

f(z) € C,(M) denir.
Yukaridaki her iki tanimda da b = 1lise S,(M) = S*(M) ve C,(M) = C(M) alinir
(Janowski, 1970).

.. Zp(f) 14
Onerme 3.1.4. f(z) € C,(M) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart f(z) = zebf

olacak sekilde bir p(z) € P(M) olmasidir.

zf'(z)

Ispat f(2) € C,(M) ise p(2) = 1+ (f( )

— 1) olmak tizere

b(p(?_l) = ]; ((ZZ)) —i elde edilir. 0 dan z ye karsilikli integral alinirsa istenen sonug

bulunur.

Onerme 3.1.5. f(z) € C,(M) olmasi igin gerek ve yeter sart zf'(z) € S;(M) olmasidur.

11"@ g'(2) g'@ _ f" @) _
Ispat1+ o 1+( ) 1)<=)zg(z)—1+f()(=>g(z) zf'(z) .

Onerme 3.1.6. f(z) € S;(M) olas1 icin gerek ve yeter sart f(z) = Z(g( )) olacak

sekilde bir g(z) € S*(M) olmasidir.

zf' () 1) _ ,g@

Ispat 1+ - (f() -

'@ \_ (g@ f©., . 8,
(:)(f(z) _1>_b<zg(z) 1)@1 3 I5= b log 3 K4

g(2)
o f(z) = z( " >
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Onerme 3.1.7. f(2) € C,(M) & (g’(z))b = f'(2) olacak sekilde
g(z) € C(M)bulunmasidir.

1zf"(2) zg"(z) __ f"(2) g"(2) y / b
= = = .
Ispat 1+ = o) =1+ e S o) =b o) f'(z) (g (Z)) olur

Onerme 3.1.8. f(z) € S;(M) olmas icin gerek ve yeter sart f(z) = Z(g'(z))b olacak
sekilde bir g(z) € C(M) olmasidir.

Ispat 1+-= (Z]]:((;) 1) =1+ Z—gg, (iz))

"(2) (2 1 1 (2 ' b
b%:’;(—;-; = blng'(z2) =’ 2 e f(2) = z(g'(2))

Tamm 3.1.9. D = {z: z € C, |z| < 1} birim dairede analitik ve z € D i¢in w(0) = 0 ve

|lw(z)| < 1 sartin1 saglayan w(z) fonksiyonlarin sinifini Q ile gosteriyoruz.
Eger p € P(M) ise p(z) = 1+w(z) S dir (Janowski, 1970).

Onerme 3.1.10. w(z) = Zn=1 cpz™ € Q ve u herhangi bir kompleks say1 olmak tizere
lc, — pc| < max{1, |u|} dir (Keogh ve Merkes, 1969). (89)

Teorem 3.1.11. f(z) € S, (M) ve u herhangi kompleks say1 ise

(m+1)|b|

lag — pa3| < max{1,| b(m+ 1)2u—1)—m|}, m = 1‘% (90)

dir.

Ispat1+ (Zf @) 1) = Lo@)

1
) P——— w(z) € Q, m—1—ﬁ

1 (Zf’(Z) _ ):(m+1)w(2)

f(2) 1-mw(z)
2f'(2) . bm+ D@  zf'@)  (bm+1) —mw() + 1
@ 1-met - f@ 1—mw(2)

zf'(2) — f(2) = w(D[(b(m + 1) —m)f(2) + mzf'(2)]

Yotk —Dagzk = w(@) X, ar(b(m+ 1) + (k — Dm)z* (a; = 1)
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burada w = ¢,z + ¢,2z% + c3z3 + -+ dir. Yukardaki ifadede katsay1 esitlemesi yapilirsa

a, =b(m+1)c,
2a; =b(m+ Dcy, + m+b(m+ 1)(b(m + 1) + m)c?

|p|(m+1)

elde edilir. Buradan |az — paj| = —

lc, — (b(m + 1)(2u — 1)—m)c?| bulunur.
Onerme 3.1.10. ten istenen sonug elde edilir.

Onerme 3.1.12. f(z) € S;(M) ise
la;| < (m + 1)|b| (91)
|as| < ™= |blmax{1, [m + (m + 1)bl} dir. (92)

Ispat Teorem 3.1.11. den u = 0 alarak elde edilir.
Teorem 3.1.13. f(z) € C, (M) ve herhangi bir kompleks u sayisi igin

(m+1)
6

las — pa2| < |b|max{1,|b(m+1) (gu—1)—m|}dir. (93)

. 1 zf"'(2)\ _ 1+w(2)
Ispat 1 + ( ) ) w(z) € Q,

b T 1-moe(z)
(1 — mw(z))zf”(z) =b(m+ Dw2)f'(2)
zf"(z) = w(z)[b(m + 1)f'(2) + mzf"(2)]

f'(2), f"(z) yerine yazilip diizenlenirse

Z k(k — Dagz* = w(z) Z k(b(m + 1) + (k — Dm)agz*, (a, = 1)
k=2 k=1

20,22 + 6a3z3 + - = (ciz+ cz2 + - )(b(m+ Dz + 2(b(m + 1) + m)a,z*+...)
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katsay1 esitlemeleri yapilirsa;

2a, = b(m+ 1)¢;
6a; = b(m + 1)(b(m + 1) + m)c? + ¢,) elde edilir. Buradan istenen sonug bulunur.
Onerme 3.1.14. f(2) € C,(M)

|ay| < =] (94)

|as| < ™= |blmax{1, [b(m + 1) + m|} dir. (95)

Ispat Teorem 3.1.13. den elde edilir.
Teorem 3.1.15. Eger f(z) € S;(M) ise

jan] < =5 TTEZHB(m + 1) + (k — 1ym| = [Tz} 2 ir, (96)

w(z) € Q,

Ispat f(z) € S;(M) oldugundan 1 + % (Zf @ _ 1) _ 1t+w(2)

f(@) T 1-mw(z)
= zf'(2) — f(2) = w(@)[(b(m + 1) — m)f(2) + mzf'(2)]

= Yi=2(k — Dagz* = 0(2) Xizy ar(b(m + 1) + (k — Dm)z* (a, = 1)

= Y (k—1Dayz* + bpz* = w(z) ) ap(b(m+ 1)+ (k — 1)m)zk
kZz D by Zl ‘

k=n+1 k=

Burada k = n + 1 igin Y.5,,+1 brz® serisi D de yakisak bir seridir ve by, (k = n + 1)
lar esitligin her iki yanindaki serilerin katsayilarinin toplamindan olusmaktadir .z =

re't ve |w(z)| < 1 oldugunu goz éniine alip, [0,27r] araliginda integral alarak

n 1 21 2
Z(k—1)2|ak|2r2k =—f dt
e 2m J,

n
Z(k — 1Da,rkeitk
k=2
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n-—1 2

Z a (b(m + 1) + (k — Dm)rkeitk| dt

k=1

1 2m
|
21 J,

n-1

= Zlb(m + 1) + (k — Dm|2|ag|2r*
k=1

r— 17 alarak Y_,(k — 1)?|a|?> <¥rZib(m + 1) + (k — 1)m|?|a,|? bulunur.

Yrens1 bez® D de analitik oldugundan [0,27] araligindaki integrali sifirdir.

Buradan sol tarafta n. terimi yalniz birakirsak

(m—1)?|a,|?> < Xrzilb(m + 1) + (k — Dm|? — (k — 1)?]]a,|?

lan|? < Y HIb(m + 1) + (k — 1)m|? — (k — 1)?]|ay|? elde edilir.
Simdi tiimevarimla ispatimizi tamamlayalim.

la,| < |b(m + 1)| ve |as] S% |[b(m + 1)| [b(m + 1) + m| dogru olur.

j=23,..,n—1ign|a;| < ]'[{:1 lb(mﬂ);:(k_l)ml olsun.

_ 2
j=n-1ligin |a,_¢|*> < [[}z3 [lb(m+1)+(k Dm'] dir.

k
Tiimevarim hipotezinden a,, i¢in

1

@l < = SR (m + 1) + (e = Dmf? = (k = 1) |ay >+

oz [bm + 1) + (e = Dml? = (0 = D] an-4|?
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n-2 2
|b(m + 1) + (k — D)m|
< ]‘[[ ! | +

1[I0 + 1) + (k — Dm|]?
m - m
——_[Ibm+ 1) + (k— Dm|? — (n— 1)?] | |
(n—1)2 k
k=1
_ 2 _ 2 _ 2
_ Hz;% [Ib(m+1)-’|(-(k 1)m|] Ib(m-l-(;)jl(; 1)m| _ ;{1;% [Ib(m+1);€-(k 1)m|] elde edilir.

Bu da ispati tamamlar. Buradaki ispat metodunda Clunie’den yararlanilmistir (Clunie,
1959).
Teorem 3.1.16. f(z) € C, (M) ise

1 —1 |b(m+1)+(k—1)m| .
|| < > [[pzt RO g

(97)

dir.
Ispat Teorem 3.1.13. den zf"'(2) = w(2)[b(m + 1)f'(2) + mzf" (2)]

S kzz k(k = Dagz* = 0(2) kzl k(b(m + 1) + (k — Dm)axzk, (ay = 1)

n—

n 00 1
= Y k(k—-1a,z" + bz* = w(z) ) k(b(m+1) + (k — 1)m)a,z*
; D by > ’

k=n+1 k=1

z =re' ve |w(z)| < 1 oldugunu goz éniine alip, [0,27r] araliginda integral alarak

n n—1
Z K2 (k — 1)?|a, | < Z K2|b(m + 1) + (k — 1)m|2|a|?
k=2 k=1

1
n2(n-1)2

= |a,|? < Y k2[|b(m + 1) + (k — Dm|? — (k — 1)?]|ay|? elde edilir.

Bir dnceki teoreme benzer sekilde tiimevarim ile ispat tamamlanir.

41



.. — e, m# 0
Onerme 3.1.17. £.(2) = {a-mz) m ° seklinde verilen fonksiyon

ze P2 m=0

Sp (M) smifina aittir. Bu fonksiyona S, (M) sinifinin ekstremel fonksiyonu denir.
Ispat Onerme 3.1.6. dan f € S; (M) icin gerek ve yeter sartin f(z) = Z(?)b olacak

sekilde bir g € S*(M) olmasiydi. S*(M) sinifina ait ekstremel fonksiyonun

9.(z) = {(1—mz)mT+1’ oldugu da gbz 6niine alinirsa (Janowski, 1970) istenen

ze ™2, m=0

sonug elde edilir.

m+1
e ——b
Onerme 3.1.18. g’ (z) = {(1 —mz) mbz' m#0 fonksiyonu C, (M) smifindandir ve
e’ , m=0

bu sinifa ait ekstremel fonksiyondur.
Ispat Onerme 3.1.5. ten elde edilir.

Teorem 3.1.19. S; (M) smifinin yildizillik yarigapi

R, = 2 m=1—-=,M>1 (98)
(m+1)|b|+\/(m+1)2|b|2—4m((m+1)Re b—m) M

dir.

1+mr? (m+Dr

- 1-m?2r2’

ispat p(z) € P(M) ise |p(2) -

|z| = r (Miller, Mocanu ve

1-m?2r2
Reade, 1976)
esitsizliginde p(z) =1+ %(% — 1) alip diizenlersek

elde edilir. Buradan

Zf'(2) _ (m(m—l)b—mz)r2+1| < (m+1)|b|r
f(@ 1-m?27r2 — 1-m?2r2

’ —m2)y2_
Re Zf'(2) > (m(m+1)Reb—m?)r2—(m+1)|b|r+1
f(2 1-m?2r2

bulunur. 0 < r < 1 igin payda pozitiftir.

pay kismimin 0 < r < 1 sartin1 saglayan kokii
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2

dir. Boylece

(m+1)|b|+J(m+1)2|b|2—4m((m+1)Re b—m)

2 Zf'(2)

|lz| =r <R = icin Re @

> 0 esitsizligi

(m+1)|b|+J(m+1)2|b|2—4m((m+1)Re b-m)

dogrudur.

Burada m = 1 alirsak (Nasr ve Aouf, 1985) de elde edilen yildizillik yarigapi ile uygun
oldugu gortiliir.

Teorem 3.1.20. C, (M) sinifinin konvekslik yarigapt, M > 1 i¢in

R, = - (99)

(m+1)|b|+\/(m+1)2 |b|2—4m((m+1)Reb—m)

dir.

1zf"(z)  14+mr?| _ (m+Dr ..
> - <
b f'(z) 1-m2r2| = 1—-m2r2 yazﬂablhr, Buradan

Ispat f € C,(M) ise |1 +

zf" (2) - (1+mr®)Reb — |b|(m+ 1) — (1 —m?r?)Re b

Re =
f'(2) 1 —m?r?
" —m2)\r2—
= Re(1+ L2 » (nemRe b )P IO g6 egilir

Buradan Teorem 3.1.18. benzer sekilde istenen sonug elde edilir.
Burada goriildiigii gibi S;(M) nin yildizillik yaricapi ile C, (M) nin konvekslik yarigap1

aynidir. Eger m = 0 yani M = 1 ise her iki durumda da yarigap |71| dir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR
Burada S, (M) ve C, (M) fonksiyon simiflarina ait katsayr esitsizlikleri, yildizillik ve

konvekslik yarigaplari, ekstrenel fonksiyonlar, bu iki fonksiyon sinift fonksiyon smifi

ve daha dnceki incelenen fonksiyon siniflart arasindaki bazi bagmtilar verildi.
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5. ONERILER

SC(b,A,M)ileD = {z:z € C, |z| < 1} a¢ik birim diskte analitik ve

<M

1 (2(Azf' @+ (-Df @)
‘1 * E( 2 DT A-DID 1) -M

(M=1,0<1<1 beC—{0}, f(z) €S) sartim saglayan f(z) =z+ a,z>+
asz3 + - =z + Y%, a,z" fonksiyonlar smifin1 gostermistik. Bu ¢aligmada yalmizca
A=0ve A =1 halini yani S;(M) ve C,(M) fonksiyon smiflarini inceledik. Burada
SC(b, A, M) fonksiyon smifi genel olarak da incelenebilir. Ancak bu bir yiiksek lisans

calismasi diizeyi iizerinde olacaktir.
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