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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Uygulamali matematik, fizik ve miihendislik problemlerinde karsimiza ¢ikan,
analitik ¢ozlimleri olmayan veya ¢éziimleri olduk¢a zor ve zaman alici olan diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in, algoritmaya dayali ve ¢abuk sonuca goétiiren niimerik
yontemlerin onemi gittikge artmakta ve diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde tercih
edilmektedir. Son yillarda daha ¢ok tercih edilen yontemlerin basinda diferansiyel
transform yontemi, modifiye diferansiyel transform yontemi ve Adomian yontemi
gelmektedir. Yapmis oldugumuz bu tez ¢aligmasinda diferansiyel transform yontemi ile
Adomian yonteminin ayni diferansiyel denklem iizerinde kullanildigi yeni bir

yontemden bahsedilmistir.

Bu c¢alismada diferansiyel transform yontemi, modifiye diferansiyel transform
yontemi ilgili tanimlar, teoremler ve Adomian polinomlar: ifade edilmistir. Ayrica her

bir yontem i¢in uygulamalar yapilarak s6z konusu yeni yonteme temel olusturulmustur.

1.2. Literatiir Ozeti

Diferansiyel transform yontemini ilk olarak Zhou (1986), lineer veya lineer
olmayan, adi tirevli ve kismi tirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimi igin
kullanmigtir. Zhou, bu ¢aligmasinda elektrik ve elektrik devre analizinde karsilasilan

lineer ve lineer olmayan baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmiistiir.

Chen ve Ho (1996), diferansiyel transform yontemini Strum-Lioville problemine
uygulamiglardir. Bu yontem sayesinde bazi basit matematiksel islemlerle 6z deger ve 6z

vektor kolayca hesaplanmistir.

Chen ve Ho (1999), linecer ve lineer olmayan baslangi¢c deger problemleri igin

kapali seri ¢oziim formlari elde ederek bu metodu gelistirmistir.



Ayaz (2003), kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin baslangic deger
problemlerinin iki boyutlu diferansiyel transform yardimi ile ¢dziimlerini bulmustur.
Lineer ve lineer olmayan kismi tlirevli baglangi¢ deger problemleri; bu ¢alismada ilave

edilen teoremler 15181nda ¢oziilmislerdir.

Ayaz (2004), ii¢ boyutlu diferansiyel transform kurami ve kuramla ilgili temel
teoremler verilmistir. Bu ¢alismada verilen yeni teoremler yardimiyla bazi kismi tiirevli
diferansiyel denklem sistemleri ¢Oziilmiis ve elde edilen sonuglar; bir diger niimerik

¢Oziim metodu olan Adomian metodundan elde edilen sonuglar ile karsilagtirilmistir.

Ayaz (2004), son olarak lineer cebirsel diferansiyel denklemin niimerik
¢oztimlerini diferansiyel transform yontemi yardimiyla yapmistir. Bu ¢alismasinda; iki
farkli 6rnegi yontem yardimi ile ¢oziip, elde ettigi sonuclarin analitik sonuglara ¢ok

yakin sonuglar oldugunu gostermistir.

Abdel ve Hassan (2004), yiiksek mertebeden baslangic deger problemlerinin
diferansiyel transform metodu ile ¢6ziimiine ve uygulamalarina yer verilmistir. Bulunan

¢Oziimler analitik ¢oztimler ile kargilastirilmistir.

Arikoglu ve Ozkol (2005), integro diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin

diferansiyel transform yontemi genisletilmis ve yeni teoremler tanitilip ispatlanmustir.

Kurnaz ve Oturang (2005), adi tirevli diferansiyel denklem sistemlerinin

¢cozlimleri igin diferansiyel transform yontemi bir genellemesi verilmistir.

Ertiirk ve Momani (2008), lineer olmayan oskiilatorlerin ¢éziimiinde diferansiyel
transform yontemi kullanmiglardir. Boylece ¢oziimiin periyodik davranisini elde

etmedeki zorlugu diferansiyel transform yontemi ile kolayca ¢ozebilmislerdir.

Kangalgil ve Ayaz (2009), KdV ve mKdV igin Solitary dalga denklemlerini
¢oziimiinde diferansiyel transform yontemini kullanmislardir. Calismay1 yaparken iki
boyutlu diferansiyel transform yonteminden faydalanmislar ve yontemin islerligini

niimerik orneklerle gostermislerdir.



Keskin ve Oturang (2009), indirgenmis diferansiyel transform yontemini
tanimlamiglar ve iki degiskenli diferansiyel denklemleri bir degiskenli diferansiyel

denklemlere indirgeyerek ¢coziime ulasmislardir.

Ozkan ve Cansu (2010), karisik lineer olmayan smr kosullart olan dalga
denklemlerinin ¢6zliimiinii diferansiyel transform yontemi ile bulmuslardir. Boylece
lineer olmayan sinir kosullarimin problemin ¢6ziimiinde kullanilmasindaki zorluk

ortadan kalkmustir.

Zareamoghaddam (2011), bir boyutlu homojen olmayan parabolik tipten

denklemleri diferansiyel transform yontemiyle ¢ozmiistiir.

Adomian ayrisim yontemi ise ilk olarak 1980 li yillarin basinda Amerikali bilim
adami1 George Adomian tarafindan tasarlanmis daha sonra Cherruault ve ekibi
tarafindan gelistirilmistir. Yontem, Taylor seri agilimina dayanan ve probleme dogrudan
uygulanarak coziimlerin seri formunda elde edilmesini saglayan bir yontemdir. Bu
yontem lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlere kolayca
uygulanabilir. Ancak lineer olmayan denklemlerde Adomian polinomlari olgusu ortaya
¢ikar. Bu polinomlar denklemde bulunan lineer olmayan terimi ayristirarak ¢oziime
ulagilmasini saglar. Adomian yontemi pek cok arastirmaci tarafindan ele alinmistir.
Ayrica literatiirde yoOntemin yakinsakligt ve diger yontemlerle karsilagtirilmasi

mevcuttur.

Bellomo ve Sarafyan (1987), Adomian yontemi ile Picard ardisik yaklasim
yontemi kiyaslamiglar ve Picard yonteminde Adomian ydntemine oranla karmagsikligin
daha hizli arttigin1 ve hesaplamalarin zor hatta bazi durumlarda imkansiz oldugunu

gormiislerdir.

Adomian ve Rach (1992), iterasyon sonucu elde edilen ilk iki terimde bulunan esit
fakat z1t isaretli terimleri ““ noise terms ” olarak tanimlamislar ve problemin ¢éziimiiniin
bazi durumlarda bu terimler sayesinde yalmiz iki iterasyonla elde edilebildigini

gostermislerdir.



Deeba ve Khuri (1996), lineer ve lineer olmayan Klein-Gordon denklemini

ayristirma metodu ile ¢ézmiiglerdir.

Wazwaz (1998), lineer ve lineer olmayan denklemlerde Taylor seri ve Adomian
yontemi kullanmis ve Adomian yonteminin daha kolay uygulandigini ve birkag

iterasyonla giivenilir sonuglar elde edildigini gostermistir.

Wazwaz (2000), herhangi bir formiile gerck kalmadan cebirsel islemler,
trigonometrik 6zdeslikler ve Taylor seri agilimindan yararlanarak lineer olmayan

terimler i¢in Adomian polinomlarini hesaplamistir.

Wazwaz (2002), Adomian yontemi kullanarak pek ¢ok fiziksel olayr modelleyen

lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii vermistir.

Abdelwahid (2003), yiiksek mertebeden Adomian polinomlarin1 da kolayca

hesaplayabilmek i¢in matematiksel bir model gelistirmistir.

El-Sayed (2003), Klein-Gordon denklemini Adomian yontemi ile ¢ozmiis ve
yontemin diger yontemlere gore daha az hesaplama ile daha etkili sonuglar elde ettigini

gostermistir.

Babolian vd. (2004), Adomian yontemini lineer olmayan denklem sistemlerine

uygulamislardir.

Ing ve Cherruault (2005), KdV denklemine uygulamislar ve geleneksel
yontemlere oranla ¢cok daha az hesaplama ile ¢oziimlere cok daha hizli yaklasildigi

gostermislerdir.

Bu tez ¢aligmasinda tanimlanan birlestirilmis diferansiyel doniisiim ve Adomian
yontemi, Hooman ve Hossein (2013), tarafindan yapilan c¢alisma g6z Oniinde

bulundurularak, yontem ek problemlerle desteklenmeye c¢alisiimistir.



1.3. Tammmlar

Tammm 1.1. Bir denklemde; belirli bir degiskene gore tiirev varsa, bu degiskene
bagimsiz degisken, denklemde tiirevi bulunan degiskene de bagimili degisken adi verilir.
Tanmm 1.2. Bir veya birden fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz
degiskene gore birinci veya daha yiiksek mertebeden tiirevlerini igceren denkleme
diferansiyel denklem denir.

Tammm 1.3. Bir diferansiyel denklem ic¢inde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin
mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi; en yiiksek mertebeli tiirevin derecesine
de diferansiyel denklemin derecesi denir.

Tanmm 1.4. Bir diferansiyel denklemde bir veya daha fazla sayida bagimli degisken
olmasina karsin eger yalniz bir bagimsiz degisken varsa bu denkleme adi diferansiyel
denklem denir. Genel olarak y bagimli, x bagimsiz degisken olmak iizere bir adi

diferansiyel denklem,

F(x,3,9,y", ..,7™) =0 (1)

seklinde yazilir. Bu diferansiyel denklem n. mertebeden adi diferansiyel denklem olarak
adlandimlir. Burada y™, y ’nin x ’e gdre n ’inci mertebeden tiirevidir. (1) denklemi

y™ ye gore ¢oziilebilirse

y(n) — g(x,y’y/’yu’ ___,y(n—l)) (2)

elde edilir. Bu ise (2) in agik formda yazilmis seklidir.
Tanmm 1.5. y bagimli degisken ve x bagimsiz degisken olmak iizere n. mertebeden bir

lineer adi diferansiyel denklem

n n—1

d"y d"y dy
ao(x)ﬁ + al(x)m + 4 an_l(x)a + a,(x)y = b(x) 3)

seklinde ifade edilebilen bir denklemdir. Diger bir deyisle, bir diferansiyel denklemde
her bagimli degisken ve her mertebeden tiirevler 1. dereceden ise ve ayni zamanda

bagimli degiskenler veya tiirevler carpim halinde yer almiyorlarsa bu sekildeki
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denklemlere lineer (dogrusal); aksi halde lineer olmayan (nonlinear) diferansiyel
denklemler denir.

Tamim 1.6. y bagimli, x bagimsiz degiskenli n. mertebeden

n n-1

ao(x)dy+a1(x)d y+ +a,_ 1(x) +an(x)y b(x) (4)

diferansiyel denklemindeki y bagimli degisken ve tiirevlerinin aq(x), a;(x), ..., a,(x)
katsayilarinin hepsi reel sabitlerden olusuyorsa denkleme sabit katsayili lineer
diferansiyel denklem; a,(x), a,(x), ..., a,(x) katsayilarinin en az bir tanesi bagimsiz
degisken olan x’e bagli ise denkleme degisken katsayili lineer diferansiyel denklem adi
verilir.

Tamim 1.7. Bazen diferansiyel denklemler yardimer sartlarla birlikte verilir. Eger bu
sartlar degiskenin bir tek degeri kullanilarak verilmis ise probleme baslangic deger
problemi, yardimci sartlar degiskenin birden fazla degeri kullanilarak verilmis ise
probleme sinir deger problemi denir.

Tamim 1.8. Eger f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasinda her mertebeden tiirevi varsa,

£ = F@ + F@G -0+ D ey 4t

()]
PO gns ®
serisine f(x) fonksiyonunun x = ¢ ‘deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0 alinirsa bu
seriye f(x) fonksiyonunun Maclauren serisi adi verilir.

Tamim 1.9. x bir degisken ve ¢ bir sabit olmak tizere
2 a(x—c)"=ap+a;(x—c)+a,(x—c)?+ - +a,(x—c)" + - (6)

n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu ifade de ¢ = 0 olursa

Zanx"=a0+a1x+a2x2+---+anx"+--- (7
n=0
elde edilir.



1.4. Padé Yaklasim

Pad¢é yaklasimi siirekli kesirler teorisi ile iliskilidir. Herhangi bir fonksiyonun
istenilen sekilde bir rasyonel fonksiyon haline getirilmesine fonksiyonun Padé
yaklasimi denmektedir. Padé yaklasimi; yakinsak olmayan Taylor serilerindeki kismi
toplamlar serisine gore daha iyi sonu¢ vermekte ve yakinsaklik araligini genisleterek
daha genis araliklarda ¢oziimlerin daha az hatayla elde edilmesini saglamaktadir (Pozzi,
1994). Genel olarak bilgisayar hesaplamalarinda Padé yaklasimindan yararlanilir.
Tamim 1.10. f foksiyonu;

o)

f6) =) axl (co % 0) ®)

=0
kuvvet serisiyle temsil edilsin. Bu durumda bu kuvvet serisinin Padé yaklagimi1

ag + ayx + azx? + -+ ax™
bO + blx + bzxz + + bnx”

[m/n] = 9)

Seklinde polinomlarin oranidir. Payin derecesi m, paydanin derecesi n dir. (9) de
m + 1 tane payin Katsayisi ve n + 1 tane de paydanin katsayisi vardir. Burada (9)’nin
paydasmin tanimsiz olmamasi i¢in by, = 1 alinmalidir. Bu se¢imle (9)’nin payinin
m+ 1 tane bagimsiz katsayis1 ve paydasinin n tane bagimsiz katsayist olur. Tim
yaklasimda m + n + 1 tane bilinmeyen katsay1 vardir. [m/n], (8)’deki kuvvet serisinin

ilk m + n + 1 terimine karsilik gelir (Baker and Grave-Morris 1996).

(8)° deki 1,x,x2,x3,...,x™" m+n dereceli kuvvet serisine karsilik gelen

Padé¢ yaklasimi

ag + a;x + ax? + - + apx™

oo

cixt =
ZO ' by + byx + byx% + -+ + bp,x™
=

+ O(xm+n+1) (10)

seklinde yazilir. (10) esitliginde igler dislar ¢arpimi yapilirsa,



(bg + byx + -+ byx™(co + c1x + ) = (ag + a;x + - + ap,x™) + 0(x™* ™) (11)

elde edilir. (11) esitligindeki x™*1, x™*2 . x™*" lerin katsayilarinin esitliginden

bnCm-n+1 + bn-1Cm-n+2 + -+ b1Cy + boCrmy1 = 0

bnCm-n+2 + bn-1Cm-n+3 + -+ b1Cmy1 + boCyz =0 (12)

bpcm + bp-1Cmy1 + -+ biCmyn—1 + boCrman =0

sistemi elde edilir. by = 1 oldugu igin, (12) denklem sistemi n tane lineer denklemden

olusur. Yani;

[Cm—n+1 Cm-n+2 Cm-n+3 Cm '” bn ] Cm+1'|

| Cm-n+2 Cm-n+3 Cm-n+4 Cm+1 || b,_4 | | Cm+2 |

[Cn-n+3 Cm-n+s Cm—nas Cm+2 Ilbn_2 | = —|cm+s3] (13)
: : : . : | : :

l Cm Cm+1 Cm+2 Cm+n—1J b, lCm+nJ

olur. Buradan b; katsayilar1 bulunur. Diger yandan (10) denkleminden payin katsayilar

olan ay, a4, ..., a,, katsayilar 1, x, x?,x3, ..., x™ terimlerin katsayilarinin esitliginden

Qo = Co

a1 = C1 + b1C0

a2 = Cz + b1C1 + bZCO (14)

Am = Cm + Cm_1by + -+ cobm

olarak bulunur. Boylece (13) ve (14) denklemleri Padé yaklasimmin pay ve paydasi

olarak tanimlanir. Dolayisiyla bu denklemlere Padé denklemleri denir.

Padé¢ yaklasiminin hesaplanmasinda goriilecektir ki, Padé denklemleri katsayilar

hesaplanmadan (15) ve (16) de Ki



m i m-—1 i
i=0 CiX X Li=o CiX

Cm+1 Cm
p(x) = ; !
Cm+n Cm+n-1
1 x e xm
_ Cm+1 Cm Cm+1-n
q(x) = : : :
Cm+n Cm4n-1 Cn

nym-n i
X" Li=0 CiX

Cm+.1—n (15)

(16)

denklemleriyle de elde edilebilir. Bu denklemler yardimiyla x™*™ inci dereceden

Y%, cixt kuvvet serisine karsilik gelen [m/n] Padé yaklasimim olusturur. Yani verilen

f(x) = ¥2,cixt kuvvet serisini keyfi dereceden Maclaurin serisine déniistiiriilerek, bu

serinin keyfi Padé yaklasimi (serisi) olusturulur. Bir f(x) fonksiyonu i¢in Padé

yaklasimi problemi; Padé yaklasiminda pay ve payda polinomlar1 olan

m n
p(x) = Z axt ve q(x)= Z b;x!
i=0 i=0

polinomlarini bulmay igerir. Kisaca,

p(x) =X, aixi

/) = e = S b
olur.
f@)=) el
i=0

i¢in

k
F(x) = z cixt, k=0

i=0

0, k<O

yazilabilir.

(17)



Teorem 1.1. Eger bir f fonksiyonu i¢in (m, n) dereceli Padé yaklagimi

C eee C _
Po(x) m A
rm,n(x) = ve ]Dm,n = ( : N :

qo(x) Cm+n_1 cee Cm

olarak ifade ediliyor ve D = detD,, ,, # 0 ise;

) En(x) xFp_1(x) - x"Ep_p(x)
_ 2| Sm+1
pO(x) - D ]D)m,n
Cm+n
ve
1 X cese xm
( ) _ l Cm+1
QX)) =g ¢ D n
Cm+n
olur.

Determinant algoritmasi bir¢ok toplama ve ¢arpma islemlerini ihtiva ettiginden m
ve n’nin kiigiik degerlerini hesaplamada daha kullanilighdir. Bu algoritma, yalnizca

kapal1 formdaki formiillerin agilmasinda ve bulunmasinda yardimeci olur.
1.5. Padé Tablosu
Genel anlamda bir f(x) fonksiyonunun Padé yaklagimini
[m/n] = [m/n]; = [m/n](x) = [m/n]p(x) = tinn
seklinde degisik formlarda ifade edebiliriz.
Yaklagimlara ait tablo sistematik olarak Henri Eugene Padé tarafindan verildigi

icin hem yaklagima, hem de tabloya Padé’nin ismi verilmistir. Genel anlamda bir

fonksiyona ait Padé¢ tablosu asagidaki gibidir.
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Tablo 1. Padé [m/n] yaklasim tablosu.

n\m 0 1 2

0 [0/0] [1/0] [2/0]
1 [0/1] [1/1] [2/1]
2 [0/2] [1/2] [2/2]

Yukaridaki Tablo 1. formatina uygun e* ’in Padé yaklasimina ait Padé tablolari

asagidaki gibidir.

Tablo 2. e* ’in Padé yaklagim tablosu.

m\n O 1 2
1
1
0 1 1
1-—x 1-x+5x?
1+%x 1+%x
1 1+x
1_1 1_2 +1 2
2% 3*¥Tg¥
1 1+%x+%x2 1+%x+1—12x2
2 14 x +=x? —2 2
2 1_1 1_1 +i 2
3* 2 T12¥
3 01.,.,1 4
1 1 1+3x+7x“+57x
3 1+x+-x%+—-x3 4”4 24
2 6 1—1x
4
1 1 1
4 1 2223, & 4
+x+2x +6x +24x

Yukarida Tablo 2. de de goriildiigi gibi, Padé tablosunda birinci siitun f fonksiyonuna
ait serinin kismi toplamlarin1 verir. ilk satir ise % fonksiyonunun kismi toplamlarinin

terslerini igerir.
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1.6. Laplace Doniisiimii

Matematikte; integral doniisiimlerde sik¢a kullanilan Laplace doniisiimii; fizikte,
miihendislikte ve olasilik teorisinde genis uygulama alanina sahiptir.

Laplace doniisiimii diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de kullanilmaktadir.
Laplace doniisiimiiniin en onemli 6zelligi fonksiyonu cebirsel hale getirmesi ve elde
edilen fonksiyonun davranisi hakkinda bilgi edinilmesini saglamasidir (Davies, 2002).
Tamim 1.11. x’ in pozitif degerleri i¢in tanimlanmis bir f(x) fonksiyonu olsun. Buna

gore;

f f(x)e™*dx (18)
0

integrali yakinsak ise F(s) veya L {f (x)} seklinde gosterilen

F(s) = L{f(0} = f (e dx (19)
0

fonksiyona f(x)’in Laplace doniisiimii denir (Manzhirov, 1998).
1.7. Ters Laplace Doniisiimii

Verilen bir f(x) fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin s parametresine bagli bir
F(s) fonksiyonu tanimladigi ve (19) seklinde verildigi bilinmektedir. Buna gore; F(s)
dontistim fonksiyonu seklinde verilen bir fonksiyonun orijinal f(x) fonksiyonunun
bulunmasi islemine ters Laplace doniisiimii adi verilir ve sembolik olarak f(x) =
L™1 {F(s)} ile gosterilir. Buradaki L1 semboliine Ters laplace doniisiim operatdrii ad:

verilir (Manzhirov, 1998).
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1 Diferansiyel Transform Yontemi

Bu boliimde bir boyutlu diferansiyel transform yontemiyle ilgili temel tanimlar,
teoremler ve uygulama orneklere yer verilerek, asil ifade etmek istedigimiz yonteme
temel olusturulmaktadir.

Tamm 2.1. Tek degiskenli u(x) fonksiyonun diferansiyel transform fonksiyonu U (k)

olmak iizere u(x) in diferansiyel transformu,

1 [d*u(x)
Driu(}=Uk) = |— & ) (20)
X=Xo
olarak tanimlanir (Chen, 1996).
Tamim 2.2. U (k) doniisiim fonksiyonunun ters diferansiyel transform fonksiyonu,
DU} = u(®) = ) U = x0)* 1)
k=0
bigiminde tanimlanir (Chen, 1996).
(20) ve (21) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki (22) esitligi elde edilir.
1 [d*ulx) .
@) =Y === -x) 22
k=0 X=Xo
Uygulamada (21) denklemi,
n
u() = Y UG - %) 23)
k=0

seklinde alinabilir. (21) denkleminde
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U (k) (x — x0)*

k=n+1

ihmal edilecek kadar kiiciiktiir.

(20) ve (21) denklemleri kullanilarak temel matematiksel islemler yardimiyla bir
boyutlu diferansiyel transformu i¢in asagidaki teoremleri verebiliriz.
Teorem 2.1. Bir boyutlu uzayda tanimli iki fonksiyonun toplaminin veya farkinin

diferansiyel transformu,

Dr{u(x) £ v(x)} = Dr{u()} £ Dr{v(x)} = U(k) £ V (k)

seklinde ifade edilir.
Ispat:

1

Dr{u()} = U(k) =

Tk ve Dr{v(x)}=V(k)= w1l gk

X=Xo

d*u(x) 1 Idkv(x)

X=Xo
oldugu transformun tanimindan bilinmektedir.

k

D) £ v(0)) = ki[ (o) + v(x)]]

dxk
X=Xo

1 dku(x)l N 1 ldkv(x)

k! odxk | Tk dxk |
=X9 X=Xo
Dr{u(x)} Dr{v(x)}
= Dr{u(x)} + Dr{v(x)}
U(k) v (k)

olup

Dri{u(x) £ v(x)} = U(k) £ V(k)

elde edilir.
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Teorem 2.2. Bir boyutlu uzayda tanimli bir fonksiyonun ¢ € R sabit say1 ile ¢arpiminin

diferansiyel transformu,

Dr{cu(x)} = cDr{u(x)} = cU(k)

seklinde ifade edilir.
Ispat:
B 1 [d*u(x)
Dr{u()} = V() = - |——
X=Xo

oldugu transformu tanimindan bilinmektedir.

1 [d*[cu(x)] 1[ d*u(x)
Dricu(®)] _El dx* | __ k! “Tdxk ex
—A0 —A0
1 [d*u(x)
i e . = cDr{u(x)} = cU(k)
—A0
Dr{u(x)}

elde edilir.
Teorem 2.3. Bir boyutlu uzayda tanimli u(x) = x™, m € N kuvvet fonksiyonun

diferansiyel transformu,

#
3

seklinde ifade edilir.
Ispat: Oncelikle

dk
W"’”l
x=0

ifadesinin esitini arastiralim.
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Burada karsimiza 3 durum ¢ikmaktadir.

1. Durum: k < m ise

k

%xml =mm-1)(m—-2)..(m—k+ Dx™*],_,=0
x=0

Drlx™) = |

1[d*k 0
m
Ildxk
=0

2. Durum: k = m ise

dk
lﬁxm =mim-1)(m—-2)..(m—m+ Dx™™],_, =m!
x=0
oy L [dd m!
DT{X }:me :ﬁ:1
xX=

3. Durum: k > m ise

k
%xml =mim-1)(m—-2)..(m—m+1)0],_, =0
x=0

Dr{x™} = ol er

1[d" ml 0

Bu 3 durum g6z oniine alinarak,

DA™} = UG = 8k —m) = {7

#
3

elde edilir.
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Teorem 2.4. Bir boyutlu uzayda tanimli bir fonksiyonun birinci mertebeden tiirevinin

diferansiyel transformu,

.

}z k+1DUKk+1)

seklinde ifade edilir.
ispat:

1 [d*
Dr{u(x)} =U(k) = T I%(kx)

oldugu transformun tanimindan bilinmektedir.

du(x) 1
DT{ dx } Tk

dx (du(x))l 1 [d* 1u(x)

dxk\ dx T k! dxk _
X=Xg X=xq
= (k+1 4" u)
= )(k+1)! dxk+1
X=X
U(k+1)

=k+1DUk+1)

elde edilir.
Teorem 2.5. Bir boyutlu uzayda tanimli bir fonksiyonun n € N olmak iizere n.

mertebeden tiirevinin diferansiyel transformu,

Dy {dr;i(nx)} e+t D 42) o (kUG +m) = ;;")! Uk +n)

seklinde ifade edilir.
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ispat:

1

dk
Dr{u()} = U(K) = w0

dxk

X=Xo

oldugu transformun tanimindan bilinmektedir.

D d"u(x)) _ 1[d* (d"u(x) 1

_xo

dxk+n

dk+nu(x)l

—A0

_(k+n) 1 d**u(x)
k' (k+n)! l dxk+n

U(k+n)

X=Xo

=(k+1Dk+2)..(k+n)U(k+n)

elde edilir.
Teorem 2.6. Bir boyutlu uzayda tanimli iki fonksiyonun carpiminin diferansiyel

transformu, r € N olmak tizere

k
Dru(Ov(0} = ) UMV —7)
r=0

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.7. Bir boyutlu uzayda tanimh ii¢ fonksiyonun c¢arpiminin diferansiyel

transformu, r, t € N olmak tzere

k—-r

Dr{uCv W} = ) Y UV OW k-7 = 1)

r=0t=0

seklinde ifade edilir.
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Teorem 2.8. Bir boyutlu uzayda tamimli u(x) fonksiyonunun, v(x) fonksiyonunun

birinci mertebeden tiirevi ile ¢arpiminin diferansiyel transformu,

dv(x)
dx

k
Dy {u(x) } - Z(k DUV =7+ 1)
r=0

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.9. Bir boyutlu uzayda tanimlhi u(x) ve v(x) fonksiyonunun birinci

mertebeden tiirevlerinin ¢arpiminin diferansiyel transformu,

Dy {du(x) dv(x)

K
dx  dx }=z(r+1)(k_r+1)U(T+1)V(k—r+1)

r=0

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.10. Bir boyutlu uzayda tanimli u(x) = a?*, 1 € R iistel fonksiyonun

diferansiyel transformu,

Ak(In a)*

Dr{a*} = U(k) = o

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.11. Bir boyutlu uzayda tanimli u(x) =e?*, 1 € R iistel fonksiyonun

diferansiyel transformu,

Ak
Dr{e™} =U(k) = T

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.12. Bir boyutlu uzayda tanimli a,b € R olmak tizere u(x) = sin(ax + b)

fonksiyonun diferansiyel transformu,

a* o«
Dr{sin(ax + b)} = U(k) = HSin(Ek + b)
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seklinde ifade edilir.
Teorem 2.13. Bir boyutlu uzayda tanimli a,b € R olmak lizere u(x) = cos(ax + b)

fonksiyonun diferansiyel transformu,

a®
Dr{cos(ax + b)} =U(k) = FCOS(Ek + b)

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.14. Bir boyutlu uzayda tanimli A € R olmak fiizere u(x) = sinh(Ax)

fonksiyonun diferansiyel transformu,

k

Dr{sinh(Ax)} = U(k) = %1’ k tek ise
0, kgiftise

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.15. Bir boyutlu uzayda tanimli A € R olmak tiizere u(x) = cosh(Ax)

fonksiyonun diferansiyel transformu,

0, ktekise
Dr{cosh(Ax)} = U(k) = { A¥ o
—, kgiftise
k!
seklinde ifade edilir.
Ornek2.1. v' —u=0, u(0) =1 (24)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii diferansiyel transform yontemi ile bulalim.
Diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimiiniin u(x) = e* oldugu bilinmektedir.

Oncelikle diferansiyel denklemin her iki tarafina diferansiyel transform yontemi

uygulanir ve transformun lineer oldugu dikkate alinirsa

Dr{u’ —u} =D {0} = Dr{u'} —Dr{u} =Dr{0}

elde edilir. Buna gore,
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Dr{u(x)} = U(k)

ve

Drfu' ()} =+ DUk + 1)

oldugundan diferansiyel denklemin diferansiyel transform yardimiyla transformu,
(k+DUKk+1)-Uk)=0

seklinde elde edilir. Bu esitlik tekrar diizenlendiginde,
Uk+1) = ! U(k), k=012 (25)
- k + 1 ) — UyLy&y e

(25) tekrarlama bagmtis1 elde edilir. Baslangic kosuluna diferansiyel transform

uygulandiginda,

1
U(0) =5, [u()]r=0 =u(0) =1 = U(0) =1

degeri bulunur. Bu deger (25) tekrarlama bagintisinda kullanildiginda,

1
k=0 igin U(1) =7U(0) =1

1 1
k=1in U(2) =-U(1) =5

1 1

1 1
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1 1
k=4 igin U(S) =§U(4‘) =m

U (k) degerleri elde edilir ve bu sekilde devam edildiginde
_1 26
Ulk) =+ (26)

bulunur. U(k) degerine ters diferansiyel transform uygulandiginda,

u(x) =D UK} = ) U(k)x" (27)
u(x) = Z U(k)x* = Ex = Z i e (28)
k=0 k=0 k=0

elde edilir. Buda analitik ¢6ziimle ayn1 oldugu goriiliir.
Ornek2.2. 2u” +3u' +u=x% u(0)=1, v'(0) =1 (29)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii diferansiyel transform yontemi ile bulalim.

Oncelikle diferansiyel denklemin her iki tarafina diferansiyel transform yontemi

uygulanir ve transformun lineer oldugu dikkate alinirsa

Dr{2u" +3u' +u} =Dr{x?} = 2D;{u""}+ 3D {u'} + Dr{u} = Dr{x?}

elde edilir. Buna gore,

Dri{u(x)} =U(k),

D' ()} =(k+1DUk+1),

Dr{u" ()} =k +1)(k+2)U(k+2)

ve
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1, k=2
0, k+2

Dr(x?) = 0k - 2) = |
oldugundan diferansiyel denklemin, diferansiyel transform yardimiyla transformu,
2k + D)k +2)Uk+2)+3k+1DUk+1)+Uk) =6k —2)

seklinde elde edilir. Bu esitlik tekrar diizenlendiginde,

S(k—2)
2+ Dk+2) 2(k+2)

Uk+2)= Uk+1) - U(k) (30)

1
2k +1)(k+2)

(30) tekrarlama bagmtisi elde edilir. Baslangi¢ kosullarina diferansiyel transform

uygulandiginda,

1
U(0) = 5;[u()]x=0 =u(0) =1 = U(0) =1

du(x)
dx

1
U(1)=E[ ]=0=u’(0)=1:>U(1)=1

degerleri bulunur. Bu deger (30) tekrarlama bagintisinda kullanildiginda,
3 1
k=0 igin U(2) = -2 U(D) 7 U(0) = -1
3 1
k=1ign UB) = —2UQ) - 5 U(1) = 0.4167
. 1 3 1
k=2 icin U4)=——-—=U(3) —ﬁU(Z) = —0.0729

24 8

3 1
k=3 igin U(5) = =5 U(4) = 75U(3) = 00115
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U(k) degerleri elde edilir. Boylece diferansiyel denklemin yaklagik ¢Oziimii ters

diferansiyel transform ile

u(x) = DFHUGO} = ) Uoxk (31
k=0
n
u(x) = Z U(k)x*¥ =1+ x —x?+0.4167x3 — 0.0729x* + 0.0115x° + -+ (32)
k=0

olarak elde edilir.

—-X
u(x) =—e*—12e2 +x%2 —6x+ 14 (33)

denklemin gergek ¢ozliimii olmak lizere; gergek ve yaklasik ¢oziim asagidaki grafikte

karsilastirilmistir.

7
22t /
— Gergek /
20} y
Vi

18 --- Yaklagk
16 f
14|
12}

05 10 15 20 25 30

Sekil 1. (29) denkleminin gergek ¢oziimii ve diferansiyel transform yontemi ile elde
edilen yaklasik ¢oziimiiniin karsilagtiritlmasi

Ornek 2.3. v’ =1+ u? u(0) =0 (34)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii diferansiyel transform yontemi ile bulalim.

Diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimiiniin u(x) = tan(x) oldugu bilinmektedir.
Oncelikle diferansiyel denklemin her iki tarafina diferansiyel transform yontemi

uygulanir ve transformun lineer oldugu dikkate alinirsa
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Dr{u'} = Dr{l +u?} = Dr{u'} = Dr{1} + Dr{u?}
elde edilir. Buna gore,

Drfu'()}=k+DUK+1),

k
Dofu?) = Dofuu} = Z U@ UKk —1)

ve

Dr{1} = DT{XO} = 6(k)

oldugundan diferansiyel denklemin diferansiyel transform yardimiyla transformu,

k
(k+ DUk +1) = 6(k) + Z U(r) Uk —1)
r=0
seklinde elde edilir. Bu esitlik tekrar diizenlendiginde,
1
k+1

k
Uk +1) = 5(k) + Z UG Uk — r)], k=012, .. (35)
r=0

(35) tekrarlama bagmtis1 elde edilir. Bagslangic kosuluna diferansiyel transform

uygulandiginda,
1
U(0) = 5;[u()]x=0 =u(0) =0 = U(0) =0
degeri bulunur. Bu deger (35) tekrarlama bagintisinda kullanildiginda,

1

0
k=0 igin U(1) = 5= |8(0) + Z U@ U0 — r)] =5(0) + U(0)U(0) = 1
r=0
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1
k=1 icin U(2) = ?11[6(1) +ZU(r) Ul —r)]
r=0

1
= E(U(O)U(1) +U(U0)) =0

2
k =2 icin U(3) = 2_{_%[6(2) +ZU(r) U(2 —r)]
r=0

=2 (WOU@ +UDUD) +UDUO) = 3

1
k =3 icin U(4) =371

3
—|6® +;U(r)U(3—r)]

= %(U(O)U(S) +UMU(2) + URUB) + UB)U(0)) =0

1 4
k=4 icin UGS) = = |64 + Z UG U4 —1)
r=0

= %(U(O)U(ZL) +UUB)+URUER)+UBUQ) +

UWU) =

U(k) degerleri elde edilir. Boylece diferansiyel denklemin yaklagik ¢oziimii ters

diferansiyel transform ile

u() = DU} = ) UGx* (36)
k=0
u(x) —iU(k)xk —x+1x3+3x5+--- (37)
B L B 3 15

elde edilir. Buda u(x) = tan(x) analitik ¢oztimle ayni oldugu goriiliir.
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2.2. Modifiye Diferansiyel Transform Yontemi

Bu yontem; diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde etkin bir yontem
olan DTY yontemi, Padé yaklasimi ve Laplace doniisiimiiniin birlikte uygulanmasi
stirecini igceren ve diferansiyel denklemlerin yakinsaklik araligini genisletilmesine

imkan taniyan yontem olarak ifade edilir.

Bilindigi gibi diferansiyel denklemlerin DTY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri;
fonksiyonlarin Taylor seri aciliminda karsilastiimiz kesme hatalarina benzer hatalar
icermektedirler. Elde edilen c¢oziimlerin yakinsaklik araligmmin sinirli olmasi ise
yontemin en cok elestirilen kismidir. Baska bir degisle, ¢6ziimiin arandigi noktanin
civarindan uzaklasildiginda gittikge artan hatalar s6z konusudur. Modifiye diferansiyel

transform yontemi ise yukaridaki eksiklikleri ortadan kaldirmaktadir.

Bir diferansiyel denkleme uygulanan modifiye doniisiim algoritmasi su sekilde

verilir.

Adim 1: DTY ile yaklasik ¢6ziim elde edilir.

Adim 2: Hesaplanan bu ¢6zlime Laplace doniisiimii uygulanir.

Adim 3: s = 1/t alinir.

Adim 4: Hesaplanan ifadenin [m/n] Padé yaklasimi bulunur.

Adim 5: [m/n] Padé yaklasiminda t = 1/s alinr.

Adim 6: Hesaplanan ifadenin ters Laplace doniigtimii alinir.

Adim 7: Cok genis bir aralikta ¢oziimii temsil eden periyodik bir modifiye ¢6ziim

elde edilir.

Bu adimlar ile elde edilen ¢oziimler ile klasik DTY ile elde edilen ¢oziimler
karsilastirildiginda ise; MDTY ile bulunan ¢6ziimlerin bazen problemlerin analitik
cozlimleri ile ayni, bazen ise analitik ¢oziime klasik DTY den daha iyi yaklastig

gorilmektedir.
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Ornek 2.4. u"” + 2u’' + 3u = sin(x), u(0) =1, u'(0) =1 (38)
diferansiyel denklemin yaklasik ¢6ziimiinii modifiye diferansiyel transform yontemi ile

bulalim.

Denklem (38)’de her iki tarafinin diferansiyel transformu alinirsa asagidaki (40)

tekrarlama bagintilar1 elde edilir:

k

e+ D)k + 2)UCk +2) + 2(k + DUk + 1) + 3U(k) = %sin (gk) (39)

sin (% k)

Kk+Dk+2) (k+2)

Uk +2) = Utk +1) — Uk) (40)

3
(k+1)(k+2)

Baslangi¢ sartlarini (20) de kullanirsak x = 0°da U(0) = 1, U(1) = 1 oldugu kolayca
gorilir. k = 0,1,2,3,...ve U(0) = 1, U(1) = 1 degerleri (33)’de kullanilirsa

5x2  4x3 x* 23x°5 49x°® x7
4 x— 2 _ 8 41
u@) =1+x———+ ===t 750 " 180 T OO (41)

seri ¢ozumii elde edilir.
Modifiye diferansiyel transform yontemi igin (41) esitliginde Laplace doniisiimii

uygulanirsa,

1 1 5 8 1 23 49 28
Ll =S+ GGt g wty @ (42

sadelestirmek i¢in s = 1/t alinirsa,
Llu(x)] =t +t? —5t3 +8t* —t> — 23t% + 49t7 — 28t8 (43)

Bu durumda [4/4] Padé yaklasimu,

[4]_ t+3t2 +t3 + 4t
2=

44
1+ 2t + 4t2 + 2t3 + 3t (44)
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seklindedir. t = 1/s alarak s’ye gore [4/4] Padé yaklagimu,

(45)

[4]_ 4+ s+ 3s%+s3
4] " 34+ 25+ 452 + 253 + 54

halini alir. [4/4] Padé yaklasiminin bu haline ters Laplace doniisiimii uygulayarak,
1 1 . 5 _

u(x) =— Zcos(x) + Zsm(x) + e‘x(z cos(V2x) + V2sin(v2x))

modifiye edilmis yaklasik ¢6zliim elde edilmektedir.

u(x) = —%e‘x(—Scos(\/Ex) + e*cos(x) cos(\/ix)2 —e* cos(\/zx)2 sin(x)

— 4+/2sin(V2x) + e*cos(x) sin(\/zx)2 (46)

— e*sin(x) sin(\/zx)z)

denklemin gergek ¢oziimii olmak iizere; gercek ve modifiye edilmis yaklasik ¢oziim

asagidaki grafikte karsilastirilmastir.

10

08 |

06 t

04+

02 ¢

- 02+

Sekil 2. (38) denkleminin ger¢ek ¢oziimii ve modifiye diferansiyel transform yontemi
ile elde edilen yaklasik ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi
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2.3. Adomian Polinomlari

Adomian polinomlarinin algoritmasi; lineer olmayan operatorlere, {istel
fonksiyonlara, trigonometrik fonksiyonlara, logaritmik fonksiyonlara ve bileske
fonksiyonlara uygulanarak hesaplamalarin daha kolay elde edilmesini saglar. Bu
polinomlar1 elde etmek icin bir¢ok yontem olmasina ragmen burada programlanmasi

kolay olan Adomian tarafindan gelistirilen Taylor seri a¢ilim1 yontemi ele alinmustir.
2.3.1 Taylor Seri Yontemi

Adomian ayristirma metodunun genel algoritmasi Taylor serisi yardimiyla

olusturulmustur. Lineer olmayan f (u) terimi u,’da Taylor serisine acilirsa,

1 1
fQ) = f(uo) + f (uo) (w = up) + = £ (uo) (u = up)* + 77 f (uo) (u — 1p)°

(47)
serisi elde edilir. Burada,
U=uy+uy t+tu,+uz+-- ve u—uy=u; +u; +uz+--
esitlikleri (47) denkleminde yerine yazilirsa
i 1 " 2
f) = fuo) + f'(uo)(ug + up +uz + ) + Ef (uo)(uy +uy +uz + )
' (48)

+ %f”'(uo)(lh tup tuz+)° +
olarak bulunur.
(ug + Uy +uz + )% = wy? + 2uguy + up? + 2ugug + usz?® + 2uyuz + 2uguy + -
(ug +up +us + )3 = uy 3 + 3u%u, + 3uuy? + uyd + 6uuyug + 3uguz? + -

seklinde alinarak (48) denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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1 1
f@) = fue) + f'uodug + f'(upduy + f'(ug)us + zf”(uo)lhz + if”(uo)uzz

1 1 1
b o + g o + g f )Bwus 4 (49)

denklemi elde edilir. Bu denklemde, A, polinomu indis toplami 0 olan terimlerden, A,
polinomu indis toplami 1 olan terimlerden, A, polinomu ise indis toplami 2 olan
terimlerden olusur. Benzer sekilde A, polinomu da indis toplami1 n olan terimler ile

ifade edilir. Bu algoritma gruplandirilirsa,
Ay = f(uo)

Ay = uyf'(up)

Ay, = upf'(ug) + —u12f”(uo)
Az = uzf'(up) + uguy f"'(up) + —u13f”'(uo)

b ) £ Gao) + () £ ) + () £ )

y 1
b= af (o) + (5 :

2|

seklinde Adomian polinomlar: elde edilebilir. A € R parametre olmak tizere

oo

n=0

fonksiyonunun ¢oziim serisi,

oo
— n
u—Z/l Uy,
n=0

ve lineer olmayan
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faw = i 2y
n=0

terimi parametrik olarak yazilabilir. 1 € R noktasinda f(u) fonksiyonu analitik olmak

sarttyla Adomian polinomlari

Ay =—|m (ZM)‘ , n>0 (50)

formiiliinden elde edilebilir (Wazwaz, 2002).

Ornek 2.5. f(u) = u? lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarini hesaplayalim.

u=Z)liui =ug + Auy + F%u, +

i=0

olmak lizere

0 [0/0)
Ay = d f (Z )] = ((ug + Auy + 2y + ) 320 = up®
A=0

0

A = 1 d)l <Z Ay )] ((uo + Ay + 22Uz + ) )a=0 = 2uowy
=0

dZ
f (Z Ay )] = 5z (o + 2wy + 2uy + )3 220
=0

= 2u0u2 + u12

d3
A3 = 31 dl3f<z Ay )] = 3dB ((uo + Auyg + 22uy + )220

A=0

= 2u0u3 + 2u1u2
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A=g d/14f (i“)‘

A=0

seklinde hesaplanir.

T 4ldat

1 d* 5 5
((uo + Aug + A%uy + -+ )%)|a=0

= 2u0u4 + 2u1u3 + u22

Ornek 2.6. f(u) = e* lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarini hesaplayalim.

u=2/1iui =uy + Auy + A%u, +

olmak tlzere

0 0' d/lof (Z Alul >] = (e(u0+lu1+lzu2+'“))|/’l=0 = euO

A=0

d 2
A = 1' dl <Z ;{lul )] — a(e(u0+)lul+/1 Uuz+ ))|A=o — uleuo
A=0

“1=0

1[a® (<, |
A3 =73 d/13f Z“i
i=0 A

A=0

=g d,14f (Z’P”l)]

A=0

seklinde hesaplanir.

1 d2
=sae e

(Ug+Auq +2%Uy+-- )) |

(u lu )e”ﬂ

1 d3
RETPrEIC

(u0+/1u1+/12u2+-~-))|
1 3 Ug
Us + ugu, + gt e

1 d*

- e
1 1 1 .
:<u4+u1u3 +5u 2'u1 u2+4!u1 )8 0
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Ornek 2.7. f(u) =cosu lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarmi

hesaplayalim.
u =Z/1iui =uy + Au; + A2u, +

olmak lizere

1[d® (<
Ay = o Wf (Z Ay, )] = cos(ug + Auy + 1°u, =0 = cosu,
L i=0 A=0
v o | 2
A1 = F a 2/1 u; (COS(UO + /1u1 + 4 U, ))l/l 0 = —UpSINUy
L i=0 =0
1[a? (< 1 d? ,
A, == d/12f ZO fu; =§W(cos(u0+lu1+/1 Uz + )l a=0
i= =0

1
= —u, sinug — 5“12 COS U,

3

1d
3 3| d/13f (Z Alul )] = ;W(Cos(uo + /1u1 + /12u2 + ”.))|A=O

A=0

1
= ug sinuy, — U U, COS Uy + §u13 sin u,

4

< 1d
Ade=5 d/14f(zl‘ul>] =Zw(cos(u0+lu1+/12u2+---))|,1=O

A=0

: 1 2 1 2 : 1 4
= —Ugsinug — (U, + uqus Jcosuy — Syt Uz SinUg + i costg

seklinde hesaplanir.
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Ornek 2.8. f(u) =sinu lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarmi

hesaplayalim.
u =Z/1iui =uy + Au; + A2u, +

olmak lizere

1[a° (<
A = Wf(Z)Uzq)] = sin(uy + Auy + 17w, =0 = sinuy
L i=0 1=0
v o | 2
A=5|— 2,1 u; (sin(ug + Auy + A2u, Nla=o = us cosug
L i=0 1=0
1[ a2 = 1d* 2
A, = d/12f ZO fu; =EW(sm(u0+/1u1+/1 U + - )la=o
= A=0

1
= U, COS Uy — Eu12 sinu,

3

1d
3 3| d/13f (Z Alul )] = ;W(Sln(uo + /1u1 + /12u2 + e ))|A=0

A=0
1

= U3 COS Uy — Uy Uy SiN Uy — §u13 oS U,
N i 1d* 2
Ay = ym d/14f Z/lul =Zw(sm(u0+/lu1+/l Uy + - ))la=o

A=0

1 1 1
= —u, cosuUy — | —u,% + uyuz | sinug — —u, 2u, cosuy + —u, ¥ sinu
= —Uy 0 = \5 % 1U3 0 =5yt Uz ot 0

seklinde hesaplanir.
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Ornek 2.9. f(u) = coshu lineer olmayan terimi igin Adomian polinomlarmi

hesaplayalim.
u =Z/1iui =uy + Au; + A2u, +

olmak lizere

1[d° (<
Aoza Wf(Z)Um)] = cosh(ugy + Au; + A°u, + -+ )|129 = coshu,
L i=0 A=0
v o 2
A= ol Z/llul (cosh(ug + Auy + 21%uy + -+ )| 320 = uq Sinhuy,
L i=0 =0
1[a? (< 1 d? ,
A, = d/12f ZO by, =EW(cosh(uo+/1u1+/1 Uz +-))la=o
i= 1=0

1
= u, sinhuy + 51112 coshu,

3

1d
3 3| d/13 f (Z Alul )] = gﬁ (Cosh(uo + /1u1 + /12u2 + oo ))|l=0

A=0

+ —u,3 sinhu,

=Uus Sinh Ug + UiUy COSh Uy 31

4

T 4ldat

A=0

(cosh(ugy + Auqy + 22uy, + -+ )| 3=0

A=g d/14f (Z”ul>

1 1 1
= u, sinhu, + (5 u,? + u1u3) coshuy + 5”12112 sinhug + Zul“ cosh ug

seklinde hesaplanir.
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Ornek 2.10. f(u) =Inu, u > 0 lineer olmayan terimi i¢cin Adomian polinomlarmi

hesaplayalim.
u= Z/liui =uy + Auy + A2u, + -
i=0

olmak lizere

o o
Ao = & %f (Z Hu )] = In(ug + Auy + A%up + )12 = Inug
! i=0 A=0
[ d = ; d 2 Uy
A1=F a <z/1ul>] =ﬁ(ln(u0+/1u1+/1 uz+"'))|/1=o=u_o
L =0 A=0
1] a2 - i ? 2
A, =5 Wf(Z/llq)] =EW(ln(uo+/1u1 + AUy + )l a=o
L i=0 A=0
u, 1uy?
Ty 2ug?
1]a3 - i 1 d° 2
3= Wf(z/lulﬂ =§W(ln(uo+/1u1 + AUy + )l a=o
i=0 A=0
us  uu, lugd
Tup up? | 3up?
1|d* - i 1 d* 2
=T (Z/lul>] =Zw(ln(uo+/1u1 + AUy + )l a=o
i=0 A=0
u, luy,® wus utu, 1y
=u_0_§u_02_ Uy? U3 duyt

seklinde hesaplanir.
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2.4. Birlestirilmis Diferansiyel Transform ve Adomian Yontemi

Daha once DTY ve Adomian yontemleri iizerinde durulmustu. Simdi ise her iki
yontemi de bir arada kullanan gelistirilmis bir yontem sunulacaktir. Bu yontemde
ozellikle lineer olmayan terimlerin Adomian hesaplamalari ele alinarak belli bir amag
dogrultusunda kendi diferansiyel denklem problemimize uyarlanacaktir.

Teorem: Herhangi bir f(u) analitik fonksiyonu,

(o]
u= Z CpxX™

n=0

gibi yakinsak bir seri ile verildiginde f(u)’nun uygun bir hesaplanisi, A, ’ler f(u)

fonksiyonunun ayristirilmis Adomian polinomlar1 olmak iizere,

f)=f (i cnx") = i A (€0, €1y e C)X"
n n=0

=0

olup

FO) = Ay (o g o )"
n=0

dir (Adomian, 1991).

Asagidaki lemma Onerilen yontemin temelini olusturur.
Lemma: U(k) = Drfu(x)} ve U(k)nin ters diferansiyel transformu u(x) =
Dy HU(k)} seklinde olsun. A,’ler de N lineer olmayan operatoriine gore Adomian

polinomlarini gostersin. Buradan,

yazilabilir.
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Ispat: Yukaridaki teorem ile (20) ve (21) denklemlerini kullanirsak

N(u) = N (Z U(k)xk> = Z A (U0),U), ..., U(n)) x™
k=0 n=0

sonucunu ¢ikarabiliriz. Burada her iki tarafa diferansiyel transform uygularsak,

Dr{N (W)} = D {Z An(U(0), U, ., UG xn}
n=0

ve A, (U(0),U(1), ..., U(n))’lerin x’den bagimsiz oldugunu g6z éniinde bulundurursak

Dr{N@W) = ) Ay(U(O),U(D), ., Um) Drlx™)
n=0

- Z A, (U(0),UD), ..., UM)) 8(k —n)
n=0

L k=1 dugu disiinilerek, bu ifade de k = n

yazmak miimkiindir. §(k —n) = {O k£ n

olmast durumu dikkate alindiginda,
Dr{N)} = A, (U(0),U(1),...,U(k))
oldugu goriiliir.

Lemma bize herhangi bir lineer olmayan ifadenin diferansiyel transformunun

hesaplanmasi icin basit ve kullanigh bir yol sunar.

Yukarida bahsedilen yontem yardimiyla lineer olmayan ifadelerin diferansiyel
transformunu hesaplayalim. Burada F(k), k. Adomian polinomu olarak alinip, F(k) =
A (U(0),U(1),...,U(k)) olmak tizere k = 0 i¢in F(0), 0. Adomian polinomu olan 44’1

ifade etmektedir.
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Ornek 2.12. f(u) =u? lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarini

hesaplayalim.

Dr{u?} = F(k) = 4, (U(0),U(1), ..., U(k)) olmak iizere,
F(0) = U(0)?

F(1) = 2U(0)U(1)

F(2) = U(1)? + 2U(0)U(2)

F(3) = 2U(1)U(2) + U(0)U(2)

F(4) = U(2)% + 2U0(1)U(3) + 2U(0)U(4)

'seklinde hesaplanir.

Ornek 2.13. f(u) =u? +u® lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarini

hesaplayalim.
Dp{u? + u3} = F(k) = A(U(0),U(1), ..., U(k)) olmak iizere,

F(0) = U(0)*(1 + U(0))

F(1) = U(0)U(1)(2 + 3U(0))

F(2) = (14 3U(0)U(1)* + U(0)U(2)(2 + 3U(0))

F(3) = U(L)? + 2U(1)(U(2) + 3U(0)U(2)) + U(0)U(3)(2 + 3U(0))

F(4) =3U1)%U(2) + (1 +3U(0))U(2)* + 2U0(1)(U(3) + 3U(0)U(3))
+U(0)U(4)(2 + 3U(0))

seklinde hesaplanir.
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Ornek 2.14. f(u) =+u linecer olmayan terimi ig¢in Adomian polinomlarini

hesaplayalim.

Dr{vVu} = F(k) = A, (U(0),U(1),...,U(k)) olmak iizere,

F(0) = /U(0)
U
F)= 2.JU(0)
—U(1)? + 4U(0)U(2)
F2) = 8U(0)3/2
U(1)? — 4U(0)U(1)U(2) + 8U(0)2U(3)
F&) = 16U(0)5/2
pay - _ SV~ 200OUWAU) + 32002 UMV )
) == 128U(0)7/2
16U(0)2(U(2)? — 4U(0)U(4))
128U(0)7/2

seklinde hesaplanir.
Ornek 2.15. f(u) =3Vu lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarini
hesaplayalim.

Dr{Vu} = F(k) = A, (U(0),U(1), ...,U(k)) olmak iizere,

F(0) = U(0)Y/3

U@
=300
F2) = —U(1)? +3U(0)U(2)

9U(0)5/3
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5U(1)% — 18U(0)U(L)U(2) + 27U (0)2U(3)

F) = 81U(0)8/3
10U(1)* — 45U (0)U(1)2U(2) + 54U(0)2U(1)U(3)
F=- 243U(0)11/3
27U(0)2(U(2)? — 3U(0)U(4))
243U(0)11/3

seklinde hesaplanir.
Ornek 2.16. f(u) =e* lineer olmayan terimi icin Adomian polinomlarini

hesaplayalim.
Dr{e*} =F(k) = A (U(0),U(1),...,U(k)) olmak iizere,
F(0) =eV©®

F(1) = U(1)e'©®

F(2) = %(U(l)2 +2U(2))e’©®
F(3) = %(U(l)3 +6U(DU(2) + 6U(3))eV©

F(4) = %(U(l)“ +12U(1)?U(2) + 24U (1)U 3) + 12(U(2)? + 2U(4)))e’©®

seklinde hesaplanir.

Ornek 2.17. f(u) = e*”  lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarim
hesaplayalim.

Dr{e’} = F(k) = A, (U(0),U(1),...,U(k)) olmak iizere,

F(0) = eV’
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F(1) = 2U(0)U(1)eV©®’

F(2) = ((1+2U(0))U(1)? + 2U(0)U(2))eV®"

F(3) = g(zu(0)3u(1)3 +3U(DU(2) + 6U(0)2U(1)U(2) + 3U(0)(U(1)3

+U(3)))el©®?

F(4) = %((3 +4U(0)2(3 + U(0)))U(1)* + 12U(0)(3 + 2U(0))U(1)2U(2)
+12U0(1)(UB) + 2U(0)2U(3))

+ 6((1 + ZU(O)Z)U(Z)Z + 2U(0)U(4))) eu(o)Z

seklinde hesaplanir.

Ornek 2.18. f(u) =sin(u) lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarini
hesaplayalim.

Dr{sin(u)} = F(k) = A, (U(0),U(1),...,U(k)) olmak iizere,

F(0) = sin[U(0)]

F(1) = U(1)cos[U(0)]

F(2) = %(ZU(Z)COS[U(O)] — U(1)2sin[U(0)])
F(3) = %(—(U(1)3 — 6U(3))cos[U(0)] — 6U(1)U(2)sin[U(0)])

F(4) = %(—12(U(1)2U(2) — 2U(4))cos[U(0)] + (U(1)* — 12U(2)?

— 24U(1)U(3))sin[U(0)])

seklinde hesaplanir.
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Ornek 2.19. f(u) = sin(u?) lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarini

hesaplayalim.
Dr{sin(u®)} = F(k) = A, (U(0),U(1), ...,U(k)) olmak iizere,
F(0) = sin[U(0)?]

F(1) = 2U(0)U(1)cos[U(0)?]

F(2) = %(2(U(1)2 + 2U(0)U(2))cos[U(0)2] — 4U (0)2U (1)2sin[U(0)2])

F(3) = —%((2U(0)3U(1)3 — 3U(1)U(2) — 3U(0)U(3))cos[U(0)?]

+ 3U(0)U(D)(U(1)?% + 2U(0)U(2))sin[U(0)%])

F(4) = %(6(—2U(0)2U(1)4 —4U(0)3U(1)?U(2) + U(2)% + 2U(1)U(3)
+ 2U(0)U(4))cos[U(0)?]
+ ((=3+4U(0)HU)* — 36U (U (1)2U(2) — 12U(0)2U(2)?
— 24U(0)2U(1)U(3))sin[U(0)3])

seklinde hesaplanir.
Ornek 2.20. f(u) =sin(~u) lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarini

hesaplayalim.

Dr{sin(vu)} = F(k) = 4, (U(0),U(1),...,U(k)) olmak iizere,
F(0) = sin[{/U(0)]

U(1)cos[,/U(0)]

i 2./U(0)
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—(U(1)? — 4U(0)U(2))cos[y U(0)] — /U (0)U(1)*sin[y'U(0)]

F2)= 8U(0)3/2
1
F3) = gapgye (73 +UOHUQAY —120(0UMUE)
+24U(0)2U(3))cos[yT(0)] + 3J/TOU(1)(U(1)?
— 4U(0)U(2)sin[yUO)])
F(4) (3((=5 + 2U(0)U(1)* — 8(=3 + U(0))U(0)U(1)?U(2)

" 384U(0)7/
— 32U(0)2U(1)U(3) + 16U(0)*(~U(2)? + 4U(0)U(4)))cos[/U(0)]
+JU0)((—=15 + U(0))U(1)* + 72U (0)U(1)?U(2) — 48U (0)2U(2)?
—96U(0)2U(1)U(3))sin[/U(0)])

seklinde hesaplanir.

Ornek 2.21. f(u) = cos(u) lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarint
hesaplayalim.

Dy{cos(uw)} = F(k) = A, (U(0),U(1), ...,U(k)) olmak iizere,

F(0) = cos[U(0)]

F(1) = —=U(1) sin[U(0)]

F(2) = %(—U(l)zcos[U(O)] —2U(2)sin[U(0)])
F(3) = %(—6U(1)U(2)COS[U(O)] + (U(D)? = 6U(3))sin[U(0)])

F(4) = %((U(l)‘* — 12U(2)? — 24U(1)U(3))cos[U(0)] + 12(U(1)2U(2)

— 2U(4))sin[U(0)])

seklinde hesaplanir.
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Ornek 2.22. f(u) = In(u), u > 0 lineer olmayan terimi i¢in Adomian polinomlarimni

hesaplayalim.

Dr{ln(w)} = F(k) = A, (U(0),U(1), ...,U(k)) olmak tizere,

F(0) = In[U(0)]

Ut
U(1)? - 2U(0)U(2)
F2) =~ 2U(0)?
U(1)* = 3U(0)U(1)U(2) + 3U(0)2U(3)
FO®) = 3U(0)°
U(1)* — 4U(0)U(1)2U(2) + 4U(0)2U(1)U(3)
F4) = - 4U(0)*
2U(0)*(U(2)* —2U(0)U(4)

4U(0)*
seklinde hesaplanir.
Ornek 2.23. f(u) =In(w?), u?>0 lineer olmayan terimi i¢in Adomian
polinomlarini hesaplayalim.

Dr{ln(u?)} = F(k) = A (U(0),U(1),...,U(k)) olmak iizere,

F(0) = In[U(0)?]

201
=T
F2) = —2U(1)% +4U(0)U(2)

2U(0)2
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2(U(1)3 = 3U(0)U(L)U(2) + 3U(0)2U(3))

FO®) = 3U(0)°

U(D)* —4U0)U(1)?U(2) +4U(0)*U(1)U(3)
F) =~ 20(0)*

2U(0)2(U(2)% — 2U(0)U(4))

20(0)*

seklinde hesaplanir.
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3. BULGULAR

Asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemler birlestirilmis diferansiyel
transform ve Adomian yontemiyle yaklasik ¢oziimleri elde edip, gergek ¢oziimleriyle
karsilastirilmistir.

Ornek 3.1. v =u-2u? u(0)=1, (51)
lineer olmayan diferansiyel denkleminin yaklasik ¢oziimiini birlestirilmis diferansiyel

transform ve Adomian yontemi ile bulalim.

(51) diferansiyel denkleminde her iki tarafin x’e gore diferansiyel transformu

aliirsa

Dr{u'} = Dr{u — 2u?} (52)

(k+ DUk +1)=Dr{u—2u?}=F(k); k=0 (53)
F(k)

elde edilir. u — 2u? terimin Adomian polinomlar1 bilindiginden
F(0) = U(0) — 2U(0)?

F(1) = U(1) — 4U(0)U(1)

F(2) = 3 (~4U()? + 2~ BUO)U(2)

F(3) = —4U()U(2) + U(3) — 4U(0)U(3)

F(4) = —2U(2)% — 4U(1)U(3) — (—1 + 4U(0))U(4)

seklinde hesaplanir. (54) tekrarlama bagintisindan
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U) =1

F(0)=-1

F(0)
U(l):O—H:_l
F(1) =3

F(1) 3
V@ =117=2

13
F(Z):—7

F(2) 13
V®=231""%
Fe3 _25
@ ==

F(3) 25
'®W=371"%

541
F(4):—H

F(4) 541
Ve == o

U (k) degerleri bulunur. Boylece,

3x2 13x3_|_25x4 541x°

— k_1_ —
u(x)—kZOU(k)x =1—-x+ > e 3 120

denklemin yaklasik ¢6ziimii elde edilir.
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ex

- 56
-1+ 2e* (56)

u(x) =

(56) denklemi (51) denkleminin analitik ¢dziimii olmak {iizere, analitik ve yaklasik

¢Ozlim asagidaki grafikte karsilastirilmistir.

=
~

02 04 06 o 1
Sekil 3. (51) denkleminin gergek ¢6ziimii ve birlestirilmis diferansiyel transform ve
Adomian yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimiiniin karsilastiriimasi

Ornek3.2. v =2u+4ulnu, u(0) =1, '(0)=0 (57)
lineer olmayan diferansiyel denkleminin yaklagik ¢oziimiinii birlestirilmis diferansiyel

transform ve Adomian yontemi ile bulalim.

(57) diferansiyel denkleminde her iki tarafin x’e gore diferansiyel transformu

alinirsa

Dr{u"} = D {2u + 4ulnu} (58)
(k+2)(k+ 1)Uk +2) =D {2u+4ulnu}=F(k); k=0 (59)
Uk+2)= Fl) k=0 (60)

(k+2)(k+1)’

elde edilir. 2u + 4ulnu terimin Adomian polinomlar bilindiginden

F(0) = 2U(0)(1 + 2In[U(0)])
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F(1) = 2U(1)(3 + 2In[U(0)])

2—14U(1)2 120(2) + 8U(2)In[U(O
F()—§<U(O)+ U@+ ()n[()])

2 (_ U(1)3 - 6U0)U(LU(2)

F(3)=3 TOE +9U(3) + 6U(3)1n[U(O)]>

U(D)* — 6U(0)U(12U(2) + 12U(0)2U(1)U(3)
3U(0)3
6U(0)2(U(2)? + 3U(0)U(4)) + 12U(0)3U(4)In[U(0)]
+ 3U(0)3

F(4) =

seklinde hesaplanir. (60) tekrarlama bagintisindan

Uuo)=1
U1 =0
F(0) =2
U(2) = Fo) 1

0+2)0+1
F(1) =0

F(1)

u@3) = a+na+n

F(2) =6

F(2) 1

v = 2+2)2+1) 2
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F3) =0

__F®
U = B3+2)(3+1) 0
F(4)=5
U(e) = F& 1

G+2)4+1) 6
U (k) degerleri bulunur. Boylece,

4 6

w() = D UOR* = 1+x2 + b ko (61)
k=0

denklemin yaklasik ¢6zlimii elde edilir.
u(x) = e*’ (62)

(62) denklemi (57) denkleminin analitik ¢oziimii olmak {izere, analitik ve yaklasik

¢Oziim asagidaki grafikte karsilastirilmistir.

25 ¢

20

15+

02 04 06 08 10
Sekil 4. (57) denkleminin gergek ¢oziimii ve birlestirilmis diferansiyel transform ve
Adomian yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi
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Ornek 3.3. u’ =cos?u, u(0)=0 (63)
lineer olmayan diferansiyel denkleminin yaklasik ¢oziimiini birlestirilmis diferansiyel

transform ve Adomian yontemi ile bulalim.

(63) diferansiyel denkleminde her iki tarafin x’e goére diferansiyel transformu

alinirsa

Dr{u'} = Dr{cos? u} (64)

(k+1DU(k +1) = Dr{cos®?u} =F(k); k=0 (65)
_ F(k)

Uk +1) = gy k20 (66)

elde edilir. cos? u terimin Adomian polinomlar1 bilindiginden
F(0) = cos[U[0]]?
F(1) = =2U(1)cos[U(0)]sin[U(0)]

F(2) = —U(1)%cos[2U(0)] — U(2)sin[2U(0)]

F(3) = %(—IZU(l)U(Z)COS[ZU(O)] + 2(2U(1)3 — 3U(3))sin[2U(0)])

F(4) = %((U(l)4 —3U(2)2 = 6U(1)U(3))cos[2U(0)] + 3(2U(1)2U(2)
— U(4))sin[2U(0)])

seklinde hesaplanir. (66) tekrarlama bagintisindan

Uu)=1

F(0)=1
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_FO _

U =551+
F(1) =0

F(1)
U(Z) = m =0
F(2)=-1

F(2) 1
V=717 73
F(3) =0

F(3)
U(4) = 3—+1 =0
F(4)=1

F(4) 1
V&) =33175

U (k) degerleri bulunur. Boylece,

3 XS X7

u(x)=kZ=0U(k)xk=x_%+?_7+... (67)

denklemin yaklasik ¢6ziimii elde edilir.
u(x) = arctan(x) (68)

(68) denklemi (63) denkleminin analitik ¢oziimii olmak {izere, analitik ve yaklasik

¢Ozlim asagidaki grafikte karsilastirilmistir.
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—_ Gergek = -
05 +
--=  Yakask
- 10 - 05 05 10
_ 05|
=
— -

Sekil 5. (63) denkleminin gergek ¢oziimii ve birlestirilmis diferansiyel transform ve
Adomian yontemi ile elde edilen yaklasik ¢6zlimiiniin karsilastiriimasi

Ornek 34. u' =3Vu, u(0)=1 (69)
lineer olmayan diferansiyel denkleminin yaklagik ¢oztimiinii birlestirilmis diferansiyel

transform ve Adomian yontemi ile bulalim.

(69) diferansiyel denkleminde her iki tarafin x’e goére diferansiyel transformu

alinirsa

Dr{u'} = Dp{Vu} (70)

(k+ DUk +1) =D {Vu}=Fk); k=0 (71)
F(k)

U(k+1)=(k+1), k>0 (72)

elde edilir. 3/u terimin Adomian polinomlari bilindiginden

F(0) = U(0)Y/3

_ o
F= 3U(0)2/3
F2) = —U(1)? + 3U(0)U(2)

9U(0)5/3
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5U(1)% — 18U(0)U(L)U(2) + 27U (0)2U(3)

F) = 81U(0)8/3
10U(1)* — 45U (0)U(1)2U(2) + 54U (0)2U(1)U(3)
F=- 243U(0)11/3
27U(0)2(U(2)? — 3U(0)U(4))
- 243U(0)11/3

seklinde hesaplanir. (72) tekrarlama bagintisindan

Uuo)=1
F(0)=1
F(0
U(1)=O(—+)1=1
F(1 1
”@:%:a
-1
F(2) 1
V=71~ "%
1
FG3) 1
U =331 216
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F(4) =

648
F(4) 1
VeI =1= s

U (k) degerleri bulunur. Boylece,

2 x3 x4 X5

M@=Zﬁww-4+x+£——-_____+“

6 54 216 648

denklemin yaklasik ¢6zliimii elde edilir.

u(x) = %(3\/9 + 6x + 2xV9 + 6x)

(73)

(74)

(74) denklemi (69) denkleminin analitik ¢6ziimii olmak {izere, analitik ve yaklagik

¢Oziim asagidaki grafikte karsilastirilmistir.

20 +
—_— Gergek

15+

05

- 10 - 05 05

10

Sekil 6. (69) denkleminin gergek ¢6ziimii ve birlestirilmis diferansiyel transform ve
Adomian yontemi ile elde edilen yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastiriimasi
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu c¢alismada Diferansiyel transform yontemi, Modifiye diferansiyel transform
yontemi, Padé yaklasimi, Taylor serisi, Laplace doniisiimii, Adomian polinomlar1 ve
yeni bir yontem olan birlestirilmis diferansiyel transform ve Adomian yontemi hakkinda
temel tanimlar, teoremler ve uygulama ornekler verilerek konular ayrintili bir sekilde

aciklanmaya caligildi.

Bazi lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri, gelistirilmis olan bir
yontemle ele alindi. Daha once literatiir de verilen Diferansiyel transform ve Adomian
ayristm yontemi tek bir model denklem iizerinde ortak kullanarak, s6z konusu
denklemlerin yaklasik ¢6ziimii ile analitik ¢ozlimii arasinda kiyaslama yapildi. Sonug
olarak gelistirilen yontemle elde edilen ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime ¢ok yakin oldugu

grafik yardimiyla goriildii.
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5. ONERILER

Gelistirilmis olan bu yontem iki boyutlu lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziimlerinde de kullanilabilir.
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