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ONSOZ

Bu calisma, Recep Tayyip Erdogan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ de
Yiiksek Lisans tezi olarak hazirlanmistir. Calismanin okuyucular i¢in ii¢ agidan 6nemli
oldugunu diisiiniiyorum. Bunlardan ilki, yart iletken teknolojilerin ilerlemesi ile
iretilmesi miimkiin olan kuantum kuyular1 ve kuantum telleri gibi diisik boyutlu
sistemleri ¢alismak igin bir baslangic noktas1 olabilir. Ikincisi, son derece zarif bir
sekilde analitik olarak hesaplanan radyan integralin tam bir ders niteliginde oldugunu
diisiiniiyorum. Sonuncusu ve en Onemlisi, calisilan konunun helyum atomu igin
Schrodinger denkleminin ¢oziimii ile ilgili olmasidir. Cilinkii helyum atomu tam olarak
coziilemeyen cok elektronlu sistemlerin en basitidir ve bir ¢6ziim arayis1 atom fiziginin

en 6nemli problemlerinden biridir.
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OZET

VARYASYONEL YONTEMLE iKi BOYUTLU HELYUM ATOMU TABAN
DURUM ENERJISININ YUKSEK DUYARLILIKLA HESAPLANMASI

Mesut Yilmaz ESMER

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Ana Bilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Danmisman: Prof. Dr. Hasan KARABULUT

Schrédinger denkleminin tam olarak ¢oziilemedigi en basit sistemlerden biri atomik
helyumdur. Ancak, yiiksek hassasiyetli hesaplamalar i¢in varyasyonel yontemler gibi
son derece etkili yaklasimlar helyum atomuna uygulanabilir. Bu ¢alismada, iki boyutlu
helyum atomu taban durumu enerjisi varyasyonel yontem kullanilarak, virgiilden sonra
birgok anlamli rakamla hesaplandi. Ortiisme ve hamiltonyen matris elemanlar1 analitik
olarak elde edildi. Bu matris elemanlarinin hesaplanmasinda tiim parcgaciklar arasi
uzunluklar1 iceren {iissel bir baz fonksiyonu kullanildi. Keyfi hassasiyetler i¢in bir
Python kiitiipanesi olan Mpmath ile Python’ da yeni bir multiprecision program yazildi.
Elde edilen en iyi taban durumu enerjisi -11.899 822 342 649 616 a.b. dir ve bu deger

litaratiirdeki degerler ile uyusmaktadir.

2015, 37 sayfa
Anahtar Kelimeler: iki Boyutlu Helyum Atom, Varyasyonel Yéntem, Taban Durumu

Enerji



ABSTRACT

CALCULATION OF TWO DIMENSIONAL HELIUM ATOM GROUND STATE
ENERGY USING VARIATIONAL METHODS WITH HIGH PRECISION
CALCULATION

Mesut Yilmaz ESMER

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School Of Natural And Applied Sciences
Department of Physics
Master Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Hasan KARABULUT

One of the simplest system, where Schrodinger equation cannot be solved exactly, is
atomic helium. However, extraordinarily powerful approximations, like variational
methods are available to helium for high precision caluculations. In this study, two
dimensional helium atom ground state energy using the variational method has been
calculated to many significant digits. Overlap and hamiltonian matrix elements have
been obtained analytically. A basis containing exponentials in all the interparticle
distances have been used in calculation of these matrix elements. A new multiprecision
program is written on Python with Mpmath which, is a pure - Python library for
multiprecision floating-point arithmetic. The best ground state energy which have been
obtained is -11.899 822 342 649 616 and this result is compatible with the results in
literature.
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Keywords: Variational Method , Two Dimensional Helium Atom, Ground State

Energy.
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1. GENEL BiLGILER
1.1 Giris

Bilindigi gibi, 2e yiiklii ¢ekirdek ve iki elektrondan olusan helyum atomu negatif
hidrojen iyonu H~ ve lityum Li* gibi ¢ok elektronlu atomlarin en basitidir. M kiitleli

ve Ze yiiklii ¢ekirdek ile m, kiitleli elektrondan olusan bu ii¢ cisim sistemi i¢in

== = Ze? Ze? e?
V(R,R,,R;)) =~ =7~ ———— —— 1)
4re,[R-R| 4re|R-R,| 4rs|R,-R|
olmak tizere, Schrodinger denklemi
o, B, h ., -
- Vs - Vo — Vi +V(R,R,R,) ¥ =E¥Y 2
{ oM R 2m, R, 2m, R, ( 1 2) 2)

seklindedir. Sekil 1°de goriildiigii gibi burada R ¢ekirdegin, R,ve R,ise sirastyla birinci

ve ikinci elektronlarin sabit bir noktaya gére konumudur.

0]

Sekil 1. Helyum atomu i¢in koordinat sistemi

Bu denklemden, T = ﬁi —R seklinde i’ ninci elektronun ¢ekirdegine gore bagil

koordinati kullanilarak, kiitle merkezinin hareketi ayrildiginda



W, h- = Ze? Ze? e?

hz
ViV, + }/f =&y 3)

{——Vf——vz——

24 2u M _47230r1 _47r80r2 Arg,r,

elde edilir. Burada indirgenmis kiitle 4 =Mm/(m+ M) ile tanimlanir. Sonsuz agir kiitle

2
yaklasimi i¢in —Mﬁl -62 terimi ihmal edilebildiginden helyum benzeri atomlar i¢in

Schrodinger denklemi atomik birimlerde (a.b.)
[——Vf——vz————+—}w=&/f (4)

ile ifade edilebilir.

Bu denklem iki elektronun koordinati degistirildigi zaman degismez kalir. Yani

w (1, 1,) dalga fonksiyonu (4) denklemini saglarsa

y (6, 1) =Py (L,5) (®)
dalga fonksiyonu da ayni denklemi saglar. Burada P,, birinci ve ikinci elektronun

koordinatlarini degistirmek i¢in tanimlanmis permiitasyon islemcisidir. Ayrica bu dalga

fonksiyonlar1 sadece bir A4 ¢arpani kadar birbirlerinden farklidirlar:
p(,h) =Ry (h,h) = Ay (L,5). (6)

Py, islemcisi iki kez uygulandiginda

Paw (1.1) = AR (R, 1) (7)
oy (1.1,) = Ay (5, 1,) (8)
P (.5) =y (T, 1) 9)

ve buradan A =z1olmak lizere

w5 ) = £y/(7, ) (10)



olur. Bu denklemde - isaretli dalga fonksiyonu uzaya goére antisimetriktir ve y (I}, 1,)
gosterilir. Ayni sekilde + isaretli dalga fonksiyonu uzaya gore simetriktir ve w (F;,T,)

gosterilir.

Ote yandan, iki elektronu sistemin en genel ¢oziimii uzay ve spin dalga
fonksiyonlarinin ¢arpimindan olusur. Ayrica fermiyon sistemleri i¢in en genel ¢oziimiin
(uzay + spin) antisimetrik olmasi gerekir. Tiim bunlar g6z oniine alindiginda en genel

¢Oziim ya simetrik dalga fonksiyonu ile antisimentrik spin durumu garpilarak

O =y, (7, 5)x %(a(l)ﬂ(Z) pOa() (11)

seklinde ya da antisimetrik dalga fonksiyonu ile simetrik spin {i¢liisii carpilarak

1 a)a(2)
® =y _(1,h)x E(a(l)ﬂ(Z) +pMa(2) (12)
LAL(2)

bi¢ciminde ifade edilir. Simetrik dalga fonksiyonu y (f;,T,) ile tanimlanan durumlar
para helyum, antisimetrik dalga fonksiyonu y (7;,T,) ile tanimlanan durumlar orto

helyum olarak bilinir. Ancak, Helyum atomu i¢in yazilan Schrédinger denkleminin tam

bir ¢oziimii yoktur bu nedenle yaklasik yontemlere sik¢a basvurulur.
1.2 Literatiir Ozeti

Cok elektronlu atomlarin en basiti ve Schrodinger denkleminin tam olarak
¢oziilemedigi en basit sistemlerden biri helyum atomudur. Bu nedenle, helyum
atomunun taban durum enerjisini hesaplamak, kuantum mekaniginin ortaya ¢iktigi
giinden beri arastirmacilarin ilgisini ¢ekmistir. Bunun i¢in bir¢cok yaklasik yontem
kullanilmigtir. Ancak taban durumu enerjisini hesaplamak i¢in kullanilan bu yaklasik

yontemler arasindan varyasyonel yontem 6ne ¢ikmaktadir.

Bu konudaki ilk ¢calisma, simdilerde onun ismi ile anilan

N
v, =e" zcl,zm,nsltzmun (13)

1,m,n=0



bi¢imindeki deneme fonksiyonunu Kkullanarak Hylleraas tarafindan yapilmistir.

Buradaki ¢, ,,, , katsayilar1 varyasyonel yontemle belirlenebilir ve
S=h+h, t=h-h, U=h, (14)

olarak tanimlanmistir (Hylleraas, 1929). 1957°de, Kinoshita tarafindan bu dalga
fonksiyonundaki indisleri negatif kilinarak helyum atomunun taban durum yeniden
—2.903 722 5 a.b olarak elde edildi (Kinoshita, 1957). 1966’ya gelindiginde Frankowski

ve Pekeris tarafindan bu enerji

Vo = Zc,,m,n,i'js'tmu”(s2 +t2)”2(ln s)le™ (15)

seklinde logaritmik deneme fonksiyonu kullanarak -2.903 724 377 032 6 a.b olarak
elde edildi (Frankowski ve Pekeris, 1966). Helyum atomu i¢in degisik deneme

fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilmis taban durumu enerjileri Tablo 1 de 6zetlenmistir.

Tablo 1. Ug boyutta helyum igin hesaplanan taban durum enerjisinin tarihsel zeti

Referans Tip Enerji (a.b)

(Hylleraas, 1929) Hylleraas —2.902 43

(Kinoshita, 1957) Kinoshita —2.9037225

(Frankowski ve Pekeris, 1966) Logaritmik —2.903724 377032 6

(Thakkar ve Kago, 1994) Yarim tamsayr  —2.903 724 377 034 114 4

(Goldman,1998) Polinomal —2.903 724 377 034 119 594

(Sims ve Hagstrom, 2002) Hylleraas —2.903 724 377 034 119 598 29 99

(Drake, 2002) Triple exponent  —2.903 724 377 034 119 598 305

(Korobov, 2002) Slater —2.903 724 377 034 119 598 311 158 7

(Schwartz, 2006) Logaritmik —2.903 724 377 034 119 598 311 159 245
194 404 440 049 5

(Nakashima ve Nakatusuji, 2008)  Logaritmik —2.903 724 377 034 119 598 311 159 245
194 404 446 696 905 37

Uc boyutlu helyum icin yapilan bu calismalarin disinda 2002°de Hilico ve
arkadaglan tarafindan iki boyutta helyum atomunun taban durumu enerjisi  -11.899
822 342 953 a.b olarak elde edildi (Hilico vd, 2002). (Patil, 2008)’ de iki boyutta
helyum ve helyum bezeri iyonlarin taban ve uyarilmis durumlar i¢in pedagojik bir
tartisma sunuldu. Daha sonra (Kiris, 2010) tez calismasinda varyasyonel yontem
kullanarak taban durumu enerjisi -11,899 820 011 3 a.b olarak hesaplandi. Ancak bu

4



calismada kullanilan Fortran programlama dili yiiksek hassasiyetli hesaplama
yapamadig1 ic¢in (Fortran double Precision ile ancak 12-13 haneye kadar rakam

saklayabilir) hesaplanan enerji birkag anlamli rakamla sinirh kaldu.



2.YAPILAN CALISMALAR
2.1 Linner Varyasyonel Yontem

Varyasyonel yontem zamandan bagimsiz bir hamiltonyenin bagli durum
enerjilerini ve dalga fonksiyonlarini elde etmek i¢in kullanilan yaklasik bir yontemdir.
Helyum atomu gibi ii¢ cisim sistemlerinde taban durumu enerjisini hesaplamak i¢in bu
yonteme sikc¢a basvurulur.

Herhangi bir normlanabilir deneme fonksiyonu y, i¢in

<‘//D |:|l//D>

E =2l "0/ 16
olva) (10

biylikligli E > g esitsizligini saglar. Buradaki &, Hamiltonyen H icin tam olarak
¢oziilen Schrodinger denkleminin taban durumu enerjisidir. Bu esitsizligi ispat etmek

i¢in y, deneme fonksiyonu Hamiltonyen’in 6zfonksiyonlar1 y; cinsinden

Yp = ZCiWi 17)

seklinde seriye agilir ve (16) de kullanilirsa

lc,

elde edilir. Esitligin her iki tarafindan &, ¢ikarilirsa

Z-|Ci |2 (& —&)
£, g =l G20 g (29)
Zi|ci|
esitligine ulagilir. Buradaki (& —¢,) carpani negatif olmadig ig¢in Ej —¢&, >0 esitsizligi

ispatlanmis olur. Bu esitsizlik, Ej ‘nin &, icin bir iist limit oldugu anlamina gelir.

Ayn1 zamanda, deneme fonksiyonu g linner bagimsiz y;, x,, -+, ¥, 9ibi N tane

keyfi fonksiyon segerek

Yo = z & (20)
seklinde olusturulabilir. Bu esitlik (16)’ da kullanildiginda

6



2,

2,388

elde edilir. Burada, Hamitonyen ve ortiisme matris elemanlar sirasiyla H;; = < Xi ‘ H ;(J->

Eo (21)

ve §; = <;(i ‘;{J> ile temsil edilmektedir. E,’ yi minimum kilan a; katsayilarini1 bulmak

icin OE, /0a, =0 kosulu aranirsa

OBp _ (Ziai*H ik XZi,i ai*ai S )_ Ei,j ai*aj H; Xziai*sik )
_ (Zi, 8,8,

halini alir ve bu esitlikte (16) kullanildiginda problemin

oEp _ (ziai Hik)_ E, (Ziai Sik):o (23)

oay DIFLIC Iy

=0 (22)

N N
Zai*Hik :EDZai*Sik (24)
i=1 i=1

N N
Zaini :EDZa‘iSki (25)
i=1 i=1

H11 HNl aQ S11 SN1 a

A A (26)
HNl HNN ay SN1 SNN ay

seklinde genellestirilmis 6zdeger problemine indirgenecegi goriiliir. Bu problemin

¢oziimiinden EM, EM,... E(Y seklinde N tane enerji ozdegeri elde edilir. Bu
ozdegerlerin en kiigiigii E{taban durumu enerjisi icin bir iist limittir. Ayrica, deneme

fonksiyonundaki baz sayisi olan N degerinin artirilmasiyla El(N) degeri ¢, degerine

yaklasacag1 Hylleraas — Undheim - Macdonald teoreminden bilinir (MacDonald, 1930).

Ozetle (16) esitligi herhangi bir deneme fonksiyonu igin hesaplanan 6zdegerin
gercek taban durumu enerjisinden biilyiik veya esit olmasini garanti eder. Hylleraas —
Undheim - Macdonald teoremi ise (26) esitligindeki matrislerin boyutlari olan N’ nin
artirilmasiyla hesaplanan taban durumunun gergek taban durumuna yaklasacagini

sOyler. Bu anlatim Sekil 2’ de 6zetlenmistir.



E
@
Ey
@)
E;
(2) (4)
B Ej;
El(_1 Esay €y
E(z:. E;Z-l?' £a
(3)
E; c
(4 2
2
€1
N=1N=2N=3N= 4 N = o

Sekil 2. Varyasyonel yontemle hesaplanan yaklasik 6zdegerlerin N ile degisimi

2.2 V:ve V: Operatorlerinin Cikarihs

Helyum atom hamiltonyeni VZve V3operatorlerine bagl oldugu igin ilk olarak bu
operatorleri 1, r, ve r, degiskenleri cinsinden iki boyutta elde etmek gerekir. Bu

nedenle, bu kisim operatdrlerin elde edilisine ayrilmistir.

Iki boyutta Laplasyen operatorii kartezyen koordinatlarda

o° 0

Vies -4+ —
ooag oy

(27)

seklinde ifade edilir. Burada X, ve y, degiskenleriile 1, r,ve r,degiskenleri arasindaki

r1:\/)(124‘3/12' r2:VX§+y§’ rszrlzz\/(Xz_xl)2+(y2_Y1)2 (28)

iligkiler g6z Oniine alinirsa

oy _ 9y on (i=1,23) (29)
o oG 0%

Oy _0ofoyan)_ o 0oy +ﬂa_'// (30)
ox; ox\or ox ) ox ox o | oxZ o

. 2 .
/O Oy 0ROV (5212,3) (31)
ox¢  ox, ox, oror, o ar




o’y
2
1

olarak bulunur. Bu islem icin tekrarlandiginda

Oy _on o &y 0% dy
oy; Oy, Oy, onory oYy o,

(i,j=1,2,3)

ifadesine ulasilir. (31) ve (32), (27) de kullanilirsa

- Oor. - Or. 2 ’r. o°r
e (e (2

ox, %, oy, oy, Jarar, (ox2 oyl )er
B 2 2 9 2 2 2 )
_ [6_rj (a_rj 2, [a_rj (a_rj 6_2+2{@%+ﬁ%} 0
] 0%, oy, or; 0%, oy, or, OX, OX, 0Oy, oy, |oror,
+'ﬂ+@}g{a%+aﬂg
¢ oy Jon | o oy; o,

elde edilir. (28) kullanilarak parantez ici ifadeler

2 2 2 2
BISECSICR
axl ayl r3 r3

2 2 2 2
(ﬁ {% Z(LJ {Lj 4
axl ayl I’1 rl

o’r, o, _ (X2 - X1)2 (YZ - y1)2 _1
2 T a2 T 3 + 3
axl 8)/1 f3 3 s

2 2 2 2
6rl+6rl_i Y1

2 2 .3 3 -
axl ayl I f n

olarak bulunur. (35), (36), (37) ve (38) esitlikleri (34)’de kullanilirsa

or? +ar2 rr rr ror . or
1 3 1'3 1'3

V2o o* & o xl(xl—x2)+yl(yl—y2) o ,10 .10
! oror, ror o,

esitligine ulasilir. Buradaki koseli parantez i¢cindeki ifade

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)



Xl(xl_x2)+y1(y1_y2) _ ﬁz_ﬁ'Fz _ n +(r I’)/2 (40)
e nr nr ) r3

yerine yazilirsa (39) esitligi

vf:8_2+8_2+{r12+r32—r22} 0 10 .18

5 5 (41)
or” o, nr, onor, ron 1 ar3
olarak elde edilir. Ayni sekilde
2 2
vie o, O (42)
OX; 0¥,

operatOriiniin X, ve y, degiskenleri ile r, r, ve r, degiskenleri arasindaki iliski olan

(28) esitlikleri goz oniine alinarak

oy _ 0y o% (i=1,23) (43)
ox, or ox,
62l//_ O [dyar | _or 0 (dy +8 oy (44)
OXC O, \ or Ox, ) ox, ox, | or ) oxE or

ar 2 2
a'/2/ N 0w OOV (j-123) (45)
OX;  OX, OX, oror;  OX; o,

2
ifadesine ulasilir. Bu islem _1/2/ icin tekrarlandiginda
2

81// on o oy +82 8;//
oy oy, 0y, aror, oy, 0

= (i,j=1,2,3) (46)

esitligine ulasilacaktir. (45) ve (46) esitlikleri (42)’ de kullanmilir ve gerekli

sadelestirmeler yapilarak acik hali yazilirsa

2 2 2 2 2 2
V2 - or, N or, a_2+ ary N ary 8_2+2 ar, ory ar a | o
ax oy, ) |or, oX, oy, ) |or, OX, 8x ay2 ayz or,or,
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2 2 2 2
+6r§+a_r§i+ar23+8_r23i (47)
OX; Oy, |or, | OX; 0oy, |or,
elde edilir. (28) kullanilarak
0 ar, o, (or,Y
aXZ ayZ aXZ 8yZ

2 2 2 2
6)(2 ayZ r3 aXZ ayZ I

ar, or, o, an, {rjﬂ;—rf}

(50)
0X, OX, 6y2 8y2 21,1,

seklinde hesaplanan koseli parantezler icindeki ifadeler yerlerine yazilirsa

—+— -t (51)
or, or, r,r, onor, r,or, r,or

i {rjﬂf—rf} ? 10 10
=
olarak elde edilir.

2.3 Hamiltonyen ve Matris Elemanlarin Cikarihsi

Incelemeler elektronlarin goreli olmayan hareketi ile siirlanacak olursa, sonsuz

agir kiitle yaklagimi i¢in atomik birimlerde iki boyutta helyum atomunun Hamiltonyeni
H=-—-*%-—*%2——— —4— 52
> " (52)

seklinde yazilir. Burada r,ve r, sirasiyla birinci ve ikinci elektronun g¢ekirdege gore

koordinatlari iken 1, = |Fl - F2| elektronlar arasi uzakliktir.

Bir st kisimda

2 2 2 2 2 2 2 2
vf:az+azzaz+62{r1+r12 rz} * 10 14 (53)
axl ayl a rl a I"l 2 I’l r-l 2

ve

11



ngaz ? o az{rjﬂé—ﬂ ? 16 10

o oy o o oron, T, ot o, 9
2 aYZ r-2 rlZ r2r12 r-2 rlZ r2 r2 r-ZI.2 r-12

seklinde hesaplanmis Laplasyen operatorleri yerlerine yazilirsa iki boyutta helyum icin

Hamiltonyen
~ o 1( 8% o o rf+ri-r; 0% rf+ri-r? &7
H —_= - 4 > +2 > + 1 12 2 + 2 12 1

2\ orS or, ory, nr, or,or,, rr, or,or,,

o+ = st = (55)

10 10 Zi 2 2 1
rLor r,or, Tr,or,

olarak bulunur.

Ote yandan, Helyum atomunun S durumu igin varyasyonel ydntemde

kullanilacak deneme fonksiyonu

NN MM KK

Zap;(p a,b,c)=> .Y > a,, K'r ke e e i) (56)

n=0 m=0 k=0

bi¢ciminde segilebilir. Burada NN, MM, KK tam sayilar1 deneme fonksiyonuna katilan

baz sayisin1 belirlemektedir.

Bu durumda, ;(p(a,b,c) baz fonksiyonu i¢in ortiisme ve hamitomyen matris

elemanlar1 ( bakimiz esitlik (26)’ ya ) sirasiyla,
SPIP - <;(p 'ZP> = In+n',m+m',k+k' (a’ b’C) (57)

ve

. 1 10 10 v
H. = Hy)y=—>|{r..|—— oy ==y +(r.
oo =X Hp) > (x, [n arjﬂm (z, Lz arj;m (Zy Lz anjz,,)

2

G [ &° 0? r2+ri—r? 8
+( Xy —z}zp>+<zp-, W}%H(zp-,[Z—z}m+<zp{l S }m
L2

or, o, nr, oror,
r2+ri-r? o2 2 2 1
+{x ., -+ 58
(x, cr orr, Xo) |+ X, et Xp) (58)



seklindedir. Buradaki ilk terim i¢in 6nce

10 10 n.m ko—(af +hn+cr,)

- a,b,c) = —— | r, e TR 59
|:I’1(3I’1}(n'm’k( ) |:151:|l 2 119 (59)
= nZn—Z,m,k (a’ b1 C) - a';p/n—l,m,k (a’ b’ C) (60)

hesaplanir ve daha sonra Xy (a,b,c) ile garpilip tiim uzay lizerinden integral alinirsa

10

<Zpl ’ {F §j|)(p> =n In+n'—2,m+m',k+k' (a’ b’ C) -4 In+n‘—1,m+m',k+k' (a’ b’ C) (61)
1 1

olarak bulunur. Burada

| i (8,0,€) = [ 1 e 2% 08 el (62)

ile temsil edilir ve bu integralin hesaplanmasi bir alt kisimda verilmistir. Ayrica matris

elemaninin geriye kalan terimler hesaplanarak asagida siralanmistir:

(10
<ZPI ' r_za_r:|zp> =m In+n',m+m‘—2,k+k‘ (a’ b, C) b In+n',m+m'—1,k+k' (a’ b, C) (63)
L 2
(2 0
Xl —— (xpy=2kI_ . . (@bc)-2bl . . . (abc) (64)
p i r12 arlz n+n ,m+m K+ n+n,m+m k+k -1
- o
</l/p' ’ ?:|ZP> =N (n _1) I n+n'—2,m+m’ k+k’ (a’ b, C) —2na In+n'—l,m+m',k+k' (a' b, C)
L1
+ a2|n+n',m+m',k+k‘ (a’ b, C) (65)

82
<ZP' ! |:a_r22:|Zp> =m (m _1) I n+n ,m+m -2, k+k’ (a’ b, C) —2mbl n+n mem —Lk+k’ (a’ b, C)

+b?l (a,b,c) (66)

n+n’,m+m’ k+k’

2

0
<ZPV ! {287122};&) =2k (k _1) I n+n’ m+m’ k+k =2 (a’ b’ C) —4kcl n+n',m+m',k+k'—l(a’ b’ C)
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+2c? (a,b,c)

n+n ,m+m’ k+k'

r12 + rfz — r22 o’
., =knl_. . (a,b,c
<Zp |: r1r12 5r18r12 ZP> n+n,m+m k+k —2( )

+knl .(a,b,c)—nkl (a,b,c)

n+n' —2,m+m’k+k n+n'=2,m+m +2,k+k =2

—kal (a,b,c)—kal (a,b,c)

n+n +L,m+m’ k+k —2 n+n' —=L,m+m’ k+k’

+kal (a,b,c)—ncl (a,b,c)

n-+n =1, m+m+2,k+k -2 n+n,m+m’ k-+k =1

—ncl (a,b,c)+ncl (a,b,c)

n+n'—=2,m+m k+k +1 n+n'—2,m+m +2,k-+k -1

+acl (a,b,c)+acl (a,b,c)

n+n+1L,m+m’ k+k -1 n+n'—1,m+m’ k+k +1

—acl (a,b,c)

n+n =1,m+m +2,k+k -1

2 2 2 2
ry+r,—-r° 0
<;K5,{

PLEP or,or,, }(Q nen' mem’ kek -2 ( )

+ mkKI (a,b,c)—kml (a,b,c)

n+n,m+m -2 k+k’ NN +2,m+m —2,k+k =2

—kbl (a,b,c)—kbl (a,b,c)

n+n,m-+m 1, k+k =2 n+n m+m -1 k+k’

+ kbl (a,b,c)—mcl (a,b,c)

n+n +2,m+m -1, k-+k —2 NN, mm’ k+k -1

—mcl (a,b,c)+mcl (a,b,c)

N+’ m+m —2,k+k +1 N+ +2,m+m—2,k+k -1

+bcl (a,b,c)+bcl (a,b,c)

n+n’,m+m +1,k+k -1 n+n’ ,m+m-1 k+k +1

—bcl (a,b,c)

n-+n +2,m+m —1k-+k -1

2 2 1
w| Tt — X >:_2|n+n'— m+m’ K+ ‘(a,b,C)
p { Lo l'lj P L ek

21 (a,b,c) + |

n+n’ ,m+m-1 k+k’

(a,b,c) .

n+n,m+m’ k+k -1
2.3. Radyal Integralin Hesaplanmasi

Bir f (r) fonksiyonunun iki boyutta Fourier doniistimii

14

(67)

(68)

(69)

(70)



F(K)=| f(r)e™dr (71)
ve F (k) fonsiyonunun ters Fourier doniisiimii ise

f(F)= (2%)2 [F)e d?k (72)

ile ifade edilir. Fourier doniistimii i¢in €' /r gbz Oniine alinirsa

er e g 2F (73)

F(k)=|

ve bu esitlikte k =ky, k-F =(rsin@)k ve d*F = rd@dr kullanilirsa

y 270 —(iksing+a)r dad 2z do
FK) = [[~—rdadr= [——— 74
(k) -([ ;! r ;[ iksing+a (74

elde edilir. Bu integral z=¢", sinezé(z—l), d@=dz/iz donisiimleri ve Rezidu
i z
teoremi yardimiyla

dz 2 dz 27

F()= § = - (75)
Z—l(k(z_1)+ajiz ik 22+§2_1 \/kz-‘r‘az
2 z k
2
Fk)=——" (76)
vk? +a?
olarak hesaplanabilir.
Ote yandan (76) esitligi yardimiyla
e _ 1 [ P )e™"d?k 77)
rl (27[)2 2a\™ 1
e " 1 ~ N ik T 4 20
IR [ Fa (i )e™ %k, (78)
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(79)

e—20r12 i n-r
e j Foo(lip)e™ ld %,
12

ters Fourier doniigtimleri yazilabilir. Bu ii¢ esitlik taraf tarafa ¢arpilir ve d“r,d“r, hacim
elamani lizerinden integral alinirsa

—2an, e—Zbr2 e—Zcr12

1 . _ _ _
- —ej d 2k1d Zkzd 2kleza (k) Fap (Ky) Frc (ki)

° ded?r
N A (
X szfid zf'zeirl'(lzﬁ‘zlz)eirz'(lzz*Elz) (80)
elde edilir. Bu esitlik i¢cin Delta fonksiyonunun
(27)* 5K, +kip) (K, —Kyp) = [d*Fd PTe T balglh (it (81)
seklindeki ifadesi kullanildiginda
-2an ,-2br, -2cr, 21,
© % ddr,=2a dk (82)
A A J(K? +4a%)(K? + 4b?)(K? + 4c?)
~ (Y| kdk (83)
J(K? +4a2)(K? + 4b%)(k? + 4¢?)
—2ap —2br, L-2cr, 2
AR T rd’r, = 27 kek (84)

Lo 'f\/(k2+4a 2)(k? + 4b2)(k? + 4¢?)

sonucuna ulagilir. Son esitligin a’ ya gore nt+1, b’ ye gore m+1 ve ¢’ ye gore k+1 kez

tirev alindiginda

In,m,k (a, b, C) — J. rnrmrikzefz(al‘yrbrfrcru)d Zfid 2|"

n+1 m+1 k+1oo 2
= n{m+k+3 (EJ (gj ( j .[ ) kdk (85)

(-2) da oc) 5.k +4a° )(k2 +4b%)(K? + 4¢?)
elde edilir. (85) esitligi i¢in ayrintilari bir alt boliimde verilecek olan

[i) = Zn: c;az"”(%j (86)

oa p=int((n+1)/2)
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bagintisi kullanilabilir. Bu durumda

n+1 m+1 k+1

I nm.k (a’ b’ C) n+m+k+3 ZZZ Cn+la2 P (nJrl)CnH—lb2 py—(m+1)

P P2 P3

xcy et H (a,b,c) (87)

P1,P2,P3

esitligine ulasilir. Burada

a u a w a (Zﬂ)zkdk
. 88
Homa(2:0:6)= (aa j (asz (80 J I\/(kz+4a2)(k2+4l32)(k2+4‘32) w

ile temsil edilir. Bu tiirevler teker teker alindiginda

(a,b,c) = (=2)"™*(2u —)N (2w - (2z )N

UWZ

XT 47*kdk
. (k2 +4a )u+l/2 +4b2)w+l/2(k2 +4C2)Z+1/2

(89)

elde edilir. Ancak bu integralin sadece a=b=cve a=b # ci¢in ¢ézlimiine ulasilmistir.

[k olarak a =b = ¢ durumunu géz oniine alinirsa

27°(=2)"" u - (2w -1 (2z - D!

a,a,a 90
uwz( ) (u+W+Z+1/2)(4a2)(u+w+z+l/2) ( )
olarak elde edilir.
Ote yanda, a=Db#c durumu icin
Hyw. (@ ac)=(-2)"""(2u-)i2w-H!(2z -H!
° 47%kdk
X 91
_([(kz +4a2)u+w+1(k2 +4C2)z+1/2 ( )

olarak elde edilir. y* =k*+4c® doniisiimii yapilirsa

(a,a,c) = (=2)""* (2u — )N (2w —1)1(2z )N

UWZ
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]3 Ar*dy

X 2 2 2\ U+w+1 2\z (92)
5 (Y™ = (4c” —4a%))""(y")

ya da

H,..(@,a,c) =(=2)""* (2u -1 (2w-1)!!(2z - ) x4z K (4¢® —4a%,0,c) (93)

u+w+l1,z

olarak elde edilir. Burada

Ko 0,0) = j 2 (94)

(v2 -y -af

ile temsil edilir. Bu integralde, m>0, n=0 ve m>0, n>0 seklindeki tamsayilar

i¢in iki durum s6z konusudur.

[k olarak m>0, n>0 durumu icin integral i¢indeki ifade gdz &niine alinirsa

1 _ 1 omt omt [ 1 J( 1 ] (95)
(yz_ﬁ)m(yz_a)n (n—l)!(m—l)!aﬂm‘l oa"t yz_ﬂ yz_a

B 1 s ( = - - j (96)
(n-Di(m-1)1op™" da"*\(a- By’ —a) (a-pBXY*-B)

1 [ ot (m-1)! ot (n-1)! j )

~(n-Dim-D! 6a" (- p)(y? —a)+ B (B-a)(y*-p)

ve bir alt kisstmda hesaplanmis olan

ot (m-1) LMtk — 1)|(n N TEER A T
08
Ty e M) ) ) e

ve

ot (n-D)! (k= 1)'(m 1)( 1 jk( 1 j”‘k .
STt vy ) ap) \v-7 >

esitlikleri (97) de kullanilirsa
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1

tmak-0 1 Y"1\
VA a) )Z ki(m—1)! (ﬂ ) [yz—a]

tn+k-0 1 Y 1 ™
'Y 1)'( ﬂj (yz—ﬂj

elde edilir. Bu ifade (94)’de kullanilirsa

K (Brct,€) = (-1 Z“k‘](*k_;f[ ! j E, (0,0)

tnek-1 1 )"
(- )2 - 1),( _ﬁj En(8,0)
elde edilir. Burada
E.(B8,¢)=

)

ile ifade edilen bir fonksiyondur.

Ote yandan

E(0.0)= (2c)*

(2k 1)

09577 {2“{_} 550

T 2C

1 4
El(ﬂ,C):ﬁ[E—tan ﬁ] ﬂ<0

integralleri kolayca hesaplanabilen temel integrallerdir. Ayrica (102)

hesaplamak igin

t(y?-ply ¢ yidy
E (ﬂ C) K +1 K +1 ﬂEkJrl(ﬂ C)
I (y? ﬂ)k Jc(y - p) I - p)

19

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

integralin

(106)



T -
= ((2c)21— F =L ’C)]—ﬂEm(ﬂ, 0 (108)
E, (5.0) - (E ((2c)21— ' = C)]—ﬂEm(ﬂ, 0 (109)
£ a(.0) =%{Em+ E, (ﬂ,C)(z—lk—lﬂ (110)

tekrarlama bagintisi kullanilabilir.

Ote yanda m>0, n=0 durumu icin (94) integrali (102) integraline indirgenir.
Ayrica, daha once (Kirig, 2010)’ da hesaplanan bu integraller yeni bir multiprecision

porgram yazmak icin bu ¢aligmada kullanilmistir.
2.4. Matematiksel Formiiller

Bu kisimda genel akisa uygun olmadigi i¢in yukarida verilemeyen bazi

matematiksel ifadelerin ( (86) ve (99) esitlikleri ) ¢ikariliglar: siralanmigtir.

a’ ya gore tiirev ile a®’ ye gore tiirev arasinda

[i)n‘ > C“az"”(ijp (111)
oa p=int((n+1)/2) P oa’

bagmtist vardir. Buradaki ¢y katsayilarini bulabilmek igin (111) esitliginin her iki

tarafinin a’ya gore tlirevi alinirsa

o\ oY o o)
— | =>c'@2p-n az”(”*l)(—j +c”a2p”—(—j 112
(aa] Zp: (2P=1) 0a’ P da\ oa’ (112)
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P n+l 5 p 0 p+1
— | =|c"@2p-n az"‘”*l)(—j +cha®h” ”Za( j 113
[aaj Zp“( »(2P=1) 0a’ P 0a’ (113)

elde edilir. Ayrica (111) esitligi n — n+1 igin

n+l p
[gj — C;Jrlaz p—(n+l) [izj (114)
oa 5 oa

halini alir. (113) ve (114) esitliklerinin kiyaslanirsa

¢, =(2p—n)c, +2c;_ (115)
tekrarlama bagintisi elde edilir. Bu tekrarlama bagintisi ve
c;=0 (p>n), ¢ =0, ¢ =2 (116)
esitlikleri kullanilarak diger katsayilar hesaplanabilir.

Ote yandan (99) esitliklerini elde etmek icin, ilk olarak 1/(c — )" ifadesinin S’

ye gore tiirevi alinilirsa

0 1 n
i = 117
ﬁﬂ((a—ﬁ)”j @ )
0° 1 n(n +1)
= 118
aﬂz((a—ﬁ)“j (- pB) (118)
o~ 1 (n+k-11 1
= 9
op* ((a—ﬂ)”] (n-)! (a-py™ (H19)

elde edilir. Diger taraftan

o (n-1)! () _1!5'“( 1 1 J 120
aﬂm‘l((ﬂ—a)"(yz—ﬂ)j O e - (120)
ifadesinde

am C k m-k

P (A(¥)B(x))= kZ:;,( _k),k,A(X)”B(X)( ) (121)
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kullanilirsa

am-l[ (n=1)! j:
p"\(B-a)'(y* - p)

n n (m-1)! 1 ‘”[ 1 j‘m“)
=(-D)"(n-1! 122
D )g(m—l—k)!k!((a—ﬂ)"j V> -7) (22
elde edilir. (122) esitligindeki tiirevler (119) yardimi ile hesaplanirsa
o™t (n-1)! S (m-DI(n+k-1)! 1 1
=(-1 123
o™ (w—a)"(yz —ﬂ)] N Py X O el

esitligine ulagilir.
2.5 Programlama

Bir¢cok programlama dilinde yukaridaki bilgiler kullanilarak Hamiltoyen ve
Ortiisme matrisleri olusturup genellestirilmis 6zdeger problemini ¢ozecek bir algoritma
yazilabilir. Ancak gerek yiiksek duyarlilikla hesaplama yapabilmek gerekse kesme ve
yuvarlama gibi sayisal hata tiirlerini en az indirgemek i¢in multipresicion hesaplama
yapabilmeye olanak saglayabilecek bir programlama dili kullanmak gerekir. Bu nedenle
bu tiir problemlerin ¢éziimlerinde D. H. Bailey tarafindan gelistirilmis Fortran’ da keyfi
hassasiyetler i¢in hesaplama yapabilmeye olanak saglayan multipresicion paketi yaygin
olarak kullanilmaktadir. Bu calismada ise sayisal hesaplamaya yatkin baska bir
programalama dili olan Pyton 3.4 ve onun keyfi duyarlilikta hesaplama yapabilmesini

saglayan Mpmath kiitiipanesi kullanilarak yeni bir multiprecision program yazildi.

Python’da Ekler kismindaki bu yeni multiprecision program ii¢ asamadan
olugmaktadir. Birinci asamada yukaridaki bilgiler yardimiyla hamiltoyen ve ortiisme
matrisleri olusturulur. lkinci asamadan genellestirilmis 6zdeger problemi, siradan
0zdeger problemine doniistiiriiliir. Cilinkii bir¢ok programlama dili i¢in hazirlanmis
genellestirilmis 6zdeger problemini ¢dzecek algoritma bulunmasina ragmen mpmath
paketi i¢in sadece 0zdeger problemini ¢ozecek algoritma bulunmaktadir. Bu nedenle

genellestirilmis 6zdeger problemi ( denklem (26) )
(L*H (L") (LTa)=Ep (L"a) (124)
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seklinde 6zdeger problemine doniistiiriilerek ¢oziilmiistiir. Burada L,
S=LL' (125)

seklinde Cholesky ayrisimi kullanarak elde edilmis bir matristir. Son asamada ise

siradan 6zdeger problemi ¢oziilerek taban durumu enerjisi elde edilir.
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3. BULGULAR

Yukaridaki hesaplamalar kullanilarak Pyhton 3.4’ de yazilan yeni multiprecision
program, hassasiyeti 100 i¢in, son derece basit bir diziistii bilgisayarda (AMD Athlon64
X2 L1310 Dual Core Islemci - 1.20GHz ), Ubuntu sistem ile calistirilarak asagidaki

sonuclara ulagilmistir.

Tablo 2. NN =5, MM =5, KK = 5 i¢in hesaplanan taban durum enerjisi
a c Enerji (a.b)
425 0.8 -11.899 822009979 787 042 726

45 0.8 -11.899 822079 090 826 149 913
475 0.8 -11.899 822098 578 370 941 075
5.0 0.8 -11.899 822016 450 316 791 501
475 1.0 -11.899 822126 931 163 525 027
475 1.25 -11.899 822 144 686 638 903 031
475 1.5 -11.899 822121 277 933 126 496

NN= MM=KK=5 i¢in yazilan program c¢aligtirlmig ve taban durumunu
miimkiin oldugunca minimum kilmak i¢in varyasyonel parametreler olan a ve c
degiskenleri degistirilerek hesaplanan enerji degerleri Tablo 2” de siralanmistir.  Tablo
2’ ye gore en iyi yaklasimla elde edilen taban durumu enerjisi -11.899 822 144 686 638
903 031 a.b. dir.

Tablo 3. NN =10, MM = 10, KK = 10 igin hesaplanan taban durum enerjisi
a ¢ Enerji (a.b)
6.9 1.5 -11.899 822 342 461 733772 209

6.7 1.5 -11.899 822 342 557 773 300 924
6.5 1.5 -11.899 822 342 569 979 310 617
6.0 1.5 -11.899 822 342 441 335 103 082

Elde edilen bu degerden daha iyi sonuglara ulagsmak icin NN,MM, KK degerlerini
artirmak gerekir. Bu nedenle Tablo 3 ve Tablo 4’de bu degerler artirilarak ayni sekilde

hesaplanan taban durumu enerji degerleri siralanmistir. En iyi yaklasimla elde edilen
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enerjiler Tablo 3 ve Tablo 4’de gore sirasiyla -11.899 822 342 569 979 310 617 a.b. ve -
11.899 822 342 649 616 214 103 a.b. dir.

Tablo4. NN =11, MM = 10, KK = 10 i¢in hesaplanan taban durum enerjisi
a C Enerji (a.b)
6.5 1.6 -11.899 822 342649 312184 217

6.7 1.6 -11.899 822 342649 616 214 103
7.25 1.6 -11.899 822 342 208 539 549 811
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Daha 6nce (Kiris, 2010)’ da varyasyonel yontem kullanilarak iki boyutta helyum
atomunun taban durumu enerjisi hesaplanmistir. Ancak, bu hesaplama i¢in kullanilan
programlama dili (Fortran) yiiksek hassasiyette hesaplamalar yapamadigi i¢in taban

durumu enerjisi birkag anlamli rakamla sinirli kaldi.

Tablo 5. Elde edilen taban durumu enerji degerlerinin 6zeti

NN, MM, KK alc Enerji (a.b) Bilgisayarin calisma siiresi
55,5 425/1.25 -11.899 822 144 686 638 903 Yaklagik 1 saat
031
10, 10, 10 6.5/15 -11.899 822 342 569 979 310 Yaklagik 5.5 giin
617
11, 10,10 6.7/1.6 -11.899 822 342 649 616 214 Yaklasik 6.5 giin
103

Bu ¢alismada ise, yine varyasyonel yontem i¢in ( Kirig, 2010 )’ da kullanilmis
hesaplamalar yeni bir notosyon ile tekrardan yapildi. Ardindan, bu hesaplamalar
kullanilarak Python 3.4’ de yeni bir multiprecision program yazildi. Bu programin
Ubuntu sistem bir diziistii bilgisayarda ¢alistirilmasi sonucu iki boyuta helyum atomu

i¢in elde edilen taban durumu enerjilerinin bir 6zeti tablo 5° de verilmistir.

Tablo 6. Bu ¢alismanin diger ¢alismalar ile karsilastiriimasi
Referans Enerji (a.b)

(Kirig, 2010)  -11,899 820 011 3
(Hilico, 2008) -11.899 822 342 953
Bu calisma -11.899 822 342 649 616 214 103

Ote yandan, tablo 5’ de goriildiigii gibi en iyi yaklasimla elde edilen taban durumu
enerjisi -11.899 822 342 649 616 a.b dir. Bu deger, hem (Kiris, 2010)’ da elde
edilenden taban durumu enerjisinden daha fazla anlamli rakam igeri hem de literatiirle
uyumludur (Tablo 6). Hyllerass - Undheim-Macdonald teoremi geregi, bu degerden
daha iyi degerler elde etmek i¢in NN, MM ve KK degerlerini arttirmak gerekir. Ancak
yazilan programin ¢alistirildigi diziistii bilgisayar1 bu hesaplamalar1 yapabilecek kadar

gliclii ve hizli degildir. Ayrica, hesaplamalar i¢in kullanilan Python, kullanimi1 kolay ve
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multiprecision hesaplama yapabilen bir programlama dili olmasima ragmen, diger
programlama dilerine kiyasla ¢ok daha yavas calistig1 i¢in uzun hesaplama siireleri

ortaya ¢ikmistir. Bu nedenlerden dolay1 daha iyi sonuglar elde edilememistir.

Radyal integral hesaplanirken a=b = ¢ durumu i¢in ¢dziime ulasilmistir ( bakiniz
(56) ve (89) esitliklere ). Bundan bagska, a=b=cya da a=c=b durumlar iginde
radyal integral hesaplanarak taban durumu enerjisi elde edilebilir. Ancak, ayni NN,

MM, KK degerinde r; ve r, simetrisinden dolay: tiim bu durumlar i¢inden a=b=c

durumu i¢in elde edilen taban durum enerjisinin daha iyi bir yaklagim olmas1 beklenir.

Dikkatte alinmas1 gereken diger bir 6nemli unsur ise goreli hareket ve ¢ekirdek
hareketi gibi ilk agsamada ihmal edilmis durumlardir. Varyasyonel yontemin ¢ok hassas
hesaplama imkani vermesi ihmal edilmis bu durumlarin géz Oniine alinmayacagi
anlamima gelmez. Daha gercekci bir taban durumu enerji degeri i¢in bu katkilar1 da

dikkate almak gerekir.

Son olarak, varyasyonel yontem cok etkili bir yontem olmasina ragmen ii¢ ve
daha fazla elektronlu atomlarin enerji seviyeleri i¢in hesaplamalar karmagsik bir hale
geldiginden dolayr genelde kullanilmaz. Bu hesaplamalar igin baska yaklasik

yontemlere bagvurulur.
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5. ONERILER

iki boyutta helyum atomunun taban durumunu hesaplamak icin secilen deneme
fonksiyonu (56) bi¢cimindedir. Ancak bu deneme fonksiyonu i¢in sadece a=b=cve

a=b=c i¢in ¢oziimine ulagilmistir. Bu nedenle, a=b=#cC geklindeki ¢oziim

arastirilabilir. Ote yandan, kullanilan deneme fonksiyonlar1 hesaplama kolaylig
sagladigi icin literatiirde degisik tiirde deneme fonksiyonlar1 vardir ve se¢ilen uygun bir
deneme fonksiyonu ile daha diisiik boyutta matrisler kullanarak daha iyi sonuglar elde

etmek mumkiindur.

Varyasyonel yontem kullanilarak iki boyutta helyum atomunun uyarilmis
durumlari da hesaplanabilir. Ya da bu algoritma ve gelismis bilgisayarlar kullanilarak
iki boyuta helyum ve helyum benzeri iyonlarin taban durum enerjileri daha yiiksek
hassasiyetle hesaplanabilir.

Varyasyonel yontem iki ve ii¢ boyutlu helyum atomun taban durum enerjisinin

belirlenmesinde kullanilabilecegi gibi bir boyutlu helyum atomu iginde kullanilabilir.
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EKLER
Hesaplamalar i¢in kullanilan program:

from mpmath import*
mp.dps = 100

#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

SNN = input("NN ="
NN = int(SNN)

SMM = input("MM ="
MM = int(sSMM)

SKK = input("KK ="
KK = int(sKK)

sa=input("a=")
a = float(sa)

sc = input("c=")
¢ = float(sc)

b=a
ndim = (NN+1)*(MM+1)*(KK+1)

dosya = open("Enerji","w")

print('(NN =",NN,file = dosya)

print(MM =',MMfile = dosya)

print(KK =", KK, file = dosya)

print(‘a = ',a,file = dosya)

print('c =",c,file = dosya)

print(‘----=-=-=-sneneeeu- = e ' file = dosya)

#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
def ana(al,b2,c3,coefl,Umatris1,11,J1,K1):
ifll<-lorJl<-lorKl<-1:
X = mpf(0)
else:
npl =int( (11+2)/2)

np2 = int( (J1+2)/2)
np3 = int( (K1+2)/2)
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tt = mpf(0)

for L in range(npl,11+2):
for M in range(np2,J1+2):
for N in range(np3,K1+2):

t1 = coefl[I1+1,L]*coefl[J1+1,M]*coefl[K1+1,N]

tl = t1*mpf(al)**(2*L-11-1)*mpf(b2)**(2*M-J1-1)*mpf(c3)**(2*N-K1-
1)

t2 = (-mpf(2))**(L+M+N)

tl = t1*t2*fac2(2*L-1)*fac2(2*M-1)*fac2(2*N-
1)*Umatris1[N,M+L+1]*mpf(2)*pi**2

tt = tt+tl

Xa = mpf(2)**(11+J1+K1+3)
X = tt*(-mpf(L))**(11+J1+K1+3)/Xa

return X
#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
ncoef = 42
coef = matrix(101)
coef[0,0] = mpf(1)
coef[1,1] = mpf(2)
for i in range(1,ncoef):

ii=int((i+2)/2)
for j in range(ii,i+2):
X = mpf(2*j-i)
y = mpf(2)
coef[i+1,j] = x*coef[i,j]+y*coef[i,j-1]
#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Boyut = 2*(NN+MM)+10
Ulmatris = matrix(1,Boyut)
B = mpf(4)*(mpf(c)**2-mpf(a)**2)
if B>0:

Ulmatris[0,0] = log( (mpf(2)*mpf(c)+sqrt(B))/( mpf(2)*mpf(c)- sqrt(B) )
)/(mpf(2)*sqrt(B))

if B<O:

Ulmatris[0,0] = ( pi/mpf(2)- atan(mpf(2)*mpf(c)/sqrt(-B)) ) / sqrt(-B)
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for i in range(1,Boyut):

S1 = (-mpf(1) + mpf(1)/(mpf(2)*mpf(i)))*Ulmatris[0,i-1] + mpf(c)/( mpf(i)*(
mpf(4)*mpf(c)**2-mpf(B) )**i)

Ulmatris[0,i] = S1/mpf(B)

#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Boyutl = 2*(KK)+10
Umatris = matrix(Boyut1,Boyut)

for M1 in range(1,Boyut):

Umatris[0,M1] = mpf(2)*Ulmatris[0,M1-1]
for N1 in range(1,Boyutl1-1):

for M1 in range(1,Boyut-1):

TT1 = mpf(0)
TT2 = mpf(0)

for i in range(0,N1):

SS1 = fac(M1+N1-i-2)/(fac(N1-1-i)*fac(M1-1)*mpf(B)**(N1+M1-i-1))
SS1 = SS1/((mpf(2)*mpf(i)+mpf(1))*(mpf(2)*mpf(c))**(2*i+1))
TT1=TT1+SS1

TT1 =TT1*(-mpf(1))**(M1)

for j in range(0,M1):

SS2 = fac(M1+N1-j-2)/(fac(M1-1-j)*fac(N1-1)*(-mpf(B))**(N1+M1-j-1))
SS2 = Ulmatris[0,j]*SS2
TT2=TT2 + SS2

TT2 = TT2*(-mpf(1))**(N1)

Umatris[N1,M1]= mpf(2)*(TT1+TT2)
#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
HD = matrix(2*NN+5,2*MM+5,2*KK+5)
for i in range(-2,2*NN+3):

for j in range(-2,2*MM+3):
for k in range(-2,2*KK+3):
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HDI[i+2,j+2,k+2] = ana(a,b,c,coef,Umatris,i,j,k)
print('HD Bitti")
#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

H=matrix(ndim)
S=matrix(ndim)

for nin range(0,NN+1):
for m in range(0,MM+1):
for k in range(0,KK+1):

il = (KK+1)*(MM+1)*n + (KK+1)*m + k
for nl in range(0,NN+1):
for m1 in range(0,MM+1):
for k1 in range(0,KK+1):

J = (KK+1)*(MM+1)*nl + (KK+1)*m1 + k1

#***************************************************************

Al = -mpf(2)*mpf(a)*mpf(n)*HD[n1+n-1+2,m1+m+2 k1+k+2]
+mpf(a)**2*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k+2]
Al = Al + mpf(n)*mpf(n-1)*HD[n1+n-2+2,m1+m+2,k1+k+2]

#***************************************************************

A2 = -mpf(2)*mpf(b)*mpf(m)*HD[n1+n+2,m1+m-1+2 k1+k+2]
+mpf(b)**2*HD[n1+n+2,m1+m+2,k1+k+2]
A2 = A2 + mpf(m)*mpf(m-1)*HD[n1+n+2,m1+m-2+2 k1+k+2]

#***************************************************************

B1 = -mpf(a)*HD[n1+n-1+2 m1+m+2 k1+k+2]
B1 = B1 + mpf(n)*HD[n1+n-2+2,m1+m+2 k1+k+2]

#***************************************************************

B2 = -mpf(b)*HD[n1+n+2,m1+m-1+2 k1+k+2]
B2 = B2 + mpf(m)*HD[n1+n+2 m1+m-2+2 k1+k+2]

#***************************************************************

A12 = -mpf(2)*mpf(c)*mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k-1+2] +
mpf(c)**2*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k+2]
Al2 = A12 + k*(k-1)*HD[n1+n+2,m1+m+2,k1+k-2+2]
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#***************************************************************

B12 = -mpf(c)*HD[n1+n+2,m1+m+2,k1+k-1+2]
B12 = B12 + mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k-2+2]

#***************************************************************

Ela = mpf(n)*mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k-
2+2]+mpf(a)*mpf(c)*HD[n1+n+1+2,m1+m+2 k1+k-1+2]

Ela = Ela - mpf(a)*mpf(K)*HD[n1+n+1+2,m1+m+2 k1l+k-2+2]-
mpf(c)*mpf(n)*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k-1+2]

Elb = mpf(n)*mpf(k)*HD[n1+n-
2+2,m1+m+2 k1+k+2]+mpf(a)*mpf(c)*HD[n1+n-1+2,m1+m+2 k1+k+1+2]
Elb = E1b - mpf(a)*mpf(k)*HD[n1+n-1+2 m1+m+2 k1+k+2]-
mpf(c)*mpf(n)*HD[n1+n-2+2,m1+m+2 k1+k+1+2]

Elc = -mpf(n)*mpf(k)*HD[n1+n-2+2,m1+m+2+2 k1+k-2+2]-
mpf(a)*mpf(c)*HD[n1+n-1+2,m1+m+2+2 k1+k-1+2]

Elc = Elc+tmpf(a)*mpf(k)*HD[n1+n-1+2,m1+m+2+2 k1+k-
2+2]+mpf(c)*mpf(n)*HD[N1+n-2+2,m1+m+2+2,k1+k-1+2]

El =Ela+Elb+Elc

#***************************************************************

E2a = mpf(m)*mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k-
2+2]+mpf(b)*mpf(c)*HD[n1+n+2,m1+m+1+2 k1+k-1+2]

E2a = E2a - mpf(b)*mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m+1+2 k1+k-2+2]-
mpf(c)*mpf(m)*HD[n1+n+2,m1+m+2 k1+k-1+2]

E2b = mpf(m)*mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m-
2+2,k1+k+2]+mpf(b)*mpf(c)*HD[n1+n+2,m1+m-1+2,k1+k+1+2]

E2b = E2b - mpf(b)*mpf(k)*HD[n1+n+2,m1+m-1+2 k1+k+2]-
mpf(c)*mpf(m)*HD[n1+n+2,m1+m-2+2 k1+k+1+2]

E2c = -mpf(m)*mpf(k)*HD[n1+n+2+2,m1+m-2+2,k1+k-2+2]-
mpf(b)*mpf(c)*HD[n1+n+2+2,m1+m-1+2 k1+k-1+2]

E2c = E2c+mpf(b)*mpf(k)*HD[n1+n+2+2,m1+m-1+2 k1+k-
2+2]+mpf(c)*mpf(m)*HD[n1+n+2+2,m1+m-2+2 k1+k-1+2]

E2 =E2a+E2b +E2c

#***************************************************************

Hij = -(Al+ A2 + B1 + B2 + mpf(2)*A12 + mpf(2)*B12 + E1 +
E2)/mpf(2)
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Hij = Hij -mpf(2)*HD[n1+n-1+2,m1+m+2 k1+k+2]-
mpf(2)*HD[n1+n+2,m1+m-1+2 k1+k+2]
Hij = Hij + HD[n1+n+2,m1+m+2,k1+k-1+2]

HIii,jj] = Hij
S[ii,jj] = HD[n+n1+2,m+m1+2,k1+k+2]
Umatris=0
HD=0
Ulmatris=0
coef=0

print(H[3,ndim-5])
print(H[ndim-5,3])
print(H[0,ndim-3])
print(H[ndim-3,0])
print(S[0,ndim-3])
print(S[ndim-3,0])

#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Chole = cholesky(S)

S=0

print('Chole = cholesky(S) Bitti’)

iChole = Chole**-1

Chole=0

print('iChole = Chole**-1 Bitti')

TChole = iChole.T
print(TChole = iChole.T Bitti’)

CholeH = iChole*H*TChole

H=0
iChole=0
TChole=0

print('CholeH = iChole*H*TChole Bitti')

print('Eig BaAYladA+")
Eig = mp.eigsy(CholeH,eigvals_only = True, overwrite_a=True)

for p in range(0,ndim):

PrINE( - mmmmmmm e mm e e " file=dosya)
dosya.close()

#000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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