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OZET

DARBOUX DONUSUMLERI iCiN GENEL BiR YAKLASIM

TANSU DiLi

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dal
Yiksek Lisans Tezi
Damismani: Yrd. Do¢. Dr. Mehmet UNLU

Darboux doniisiim, bir diferansiyel denkleme benzer bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii
biliniyorsa, bu diferansiyel denklem i¢in bir ¢dziim iireten matematiksel bir yéntemdir. integral
operatorii sonlu rank perturbasyonu tarafindan degistirildigi zaman, ¢ozimdeki degisimi
perturbasyona ugramamis terimler cinsinden agik bir sekilde hesaplanmaktadir. Bu metod,
cekirdegi ve homojen olmayan terimi gakisik olan bir lineer integral denkleminin ¢dzimun
kullanmaktadir. Elde edilen sonuglar, lineer olmayan Schrédinger denkleminin kesin ¢6zimund

elde etmek icin kullanilmaktadir.

2017, 44 sayfa
Anahtar Kelimeler: Darboux doniisiimii, Marchenko denklemi, Gel’fand-Levitan denklemi,

Schrédinger denklemi.



ABSTRACT

A GENERALIZED APPROACH TO DARBOUX TRANSFORMATION

TANSU DiLi

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet UNLU

A Darboux transformation is a mathematical procedure to produce a solution of a differential
equation when the solution of a related differential equation is known. When a integral operator
is perturbed by a finite-rank perturbation, we explicitly evaluate the change in the solution in
terms of the unperturbed quantities. This method uses the solution to a linear integral equation
where the kernel and nonhomogeneous terms coincide. We apply our result to obtain exact

solution to the nonlinear Schrodinger equation.

2017, 44 pages
Keywords: Darboux transformation, Marchenko equaiton, Gel’fand-Levitan equation,

Schrodinger equation.
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1.GENEL BILGILER
1.1. Giris

Bu tezde, Lip = Ay spektral problemi ele alinmaktadir. Buradaki £, bazi uygun
fonksiyon uzaylar lizerinde uygulanabilen lineer diferansiyel operator ve A ise spektral
parametredir. £ operatdriiniin spektrumu sifirdan farkli i ¢6ziimiiniin var oldugu tiim A
degerlerinden meydana gelir. Ayrica £ operatori genellikle bir katsayr olarak

potansiyel diye adlandirilan bir u(x) fonksiyonu icerir.

L operatérinin spektrumu genellikle ayrik ve sirekli seklinde iki kisimdan
olusmaktadir. £ operatériiniin £ operatdriine perturbasyonunda, £ ve £ nin siirekli
spektrumlar1 c¢akisik iken, ayrik spektrumlari sonlu sayida o6zdegerle birbirinden
ayrilmaktadir. £ —» £ doniisiimii altinda, potansiyel, u(x) — fi(x) seklinde ve dalga

fonksiyonu ise (2, x) = (4, x) seklinde degismektedir.

Perturbasyondan sonra, Ly = Ay spektral problemi, perturbasyona ugramis

L = A1 problemine déniismektedir.

Darboux doniisiimii iki kistmdan olusmaktadir; birinci kisim potansiyel seviye ve
ikinci kistm dalga fonksiyon seviyesidir. Bu doniisiim, perturbasyona ugramis
potansiyel ve dalga fonksiyonlarmi perturbasyona ugramamis degerler cinsinden
saglamaktadir. Potansiyel seviyede Darboux doniisiimii, perturbasyona ugramis
potansiyel i(x) in, perturbasyona ugramamis potansiyel u(x) ve perturbasyondaki
ayrik A-O0zdegerlerinde hesaplanan degerler cinsinden belirlenmesinden meydana
gelmektedir. Dalga fonksiyonu seviyedeki Darboux doniisiimii ise perturbasyona
ugramis (1, x) in perturbasyona ugramamis dalga fonksiyonu Y(A,x) ve
perturbasyondaki  ayrik  A-06zdegerlerinde  hesaplanan  degerler  cinsinden

belirlenmesinden ibarettir.

Bu tezde, diferansiyel denklemler i¢in cesitli spektral problemler igin Darboux
doniistimler tiireten bir yontem elde edilmektedir. Bu yontem, Marchenko integral
denklemleri veya Gel’fand-Levitan integral denklemi olarak adlandirilan temel integral

denklemleri yardimiyla yapilmaktadir.



Bu yaklasim, herhangi bir dalga fonksiyonu i¢in bir Darboux doniisiimii elde edilmesine
olanak tanimaktadir. Oysaki diger yaklagimlarda Darboux doniisiimii yalnizca baz1 6zel
dalga fonksiyonu icin verilmektedir. Yontem, belirli diferansiyel denklemlere 6zgi

degildir ve blyuk bir diferansiyel denklem sinifina uygulanabilen bir yaklagimdir.

(Sol) Marchenko integral denklemi, dalga fonksiyonu (A, x) nin, x = oo daki
baz1 6zel asimptotik sartlar sayesinde belirlendigi zaman kullanilmaktadir. Bundan
dolayi, 2. kisimda verilen iglemler, x = oo daki asimptotik sartlar sayesinde tanimlanan
dalga fonksiyonu icin dalga fonksiyonu seviyesindeki Darboux doniisiimii elde etmeye

uygundur.

Benzer sekilde, (Sag) Marchenko integral denklemi, dalga fonksiyonu (A, x) nin,
x =—o daki baz1 0Ozel asimptotik sartlar sayesinde belirlendigi zaman
kullanilmaktadir. Bundan dolayi, x = —oo daki asimptotik sartlar sayesinde tanimlanan
dalga fonksiyonu icin dalga fonksiyonu seviyesindeki Darboux doniisiimii elde etmeye

uygundur.

Son olarak, hala dalga fonksiyonlar1 icin, bu dalga fonksiyonlar1 x-ekseni
tizerindeki belirli bir noktadaki bazi baslangi¢ degerlerini kullanarak belirlenmektedir.
Probleme herhangi bir kisitlama getirmeksizin, x-ekseni Uzerindeki bu nokta x = 0

olarak secilebilmektedir.

Gelfand-Levitan denklemi, dalga fonksiyonu Y(A,x) nin, x =0 daki bazi
baslangi¢ sartlar1 araciligiyla belirlendigi zaman kullanilmaktadir. Bundan dolayi,
Gelfand-Levitan denklemi igin yapilacak islemler, x = 0 daki baslangi¢ kosullari
aracilifiyla tanimlanan dalga fonksiyonlar i¢in dalga fonksiyonu seviyedeki Darboux

doniisiimii elde etmeye uygundur.
1.2. Literattr Ozeti

Darboux doniisiimiiniin arkasindaki temel fikir, 1875 de Fransiz bir matematikgi
Th'eodore Florentin Moutard'in [11] ¢alismasindan kaynaklanmaktadir. 1882 den sonra,
Jean Gaston Darboux [6] yazisinda bu dontisiimii, glinimuzde Schrédinger denklemi
olarak bilinen ikinci dereceden diferansiyel denklemin bir 6nermesi olarak sunmustur.
1889 da, Darboux bir kitap [7] yayinladi ve doniisiim bu kitapta da gdsterilmistir. 1955

de, M.M.Crum [5] sonlu bir aralikta diferansiyel denklemler i¢in benzer doniisim
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bulmustur. 1957 de, M.G Kerin [9] bu fikirleri biyiitti ve yar1 dogru iizerinde
Schrodinger denklemi igin benzer doniisiim elde etmistir. 1979 da, V. B. Matveev [10]
doniistimleri  integrallenebilir lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere

uyarlamstir.
1.3. Tanimlar
Tamim 1.1. A sayisal bir parametre, f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar, ¢(x) ise

bilinmeyen bir fonksiyon olmak Uizere

X

9(0) = F() +A f dt K (x, )9 (0) (13.1)

a

denklemi, ikinci ¢esit Volterra lineer integral denklemi olarak adlandirilir.

K(x,t) fonksiyonuna Volterra denkleminin gekirdegi denir. f(x) =0 ise (1)

denklemi

X

o(x) = A f dt K (x, )9 (0) (132)

a

formunu alir ve ikinci ¢esit homojen Volterra denklemi olarak adlandirilir.

@ (x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak (izere

X

fdt K(x,t)o(t) = f(x) (1.3.3)

denklemi birinci ¢esit Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. Integralin alt limiti

olan a degeri, genelligi bozmadan sifir olarak alinacaktir.

(1.3.1), (1.3.2) ve (1.3.3) integral denkleminin bir ¢o6zimi, denklemde
yazildiginda, denklemi saglayan bir ¢ (x) fonksiyonudur.

1
14+x2

Ornek 1.1. ¢(x) =

1 1 -
T fonksiyonunun ¢(x) = — fox dt 1+tx2g0(t) integral

denklemin bir ¢éztimii oldugunu gosterelim:



Verilen integral denkleminin sag tarafinda ¢(t) yerine koyup gerekli

1
(1+x2)3/2

islemler yapilirsa

X
1 1 t 1 1 1 _
1+2_fdt1+2 ST T+ x2 142\ 1 )le=o =
o *a+er)2 X N (+e2)2

__ 1 11
T 14x2 0 (1+x2)3/2 1+ x2

Sy oW
bulunur.

Buna gore ¢(x) =1

Ty fonksiyonu verilen integral denklemin bir ¢6zimi

olmaktadir.

Volterra integral Denkleminin Coziicii Cekirdegi, integral Denklemlerin Coziicii

Cekirdek Yardimyla COzilmesi

0<x<a 0<t<xicin K(x,t) ve 0 <x < a igin f(x) surekli bir fonksiyon

olmak iizere ikinci ¢esit Volterra integral denklemi

o) = f(0) +1 j dt K (x, D ¢(0) (13.4)
0

ile verilsin. Integral denkleminin A ya gore yazilmis

P(x) = @o(x) + A1 (x) + 12 @, (x) + -+ 1"y (x) + - (1.3.5)

formunda bir kuvvet serisi cinsinden ¢6zimu arastirilacaktir. Bu seri (1.3.4) de yerine

konulursa

(Po(x) + A(pl(x) + Azgoz(x) + -+ An(pn(x) + ...

X

= f() +A f dt K, O[00(0) + A91(8) + 225 (0) + -+ (D) + 1 (1.3.6)
0

bulunmaktadir. (1.3.6) nin her iki yaninda yer alan ayni kuvvetteki A larin katsayilar

birbirine esitlenirse



Po(x) = f(x),

o) = [ de K O0o(© = [ de kG070,
0 0

0,(x) = f dt K(x, )y (£) = j K(x, t) f dt,dt K(t, t)f(t,) (13.7)
0 0 0

elde edilir.

(1.3.7) ile verilen Dbagintilar, ¢,(x) fonksiyonlarmin ardisik olarak

bulunabilmesine olanak saglayan bir yontemin ortaya ¢ikmasina olanak vermektedir.

(1.3.5) ile ifade edilen serinin, f(x) ve K(x,t) nin yukarda soziinii ettigimiz
ozellikleri gerceklesmesi durumunda her A ve [0, a] araliginda bulunan her x i¢in A ve x
e gore diizgiin yakinsak oldugu ve toplaminin (1.3.4) Un bir tek ¢6ziimii oldugu

gosterilebilir.

(1.3.7) den hareketle su sonuglari elde edebiliriz:

X

P1(x) = f dt K(x,t)f (t) (1.3.8)

0

on(0) = j dt K(x, ) ] dt, K(t, t)f (t)
0 0

t X

=fdt1 f(t) fdt K(x, t)K(t,t1)

0

=fdt1 Ky (x,t1) f(t1) (1.3.9)
0

Burada



X

K,(x,t) = fdt K(x,t)K(t, ty) (1.3.10)

t1

dir. Bu yolu izleyerek

X

Pn(x) = fdt Kn(x,t) (n=12..) (1.3.11)

0

oldugu gosterilebilir. K,,(x, t) fonksiyonlari, ardisik ¢ekirdekler olarak isimlendirilir.
Bunlarin asagidaki tekrarlama bagintilar1 yardimiyla belirlenebilecegi de bu asamada

gosterilebilir:

K, (x,t) = K(x,t),

X

Koo i(x,t) = f dz K(x, 2)K,(z,t) (n=12..) (1.3.12)

t

(1.3.11) ve (1.3.12) u kullanarak (1.3.5) esitligini
[oe) X
p(x) = f(x) + Z A”f dt K,(x, t)f (t) (1.3.13)
v=1 0
formunda yazabiliriz.
R(x, t; 1) = Z 1K, (%, ) (1.3.14)
v=0

ile tamimlanan R(x,t;A) fonksiyonu (1.3.4) integral denkleminin ¢Oziicii ¢ekirdegi
olarak anlandirilir. K(x, t) nin siirekli olmas1 durumunda (1.3.14) serisi mutlak dizgin

yakinsaktir.

Gerek ardisik c¢ekirdekler ve gerekse ¢oziicii ¢ekirdek, integral denkleminin alt

limitine bagh degildir.

R(x,t; 1) ¢oziicii ¢ekirdegi asagidaki fonksiyonel denklemi saglar:



RGot;4) = K(x, £) + f ds K (x, $)R(s, t; 1) (13.15)

Coziicti gekirdegin yardimiyla (1.3.4) integral denkleminin ¢ézim

o (x)

X

= fGO) + A f dt f (DR, £ 2) (13.16)

0

formunda yazilabilir.

Ornek 1.2. K(x,t) = 1 olmak iizere Volterra integral denkleminin ¢oziicii ¢ekirdegini

bulalim:

K,(x,t) = K(x,t) = 1dir. (1.3.12) formiiliinii kullanalim:
X X

K,(x,t) = f dz K(x,z)K,(z,t) = j dz = x —t,
t t

(x = t)?
—

K3(x,t) =fdz 1.(z—t) =

z—t)? (x—1t)°
2 31’

K,(x,t) =fdz 1.(

(Z _ t)n—z B (x _ t)n—l
n—-2) (n-1)!

X X
K,(x,t) = f dz 1K,_,(z,t) = jdz 1
t t

Dolayisiyla, ¢oziicii ¢cekirdegin tanimi geregi

N A (x — )"
R(x, t; 1) = Z AKpq(x,t) = Z (—') = gMx-t)
oy —~ n!

yazilabilir.

Tammm 1.2. Bir vektor uzayindan baska bir vektor uzayma tanimlanan doniigiime

operatdr denir. Operator, fonksiyonun daha 6zel bir halidir. Bir fonksiyonlar uzay1



tizerinde tanimlanan ve her fonksiyonu kendi tilirevlerinin bir dogrusal bilesimine

gonderen operatore ise diferansiyel operator denir.

Tamm 1.3. Bir A matrisi, m X n boyutunda dikddrtgen elemanlardan olusur ve m satir

ve n siitun sayisi olmak {izere

A1 vt Qan
A = (aij) = . ‘. .
Am1 " Qmn

seklinde gosterilir.

Bazi 6rnek matrisler asagidadir:

1=G D 8= D) o= lirs 6-7)

Tamm 1.4. Bir matrisin transpozu satirlarin siitun, siitunlarin satir haline getirilmesiyle

elde edilen matristir. A = (a;;) mn transpozu A" = (ay;) dir.

A1 0 Qan A1 0 Ama
A= : : AT = ¢ :
Qmn1 " Amn Ain " Amn

omkisa=( Y=a=( Yn=( 2 Y= (2 5)

Tamm 1.5. A = (a;;) nin eslenigi A= (a;;) dir

ai; 0 QAn _ a1 - Qn
A= : : = A4 =
Qm1 " Omn Am1 0 Amn

1 2+3i) " ( 1 2—31')

Omek14.4=(, . "7 7 )=24=(_, %

Tammm 1.6. Bir A matrisinin transpozunun eslenigi A matrisinin adjointidir. A nin

adjointi AT dir ve A" ile gosterilir.

all voe aln a_ll cee am1
A= : : = A4 = : :
Am1 ** Amn Ain  *° Qmn



Lo2H3 (1 3

Omek15.4= (3,4 4 2-3i 4

Tamim 1.7. A* = A ise A matrisi self-adjointtir.

Ornek 1.6. A = G i) = AT = G i) = AT

R

sart1 saglandiginda A matrisi self-adjointtir.

Tamm 1.8. A bir n X n boyutlu kare matris olsun. Eger A bir skaler ve x vektori de
sifir olmayan, x # 0, bir sutun vektori olmak Uzere, Ax =Ax esitligi saglaniyorsa x
vektorii, A matrisinin 6zvektori, A skaleri de A matrisinin 6zdegeridir. Ayn1 zamanda x,
A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir. Bir skaler olan A, n X n boyutlu A matrisi igin

Ax = Ax denkleminde x’in sonsuz ¢6ziimii oldugu durumda bir 6zdeger tanimlar.

Tamm 1.9. Spektrum, dalga enerjisinin ¢esitli frekanslarda ki bireysel (tekil) dalgalar

tizerindeki dagilimini ifade eden bir fonksiyondur.

Tamm 1.10. Coztiimii bilinen benzer bir problemle karsilastirarak baska bir problemi

¢dzme metoduna perturbasyon denir.

Tammm 1.11. Madde parcaciklarinin bir potansiyel enerjiye tabi oldugu veya sahip

oldugu yerdeki sisteme bagil hal (bound state) denir.

Tamim 1.12. Deger kiimesi sonlu boyutlu Banach uzaylar1 arasinda sinirlt bir lineer

operatdre sonlu-rank (finite-rank) denir.



2.YAPILAN CALISMALAR
2.1. (Sol) Marchenko Integral Denklemi

Bu boéliimde, (sol) Marchenko integral denklemi aracilifiyla Darboux doniisiimii
icin genel bir yaklasim gelistirilmektedir. ilk olarak gerekli bazi temel sonuglari
verilecek ve ardindan (sol) Marchenko integral denkleminin r(x; y, z) ¢6zen ¢ekirdegini
incelenecektir. Teorem (2.1.2) de, r(x; y, z) nin, (sol) Marchenko integral denkleminin
coziimi olan a(x,y) cinsinden agikca yazilabilecegini ispat edilecektir. Ardindan,
potansiyel seviyede ve dalga fonksiyonu seviyede Darboux doniisiimii i¢in formiilleri

verilecektir.

e

a(x,y) + B(x,y) + f dz a(x,z) w(z,y) =0, y>x (2.1.1)
X
integral denklemini ele alalm. Burada a(x,y) bilinmeyen terim, S(x,y) homojen
olmayan terim ve w(z,y) de integral cekirdegidir. Varsayalim ki, (2.1.1) de verilen
esitlik, HY*N de ¢ozilebilir olsun, yani, S(x,y) ve w(z,y) bize verildiginde tek bir
a(x,y) elde ederiz. Burada, H,;"™N, M x N matris degerli dlculebilir F: (x, +c0) —
CM*N fonksiyonunun kompleks Banach uzayidir. Oyle ki, ||F(.)|| matris normu
1 <p < 4o igin LP(x, +0o0) uzaymna aittir. w(z,y) cekirdeginin x € R parametresine

bagli olmadigini ve

e

Supf dz (llw(z |l + llw(y, 2)|)) < +oo (2.1.2)
y>x b
ifadesini sagladigina dikkat edelim. Buradaki ||. || ifadesi herhangi bir matris normunu

simgelenir. (2.1.1) i operator formunda
a+f+al=0 (2.1.3)

seklinde yazalim. Burada Q operatorii sagdan etki eder. Her sabit x € R igin, (I + Q)
operatoriit HN*N ve HN*N {izerinde terslenebilir oldugunu kabul edelim. Burada I,

birim operatori simgeler. Ilgili ¢oziicii operatori belirtmek icin (I + R) yi

I+R=(1+Q) !, R=I+Q) -1 (2.1.4)
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seklinde tanimlanir. a igin (2.1.3) U ¢ozersek
a=—-BU+Q)1 (2.1.5)

bulunur. (2.1.5) de (2.1.4) ii yerine yazilirsa,

a=—B(U+R) (2.1.6)
veya acike¢a
aGoy) = ~B0uy) - [ dzpeAreezy) @21.7)

X

elde edilir. Burada r(x;z,y), R ¢ozlici operatoriiniin integral g¢ekirdegidir. (2.1.1)

denklemini
a+w+al=0 (2.1.8)

yazalim. Burada homojen olmayan terim ve integral ¢ekirdegi birbiri ile iliskilidir. O

halde (2.1.8) agik

a(x,y) + w(x,y) + J- dz a(x,z)w(z,y) =0, y>x (2.1.9)

seklinde yazilabilir. Genellikle bu denkleme (sol) Marchenko integral denklemi denir.
(Sol) Marchenko integral denkleminin 22N de tekil bir ¢ozime sahip oldugunu kabul
edelim, yani, w(x,y) verildiginde, (2.1.9) un bir ¢6zimul olarak tek bir a(x,y)
oldugunu varsayalim. (2.1.7) de ki r(x;z,y) ¢ozici ¢ekirdegini a(x,y) cinsinden
olusturalim. a(x, y) benzersiz bir sekilde belirlendiginden, r(x; z, y) yi de elde edelim.

(2.1.4) yardimiyla (2.1.8) i ¢ozullrse
a=—-w({l+R) (2.1.10)

olur. 7N *N de (2.1.9) un tekil ¢oziilebilirligi ve (2.1.2) deki kosul

e

sup [ dz (la@@ )+ a2 < +oo 2.1.11)

y>x
x

11



belirtir. (2.1.8) i, (2.1.3) deki integral operatorii Q, N X N matris degerli ve J-selfadjoint

oldugu durumda g6z oniine alinmaktadir. Baska bir deyisle,

0 =]0%, w(,2) = Jlw(zy)]Y (2.1.12)

Burada, tek dagger isareti matris adjointi (karmasik eslenik ve matris transpozu) ve ¢ift
dagger isareti ise hem matris adjointi hem de operatoriin ¢ekirdegindeki elemanlarin

yer degismesini ifade eder, yani, herhangi bir T operatoriinin T (x, y) ¢ekirdegi igin
T*(x,y) =T (y,x) (2.1.13)

dir. Herhangi iki A ve B integral operat0ri igin

;
4B, 2) = (4B)'y) = | [ ds 4z 5)BGs.»)

veya esit olarak

(AB)*(y,z) = f ds BT(s,y)AT(z,5) (2.1.14)

olur. (2.1.13) de verilen 6zelligi kullanarak, (2.1.14) U tekrar yazarsak

(AB)¥(y,z) =fds B*(y, s)A*(s, 2) (2.1.15)
olur. Buradan
(AB)*(y,2) = (B*A")(y,2) (2.1.16)
bulunur. Burada, J bir N X N selfadjoint involiisyondur. S6yle ki,
J=Jt=J" (2.1.17)
Ornegin, J
I; 0
_ Y
1= —IN_,]'
formunda olabilir. Burada [;, bazi 1 < j < N igin j X j birim matrisidir.

LYW = AV ile baglantili, (2.1.8) de verilen temel integral denklemine sahibiz
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LP = AP perturbasyon problemi ile baglantili
d+od+al=0 (2.1.18)

integral denklemini yazabiliriz. Bu denklem

[oe)

alx,y) + o(x,y) +f dza(x,z)(z,y) =0, x<y (2.1.19)

X

seklinde agikca da yazilabilir. Q ve Q birbirinden sonlu rank operatorii icin FG ile

ayrilir. Soyle ki,
Q = QO+ FG, a(x,y) = wlkxy)+ f(x)gl) (2.1.20)

dir. Ayrica, genel olarak F ve G yer degistirilemez ve dolayisiyla genel olarak fg # gf
dir.

2.2. Coziicii Cekirdegin Olusturulmasi

Bu boéliimde, (2.1.7) de gorinen r(x; y, z) ¢6zlcu ¢ekirdegini analiz edilecek ve
ardindan r(x;y,z) yi, (2.1.9) deki a(x,y) ¢dzimil cinsinden agik¢a ifade edilebilir
oldugu gosterilecektir.

Onerme 2.1. Farzedelim ki (2.1.3), HY*N de tekil ¢dzime sahip olsun ve Q, (2.1.12) i
saglasin. Bu durumda, (2.1.4) te verilen R operatéri ve (2.1.7) deki ilgili r(x;y, 2)
cekirdegi

R=JR*], r(xy.z2)=]lr(;zy]], (2.2.1)
saglar. Burada J, (2.1.17) de gorlnen involisyon matrisidir.

Ispat. (2.1.4) den biliyoruz ki (I + R) = (I + 2)~* dir ve boylelikle

I+DU+R)=1=U+R)I+0) (2.2.2)
olur. O halde

R+0Q+RQ=0, (2.2.3)
ve
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R+0+0R=0 (2.2.4)

elde edilir. (2.1.17) de tanimlanan ¢ift dagger doniisiimii (2.2.3) te uygulayarak, yani

adjointini alarak ve argiimanlar1 degistirerek ve ardindan her iki tarafa da J uygularsak,
JR¥] + ] + JODURD) =0 (2.2.5)
elde edilir. (2.1.12) yi kullanarak

JRY T+ 0+ 2(JRT =0 (2.2.6)

bulunur. (2.1.3), HY*N de tek ¢6zumli oldugu varsayildigindan, (2.2.4) ve (2.2.6) y1
karsilastirarak R = (JR*]) oldugu elde edilir.

R = JR*] ifadesinin r(x;y,z) = J[r(x;z y)]'] anlamina geldigi agik olsa da,
daha anlagilir olmast i¢in, aynt sonucu y < z Ve z < y durumlari i¢in direk r(x; y, z) ile

calisarak ispatlayalim. Ilk olarak y < z icin (2.1.4) i

[oe)

r(xy,z)+w(y z) + f ds w(y,s)r(x;s,z) =0, y<z (2.2.7)

X
seklinde agik¢a yazalim. (2.2.7) nin adjointini alarak ve elde edilen denklemi soldan ve
sagdan J ile carparak,

[oe)

JIrC;y, 1" +Jw@, 21" +f ds Jlw(,)r(x;s,2]') =0, y<z (228)

X
veya esit bir bicimde

[oe)

JIrCey, 217 + Jlw@, 217] +f ds JIr (e s, 21w, )] =0,y <z (2.2.9)

X

elde edilir. (2.2.9) da (2.1.12) yi kullanarak

[oe)

JIr(;y, 217 + w(z,y) +f dsJ[r(x;s,2)] Jw(s,y) =0, y<z (2.2.10)

X

bulunur. (2.2.10) da y ve z degiskenlerini yer degistirerek
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[oe)

JIr(;z M) + w(y, 2) +f ds J[r(x; s,y Jw(s,z) =0, z<y (2.2.11)
X

ifadesi elde edilir. (2.2.7) ve (2.2.11) i karsilagtirarak ve (2.2.7) igin ¢ozliimiin tekligini

kullanarak, r(x; v, z) = J[r(x; z,y)]'] ifadesi gorilir ve

[oe)

r(xy,z)+w(y z)+ f dsr(x;y,s)w(s,z) =0, z<y (2.2.12)

X

elde edilir. Benzer sekilde, z < y icin (2.2.4) U dikkate alarak,
r(x;y,z) + w(y, z) + J- dsr(x;y,s)w(s,z) =0, y<z (2.2.13)
X

bulunur. Boylece, y < z ve z< y i¢in r(x; y,z) = J[r(x; z, y)]T] oldugunu gosterilmis

olup ispat tamamlanmis olur. m

Asagidaki Onemli teoremin ispatinda x <y <z durumu [2] de verilmistir.

Burada, her iki durum yani x < z < y durumu da ispatlayalim.

Teorem 2.1. Farzedelim ki (2.1.3), HY*V de tekil ¢6ziime sahip olsun ve Q, (2.1.12) yi
saglasin. Bu durumda, (2.1.7) de gorinen r(x;y,z) ¢Ozuclu gekirdegi (2.1.9) daki
a(x,y) cinsinden agikga ifade edilebilir. Soyle ki,
p y
a(y,z) + f dsJla(s,V)]TJa(s,z), x <y <z,
r(x;y,z) =< x (2.2.14)
JaG ) + [ dslats ) ats,2), x <7<y,

X

\
Burada J, (2.1.12) daki involisyon matrisidir.

Ispat. (2.1.3) iin HY*N de tekil ¢ozimi oldugu varsayildigindan, (2.1.8) de tekil
¢cozlme sahiptir ve boylece (2.2.3) deki R de tekil ¢dzlime sahiptir. Boylelikle, (2.2.14)
de tanimli ifadelerin (2.2.3) i sagladigin1 gostermek kanit i¢in yeterlidir. Yani, (2.2.14)

deki ifadeler integral denklemini saglar. Soyle ki,
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[oe)

r(x;y,z) + w(y, z) +f dsr(x;y,s)w(s,z) =0, x < min{y, z}. (2.2.15)

X

Her iki y < z ve z < y durumunun ispat1 verilecektir.

Duruml:x<y<z

(2.2.15) de gorinen integral icin [~ = [7+ fyoo ozelligini kullanalim. Oyleyse,

(2.2.15) in sol tarafi agsagidaki gibi olur.

y o)
r(x;y,z) + w(y, z) +fds r(x;y,s)w(s, z) +f dsr(x;y,s)w(s,z) =0. (2.2.16)
x y

(2.2.16) daki, f; integralinde (2.2.14) iin ikinci satirin1 ve fyoo integralinde ise (2.2.14)

Un ilk satirini kullanirsak, (2.2.15) esitliginin sol tarafi,

y
a(y,2) + f ds Jla(s, Y)als, 2) + 0(, 2)

N

y _
4 f ds |Jla(s, 1 + f dt][a(ay)]na(t,s)]w(s,z)

X

i y
+ fds a(y,s) + fdt][a(t,y)]*]a(t,s) w(s,z)

y

seklindedir. Dagilim isleminden sonra, (2.2.15) in sol tarafi

y
a(y,2) + f ds J[a(s, Y1t Ja(s, 2) + 0(y,2)

X

y

y N
+ jds][a(s,y)]*]w(s,z) + J-dsj-dt][a(t,y)]*]a(t,s)w(s,z)

X

o)

oo y
+J- ds a(y,s)w(s,z) +] dsjdt][a(t,y)]*]a(t,s)w(s,z)
y x

y

haline gelir. Simdi a4, a, ve a; U asagidaki gibi tanimlayalim:
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e

a; = a(y,z) + w(y, z) + f ds a(y,s)w(s, z),
y

y y
0 = f dt Jla(t, WHa(t,2) + j dt JTa(t, DT ot 2),

y N co y
as = J-dsj-dt][a(t,y)]*]oc(t,s)w(s,z)+ J- dsfdt][a(t,y)]*]oc(t,s)w(s,z).
x x y x

(2.1.9) da verilen (sol) Marchenko integral denkleminden a; = 0 olur. a5 deki iki kath
integralin sinirlar1 sirastyla f; dt [ ty ds ve fxy dt fyoo ds olarak degistirilebilir. Bu

durumda

y y

y %)
as = fdtf ds J[a(t, Y] a(t,s)w(s, z) + fdtf ds J[a(t, Y] Ja(t, s)w(s, 2)
t x y

X
olur. [” + fy°°= J” bzelligini kullanarak, a; ifadesi

y %)

as = fdtf ds J[a(t, V)] Ja(t, s)w(s, z)

X
yazilabilir. Boylece,

y

a +ay = f dt JTa(t, 1Y

X

e

a(t,z) + w(t,z) + f ds a(t,s)w(s, z)] (2.2.17)

t

elde edilir. z > t oldugundan, (2.1.9) nedeniyle (2.2.17) nin parantez icerisindeki ifade
0 (sifir) olur. Boylelikle, a, + a; = 0 ve buradan x <y < z durumu igin a; + a, +

as; = 0 olur.
Durum?2: x<z<y

Amacimiz, x < z <y durumunda (2.2.14) te verilen ifadenin (2.2.15) i sagladiginm
gostermektir. x < z <y durumunda direkt bir kanit, x <y < z de yapildig1 gibi

mimkiin oldugu goriinmemektedir. Bu nedenle asagidaki sekilde ilerlenecektir.
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Herhangi bir kompakt operator sonlu-rank operatorler dizisiyle yaklastirilabilir
oldugundan, &,(y)n,(z) dizisini (2.2.15) de w(y,z) ye yaklastirilacaktir. Bu, acikca
(2.2.15) 1 ¢cozmek icin bize izin verecek ve daha sonra bir ¢oziim elde edilecektir. Bu
¢Ozuml 1,(x;y,z) olarak aranacaktir. Yaklasimdan sonra, w(y,z), & (V)n.(2) ile
degistirildiginde (2.2.18) de verilen (sol) Marchenko integral denklemi icin ¢ozimi

a(y, z) de a, (y, 2) ile degistirildiginde (2.2.14) elde edilecektir.

(sol) Marchenko integral denklemini dikkate alalim

[oe)

a(y,z) + w(y,z) +f ds a(y,s)w(s,z) =0, z>Yy, (2.2.18)
y

(2.2.18) denklemi, (2.1.9) daki x ve y yi sirasiyla y ve z ile degistirilerek elde

edilmistir. Varsayalim ki

w(y,2) = EIn(2), (2.2.19)

yani, (2.2.14) deki integral ¢ekirdegin ayrilabilir oldugunu varsayalim. Once (2.2.14)
deki a(y, z) i, ¢ ve n ¢ekirdek kisimlari cinsinden hesaplayalim. (2.2.18) deki a(y, z)
yi cekersek,

[oe)

a(y,z) = —w(y, z) —f ds a(y,s)w(s,z) (2.2.20)
y

olur. (2.2.20) de (2.2.19) u yerine koydugumuzda

[oe)

a(y,2) = —E()n(z) - f ds a(y, )EE)N (), 2.2.21)

y
veya esit bir bigcimde

e

a(,2) = — €0 + f ds a(y, $)E(s) (). (2.2.22)

y

7(y) yu asagidaki gibi tanimlayalim
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[oe)

1) = £ + f ds a(y, $)E(s).

y

O halde

a(y,z) = —t(y)n(z)

olur. (2.2.23) de integrant da goriinen a(y, z) yi (2.2.24) ile degistirerek,

1) = E() - j ds TN ()E(s),
y

elde edilir. Buradan,

[0}

I+f ds n(s)é(s)

y

(y) =¢0)

olur. Buradaki I birim matristir. 7(y) yalnz birakilirsa

Eo -1
1) =) |1+ j dsn(S)f(S)]
y

elde edilir. Sonuc olarak,

[oe)

1+ [ as n(S)E(S)\ n(2)

y

a(y,z) = —¢(y)

bulunur.

e

Y(O) =1+ f ds 7()E(s)

y

seklinde tanimlayalim. (2.2.28) de (2.2.29) u yerine yazilirsa, boylelikle

a(y,z) = =EWMY ) 'n(z)
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elde edilmis olur. Simdi, /[a(z,v)]T] yi € ve n cinsinden hesaplayalim. Bunun igin,
(2.2.18) i dikkate alalim. (2.2.18) in adjointi alinarak ve ardindan her iki taraftan J ile

carparak,

Jle@, D11 + [0, 2)]T] + fw ds][a(y,s)w(s,2)]T) =0 (22.31)
y

veya esit olarak

Jla(, 2] + ]y, 2] + fw ds J[w(s, 211 [a(y, )] = 0 (2.2.32)
y

elde edilir. (2.2.32) de (2.1.12) yi kullanirsak
Jla@, D] + w(z y) + foods w(z,5)/[a(y,$)]"] =0 (2.2.33)
y
olur. (2.2.33) de (2.2.19) u yerine yazarak
Jla@, D11 + ¢ (@) + fds §(@m () [aly, )] =0 (2.2.34)
y

bulunur. Simdi

Jla(y, ]'] = (2K () (2.2.35)

olarak alalim. (2.2.34) de (2.2.35) i yerine koyarak ve sonra (2.2.34) Un her iki

tarafindaki & (z) ler sadelestirilirse,

KO) + () + f ds 1(s)E)K () = 0 (2.2.36)
y

bulunur. K(y) icin (2.2.36) ¢ozulurse,

e

1+ | dsn(S)f(S)‘ ) (2.237)

y

K@) =-
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elde edilir. (2.2.37) de (2.2.29) kullanilirsa

K@) ==Y 'nly)

olur. Ardindan (2.2.35) de (2.2.38) i yerine koyarak

Jla,2)]'] = @Y ) ()

bulunmus olur. Sonug olarak, (2.2.39) daki y ve z yi yer degistirilirse,

Jla(z NI = =E0Y(2) 'n(2)

bulunur. Simdi,

[oe)

r(x;y,z) + w(y, z) +f dsr(x;y,s)w(s,z) =0

X

integral denklemini ¢ozelim.

r(y,z) = Hy)n(2),

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)

(2.2.41)

(2.2.42)

seklinde alalim. (2.2.41) de (2.2.42) ve (2.2.19) u yerine koyarak ve sonra (2.2.41) in

her iki tarafindaki n(z) ler sadelestirilirse,

HO) + £ + j ds HO)n(s)E(s) = 0

ve H(y) ortak parantezine alinirsa,

e

I+ f dsn(S)f(S)] = —£()

X

H(y)

olur. H(y) yi cekersek,

oo -1

I+f ds n(s)f(s)]

X

H(y) = —¢(y)

bulunur. Sonug olarak
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oo -1

I+f ds n(s)f(s)] n(z) (2.2.45)

X

r(xy,z) = —&)

elde edilir. (2.2.29) dan, (2.2.45) de ki parantez icindeki matrisin Y'(x) e esit oldugu
goruldr. Boylelikle, (2.2.45) ten

r(xy,2) = =Y (x) ") (2.2.46)

yazilabilir. Ardindan, x < y < z i¢in, (2.2.30) ve (2.2.40) in yardimiyla hesaplnir.
y

a(r,) + | ds Jlats ]Yats.2) =
) y

= &MY '@ + j ds EY(s)7(s) §()Y ()" (2)

ds Y(s)"'(s)§(s)Y(s)~!

==-EW YOt - n(2)

I+ f dtn(t)f(t)] )‘ n@)

n(z)

X"%

[ y
d
=—-¢) Y(y)‘l—jds (g

[ y
=) |ro) - f 4y (s)™

=-EMIrM-rem"- v '@
= — OV () (2:247)

elde edilir ki bu ifade (2.2.46) dan goriilecegi tizere r(x; y, z) ye esittir. Benzer sekilde,

x < z < y i¢in de hesaplanirsa,

(1Y + f ds J[a(s, )] a(s,2) =

={Y (@) () + f ds EY ()™ M(s) ()Y (s)"'n(2)
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=-iM|Y@™" - f ds Y (s)"'n(s) s‘(S)Y(S)‘lln(Z)

-1

1+ | dtn(t)f(t)] n@)

S

Z

- d
-t |r@ - f ds| =

ds

=-iMIr@ "' -r@" - v "=
=—={ONY () ™'n(2)
bulunur ki bu da (2.2.46) dan r(x; y, z) ye esittir. Boylece

( y
a(y,z) + J- ds J[a(s,y)]TJa(s,z), x <y <z
Mmyz)=ﬁ o, (2.2.48)

Iz I + f ds Jla(s, D] a(s,2), x<z<3y.

\ x

esitligini gostermis olduk ki burada & ve n ¢ekirdek kisimlari cinsinden a(y,z) ve

[a(z,y)]T yi elde edilmis oldu.
TUm bu durumlarda, fxoo ds n(s)é(s) integrali kesin yakinsaktir. m

2.3. Potansiyel Seviyede Darboux Doniisiimii

Simdi, (2.1.19) daki @(x,y) ¢Oziimiinii sirastyla (2.1.9) ve (2.1.20) deki a(x,y),
f(x) ve g(y) cinsinden agik bir sekilde ifade edilecektir. Daha sonra, potansiyel

seviyede Darboux donilimiisii i¢in bir formiil elde edilecektir.

n(x) ve q(y) ara degerleri tanimlayalim, sdyle ki
nG) = £0 + | dza(nAf@, a®) = g0) + [ dzg@IlaG AN @31
x y

olsun. Burada J, (2.1.12) de goriinen involisyon matrisidir.

Teorem 2.2. (2.1.18) deki perturbasyona ugramis 2 ve (2.1.8) deki £ operatérlerini
dikkate alalim. F, G, f ve g (2.1.20) deki degiskenler olmak iizere, eger 2 — 2 , (2.1.20)
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de verilen FG sonlu-rank perturbasyonu ise o halde, @&+ @ + @2 = 0 denklemi
ayrilabilir ¢ekirdege sahip bir integral denklemi doniistiiriilebilir ve boylece &, lineer

cebirsel metotlarla acik bir sekilde elde edilebilir.

Ispat. (2.1.18) de (2.1.20) yi yerine koyarsak;

w+fg+a(l+02+FG)=0, (2.3.2)
diizenleme yapilirsa,

Al+0N+FG)=-w-—fg (2.3.3)
olur. Esitligin her iki tarafi (I + R) ile sagdan ¢arpilirsa,
A[l+2)U+R)+FGU+R)]=—w(+R)—fg+R) (2.3.4)
olur. (2.1.4) nedeniyle

I+2)(I+R)=1 (2.3.5)

dir. Ayrica, (2.1.10) dan (2.3.4) iin sagdan ilk teriminin @ ya esit oldugu goriliir.
Dolayisiyla, @ = —w (I + R) yi kullanarak ve (2.3.5) yardimiyla, (2.3.4)

a[l + FGU+R)] =a—fg(I+R) (2.3.6)

seklinde yazilabilir. Simdi, G operatoriini

e

Gi=GU+R), §eoy)=gO)+ f dz g(Dr(%2,y) 23.7)

X

seklinde tanimlayalim. Burada r(x; y, z), (2.2.14) deki cekirdektir. f(y)g(x,y), FG nin
¢ekirdegi oldugu icin (2.3.6) y1 asagidaki gibi yazilabilir.

a(l+FG)=a—fg. (2.3.8)
Simdi, & i¢in (2.3.6) y1 ¢ozelim (formunda bir ¢6ziime sahip olmak istiyoruz)

alx,y) =alxy) —px)gx,y) (2.3.9)

buradaki p(x) fonksiyonunu bulalim. (2.3.8) de (2.3.9) u yazilirsa,
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a+pd+piFG+aFG=a—fg (2.3.10)
bulunur. (2.3.10) un her iki tarafindaki a y1 yok edip, ortak paranteze alirsak

(aF +p + pgF + )G =0 (2.3.11)
olur. G # 0 oldugundan

p(I + gF) = —(f + aF) (2.3.12)
olur.

p=—(f+aF)U+gF)™

veya agik bir sekilde yazilirsa,

0 0 -1
p(x) = — [f(x) +f dz a(x,z)f(2)| |1 +f ds g(x, S)f(S)]
bulunur. (2.3.1) yardimiyla
p(x) = —n(x) I+f ds g(x, s)f(s)] (2.3.13)

elde edilir. Son olarak, (2.3.9) da (2.3.13) yerine yazilirsa,

-1

alx,y) =a(xy) —n(x) G, y). (2.3.14)

I+f dsg(x,s)f(s)

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur. m

Simdi de, (2.3.7) de tanimlamis oldugumuz G(x, y) Vi, sirasiyla (2.1.8) ve (2.1.20)
deki a(x,y) ve g(y) cinsinden agik bir sekilde ifade edilebilecegini gosterelim.

Onerme 2.2. (2.3.7) de tamimlanan §(x, y) ifadesi, (2.1.20) deki f(x) ve g(y) terimleri
ve (2.1.8) deki a(x,y) ¢6zumi cinsinden agikea ifade edilebilir, s6yle ki:

y
G00y) = qO) + f ds q(s)a(s,y) (2.3.15)

X
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dir. Buradaki q(y), (2.3.1) de tanimlanan ifadedir.

ispat. (2.3.7) yi dikkate alahm. (2.3.7) de [~ = [7 + fy°° Szelligini kullanarak, (2.3.7)

deki ikinci denklemi
y o)

Gy =g+ [ dsg@reusy+ [ dsg@rces,y) (23.16)
X y

yazilir. (2.3.16) nin f; integralinde (2.2.14) {in ilk satirin1 ve fyoo integralinde (2.2.14) (in

ikinci satirini yerine koyarsak

y
gx,y) =g9®) +fds g(s)

b

N

als,y) + f dt JTa(t, )] a(t,y)

X

oo y
+ [ ds g a1 + [ deJlat et )|
y x
elde edilir. Parantez i¢indeki ifadeleri dagitirsak

%) y
G0y) = g0 + j ds g(s)]Ta(y, )11 + f ds g()a (s, y)
y X

N

y [e9) y
+ jdsjdt+f dsj-dt g(s)J[a(t, s)]TJalt,y) (2.3.17)
x x y x

bulunur. (2.3.17) deki iki katli integralin simirlart sirastyla f;’ dt [ ty ds ve f;’ dt fyoo ds

olarak degistirilebilir. | ty + fyoo = ftoo oldugundan

G00y) = g + j ds g(s)/[a(y, )]
y

y

y [e%)
+fds gs)a(s,y) +fdtf ds g(s)][a(t,s)]Ta(t,y).

X
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bulunur. (2.3.1) nedeniyle g(y)+fy°°dsg(s)][a(y,s)]T] ifadesini  q(y) ile
degistirilebilir. Boylece

y

y %)
G00y) = a) + f ds g(s)a(s,y) + j dt j ds g(s)/[a(t,HYalty)  (23.18)

X

olur. Eger, (2.3.18) iki kath integralinde s ve t integral degiskenlerinin yerini

degistirilirse
y y o)
G00y) = a) + f ds g(s)a(s,y) + j ds j dt g©)J[a(s, O alsy)  (23.19)

veya

y
gx,y) = q(y)+fds

X

o)

9(s) + j de g(©)J[a(s, O | ats,y) (2.3:20)

olur. (2.2.1) nedeniyle g(s) + fs°° dt g(t)J[a(s,t)]T] ifadesi q(s) ile degistirilebilir.

Bdylece

y
G00y) = qO) + f ds q(s) a(s, )

X

bulunur ki, ispat tamamlanmis olur. m

g(x,x) = q(x) olduguna dikkat edelim. T'(x) matrisini asagidaki gibi

tanimlayalim:
I'(x):=1 +J- ds g(x,s)f(s). (2.3.21)

Onerme 2.3. (2.3.21) de tammlanan I'(x) ifadesi, (2.1.20) deki f(x) ve g(y) terimleri

ve (2.1.8) deki a(x,y) ¢6zumi cinsinden agikca

e

['(x) =1 +f ds q(s)n(s) (2.3.22)

X
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seklinde ifade edilebilir. Buradaki, n(x) ve q(x) ifadeleri daha once (2.3.1) de

tanimlanmustir.

Ispat. (2.3.21) de (2.3.15) i yerine koyarsak

I'(x)=1+ f ds [q(s) + f dt q(t)a(t, s)]f(s)

veya
I'(x)=1 +] ds q(s)f(s) +J- dsjdt q®)a(t,s)f(s) (2.3.23)

bulunur. (2.3.23) deki iki katli integralin smirlar: fxoo dt [ too ds olarak degistirir ve iki

katli integralde s ve t nin yerlerini degistirsek

e

I'(x)=1 +f ds q(s)f(s) +f dsf dt q(s)a(s, t)f(t) (2.3.24)

X
veya esit bir bicimde

o8] o8]

I'(x)=1 +f ds q(s) [f(s) +f dt a(s, t)f(t)] (2.3.25)

X N

olur. (2.3.1) nedeniyle f(s) + fsoo dta(s,t)f(t) ifadesini n(s) ile degistirirsek

I'(x)=1 +] ds q(s)n(s) (2.3.26)

bulunur. Boylelikle, ispat tamamlanmis olur. m

Simdi, potansiyel seviyede Darboux doniisiimiiniin formiiliinii tanimlayan teorem

verelim.

Teorem 2.3. a ve &, sirasiyla (2.1.8) ve (2.1.18) integral denklemlerinin ¢ozimleri
olsun. Ayrica, n(x), I'(x) ve g(x,y) sirasiyla (2.3.1), (2.3.22) ve (2.3.15) de verilen
ifadeler olsun. O halde, @(x,y) — a(x, y) ifadesi a(x,y), f(x) ve g(y) cinsinden
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a(x,y) —alxy) = —n()rx) =g, y) (2.3.27)
seklinde yazilabilir. Buradan, potansiyel seviyede Darboux doniistimii

a(x,x) —a(x,x) = —n(x)r(x)1q(x) (2.3.28)
seklinde elde edilir.

Ispat. (2.3.14) de (2.3.21) i yerine koyarsak (2.3.27) yi elde ederiz. (2.3.27) de
g(x,x) = q(x) esitligini kullanarak da (2.3.28) i elde ederiz. m

2.4. Dalga Fonksiyonu Seviyede Darboux Doniisiimii

(2.1.9) daki N x N matris degerli a(x,y) ifadesinin Fourier doniisiimii L¥ = A¥Y
problemindeki W (4, x) dalga fonksiyonu ile baglantilidir. Bu iliski

)

YA, x) = e X 4 f dy a(x,y)e MY (2.4.1)

X
seklindedir. Buradaki J, (2.1.12) deki involisyon matrisidir. (2.4.1) Uzerinde ters
Fourier donitisiimii kullanarak

[ee)

a(x,y) = % f dA[W(4, x) — e Mx]eiMy (2.4.2)

— 00

elde edilir. (2.4.1) ve (2.4.2) ye benzer sekilde

P(A,x) = e”Hx 4 f dy a@(x,y)e MY, (2.4.3)
X
1 [ oo
a(x,y) = > f dA[F(4, x) — e Wx]eiMy (2.4.4)

yazilabilir. Simdi y (4, x) ifadesini agagidaki gibi tanimlayalim

Y4 x) = f dy gx,y)e ™Y, (2.4.5)

(2.4.5) de (2.3.15) i kullanirsak
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oo y

y0 = [ dy|am) + [ dsasats e (24.6)
veya

00 co y
y(4,x) = j ds q(s)e s +f dyfds q(s)a(s,y)e MY (2.4.7)

bulunur. (2.4.7) deki iki katl1 integralin sirasi fxoo ds fsoo dy olarak degistirirsek

y(4,x) = j ds q(s)e s +f ds.f dy q(s)a(s,y)e MY (2.4.8)
veya
y(4,x) = j ds q(s) [e_ws +f dy a(s,y)e‘wy] (2.4.9)

bulunur. (2.4.9) da (2.4.1) i kullanarak asagidaki ifade elde edilir.

y(4,x) = j ds q(s)¥(4,s). (2.4.10)

Bir sonraki teorem, dalga fonksiyonu seviyede Darboux doniisiimiiniin formiiliinti

tanimlar.

Teorem 2.4. a ve @ sirasiyla (2.1.8) ve (2.1.18) integral denklemlerinin ¢ozimleri
olsun. Ayrica n(x), I'(x) ve y(4, x) ler sirastyla (2.3.1), (2.3.22) ve (2.4.10) de verilen
ifadeler olsun. O halde ¥(4, x) — W(4, x) ifadesi a(x,y), f(x) ve g(y) cinsinden

P(A,x) —¥PA,x) = —n()I 1 (x)yQ, x) (2.4.11)
seklinde yazilabilir.

Ispat. (2.4.1) den (2.4.3) ii ¢ikararak
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[oe)

PAx) —¥Y(Ax) = f dy[a(x,y) — a(x,y)]e Y (2.4.12)

X

ifadesini elde edilir. (2.4.12) de (2.4.27) yi yerine koyarsak

[oe)

P x) —¥YAx) = f dy[-n()T(x) 1§ (x,y)]e MY (2.4.13)

X

olur. (2.4.13) 0 diizenlersek
P x) —¥YAx) = —n(x)[‘(x)‘lf dy §(x,y)e MY (2.4.14)
X

bulunur. (2.4.14) de (2.4.5) i kullanirsak dalga fonksiyonu seviyede Darboux

dontigiimiinii

P(A,x) — P, x) = —n(x)I1(x)yQ, x) (2.4.15)
seklinde elde ederiz. Boylelikle, ispat tamamlanmis olur. m

2.5. Sabit Matris Ucliisii ile Darboux Déniisiimii

Bu bolimde, Teorem (2.3.4) ve Teorem (2.4.1) de verilen sonuglarin, Darboux

doniistimlerini tiiretmek igin birlesik bir yaklasim sagladigini gdsterilecektir.

Mevcut spektruma n; katl bir 4; ayrik 6zdegeri ekledigimizi farzedelim. O halde,
A; ye bagh normallestirici say1 olarak adlandirilan c;, ... j tane parametre vardir. Sonug
olarak, spektruma eklenen her bir ayrik A; 6zdegeri icin i(x) potansiyelinin bir n;-
parametre ailesi olacaktir. Buradaki normallestirici sayilar1 parametre gibi davranir
(hareket eder). Birkag A, ..,Ay ayrik oOzdegerlerinin tek bir seferde eklenmesi
durumunda, 6zdegerleri 4; e bagli bir A kare matris kullanmak uygundur. Ayrica matris

elemanli normallestirici sayilari ¢ bagl bir C matrisi kullanmak uygundur.
(2.1.20) deki f(y) ve g(y) matrisleri asagidaki formda yazilabilir

e 4B 0

_[ o BTe—A*X] _ [
f(X) - Ce_Ax ) g()/) - 0 _e_A'I'yC—t- .

; (2.5.1)
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Burada, f(x)g(y) carpiminin iyi tamimlanmasi igin; A, tiim Ozdegerleri pozitif reel

kisimlara sahip sabit bir kare matris, B ve C ise uygun boyutlarda sabit matrislerdir. Bu
garpim

0 —Bte-ATGx+») ct

i ) (2.5.2)

fgly) = c

seklinde verilir.

(2.5.1) de verilen f(x) ve g(y) igin, (2.3.15) de verilen g(x,y) yi ve (2.3.1) de verilen
n(x) ve q(x) ifadelerinin, A nin 6zdegerlerinde hesaplanan dalga fonksiyonu ¥ (4, x)

cinsinden agik sekilde hesaplayalim. (2.4.2) deki a(x, y) nin matris adjointi alirsak

e

1 . .
Ja@ ' = f da e™ MY [J[¥ (2, )]1] — e (2.5.3)

— 00

elde edilir. (2.3.1) in ilk formdlinde (2.4.2) yi yerine koyarsak

Fo1 7 y
n(x) = f(x) +] dy B j dAA[P (A, x) — e" XMV f(y) (2.5.4)
X — 00
veya esit sekilde
N . 1
n(x) = f(x) + j dy |7 j dA ‘P(A,x)e"”y—% j dl eHO=2)[ £(y) (2.5.5)
X —00 —00
elde edilir.
— jods et = §(a) (2.5.6)
21 e
Dirac delta fonksiyonunu (2.5.5) de kullanarak
c ol 7 |
n(x) = f(x) +f dy o fdl W(A,x)ewy] - 5(x—-|f» (2.5.7)
X —00

veya esit bicimde
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[oe)

10 .
nG) = f@ + o [ dy [ avG0er0) - [ dyse- )

—00

bulunur. (2.5.8) de (2.5.6) kulanarak

n(x) = f(x) + —f()

10 .
o[ v [ ava.0ere)
pe — 00

elde edilir. Bu ifadeyi sadelestirilirse,

1 [ T
n0) =5 [ @awaw [ dyero)

=5 pe
olur. (2.5.1) de verilen f(x) degerini (2.5.10) da kullanirsak
1 .

n(x) = — j AP, )V N (2, x)

2mi

bulunur ki buradaki NV (4, x)

_pt Aty-1,-AtTx
NL®) :2[ 0 BY(AI + iAt) e l

C(AI —iA) te™4* 0

dir. Benzer sekilde, (2.3.1) in ikinci formilinde (2.5.3) U kullanarak q(x) i

[oe)

4 = g(x) + f dy g(x)

X

[oe)

% f dA e MY[J[w (A, x)]T] — eiﬂfx]]

—00

veya

[oe)

—00

q(x) = g(x) +f dy g(x)

(2.5.8)

(2.5.9)

(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

1 . 1 [
— fdl e MYI[W(4,x)]T] — — fdl e x=y)
21 21

(2.5.14)

seklinde hesaplanir. (2.5.14) de (2.5.6) y1 kullanarak ve (2.5.5)-(2.5.10) da oldugu gibi

islemleri yapilirsa,
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e

1 [ .
0@ =5 [ a2 [ dy g a,r (25.15)

X

elde edilir. (2.5.15) de, (2.5.1) de verilen g(y) ifadesini kullanarak
1 [ |
40) =5 j di (4, x)e~ MW (A, 0T (2.5.16)

bulunur. Buradaki ©(4, x) ifadesi

e—Ax()u—iA)-lB 0

0 —e~ AT (A1 + AN 1ct (2.517)

04, x) = [

seklinde tanimlandi. §(x,y) yi, ¥(4,x)dalga fonksiyonu cinsinden hesaplamak
(2.3.15), (2.4.1), (2.5.6) ve (2.5.16) da (2.4.2) yi kullanirsak

1 (. [ .
G(x,y) =5 jduf dz q(z) ¥ (u, z)e*y (2.5.18)
ANy -

bulunur. (2.5.18) de (2.5.16) kullanirsak

o8] (o8] o8]

Glx,y) = jdl fduj dz E(A, u, z) ety (2.5.19)

X

olur. Burada da E(4, u, z) ifadesi

E(Au z) = ;zl_ O, x)e XA, )] ¥ (u, x) (2.5.20)

4
seklinde tanimlandi. (2.5.20) yardimiyla ve sirasiyla (2.5.11) ve (2.5.16) da verilen n(x)
ve q(x) ifadelerini kullanarak (2.3.22) de verilen I'(x) i

o8] (o8] o8]

rx)=1-i j da f duj dy EQ, w, y) e ™Y N (u, y) (2.5.21)

—00 X

seklinde hesaplanir. Son olarak, (2.4.10) da (2.5.16) y1 yerine koyarak ve (2.5.20) vyi

kullanarak
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o8] (o]

y(4,x) = an ds f dAEA, A, s) (2.5.22)

—00

elde edilir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA
Bu bdlimde,

—%1,0(/@ x)+w(y,z)+ j ds a(y,s)w(s,z) =0, x € (=00, 4+00) (3.0.1)
y

Schrodinger denklemini ele alalim. Burada k2, A spektral parametresiyle ilgilidir.
Soyleki, A := k? dir. (3.0.1) igin karsilik gelen (sol) Marchenko integral denklemi

e

a(y,z) +w(y,z) + f ds a(y,s)w(s,z) =0, y<z (3.0.2)
y

seklinde verilir. Burada a(x, y), ¥(k, x) ile baglantilidir. S6yle ki,
1 i
alxy) =5 f dk [ (k, x) — ek*|e~Hky (3.0.3)

dir. (3.0.3) Un (2.4.2) ye benzedigine dikkat edelim, yalmz (3.0.3) deki A yerine k ve J
yerine -1 kullanilir. Uygun kosullar altinda potansiyel u(x) lzerinde, y > z icin a(y, z)

sifir olur. Ornegin, u(x) gercek degerliyse ve
J- dx (14 |x]D]u(x)| < 4o (3.0.4)

ise, bu durumda y>z icin a(y, z) = 0 dir. Once (3.0.2) yi ¢ozerek a(y, z) elde edilecek
ve sonra (2.5.15) de ki r(x;y,z) nin a(y,z) cinsinden agik bir sekilde yazilabilecegi
gOsterilecektir.

Ornek 3.1. (Céziicii Cekirdegin Hesaplanmasi)
w(y,z) = c;2e f1y+2) (3.1.1)

oldugunu kabul edelim. Burada c; ve k; bazi pozitif sabitlerdir. (3.0.2) de (3.1.1) i

yerine koyarsak a(y, z) ifadesinin

a(y,z) = h(y)e "7, (3.1.2)
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seklinde yazilabilecegi diistintilebilir. Buradaki h(y), bulunmasi gereken bir ifadedir.

(3.0.2) de (3.1.1) ve (3.1.2) yi yerlerine koyarsak,
h(y)e"‘lz + Clze—kl(y+z) _l_J- ds h(y)e‘klsclze_kl(s+z) =0
y
ve e %17 ler sadelestirilirse
h(y) + c;2e F1Y +J- ds h(y)e ?k15¢,2 = 0
y

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimunden h(y)

_Clze_kly

”(Y) = C12
1+ =1_p—2k
+ ok e sy

seklinde bulunur. (3.1.2) de (3.1.4) U yerine koyarsak;

_Clze—klye—klz
— , y<z
a(y,2) =\ 1+ e 2y

kO, ' z<y

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

olur. Simdi r(x;y, z) yi elde etmek i¢gin (2.2.15) i ¢ozelim. (2.2.15) de (3.1.1) i yerine

koyarsak
r(x;y,2) + c e FYe~kiz 4 j ds r(x;y,s)cle F15e~kz =
X

bulunur.r(x; y, z) ifadesini

r(x;y,2) = p(x; y)e *?

seklinde yazalim. (3.1.6) da (3.1.7) yi yerine koyarsak

p(x;y)e ™ 1% 4 ¢, 2e kYe~FaZ 4 j ds p(x; y)e ¥1Sc,2e kse=k1z =
X

ve e %17 ler sadelestirilirse
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p(;y) + cife ™Y +p(x; y)f ds e k15¢ 2e7k1s = (3.1.8)
X

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢ozimiinden p(x; y)

—C Ze_kly
p(Gy) =—>H (3.1.9)
1 _,-2k
1+ 2k, e~ ox
olarak bulunur. Son olarak, (3.1.7) de (3.1.9) u kullanirsak
cle Y
r(x;y,2) = ! . e faz (3.1.10)

6" L okqx
1+2k1e 1

bulunur. (3.1.10) da verilen r(x;y, z) ifadesinin x < y < zve x < z < y araliklarinda

(2.2.15) i¢in bir ¢6ziim olduguna dikkat edelim.

Simdi ise,
(x5 y,2) + w(y,2) +f ds w(y,s)r(x;s,2) =0 (3.1.11)
X

integral denklemini ¢6zelim. Burada (2.2.15) teki w(y,s) ve r(x;s,z) nin yerleri

degismistir. (3.1.11) de (3.1.1) i yerine koyarsak

[ee)

r(x;y,2) + ¢ e kYe kiz 4 j ds c,%e ®Ye~kiSy(x;5,2) = 0 (3.1.12)
X

elde ederiz. r(x;y, z) ifadesini
r(x;y,2) = e M Ym(x; z) (3.1.13)

seklinde tanimlayalim. (3.1.12) de (3.1.13) U yerine koyup e~*1¥ yi her iki taraftan da
yok edersek,

[oe)

f ds clze‘z"lsl m(z) =0 (3.1.14)

X

m(x; z) + c, e *1% +

elde edilir. (3.1.14) Un ¢6zumunden
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m(x; z) - ie—Zklx (3.1.15)
2k,
bulunur. Son olarak (3.1.13) de (3.1.15) i yerine koyarsak
_Clze—klz
r(x;y,z) = e Y 2 (3.1.16)
—1_,-2k
1+ 2k, g~ oKX

elde edilir.

Dikkat edilirse (3.1.16) da verilen ifade hem x < y < zhem de x < z < y icindir.
Ayrica (3.1.10) ve (3.1.16) denklemlerinden, (3.1.6) ve (3.1.12) ye ait ¢éziimlerin ayni

r(x; y,z) ile verildigi sonucuna varilir,

(2.2.15) in ve (3.1.10) un ¢6zumu direk olarak elde edildi. Simdi, (2.2.14) deki

ifadenin sirasiyla (3.1.10) ve (3.1.16) da verilen ¢6ziimleri sagladigini gosterelim.
(3.1.5) de goriildiigi gibi, a(y, z) reel degerli ve skalerdir. Bu yiizden

a(y,2)t = a(y,z) (3.1.17)

yazilabilir. BOylece (2.2.14) iin birinci satirindaki integral ifadesi asagidaki gibi

hesaplanir.

(2.2.14) in birinci satirindaki integral ifadesi buradaki (3.1.5) kullanilarak
hesaplanir. (3.1.17) nin yardimiyla ve sonra (3.1.5) i kullanarak,

y y
fds Ja(s,y) (s, z) =fds a(s, y)a(s, z)
X X
y C14e—klse—k1y e—klse—klz 4|- y e—2k15 -I k k
=fds 2 2 = fds > s|e” ez
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elde edilir. Bu ifade dizenlenirse

y
1 1
fdsla(s,y)*]a(s,Z) = ¢,? o2 - e~ fye=kiz (31.18)
1 ,-2k ~1 ,-2k
x 1+2kle 1y 1+2kle 1X

bulunur. Simdi, (2.2.14) iin ilk satirinda (3.1.5) ve (3.1.18) i kullanirsak, z > y olmasi

durumunda r(x; y, z) yi

y

r(n,2) = aly,2) + f ds J[a(s, ] a(s, 2)

—cle MYz 1 1 ek
= ; +c 2 = p e~ YeTH?
1+ =1-e—2k1y 14 2L p2k1y 1 4 2L p-2kix
2k, * 2k, t ok,

seklinde bulunur. Bulunan r(y, z) ifadesi (3.1.10) ve (3.1.16) ile uyum saglar. Benzer
sekilde, (2.2.14) ikinci satirinda (3.1.5) ve (3.1.18) i kullanirsak

z

r(,2) = Ja(z )t + f ds J[a(s, y)]Ha(s, 2)

—c.2p k1zp—k1y
_—cqce e b2 1 Ze_k1y€_klz
B c 1 c

1+ =32—e2kaz 14 =2—e—2kss

1 2k,
2,-kiz,-kqy
—c e "1%e 1 1 1 _ _
1+ =1 p—2kiz 1+ =-e2kiz 1 41 _p-2kix
2k, | 2k, 2k,

_Clze—klye—klz

1 + i e—2k1x
2k,

bulunan r(y, z) ifadesi (3.1.10) ve (3.1.16) ile uyum saglar.
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Boylelikle, bu 6rnekte (2.2.14) te verilen r(x; y, z) ifadesini R + 2 + R2 =0 ve
R + 2 + QR = 0 nin bir ¢6zlimii oldugunu dogrulamis olduk.

Bu Ornekte, (3.1.1) de verilen w(y,z), ek olarak simetri 6zelligini tamamlar.
Soyle ki,

w(,2) = w(z,y) (3.1.19)
dir. Bu ifade
r(x;y,2) =r(x;2,y) (3.1.20)

sonucunu dogurur.
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4. SONUCLAR

Bu tezde, baz1 uygun fonksiyon uzaylari tizerinde uygulanabilen ve L ile ifade
edilen lincer diferansiyel operatorler i¢in Darboux doniistimlerini g6z 06nlinde
bulunduruluyor. L operatoriiniin spektrumu genellikle iki kisimdan olusur: ayrik
spektrum ve siirekli spektrum. Darboux doniistimii, siirekli spektrumda degisiklik
yapmadan £ spektrumuna sonlu sayida ayrik 6zdeger eklendiginde veya ¢ikarildiginda

ozfonksiyonlarin nasil degistigini belirler.

Darboux doniisiimii iki kisitmdan olusur; Birinci kisim potansiyel seviye ve ikinci
kisim dalga fonksiyon seviyesidir. Bu doniisiim, perturbasyona ugramamis potansiyel
ve dalga fonksiyonlarini perturbasyona ugramamis degerler cinsinden saglar. Potansiyel
seviyede Darboux doniisiimii, perturbasyona ugramis potansiyel #(x) in, perturbasyona
ugramamis potansiyel u(x) ve perturbasyondaki ayrik A-6zdegerlerinde hesaplanan
degerler cinsinden belirlenmesinden meydana gelir. Dalga seviyedeki Darboux
doniisiimii ise perturbasyona ugramis (4, x) in perturbasyona ugramamis dalga
fonksiyonu (A, x) ve perturbasyondaki ayrik A-6zdegerlerinde hesaplanan degerler

cinsinden belirlenmesinden olusur.

Bu tezde, diferansiyel denklemler i¢in cesitli spektral problemler igin Darboux
donisiimler tiireten bir yontem elde edilmektedir. Bu, Marchenko integral denklemleri
veya Gel’fand-Levitan integral denklemi denilen temel integral denklemleri yardimiyla

yapilmaktadir.

Bu yaklasim, herhangi bir dalga fonksiyonu icin bir Darboux doéntisiimii elde
edilmesine olanak tanir, oysaki diger yaklasimlarda Darboux doniisiimii yalnizca bazi
Ozel dalga fonksiyonu icin verilir. Metodumuz belirli diferansiyel denklemlere 6zg

degildir. Bu, biiyiik bir diferansiyel denklem sinifina uygulanabilen bir yaklagimdir.
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