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ONSOZ

Biotomorfizmalarin Carpimsal Yapist ve Otomorfizmalarla Iliskileri konusunun
arastinldig1 bu calisma, Recep Tayyip Erdogan Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dali’nda “Yiiksek Lisans Tezi” olarak hazirlanmistir.

Teknolojinin akil almaz boyutlara ulastigt bu donemde, teknolojinin Oncii
giiclerinden biri olan matematiginde bu ilerlemedeki pay1 yadsinamaz. Her gegen giin
diinya tlizerinde var olan matematiksel bilgi artmakta ve farkli disiplinlerle etkilesime
girerek giiniimiiz teknolojisine uyarlanmasi zor ve anlasilmasi gii¢, ancak uzun yillar

sonra anlasilabilecek ve teknolojide uygulama alan1 bulabilecek bir hal almaktadir.

Fonksiyonel analiz, cebir ve topoloji gibi bazi alt bilim dallarinda uygulama alani
bulunan otomorfizmalar, biotomorfizmalar ve otomorfizmalarin ¢arpimsal yapisi
dahilinde biotomorfizmalarin i¢ine yerlestirilmesi konusu izah edilmeye g¢alisilmistir.
Konu biitiinliigli icinde konunun tam olarak izah edilebilmesi ve hedeflenen duruma
gelinebilmesi i¢in otomorfizma ve biotomorfizma kavramlari i¢in temel teskil eden

lineerlik, homomorfizma ve izomorfizma konularina kisa kisa yer verilmistir.

Bu calismam esnasinda yardimlarini benden esirgemeyen degerli hocam Dog. Dr.

Rusen YILMAZ' a, mesai arkadaglarima, aileme ve esime saygilarimla...

ibrahim GOKCAN
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OZET

BIOTOMORFiZMALARIN CARPIMSAL YAPISI VE OTOMORFIiZMALARLA
ILISKILERI

ibrahim GOKCAN

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi

Danismani: Do¢. Dr. Rusen YILMAZ
Bu c¢alismada biotomorfizmalar ic¢in temel teskil eden homomorfizma, izomorfizma ve
otomorfizma kavramlarinin Riesz uzaylar1 iizerinde tanimlari yapilmistir. Calisma Riesz
uzaylar1 tizerinde gerceklestirildigi icin Riesz uzaylar1 ve Riesz cebirlerine dair temel bilgiler
kisaca izah edilmistir. Archimedean Riesz uzaylari iizerinde tanimlanan biotomorfizmalarin
f — cebiri, yar1 asal olma durumlari ele alinmustir. Otomorfizmalar ve biotomorfizmalar
arasindaki iligkiler, biotomorfizmalarin c¢arpimsal yapilari ve Ozellikleri agiklanmaya

calistimistir. Ozel olarak, otomorfizmalar uzayinin biotomorfizmalar uzayi igine yerlestirilmesi

konusu incelenmeye calisilmustir.

2017, 41 sayfa

Anahtar Kelimeler: Riesz Cebiri, Otomorfizma, Biotomorfizma.
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ABSTRACT

MULTIPLICATIVE STRUCTURE OF BIORTHOMORPHISMS AND RELATION
WITH ORTHOMORPHISMS

ibrahim GOKCAN

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rusen YILMAZ

In this study, the definitions of homomorphism, isomorphism and orthomorphism, which are the
basis of biorthomorphism, have been made on Riesz spaces. As the study is carried out for
Riesz spaces, basic informations about Riesz spaces and Riesz algebra are briefly explained.
The structure of f —algebras and semiprime of biorthomorphisms defined on Archimedean
Riesz spaces are investigated. The releationship between orthomorphisms and
biorthomorphisms, the multiplicative structure of biorthomorphisms and their properties are
examined. In particular, the embedding of the space of orthomorphisms into that of
biorthomorphisms is investigated.

2017, 41 pages

Keywords: Riesz Algebra, Orthomorphism, Biorthomorphism.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Biotomorfizmalarin ¢arpimsal yapisi ve otomorfizmalarla iliskileri konusunun
Riesz uzaylar1 {izerindeki Ornekleminin incelendigi bu c¢alismada, daha sonraki
irdelemeye c¢alisacagimiz bazi tanim ve teoremlerin daha iyi anlasilmasi i¢in Riesz
uzaylart ve bu uzaylar iizerinde tanimlanan Riesz cebirlerine yonelik bazi tanimlar ve

tarihsel silire¢ izah edilmistir.

Riesz uzaylariin ve Riesz Cebirlerinin tarihsel gelisimine bakacak olursak Riesz
uzaylart sirali vektor uzaynin tarihini Riesz'e ve 1928' de Bologna'daki Uluslararasi
Matematik Kongresine dayandirabiliriz. Riesz wuzaylar1 {izerinde tanimlanan
f —cebirleri, Dedekind tam sirali vektdr uzayi i¢in 1950' de Nakano (Nakano,1950)
tarafindan baslatilmis ve 1953' te Amemiya (Amemiya, 1953) ve 1956' da Birkhoff ve
Pierce ( Birkhoff ve Pierce, 1956) tarafindan bugiinkii tanimi yapilmigtir. Genel olarak
Riesz uzaylarmin kesin tanimlanma tarihini séylemek zor olmakla birlikte bu tarihler
arasinda gelistigini soOyleyebiliriz. Riesz uzayr sirali gruplarinin gelisimi Riesz
uzaylarmin gelisimine benzerlik gosterir. Riesz uzaylari ve sirali gruplart analizciler ve
cebirciler tarafindan kapsamli bir sekilde irdelenmeye caligilmis olup 1950' li yillardan
sonra Riesz uzaylari {izerinde tanimlanan f — cebirleri konusunun tekrar giindeme
taginmast 1982 yilinda Pagter'in doktora tez calismasinda ve Liixemburg tarafindan
Alkansas ders notlarinda ciddi olarak ele alinmasiyla ger¢eklesmistir. Zamanla Riesz
uzaylan lizerinde f — cebiri, d —cebiri ve hemen hemen f —cebiri tanimlanmistir.
Zaanen, Huijsmans, Boulabiar, Buskes ve Triki gibi matematikgiler tarafindan Riesz
uzaylari tizerinde homomorfizma, izomorfizma, otomorfizma ve biotomorfizmalar

tanimlanmustir.

Bu calismada esas olarak 2016 yilinda K. Boulabiar ve W. Brahmi tarafindan
yayinlanan “Multiplicative structure of biorthomorphisms and embedding of
orthomorphisms” baslikli makale baz alinmistir. “Multiplicative structure of
biorthomorphisms and embedding of orthomorphisms” (Boulabiar and Brahmi, 2016)
baglikli makalede ise esas olarak G. Buskes, R. Page ve R. Yilmaz tarafindan

yayinlanan “A note on bi-orthomorphisms” (Buskes vd., 2010) baslikli makalede yer
1



verilen “Bir biotomorfizmalar uzayr ne zaman f — cebiri olur” sorusuna cevap

verilmeye ¢aligilmistir.

Buna ilave olarak bu c¢alismamizda (Aliprantis ve Burkinshow, 1985),
(Aliprantis ve Burkinshow, 2006), (Birkhoff, 1987), (Luxsemburg ve Zaanen, 1971),
(Zaanen, 1983) standart kitaplar1 ile (De Pagter, 1984) ve (Yilmaz, 2001) Ph.D. tezleri
temel kaynak olarak alinmustir.

Calismada yer alan E vektor uzaylar1 aksi belirtilmedikge Archimedean Riesz

uzayi olarak ele alinmistir.
1.2. Riesz Uzayr

1. Tammm E bostan farkli bir kiime olsun. E {izerinde tanimli < bagintis1 asagidaki
ozellikleri sagliyorsa, < bagntisina (kismi) siralama bagintisi, (E, <) ikilisine (kismi)

siral1 kiime denir.

I. Her x € E i¢in x < x (yansima 6zelligi)

li. Herx,y € E iginx < y vey < x iken x = y (ters simetri 6zelligi)
iii. Herx,y,z € Eicinx < yve y < z iken x < z (gecisme 6zelligi).

2. Tamim (E, <) bir sirali vektor uzayr olsun. Her bostan farkli sonlu alt kiimenin <
bagintisina gore supremumu varsa E ye bir Riesz uzayir (veya bir vektor latisi) adi
verilir. Klasik Riesz uzayr notasyon olarak {a, b} kiimesinin supremumu aV b ile

gosterilir. Yani a V b = sup {a, b} olur (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

3. Tamim E bir Riesz uzay: olsun. Herhangi bir a € E igin; a* = a V Oile tanimlanan
a* ya a nin pozitif kismi, a= = —a Vv 0 ile tanimlanan a~ ya a nin negatif kism1 denir

ve |a| ya a nin modiiliisii denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

4. Tammm E bir Riesz uzay1 ve x,y € Eolsun. Eger |x| A |y| = 0 ise bu durumda x y ye

diktir denir ve x L y ile gosterilir.

@ # A € E olmak tizere,



A ={x €EE:Vy € Aiginx Ly}

kiimesine A kiimesinin tiimleyeni denir. A, B € E alindiginda her x € A ve her y € B

icin x L y oluyorsa A ile B kiimeleri diktir denir ve A L B ile gosterilir.
5. Tanmm E ve F iki vektor uzayi ve T: E = F doniistim olsun.
Her x,y € E ve a € Rigin,

Tx+y)=Tx) +T(y)
T(ax) = aT(x)

kosullart saglaniyorsa T ye dogrusal doniisiim adi verilir. Dogrusal doniisiim yerine
operator kelimesi, T(x) yerine ise Tx gosterimi de kullanilabilir (Aliprantis ve
Burkinshaw, 2006).

6. Tamim Bir Riesz uzayinin bostan farkli her iistten sinirli (alttan sinirl) alt kiimesinin
bir supremumu (infimumu) varsa, bu uzay Dedekind tam olarak adlandirilir. Benzer
sekilde, bir Riesz uzaymin bostan farkli {isten smirli her sayilabilir alt kiimesinin

supremumu varsa o uzaya Dedekind o-tam denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

7. Tammm E # @ bir kiime ve {izerinde bir < bagintis1 verilsin. E kiimesi iizerinde <
bagintisina gore asagidaki onermeler saglanirsa, E kiimesine < bagintisina gore yukari

yonlendirilmis kiime denir.

I.VAEEicinA <A,

i.VAia figinA<avea < figind <p,

. VA4, B igin A < a ve f < aigin A < B olacak sekilde bir a € E vardir.

8. Tammm (E,<) yonlendirilmis kiimesinden herhangi bir X kiimesine tanimli her

fonksiyona X iginde bir ag denir.



9. Tammm (x,) E lizerinde bir ag olmak lizere x4, xg € (x;) olsun. E deki siralamaya
gore eger xo < x, Ve xp < x, olacak sekilde bir x, € (x;) varsa (x;) ag1 yukari
yonlendirilmistir denir ve x; T ile gosterilir. E iginde x; T ve sup(x;) = x elemani

varsa x; T x bigiminde gosterilir.

(x2) E lizerinde bir ag olmak iizere x,, xg € (x3) olsun. E deki siralamaya
gore eger x, < x, Ve x, < xg olacak sekilde bir x, € (x;) varsa (x;) ag1 asag
yonlendirilmistir denir ve x; | ile gosterilir. E iginde x; | ve inf(x;) = x elemani varsa

x; | x bigiminde gosterilir.

10. Tamim E bir Riesz uzayi olsun. x, y € E™ olmak lizere eger her n € N i¢in
nc<y=x=0

saglaniyorsa E ye Archimedean Riesz uzay: denir.

Her Riesz uzayr Archimedean degildir. Ornegin E = R? olarak almirsa sdzliik
(Iexicographically) siralamaya gore Archimedean degildir (Aliprantis ve Burkinshaw,
2006).

1.3. Riesz Cebiri
1. Tammm E bir Riesz uzay1 olsun. E bir birlesmeli cebir ve Vx,y € ET i¢cin xy € E™ ise

E ye bir Riesz cebiri (veya sirali latis cebiri) denir .

2. Tamm E bir Riesz cebiri olsun. Vx € E i¢in x - x = x? € E* ise E ye pozitif kareli

veya pozitif kare 6zelligine sahiptir denir.

3. Teorem E bir Riesz cebiri ise asagidaki ozellikler saglanir. Vx,y € E i¢in
1)x <yiseVz € E* iginxz < yzve zx < zy.
2)0<x<yveO0<u<v(uveE)ise0<xu < yv.

)VzeEtiginz(xVy)=zxV zy.



4)Vz € EY igin (x Vy)z = xz V yz.
5)Vz € ET igin z(x Ay) < zx A zy.
6)Vz € E*igin (x Ay)z < xz Ayz.
Nt <xtyt+x7y".
8) (xy)” <xTy  +x"yt.

9) Ixy| < x|yl

4. Tammm E bir Riesz cebiri olsun. Va,b € E,aAb =0veVc € Eticin caAb = ac A

b = 0 saglaniyorsa E ye bir f —cebiri denir (Birkhoff ve Pierce, 1956).

5. Tanmm E bir Riesz cebiri olsun. Va,b € E,a Ab = 0 igin ab = 0 saglaniyorsa E ye
bir hemen hemen f —cebiri denir (Birkhoff, 1967).

6. Tanmim E bir Riesz cebiri olsun. Va,b € E,a Ab = 0 ve Vc € E* igin
ca A cb = ac A bc = 0 saglaniyorsa E ye d —cebiri denir (Kudlacek, 1962).

Genel olarak her f —cebiri bir d —cebiri ayn1 zamanda bir hemen hemen
f —cebiridir. Fakat d —cebiri ile hemen hemen f —cebiri genel olarak birbirinden

bagimsizdirlar (Huijsmans, 1991).

7. Tanim E bir Riesz cebiri olsun.a € E ve 3k € N icin a® = 0 iken ancak a = 0 ise E

ye yari asal denir. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
8. Ornek
I. Ep(E) Riesz uzayi oldugunda bileske islemine gore f —cebiridir.

Il. X bostan farkli topolojik bir uzay olmak iizere X tizerinde tanimli reel degerli siirekli

fonksiyonlarm kiimesi C (X) birimli bir f —cebiridir.

iii. X bostan farkli bir kiime olmak {izere X {izerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin

kiimesi R* noktasal ¢arpma ile birimli bir f —cebiridir.

9. Teorem E bir yar1 asal f —cebiri ise asagidaki ifadeler denktir.

5



i. E, bir f —cebiridir.
ii. E, bir d —cebiridir.

iii. E, bir hemen hemen f —cebiridir (Huijsmans, 1991).
Ispat: i=ii E bir Riesz uzayi olsun. a,b € E,a Ab = 0 ve
Vc € E* igin E bir f —cebiri oldugundan

caANb=0= caAch=0

bulunur. Yine f —cebiri olma 6zelliginden

acANb=0= acAbc=0

elde edilir. O halde E bir d —cebiridir.

i=iiia,b € EveaAb = 0olsun. Buradan a, b € E* oldugu agiktir. O halde E

f —cebiri oldugundan

bha=0=bAab=0=abANab=0=ab=0

bulunur. O halde E bir hemen hemen f —cebirdir.

li=>iii E bir d-cebirive a,b € E icin a A b = 0 olsun. E birlesmeli oldugundan
0 < (ab)? = (ab)(ab)

= (ab)(ab) A (ab)(ab)

= ab(ab) A (ab)ab

< (a+ ab)b(ab + b) A (a + ab)a(a + ab)

= (a+ ab)(b(b + ab) Aa(b + ab))

=(a+ab)((bAa)(b+ab))=0



bulunur. Sonug olarak 0 < (ab)? < 0 bulunur. Buradan (ab)? = 0 olup E yar asal

oldugundan ab = 0 olur. O halde E bir hemen hemen f —cebiridir.
iii=>1 E bir hemen hemen f —cebiri ve Va, b € E* i¢cin a A b = 0 olsun. Buradan
¢ € Etkeyfi olmak lizere
0<caAb<cave0<caAb<bh
oldugu agiktir. Vc € E™ i¢in
0 < (ca A b)?

= (caAb)(caAb)

< (ca)b

= c(ab) (E birlesme 6zelligine sahip oldugundan)

=c0 =0 (E bir hemen hemen f —cebiri oldugundan)

elde edilir.

10. Tamim Bir Archimedean f —cebiri olan E nin tim nilpotent elemanlarinin kiimesi

N(E) ile gosterilir. Genel olarak N(E) = {x € E:x? = 0} ile tamimlanr.

N(E) = {0} ise E ye yari asal denir. Bu nedenle E nin yari asal olmasi i¢in gerek
ve yeter sart sifirdan farkli nilpotent elemanlara sahip olmamasidir. Dahas1 eger E yar1

asal f —cebirivex,y € Eisex.y =0 < |x|Aly| = 0.
Eger E yar1 asal f —cebirivex,y EEveVzE€Eiginzx =zy = x =7y

x=y=>x—-y=0
Sx—y=x-—Yy

=(x=y)x=x-y)y



= x% —xy = xy — y?
=xl—xy—xy+y*=0
=x2—-2xy+y?=0
=x-y)*=0.

E yar asal oldugundan x — y = 0 olur. Buradan x = y elde edilir (Boulabiar ve
Brahmi, 2016).

11. Teorem Her Archimedean f —cebiri degismelidir (Zaanen, 1975).

12. Sonug E, e birim elemanli bir f —cebiri olsun. Bu durumda Va € E* ve VE > 0

i¢in

0<a-(aA€e) <& 'a?saglanm.

13. Teorem Herhangi bir Archimedean birim elemanli f —cebiri yar1 asaldir.
Ispat: a € E* ve a? = 0 olsun. 1.3.12. Sonug’tan,

0<a-(€eAna)<E'a?vea? =0 ise E Archimedean oldugundan £~ a? ifadesinin

infimumu 0 olur. Yani
0<a—(€ena)<0

a— (Ee Aa) = 0 elde edilir.  VE > 0i¢in
0=a—(€ena)=>a=E€eAa
=a=E€EeANa

= a < €e.

Ozel olarak € =1/n (n = 0,1,2,...) olarak almirsa a < %e olur. Buradan an < e

bulunur. O halde E Archimedean oldugundan a = 0 olup E yar1 asaldir.



14. Teorem Herhangi bir E diizgiin (uniform) tam f —cebirinde asagidaki ifadeler
denktirler.

i. E bir kara kok kapalidir.

ii. E ortak bolen 6zelligine sahiptir.

lii. E garpanlarina ayirma 6zelligine sahiptir (Beukers vd., 1983).

15. Teorem Bir diizgiin tam yar1 asal E f —cebirinde
i. Her es gii¢lii halka ideal bir I —idealdir.

ii. Her es gii¢lii halka ideal yar1 asaldir (Beukers vd., 1983).

16. Teorem Diizgiin tam yar1 asal bir E f —cebirinde bir I halka ideali i¢in asagidaki

ifadeler denktirler.
I. I bir kare kok kapalidir.
ii. I = I (Beukers vd., 1983).

17. Tammm E ve F iki siral1 vektor uzay1 ve T: E — F bir doniisiim olsun. Eger

Vx € E* (Vx = 0)igcin Tx € F* (Tx = 0) ise T ye pozitif operator denir.

E den F ye biitiin lineer operatorlerin olusturdugu uzay1 L(E, F) ile gosterecegiz.

O halde su tanimi yapabiliriz: L(E, F) = {T|T: E - F lineer dontistimler} (Aliprantis

ve Burkinshaw, 2006).

18. Tanmim E ve F birer sirali siirh vektor uzayr ve T bir operatdr olmak tizere E nin

siralt smirh her alt kiimesini F nin sirali sinirh bir alt kiimesine resmediyorsa, bu T

doniistimiine siralt sinirli operatdr denir. Tiim sirali sinirh operatdrlerin kiimesi Ly, (E, F)

ile gosterilir. O halde

Ly(E,F):={T| T: E - F sirali sinirh operatorler}

Her sirali smirli operator bir pozitif operatordiir. O halde sirali sinirh

operatorlerin olusturdugu kiime pozitif operatorlerin bir alt kiimesidir. Yani



L,(E,F) € L(E,F)
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

19. Tamim E ve F iki pozitif oprator olsun. Eger ki T operatorii iki pozitif operatoriin
farki seklinde yazilabiliyorsa T ye diizenli operatdr denir. Tim diizenli operatorlerin

kiimesi L, (E, F) ile gosterilir. O halde,
L.(E,F):={T € L(E,F):3T,, T,: E > F pozitif operatorler 6yle ki T = T, — T, }.

Her diizenli operator sirali sinirlidir. Dolayisiyla her diizenli operator pozitiftir. O halde

L,(E,F) € L,(E,F) € L(E, F).

Bu tanimdan her lineer operatoriin siralt sinirl olmasi gerekmedigi goriiliir. Yine
ayn1 sekilde sirali sinirli her operatériin diizenli operatdr olmasi gerekmez (Aliprantis ve

Burkinshaw, 2006).

20. Tamim L, (E, F) 6zel olarak F = R aliirsa, L, (E, R) = E uzayma E nin sirali duali
denir. O halde

E = {T|T:E - R sirali lineer fonksiyonel}
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

21. Tamm E bir Riesz uzay1 olsun. E nin birinci duali £ olmak iizere, E nin ikinci
duali £

E= {T|T: E > Rlineer simrl}=L,(E, R)
ile tanimlanir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

22. Tanim E ve F iki Riesz uzayi olsun. x,y € E igin |[x| A |y| = 0
saglaniyorsa x Ve y ye ayrik elemanlar denir. T: E — F operatorii igin

x1ly =Tx LTy
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oluyorsa T ye ayrik koruyan operator denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

23. Tamim E, F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir operator olsun. |T| =T v (—T) ise
|T'| ye T nin modiiliisti denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

24. Onerme E bir Riesz uzay1 ve F Archimedean Riesz uzayr olmak iizere, eger bir
T:E — F operatoriiniin  modiiliisi mevcutsa Vx € X i¢in |T(x)| < |T|(x) saglanir
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

Ispat: Vx € E* icin

T(x) < T*(x)< ITI(x)

—T(x) ST (%)< |T|(x)

sup {T (x), =T (x)} < IT|(x)

—T(x) v T(x) = |T()| < IT|(x).

Simdi x € E keyfi olsun.

TGOl = IT(x" —x7)]

=IT(x™) = T(x")

<ITGHDI+ TG

< TxH)+Tkx)

< |TI(x* —x7)

= |T|(x).

Buradan |T(x)| < |T|(x) elde edilir.

25. Onerme E ve F iki Archimedean Riesz uzay1 olmak iizere,T operatdrii siral1 sinirh

ayrik koruyan ise |T| modiiliisii mevcuttur ve Vx € E igin

IT1Cx) = [T(xDI = 1T )]

saglanir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
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Ispat: T yi swrali siirh ayrik koruyan operatér olarak kabul edelim. 0 <y <

x igin T(y) < T(x) dir. Gergekten

T =T&x-y)+TW)

=[Tx—yN*" =TV T[T —-y)" = (Ty)]

T(x) in modiiliisii alinirsa

TGOl = [T(x = »]* + [Ty]" + [T(x —y)]” + [Ty]”
2 [T(x—y)]+ [Tyl = [Ty]

bulunur. Simdi ise E de |y| < x oldugunu kabul edelim. Riesz uzaylari {izerinde

Ty* L Ty~ 6zelliginin saglandigindan hareketle

TG =1Ty" =Ty~ =Ty + Ty~ | = IT(y* + ¥y )| = IT(yDI| < ITx|
elde edilir. Buradan Vx € E* icin

ITx| = sup {ITG)|: |yl < x}

yazilabilir. Vx € E™ i¢in |[T(x)| = |T|(x) oldugu ise asikardir. Eger x € E ise T(x*) L

T(x™) saglanir ve

ITAxDI = ITIUxD=ITI(x* + x7)
= |TI(x™) +IT](x7)

=IT(x))| + T (x|

=|T(x*) =TI =TI

ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

26. Teorem E ve F iki Riesz uzay: olsun. F Dedekind tam ise L, (E, F) Dedekind tam
Riesz uzayi olup L, (E,F) = L,.(E, F) saglanir. Ustelik Vx € EYve T € L .(E,F) icin

12



L. TY*(x) =sup{Ty:0 <y < x}
iILT (x)=inf{Ty:0 < y < x}
i |T|(x) = sup {|Ty| : |y| < x}
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

27. Teorem E ve F iki Riesz uzay1 olsun. Kabul edelim ki T:E* - F* doniigiimii,
Vx,y € ET i¢in T(x +y) = T(x) + T(y) esitligini saglayan toplamsal bir doniisiim
olsun. O halde T , £ den F ye tek bir pozitif operatdre genisler. Bununla birlikte

genisleme Vx € E i¢in
T(x)=Tx*)—T(x")
ile verilir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

28. Tammm E, F ve G Archimedean Riesz uzaylari olsun. Eger V(x,y) € E* X F*
i¢in
(ST (@n, by)|:an € E* ,byy € Ftve ¥N_1a, =x,¥M_ b, =y (N,M € N) }

kiimesi eger G de sirali siirh ise, T: E X F — G doniisiimiine siralt sinirli varyasyon
denir. Tim sirali siirli varyasyonlu bilineer operatorlerin kiimesi ise L, (E, F; G) ile

gosterilir. Eger V(x,y) € ET X F* igin

{T(a,b):0<a<y,0<b<y}

stralt siirli ise T ye sirali sinirli denir. Tiim sirali sinirli bilineer doniisiimlerin uzay:
L, (E,F; G) ile gosterilir.

Eger x € E* ve y€F* i¢in T(x,y) € G* ise T pozitiftir. L,(E,F;G)
kiimesindeki diizenli bilineer doniistimlerin kiimesini L,.(E, F; G) ile gosterecegiz. Eger
T, — T, pozitif © T; < T, siralamasia gore L, (E, F; G) ve Ly, (E,F; G) sirali vektor

uzaylaridir.
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Sonu¢ olarak L,(E,F;G) < L,,(E,F;G) € L,(E,F;G) saglanir. Fakat tersi
dogru degildir. L,.(E,F;G) ve Ly,(E,F;G), L,(E,F;G) nin alt vektor uzaylardir.
Ancak eger G Dedekind tam ise L,.(E,F;G) = Ly, (E,F;G) olur ve bu uzay artik
Dedekind tam Riesz uzayidir. Buna ilave olarak eger G Dedekind tam ise herhangi bir

T € Ly, (E,F; G) igin |T| modiiliisii mevcut olup asagidaki formiille belirlenebilir;

T, y) = sup{ZamlT(an, by)l: an € E¥ by, € F*ve TN ap = x, X0 by =y }.
Ayrica herhangi bir x € E*vey € F* i¢in |T(x, ¥)| < |T|(|x], |y|) saglanir.

Eger Va € Eveb € F igin E X F de (aq,b1) L (a,, b,) iken Gde T(aq,b) L
T(ay b)veT(a,by) L T(a,by) saglanirsa T: E X F — G bilineer operatoriine ayri ayri

ayrik koruyan operatdr denir.

Eger VZ€E igin E de x Ly iken T(x,z) Ly ve T(z,x) Ly saglaniyorsa

T:E X E — E bilineer operatdriine ayr1 ayri bant koruyan operator denir.

Eger a-T(a,y)(a€E)veb—T(x,b)(b€eF) swali  smrl iseler

T:E X F = G bilineer operatoriine ayr1 ayri sirali sinirli denir (Buskes vd., 2010).

1.4. Riesz Homomorfizmalari ve Riesz Izomorfizmalari

1. Tanmmm E ve F iki Riesz uzayr olsun. Eger Vf,g € E i¢in T: E - F donisiimii
T(f v g)=Tf v Tg ozelligini saglarsa, bir lineer operator olan T ye Riesz

homomorfizmasi denir ( Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

2. Teorem E, F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir lineer donlisiim olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir ( Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

i. T Riesz homomorfizmasidir.
iiLVf,g€eEicinT(fAg) =TfATg.
iii.vf,geEvefAg=0iseTfATg =0.
iv.vfeE [Tfl=TfD.
V.VfEE,T(f") = (TH).
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Vi.Vf €E, T(f7) = (Tf)".

Ispat: i = ii (f + ) = (fvg) + (frg)
=T+ =T((fve+{Ar9)

=T+ =TFVY+T(F Ag)
=Tf+Tg=T(fVvg+T(Ag)
=Tf+Tg—-(TfvTe) =T(fAg)

= TfATg =T(f A g).

ii = iii f,g € Eve f A g = 0 olsun.

= TfATg=T(fAg) =T(0) = 0.
ili=>ivfeEolsun |fl]=f*+f =Tf*ATf~ =0
ITAI=ITIf = fI=ITf" =Tf7I=Tf* + Tf~=T(f* + f)=TUfD.

iv=1if,g € E olsun.

ng=%(f+g+|f—g|)oldugundan
1
T(fvg =5Tf+Tg+TIf —gl)
1
= STf+Tg+IT(f = 9D

1
=S (If +Tg +ITf = Tg))
=TfVvTg.
i=vVfeE T(H)=T(Vv0)=TfVTO=TfVvO0=(Tf)".

v = 1 oldugunu gostermek i¢in v = iv oldugunu gostermek yeterlidir. f € E i¢in

f~ = (—f)" oldugundan

TED) =TT =TT =ETHT =T
15



ITfl=TNH"+TH”=TUD+TE D) =TU*+ ) =TUfD.

3. Tammm E ve F iki Riesz uzay1 ve T: E = F doniisiimii bir Riesz homomorfizmasi
olsun. Eger T homomorfizmasi bire-bir ve orten ise T ye Riesz izomorfizmas: denir

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

4. Teorem E ve F Riesz uzaylari, T: E — F ye bire-bir ve orten operatér olmak iizere
T nin Riesz izomorfizmasi olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T ve T~ operatérlerinin

pozitif olmasidir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

Ispat: T bir Riesz izomorfizmasi ise T ve T~! in pozitif oldugu aciktir. O halde

f, g € E keyfi olmak iizere

fsfvg=Tf<T(fVyg)

g<fvg=Tg<T(fVvVyg)

STFVTGSTEVG)eeooeeaeneannn. (1)

Benzer sekilde Vh, k € F igin

TY W VT k) <T Y hvg)=T(f)=hveT(g) =k, 3f g€E.
Ustelik T, bire-bir oldugundan f ve g elemanlar tektir,

fvg<T HT(HVT(9)

T(FVG STEIVT(G)reeennnnnnn. )

(Dve @) denT(fVg)=T()VT(g).

T, bire-bir ve 6rten oldugundan T Riesz izomorfizmasidir.
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1.5. ideal, Solid ve Bant

1. Tanmim E bir Riesz uzayi olsun. S € E, g € E ve f € S olmak lizere,
lgl < |f|iken g € S ise, S ye solid denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

2. Tamim F bir Riesz uzay1 ve E € F olsun. E solid lineer alt uzay ise E ye F de bir

ideal denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
3. Sonug¢ Her (sira) ideal bir Riesz alt uzayidir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

4. Teorem E bir Riesz uzay1 olsun. A ve B, E de ideal ise BHA ve A + B, E de idealdir
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

5. Tanmim E bir Riesz uzay1 olsun. x € E vektorii tarafindan iiretilen ideal

E,={y€E: 31>0,|y| <Alx|}

olarak tanimlanir ve bu ideale bir esas ideal denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).

6. Tamim F bir Riesz uzay1 ve E, F nin bir ideali olsun. Eger E nin herhangi bir alt
kiimesinin F de supremumu mevcut ve bu supremum E nin bir elemani ise, bir bagka

deyisle, D € E ve f = supD iken f € E saglaniyorsa, E idealine F de bir bant denir
(Zaanen, 1975).

7. Teorem E bir Riesz uzayr ve T:E — E bir lineer operatdr olsun. Bu durumda
asagdaki ifadeler denktir.

i. T bir bant koruyandir.

ii. T nin bostan farkli her D alt kiimesi i¢in T(D%) € D¢,

lii. EdeuAv=0ise Tu L v saglanir.

iv.Edef Lg(fInlgl =0)iseTf L g saglanir.

V.Vf € E icin Tf € {f}? saglanr.

Eger yukaridaki 6zellikler saglanirsa Vf € E i¢in |Tf| = [T (|f|)| saglanir (Zaanen,
1983).
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Ispat: i=ii D? bir bant oldugundan aciktir.

ii=iii Eger u Av = 0ise u € {v}%olur. O halde Tu € {v}?saglanir.
i=ivf Lg=ftLlLgvef Lyg

= fTAlgl=0vef Algl=0

=STf*Algl=0veTf Alg|=0

=>TftLgveTf Lg

=Tf*LgveTf~ Lg

ST(f*+f)Lg
=Tflg.

iv=v f 1L g = g€ {f}*
flg=ge{f}

= f € {f}*

= Tf € {f}4.

v=i B, E de bir bant ve f € B olsun. Tf € {f}%¢ C B saglandigindan T bir bant
koruyandir.

(i) ve (v) saglansin ve f € E olsun. O halde
frofm=Tf"Lf"

=STfTLTf"

= ITf*"+Tf | =ITf*=Tf"

= ITE + N =IT¢" = f)

= |Tf1 =1TfDI.

8. Tamim E bir Riesz uzayi ve 0 < e € E olsun.
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I. I, = E ise e ye giiglii birim denir.

ii. B, = E ise e ye zayif birim denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
1.6. Riesz Uzaylarinda Otomorfizmalar

Bu kisimda Riesz uzaylar1 iizerinde otomorfizmalarin yapist tanimlanmaya
caligilacak, Archimedean f —cebiri iizerinde tanimlanan otomorfizmalar incelenecek ve
Archimedean f —cebiri lizerinde tanimlanan otomorfizmalarin degismeli, birlesmeli ve
yar1 asal olma durumlar ele alinacak ve bazi uzaylar iizerinde tanimlanan otomorfizma

ornekleri verilmeye calisilacaktir.

1. Tamim E bir Riesz uzay1 ve T: E — E bir lineer operator olsun. Eger ki VB C E bant
icin T(B) € B saglaniyorsa yani T operatérii E nin biitlin bantlarin1 degismez
birakiyorsa, T oparatdriine bant koruyan operator denir (Aliprantis ve Burkinshaw,
2006).

2. Tamm Bant Kkoruyan sirali smirli bir operatére bir otomorfizma denir.
O halde E bir Riesz uzay1 ve T:E — E sinirli bir operator olsun. E de x L y iken
Tx L y saglanir. Ayrica T otomorfizmas:t ayni zamanda pozitif ise T ye bir pozitif
otomorfizma denir. Bagka bir ifade ile, T bir pozitif otomorfizmadir ancak ve ancak E
de x Ay =0 iken Tx Ay = 0. E fizerindeki tiim otomorfizmalar kiimesi O(E) ile

gosterilir, yani
O(E):={T € Ey(E):x LyiseTx L y}
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) .

3. Teorem E Archimedean Riesz uzay: ise, O (E) noktasal ve cebirsel Riesz islemlerine

gore bir Archimedean Riesz uzayidir. Baska bir ifadeyle, S,T € O(E) ise Vx € E* i¢in
SVvT)(x)=Sx)V T(x)
(SAT)(x) =S(x) A T(x)

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
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Ispat: T: E — E bir otomorfizma olsun. Yani T € O(E) olsun. O halde T bant koruyan
oldugundan |T| modiiliisii vardir ve Vx € E™ icin |T|(x) = |T(x)| saglanir. Buradan
|T| € O(E) olup O(E) bir Riesz uzayidir. S,T € O(E) i¢in

sUT :%(s +T +[S- T

ve
SAT=2(S+T—|S—TI)

saglandigindan Vx € E™ icin

(SVT)(x) = %((5 +T)+ IS=TH)
= %((5 +T)(x) + IS = T|(x))

= %((S(x) +T(x) + IS =TI(x)

= %(s(x) +TX)) + |Sx) =T
= S(x) VT (x).

SAT)(x) = %(S +T—-|S—-TDHkx)

1
= E((s +T)(x) — |S = T|(x))

1
) +TE)) — IS =TI(x)

1
=S +TE)) = 1SG) = TN

= S(x) AT(x).
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4. Ornek E bos olmayan X noktalar kiimesi iizerinde reel fonksiyonlari igeren bir Riesz
uzay1 olsun (dogal noktasal yapida sira yapt ve vektor uzayr yapisi ile) ve buna ilave
olarak E yi noktasal ¢arpima gore bir cebir olarak ele alalim. Vx € X i¢in e(x) = 1
Ozelligini saglayan e, E nin bir birim elemanidir. O halde E, e birim elemanina sahip bir
Archimedean f — cebiri olur. Bu nedenle E deki bir T doniisiimiiniin otomorfizma
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vf € E igin X tlizerinde (Tf)(x) = p(x)f(x) denklemini
saglayan bir p € E nin var olmasidir. Bu 6zellik, 6zellikle, E nin bir X topolojik uzay1
tizerinde tiim siirekli reel fonksiyonlarin uzay1 C(X) veya X iizerinde tanimli tiim sinirh

reel fonksiyonlarin uzayi €, (X) olmasi durumunda da saglanir (Zaanen, 1975).

5. Teorem E Archimedean Riesz uzay1 olsun. Bu durumda O(E) otomorfizmalar uzayi

bileske islemine gore birim elemanli bir f —cebiridir.

Ispat: 1.6.3. Teorem’den O(E) nin bir Riesz uzay1 oldugunu biliyoruz.

Simdi ise VT, T, € O(E) ve Va € E i¢in (T, T,)(a) = T, (T,a) bileske islemine
gore bir Riesz cebiri ve daha sonra bir f —cebiri oldugunu gosterelim.0 < T;,T, €

O(E) keyfi olsun. Va € E*icin Tya = 0 ve T,a = 0 oldugunda
(T1T5)(a) = T1(T,a) = 0
olup T, T, € O(E)*. Dolayisiyla O(E) Riesz uzay1 bir Riesz cebiridir.

Simdi ise I:E > E ve Va€ Aicinl(a) =a seklinde tanimlanan Ozdes

fonksiyonun O (E) nin bir birim elemani oldugu agiktir, yani I € O(E).

Son olarak O(E) nin bir f —cebiri oldugunu gésterelim. Bunun igin 0 <
T,T,,T, € O(E)ve T, AT, = 0olsun. Buradan TT; AT, =0veTyT AT, =0

oldugunu gosterelim. Herhangi bir a € E*igin
Tia ANT,a=(T;AT,)(a) =0(a) =0
oldugundan T;a A T,a = 0 olur. Diger taraftan

T(Tia) A (Tya) =0,
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(TT)(a) ATz(a) =0

olup (TT, AT,)(a) = 0. O halde

Simdi ise ;T AT, = 0 oldugunu gosterelim. Her a € E*i¢in
0< (TyT(a) AT,a =T, (Ta) AT,a
<Ti(Tava)AT,(TaV a)
=Ty AT,)(Tava) =0Tava)=0
0<(T,T)(a) AT,a<0
(T1T)(a) AT,a=0

(T AT)(a) =0

(1) ve (2) den O(E) nin bir f —cebiri yapisina sahip oldugu goriiliir.
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2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Riesz Uzaylarinda Biotomorfizmalar

Daha 6nceki kisimlarda biotomorfizma uzay yapisinin olusturulmasi i¢in gerekli
tanim ve teoremler verilmistir. Bu kisimda ise her bir eleman1 E Archimedean vektor
uzay1 iizerinde tanimli ve trival olmayan bir biotomorfizmalar uzay yapisinin f —cebiri

yapisina sahip olma durumu incelenecektir.

1.Tamim E bir Archimedean (reel) Riesz uzay1 olsun. T: E X E — E bilineer doniisiimii
E nin her bir bileseninde bir otomorfizma ise T ye bir biotomorfizma denir. Diger bir
deyisle, Vx € E i¢in T(x,.),T(.,x) € O(E) ise T:E X E — E bilineer doniisiimiine E
tizerinde bir biotomorfizma denir. E {izerindeki tiim biotomorfizmalarin kiimesi O (E, E)

ile gosterilir.

E lizerinde tanimlanan tim otomorfizmalarin uzayr O(E) oldugu gibi (bkz.
1.6.3. Teorem), O(E, E) biotomorfizmalar uzaymin noktasal toplama ve ¢arpmaya gére

Riesz uzay: yapisina sahip oldugu asagidaki teoremden agiktir.

2. Teorem E bir Riesz uzay1 olsun. Eger T € O(E,E) ise T*,T"ve |T| € O(E,E).
Ozellikle VT, S € O(E,E) ve (x,y) € ET X E* igin

SvD(xy) =Sky)vVT(xy)
SAT)(xy) =S,y) AT(x,y)
saglanir (Buskes vd., 2010).

Ayrica, O(E,E) uzaymin cebirsel yapiya sahip olup olamadigi problemi G.
Buskes, R. Page ve R. Yilmaz tarafindan yayinlanan “A note on bi-orthomorphisms”
1simli ¢alismada ifade edilmistir. Baz1 kesin kosullar altinda buna kismen de olsa cevap
vermelerine ragmen daha genel olarak “Multiplicative structure of biorthomorphisms
and embedding of orthomorphisms” Boulabiar ve Brahmi (2016) baglikli makalede bu

probleme olumlu cevap verilmistir. Biz burada bu ¢alismayi irdeleyecegiz.
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Buskes vd. (2010) daki “A note on bi-orthomorphisms” isimli g¢aligmada
v € O(E) ve (x,y) € E X E i¢in

p(m)(x,y) = n(xy) = m(x)y

olarak tanimlanan p: O0(E) —» O(E, E) doniistimii bire-bir bir Riesz homomorfizmasidir.
Calismamizin bu kisminda p dosiimii ile bu doniisiim kastedilmektedir.

3. Onerme

i. E yar asal bir f —cebiri ise O(E), O(E, E) da bir Riesz uzayidir.

ii. E yar1 asal Dedekind tam bir f —cebiri ise O(E), O(E,E) da bir sirali idealdir
(Buskes vd., 2010).

Ispat: i. E yar1 asal bir f —cebiri ve n€ O(E) ve x,y € E olsun. p(m) = n(x)y

olarak tanimlanan p: O(E) — O(E, E') doniisimii bire-bir bir Riesz homomorfizmasi
oldugundan O(E, E') uzaymin bir Riesz uzay1 oldugu goriiliir.

ii. E yar1 asal Dedekind tam bir f —cebiri olsun. T: E X E — E sirali sinirli varyasyonlu
bilineer doniisim ve w, |T| < |p(w)| 0zelligini saglayan bir otomorfizma olsun.

Buradan T+ = 7t'°|p(m)| olacak sekilde ©" € O(E) vardir ve dolayisiyla

'|p(m)|(x,y) = n'(In|(x)y) = n’(lnl(x))y

olur. Bu nedenle T* € p(O(E)) ve benzer sekilde T~ € p(O(E)) bulunur. O halde
T =T* —T" esitliginden T € p(O(E)) elde edilir.

4. Lemma E, (ey); yaklasik birim elemanli (yani, (e;); yukar: dogru yonlendirilmis

Vx € ET i¢in sup,xe; = x saglanir) bir Archimedean yar1 asal f — cebiri ve T €
O(E,E)* olsun. T € p(0(E)) < Vx € E%igin (T(x,e;)), agmm Ede bir

supremuma sahip olmasidir (Benamor, 2014).

ispat: = T € p(0(E)) ve T = p() olmak iizere = € O(E)™* olsun. Vx € E¥ igin

T(x,e;) = m(x)ey T m(x) olur.
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&; Vx € E*ticin (T(x,e; )), aginin E de bir supremuma sahip oldugunu kabul edelim.
Vx € Eticinm(x) = sup,T(x,e;) ile tammlanan m:E* - ET  doniisiimii
toplamsaldir. Riesz Kantorovich Teoremi Aliprantis ve Burkinshaw (2006) dan 7 nin
T = p(m) Ozelligini saglayan ve tekrar m ile gosterilen bir pozitif otomorfizma
genislemesi mevcuttur.

5.Teorem E Dedekind tam yar1 asal bir f —cebiri olsun. p(0(E)), O(E, E) da bir sirali
idealdir (Benamor, 2014).

Ispat: T€EO(E,E) ve € O(E)*: 0<T <p(n)olsun. Buradan Vx € E*ve VA igin
0<T(xe)<m(x)e, <m(x), yani Vx € E* icin (T(x,e;3)); ag E de iistten sinrhdur.
Fakat E Dedekind tam oldugundan Vx € E™ i¢in(T(x,e; )); E de bir supremumu vardir.

O halde 2.1.4. Lemmadan T € p(O(E)) olup ispat tamamlanr.

6. Ornek E:= C([0,1]) olsun. x,y € E ve Vt € [0,1] igin (x * y)(t) = tx(t)y(t) ile
tanimlanan * carpma islemine gore E bir f — cebiridir. Buradan (x,y) — xy dogal
carpim O(E,E) de fakat p(O(E)) de bulunmaz (Buskes vd., 2010). Gergekten,
p:O(E) = O(E,E) orten degildir. Gergekten; p oOrten oldugunu kabul edelim, yani
VT € O(E,E) i¢in T = p(m) olacak sekilde bir m € O(E) olsun. Buradan. Her x,y € E

icin
T (x,y) =p(m(xy) = n(x) *y € (E*)

e vt e [0,1]i¢in T (x,y) () = ((mx) * y)(t) = t(mx - y)(t) = t(mx)(©) - y(2).
T (x,y)(8) = (x.y)(8) = x(©)y(0)

oldugundan x(t)y(t) = t(mx)(t). y(t) ve dolayisiyla x(t) = t(mx)(t) elde edilir. Ozel

olarak, x = e olarak alinirsa Vt € [0,1] i¢in e(t) = 1 sekilinde tanimlanan e: [0,1] =R
birim fonksiyon olmak tizere Vt # 0 icin (me)(t) =% ise m(e) ¢ E. Cinki

nm(e):[0,1] » Rt = 0 da stirekli degildir. Bu ise m(e) € E olmasiyla gelisir. O halde
p orten degildir.
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2.2. Biotomorfizmalar Uzayinin Carpimsal Yapisi

Bu kisimda bir biotomorfizma uzayimin cebirsel yapisi incelenerek bu uzayin bir

f —cebir yapisina sahip oldugu arastirilacaktir.

1. Teorem E bir Archimedean Riesz uzay: olsun. Egere € ET ise Vx,y € Eve A,B €
O(E,E) i¢in (A *, B)(x,y) = A(x, B(e,y)) seklinde tanimlanan ¢arpim islemine gore
O(E, E) bir Archimedean f —cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

Ispat: e € EY ve A,B € O(E,E) ise Vx, y € E icin

(A*¢ B)(x,y) = A(x, B(e, y))

olarak tanimlanan A *, B: E X E — E déniisiimii bilineer oldugu agiktir. Ustelik, eger

x € E ise
(A*,B)(x,.) =A(x,B(e,.)) € O(E)
ve
(A%, B)(.,x) = A(.,B(e,x)) € O(E).
= A+, B € O(E,E).

Bununla birlikte VA, B € O(E, E) i¢in
T,(A,B) = A*,B

ile tanimlanan T,: O(E,E) X O(E,E) —» O(E,E) doniisimii bir pozitif bilineer
doniisiimdiir. Diger yandan eger A, B,C € O(E,E) ise Vx,y € E icin

((A*e B) %, C)(x,y) = (A*. B)(x,C(e,y)) = A(x, B(e,C(e, )))
= A(x, (B %, C)(e,y)) = A*, (B, C)(x,y).

Boylece (O(E,E), *.) Riesz uzay: bir Riesz cebirdir. Hatta biotomorfizmalar simetrik

oldugundan O(E, E) ayn1 zamanda degisme 6zelligine sahiptir.
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Simdi A,B € O(E,E) oyleki AAB =0olsun.V 0 < C € O(E,E) igin
(A*,C)AB=(C*,A)AB =0

oldugunu gostermeliyiz. Fakat (O(E,E), *,) degismeli oldugundan sadece
(A *, C) A B = 0 oldugunu ispatlamak yeter. Bunun i¢in x,y € E™ keyfi olsun. O(E, E)

uzay1 lizerindeki latis islemleri noktasal oldugundan

A(x,y) AB(x,y) =0

ve dolayisiyla, C(e,.) € O(E) oldugundan

C(e,A(x,y)) AB(x,y) =0.

Ancak biotomorfizmalarin simetrik oldugunu kullanilarak

C(e,A(x, y)) = C(x,A(e,y)) = (C %, A)(x,y).

= C(e,A(x,y)) AB(x,y) = 0.

= (C *, A) AB = 0 elde edilir.

2. Notasyon VA € O(E,E) i¢gin K(A):= {x € E: A(x,x) = 0}.

3. Lemma E bir Archimedean Riesz uzay1 ve A € O(E, E) olsun.
K(A) ={x € E:A(x,y) =0,Vy € E}.

Ozellikle K (A), E de siral1 bir idealdir (Boulabiar ve Brahmi, 2016).
Ispat: x € K(A) ve y € E olsun. u = |x| ve v = |y| alalim. Vx € E igin
A(x,x) = 0ve A(x,x) = A(|x], |x])

oldugundan

At(u,u) = AT (0, x) = A (x,x) = A~ (u,u)
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olur. Boylece
AT(wu) = AT (W ANA (w,u) = (AT AA)(wu) =0
bulunur. Bu nedenle A*(u,u) = A~ (u, u) = 0 olur.
Simdi A* (u, v) = 0 oldugunu gésterelim. Vn € {1,2,3, ...} i¢in

0 < A*(nu—v,nu —v)

=n2A*(u,u) — 2nd*t(u,v) + AT (v,v)

= AT(v,v) — 2nA* (u, v).
=0 < 2nd*(u,v) < AT (v, v).

E bir Archimedean oldugundan A*(u,v) = 0 sonucuna ulasiriz. O(E,E) nin latis

islemleri kullanilarak

AT (x, )| = AT (w,v) = 0

bulunur. Buradan A*(x,y) = 0 olur.
At(u,u) = A (0, x) = A (x,x) = A~ (u,u)
esitliginden A~ (x,y) = 0 bulunur.

Alx,y) =AT(x,y) + A7 (x,y) = 0

ve dolayisiyla A(x,y) = 0 elde edilir.

Simdi ise K (A) nin E de siral1 bir ideal oldugunu gosterelim. Tlk kistmdan K (A)

nin E nin bir alt vektdr uzay1 oldugu agiktir. Dahasi Vx € X i¢in

A(x,x) = 0ve A(x,x) = A(|x|, |x])
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oldugundan K (A) E nin bir alt vektor uzayidir. K(A) nin E de solid oldugunu

gosterelim.

y € K(A) ve 0 < y < x ozelliklerini saglayacak sekilde x,y € E olsun. A(x,.) € 0(X)
oldugundan E {izerinde ayrik koruyan sirali smirl bir operatordiir. Huijsmans ve De
Pagter (1993) den

0 <|A(x,x)| < |A(x, )| = 0.

4. Lemma E bir Archimedean Riesz uzayr ve A € O(E,E) olsun. Eger x € E ise
A(x,x) =0 & A(x,x) € K(A) (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

Ispat: = x € E i¢in A(x, x) = Oise acikca 0 € K(A) oldugundan A(x,x) € K(A).

K(A) ={x €E:A(x,y) =0,Vvy€E}. A(x,x) € K(A) olsun. x ve A nmn pozitif
oldugunu kabul edebiliriz. Bu nedenle eger n € {1,2,3, ... } ise

(nA(x,x) — x)* A (nx — n?A(x,x))* = 0.

A(x,.) € 0(X) oldugundan

(mA(x,x) —x)* AA(x, (nx —n?A(x,x)*) = 0.

Boylece yukaridaki lemmadan A(x,A(x, x)) = 0. Dolayisiyla
(mA(x,x) —x)* = (nA(x,x) — x)* AndA(x, x)

= A, x) —x)T AndA(x,x)?*

= (nA(x,x) — x)* A (A(x, nx — n?A(x, x)))*

=MmA(,x) —x)TAA (x, (nx —n?A(x, x))+) =0,

yani 0 < nA(x,x) < x elde edilir ki E Archimedean oldugundan A(x, x) = 0 olur.
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5. Sonug E, e > 0 sirali zayif birimli bir Archimedean Riesz uzayr olsun. O halde
O(E,E) de tanimlanan * g¢arpimina gore yari asal bir f — cebiridir (Boulabiar ve
Brahmi, 2016).

Ispat: (O(E,E), *,) bir f —cebir yapisina sahip oldugunu biliyoruz. Simdi bunun yari
asal oldugunu gosterelim. Bunun igin T € O(E,E) olmak iizere T *, T = 0 olsun.

Buradan Vx,y € E igin

(T * T)(x,y) =T(x,T(e,¥)) = 0,

yani, Vy € E icin T(e,y) € K(T). 2.2.3. Lemmadan Vy € E i¢in T(e,y) = 0. Fakat e
bir sirali zayif birim ve T(.,y) € O(E) oldugundan Vy € E icin T(.,y) = 0 (Zanaan,
1983). Buradan T = 0 elde edilir. Dolayisiyla (O(E,E), *,) yari asal bir f —cebiri
olur.

6. Teorem E bir Archimedean Riesz uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

i. O(E,E) # {0}.

ii. O(E, E) trivialden farkli bir f —cebiridir

iii. E trivialden farkli bir f —cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

Ispat: i=ii O(E, E) de f —cebiri carpimmnin trivial oldugunu kabul edelim ve x € E*
olsun. Teorem 2.2.1 de gosterildigi gibi, *, islemi O(E, E)de bir f —cebiri ¢arpimudir,
(O(E,E), *,) bir f —cebiridir. Bu nedenle VT € O(E,E) i¢in hipotezden T *, T = 0
olur. Simdi bir T € O(E, E) igin

T(T(x, x),T(x, x)) = (T *, T)(T(x,x),x)=0

oldugundan T (x,x) € K(T). Buradan 2.2.3. Lemma ve 2.2.4. Lemmadan T = 0 elde
edilir ki bu O(E,E) = {0} olmas: demektir. Bu ise hipotezle ile gelisir. O halde
O(E, E) trivialden farkli bir f —cebiridir.

ii=>iii O(E, E) trivialden farkli bir Riesz uzay1 oldugundan T # 0 olacak sekilde bir
0 <T € O(E,E) bulunur. Fakat E de Vx,y € E igin

xy =T(x,y)
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olarak tanimlanan ¢arpim islemine gore E trivialden farkli bir f —cebiri olur. Gergekten,

eger Vx,y,z € E igin

x(yz) = T(x,T(y, Z)) =T(T(x,y),2) = (xy)z,

yani yukarida tanimlanan ¢arpim birlesmelidir. Benzer sekilde bir f —cebirinin diger

cebirsel 6zelliklerinin saglandig1 gosterilebilir.

iii=i E trivialden farkli bir f — cebiri olsun. Vx,y € E i¢in T(x,y) = xy olarak
tammlanan T:E X E - E doniisimi E iizerinde trivialden farkli bir biotomorfizma

oldugunu gostermek kolaydir. Bu sonug teoremin ispatini tamamlar.

Asagidaki oOrnekte verildigi gibi, yukaridaki teoreme ragmen, sadece sifir
biotomorfizmaya sahip Riesz uzaylar1 mevcuttur. Ormegi vermeden once asagidaki

teoreme ihtiyacimiz vardir.

7. Teorem E, [a,b] lzerinde tamimli biitin reel degerli noktasal lineer siirekli
fonksiyonlarin olusturdugu Riesz uzayi ise E sadece trivial otomorfizmaya sahiptir, yani
O(E) = {0} (Zaanen, 1975).

8. Ornek E , [0,1] iizerinde tamimli biitiin reel degerli noktasal lineer siirekli
fonksiyonlarin olusturdugu bir Archimedean Riesz uzay:1 olsun. I, E kiimesi iizerinde

tanimli 6zdes operatdrii olmak iizere, yukaridaki teoremden
O(E) = {rl:r € (—o0,00)}

oldugu goriliir. Simdi eger T € O(E,E), x € E ise T(x,.) = r,I 6zelligini saglayan bir

Ty € (—0,00) vardir. 0# x € E Ve y € E elemanlari lineer bagimsiz ise
ny =T ) =Tky) =Ty x) =nx

oldugundan r, = 0 oldugu gorilir. Buradan T(x,.) =0 elde edilir ki bu 0, E
tizerindeki tek biotomorfizma, vyani, O(E,E) = {0} olmas1 demektir (Boulabiar ve
Brahmi, 2016).
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2.3. Otomorfizmalarin Biotomorfizmalarin i¢ine Yerlestirilmesi

Bu kisimda otomorfizmalar uzaymin biotomorfizmalar uzayin igine siral ideal
olarak yerlestirilmesi i¢in gerekli 6zellikler arastirilacaktir. Dedekind tam durumu igin
Buskes vd. (2010) ¢alismada bu durum incelenmistir. Burada Boulabiar ve Brahmi
(2016) tarafindan gosteri teorisi kullanilarak genellestirilen E zayif sira birimli diizgiin
tam yari asal f —cebir olmast durumunda O(E) uzaymin yine O(E,E) de bir sirali

ideal oldugu incelenecektir.

E yar1 asal bir f —cebiri olsun. Eger T € O(E) ise Vi € O(E) ve (x,y) EEXE
i¢in
p(@)(x,y) = n(xy) = m(x)y

oldugundan Vx,y € E i¢in
xT(y) =T(xy) = yT(x)

oldugu goriiliir. Ustelik, T € O(E) olmak iizere Vx,y € E igin
TCxy) =T(xy) =Ty

seklinde tanimalan T:E X E - E doniisiimii bir biotomorfizma, yani T € O(E,E).
Dolayisiyla VT € O(E) igin

p(T) =T

olarak  tanimlanan p:0(E) —» O(E,E) doniisiminiin  bire-bir ~ bir  Riesz
homomorfizmasidir (Buskes vd, 2010). Buna gore O(E), bir Riesz alt uzay1 olarak,
O(E,E) nin igine yerlestirilebilir. O halde herhangi bir T € O(E), goriintiisii olan T
€ O(E,E) ile belirlenebilir.

Simdi E diizgiin tam yari asal bir f —cebir ve
E® = {xy:x,y € E}

olarak alinirsa bu E© kiimesi {xx = x2:x € E} pozitif konuna sahip E uzayunun bir Riesz alt

uzayidir (Buskes ve Rooij, 2000). Buna gore asagidaki teorem verilebilir.
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1. Teorem E diizgiin tam yar1 asal f —cebiri ve T: E X E — E bir doniigiim olsun.
T, E iizerinde (pozitif) bir biotomorfizmadir & Vx,y € E i¢in T(x,y) = T®(xy)
ozelligini saglayan tek bir T®: E© — E (pozitif) biotomorfizma vardir (Boulabiar ve
Brahmi, 2016).

Ispat: = Aciktir.

& Ik olarak T nin E iizerinde pozitif bir biotomorfizma ise T ortosimetrik bir Riesz

bimorfizmadir. Vx,y € E icin

O (x,y) =xy

olarak tanimlanan O: E X E — E ortosimetrik Riesz bimorfizmasi ve (E©,®) ikilisi bir

Riesz uzayi olup Enin karesidir (Buskes and Rooij, 2000). Dolayisiyla Vx,y € E igin

T(x,y) =TO(xy)

olarak tanimlanan tek bir T©: E© — E Riesz homomorfizmasi vardir. ~ Ustelik T© bir
otomorfizmadir. Gergekten x € E ve v € E© &yleki |x| A |v| = 0 olsun. T ortosimetrik
oldugundan T(x,v) = 0. Diger yandan E® tanimdan v € E© igin v = yz 6zelligi
saglayany, z € E vardir. Buradan Vrr € O(E) ve (x,y) € E X E i¢in

p(m)(x,y) = n(xy) = m(x)y

oldugundan T € O(E, E) igin

xT(y,z) =T(xy,z) = yT(x,z) =T(x,yz) =T(x,v) = 0.

Fakat E yar1 asal oldugundan

x| A|TCW)| = Ix| A |TC(y2)| = Ix| A IT(y,2)| = 0

bulunur. Bu ise T© operatoriiniin pozitif bir otomorfizma oldugunu gosterir.

Simdi T € O(E, E) keyfi olmasi durumunda T© € O(E) oldugunu gésterelim.
O(E, E) bir Riesz uzay1 oldugundan T = B — C olacak sekilde pozitif B, C € O(E,E)
vardir. O halde yukaridaki pozitiflik durum kullanilarak, Vx,y € E i¢in
B(x,y) = BO(xy) ve C(x,y) = C®(xy) olacak sekilde, sirasiyla,
B9:E® - E ve C9:E® — E otomorfizma vardir. Buradan agikca B® — C© € 0(E).

Fakat Vx,y € E igin
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TO(xy) = T(x,y) = B(x,y) = C(x,) = BO(xy) — CO(xy) = (B® — €O)(wy)
yani vv € EC i¢in TO(v) = (B® — €®)(v) oldugundan T® = B® —C® € O(E).
Dolayisiyla TO € O(E) elde edilir.

Asagidaki sonu¢ G. Buskes, R. Page ve R. Yilmaz tarafindan (Buskes vd.,
2010) ispatlanmistir. Burada Boulabiar ve Brahmi (2016) calismasindaki alternatif

ispat1 verecegiz.

2. Sonug E Dedekind tam yar1 asal f —cebiri olsun. O(E), O(E, E) nin bir
sirali idealidir (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

Ispat: O(E), O(E, E) in bir Riesz alt uzay1 oldugundan O(E) in O(E, E) de bir solid
oldugunu gostermek teoremin ispati i¢in yeterlidir. Bunun i¢in T € O(E, E) olsun. O
halde 0 < T < f esitsiligini saglayan bir f € O(E) oldugunu kabul edelim. Buradan
T € O(E) oldugunu gostermeliyiz. E diizgiin tam oldugundan yukaridaki teoremden
Vx,y € E igin T(x,y) = TO(xy) ozelligini saglayan tek bir T®:EC — E pozitif
otomorfizmasi mevcuttur. O halde

0<TO(x?) =T(x,x) < f(x?)

saglanir. Diger bir deyisle VO < v € X© igin

0<TOW) < f(v)

bulunur. Buradan 2.3.1. Teorem T© operatériiniin, tekrar T© ile gosterebilecegimiz,

0<TO<f

ozelligini saglayan ve tekrar T© ile gosterilen bir pozitif operatére genislemesi vardir.

Buradan T© € O(E) ve TO =T elde edilir. Sonug olarak T € O(E) bulunur. Bu ise
O(E) in O(E, E) de bir solid ve dolayisiyla sirali ideal oldugunu ispatlar.

3. Teorem E Riesz uzay1 diizgiin tam ise O(E, E) de diizgiin tamdir (Boulabiar and
Brahmi, 2016).

Ispat: Simdi T: E* - E*, Vx,y € E* icin

T(xy) = f()

olarak tanimlayalim. Riesz Kantorovich Teoreminden f, in T ile ifade edilen,
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E X E - E tek olarak genislemesi vardir. Burada T € O(E, E) oldugu ve (T,) Cauchy
dizisinin de diizgiin limiti oldugu goriiliir. Bdylece O (E, E) tamdir. Ozellikle E diizgiin
tam ise O(F) diizgiin tamdir (Zaanen,1983).

Simdi (4,)c O(E, E) herhangi bir diizgiin Cauchy dizisi olsun. Buradan
3S € (O(E,E))* dyleki VE > 0 igin INg € N, Vp,q = Ng i¢in
T, — T,| < €S.
Buradan O(E) de Vx € E* ve Vp,q = Ng i¢in
T, (x,.) = Ty(x,.)| < €S(x,.)

saglanir. Bu ise{T,,(x,.)} cO(E) bir diizgiin Cauchy dizisi olmasi1 demektir. Fakat
O(E) dizgiin tam oldugundan bu dizi bir f, € O(F) ye yakinsar. Diger taraftan
biotomorfizmalarin simetri olmasindan Vx,y € E¥ icin f,(y) = f,,(x) oldugu aciktir.
Simdi Vx,y € E™ i¢in

T(x,y) = f(¥)

seklinde bir T: E¥ X E* —» E* doniisiimii tanimlansin. Buradan standart genisleme
teoreminden Aliprantis ve Burkinshaw (2006) dan f tek olarak E X E den E ye bir
bilineer doniisiime genisler. Bu genisleme dontistimii tekrar T ile gosterilirse, T nin {T,}

dizisinin diizgiin limiti oldugu goriiliir. Dolayisiyla O(E, E) diizgiin tamdir.
Simdi bu béliimiin ana sonucunu vermeye haziriz.

4. Teorem E zayif sira birimli diizgiin tam yar1 asal f —cebiri ise O(E), O(E, E) de bir
sirali idealdir (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

Ispat: Yukaridaki teoremden O(E, E) mn diizgiin tam yar1 asal f —cebiridir. Simdi

e € E pozitif zayif sira birim olsun. 2.2.5. Sonugtan (O(E,E) ,*,) bir yar1 asal
f —cebiridir. O(E) in ( (E,E),*.) de bir halka ideali oldugunu gosterelim. Bunuin igin
f €0(E)veT € O(E,E) keyfi olsun. Buradan foT (e,.) € O(E) ve Vx,y € E igin

xf(y) = fxy) =yf(x)

oldugundan,
(f * T)(x,y) = f(x,T(e,y))
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= f(xT(e,)) = xf (T (e, )
= x(foT(e,.))(¥)
= foT(e,.)(x,y)

saglanir. Buradan f *, T = foT(e,.) € O(E) elde edilir. Bu ise O(E) in O(E, E) de bir
halka ideali olugunu gosterir. Diger yandan O (E) birim elemanli diizgiin tam f — cebiri
oldugundan O(E) karekok kapalidir. Dolayisiyla, 1.3.16. Teorem gozoniine alinirsa,
O(E) halka ideali ayn1 zamanda bir sirali idealdir. Buradan O(E) in O(E, E) de bir sirali

ideal oldugu sonucuna ulasilir.
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3. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu c¢alismada Riesz wuzaylar1 {izerinde bir biotomorfizma yapisinin
olusturulabilmesi igin Yyeterli ve gerekli kosullar verilmis ve biotomorfizmalarin
tanimlanan bir ¢arpima gore ¢arpimsal yapilari incelenmistir. Buna gore asagidaki temel

sonuclar verilebilir.

1. E bir Archimedean Riesz uzay1r olsun. Eger e € Etise Vx,y € veA,B €
O(E,E) i¢in (A *, B)(x,y) = A(x,B(e,y)) scklinde tanimlanan ¢arpimina islemine
gore O(E,E) bir Archimedean f —cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

2. E, e > 0 sirali zayif birimli Archimedean bir vektér Riesz uzayr olsun. O halde
O(E,E) tanimlanan * ¢arpimina gore yart asal bir f —cebiridir (Boulabiar ve Brahmi,

2016).
3. E bir Archimedean Riesz uzay1 olsun. Asagidaki esitlikler birbirine

denktir.

i. O(E,E) # {0}.

ii. O(E, E) trivialden farkli bir f —cebiridir

iii. E trivialden farkli bir f —cebiridir. (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

4. E zayif sira birimli diizgiin tam yari asal f —cebiri ise O(E), O(E,E) de bir sirali
idealdir. (Boulabiar ve Brahmi, 2016).

5. E diizgilin tam yar1 asal f —cebirive T: E X E = E bir doniisiim olsun.

T, E iizerinde (pozitif) bir biotomorfizmadir & Vx,y € E i¢in T(x,y) = T (xy)
ozelligini saglayan tek bir T®: E© — E (pozitif) biotomorfizma vardir (Boulabiar ve
Brahmi, 2016).
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4. ONERILER

Bir biotomorfizma yapisi i¢in 6ne siiriilen tanim, 6neri ve teoremlerin tamami
“ n -otomorfizma” yapilar1 i¢in ¢aligilabilir ve bu “ n -otomorfizma” yapilar
O(E,E, ..., E) olarak tanimlanabilir. Buna ilave olarak ¢alismada yer alan ve f —cebiri
taniminin kullanildigi tiim 6neri ve teoremler d —cebiri, ve hemen hemen f —cebiri

yapilari i¢in ¢aligilabilir.
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